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PRZEDMOWA.

Gdym przed dwoma laty po raz pierwszy ogtaszat drukiem swo-
ja prace p. t.,, Zasady rachunkéw jpy~s~ych', wyobrazatem sobie,
ze zainteresuje szerotcie kota czytelnikdw; wszak nie brak u nas ludzi,
ktérych byt w mniejszym lub wiekszym stopniu zalezy od znajomo-
sci nauk matematycznych. Byty to jednak ztudzenia, zwykte u auto-
row, piszacych na ucieche moli. Jezeli mimo to obecnie, zamierza-
jac zsumowac i zakonczy¢ swojg dziatalno$¢ na polu naukowcem, od-
wazytem sie opracowac drugie wydanie tej same] pracy, to tylko dla
tego, ze usilnie pragnatem poprawi¢ i uzupetni¢ pierwsze wydanie,
zbyt niedoktadne. W ,Zasadach rachunkorp wr{S{ych" staratem
sie, o ile mozna, i$¢ drogami wiasnemi i tak w uktadzie materyatu,
jak i w tresci nie nasladowaé¢ nikogo. Nie licze na natychmiastowe
powodzenie mojej pracy, lecz zywie nadzieje, ze moje metody i do-
wodzenia przekonajg niechetnych dla nowosci, oraz ze w niedtugim
czasie uzyskajg prawo obywatelstwa w nauce.

W zakonczeniu dodam jeszcze, ze pierwotnie przygotowatem
byt materyat do pracy znacznie obszerniejszej, anizeli niniejsza, lecz
niemozno$¢ uzyskania ani zapomogi, ani pozyczki pienieznej, pomi-
mo licznych moich staran i zabiegow w tym wzgledzie, zmusita mie
do znacznego skrédcenia dzieta.

Ptock, w styczniu. 1898 r.
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|. Teorya roznic.

~ 1. Funkcye jednej zmiennej niezaleznej.

Réznicowaniem funkcyi jednej zmiennej niezaleznej

1)

nazywac¢ bedziemy dziatanie, zapomocg ktérego kladziemy we wszystkich
wyrazach funkcyi @ wartosci x  Ix zamiast x i odciggamy warto$¢ pier-

wotng wspomnianej funkcyi. Dziatanie takie oznaczamy symbolem A i pi-
szemy

\x oznacza staly przyrostek zmiennej. Definicya powyzsza nie ulega za®
dnej zmianie, gdy sama funkcya @ zawiera w swoim ksztatcie pierwotnym
(1) staty przyi-ostek Ix, tak naprzykiad, gdyby byto

o — Mx) Fr {x-]- Mx) -f F~ {X+ L) +

wowczas na mocy definicyi réznicowania bedzie

Wyrazenie takie, jak powyzsze, nazywamy roéznicg rzedu 1-go. Tak wiec,
majac wogole dang funkcye b{x), piszemy jej réznice rzedu 1-gow ksztalcie:



(2) IF=F{x-" \X) - F{x),

gdzie \F oznacza przyrost funkcji, odpowiadajgcy przyrostkowi zmiennej
[Ha;. Roznicujac jeszcze raz wyrazenie (2), otrzymamy

albo, piszac krocej, bedziemy mieli

(3)

nazywa sie réznicg rzedu 2-go danej funkcyi i otrzymuje sie zapomocg
dwukrotnego réznicowania. Chcac otrzymac roznice rzedu 3-go, stosujemy
wzmiankowane wyzej dziatanie do réwnania (3), bedzie wéwczas

czyli

(4)

tatwo sprawdzi¢, ze wzor (4) otrzymalis’'my z (3) zapomocg dziatan, ktore
symbolicznie mozna przedstawié¢ tak :

Na tym przyktadzie uwidocznione jest wazne prawidto rdznicowania, ktdre
udowodnimy $cisle i og6lnie na nastepnycli stronicach.
Rdznicg rzedu 4-go bedzie podobnie

Nie trudno pisa¢ po kolei wszystkie réznice, poniewaz, jak widzimy, spot-
<jzynniki liczebne sg te same, ktore spotykamy w dwumianie Newtona.
Przypus'¢émy, ze powyzsze prawo tworzenia roznic ma miejsce dla rzedu k-go

()

w ostatnich wyrazach piszemy znaki podwéjne, rozumiejac przez to, ze znaki
dolne bra¢ nalezy, gdy k liczba parzysta i gorne, gdy K liczba nieparzysta.
Azeby otrzymac réznice rzedu A + 1-go stosujemy do (5) dziatanie, ktore
nazwalis'my réznicowaniem, wskutek czego bedziemy mieli



Po tatwem uporzgdkowaniu wyrazoéw oraz redukcyi bedziemy mieli z osta-
tniego réwnania réznice rzedu ~-f 1-go

Tym sposobem prawo tworzenia roznie wszelkich rzedéw jest dowiedzione
ogblnie. Gdy teraz rozpatrzymy uwaznie wszystkie wyrazenia roznic (2)
3), (4) it p da IF, I"F, ..., ¥YP i wyrugujemy z nich ilosci

natenczas nadzwyczaj prosto
i tatwo otrzymamy wzor

(6)

Wzér ten jest bardzo wazny i, aby go dowies'¢ ogélnie, nalezy okazaé, ze
bedjjc prawdziwym dla liczby n, utrzymuje sie takze i dla liczby ?r4-1.
Dowodzenie to podamy najogdlniej dla funkcyj wielu zmiennych niezale-
znych, tymczasem ograniczymy sie wzmianka, ze wzér (6) jest koniecznem
nastepstwem przyjetych powyzej okreslen roznic NEN
i daje sie zawsze tatwo wyprowadzic.

8 2. Funkcye wielu zmiennych niezdeznycli.

Jezeli dana jest funkcya wielu zmiennych niezaleznych
natenczas rozrozniamy réznicowanie zupetne oraz czesciotue. Rdznicowa-
niem zupetnem nazywamy takie dziatanie, zapomocg ktérego w danej fun-
kcyi kitadziemy , ..., Xn-\-"“n zamiast XN, Xnina-
stepnie odciggamy pierwotng warto$¢ funkcyi danej. llosci -Aaj, Aar,,
oznaczaja state przyrostki zmiennych niezaleznych. W mys$l powyzszej de-
finicyi dziatania mamy dla danej funkcyi



réznice rzedu 1-go
(7)

Réznicowaniem czeSciowem nazywamy podobne dziatanie, odpowiadaj§,ce $ci-
$le jednej tylko ze zmiennych >, , tak naprzyktad

(7a)
oznacza roznice czesciowa, odpowiadajgca, zmiennej Xi.
Wszystkie inne zmienne, wchodzace w te samg fiinkcye W, uwazamy

w tym przypadku za ilosci state. Dla otrzymania roznicy zupetnej rzedu 2-go
réznicujemy po raz wtéry wyrazenie (7) i bedziemy mieli

czyli
(8)

Roznicujac (8) jeszcze raz, otrzymamy rdznice zupetng rzedu 3-yo

czyli po uproszczeniu bedzie:

(9)

Roznicujac wzor (9) jeszcze raz, otrzymujemy réznice ztipetng rzedu 4-go:

Prawo tworzenia roznic zupetnych jest tem samem prawem, ktdre juz spoty-
kaliSmy dla funkcyj jednej zmiennej niezaleznej. Spdtczynniki kolejnych
wyrazéw we wzorach roznic zupetnych nastepujg po sobie tak, jak w dwu-
mianie Newtona. Tym sposobem roznicg zupetng rzedu k-go bedzie



W ostatnich wyrazach piszemy znaki podwojne, rozumiejac przez to,
ze gorne znaki brac trzeba, gdy K jest liczbg nieparzysta, a dolne, gdy h
liczba parzysta. Jezeli zroznicujemy wzér (10), natenczas otrzymamy roz-
nice zupetng rzedu A;-f-l-go; spostrzezemy tatwo, ze wzmiankowane wyzej
prawo tworzenia réznic zupetnych utrzymuje sie dla rzedu A;f1-go, co zna-
czy, ze prawo to jest og6lne dla réznic wszelkich rzedéw. Jak sie tworza
roznice czesciowe rozmaitych rzedéw dla pewnej zmiennej ic,, o tem mowic
szczeg6towo nie ma potrzeby, gdyz powtarzalibysmy wszystko to, co powie-
dziane byto o réznicach funkcyi jednej zmiennej niezaleznej. Powiemy tylko
stéw kilka o sposobach pisania. Gdy zrdznicujemy wzér (7a) jeszcze raz
Avzgledem >, , natenczas bedzie

(11)

a il . y . .
jest symboliczny sposob pisania réznicy czescioiuej rzedu 2-go, wzietej
dwukrotnie wzgledem x,. Jezeli za$§ wzo6r (7a) zrOznicujemy powtdrnie
wzgledem zmiennej Xu, wowczas bedziemy pisac

(12)

Aa, @ oznacza roznice czesciowg rzedu 2-go, wzietg nasamprzéd wzgledem
Xi, a potem wzgledem Xk. Wyrazenie (12) mozna otrzymac jeszcze dru-
gim sposobem, biorac réznice

(13)

i nastepnie réznicujac wzgledem Xi

(14)

Widzimy, ze napisana réznica nie zalezy od porzadku kolejnych roéznicowali,
czyli ze

Jestto powszechne prawo réznic czeSciowych, ktdre nizej udowodnimy
ogdlnie. Jezeli wyrazenie (11) zrdznicujemy wzgledem xjc, natenczas bedzie



Zréznicujemy teraz wyrazenie (U) wzgledem wowczas otrzymamy

skad widoczna, ze

Azeby to prawo o porzadku réznicowan dowie$¢ ogélnie, dajmy jakagkolwiek
roznice rzed w ksztatcie

(15)

i zréznicujmy napisane wyrazenie nasamprzod wzgledem bedzie

nastepnie roznicujemy ostatnie wyrazenie wzgledem x?

Zupetnie podobne wyrazenie otrzymamy, jezeli réwnanie (15) zréznicu-
jemy pierwej wzgledem x~ a dopiero potem wzgledem o;, czyli mamy ogél-
nie dowiedzione prawo



ktore wystowimy tak : warto$¢ rdznicij jakiegokolwiek rzedu wcale nie zalezy
od porzadku kolejnych rdznicowan.

Jezeli rozpatrzymy uwaznie wzory réznic zupetnychti (7), (8), (9), (10)
i wyrugujemy ilosci

natenczas otrzymamy wzor

(16)

Dla S$cistego dowiedzenia og6lnosci ostatniego wzoru udowodnimy
wprzéd kilka zasadniczych prawidet réznicowania.

§ 3. Zasadnicze wihasnosci réznic.
Twierdzenie /. Roznica rzedu 1-go pozostaje bez zadnej zmiany, jezeli

do funkcyi dodamy statg dowolna, lub tez jakakolwiek funkcye peryodyczna.
W rzeczy samej, majgac

i roznice pierwszg
(a)

utworzymy réznice dla

gdzie c oznacza albo statg dowolna, albo tez funkcye peryodyczng
(b)

W przypadku statej dowolnej mamy



skad widoczna, ze

W przypadku gdy c oznacza funkcye peryodyczug (b), bedziemy mieli

Poniewaz jednak funkcya peryodyczna (p czyni¢ musi zado$¢ warun-
kowi

bedzie wiec i w tym drugim przypadku

Ksztatt funkcyi okresowej czyli peryodycznej mozna zawsze wybraé tak

gdzie 9 oznacza funkcye zupetnie dowolna. Widoczna, ze funkcya (P nie
zmienia wartosci, jezeli zamiast x potozymy x-\-Ix zamiast y wezmiemy
yA-"y i t. d., a to dla tego, ze w tym przypadku warto$é tuku zwieksza sie
0 2T, co nie moze wptyna¢ na zmiane funkcyi.

Twierdzenie //. Rdznica rzedu 2-go nie podlega zadnej zmianie”™ gdy do
funkcyi dodamy wyraz ksztattu:

gdzie eni, 932, 9?3, .... ™ oznaczajg state dowolne bnb tez jakiekohtiek funkcye
peryodyczne.

Gdy mamy dang funkcye

1jej roznice pierwszg w ksztalcie (a, twier. 1), natenczas kiadac

sg ilosci state, czesto bywa dogodniej oznaczac je przez h, Kk, |,



otrzymamy

czyli po tatwem uproszczeniu bedzie

Stad roznice rzedu 2-go otrzymamy, ktadac we wszystkicti wyrazacti
zamiast X, yzamiast y, z-\-lz zamiast 2 i t. d. i odciggajac
catkowitg wartos$¢ pierwotna, bedzie wiec

Wyrazy 92 . .» w odejmowaniu znikngé musza, gdyz oznaczaja
funkcye peryodyczne. Widzimy wiec, ze

Podobng wiasnos¢ mozna takze dowie$é dla wszystkicti réznic rzedow
wyzszycli, lecz dodane dowolnie wyrazy, zawierajgce funkcye peryodyczne,
przybierajg ksztatt coraz bardziej zawity. Tak naprzyktad do réznicy rze-
du 3-go mozna dodawac

gdzie ¢?1, 94 s ¥ eee] o0znaczajg state dowolne lub dowol-
ne funkcye peryodyczne.

Twierdzenie 11l. Roznica jakiegokolwiek rzedu iloczynu funkcyi przez
ilos¢ statg réivna sie iloczynowi statej przez roznice tego samego rzedu funkceyi.

Niech bedzie dana funkcya

i réznica rzedu k:
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Podobnie bedziemy mieli

gdzie a jest ilos¢ stata. Wzigwszy a za nawias we wszystkich wyrazach
ostatniego réwnania, tatwo zauwazymy, ze

Twierdzenie 1V. Rdznica sumy funkcyj danych réiuna sie sumie takich
samych réznic wszystkich  funkcyj.

Niech bedzie dana suma

Réznica rzedu Kk bedzie, jak wiemy, taka:

Po uporzadkowaniu wyrazéw powyzszego réwnania tak, azeby naprzéd
napisane byly te wyrazy, ktére zawierajg F~ potem wszystkie te, ktore za-
wierajg F i t. d., zauwazymy, ze

Przejdziemy teraz do oznaczenia roznicy iloczynu dwéch funkcyi da-
nych.
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Niech dauy bedzie iloczyn

"Wiemy, ze roznice powyzszego iloczynu mozna napisac tak

Dalej wiemy takze, ze

(B)

Podstawiwszy te wartosci w réwnanie (A), otrzymamy

czyli

Jestto réznica rzedu 1-go iloczynu funkcyj danych.
Napiszemy dalej réznice rzedu 2-go poprzedniego iloczynu u w ksztatcie:

(©)

Wiemy, ze (poréwn. wzor 16)

oprécz tego mamy jeszcze zwigzki (B). Podstawiwszy napisane powyzej
wartosci, oraz wartosci (B) w réwnanie (C), bedziemy mieli

skad po tatwem uproszczeniu otrzymamy

Jestto roznica rzedu 2-go iloczynu dwdch funkcyj danych. Tym spo-
sobem prowadzac dowodzenie dalej, otrzymamy wzér dla roznicy rzedu K
w nastepujacym ksztatcie:
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Przyjmujac, ze wzér, napisany powyzej, ma miejsce dla ~'{f.F)
i, stosujgc znowu symbol [ do kazdego wyrazu, bedziemy mieli na uwa-
dze, ze

nastepnie podstawiwszy podobne wartosci we wzér, napisany dla
zauwazymy po dokonaniu tatwych uproszczen, ze wspomniany wzor dla
bI-iNF) tem tylko rézni sie od wzoru (D), ze zamiast K bedziemy mieli
wszedzie k+\. Tym sposobem staje sie niewatpliwem, ze wzdr (D) jest
0g6lnym i prawdziwym zawsze.

Skorzystamy teraz z wiasnosci réznic, dowiedzionych w twierdzeniach

I i IV, i udowodnimy og6lnos¢ wzoru (16). Napiszmy wzmiankowany
wzlr w ksztaicie
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Jezeli wzor teu jest prawdziwy dla liczby n, natenczas utrzymuje sie
takze i dla liczby n+1. W rzeczy samej, stosujgc symbol A do kazdego
wyrazu réwnania (17), otrzymamy

czyli

Po wyrugowaniu z ostatniego réwnania wielkosci
..., @YMNAIC)) przy pomocy wzoru (17) bedziemy mieli widocznie

Jestto wzor (17) ze zmiang liczby n na w-f- we wszystkich wyrazach.
Dowiedlismy wiec Scisle, ze wzér (17) jest prawdziwym zawsze i postaC ze-
wnetrzna tego wzoru pozostaje bez zmiany tak dla funkcyj wielu zmiennych
niezaleznych, jak i dla funkcyi jednej zmiennej, poniewaz w obu wymienio-
nych przypadkach dowodzenie powyzsze pozostaje jednakowem.

§ 4. Zwigzki pomiedzy réznicami zupetnemi oraz czeSciowemi.

Dla znalezienia ogélnego zwigzku, jaki istnieje pomiedzy roéznicg zu-
petng funkcyi wielu zmiennych oraz pomiedzy odpowiedniemi réznicami cze-
sciowemi zajmiemy sie naprzéd przypadkami szczegélnemi; bowiem przypa-
dek najogélniejszy, gdy dana funkcya zawiera n zmiennych niezaleznych,
nasunatby odrazu zbyt duze trudnosci do pokonania.

Niech bedzie dana funkcya dwdch zmiennych niezaleznych

(18)
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Roznicg zupelng rzedu 1-go bedzie
(19)

gdzie Ix i ly oznaczajg przyrostki zmiennycli niezaleznych, If odpowiedni
przyrost funkcyi. Dla rdznicy zupetnej rzedu 1-go mozna dowies¢ pewnego
twierdzenia, ktdre bedzie zasadniczem w teoryi roznic funkcyj dwéch zmien-
nych niezaleznych.

Oznaczmy réznice czesciowg wzgledem samej zmiennej x tak

(20)
tudziez, réznicg czescioiug wzgledem samej zmiennej y
(21)

Kladgc w (20) y-\-ly zamiast y w obydwéch wyrazach i odciggajac
warto$¢ pierwotng danej réznicy, otrzymamy roznice rzedu 2-go, wzietg na-
samprzod wzgledem x, a potem wzgledem y

(22)

To samo wyrazenie moglibysmy otrzymac z (21), kladac x-\-Ix zamiast
X w obydwéch wyrazach i odciggajac ich wartos¢ pierwotng. Z tego wypa-
da, ze

(23)

Gdy dodamy odpowiedniemi stronami réwnania (20), (21) i (22), tatwo
spostrzezemy, ze

(24)

czyli, roznica zupetna rzedu 1-go funkcyi dwoch zmiennych niezaleznych ré-
wna sie sumie trzech réznic czeSciowych:, réznicy rzedu I-go wzgledem X, wie-
cej réznica czesciowa rzedu 1-go wzgledem luiecej réznica czesciowa rzedu
2-go luzgledem  x\y.

Jestto twierdzenie zasadnicze, ktére da nam mozno$¢ wyprowadzenia
roznic zupetnych, rzedéw wyzszych.

Biorgc roznice zupetng obu stron réwnania (19), otrzymamy

skad na zasadzie (24) bedzie
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czyli

Stad po tatwem uproszczeniu otrzymamy
(25)

Wz6ér ten z innego punku widzenia wyprowadziliSmy w § 2.
Ny jestto réznica zupetna rzadu 2-go funkcyi dwoch zmiennych nieza-
leznych. Napiszemy teraz nastepujgce rdznice czes'ciowe:

Sposob pisania podobnych réznic czeSciowych nie przedstawia zadnych
trudnosci.  Stosujemy tatwo prawidta réznicowania podobne, jak dla (20),
(21), (22). Po uwaznem rozpatrzeniu napisanych powyzej réwnan nie tru-
dno spostrzedz nastepujacy zwigzek:

(26)

Wz64r ten tatwiejsza drogg mozna otrzymac z (24) zapomocg roéznicowania
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czyli

Stad po wykonaniu wskazanych réznicowan bedzie

zrobiwszy redukcye, otrzymamy z ostatniego réwnania wzér (26).
Na zasadzie prawa tworzenia sie réznic czeSciowych mozna zauwazy¢

(27)

Tym sposobem sprawdzamy ogo6lnie dowiedzione prawo o porzadku réz-
nicowan. Azeby otrzymaé rdznice zupetng rzedu 3-go stosujemy do (25)
znowu twierdzenie zasadnicze (24) i otrzymamy nasamprzod

nastepnie

Zastepujac w ostatniem kazdg z rdznic czeSciowych jej wartoscia,
otrzymamy po uproszczeniu

(28)

To samo z innego punktu widzenia napisalismy w § 2.
Droga podobna, jak powyzej, daje sie wyprowadzi¢ zwiazek pomiedzy
roznica zupeing rzedu 3-go i odpowiedniemi rdéznicami czeSciowemi:

(29)
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Dalej, otrzymamy takze roznice zupeing rzedu 4:-go\
(30)

tudziez, jej zwiazek z réznicami cze$ciowemi:

(31)

Tym sposobem mozna uzasadni¢ wzor ogdlny

(32)

a takze zwigzek, zawierajacy roznice czesciowe:

(33)
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dla krotkosci wprowadzilismy oznaczenia zamiast X X X ... S razy.
Dowie$¢ mozna, ze gdy wz6r napisany ma miejsce dla A" f, natenczas,
stosujgc symbol A do kazdego wyrazu i pamietajac zwigzek (24), zauwazy-
my po uproszczeniu, ze wzOr bedzie takze prawdziw™ym i dla IM+Y, czyli ze
wzor ten jest zawsze prawdziwy.

Mozemy oprocz tego napisa¢ wzor:

(34)

ktory jest szczegolnym przypadkiem ogdlnie dowiedzionego wzoru (17).
Przejdzmy teraz do funkcyj trzech zmiennych niezaleznych.

Metoda postepowania pozostanie tg sama, jak poprzednio, lecz wzory
odpowiednie beda wiecej ztozone.
Niech bedzie funkcya trzech zmiennych niezaleznych

R6znicg zupetna rzedu 1-go bedzie
(35)

Napiszmy nastepujace roznice czesciowe :



19

Jako nastepstwo prawidet pisania tycli réznic wypada widoczne prawo
symboléw

37)

Prawo to dowiedlismy ogdlnie w § 2.
Dodajac odpowiedniemi stronami wszystkie, napisane powyzej, réznice
czesciowe (36), tatwo otrzymamy

(38)

Jestto twierdzenie zasadnicze dla funkcyj trzech zmiennych niezale-
znych. Roéznica zupetna rzedu 1-go fanlceyi trzech zmiennych niezaleZ7iych
réivna sie sumie trzech roznic czesciowych rzedu 1-go luzgledem kazdej zmiennej
zasobna, wiecej suma trzech réznic czesciowych rzedu 2-go wzgledem kazdej pa-
ry zmiennych, tuiecej réznica czeSciowa rzedu 3-go wzgledem ivszystkich
zmiennych.

Dalej roznica zupetng rzedu 2-go bedzie

eczyli

Zastgpiwszy w powyzszem réznice czeSciowe przez ich wartosci, po
uproszczeniu otrzymamy réznice zupeing rzedu 2-go w ksztatcie:

(39)
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Jezeli teraz zrdznicujemy powtornie wzdr (38), bedziemy mieli

czyli

Stad po wykonaniu wskazanych dziatan i redukcyi wypada

(4

\Vypisawszy szczeg6towo wszystkie wartosci roznic czeSciowych i do-
konawszy redukcyi, otrzymamy wz6r (39). Tym sposobem sprawdzimy, ze
wz0lr (40) jest rzetelnym. Postepujac podobnie dalej, zréznicujemy roéwna-
nie (40); gdy nastepnie réznicowania zupetne zastagpimy czesciowemi, podtug
wzoru (38), i wykonamy redukcye, natenczas znajdziemy tatwo:
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Jestto zwigzek roznicy zupeinej rzedu 3-go funkcyi trzecli zmiennycli
uiezaleznycli z réznicami czeSciowemi. Rd&znicujgc réwnanie (41) jeszcze
raz, mozna otrzymac¢ podol)nie wyrazone przez odpowiednie roznice
czescioAYe. Wzor dla staje sie wiecej ztozonym, anizeli (41); z tego
powodu pisanie wspomnianego wzoru pomijamy, aby unikng¢ zbytecznej roz-
wlektosci. Podobnie, jak dla funkcyj dwoch zmiennych niezaleznych, be-
dziemy mieli wzor

(42)

bedacy szczegdlnym przypadkiem ogolnie dowiedzionego wzoru (17).

Zastanawiajgc sie nad wzorami (24) i (38), spostrzegamy, ze wzo6r ogol-
ny dla funkcyi n zmiennych niezaleznych bedzie taki:
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(43)

gdzie sumy odnoszg sie tylko do kombinacyj liczb 1, 2,..., n.

Jezeli przypusci¢, ze wzér (43) jest prawdziwym dla n zmiennych
CCj, N oo o; to mozna dowies$¢, ze pozostanie rowniez prawdziwym i dla
nA-l zmiennych oo ~n+ie  Tym sposobem okazemy S$cisle, ze
zwigzek (43) jest ogélnym i nie moze podlega¢ zadnej watpliwosci. Dajmy,
ze we wzorze (43) funkcya W zawiera takze ilo$¢ ic™H, lecz uwazang we
wszystkich wyrazach jako wielko$¢ statag. Oczywista, ksztalt zewnetrzny
réznicy zupetnej \ W pozostanie bez zmiany, chociaz wz6r (43) zawiera we-
dtug naszego zatozenia ilo$¢ uwazana za parametr staty, a to dla tego,
ze ilo$¢ stata nie podlega roéznicowaniu. Mozemy wypowiedziang wyzej
mys$l wyrazi¢ réwnaniem

(44)

Przestanmy nadal uwazaé Xrx za stalg i poddajmy wzor (44) rdéznicowaniu
wzgledem , bedzie woweczas

Dodajmy teraz wzor ostatni z wzorem (44), natenczas tatwo otrzymamy

(45)

Wiedzac dalej, ze rdznica czesciowg co do zmiennej bedzie
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Dodamy ten ostatni zwigzek do réwnania (45) i otrzymamy widocznie

Pierwsza strona powyzszego przedstawia nam roéznice zupetng
widzimy wiec, ze wzor (43) pozostaje prawdziwym i dla funkcyj n+1 zmien-
nych niezaleznych, co bylo do dowiedzenia.



Il. Rachunek rdzniczkowy.

Od rachunku réznic przejdziemy do rachunku rézniczkowego, robiac
jedno ogélne przypuszczenie, ze przyrostki zmiennych niezaleznych

Aic, A", ... staja sie nieskoriczenie matemi. Oprocz tego rozwazaé be-
dziemy funkcye ciggte t. j. takie, ktorych przyrostki stajg sie ilosciami nie-
skoniczenie matemi, gdy Ax Ay, ... daza do zera. Gdyby przyrostki

funkcyj przybieraty warto$é¢ co, podczas gdy przyrostki zmiennych niezale-
znych bylyby nieskohczenie matemi, natenczas mowic¢ bedziemy, ze funkcya
ma ciggto$¢ zerwana. Przedmiotem wszystkich naszych rozumowan, ktére
ponizej wytozymy, beda funkcye ciggte.

Wiadomosci wstepne.

JW rachunku rézniczkowym mamy do czynienia z iloSciami nowego ro-
dzaju, ktdre nazywamy nieskonczenie matemi. llosci tych nie spotykamy
w rachunkach skoriczonych, z tego powodu podamy kilka twierdzen, dotycza-
cych ilosci nieskonczenie matych.

Jezeli mamy pewien uktad ilosci skonczonych

(A) a, bc, ...,n,
to wielkosciami nieskonczenie matemi rzedu 1-go nazywamy takie ilosci

(B) a,
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ktére, zmniejszajac sie nieskonczenie, daza do zera, czyli nikng wobec ilosci
skonczonych uktadu (A). Wskutek takiego zatozenia ilosci

ata h+I1n c+y, ..., n{v

przedstawiaé beda ilosci zmienne, ktérych granice beda odpowiednio réwne
wielkosciom

a, h!(.1"'l

llosciami nieskonczenie malemi rzedu 2-go nazywamy iloczyny, zlozone
2 dwoch czynnikéw, lub tez drugie potegi wielkosci (B), tak wiec

p. | ...
AN 1Ilub an y\

beda ilosci nieskoriczenie mate rzedu 2-go. llosci (C) zmniejszaja sie¢ pre-
dzej, anizeli (B) i nikng wobec poprzedzajgcych.

Podobnie iloczyny ilosci (Bj po trzy, lub trzecie potegi beda nieskoncze-
nie mate rzedu 3-go

ay, a’d,
ub  «3, AN

ilosci rzedu 3-go zmniejszaja sie predzej, anizeli rzedu 2-go (C) i wskutek
tego nikng wobec ilosci (C). Podobnie dalej, iloczyny ilosci (B), wzietych
po T, lub r-te potegi beda nieskoriczenie matemi rzedu r-go.

Wszystkie prawdy rachunkéw nieskofnczonosciowych opierajg sie na
kilku nadzwyczaj prostych twierdzeniach, ktére ponizej wytozymy:

Twierdzenie /. llosci zmienne, réwne miedzy soba, majg takze granice
réiune.

AV rzeczy samej, gdybysmy przypuscili przeciwnie, ze iloSci réwne mo-
ga mie¢ granice rozne, natenczas koniecznie wyptywatby stad wniosek, ze
jedna i ta sama wielko$¢ moze mie¢ dwie rézne granice, co jest niemozliwem;
wiec tez twierdzenie, wypowiedziane wyzej, zadng miarg nie moze by¢ pod-
dane w watpliwosc.

Twierdzenie I1.  Granica sumy skoriczonej liczby sktadnikéw rdiuna sie
sumie granic kazdego ze sktadnikéw zasobna.

Azeby dowies¢ tej prawdy, dajmy iloSci zmienne w ksztatcie

(E) «-fa, c-"y,.. ,n-fr,

gdzie a, h,c, .., n sailosci oznaczone, za$ a, v zmienne, nieskon-
czenie zdazajace do zera. Liczba wielkosci (E) jest, wedtug zatozenia, skon-
czong. Jezeli wszystkie wielkosci (E) dodamy, natenczas bedzie
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(P) a-j-a-j-i-fA-fe-f. .. = L nraMAYAL

Druga strona powyzszego jest tem samem, co i pierwsza, tylko sktadniki
napisane sg w innym porzadku bez zmiany sumy. Z réwnosci (F) czytamy,
ze granicg sumy, napisanej po pierwszej stronie, jest wielkos¢

c-f ... -fw,

czyli suma granic ilosci danych (E). Druga cze$¢ sumy

bedzie iloscig nieskoriczenie matg i znika w granicy, jezeli tylko liczba sktad-
nikoéw jest ograniczona. Widzimy wiec, ze twierdzenie nasze jest dowie-
dzione.

Whniosek. Twierdzenie Il moze by¢ nieprawdziwem, gdy liczba sktad-
nikéw sumy jest nieskonczenie wielka, czyli nieograniczong. Istotnie bedzie
wowczas

... (ad infinitum) = a~h”~c-~... 7-f.. (adinf.).

AVidoczng jest rzecza, ze druga cze$¢ sumy, napisanej po drugiej stronie
znaku réwnosci moze juz nieby¢ iloscig nieskonczenie mata, lecz przeciw-
nie, suma

7-h .« (ad. inf) = R

moze zdazaé¢ do pewnej ilosci skeut”zonej R. Tak wiec w tym przypadku
twierdzenie 11 przestaje byé prawda niewatpliwg; trzeba zbadaé wyraz do-
petniajacy R i, jezeli bedziemy w stanie dowie$¢, ze R dazy do zera, na-
tenczas twierdzenie Il utrzyma sie takze dla nieskonczonej liczby wyrazéw-
Twierdzenie I1l. Granica iloczynu réwna sie iloczynoiui granic.
Dajmy iloczyn ograniczonej liczby czynnikéw

(a-fa) (c-hj) ... {p-~v) = ahc..n -f (be. .n) a
ANN 4- (ac... n) yS-f {ab..n)y".Mah.c..)v-\- Q,
gdzie tak, jak poprzednio, a, 0, ..., n oznaczajg ilosci skonczone,
a, 7,..., V nieskonczenie mate; gloska Q oznacza dla krétkosci sume

wyrazow, zawierajgcych iloczyny nieskohczenie matych po dwie, po trzy,
po cztery i t. d. Z rdwnosci (G) czytamy wprost, ze granicg iloczynu, na-
pisanego po pierwszej stronie znaku réwnosci, bedzie iloczyn granic, czyli
wielkos¢

abc.. .n.
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gdyz wszystkie pozostate wyrazy w granicy znikaja, jako nieskonczenie

mate. c. b d d

Whniosek /.  Twierdzenie 111 moze nie by¢ prawdziwem, gdy liczba

czynnikéw bedzie nieograniczenie wielkg, bowiem w tym przypadku moze
byé suma

w granicy roéwna ilosci skoniczonej R.
Whniosek //.  Z twierdzenia 111 wyptywa, ze granica ilorazu réwna sie
ilorazoivi granic. W rzeczy samej bedzie

skad wypada

czyli widocznie

c. b. d. d.

Symbol lim jest skrdconem stowem facinskiem limes, co znaczy granica

8 1. Funkcye jednej zmiennej niezaleznej.

Niech dang bedzie funkcya

Rozniczka rzedu 1-go nazywamy granice roznicy rzedu 1-go

gdy AX nieograniczenie zdgza do zera.
Pochodng rzedu 1-go nazywamy granice stosunku

0zhaczamy powyzszg granice przez , albo tez przez
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Rézniczka rzedu 2-go jest granica réznicy rzedu 2-go

gdy \x zdaza do zera.
AVidzielis'my w teoryi rdznic, ze

oczywista, taka sama zaleznos$¢ istnie¢ musi i dla granic

ijochodna rzedu 2-go jest granicg stosunku drugiej roznicy funk-
cyi do kwadratu gdy ~x zdaza do zera

(jranice powyzsza, zgodnie z poprzedzajgcem, oznacza¢ bedziemy albo

przez , albo tez przez F" (>K).

Rézniczka rzedu 3-go jest granicg roznicy rzedu 3-go

gdy \x dazy do zera.
Poniewaz dla roznic mieliSmy

wiec i w granicy dla odpowiedniej rozniczki istnie¢ bedzie to samo prawo

Pochodng rzedu 3-go nazywamy granice stosunku roznicy 3-go rzedu
funkcyi danej do szescianu \x, gdy Ix zdgza do zera

podobnie, jak powyzej, trzecig pochodng oznacza¢ bedziemy albo przez

albo przez
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\Vogéle, rozniczka k-go rzedu jest granica k-ej réznicy funkcyi, tu-
dziez pochodna k-go rzedu jest granicg stosunku /c-ej réznicy funkcyi do A;<j
potegi przyrostka bk, gdy Ix zdaza do zera.

Zastosujemy teraz prawidta wytozone do znajdywania pochodnych roz-
maitych rzedéw funkcyj zasadniczycli. Dajmy ww-te potege

Pierwsza pochodna bedzie

Jestto bardzo tatwem do dowiedzenia ~alezy tylko rozwingé (exkb/O™
podiug znanego w algebrze wzoru Newtona. Druga pochodna powyzszej
funkcyi bedzie

piszac w postaci rozwinietej, otrzymamy

tak wiec bedzie

Zamiast tego postepowania w celu znalezienia pochodnej rzedu 2-go mogli-
bySmy rézniczkowac pochodne rzedu I-go

Podobnemi drogami znales¢ fatwo pochodne rzedu 3-go, 4-go i wogole
rzedu r-go
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gdy bedzie i=m, natenczas pochodna staje sie iloscig statg i dalsze pocho-
dne rzedéw wyzszych beda zerami.
Dajmy funkcA/e logarytmowa

Pochodna rzedu 1-go bedzie

przyjmujac zauwazymy, ze, gdy h dazy do zera, to m w tym sa-

mym czasie zdgza do oo. Widzimy dalej, ze

tatwo jednalc dowies¢, ze

gdzie e oznacza zasade logarytméw naturalnych; w tym celu nalezy tylko
roztozy¢ w-tg potege powyzszego dwumianu podtug wzoru Newtona. Tym
sposobem widocznem bedzie z réwnania (0), ze

WezZzmy dalej pochodne rzedu 2-go funkcyi logarytmowej

Dajmy gdzie wowczas bedziemy mieli
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czyli

Mozemy tatwo dowiesé, ze

albowiem, rozwijajac podtug wzoru Newtona, otrzymujemy

czyli

Gdy m = O, natenczas sz6reg, napisany po drugiej stronie znaku réwnosci,
dazy do swej granicy e. Zauwazymy tutaj jeszcze, ze druga strona powyz-
szego réwnania tworzy sie z nieograniczonej liczby skiadnikow; zgodnie
wiec z tem, co powiedzielismy w wniosku z twierdzenia |1, baczy¢ trzeba,
czy suma wyrazow niknacych nie utworzy wielkosci oznaczonej. W tym
jednak przypadku nie mamy zadnej watpliwosci co do tego, ze suma wyra-
z6w niknacych bedzie zerem, bowiem widoczna, iz kazdy z wspomnianych
wyrazow przy m— O staje sie iloscig nieskonczenie matg rzedu wyzszego
anizeli piej-wszy. Takim sposobem niewatpliwie z réwnania (p) wypada

WyprowadziliSmy pochodne logarytmu rzedu 2-go catkiem niezaleznie
od pochodnej rzedu 1-go, wiemy jednak, ze ten sam wypadek moznaby bylto
otrzymaé przez r6zniczkowanie pochodnej rzedu 1-go
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Podobng, metodg mozemy po kolei znalezé nastepne pochodne rzedéw
wyzszych funkcyi logarytmowej. Wogdle bedziemy mieli

tatwo dowodzi sig, ze, jezeli wzér powyzszy jest prawdziwym dla liczby k,
natenczas utrzymuje sie takze i dla liczby f+ I.
Przejdziemy teraz do funkcyi imjktadniczej

Pierwsza pochodna

Jezeli damy

()

natenczas bedzie Avidocznie

Znalezlismy wiec

Druga pochodna funkcyi wyktadniczej bedzie

Robigc znowu podobne, jak powyzej, przypuszczenie (q), znajdziemy

Jestto szczeg6lny przypadek wzoru ogolnego
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ktdéry sie bardzo tatwo udowadnia. G-dyby bylo a = e, natenczas

Mozna powiedzie¢, ze funkcya e™ jest nieruchoma, gdyz rézniczkowa-
nia wszelkich rzedéw pozostawiajg te funkcye bez zadnej zmiany.
Dalej niech bedzie dana funkcya trygonometryczna

Pochodna rzedu 1-go jest

skad widoczna, ze

gdyz stosunek wstaioy do swego tuku zdaza do granicy 1, jezeli h dazy do 0.
Pochodna rzedu 2-go funkcyi sin x otrzymuje sie tak

zamieniliSmy w powyzszem

przez warto$¢, napisang po drugiej stronie znaku réwnosci ostatniego zwiaz-
ku. Nastepnie zrobimy tatwe przeksztatcenia

czyli
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a to dla tego, iz wiemy

Takim sposobem, niezaleznie od pochodnej rzedu 1-go, dowiedliSmy

ten sam wypadek moglibysmy takze otrzymaé przez rozniczkowanie pocho-
dnej rzedu 1-go. WeZmy jeszcze pochodne rzedu 3-go

taczac w powyzszym liczniku wyrazy pierwszy z ostatnim oraz drugi
z trzecim, otrzymamy bez zadnych trudnosci

czyli

Wiemy jednak na zasadzie znanego wzoru trygonometryi, ze

wiec bedzie
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skad widoczna, ze

Prowadzac podobne dowodzenia dalej dla pochodnych rzedéw wyz-
szych, dojdziemy do wzoru ogélnego

Niech bedzie dana dostawa

natenczas pierwsza pochodna jest

skad wypada

Pochodna rzedu 2-go bedzie

taczac w liczniku wyrazy pierwszy z ostatnim, bedziemy mieli
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czyli

Ta droga niezaleznie od pochodnej rzedu 1-go znalezliSmy

Ten sam wypadek otrzyma¢ mozna przez powtorne rézniczkowanie po-
chodnej rzedu 1-go. Pochodna rzedu 3-go bedzie

Jezeli potaczymy w powyzszym liczniku wyrazy pierwszy z ostatnim
oraz drugi z trzecim, natenczas tatwo otrzymamy

przeksztatcajac podobnie, jak dla trzeciej pochodnej sin x, bedzie

tak wiec mamy

Rozumujgc podobnie dla nastepnych pochodnych rzedéw wyzszych”™
spostrzezemy, ze wzOr ogblny bedzie
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Nie bedziemy tutaj powtarza¢ powszechnie znanych*) i prostych do-
wodzenh dla wyprowadzenia wzoréw.-

W dalszym ciagu przejdziemy do funkcyj kotowych.
Niech bedzie dane

Pierwsza pochodne znajdujemy wediug ogdlnego prawidta

(s)
dajmy
(r

Widoczna, ze gdy h zdaza do zera, w tym samym czasie z dazy nieo-
graniczenie do u. Z réwnan (r) wypada

i wskutek tego bedzie

Takim sposobem zamiast zwigzku (s) bedziemy mieli

poniewaz jednak wiemy, ze

*i  Patrz .,Zasady rachunku rézniczkowego™ etc. W. Folkierskiego, str. 304, 305,306.
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wiec bedzie widocznie w granicy

Ta droga znaleZlisSmy szukang pochodne

Dajmy jeszcze

Pierwsza pochodna bedzie

(t)

Zatbézmy

czyli

Na zasadzie powyzszych zwigzkow przeksztatcimy réwnanie (t)

Przeszedtszy do granicy, otrzymamy

czyli
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Niech bedzie dane

natenczas pierwsza pochodna jest
iv)
Zaktadajac

czyli

zamiast zwigzku (») bedziemy mieli

Stad widoczna, ze w granicy bedzie

czyli

Podobng metodg znajdziemy bardzo tatwo

§ 2. V/zér Taylora.

Wzoér (17, rozd. 1) dowiedziony ogoélnie, mozemy zastosowac do funkcyi
jednej zmiennej niezaleznej, piszac
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(30)

Zrobilismy we wzorze (17) zamiany widoczne

Jezeli przyjmiemy w powyzszym wzorze, ze |x zdgza do zera nieogra-
niczenie i ze F{x) jest funkcya ciggta, natenczas w mysl okieslenia pocho-
dnych rozmaitych rzedéw bedziemy mieli

)

dINF
gdzie {x) = — oznacza pochodne r-go rzedu, za§ oznacza ilos¢, zni-

kajaca wraz z Ix. Wzér (1) wskutek zwigzkéw (2) przybiei-ze postac taka:

Zatézmy dalej

jezeli pod gtoskg h rozumieé bedziemy ilo$¢ stalg, oznaczong, natenczas
dazy¢ bedzie nieograniczenie do zera, co jest w zupelnej zgodzie

z poprzedzajacemi zatozeniami (2). Wz6r (3j bedziemy mogli napisac
w ksztalcie
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Wykonawszy wskazane mnozenia, po skrdceniu i odpowiedniem uszy-
kowaniu wyrazow, otrzymamy z ostatniego réwnania

gdzie dla krotkoSci Q oznacza sume tych wyrazéw, ktére zawierajg, nie-
skoniczenie mate rzedu wyzszego, anizeli pierwszy

Gdy przejdziemy do granic, natenczas wyraz Q znika, lecz

moze mie¢ w granicy warto$¢ skoriczong R, bowiem wyraz ten przedstawia
sume nieskonczenie wielkiej liczby skladnikéw, z ktérych kazdy jest iloScia
nieskonczenie malg rzedu 1-go. Takim sposobem otrzymaliSmy nadzwyczaj
wazny wzor Taylora w ksztatcie

R nosi nazwe reszty wzoru Taylora. Wielu stawnych matematykéw zaj-
mowato sie znalezieniem wartosci reszty R, przytoczymy tylko najbardziej
uzywane wzory.

Lagrange znalazt

Cauchy dat inng postaé reszty

gdzie
Azeby mozna bylo stosowaé wzdr Taylora, trzeba koniecznie, aby sze-
reg byt zbiezny i aby wyraz dopetniajgcy R stawat sie zerem w miare nie-
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ograniczonej liczby sktadnikéw szeregu. G-odnem jest uwagi to, ze w wielu
razach mozna obej$¢ sie bez badania reszt, jezeli rozumowac sposobem na-
stepujacym. Niech bedzie dana funkcya f (x) taka, ze zastosowawszy wzér
Taylora, otrzymujemy szereg zbiezny i wyraz dopetniajacy niewatpliwie dazy
do zera, natenczas bedzie

4)

Jezeli rownos¢ ta jest prawdziwg, wowczas wszystkie wihasnosci, ktore
ma strona pierwsza, powinny mie¢ miejsce i po stronie drugiej. Lewa stro-
na nie zmienia sie wecale, jezeli x zastgpimy przez h i odwrotnie, gdyz
X--h=h+ X

Ta sama wiasno$¢ musi sie polvtarzac i po stronie prawej réwnosci (4)
czyli bedzie szereg drugiej postaci

(5)

Zbadawszy w kazdym poszczegolnym przypadku zbiezno$¢ szeregu
Taylora w obydwéch wzmiankowanych wjzej postaciach, dla dowolnych
wartosci X i h, mamy zupetne prawo uwaza¢ wzor Taylora za dowiedziony
bez roztrzasania reszt. Szczeg6lny przypadek wzoru (5), gdy h— O przy
jeto nazywa¢ wzorem Maclaurin'a. Azeby dowie$¢, ze wzér (5) bedzie
prawdziwym, gdy p)Z3¥\jmiemy h—O, nalezy wpierw zbadac, czy szeregi (4)
i (5) pozostang zbiezne dla wartosci /<,dowolnie matych, dodatnych lub uje-
mnych; w takim tylko przypadku bedziemy mogli zrobi¢ przejscie do A — 0.
Ktadac w (5) x = otrzymamy jeszcze szereg

ktory jest w zastosowaniach wiecej dogodny, anizeli szereg Maclaurin‘a,
gdyz ilo$¢ dowolng h mozemy tutaj w kazdym szczeg6lnym przypadku do-
bra¢ podtug upodobania i przytem tak, aby szeregr napisany byt mozliwie
szybko-zbiezny.

W zakonczeniu uwag naszych nad wzorem Taylora powiemy jeszcze
stow kilka o gtosSnym przyktadzie Cauchy'ego

Stosujac wzér Taylora w drugiej postaci (5), otrzymamy
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(5a)

Widzimy, ze te wyrazy po prawej stronie, Ictére wypadty z rozwiniecia
funkcyi W szereg-, mozna napisac tak
(6)

Przyjmiemy teraz, ze h przybiera wartosci coraz mniejsze i nieograni-
czenie dazy do zera; spostrzezemy tatwo, ze po lewei stronie (6) kazdy wy-
raz, z wyjatkiem pierwszego przedstawia sie pod postacig nieoznaczong
ktoérej prawdziwa warto$¢ znajduje sie wiadomemi sposobami i staje sie row-
ng zeru. Po prawej za$ stronie (6) pierwszy czynnik staje sie zerem, lecz

cate wyrazenie, wziete w nawiasy [], bedzie wielkosScig 0o. Takim sposo-
bem, gdy h = O, réwnos¢ (6) mozemy przedstawi¢ symbolicznie tak

(ad infiniUim)

Inaczej by¢ nie mogto, gdyz nieskonczona suma ilosci nikngcycti nie moze
by¢ dowolnie brana réwna zeru. Jasuem sie staje teraz, ze szereg Taylora
(5a), przy li— O, bedzie

Znaczy¢ to bedzie, ze, clicac do przyktadu Caucliy'ego stosowaé twierdzenie
Taylora, nalezy po prawej stronie powyzszej rownosci ilos¢ nieoznaczong

O .00 zastgpi¢ znowu przez e gdyz funkcya e oo™ nie daje rozktadu na
szereg.

Inaczej wnioskowat Caucliy; opuszczajac symbol O .co, Cauchy dowo-
dzit, iz absurd nieunikniony



44

potwierdza zdanie o koniecznosci roztrzasania reszt wzoru Taylora.

Na poprzedzajacych stronicach okazalismy, ze reszty wzoru Taylora
ukazujg sie sposobem zupetnie naturalnym i sg uzasadnione; jednakze przy-
ktad Cauchy’ego, przytoczony powyzej, nie moze stuzy¢ do tego celu, do kté-
rego niedoktadnie byt przeznaczony przez wynalazce.

§ 3. Prawidta rézniczkowania.

Wskazawszy w § 1 ogdlne i tatwe drogi do znajdowania pochodnych
rozmaitych rzedéw funkcyj zasadniczych, przejdziemy teraz do pochodnej
funkcyi funkcyj czyli funkcyi ztozonej.

GdybySmy mieli funkcye ztozong w ksztatcie

natenczas, nie rozwigzujac ostatecznie uktadu réwnan, mozemy znalezé po-
chodne u wzgledem W tym celu napiszmy tozsamos$¢

przeszediszy do granic, bedziemy mieli

Wz6r ten przedstawia tatwe prawidto pisania pochodnej funkcyi
ztozonej.

Twierdzenia, ktére wyprowadziliSmy w poprzedzajgcym rozdziale dla
réznic funkcyj wielu zmiennych niezaleznych, bedg mie¢, bezwatpienia, miej-
sce dla jednej zmiennej.

Z twierdzenia 1-go wypada dla funkcyi jednej zmiennej.

gdzie ¢ oznacza statg dowolng, lub funkcye peryodyczna.

*) {Tzyktad ten jest przytoczony miedzy innemi w podreczniku Sturm'a: ,,Cours
d'analy3e™.
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Przechodzac od ostatniego réwnania do granic, otrzymamy

czyli, ze, rémiczka nie zmienia sie, jezeli do funkcyi dodamy statg dowolna.
0 funkcyi peryodycznej w granicy mowy by¢ nie moze, gdyz nieskonczenie,
mate przyrostki znikaja.

Oprécz tego, widocznem jest

stad w granicy bedzie:

czyli, pochodna nie zmienia sie, jezeli do funkcyi dodamy stata.
Z twierdzenia |11 mamy

skad w granicy bedzie

Podobnie dla pochodnej

czyli w granicy

Widzimy wiec, ze pochodna iloczynu funkcyi przez stalg réwna sie ilo-
czynowi statej przez pochodng tego samego rzedu funkcyi. To samo mamy
1 dla rézniczki.

Z twierdzenia 1V-go wnioskujemy, ze, majac dang sume

otrzymamy réznice k-go rzedu
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stad w granicy bedzie
# S= cVF-j- rfA- ... -j-d"e

Podobnie dla pocliodnycli bedzie takze

W granicy

TN ~reee T

Tak wiec, pochodna sumy réiuna sie sumie pochodnych tego samego rze-
du. Podobnie bedzie i dla rozniczki.

Azeby wyprowadzi¢ pochodng i rozniczke iloczynu, dla fatwiejszego
zrozumienia wezmiemy nasamprzod roéznice rzedu 1-go. ‘W rozdziale po-
przedzajgcym otrzymalismy

1) Al jF) = AN Al-. AF.

Gdy stad przejdziemy wprost do granicy, natenczas dla rézniczki wzor
bedzie taki

()] d{ffF) = fdF-{-F. df.

Ostatni wyraz po drugiej stronie (1) musi znikng¢, jako nieskonczenie
mata rzedu 2-go.
Dla pochodnej bedzie zwigzek

ktory otrzymaliSmy z poprzedzajacego (1), dzielgc wszystkie wyrazy przez
Aa. Przechodzac od ostatniego zwiazku do granic, mamy

djf . F)» dF df
dx 'odx dx '

ostatni wyraz w (m) znika, poniewaz pochodna jest iloscig skoriczong i nie
moze zawieral nieskonczenie matej Rézniczke iloczynu mozemy takze
otrzymac¢ z pochodnej, mnozac te ostatnig przez dx.
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Dla réznicy rzedu 2-go mielismy wz6r

skad, dzielgc przez AxY otrzymamy

Po przejsciu do granicy bedzie widocznie

Te za$ wyrazy w réwnaniu (n), ktére zawierajg ilosci nieskoniczenie
mate, znikng¢ musza. Podobny wzér bedzie dla rézniczki rzedu 2-go, gdy po-
mnozymy pochodng, wyzej napisana, przez Taka samg drogg z wzoru
(D), rozd. I, przedstawiajgcego A;g roznice iloczynu, otrzymamy pochodne
/c-go rzedu, za pomocg metody granic

Jestto znany wzér Leibnitz'a.

Z prawidet rozniczkow/ania iloczynéw mozna tatwo wyprowadzié¢ odpo-
wiednie prawidto dla ilorazu. Niech bedzie dany iloraz dwoch funkcyj
zmiennej niezaleznej x

Mozemy napisa¢ tozsamos¢
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rézniczkujac wedtug prawidta, dowiedzionego dla iloczynu, bedziemy mieli

skad wypada wprost
n-p rir

Jestto pochodna ilorazu. Mnozac pochodng przez dx, otrzymamy po-
dobny wzér dla rézniczki.

§ 4. WyrazZenia nieoznaczone.

Odrézniamy dwa typy gtéwne wyrazen nieoznaczonych. Posta¢ sym-
boliczna pierwszego typu jest -y , drugiego za$ 1°°.

Niech bedzie dany utamek

Azeby odnalez¢ prawdziwg wartos¢ powyzszego utamku, wezmy

gdzie £ oznacza ilo$¢ dowolnie mata.
Stosujac do licznika i mianownika wzor Taylor'a, bedziemy mieli

Poniewaz jednak wedtug zatozenia mamy

wiec bedzie po skréceniu przez r
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Kladagc w powyzszem e = O, otrzymamy

Jestto szukana warto$¢ danego wyrazenia nieoznaczonego.

Jezeli f (a) i F' (a) nie sg zerami, natenczas wyrazenie nieoznaczone
nsizywSi6badz\Gmy jednokrotnie 7iieomaczonem. Gdyby f (a) i F'{a) byly
rowne zerom, w tym przypadku bedzie widocznie

(P)

dane wyrazenie bedziemy nazywa¢ dwukrotnie nieoznaczonem, jezeli ma
miejsce zwigzek (p) i f* (a), F' {a) nie réwne zeru.
Dalej, gdyby i f" {a) = F"(a) = O, natenczas jest widocznem, ze

Jezeli " (a) i F" (a) nie bedg réwne zeru, w tym przypadku utamek
fici)
pijT™ bedzie przedstawia¢ prawdziwg wartos¢ danego wyrazenia, ktdére na-

zywad BsrziemY trRUERRSorRISRDBREBhd s ksztatt

Dajmy, ze dla pewnej wartosci a;= a bedzie

i wskutek tego w= 1°°.
Azeby znale$¢ prawdziwg warto$¢ danego wyrazenia, koniecznem jest
przejscie do logarytmu
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czyli

fia)
W dalszym ciggu stosujemy prawidto, dowiedzione dla wyrazen typu

i, znalaztszy prawdziwa warto$é

IgM =
bedziemy mieli widocznie

u— en

AVszetkie inne wyrazenia nieoznaczone mozemy zawsze doprowadzic¢
do dwoéch typéw gtownych, powyzej wzmiankowanych.

§ 5. Funkcye wielu zmiennych.
Gdy mamy dang funkcye wielu zmiennych niezaleznych
fofXyz )

natenczas mozemy ustanowic¢ $cisle pojecia pocJiodnej czesciowej rzedu 1-go
wzgledem pewnej zmiennej, lub pochodnych czesciowych rzedéw wyzszych
wzgledem kilku zmiennych, lub wzgledem wszystkich zmiennych. Pocho-
dne te przedstawiajg we wszystkich wasnosciach zupetne podobienstwo do
pochodnych funkcyi jednej zmiennej niezaleznej; odrebnych wiasnosci te po-
chodne wcale nie posiadajg, moznaby wiec nazywaé je wprost piochodnemi
funkcyj wielu zmiennych, bez dodawania wyrazu czesciowe lub czastkowe.
Dla funkcyj wielu zmiennych niezaleznych mozemy takze oki-esli¢ pojecie
rézniczki zupetnej, ktéra bedzie Scisle odpowiadaé rézniczce funkcyi jednej
zmiennej, oprdcz tego bedziemy jeszcze odrézniac pojecie roiniczki czesciowej
lub czastkoiuej, ktora odpowiada¢ bedzie pochodnej, wzietej Avzgledem je-
dnej, lub Kilku zmiennych.
Dajmy nasamprzdéd funkcye dwéch zmiennych niezaleznych

y)-
Rozniczka zupetna powyzszej funkcyi jest granica
(s]0) df = limV = lim [/ {x+Ix, y+Ay) - f (x y)],

gdy ~x wraz z \y zdazajg do zera.
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Z wzoru (24) teoriji réznic otrzjmujemy wprost

Przeszediszy do granic, bedziemy mieli

Ostatni wyraz musi zniknad, jako nieskoriczenie mata rzedu 2-go. Wz6r
(q) jestto rJimc™Aa rzedu 1-go funkcyi dwdch zmiennych niezale-
znych. Woyraz oddzielny

- N
dx clx dn f

nazywamy rézniczkg czesciowg wzgledem zmiennej x. Podobnie wyraz drugi

nazywamy rozniczkg czeSciowg wzgledem zmiennej y. Wyraz, znikajacy
w powyzszem (Q)

nazywaé¢ bedziemy rdzniczkg czesciowg rzedu 2-go wzgledem zmiennych
Xy,
W teoryi réznic (23) dowiedliSmy prawa symbolow

f= te
wiec i w granicy by¢ musi takze
f— d™yna; f,
«kad wypada widocznie
dx dy dy dx '

Wyjasnimy ponizej, co rozumie¢ nalezy pod pochodnemi czesciowemi.
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Dla znalezienia wartosci pierwszych dwéch pochodnych granice odnaj-
duja sie sposobem zwyklym. Azeby znale$¢ granice

(n

szuka¢ nalezy nasamprzdd granicy wzgledem [k, uwazajgc \y za ilos¢
statg, potem dopiero szukamy drugi raz granicy wzgledem ly. Istotnie,
bioragc w powyzszem pochodne licznika i mianownika wzgledem ilosSci \x
bedziemy mieli

Przypuszczajac tutaj, ze Ix dazy do zera, bedzie

Gdy ly dazy do zera, natenczas utamek ostatni bedzie biorac zno-

wu pochodne licznika i mianownika wzgledem ly, otrzymamy

czyli, przyjmujac ly dazacem niBograniczenie do zera, bedzie



53

Jestto prawdziwa warto$é stosunku nieoznaczonego (r), gdy At i Ar/
zdazaja do zera. »
Z wzoru (26), ktory otrzymaliSmy w teoryi réznic, mamy

Przeszedtszy do granic, otrzymamy rézniczke zupetng rzedu 2-go

®

Pozostate wyrazy znikaja, jako nieskonczenie mate rzedéw wyzszych.
Dla réznic mieliSmy prawo symbolow (27)

podobnie takze bedzie w granicach dla odpowiednich rozniczek

skad wypada, ze

Takim samym sposobem, jak powyzej, z wzoru (33), ktéry przedstawia
‘lc-ta roznice, przechodzimy do granic:

Jestto wzor, ktdry przedstawia rozniczke zupeilng rzedu k-go funkcyi
dwéch zmiennych niezaleznych.
W przypadku szczeg6lnym, gdy mamy jedng zmienng niezalezng t

wzory poprzedzajgce bedg mialy ksztatt prostszy.
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Dzielgc wszystkie wyrazy wzoru (q) pi-zez clt, otrzymamy

O

Tutaj dla odrdznienia ])iszemy 9 zamiast d, gdyz znaczenia pochod-

nych ~ 2~ innego rodzaju, anizeli i , pochodnych w calem

znaczeniu tego wyrazu.
W szczegdlnym przypadku, gdy bedzie

e natenczas w poprzedzajacym wzorze pochodnej ktadziemy x = t, wskutek
tego bedzie:

(w)

Chcac dalej otrzymaé drugg pochodna wyrazenia (u), nalezy roézniczko-
wac poraz drugi wedtug tego samego prawidta

Po wykonaniu wskazanych dziatan i redukcyi, otrzymamy

gdzie druga potega dwumianu w nawiasach toa znaczenie symboliczne, co

. coo o df df . ) o .
znaczy, ze potegi ilosci , nalezy zastepowac odpowiedniemi rzedami
oX «cy
pochodnych. Przyjmujac x = t, otrzymamy druga pochodng dla przypadku
(W) w ksztatcie:

W teoryi roznic wyprowadziliSmy wzér (34)
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Zastgpiwszy w powyzszem If, JIY, ... ich wartos'ciami w rdznicach
czesciowych, bedziemy mieli

Przyjmujac tutaj otrzymamy

gdzie wszystkie ilosci e znikajg jednocze$nie z | x i ly. Gdy teraz przej-
dziemy od wyzej napisanego wzoru do granic, natenczas bedzie

V)

gdzie R oznacza granice nastepujacej sumy:

Poniewaz wiemy, ze granicg sumy nieskonczenie wielkiej liczby sktad-
tikdw, z ktorych kazdy jest nieskoriczenie matg rzedu 1-go, moze by¢ wiel-
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kos6 oznaczona R, wiec tez. przechodzac do granic, piszemy we wzorze
Taylora (v) wyraz dopetniajgcy R. Posiadamy kilka wyrazen, przedsta-
wiajacych pod rozmaitemi postaciami reszte wzoru Taylora. Ponizej wyto-
zymy, jaka drogg mozna unikng¢ badania reszt. Przypusémy, ze wybrali-
Smy takg funkcye, dla ktorej szereg, napisany po drugiej stronie roéwnosci
(v), jest zbiezny i oprécz tego, ze wyraz dopetniajgcy staje sie zerem. W ta-
kim przypadku widzimy, ze pierwsza strona réwnosci (v) pozostaje bez za-
dnej zmiany, jezeli x zastgpimy przez przyrostek li i naodwroét li przez
zmienng a;, a takze, gdy zmienng y zastapimy przez przyrostek /r, tudziez
K przez y. Whniosek stad taki, ze ta sama wasno$¢ powinna by¢ i po dru-
giej stronie réwnosci, a wiec, jezeli pierwsza strona ma by¢ tem samem, co
i druga, czyli, jezeli rozwiniecie $cisle odnosi sie do funkcyi, napisanej po
pierwszej stronie, natenczas powinno by¢ takze

(@)

Wz6br powyzszy jest ogolniejszym od wzoru Maclaurin'a i, azeby przejs¢
stad do szeregu Maclaurin'a, nalezy tylko przyja¢ h= k= 0. Wprowadza-
my dalej wniosek, ze dla tych wszystkich funkcyj ciagtych, dla ktérych sze-
reg napisany w postaci (v) jest zbiezny, gdy h i K przybierajg wartosci do-
wolnie mate dodatne lub odjemne, a takze jezeli i szereg w postaci (z) dla
takich samych wartosci li i K pozostaje réwniez zbiezny; natenczas dla tych
funkcyj szereg Maclaurin'a bedzie mie¢ zawsze miejsce bez badania reszt.
Przeciwnie, gdyby sprawdzenie zbieznosci w obu wzmiankowanych posta-
ciach byto zbyt trudnem, nie pozostanie nam nic innego, jak roztrzasa¢ wy-
raz dopetniajacy.

Ktadac we wzorze ~7)

otrzymamy odmienng posta¢ szeregu Taylora:

Wzo6r ten jest daleko og6lniejszy od wzoru Maclaurin'a. Ilosci dowol-
ne li i kK mozemy wybra¢ podlug upodobania; wskutek tego mozemy szereg
ostatni uczyni¢ szybko-zbieznym.
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Twierdzenie 111 w zastosowaniu do funkcyi dwdcli zmiennych niezale-
znych bedzie

gdzie a oznacza stalg. Podobnie i w granicy bedziemy mieli

Jestto ta sama wiasnosé, ktorg mielismy dla funkcyi jednej zmiennej
niezaleznej; tylko nastgpita taka zmiana, ze w powyzszem wzorze / ma zna-
czenie

Dalej dla sumy

z twierdzenia 1V wypada réznica

W granicy bedzie to samo prawo symboléw

Podobne twierdzenie mieliSmy juz dla sumy funkcyj jednej zmiennej
niezaleznej.

Dla iloczynu dwdéch funkcyj zmiennych niezaleznych x i y mieliSmy
w teoryi roznic wzdr (D). Przechodzac do granic, otrzymamy rézniczke /c-go
rzedu iloczynu, w ksztalcie:

Pozostate wyrazy znikaja, jako nieskoriczenie mate rzedow wyzszych, ani-
zeli k-go. W ostatnim wzorze f oznacza f {X,y), ai”ma znaczenie F{x.y).
Dalej, wezmy funkcye trzech zmiennych niezaleznych

Roézniczkg zupelng napisanej funkcyi jest granica

gdy ly, 1z zdazajg nieograniczenie do zera.
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W przypadku funkcyi trzecti zmiennych niezaleznych mielismy dla ro-
znicy zupetnej wzor (28). Wzor wzmiankowany mozemy napisa¢ tak

Przechodzac do granic, przypuszczamy, ze \x, ly, sg, nieskonczenie
malemi i natenczas bedziemy mieli rézniczke zupetng rzedu 1-go w ksztatcie

Jak sie znajduja granice stosunkéw

0 tem mowiliSmy, rozpatrujac funkcye pochodne w przypadku dwoch zmien-
nych niezaleznych. Tutaj nadmienimy jeszcze, ze

Dla znalezienia prawdziwej wartosci powyzszego stosunku szukamy
nasamprzod granicy wzgledem [k, uwazajac \y i ~z za state; nastepnie szu-
kamy granicy poraz drugi w/gledem ly, uwazajac 1z jako statg. Nako-
niec szukamy granicy wzgledem Podobnie, jak to uczynilismy w przy-
padku dwdch zmiennych niezaleznych, moglibysSmy i tutaj dowie$¢, ze osta-
teczng warto$cig granicy by¢ musi pochodna:

Z prawa, dotyczgcego porzadku réznicowan (37)
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wyplywa w granicy prawo o porzadku rdzniczkowan

skad bedzie widocznie

Dla réznicy zupetnej rzedu 2-go mielismy wzor (40), ktéry mozemy na-
pisa¢ w ksztatcie:

Przeszedtszy do granic, otrzymamy wzor rézniczki zupetnej rzedu 2-go

Nieskonhczenie mate rzedu wyzszego ponad 2-gi znikaja.
Podobnie przechodzimy tatwo do rézniczki zupetnej rzedu 3-go, bioragc
odpowiedni wzdr roznicy (41). W szczegolnym przypadku, gdy bedzie dane
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wowczas poprzedni wzor rozniczki rzedu 1-go bedziemy mogli podzieli¢
przez dt

Jestto pochodna funkcyi ztozonej w przypadku jednej zmiennej niezaleznej
pod pozorem trzech zmiennych. Azeby otrzymaé pochodng rzedu 2 go nale-
zy wzOr ostatni rézniczkowaé powtdrnie, natenczas bedzie:

czyli widocznie

gdzie 2-ga potega wielomianu w nawiasach ma znaczenie symboliczne, dla
utatwienia pisowni; potegi ilosci nalezy zastepowa¢ odpo-

wiedniemi rzedami. Gdyby byt zamiast powyzszego przypadek prostszy

wowczas we wzorach poprzedzajacych przyjelibySmy x = t.
Takim sposobem pierwsza pochodna miataby ksztatt

Podobnym sposobem zmienia sie tatwo i ksztatt pochodnej rzedu 2-go.

PisaliSmy powyzej tylko wzory pochodnych, jednak samo przez sie ro-
zumie sie, ze odpowiednie rézniczki otrzymamy, mnozac wszystkie wyrazy
pochodnych przez dt w pierwszym rzedzie i przez dt™ w drugim.

W teoryi rdznic mieliSmy wzor (42)
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Zastepujac w powyzszem roéznice zupetne AF, ... przez ich war-

tosci w roznicach czesciowych i, przechodzac nastepnie do nieskoriczenie ma-
tych, bedziemy przypuszczac

Tyra sposobem, powtérzywszy rozumowania podobne, jak dla funkcyj
dwoch zmiennych niezaleznych, otrzymamy znany wzér Taylora

Dajmy, ze szereg, powyzej napisany, jest zbiezny i ze wyraz dopetnia-
jacy staje sie zerem; natenczas poniewaz strona pierwsza nie zmienia wcale
wartosci przy zamianie x na Jti hnax, y na kK \ kK w y, z na | tudziez
| na 2, wiec jezeli rozklad rzetelnie odnosi sie do funkcyi, napisanej po

pierwszej stronie, to ta sama wtasno$¢ musi mie¢ miejsce i na drugiej stronie
rownosci, czyli

Dla prawdziwosci twierdzenia Taylor'a konieczng jest zbiezno$¢ sze-
regu w obu napisanych postaciach; oprécz tego, jezeli zauwazymy, ze twier-
dzenie Taylor'a utrzymuje sie dla h, /r, | dowolnie matych dodatnych i odje-
mnych, wéwczas bezpiecznie mozemy przejs¢ do przypadku szczegélnego
Ji= k= |I= 0. Mozemy takze otrzyma¢ znacznie dogodniejszg postac
wzoru, kladac podobnie, jak to czynilismy dla funkcyj dwéch zmiennych

w tym przypadku z ostatniego wzoru otrzymujemy
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Majac dang funkcye n zmiennych niezaleznych, dowiedliSmy wzoru
réznicy zupetnej (43). Przypusciwszy, ze symbol A oznacza iloSci nieskon-
czenie mate, otizymamy w granicach

wszystkie pozostate wyrazy wzoru (43) przy powyzszem zatozeniu znikaja,
jako nieskonczenie mate rzedu wiekszego ponad pierwszy. Piszac wzor
ostatni bardziej szczeg6towo, bedziemy mieli

(W)

Jestto wzor rozniczki zigjetnej funkcyi n zmiennych niezaleznych. Stosujac
to samo prawidto rézniczkowania powtérnie do wzoru (w'), znajdujemy roéz-
niczke zupetng rzedu 2-go

V)

gdzie druga potega ma tylko znaczenie symboliczne, co znaczy, ze potegi
ilosci thcqalezy zastepowac odpowiedniemi rzedami. Roézniczkujac jeszcze
raz réwnanie (v*), otj-zymujemy rozniczke zupetng rzedu 3-go

Taka drogg dochodzimy do wzoru ogdlnego

Azeby dowie$é prawdziwosci wzoru ostatniego, trzeba go napisa¢ w po-
staci rozwinietej i zastosowac rozniczkowanie zupetne jfeszcze raz; wowczas
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zauwazymy, ze wzér wzmiankowany utrzymuje sie i dla rdzniczki (i”~+il?"
czyli, ze jest prawdziwym zawsze.

Gdy pod pozorem n zmiennych wchodzi sposobem niewyraznym jedna
tylko zmienna niezalezna i, natenczas bedziemy mogli wszystkie wyrazy
rownania (w") podzieli¢ przez dt i otrzymamy wyrazenie pochodnej

R6zniczkujac powtérnie wzgledem d™ znajdziemy tatwo

Jestto wyrazenie pochodnej rzedu 2-go, gdy pod pozorem n zmiennych
mamy w istocie jedng zmienng niezalezng i. Dalej kladac w obydwdch
wzorach, napisanych wyzej, x* —t, wskutek czego bedzie

L o'

otrzymamy przypadek nieco odmienny od powyzszego:

Wzory te stosuja sie w przypadku

Od wzoru (17), dowiedzionego najogdlniej w teoryi roznic, przechodzi-
my do odpowiedniego wzoru w lacliunku rézniczkowym, powtarzajagc podo-
bne rozumowania, jak dla dwdch i trzech zmiennych. Na tej drodze otrzy-
mamy wzdr Taylor'a
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Uwagi nad tym wzorem sg, zupetnie podobne do tych, jakie czynilisSmy
dla jednej, dwdch, etc. zmiennych; unikajac zbytecznej rozwlektosci, nie be-
dziemy tutaj przytacza¢ wspominanych kilkakrotnie uwag. Prawidia réz-
niczkowania sum, iloczynéw, ilorazéw funkcyj n zmiennych niezaleznych
sg takie same, jak dla funkcyj jednej, dwoch lub wiecej zmiennych.

§ 6. Objasnienie geometryczne pochodne;j.
Niech bedzie dana krzywa MNH (fig. 1), wyrazona réwnaniem

y=f

Wezmy na danej krzywej pewien punkt M {x, wiemy, ze JIM= 'y
przedstawia rzedng, ktérej odpowiada odcieta OA — x. Dajmy jeszcze na

tej samej krzywej drugi punkt N, ktorego rzedna NB = y g- ly 1 odcieta
OB — Takim sposobem na figurze widoczna, ze

MP = Ik i NF = Ay.
Z trojkata MNP spostrzegamy
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Przypusémy teraz, ze punkt N zbliza sie nieograniczenie do punktu ilf
natenczas przyrostki \y i Ix beda zmniejsza¢ sie coraz bardziej i zdgzaé

do zer, lecz mimo to stosunek nie moze znikngé lecz zdgza do swej gra-

nicy . Jednoczesnie kat NMP zdgza takze do swej granicy < TMP

a sieczna NM zbliza sie nieograniczenie do stycznej TM. Widzimy wiec
ze w granicy bedzie

o = 9 TP

Pochodna roéwna sie stycznej trygonometrycznej kata, utworzonego pomie-
dzy styczng w danym punkcie M oraz osig X. Rachunek rézniczkowy daje

nam mozno$¢ kreslenia stycznych do wszelkich krzywych, wyrazonych réw-
naniami analityczuemi.



I1l. Rachunki odwrotne.

WidzieliSmy w rozdziatach poprzedzajacych, ze dla kazdej funkcyi da-
nej mozemy tatwo napisac jej réznice lub rdzniczke jakiegokolwiek rzedu.
Odwrotnie, gdy majac dana jakgbadz réznice tub rézniczke funkcyi niezna-
nej, szuka¢ bedziemy samej funkcyi, takie zadanie naleze¢ bedzie do rachun-
ku odwrotnego. Podczas, gdy zadanie wprost mozemy tatwo rozwigzac¢ dia
wszetkich funkeyj, pomyslanych podiug upodobania, to jednak zadanie od-
wrotne staje sie bardzo trudnem i bywa moztiwem do wykonania pod posta-
cig skoniczong tylko w szczeg6lnych przypadkach.

8 1. Rachunek sum catkowych.

Zajmiemy sie nasamprzdd rachunkiem sum czyli rachunkiem odwro-
tnym wzgledem rachunku réznic. Jako symbol rachunku odwrotnego be-
dziemy uzywac znaku ~ tak, ze majac funkcye

mozemy napisa¢ tozsamosc

= Z M oyYy, Mz L) -fix,y,z, L))

Jestto widoczne, gdyz symbole ~ i A oznaczajg rachunki wzgledem
siebie odwrotne i, bedac razem wziete, nie moga nic zmieni¢. Réwnos¢ (1)
mozemy napisa¢ inaczej, oznaczajac druga strone przez
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natenczas zamiast (1) bedzie

Stad widocznie, stosujac znowu symbol do obu stron, bedziemy mieli
(2)

JI¥ szczeg6lnym przypadku, gdy mamy tylko jedna zmienng niezalezna,
bedzie

JT¥e wzorach powyzszych / oznacza funkcye dana, jestto niewia-
doma warto$¢ sumy catkowej, ¢ za$ oznacza statg dowolng lub dowolng fun-
kcye peryodyczna, ktérg, jak wiemy, zawsze dodaw™aé mozna bez zmiany
roznicy.

Widzimy wee, ze znalez¢ sume catkowa w granicach nieoznaczonych

znaczy¢ bedzie to samo, co znalez¢ takg funkcye wszystkich zmiennych nie-
zaleznych, tudziez przyrostkéw statych Jix Iz, ... , ktorej réznica zu-
petna rzedu pierwszego réwna sie funkcyi

napisanej pod znakiem ~ .

Dalej wyprow™adzimy kilka twierdzen zasadniczydi dla rachunku sum
catkowych.

Napiszmy tozsamosé

gdzie dla krotkosci piszemy fi zamiast szczeg6towo

Z powyzszej tozsamosci wiyplywa druga tozsamo$¢, widoczna sama
przez sie:
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czyli

Wiemy jednak, ze jezeli roznice rzedu 1-go dwdch jakichkolwiek Hur-
kcyj sa rowne, natenczas same funkcye roznig sie miedzy sobg tylko o illo$
statg lub o funkcye peryodyczng dowolng, bedzie wiec z poprzedzajgcego

Tutaj ilos¢ ¢ moze by¢ opuszczong zupetnie. Widzimy wiec, ze, ;ab
zastosowac do sumy algebraicznej dziatanie, wyrazone znakiem trzceb,
wykona¢ wspomniane dziatanie nad kazdym sktadnikiem z osobna. Oczy”wi
sta, prawidto, wypowiedziane wyzej, stosuje sie bez zadnej zmiany do prrzy
padku szczegblnego, gdy mamy sume funkcyj jednej zmiennej niezaleznejj.

Dalej napiszmy tozsamos¢

gdzie a oznacza staty mnoznik. Bedziemy mieli widocznie

czyli

skad wypada

Ilo§¢ ¢ moze by¢ tutaj opuszczong. Widzimy wiec, ze simia petume
funkcyi, pomnozonej przez statg, réwna sie statej, pomnozonej przez sumh
samej funkcyi.

Majac dany iloczyn dwdch funkcyj jednej zmiennej niezaleznej

dowiedliSmy w teoryi réznic nastepujacego wzoru:

Zastosowawszy znak N do kazdego wyrazu powyzszego roéwnaniia,
tatwo otrzymamy

(22)
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Wz6r ten moze by¢ bardzo pomocnym przy szukaniu wartosci sum cat-
kowych.

Suma podwdjng bedziemy nazywa wyrazenie:

ZZ f (K, Ix, ly, AN L)

w ktorem f oznacza funkcye dana, @ oznacza taka funkcye, ktorej roznica
zupetna rzedu drugiego réwna sie funkcyi danej f. Wyrazy za$, zawieraja-
ce ilosci dowolne @, a, Q3. .., « sg takig, ktore, jak dowiedliSmy w rozdzia-
le I, nie zmieniaja wcale wartosci réznicy rzedu 2-go.

Sumg potréjng

bedziemy nazywa¢ taka funkcye wszystkich zmiennych tudziez statych do-

wolnych, ktérej réznica zupetna rzedu trzeciego réwna sie funkcyi danej /,
it d

Zajmiemy sie teraz sumami funkcyj jednej zmiennej niezaleznej.
Mozna tatwo znale$é pod postacig skoriczong

jezeli f (K) oznacza funkcye wymierng catkowitg
f(x)= AZ 4-BZ ¥»! 4" C1Z + ...+ ifo +

A, B, C, ... sgilodci state, m liczba catkowita.
W tym przypadku bedziemy mieli

Zf {X)= AZ »--f BZ + CZ A- .. MZ x-\- NZ x"-,
czyli zagadnienie nasze sprowadza sie do znalezienia
zZ

gdzie p jest jakakolwiek liczba catkowita lub zero. Azeby znalezé wartos¢
Z, w tym celu zastosujemy wzér Taylora w ksztalcie:

ﬂ'/ (X): AA r + . r + of" + oo e
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Stosujac tutaj zuak ~ do kazdego wyrazu, otrzymamy

®)

Szereg powyzszy musi by¢ skonczonym, gdyz, przyjmujac f {x) = x»,
pio. pochodna bedzie réwng 1.2.3... {p-I) p i na wyrazie, ktéiy zawiera
ostatnig pochodna, szereg konczy sie.

Jezeli zatozymy nasamprzod

natenczas z wzoru (3) otrzymamy

Ktadac dalej we wzorze (3)

bedziemy mieli

Nastepnie damy we wzorze (3)

it. d. Takim sposobem, znizajac kolejno potege X, dojdziemy nakoniec do

bedzie natenczas
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i nareszcie, gdy / () = bedzie

Tak wiec bedziemy mieli uktad mA-\ réwnan liniowych, z ktérych wy-
rugujemy m ilosci MK L, i jako ostateczny wypadek rugo-
wania otrzymamy wzOr pod postacig skonczona, dajacy wartos¢ ™ X% Z po-
wodu wielkiej ilosci réwnan otrzymanie og6lnego wzoru dla jest za-
wite i przedstawia znaczne trudnosci; tatwo jednak wzdr moze by¢ napisany
w postaci wyznacznika w-j-I stopnia.

Ograniczymy sie na tem miejscu napisaniem szczegélnych przypadkéw
dla

We wszystkich wzorach, powyzej napisanych, ¢ oznacza statg dowolng
lub dowolng funkcye peryodyczna.

Widzimy wiec, ze szereg Taylora daje nam mozno$¢ tatwego wypro-
wadzenia wzoru Z f {x), gdy f{x) oznacza funkcye wymierng catkowita.
Ta samg metode stosowa¢ mozna i do wszelkich innych funkcyj /"(x), lecz
wzory, otrzymane na tej drodze, bedqg mialy postaé szeregébw nieskonczo-
nych.

Azeby otrzymac¢ sumy podwojne, stosujemy znak Z do kazdego wyra-
zu wzorow (4), wskutek czego otrzymamy
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it

skad po wyrugowaniu sum pojedynczycli przy pomocy wzoréw (4), tatwo
otrzymujemy:

)

c i @ oznaczaja state dowolne lub dowolne funkcye peryodyczne.
Chcac otrzymaé sumy potréjne, znowu stosujemy znak Z do kazdego
wyrazu wzoréw (5) i po uproszczeniu bedziemy mieli:
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it d.
Dalej tg samg drogg mozna otrzymaé sumy poczwérne i wogdle jakie-
kolwiek sumy wielokrotne.

Jezeli mamy funkcye catkowita wymierng z wielu zmiennemi, to i w tym
przypadku wzdr Taylora prowadzi do znalezienia sumy catkowej. W rzeczy
samej, w przypadku funkcyi dwoch zmiennych niezaleznych mamy

16)

czyli

(7

Dla krotkosci piszemy w powyzszem h zamiast Ix i K zamiast \y .
Szereg (7) w przypadku, gdy f oznacza funkcye wymierng catkowitg, musi
sie skonczy¢ na pewnym wyrazie.

Jezeli zastosujemy znak ~ do kazdego wyrazu roéwnosci (7), naten-
czas otrzymamy

(8)

Przy pomocy wzoru (8) mozemy zawsze znale$é

jezeli f oznacza jakgkolwiek funkcye wymierng catkowita.
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Wezmy naprzyktad

K
z wzoru (8), dajac f = x4j, wypada tatwo:

9

Ktadac we wzorze (8)

bedziemy mieli

skad wypada
(9.2)

Podstawiajac znaleziong wyzej warto$¢ 21 X y™ w roéwnosci (9), tu-
dziez uwzgledniajac wartosci Zx, Zy, ktore odnajdziemy pomiedzy
réwnaniami (4), po uproszczeniu otrzymamy z (9)

Wiemy jednak, ze warto$¢ Z xy powinna byé symetryczng funkcya
X \'y, wskutek tego, zmieniajagc « na y tudziez li na k i odwrotnie, be-
dziemy mieli z ostatniego réwnania

(9.b)

Dodawszy powyzsze dwa réwnania, fatwo znajdziemy szukang wartosé
Xy ” ksztatcie:

(10)
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Nie trudno sprawdzié, ze réznica zupetng funiccyi, napisanej po drugiej
stronie, bedzie dana ilos¢ xy. Gtoski Cj c,, 3 oznaczajg state dowolne tub
tez dowolne funkcye peryodyczne.

Gdybysmy clicieli znates¢

Z7 Xy,

natenczas w (10) znowu stosujemy znak Z do kazdego wyrazu i po doko-
naniu uproszczen i wyrugowaniu ilosci Z x%y Z Z ..., otrzyma-
my nakoniec szukang sume podwoOjng Tag samg metode stosujemy do kolej-
nego znajdowania wszelkich sum catkowych wielokrotnych.

Gdy zamiast funkcyi dwoch zmiennych niezaleznych mamy pod znakiem
Z funkcye trzech tub wiecej zmiennych, natenczas postepowanie, opisane po-
wyzej, nie ulegnie zadnym zmianom, tylko za kazdym razem uzy¢ trzeba
wzoru Taylora, odpowiadajgcego Scisle danej liczbie zmiennych.

Dotad méwilismy tylko o sumowaniu catkowem w granicach nieozna-
czonych i widzieliSmy, ze wzory sum majg posta¢ skoriczong w przypadku,
gdy funkcya, napisana pod znakiem Z , jest wymierng i catkowita. Jezeli
jednak mamy znalez¢ sume catkowg w granicach danych od i do X:

(11) Zf{x)= Sf{x\
X,

natenczas zadanie staje sie tatwem i zawsze bedzie moztiwem pod postacig
skonczong, niezaleznie od ksztattu funkcyi f {x). Roéwnos$¢ (11) przedstawia
dwojaki spos6b pisania; jakie za$ jest blizsze znaczenie sumy catkowej w gra-
nicach danych, o tem bedzie mowa ponizej.

W rozdziale | wyprowadzilismy wzoér

f{xA-n\x)==f{x)-\-nlfA- AY

Jezeli w ostatnim réwnaniu zastosujemy znak Z do kazdego wyrazu,
natenczas bedzie

N f{x+nlx) - Z f{x)= nf4-r A A A
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Przyjmujac nastepnie

Z powyzszego otrzymamy

(12)

Takie wyrazenie jak (12) nazywamy sumg w granicach danych od
do X, lub sumg catkowg oznaczong i piszemy dla krotkosci

(13)

Widzimy wiec, ze suma oznaczona réwna sie roznicy dwoch sum nieo-
znaczonych, z ktérych pierwsza odpowiada gornej granicy zmiennej ic, druga
za$ dolnej granicy x.

Druga strona réwnosci (12) Avskazuje nam te dziatania, ktére dajg mo-
zno$¢ znale$¢ zawsze warto$¢ sumy oznaczonej, gdy n liczba catkowita.

Z réwnosci (13) widoczna

(13,a)

czyli, ze suma oznaczona zmienia znak, jezeli przestawimy wzajemnie gra-
nice sumy

Wylozymy teraz kilka sposobéw, pozytecznych przy szukaniu sum
funkcyj przestepnych.  Wiemy, ze réznicg funkcyi jednej zmiennej niezalez-
nej jest wyrazenie

(14)

gdzie zamiast \x piszemy gtoske h aby utatwi¢ pisanie.
Dajmy, ze druga strona powyzszego réwnania przeksztatca sie tak

natenczas bedzie widocznie
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czyli

skad wypada

Tak wiec w przytoczonym wyzei przypadku wzor sumy tatwo znajduje
sie pod postacig skonczona. Dalej moze sie zdarzy¢ przeksztatcenie

gdy napotkamy jeszcze oprocz tego

natenczas, catkujgc zapomocag sum wyraz po wyrazie, otrzymamy uktad dwéch
rownan liniowych

Z powyzszego uktadu bardzo tatwo bedzie znalez¢ (p™ (x) oraz
N 92 (oc). Zamiast dwéch réwnan mogloby byé przeksztatcenie, zawarte
w ukladzie n réwnan liniowych. We wszystkich wspomnianych wyzej przy-
padkach odnajdywanie wzoréw sum daje sie nader tatwo uskuteczni¢ pod
postacig skoriczong. Tak naprzykiad, niech bedzie funkcya wyktadnicza

w ktérej a oraz m oznaczajg jakiekolwiek ilosci state.
Bdznica tej funkcyi bedzie

Po zcatkowaniu obydwdch stron znajdziemy z ostatniego réwnania

skad wypada
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Wz6r ten bedzie miat posta¢ najogolniejsza, gdj™ po drugiej stronie do-
damy -t- c, t.j. ilos¢ stalg lub dowolng funkcye peryodyczna.

Jako zastosowanie drugiego przeksztatcenia, z pomiedzy wspomnianych
wyzej, dajmy

gdzie Ui n oznaczajg pewne state, x ilos¢ zmienng. Bedziemy mieli

czyli

Catkujac oba réwnania, tatwo otrzymamy

Takim sposobem otrzymalismy uktad dwéch réwnanh liniowych dla dwoch
sum niewiadomych. Wyciagnawszy z powyzszego uktadu \vartosci sum szu-
kanych, znajdziemy

Jako og6lng metode catkow™ania dla wszelkich funkcyj wyprowadzimy
wzor w ksztalcie szeregu nieskoczonego nastepujacym sposobem.

Majac napisane réwnanie (14), rozwiniemy f (x-\-1i) w szereg Taylora
drugiej postaci, bedziemy mieli wdwczas

Zastosowawszy tutaj do kazdego wyrazu znak otrzymamy
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skad bedzie widocznie

Z H{x)=z-f{x)-\-f () z (hZ X

Samo przez sie rozumie sie, ze dla rzetelnosci wzoru ostatniego wymagac
trzeba zbieznoSci szeregu oraz dazenia reszty do zera. WielkoSci Z X®
Z X, Z ... zastgpi¢ mozna ich wartosciami (4).

AYidzimy, ze wszelkie zagadnienia, doprowadzajace do wyrazen Z f{x)
mozna uwazaé za rozwigzane w zupetnosci, gdyz jakkolwiek nie umiemy na-
pisa¢ ogb6lnego wzoru Z f {x) pod postacig skonczong, to jednak jestesmy
zawsze W moznosci przy pomocy szeregéw obliczaé wartosci wszelkich sum
i w razie potrzeby mozemy utozy¢ ich tablice, podobne do tablic logarytmow.
Zupetnie podobna droga, jak dla funkcyi jednej zmiennej, z szeregu Taylora
mozna otrzymaé wzor dla funkcyj dwoch zmiennych niezaleznych w ksztatcie:

ZE{X,y) 710 y) 4 NK K s I
df | dnf
+ i Ik ik &%
+ dv Zy

gdzie dla krétkosci napisaliSmy h zamiast | x i kK zamiastl y .

§ 2. RoOwnania rdéznicowe.

Najogo6lniejszem zadaniem w rachunku odwrotnym bedzie to, gdy ma-
my jedno réwnanie lub uktad kilku réwnan i szukaé¢ bedziemy funkcyi, czy-
nigcej im zado$¢ tozsamosciow™o. Ksztatt ogélny réwnan réznicowych z je-
dng zmienng niezalezng jest

(15) F{x,y,Ix,\y)~0\
w tym przypadku szukamy funkcyi
(16) o f{x,y)==¢,

ktora czyni zados¢ danemu réwnaniu; ¢ oznacza statg dowolng lub dowolng
funkcye peryodyczng. W mysl powyzszego okresSlenia catki bedzie
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gdzie XX oznacza pewien czynnik catkujacy. Jezeli M = 1, natenczas dane
rownanie réznicowe nazywac bedziemy doktadnem, rzedu 1-go.

Moze sie takze zdarzy¢, ze réwnanie (15) przedstawia roznice zupeing
rzedu 2 go pewnej funkcyi 9 y) tak iz

JY tym przypadku catka bedzie nie réwnanie (16), lecz
a7

po drugiej stronie znaku réwnosci napisaliSmy wyrazy, ktore, jak wiemy,
znikajg przy dwukrotnem réznicowaniu, jezeli tylko pod gtoskami Cj, Cs, 3
rozumiemy state dowolne lub dowolne funkcye peryodyczne. Rdwnanie da-
ne w ostatnim przypadku bedziemy nazywac drugorzednem.

Mozemy takze napotkac przypadek, gdy réwnanie (15), pomnozone przez

pewien czynnik ~ , wyobraza roznice rzedu 3-go niewiadomej funkcyi

P y), wowczas bedzie

W tym ostatnim przypadku catka nie bedzie ani réwnananie (16), ani
(17), lecz

(18)

Rownanie dane w omOAvionycli wyzej okolicznosciach nazywaé bedzie-
my trzeciorzednem. Wyrazy, napisane po drugiej stronie znaku rdéwnosci
(18), znikajg przy trzykrotnem réznicowaniu. Tak samo mozemy jeszcze
spotka¢ réwnanie (15) tego rodzaju, ze pierwsza strona, bedac pomnozong
przez pewien czynnik, przedstawi nam réznice zupetna rzedu 4-go niewiado-
mej funkcyi | {x, y)-, i t. d.

Ksztatt ogélny réwnan roznicowych rzedow'wyzszych bedzie w przy-
padku jednej zmiennej niezaleznej
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ktéremu powinno czyni¢ zado$¢

Kéwnanie réznicowe zupetne z wielu zmiennemi niezaleznemi ma ksztatt

ktoremu czyni zado$¢ tozsamosciowo

Oprocz réwnan réznicowych zupetnych moga by¢é réwnania czeSciowe, za-
wierajg réznice czesciowe rozmaitych rzedéw.

Dla objasnienia teoryi i sposobow catkowania rozwigzemy kilka przy-
ktadéw. Niech bedzie i‘6\vnanie réznicowe:

Jezeli napisane réwnanie jest doktadne tak, iz ma miejsce

natenczas catkg szukang bedzie widocznie

Metoda taka stosuje sie zawsze, ilekro¢ razy szukamy catki réwnania
doktadnego.

Prébujemy nasamprzéd, czy powyzsze réwnanie nie bedzie roznicg rze-
du 1-go. Gdyby to przypuszczenie istotnie miato miejsce dla danego réwna-
nia, natenczas wyrazenie

nie powinno zawiera¢ ani [k ani Ay, czyli po przecatkowaniu wszystkie
wyrazy, zawierajace state przyrostki | x oraz |y, powinny znikngé. W rze-
czy samej, gdy w powyzszem podstawimy wartosci Zy", Zy,

(4), (9,a), natenczas po uproszczeniu otrzymamy

Jestto catka réwnania danego; ¢ moze tutaj oznacza¢ albo statg dowolna,
albo tez dowolng funkcye peryodyczng. Gdyby po jednorazowym przecal-
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kowaniu przyrostki Ix oraz ly nie znikly, znaczytoby to, ze dane roéwna-
nie nie przedstawia roznicy doktadnej rzedu 1-go; wéwczas nalezatoby réw-
nanie réznicowe catkowa¢ dwukrotnie. Gdyby i dwukrotne catkowanie da-
nego réwnania nie doprowadzito do pozadanego celu, natenczas trzeba pro-
bowac catkowania po raz trzeci i t. d. Jezeli wszystkie kolejne catkowania
nie dajag nam wyrazenia, niezaleznego od Ix, ly, wdéwczas bedziemy mogli
twierdzi¢, ze dane réwnanie roznicowe nie jest doktadne. JIY tym ostatnim
przypadku powinnismy poszukiwa¢ mnoznika dopetniajgcego, ktéry zamie-
nitby dane réwnanie na réznice doktadng pewnego rzedu.
Niech bedzie dane réwnanie réznicowe

F= 2k Ix -f {Ixt 4- ly M x {lyYy Ay"™iIx2y Ix ly
4- Ma-{ly? + Nly+ = 0.
Jezeli to rownanie przedstawia réznice dokfadng, natenczas wyrazenie

21x i:xx + {lxy XN+ 2AN MM xy + {Iyf + AK N YN
-b Al Zy 4- Af{lyf Z -f2AyzZy + {lyf Zif =¢

powinno by¢ niezaleznem od statych przyrostkdbw Ax oraz |y . Istotnie,
gdy wyrugujemy z powyzszego Zx", Zx, Zy\ Zy, Zy\ przy po-
mocy wzordw (4), (9,a) i uwzglednimy czeSciowa warto$é Zxil, (9,b):

_ X _ {yr, (AOYy
amy o TaF = T"" 6qyf + 6

wowczas po dokonaniu wszystkich redii.kcyj tatwo otrzymamy

4- + = C.

Jestto catka szukana danego réwnania réznicowego. Podobnie, jak poprze-
dnio, ¢ oznacza statg dowolng, albo tez funkcye

(sinén’\ ,sin27|"\y ,cosZ—rX >c052/1:y

W roztrzasanych dwdch przyktadach mielismy do czynienia z réwnaniami
doktadnemi i z tego powodu catki znalezliSmy fatwo, stosujac sumowanie do
kazdego wyrazu réwnaniania réznicowego. Gdyby jednak napisane wyzej
rownania nie byty doktadne, wdwczas sposéb powyzszy nie doprowadzitby nas
do catek. W tym drugim przypadku pozostaje niewiadomym pewien czyn-
nik catkujacy, ktéry dopetnia dane réwnanie réznicowe tak, iz pierwsza
strona wraz z mnoznikiem stanowi rdéznice dokfadng jakiegokolwiek rzedu.
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Metod, stuzacych do znajdywania czynnika catkujgcego, nie znamy, objasni-
my jednak rzecz samg na jednym prostym przykitadzie. Niech bedzie dane

yIx —Xly = 0.
Stosujac sumowania do kazdego wyrazu, nie mozemy nigdy doj$¢ do takiego
wyrazenia, w ktorem przyrostki Ix i ly znikaja; wnioskujemy z tego, ze
napisane réwnanie nie jest dokladne. W istocie, czynnik dopetniajacy
bedzie
Y {y-\ly)
teraz tatwo daje sie zauwazy¢, ze w réwnaniu

yIx —X \y
Yiy+ iy)

=0
ac

pierwsza strona przedstawia roznice zupeing ilorazu — . Takim sposobem
Yy

catka szukana bedzie

§ 3. Rachunek catkowy.

Podamy kilka ogélnych wtasnosci i sposobéw obliczania wszelkich ca-
ek, pomijajac metody catkowania pod postacig skonczona, jako znane ze
AYSzystkich podrecznikéw rachunku catkowego.

Jezeli mamy dang rézniczke

f {x). dx

1 szukac¢ bedziemy funkcyi pierwotnej f (k), natenczas takie zagadnienie be-
dzie zasadniczem w rachunku catkowym. Piszemy w tym przypadku

<19) Nro {X)dx==: {x)-\-c.

|
Funkcya pierwotna f {x) nazywa sie catkg; gtoska c oznacza stalg do-

AYolng, ktdra, jak widzieliSmy, zawsze dodawa¢ mozna do funkcyi bez zmia-
ny jej rozniczki.
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Mozemy dowie$¢, ze

Istotnie, majgc na uwadze zwigzek (19), z wzoru (3) wypada

Przechodzac nastepnie do granicy, z ostatniego réwnania bedziemy

mieli

(20)

pozostate za$ wyrazy w granicy znikngé musza, gdyz zawierajg wyzsze po-
tegi nieskonczenie matego przyrostka zmiennej niezaleznej.

Dalej stosujac dziatanie Z do kazdego wyrazu roéwnania (3), otrzy-
mamy:

(21)

atoli wiemy, ze

Podstawiwszy powyzszy zwigzek w réwnos¢ (21) i nastepnie mnozac

wszystkie wyrazy przez [k bedziemy mieli

122)

Na zasadzie zwigzku (20) widoczna, ze

wskutek tego, gdy od réwnania (22) przejdziemy do granic, bedzie natenczas:

(23)
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Pozostate wyrazy po drugiej stronie réownosci (22) w granicy znikng¢
muszg, gdyz zawierajg wyzsze potegi przyrostka Ix zmiennej niezaleznej.

Podobnie, stosujac znowu znak JI do kazdego wyrazu réwnosci (22)
i mnozac przez K, otrzymamy

k2: 1x2: I f {x) dx = (Ixy 2:2:2: f {X) n (~c) +. -
Gdy przejdziemy od ostatniego réwnania do granic, bedzie
(24) Fdx Idx I f (X)dx = lim (4.x)3 2:212: f {x).

Rozumowanie powyzsze mozna tatwo poprowadzi¢ dalej dla wszelkicti
catek wielokrotnych.

Wszystkie wzory podobne, jak (20), (23), (24), ..., wyrazaja zwia-
zek zasadniczy pomiedzy rachunkiem catkowym i rachunkiem sum catkowych
Gdyby rachunek sum byt nam dobrze znany dla wszelkich funkcyj, natenczas
za pomocg metody granic tatwo przeszlibySmy do rachunku catkowego. Nie-
stety rachunek sum zbadany jest tylko dla fuukcyj wymiernych i catkowi-
tych, wyktadniczych i niektérych trygonometrycznych, dla innych za$ fun-
kcyj nie posiadamy wzoréw pod postacig skonczona.

Jezeli z wzoru (2a, § 1) zrobimy fatwe przejécie do granic, natenczas
bedzie

NdF=f.F— I Fdf.

Jestto znany wzor callcoiuania czescimcego.
Dajmy sume funkcyj

F {X) \{x) fo{x)A- ...+ fi{xy,

jezeli pomnozymy obie strony powyzszego przez dx i zastosujemy do kazde-

go wyrazu symbole d”™, wzajemnie znoszace sie, hatenczas bedziemy mieli

d F{x)dx = djfi K)dx-j-dl A (x) dx coeje o diMfi (x) dx
czyli

dF)  dx = difd A () dx A ) dx L. A X dX)
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skad widoczna

Jestto prawidto calkotuania sumy. Wzér ten tatwo otrzymaé zapo-
mocg granic z odpowiedniego wzoru sum.
Dalej, majac dang funkcye, pomnozong przez ilos'¢ statg a

znajdujemy

wiec bedzie

Widzimy, ze mnoznik staty wychodzi przed znak j bez zadnej zmiany.

Szukanie catek oznaczonych

przedstawia zawsze zadanie fatwiejsze i warto$¢ takiej catki moze byé wia-
doma niezaleznie od ksztattu catki nieoznaczonej.

W rzeczy samej, jezeli pomnozymy wszystkie wyrazy rownosci (12)
przez A® i przejdziemy do granic, przyjgwszy |x nieskonczenie zdgzajacem
do zera, natenczas bedzie

(25)

Z réwnania (13) widoczna, ze
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oprocz tego z wspomnianego zwigzku (13) wnioskujemy jeszcze, ze, jezeli
1f{x) dx = lim AxZ f{x) — (pix),

natenczas bedzie

n.
(26) f{x) dx = (p(X) — (p (Ko)

czyli, ze catka oznaczona rowna sie zawsze rdznicy dwoch krancowych war-
tosci odpowiedniej catki nieoznaczonej. Po wiekszej czesci, ksztalt catki
nieoznaczonej bywa nam nieznzny i nvskutek tego wzér (25) bedziemy uwa-
za¢ za zasadniczy tak przy obliczaniu wartosci catek oznaczonych, jaki przy
poszukiwaniu ich whasnosci. Wiadomo, ze szereg nieskonczony w Kksztatcie
(25) zawsze jest zbiezny i we wszystkich przypadkach moze by¢ uzyty; gdy-
by jednak granice catki byty -j- oo i — 00, natenczas przed uzyciem wzoru
(25) nalezy dang catke przeksztatci¢ za pomocg wprowadzenia nowej zmien-
nej tak, azeby granice staly sie skonczone.

Jezeli rownos¢ (13,a) pomnozymy przez AX i nastepnie przejdziemy do
granic, natenczas otrzymamy znang wasnos¢ catek oznaczonych:
n 4]
J fOK)dx = — I f{x) dx
Xo X

z réwnosci (26) widoczna, ze

X

| F{)dx= (p (X)— cp{a)-Ar (p {a) — cp (Kp),

czyli ze

X X a

I f{x) dx — ~f{x) dx-\- J f (x) dx.

Tym sposobem kazdg catke oznaczong mozemy roztozy¢ na sume dwoch
catek, podtug powyzszego prawidta. Kazdg z tych dwéch nowych catek zno-
wu mozemy zastgpi¢ sumg dwdch innych, czyli moglibySmy dang catke rozto-
zy¢ na sume czterech catek oznaczonych; i t. d.
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Azebj" znalez¢ szereg dla catki nieoznaczonej, zauwazymy, ze ma miej-
sce zawsze

Istotnie, wiemy, iz na zasadzie wzoru (26) bedzie

wskutek tego mamy-

gdzie pod — 9 (h) zawsze rozumieé mozemy stata dowolng c, bowiem 1i jest
ilos'¢ zupetnie dowolna. Po tej uwadze mozna zastosowac szereg (25) do
wszelkiej catki nieoznaczonej

@7

Szereg ten uzywany jest powszechnie przy wartosci h = 0; widzimy
jednak, ze szereg dla h jakiegokolwiek bedzie o wiele ogdélniejszym, anizeli
dla = 0. W zastosowaniach praktycznych wzér (27) przedstawia te zna-
czng dogodnosé, ze n”~zpoi-zadzamy wielkoscig h podiug upodobania i moze-
my zrobi¢ szereg szybko zbieznym.

W dalszym ciggu zastosujemy wzoi- Taylora do obliczania catek ozna-
czonych wielokrotnych, jak naprzyktad

w ktérych granice X tudziez Y sg miedzy sobg niezalezne.
Dajmy na to”ze

(28)
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gdzie ™ oznacza catlte, ktorg otrzymalibySmy z catkowania nieoznaczonego
Wykonawszy catkowanie jeszcze raz co do otrzymamy
z (28)

czyli

(29)
gdzie cp oznacza catke, ktorg otrzynja¢ mozna z j / (k, y) cly zapomoca cat-
kowania nieoznaczonego wzgledem zmiennej x czyli z dwukrotnego catko-

wania f{x, y) dx dy. Napiszmy teraz szereg Taylora dla funkcyi dwdch

zmiennych niezaleznych

Dalej napiszemy jeszcze szczeg6lne przypadki powyzszego wzoru dla = 0

tudziez dla h = o

Jezeli teraz w dwoéch ostatnich wzorach zmienimy znaki na odwrotne
we wszystkich wyrazach i nastepnie dodamy do (30}, natenczas po dokonaniu
rtdukcyj tatwo otrzymamy
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I0K-bir, yA-h) —f{x*"K y) —f{x, y~k) +/ y)

Mnozac kazdy wyraz powyzszego przez clx cly i catkujgc dwukrotnie,
bedziemy mieli

gdzie 1j f (x+h, y+k) dx dy oznacza, ze naprzdd znalezé trzeba wartos¢

JI f{x,y)dxdy, a dopiero po przecatkowaniu podstawi¢ »x+/[ na miejsce

X tudziez yA-k na miejsce .
Tak samo j| f(x+h, y) dx dy znaczy, ze wpierw napisa¢ trzeba war-

tos¢ 11 f{x, y) dx dy, a nastepnie po wykonaniu catkowan podstawi¢ x"h

na miejsce it p. Druga strone wzoru (31) pisa¢ tatwo, gdyz prawo wspot-
czynnikow w nawiasach jest widoczne; sg to wspdiczynniki odpowiednich
dwumiandw Newtona, bez najwyzszego oraz najnizszego wyrazéw. Przyj-
mijmy teraz

natenczas pierwsza strona réwnosci (31) przedstawi nam zupetnie takie same
wyrazenie, jak (29); rugujac i po drugiej stronie ilosci h i k, bedziemy mieli
wzdr nastepujacy
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Wzér ten jest ogélny i stuzy dogodnie do obliczania jakiejkolwiek catki
podwadjnej oznaczonej, w ktdrej granice catkowania sg skonczone i niezalezne
miedzy sobg. Jezeli granice bedg -f oo i —oo0, lub gdyby miedzy grani-
cami jednego catkowania i drugiego istniata jakabadz zaleznos¢, natenczas
trzeba wiadomemi sposobami przeksztalci¢ catke, wprowadzajgc nowe zmien-
ne tak, azeby granice byty skonczone lub niezalezne pomiedzy sobg. Dopiero
po uskutecznieniu takiego przeksztatcenia mozna stosowaé wzdr powyzszy.
Szereg, napisany po drugiej stronie znaku réwnosci ostatniego wzoru, jest
zawsze zbiezny dla skohczonych wartosci granic iCo X, ijA, Y i tem szybciej
szereg zdgza do swej granicy, im réznice Z—oraz Y—"0 sg mniejsze.
Mozna takze wzor powyzszy stosowac i do catek podwojnych nieoznaczonych,
biorgc te ostatnie w I"sztalcie

Cco jest zawsze mozebnem.
Gdybysmy chcieli otrzymac szereg podobny do catki potréjnej

gdzie, jak to bardzo tatwo dowies¢, <p oznacza odpowiednig catke potréjng
nieoznaczong, natenczas metoda catego naszego rozumowania nie ulegtaby
zmianie, tyliio nalezatoby wzias¢ za punkt wejscia wzér Taylora, odpowia-
dajacy
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Tym sposobem mozna wyprowadzi¢ wzory dla wszelkich catek wielo-
krotnych. Wszystkie wzory catek, wzmiankowane wyzej, mozna roéwnie
dobrze otrzymaé¢ z odpowiednich wzoréw sum catkowych wielokrotnych,
stosujgc metode granic. PomineliSmy te droge, uzywajac sposobu przystep-
niejszego. Podamy jeszcze w zakonczeniu rozdziatu niniejszego kilka nie-
znanych dotad twierdzen, ktére wyrazimy kroétkiemi réwnaniami. Z wzoru
(26) wnioskujemy, ze

podobnie z wzoru (29) czytamy fatAvo

Tak samo z (32) wypada

gdzie dla krotkosci /r, h, | oznaczajg odpowiednio K Az
Stosujac teraz do obu stron powyzszych réwnosci catkowania, wyrazone
zapomocg znaku 21, bedziemy mieli

Sa to proste zwiazki pomjedzy dwéma rachunkami catkowemi Z i J .
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8 4. Rownania rézniczkowe wogdle.

Réwnauia rozniczkowe z jedng zmienng niezalezng majg ksztatt naj-
og6lniejszy nastepujacy

(33) =

ktérego catka

tozsamosciowo czyni¢ zado$¢ danemu réwnaniu. Jezeli réwnanie (33) roz"

wazemy wzgledem pochodnej , Natenczas bedzie

N
dx ~ N '

gdzie M i N sg pewne funkcye zmiennych > i y, Z ostatniego réwnania
wypada

M dx Ndy = ~.

jest prostszy ksztatt rownan rézniczkowych rzedu 1-go z jedng zmienng nie-
zalezng, Roéwnania rzedéw wyzszych z jedng zmienng niezalezng oprocz
pochodnej rzedu 1-go zawierajg takze pochodne rzedéw wyzszych. Dowie-
dziemy nasamprzéd, ze wszelkie rownanie rézniczkowe rzedu n-go posiada
zawsze odpowiednig catke. Dowodd, przytoczony ponizej, bedzie zarazem
przyblizonym sposobem wykres$lenia catki z danego réwnauia.

Niech bedzie dane réwnanie rézniczkowe rzedu w-go z jedng zmienng
niezalezng

(34) /an,

Wiemy, ze rozwigzaniem zupelnem powyzszego rdéwnania bedzie row-
nanie pierwotne

F{xy, C Q... , c,) =0

w ktorem wszystkie state dowolne c tak sie dajg wyznaczyé, ze przy szcze-
gblnej wartosci funkcya y tudziez n—1 jej pochodnych mogg przy-
bra¢ wartosci upodobane, zupetnie dowolne.
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Napiszmy réwnanie (34) w ksztatcie
(35)

i zamiast tego rozwazmy rdéwnanie iune
(36)

Jezeli przypuscimy, ze w ostatniem réwnaniu Ix, lij, lhj, ..., iHj sa
ilosci nieskonczenie mate, natenczas, przeszediszy do granic, otrzymamy
znowu réwnanie rozniczkowe (34). Catka ogoélna rownania (36), jak zoba-
rzymy ponizej, moze by¢ zawsze tatwo wykreslona geometrycznie, jezeli
Ix, ly, Ihj, ..., Yy oznaczajg rdznice skoriczone. Robigc za$ te roznice
o0 ile mozna najmniejszemi, bedziemy mogli wykres$li¢ krzywa, ktéra bedzie
nadzwyczaj mato rozni¢ sie od krzywej, przedstawionej przez catke réwna-
nia rozniczkowego (35), Tym sposobem mozemy zawsze zblizy¢ sie do catki
réwnania danego (34) tak doktadnie, jak tylko zapragniemy. Uwolniwszy
réwnanie (36) od mianownikéw, mozemy je napisa¢ w ksztatcie

37)

gdzie zamiast | x piszemy dla krétkosci litere li, oznaczajacg staty przyro-
stek zmiennej niezaleznej.

Z catki og6lnej réwnania danego otrzymamy przez rozwigzanie wzgle-
dem y

z teoryi réznic skohiczonych wiemy, ze wogo6le dajac

bedziemy mieli
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PowiedzieliSmy na samym poczatku, ze state dowolne ¢ wchodzace
w funkcye ip, moga by¢ zaws;ze tak wyznaczone, ze dla x=Xo tak y, jak

i n—I| pochodnych moga otrzymaé wartosci zupetnie
dowolne, z géry obrane. Woypada wiec z tego jeszcze wazny wniosek, ze
i dla réwnania (36) nietylko y lecz takze i wszystkie ilosci

moga przybiera¢ wartosci do.wolne, naprzéd wyznaczone, a to dla tego, ze
catka réw-nania (36) takze zawiera n ilosci statych, ktére wiadomemi sposo-
bami interpolacyi mozna wybrac tak, azeby oméwione w”zej warunki byty
spetnione. Innemi stowy mdwigc, ilosci

moga przybieia¢ wartosci zupeinie upodobane.
Podstawmy zwiazki (38) w réwnanie (37), otrzymamy wowczas réwna-
nie w ksztatcie

Rozwigzujac wzgledem  (x+n/i), bedziemy mieli
(39)

Jestto wartos¢ rzednej, odpowiadajgca wartosci odcietej x-~nh.
Jezeli tei-az nakreslimy uktad prostokatny wspéti-zednych i obierzemy
dowolnie odcieta Xq i oznaczymy parametry dowolne

natenczas z (39) bedzie
(40)

Ksztatt funkcyi & jest dobrze okre-
Slony, poniewaz wyptywa droga prze-
ksztatcen z danego réwnania réznicz-
kowego. Mamy wiec w powyzszem
warto$é rzednej ip (x™+nkK), odpowia-
dajagcej odcietej x™+ mb-, ta wartosc¢
rzednej jest zalezng od wielkoSci przy-
rostka h tudziez od n ilosci dowol-
nych czyli parametréw qu L EE 3
Tym sposobem, dajac na figurze odcietg OA = Xqi rzedng AM = Yo =
obieramy podiug upodobania liczbowe wai'tosci parametréow na-
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stepuie mozemy obliczy¢ z réwnania (40) warto$¢ rzednej yj {Xo-hnh), gdzie
h oznacza przyrostek bardzo maty. Po obliczeniu mozemy .na figurze wy-
kreslic rzedng N1'B = tf {x™+nJdi) i oznaczy¢ drugi puukt krzywej M.
Dalej bierzemy za wartosci pocogtkowe odciete OB — i rzedng M'B=y"
i znowu znajdziemy

VE@i-hn/o= & i, <2 eee, )

bedzie to warto$¢ rzednej M'C = m ktéra odpowiada wartosci
odcietej = i ktéra wyznacza trzeci punkt krzywej M". Ta-
kim sposobem, wykreslajac punkt za punktem J\L iii", ..., nakreslimy
zadang krzywa, ktdrej przyblizenie dr) catki réwnania rézniczkowego bedzie
o tyle wieksze, o ile mniejszym wybierzemy przyrostek h. Zamiast pierw-
szej rzednej AM moglibySm.y byli wzig¢ rzedng AN i nastepnie takg samg
droga, jak powyzej, wyznaczylibySmy punkta i t, d. Otrzymaliby-
$my druga krzywa, objetag danem rdwnaniem. Podobnie zamiast rzednej AN
moznaby byto zaczyna¢ od rzednej AF it d. Takag dfoga otrzymamy catg
rodzine tinij krzywych, ol)jetych réwiiani™m ogdlnem

y= &7, G...,0)

Dane roéwnanie rézniczkowe przedstawia¢ bedzie pewng wiasno$¢é geome-
trycznag catej rodziny krzywych wykreslonych.

Powyzej wylozona metoda wykreslania catki z danego rdéwnania roz-
niczkowego byta uzywang tylko dla réwnan rzedu l-go. Metody tej nie mo-
zna byto uogélni¢ dla r()wnan rzedu w go z tej przyczyny, ze nie zwracano
wiele uwagi na teorye réznic dla funkcyj jednej zmiennej, oraz wielu zmien-
nych. Obecnie, jak widzimy, metoda ])rzyblizoi)ego wykreslania catki dla
réwnania rzedu w-go staje sie tatwg do zrozumienia i bez Zzadnych trudno-
$ci moze by¢ uogdlniong dla réownan rézniczkowych z wielu zmiennemi nie-
zateznemi.

§ 5.  Wiasnosci uktadéw réwnan rozniczkowych.

W dziale réwnan rézniczkowych bedziemy trzymaé sie dawnego spo-
sobu pisania, uzywajac symbolu 3 dla oznaczenia pochodnych czastkowych,
oraz d dla rézniczek zupeinych. Bedziemy jednak pamietali, ze pomiedzy
obydwoma sposobami pisania istotnej réznicy nie ma wcale.

Niech bedzie dany uktad réwnan rozniczkowych z jedng zmienng nie-
zalezng w ksztatcie

dxe" dxn fte, dxn
Jilj Xn
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ktorego catki sg

(b)

natenczas z uktadu (a) mozemy utworzyé jedno réwnanie sposobem widocznym

SkorzystaliSmy tutaj z powszechnie znanej wiasnosci uktadu réwnych
stosunkéw. Widzimy, ze po lewej stronie ostatniej réwnosci licznik jest
zawsze rowny zeru, poniewaz przedstawia rozniczke zupelng rownania (b);
wnioskujemy stad, ze i mianownik takze musi by¢ zerem, czyli bedzie

(c)

n—1 rownan rézniczkowych czgstkowych. Takim sposobem wszystkie catki
uktadu (a) sprawdzajg jednoczes$nie réwnanie rozniczkowe czastkowe (c).
Odwrotnie, gdy mamy dane réwnanie w ksztatcie (c), natenczas mozemy
takze napisa¢ ukfad (a).

Dalej, jezeli mamy uklad n—w réwnan jednoczesnych

(d)
okreslajacych u—uw zmiennych zaleznych , ..., XTn-T-, jako
funkcye m zmiennych niezaleznych wowczas spotczynniki

A czyni¢ powinny zado$¢ pewnym warunkom catkowalnosci. Azeby wypro-
wadzi¢ wspomniane warunki, napiszmy rézniczki zupetne w ksztatcie

(€)

i odejmijmy réwnania (d) i (e), natenczas otrzymamy
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Rownanie to ustanawiatoby zwigzek pomiedzy zmiennemi
poniewaz jednak wzmiankowane zmienne sg zupetnie miedzy sobg niezalezne,
wiec zwigzek ostatni istnie¢ nie moze inaczej, jak tylko, gdy wszystkie
wspotczynniki stajg sie zerami. Tym sposobem bedzie

(r=1,2,...,n-m).

Z znanego prawa o porzadku rézniczkowan wypada widocznie

dxk dxi
czyli
s=n—m s=n-m

dXk Z j OXK dXi 2 j ScCMs  2Xi

Majac na uwadze zwiazki (f), z ostatniego otrzymujemy

SIW—m
(9) MhL L Y IAiiL A, - 4- V

(r=1,2,..., n—ip)-

Sg to warunki catkowalnos'ci dla uktadu danego (d) w przypadku, gdy
wspomniany ukfad okresla tylko n—m zmiennych zaleznych. Gdyby liczba
zmiennych zaleznych w uktadzie (d) byta wigkszg, anizeli n—m, w tym
przypadku warunki catkowalno$ci stajg sie bardziej zawite. Jak pojmo-
waé nalezy uklad dany, jezeli liczba zmiennych zaleznych przewyzsza liczbe
n—m, o tem ogtositem kilka prac w pismach Akademii nauk w Paryzu
r. 1895.

Dajmy, ze catki ukfadu (d) sg

fr {x, ce, XMy XTH eee» =Cr,

(r=l, 2 n—m),

biorac rézniczki zupetne, otrzymamy z powyzszego
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Po wyrugowaniu z ostatniego rézniczek .. ., oxn przy
pomocy rownan (d) bedziemy mieli

Roéwnanie to ustanawiatoby zwigzek pomiedzy zmiennemi ;
ktére, jak wiemy, sa zupelnie niezalezne. Stad wnioskujemy, ze konie-
cznem jest

(h)

Uktad powyzszy (h) ma wazne znaczenie w nauce i nosi nazwe ukfadti
Jacobiego, od nazwiska uczonego, ktéry poraz pierwszy wytozyt teorj™e
i sposoby catkowania takiego uktadu. Widzimy wiec, ze catki ukfadu (d),
czynigcego zados¢ warunkom catkowalnosci, sprawdza¢ muszg jednoczesnie
uktad réwnan rdézniczkowych czastkowych. Opierajac sie jedynie na tej
whasnosci, wytozytem byt sposoby catkowania ukfadu (d) w Pamietniku Aka-
demii Umiejetnosci w Krakowie za rok 1883. Jezeli w uktadzie (h) wspot-
czynniki J1, I nie czynig zado$¢ warunkom catkowalnosci (g) i pozostaja zu-
petnie dowolne, natenczas ukiad réwnan czastkowych nosi nazwe ukfadu nor-
malnego.

Mozemy dowies¢ twierdzenia, ktoérego doktadna znajomos$¢ bywa pozy-
teczna przy catkowaniu réwnan wogole.

Wszelki uktad normalny zawsze zastgpi¢ mozna odpowiednim uktadem
¢ rézniczkach zupetnych.

Jakoz niech bedzie uktad normalny
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w ktorem wspétczynniki A sg jakiekolwiek fuukcye zmiennych
Pomnézmy ponvyzsze réwnania odpowiednio przez ilosci nieoznaczone
Pu Pb ¢« ' 1Pm-, natenczas po dodaniu wszystkich réwnan otrzymamy

réwnanie rozniczkowe czastkowe, ktéoremu wediug tego, co powiedzieliSmy
na poczatku paragrafu, odpowiada nastepujacy uktad réwnan zwyczajnych

Oznaczajgc tutaj staty stosunek przez dt, bedziemy mieli

gdy za$ przy pomocy powyzszych zwiazkéw wyrugujemy ilosci oo P>n
z uktadu (k) i nastepnie skrocimy przez dt, natenczas otrzymamy n—m row-
nan o rézniczkach zupetnych

@

w ktérych wspoétczynniki A sg jakiekolwiek i mogg nie czyni¢ zado$¢ za-
dnym warunkom catkowalnosci. Odwrotne twierdzenie, iz ukiadowi (1) od-
powiada zawsze uklad pomocniczy réwnan czgstkowych (i), nie bytoby tutaj
niczem uzasadnione. Odwrotne twierdzenie bedzie prawdziwe tylko w tym
jedynie przypadku, gdy wszystkie wspotczynniki ukitad (1) spetniajg wa-
runki (g).

§ 6. Teorya og6lna réwnan rozniczkowych zupetnych rzedu 1-go z wielu
zmiennemi niezaleznemi.

Niech bedzie dane réwnanie rézniczkowe o rézniczkach zupetnych
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okreslajace jedne zmieuna, jako funkcye pozostatych zmiennych niezaleznych.
Napiszmy catke réwnania (a) w postaci ogélnej

(©)
Réwnanie fa) nazywaé¢ bedziemy doUadnem, jezeli lewa strona przed-

stawia rozniczke zupeing rzedu 1-go funkcyi F. W tem przypuszczeniu
bedzie

widoczna wiec, Ze istniejg zwigzki

Rézniczkujac pierwsze z powyzszych réwnan wzgledem Xk, a drugie
wzgledem >, i pamietajac znane prawo o porzadku rézniczkowan, otrzymamy

wszystkim kombinacyom).

Tym sposobem bedziemy mieli ™ rownan warunkowych (y).

Jezeli teraz przypuscimy, ze réwnanie (a) nie jest doktadne i wyznacza

zmienng , jako funkcye pozostatych zmiennych niezaleznych, natenczas
bedzie

oprécz tego z réwnania danego (a) wyptywa

Odejmujac dwa ostatnie réwnania, znajdujemy



102

Réwnanie to, gdyby istniato, okreslatoby zwigzek pomiedzy zmiennemi
niezaleznemi, co jest sprzeczne z zalozeniem; wnioskujemy z tego, ze réwna-
nie powyzsze istnie¢ nie moze, a wiec wspotczynniki rownania powinny by¢
zerami, czyli

)

Napiszmy podobne réwnanie dla wskaznika k

©)

Nastepnie, gdy zrozniczkujemy réwnanie {5 wzgledem Xk tudziez réw-
nanie (r) wzgledem otrzymamy

. .., . 300 ~OC .
Wyrugowawszy z powyzszego ilosci OOCforaz przy pomocy row-

nan (6), (), po dokonaniu tatwych dziatan i uproszczeh znajdziemy

(

Tym sposobem otrzymujemy réownan warunkowych (C),

ktérym powinny czyni¢ zados¢ wspétczynniki roéwnania danego (a) w przy-
padku, gdy to réwnanie nie jest dokladne, lecz wyznacza jedng zmienng
jako funkcye pozostatych zmiennych niezaleznych.

Na roéwnanie dane (a), gdy nie jest dokfadnem, mozemy jeszcze patrze¢
z innego punktu widzenia. Pomnézmy lewg strone réwnania (a) przez pe-
wien czynnik fi, nieznany nam blizej, jednak taki, iz bedzie miat miejsce
zwigzek

natenczas bedzie widoczuem, ze
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Czynnik /r, czynigcy zado$¢ powyzszemu warunkowi, nazywa sie czyn-
nikiem catkujgcym i wogdle przedstawia niewiadomag funkcye zmiennycli.
Czynnik L réwna sie jednosci, gdy réwnanie (a) bedzie doktadnem.

Rugujac funkcye F z réwnan (H), otrzymamy

czyli

Jezeli oprécz réwnania (H) napiszemy podobne dla wskaznikdéw i oraz n,
tudziez dla k, n, nfltenczas po wyrugowaniu z wspomnianych trzech réwnan
o AR . , .
ilosci aXr’ axié . pxn otrzymamy znowu warunki (C), ktére powyzej inng

droga otrzymalismy. Gdy przedstawimy catke réwnania (H) w ksztatcie

nvowczas réwnanie () mozna bedzie napisaé tak

Zmieniajgc warto$ci wskaznikobw 1, Kk od + do w otizymamy pewng
liczbe uktadéw réwnan rdézniczkowych czastkowych. Wystarczajacem bedzie
zbadaé tylko jeden z tych ukiadéw

Wiemy z poprzedzajacego 8§, ze uktadowi réwnan rozniczkowych czg-
stkowych (v), odpowiada zawsze uktad dwoch réwnah o roézniczkach zu-
petnych
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()

Pierwsze z tych réwnan jest, oczywista, réwnaniem danem (a), drugie
za$ mozna napisa¢ w ksztatcie

Ostatnie réwnanie daje nam bardzo wazny zwigzek czynnika catkuja-
cego z wspotczynnikami danego réwnania rézniczkowego; zwigzek ten po-
zwala znalezé czynnik /r dla wielu réwnan. Znajomosé ilosci fi przy szu-
kaniu catki (/?) sprowadza zagadnienie do catkowania réwnania dokfadnego.

Istnieje kilka sposobéw catkowania réwnania doktadnego, wytozymy
ponizej sposéb najprostszy i najtatwiejszy do pamigtania.

Wiemy juz, ze rownanie doktadne czyni¢ musi zados¢ warunkowi

(©)

gdzie F oznacza szukang catke. Poniewaz zwiazek powyzszy istnieje toz-
samosciowo, a wiec przy wszelkich wartosciach na zmienne, zatem nie prze-
stanie by¢ prawdziwym, gdy zamiast x*, ..., Xn potozymy jakiekolwiek
state, bedzie wéwczas

Pozostate wyrazy w (0) znikng, gdyz rézniczki ilosci statych sg zerami.
Catkujac rownanie (r) w granicach od xi,0 do otrzymamy

(?)

gdzie, wedtug poprzedzajacego zatozenia, ilosci x*, uwazamy jako
pewne stale. Gdy teraz w réwnaniu (a) potozymy we wszystkich wyrazach
zamiast X warto$¢ poczatkowa statg iCio, natenczas otrzymamy réwnanie

w ktorem, oczywista, F\ ma znaczenie
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oraz oznaczajg wspotczynniki z tg je-
dnak zmiana, iz we wszystkicli wyrazach potozono zamiast x™ warto$¢ po-
czatkowa £c,0. Poniewaz zwigzek musi zachodzi¢ przy wszelkich war-
toSciach na zmienne «2. 13, oo o/ wiec pozostanie prawdziwym, gdy za-
miast potozymy jakiebadz state, bedzie wowczas

Catkujac ostatnie réwnanie w granicach od ,do , znajdujemy

Gdy nastepnie w réwnaniu damy , wowczas bedziemy mieli

gdzie ma znaczenie

oraz oznaczajg wspotczynniki z tg
zmiang, iz we wszystkich wyrazach zamiast dwéch zmiennych x?, poto-
zono wartosci poczatkowe XXq -/ag.

Atoli zwigzek (x) zachodzi tozsamosciowo, wiec tez pozostanie praw-
dziwym, gdy zamiast potozymy pewne state, wdwczas bedzie

Caltkujac powyzsze réwnanie w granicach od do bedziemy mieli

Rozumowanie takie bardzo tatwo prowadzi sie dalej. Gdy teraz doda-
my wszystkie rownania (cp), (y;), (co)i t. d. znajdziemy bez zadnych trudnosci
wzlr catki szukanej
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Znaczenia X20, 7300, 4,000, ... sa Scisle omowione wyzej. Po wyko-
naniu wskazanych catkowan w ostatnim wzorze mozna nastepnie wszystkie
wyrazy, zawierajgce wartosci poczatkowe ~20, "30, . =+ zlgczy€ w je-
dng statg dowolng C. Wzd4r catki powyzszej podany byt poraz pierwszy
przez Jacobi‘'ego; wzdr ten jednak byt dowiedzionym sposobem odmiennym
od przytoczonego w niniejszej pracy mojej,

Réwnania liniowe. Ogoélny ksztatt réownan rézniczkowych linijowych
z wielu zmiennemi jest nastepujacy:

(m)
w ktérem Z, Y\ly Z\, Y'2,Z' «e«e 0znaczajg pewne funkcye zmiennych nie-
zaleznych iCj, «» e e > Jezeli oznaczymy

natenczas zamiast réwnania (m) mozemy napisa¢ i uwaza¢ za ogolne naste-
pujace rownanie linijowe

(n)

W przypadku, gdy rownanie (n) wyznacza jedng tylko zmienng zalez-
ng n, wowczas powinny byé spetnione warunki catkowalnosci

czyli po widoczuem uproszczeniu bedzie

Atoli wedlug naszego zatozenia wspétczynniki Y, Zs nie zawieraja
wcale zmiennej zaleznej u, wskutek tego ostatnie réwnanie roztozy sie na
dwa nastepujgce

(10)
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Dalej ze zwigzku zastosowanego do réwnania (n), wypada widocznie

i=>i
Ulgju= /él Zi clxi.,

rownanie to musi by¢é koniecznie doktadnem na mocy warunkéw (0), a wiec
bedziemy mieli wprost

skad znajdujemy

[o/=1
Z Zi dXi
. =
JjL— e
Widzimy wiec, ze réwnania linijowe w ksztatcie (n) catkujg sie zawsze
pod postacig skoriczona, bowiem czynnik catkujgcy moze by¢ zawsze tatwo
znaleziony sposobem, opisanym powyzej.
Rownania jednorodne. ROwnaniem rézniczkowem jednorodnem

Xl dx2 ...-f Xradx, = G

nazywamy takie réwnanie, ktérego wspdtczynniki X, czynig zado$¢ warun-
kom catkowatnosci (C) i oznaczajg funkcye Avymierne jednorodne jednakowe-
go stopnia, zawierajace zmienne Xi, , .., . Czynnik catkujacy takie-
go réwnania moze by¢ zawsze znaleziony zapomocg metody ogélnej, ktdrg
ponizej wyltozymy.

Teorya czynnika catkujacego. Gdy wsp6tczynniki X, réwnania dane-
go (a) oznaczaja jakiekolwiek funkcye wymierne, natenczas mozemy dac na-
stepujacy sposéb ogdlny dla znalezienia czynnika catkujacego  Widocznem
jest, iz réwnania (H) mozna napisa¢ tak

(P) z 1 l N [ ~ n dXI = O,

Dla wyznaczenia wartosci funkcyi tg ju nie potrzebujemy bynajmniej
catkowac¢ uktadu réwnan rézniczkowych czastkowych (p) w catej ogélnosci;
zadanie takie byloby o wiele trudniejszem, anizeli catkowanie réwnania (a).
W naszem zagadnieniu koniecznem bedzie znalezé jakimbadz sposobem roz-
wigzanie szczeg6lne czyli warto$¢ Ig ju, sprawdzajgcg tozsamosciowo wszy-
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stkie rownania (p). Tak postawione zagadnienie daje sie rozwigza¢ w bar-
dzo wielu razach sposobem nastepujacym. Oznaczmy

natenczas zamiast uktadu (p), napiszemy

@

oprocz tego bedziemy mieli rézniczke zupetng

)

skad widoczna

©)

Azeby zamienié¢ réwnania (q) i (s) na tozsamosci, dajmy

(t)

gdzie wogble Ms oznacza funkcye wymierna catkowita stopnia m”-go zmien-
nych

podobnie N oznacza funkcye wymierng catkowitg stopnia w,-go wszystkich.
llosci a,., br, Cr, ... , w,, Ussg state, ktére mozemy wybra¢ podtug upodo-
bania.

Podstawiajac wartosci (t) w réwnania (q) i (s) i przyréwnywajgc do
zera wszj”\stkie wspotczynniki state, otrzymamy pewng liczbe réwnan dla wy-
znaczenia wspomnianych statych a, b, ¢, ... Nakoniec pozostanie nam do
przecatkowania réwnanie doktadne (rj, z ktérego znajdziemy wartos¢ Ig/r.
W pi-zypadku, gdy danem bedzie réwnanie rézniczkowe (a) jednorodne, na-
tenczas Ms, Ns oznacza¢ beda nietylko funkcye wymierne catkowite lecz
zarazem i jednorodne, stopni wogdle réznych.
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Zagadnienie Pfaffa. Gdy réwnanie rézniczkowe
(u) -J-Za A A- Xndx, = O

nie jest ani doktadnem, ani nie czyni zado$¢ warunkom () w tym przypadku
liczba calek jest wiekszg, anizeli jedna.
Dajmy na to, ze catki bedg miaty ksztatt

V) fr ...,Xn) = Cr,

wowczas rozniczki zupelne powyzszych réwnan (v) beda

Jezeli teraz pomnozymy pierwsze z réwnan (w) przez pewien czynnik

flrugie przez i/g, . », przez Mk i nastepnie wszystkie réwnania
dodamy, natenczas otizymamy jedno rownanie rozniczkowe réwnowazne
wzgledem danego réwnania (u) i wskutek tego wspétczynniki wspomnianych
réownan beda proporcyonalne, bedziemy tedy mieli

3K, ' ' Ox, '.oo'/\/Y\'qX/\

Jestto uktad 7 rownan, zawierajgcych k funkcyj nieznanych JA

K Mk , oraz k catek /"i/2, ..., . Widzimy stad, ze, jezeli
u. u

wspotczynniki Xs nie sprawdzajg zadnych réwnan warunkowych, w takim
przypadku liczba réwnan ukladu (z) powinna by¢ réwng liczbie niewiado-
mych, czyli 2/c=?r. Wypada z tego wniosek, ze liczba zmiennych réwnania
danego (u) powinna by¢ parzystg, oraz ze liczba calek rowna sie potowie
liczby wszystkich zmiennych. Zagadnienie, wyzej wystowione, staje sie nie-
oznaczonem, gdy liczba zmiennych réwnania danego bedzie nieparzysta
i w tym ostatnim przypadku jedng catke mozna wybra¢ podiug upodobania



Jezeli jednak bedzie A < ~, czyli liczba réwnan (z) bedzie wiekszg
od liczby ilosci niewiadomych, wzmiankowanych wyzej, natenczas po wyru-
gowaniu wszystkich ilosci ~~ |, fs z uktadu (z) otrzymamy pewng liczbe réw-
nan warunkowych dla samych] wspoétczynnikéw "Warunki wspomniane
przedstawiajg sie pod postacig funkcyj Pfaffa, ktérych ksztatt wyznaczytem
blizej ny pismach Akademii nauk w Paryzu r, 1892 i 1894, tudziez a ,Pra-
cach matematyczno-fizycznych™ w Warszawie.

§ 7. Teorya ogdlna réwnan rézniczkowych zupetnych rzedu 2-go
z wielu zmiennemi niezaleznemi.

Przedmiotem niniejszego § jest nadzwyczaj rozlegty dziat réwnan réz-
niczkowych, niebadanych w tej postaci, jaka zajmowac sie bedziemy. Row-
nania, o ktérych bedzie mowa ponizej, przedstawiajg same przez sie znaczny
interes, a oprocz tego stosuja sie do teoryi réwnan roézniczkowych czastko-
wych rzedu 2-go.

W znanych mi dzietach dawnych autoréw badane sg niby réwnania
zupetne rzedu 2-go z wielu zmiennemi, lecz bez wyrazu gtéwnego, zawiera-
jacego rozniczke zupetng rzedu 2-go; sg to wiec w rzeczywistosci réwnania
rzedu 1-go w ksztatcie:

z Ai{dx)”-f 2 A dXi dXk — O .

Dziwi¢ sie temu nie mozna, ze nowsi autorowie dziet matematycznych
catkowicie opuszczali w wyktadach swoich powyzej napisang klase réwnan,
nie przedstawiajacg nic godnego uwagi.

Ogolny ksztaht réwnania rézniczkowego zupetnego rzedu 2-go z wielu
zmiennemi niezaleznemi jest nastepujacy:

(1) A dhi-}-U{dufr2z Ui diidXi-\-'z + 2Z XrkdXi(Zcca= 0,
gdzie u jest zmienna zalezna, X.~,..., Xu zmienne niezalezne.
Spoétczynniki A, U, Ui, Xi,K oznaczajg pewne funkcye wszystkich

zmiennych; ostatnia suma Z tak w powyzszem réwnaniu, jak i we wszyst-

kich innych, spotykanych w § niniejszym, odnosi sie tylko do wszystkich
kombinacyj liczb 1, 2, ..., », wzietych po dwie.
Catka réwnania danego (1) nazywamy taka funkcye



zmiennych niezaleznych x,, tudziez statych dowolnych c, iz, gdy napiszemy
wartosci jej rézniczek zupetnych »

i podstawimy powyzsze wartosci w réwnanie (1), natenczas otrzymamy tozsa-
mos¢ bezwzgledng, czyli, ze wszystkie wspotczynniki réwnania stang sie ze-
rami. W rzeczy samej, gdy wykonamy powyzej wzmiankowane podstawie-
nie, wowczas bedzie

Po nalezytem uporzadkowaniu wyrazéw z ostatniego réwnania otrzymamy

z przyczyny niezaleznosci rézniczek dxs wypada z powyzszego

(2)

Takim sposobem catka réwnania danego (1) bedzie jednocze$nie catka
wspoblng uktadu (2) réwnan rézniczkowych czastkowych rzedu 2-go.
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Bardziej szczeg6towa teorya réwnania (1), oraz sposoby catkowania
bedg wytozone w pracy niniejszej na nastepnych stronicach, bezposrednio
zas przejdziemy do przypadkéw szczegolnych.

Dajmy w rownaniu (1)

natenczas otrzymamy, przypadek znacznie prostszy i tatwiejszy od poprze-

dzajacego

(3

Réwnanie, napisane wyzej, bedziemy nazywali doktadnem, jezeli przedstawia
rozniczke zupetng rzedu 2-go pewnej funkcyi u, a wiec spotczynniki Xi, Xiu
nie zawierajg zmiennej zaleznej u i oprdcz tego czynig zado$¢ warunkom

4)

Zapomocg rézniczkowania réwnan (4) otrzymujemy bardzo tatwo

(5)

Zwiazki powyzsze wyptywaja sposobem widocznym z prawa o porzadku
rézniczkowan; ostatni z tych zwigzkéw mozna opuszcza¢, gdyz wyi)tywa
z pierwszego zapomoca rézniczkowania wzgledem x”, w rzeczy samej bedzie

(6)

Zmieniajac w (6) wskazniki i na k i odwrotnie, otrzymamy

(7

Drugie strony roéwnan (6) i (7) przedstawiajg jedno i to samo, gdyz
wskutek tego i pierwsze strony muszag by¢ réwne miedzy soba.
Tym sposobem widzimy, ze, jezeli rownanie (3) ma by¢ doktadne, na-
tenczas konieczne sg warunki:



(8)

Okazemy ponizej, ze warunki (8) wystarczajg dla znalezienia catki row-
nania doktadnego. W rzeczy samej, mamy widocznie

catkujac ostatnie réwnanie, otrzymamy:

9)

gdzie A i B oznaczajg Zunkcye dowolne zmiennych >k >Ki , ponie-
waz znak | odnosi sie tylko do zmiennej Xi. Azeby wyznaczy¢ funkcye

A i B, zrézniczkujmy (9) wzgledem ccj, bedzie wowczas
(10)

rozniczkujac (10) jeszcze raz wzgledem Xs, otrzymujemy

skad wypada widocznie

(m

Wiemy, ze rézniczka zupetna rzedu 1-go funkcyi A bedzie

podstawiajac tutaj wartos'¢ (11) na miejsce Aﬂ— i oznaczajac dla skrécenia
CXg

(12)
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bedziemy mieli

s—Nn dgw

(13) clA= .2 X Z],., dx, .

Wszystkie spétczynniki réwnania (13) nie moga wcale zawieraé zmien-
nej poniewaz mamy widocznie

d~D
, dxi gx

majgc na uwadze wartos¢ (12), otrzymujemy z powyzszego

X,

Jestto jeden z warunkéw (8), ktore wedtug zatozenia musza koniecznie za-
chodzi¢. Oprocz tego widzimy, ze rownanie (13) przedstawia takze réznicz-
ke doktadna, gdyz niezbedne warunki beda spetnione. Istotnie mamy

AHO aro
XK \ Ix1 3x1 Ax1 dXi gxk

co jest widoczng tozsamoscig na zasadzie warunkéw (8). Takim sposobem,
catkujac réwnanie (13) metoda Jacobi'ego, otrzymamy

X

N /\
A f dw ) f) 9P
fn
— 1,0
gdzie «2,0, Xq ..., oznaczajg poczatkowe wartosci zmiennych; wyrazy,

zawierajace te poczatkowe wartosci, mozna w koncu zebra¢ w jeden wyraz,
oznaczony gtoskg C. W dalszym ciggu podamy sposéb znalezienia wartosci
funkcyi B. Rézniczkujmy nasamprzéd réwnanie (9) wzgledem zmiennej
bedzie wdwczas

du B
x. it oXig 4 - -



nastepnie, gdy wyrugujemy z powyzszego ilo$¢ aq'% przy pomocy zwigzku (U),
natenczas otrzymamy

gtoska D ma tutuj znaczenie poprzedzajace (12),
Jezeli zrézniczkujemy roéwnanie ostatnie wzgledem zmiennej Xr, be-
dziemy mieli

(14)

Napisane wyrazenie nie moze zawiera¢ zmiennej czyli wszystkie
wyrazy ze zmienng muszg sie wzajemnie znosi¢, albowiem koniecznem
bedzie

pamietajgc tutaj, ze wyrazenie w matych nawiasach: nie za-

wiera a?, jak tego dowiedliSmy poprzednio, otrzymamy tatwo z powyzszego

Co jest tozsamoscig na mocy warunkow (8).
Dalej wiemy, ze rozniczkg zupetng rzedu 2-go funkcyi B bedzie

stad na zasadzie zwigzkoéw (14) wypadnie

(15)
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tatwo dowie$é, ze rownanie (15) rzedu 2-go, zawierajagce n—i zmien-
nych niezaleznych x™ >Xa..., jest doktadne. Istotnie warunki (8) beda
spetnione:

czyli

Jestto tozsamo$¢ widoczna, jezeli spetnione sg warunki catkowalnosci (8).
Podobnie mamy

skad widoczna

co jest tozsamoscig niewatpliwag przy spetnieniu warunkéw catkowalnosci (8).

Tak wiec nasze zagadnienie doprowadzilismy do catkowania rdéwnania
(15), ktore jest zawsze doktadnem lecz zawiera tylko n—i zmiennych nieza-
leznych, czyli zawiera o jedng zmienng mniej, anizeli réwnanie dane (3).
Tym sposobem, majac catke dla rownania z dwoma zmiennemi niezaleznemi,
przejdziemy droga, wytozong powyzej, do catki réwnania rézniczkow”ego
rzedu 2-go z trzema zmiennemi niezaleznemi i t. p.

Zajmiemy sie w dalszym ciggu znalezieniem catki dla réwnania roznicz-
kowego zupeilnego rzedu 2-go z trzema zmiennemi. Dajmy

(16)
gdzie jest zmienna zalezna, x i y zmienne niezalezne.

Przypuszczajac, ze réwnanie (16) jest doktadne, bedziemy uwazali spét-
czynniki Z, y, Z jako pewne tunkcye zmiennych x iy. spetniajgce warunki



(17)

Poniewaz wiemy, ze

wiec zapomoca catkowania oti-zymamy
(18) 1

gdzie A i B oznaczajg funkcye dowolne samej zmiennej .
Ré6zniczkujac (18) wzgledem x, a pdzniej wzgledem vy, bedziemy mieli

skad wypada
(19)

Azeby jednak napisana kwadratura byla mozebng do wykonania, ko-
niecznym jest warunek

czyli

atoli z drugiej strony wiemy, ze zwigzek powyzszy musi zachodzié, jezeli
réwnanie (16) ma by¢ doktadnem, wiec tez kwadratura (19) bedzie rzeczy-
wistg i zupetnie mozliwa.

Dalej rézniczkujgc rownanie (18) wzgledem 7/, bedziemy mieli

stad przy pomocy (19) otrzymamy tatwo
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Ro6zniczkujgc ostatnie réwnanie jeszcze raz wzgledem vy, otrzymujemy

Za pomoca dwukrotnego catkowania bedziemy mieli z powyzszego

gdzie c, ¢' oznaczajg state dowolne.

Azeby kwadratura ostatnia byta mozebng do wykonania, koniecznem
bedzie

czyli widocznie

co tez rzeczywis'cie ma miejsce wskutek warunkow (17).
Majac teraz wartosci w A \ B, z réwnania (18) otrzymamy

oznaczajg state dowolne,

Jestto catka szukana rownania doktadnego (16). Majac za$ te catke,
mozemy bez trudnosci przejs¢ do catki réwnania rozniczkowego zupetnego
rzedu 2-go z czterema zmiennemi i t. d.

Jezeli w réwnaniu (3) spétczynniki X,.,  a oprécz zmiennych nieza-
leznych zawierajg takze zmienng zalezng u, natenczas napisane réwnanie
rozniczkowe przestaje by¢ doktadnem. W tym przypadku réwnanie (3) be-
dziemy nazywali zupelnem, albo réwnaniem rzedu 2-go o rézniczkach zupet-
nych z wielu zmiennemi. Spétczynniki Xu, Xiu w oméwionym wyzej przy-
padku nie spetniaja warunkéw (8), niezbednych dla réwnania doktadnego,
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lecz czynig zado$¢ warunkom catkowalnosci wiecej ztozonym, anizeli (8).
Poniewaz przypuszczamy teraz, ze spétczynniki Z,.,, X g zawierajg fun-
kcye w, wiec zamiast rownan (8) bedziemy mieli

nawiasy oznaczajg tutaj, ze bra¢ nalezy pocliodne zupetne.
Piszac pierwsze dwa réwnania w postaci rozwinietej, otrzymujemy

stad wypada

(20)

Poniewaz wiemy dalej, ze

wiec z réwnan (20), w ktorych dla krotkosci oznaczymy drugie strony przez
Pi, Pt-, bedziemy mieli zapomocg rézniczkowania;

(21)

Roéwnanie (21) przedstawia nam warunki catkowalnosci dla spétczynni-
kow rownania (3) w przypadku, gdy to réwnanie nie jest doktadne.

Zmieniajgc wartosci wskaznikéw i, k od 1 do n, otrzymamy

rownan warunkowych (21).
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Dla znalezienia catki rownania (3) w przypadku oméwionym powyzej
mamy rozniczke zupetng

czyli na zasadzie zwigzkéw (20) bedzie
(22)
Widoczna, ze warunki (21) sg jednocze$nie warunkami catkowalnosci

rownania (22), wiec tez pozostaje nam wiadomemi sposobami znalez¢é catke

Azeby teraz napisa¢ catke og6lng danego réwnania rézniczkowego rze-
du 2-go (3) nalezy w powyzszem dodaé¢ wyraz

egdzie  oznaczajg state dowolne, albowiem wyraz ten przy dwukrotnem
rézniczkowaniu znika. Tym sposobem catkg szukang bedzie

Gdy réwnanie (3) jest tego rodzaju, ze spdtczynniki nie
sprawdzaja ani warunkéw (8), ani tez nie czynig zado$¢ warunkom (2i),
w tym przypadku nie wszystkie z pomiedzy zmiennych ..., Xn beda

niezalezne. Catka réwnania danego bedzie miata ksztatt

gdzie Ce {men) bedg zmienne niezalezne, pozostate za$ zmien-
ne , Ce bedg zalezne i zwigzane beda uktadem réwnan

Od poszczegolnych wartosci liczby m zalezy ilos¢ warunkéw dla spotczyn-
nikéw réwnania danego. Azeby nadal uprosci¢ i utatwi¢ rozumowania zbyt
zawite wogoéle, zajmiemy sie tylko przypadkiem czterech zmiennych. Przy-
ktad ten dostatecznie wyjasni mysl zasadnicza.
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Niech bedzie réwnanie rézniczkowe rzedu 2-go
(23)

ktérego wszystkie spdtczynniki X sg pewne funkcye wszystkich zmiennych
i wcale nie sprawdzajg warunkéw (8), ani (21). Catka réwnania danego
przedstawia sie w ksztaitcie

gdzie zmienne X zwigzane sg oprdcz tego jednem réwnaniem

a wiec jedna ze zmiennych, naprzykiad zalezy od dwoch pozostatych
zmiennych i ¥, wskutek tego bedzie

Podstawiajgc powyzsze wartosci w réwnanie (23), otrzymamy

Poniewaz jednak pomiedzy zmiennemi x i x™ nie moze istnie¢ zaden
zwigzek, gdyz zmienne te sa zupetnie niezalezne, koniecznie wiec powyzsze
réwnanie roztozy sie na nastepujace:



Jezeli z réwnan, napisanych powyzej, zdotamy wyrugowa¢ dwie iloSci
u oraz X3 otrzymamy natenczas jedno rdwnanie warunkowe dla samych
spotczynnikéw rdéwnania (23) w przypadku, gdy to réwnanie posiada dwie
caiki.

Pozostaje nam jeszcze powiedzie¢ na tem miejscu stéw kilka o uktadzie
réiunan jednoczesnych zupetnych rzedu 2-go.

Dajmy uktad réwnan rézniczkowych zupetnych rzedu 2-go

(24)

zawierajecych m zmiennych zaleznych u-", u™. ... oraz n zmiennych
niezaleznych XN ..., X, Jezeli spétczynniki X sg pewne funkcye sa-
mych zmiennych niezaleznych -, X/, ..., natenczas kazde z réwnan uktadu

(24) catkuje sie z osobna i niezaleznie od pozostatych réwnan; w tym przy-
padka uktad nie przedstawia nic godnego uwagi.

Jezeli za$ spétczynniki X beda funkcyami wszystkich zmiennych tak
niezaleznych, jako tez zaleznych, natenczas Idwnania (24) przedstawig nam
istotny i rzetelny uktad réwnan, scisle zwiazanych miedzy soba.

Spoétczynniki uktadu powinny spetniaé warunki

czyli

Ro6zniczkujac kazde z powyzszych réwnan wzgledem zmiennych
1 pamietajac, ze wogole bedzie



123

otrzymamy w koncu ukiad réwnan dla samycti pocliodnycli czgstkowycli'

rzedu 1-go . Wyrugowawszy nastepnie z wspomnianycli wyzej rdéwnan

pocliodne ~ , otrzymamy warunki catkowatnosci dfa samych spotczynnikow

uktadu (24).

Réwnanie rozniczkowe ogdlne rzedu 2-go. Niech bedzie roéwnanie roz-
niczkowe

(25)
gdzie u oznacza zmienng zalezna, XN ..., X» zmienne niezalezne,
A, U, Ui, oznaczajg pewne funkcye wszystkich zmiennych.
Dajmy catke réwnania (25) w ksztailcie
(26)
Edzniczka zupetna funkcyi f bedzie
Biorgc jeszcze raz rozniczke zupetng, otrzymamy
czyli
(@7)

Oczywista, spotczynniki réwnan (25), (27) powinny byé proporcyonatne,
poniewaz f jest catka rOAvnania (25), a wiec bedzie



(28)

gdzie ju oznacza czynnik catkujacy réwnania danego.

Przypusémy, ze réwnanie rézniczkowe (25) doktadne, czyli ze
natenczas, biorac pod uwage znane prawo o porzadku rézniczkowan, z réw-
nan (28) otrzymamy bardzo tatwo nastepujgce zwigzki:

Sg to warunki catkowalnosci réwnania dokfadnego. W tym przypadku
drugie z pomiedzy réwnan (28) daje nam

Catkujac dwukrotnie ostatnie réwnanie, bedziemy mieli
(30)

gdzie B i C oznaczaja funkcye dowolne zmiennych co X,

Wspomniane funkcye B oraz C mozemy wyznaczy¢ tak, aby wyraze-
nie (30) byto catkg réwnania (25); w tym celu zrozniczkujmy (30) wzgledem
zmiennej u, wolwczas bedzie

czyli na zasadzie pierwszego z réwnan (28) bedziemy mieli
31)
gdzie dla krotkosci uzyliSmy oznaczenia

(32)
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Wedtug zatozenia B nie moze zawieraé zmiennej rb i rzeczywiscie be-
dzie mie¢ miejsce

czyli

Zwiazek ostatni musi zachodzié, jezeli spetnione sg warunki catkowal-
nosci (29), W celu oznaczenia funkcyi C zrozniczkujmy (30) wzgledem Xi,
wolwczas bedzie

czyli widocznie

stad na zasadzie réwnania (31) bedziemy mieli wprost

(33)

Ré6zniczkujac réwnanie (33) jeszcze raz wzgledem a;, ; otrzymamy

czyli

Po skrdceniu wyrazéw podobnych przy pomocy zwigzku (31) z ostat-
niego réwnania otrzymujemy
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Stad, majac na uwadze wartosci B oraz H (31)i (32), bedziemy mieli

(34)

Ro6zniczkujgc nastepnie réwnanie (33) wzgledem Xk i powtarzajac zu-
petnie podobne, jak wyzej, rachunki i skrocenia, otrzymamy

(35)

Wiemy dalej, ze rozniczkg zupeing rzedu 2-go funkcyi C bedzie

Podstawiwszy w powyzszem wartosci na

otrzymamy réwnanie

ktérego spoétczynniki nie zawierajg wcale zmiennej u i czynig zado$¢ warun-

kom réwnania dokladnego (8, § 2); w rzeczy samej, pamietajgc, ze wyrazenia

nie moga zawiera¢ zmiennej u na zasadzie pierwszego z pomiedzy réwnan
(29), poniewaz widocznie

a wiec bedziemy mieli
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tudziez

sltad wypada

Sg to zwigzki, ktore wedtug zatozenia istnie€c musza, jezeti spotczyn-
niki réwnania (25) czynig zado$¢ warunkom (29). Tak wiec w réwnaniu (36)
spotczynniki nie mogg zawiera¢ zmiennej u, wszystkie wyrazy, zawierajgce
wspomniang zmienng, musza sie wzajemnie znosié. Oprocz tego spétczynni-
ki rownania (36) czynig zado$¢ nastepujacym warunkom:

Pamietajgc, ze wyrazenia w nawiasacti zawierajg  tytko pozornie,
bardzo tatwo dowies¢, ze réwnania powyzsze bedg zacliodzi¢ tozsamosciowo
przy spetnieniu warunkéw (29). Takim sposobem bedziemy mieti réwnanie
doktadne (36), ktore catkowa¢ mozemy zawsze metoda, wytozong szczego-
fowo w 8 2 i § 3 pracy niniejszej.

Catka szukang rownania (25) bedzie

gdzie ilos¢ C okresla sie scisle rGwnaniem (36), catkowalnem zawsze w przy-
padkach, roztrzasanych "Wyzj.

Jezeli rownanie (25) nie jest doktadnem, natenczas czynnik catkujgcy
(1 nie réwna sie 1 i wskutek tego bedziemy mieti
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Po wyrugowaniu ‘X otrzymamy z powyzszych réwnan warunki catko-
walnosci dla spétczynnikéw, gdy rdwnanie (25) nie jest dokladne. W tym
celu wezmy z powyzszych réwnan pierwsze, drugie i piate.

(37)

Z dwoch ostatnich réwnan mozna wyrugowaé ; poniewaz z drugie-

go mamy

(38)

wskutek tego trzecie réwnanie daje nam

(39)
Z pierwszego z pomiedzy réwnan (37) znajdujemy
(40)

z réwnania (39) wypada tatwo
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skad bez zadnych trudnosci otrzymamy

Zmieniajac wskaznik i na k, bedziemy mieli podobne wyrazenie dla

Dla k bedziemy pisali wspomniane réwnania tak

(41)

gdzie wogole bedzie

Stosujgc teraz prawo o porzadku rdzniczkowan, otrzymamy z (40) i (41)

czyli widocznie

(42)

Atoli z réwnania (38) widzimy, ze

czyli na zasadzie (41) bedzie



(23)

wskutek tego réwnania (42) dajg ham

(44)

Zmieniajagc r, K od 1 do w otrzymamy wszystkiego ™ rownan

warunkowych (44). Rdéwnania te bedg nam przedstawiaty szukane warunki
catkowalnosci w przypadku, gdy réwnanie (25) nie jest dokladne. Bez tru-
dnosci znalez¢ mozemy teraz czynnik catkujacy fi, wiedzac, ze

czyli przy pomocy zwigzkéw (40) i (41) bedziemy mieU

(45)

Widoczna, ze warunki (44) bedg jednocze$nie warunkami catkowalno-
Sci dla rownania (45). Znalaztszy czynnik catkujacy /n, pomnozymy prze-
zen réwnanie (25) i dalej bedziemy postepowali droga, wytozong dla réwna-
nia doktadnego. Godnem uwagi jest to, ze pierwszg catke réwnania (25) mo-
zemy znalezé, catkujac réwnanie

ktore napisaliSmy, majac na uwadze zwigzek (43); atoli w tym przypadku nie
mozemy przej$¢ do catki ogdlnej tak, jak czyniliSmy w (22), dodajac wyraz
Z Q Xi do catki pierwszej, gdyz réwnanie (25) oprécz rézniczki rzedu 2-go
I

d?u zawiera takze wyrazy, posiadajgce du oraz {duf, ktérych w réwnaniu
(3) nie ma.
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Pozostaje nam jeszcze powiedzie¢ slow kilka o réwnaniu (25), gdy
spotczynniki nie czynig zado$¢ ani warunkom (29), ani (44). W tym przy-
padku istnieje catek wiecej, niz jedna

z ktorycti zapomocg dwukrotnego rozniczkowania zupetnego otrzymamy

(46)

Jezeli teraz pomnozymy réwnania (46) odpowiednio przez F,
i nastepnie wszystkie réwnania dodamy, otrzymamy jedno réwnanie, ktérego
spotczynniki powinny by¢ proporcyonalne ze spoétczynnikami réwnania (25),
bedzie wiec

(47)

losci i, e ) Arn, a sa pewne funkcye wszystkicti zmiennycli.
Roéwnania (47) przedstawiajg nam zwiazki pomiedzy catkami réwnania
(25) w przypadku, gdy spoétczynniki nie czynig zado$¢ warunkom (29) ani (44).



r'V. Teorya przyrostkbw wyktadniczych.'

Jezeli mamy ukiad liczb

i jezeli ukiad ten tworzy sie podtug pewnego prawa rachunkowego, to daje
sie pomysle¢ dwojakiego rodzaju zaleznos¢ jednych liczb wzgledem drugich,
czyli dwa odrebne rachunki.

Po pierwsze, uktad moze by¢ utworzony podiug prawa réznic

albo tez, po drugie, podtug prawa poteg

Pierwszemu rodzajowi zalezno$ci odpowiada rachunek réznic, gdy A
jest ilo$¢ skoriczona, rachunek révniczkowy, gdy A jest nieskohczenie mata.
Drugiemu rodzajowi zalezno$ci odpowiada rachunek przyrostkéw  wyktadni-
czych, gdy I jest jakakolwiek ilos¢ skoriczona, oraz rachunek tvyMadniczko-
wy, gdy I nieskoriczenie zdaza do zera. W rachunku rézniczkowym funkcye

pochodne naleza do typu , W rachunku wyktadniczkowym pochodne zale-

ze¢ beda od wyrazen typu 1°°.
Nastepujace rozumowanie okaze, w jaki sposéb wspomniane wyzej ra-
chunki zasadnicze wigzg sie pomiedzy soba.

¢)  Thiorie dea accroissements exponentiellts.



Dajmy

) przypusémy, ze 00 otrzymuje przyrostek bk a jednocze$nie y zwieksza sie
o [Ar/, natenczas bedzie

1)

Zatbézmy dalej

@)

Poostawiajgc ostatnie wartosci w rownanie (1), otrzymamy

Mozna tatwo dowiesé, ze a i 5 znikajg jednoczeSnie: w rzeczy samej
z réwnan (2) wypada

®)

Oprocz tego wiemy, ze

gdzie A\ B LL pewne ilosci skonczone, e i tj nieskohczenie mate. Majac
na uwadze ostatnie zwigzki, z rownan (3) otrzymamy:

(4)

Widzimy wiec, ze ilosci a i ™ znikajg jednoczes$nie z ly i bk Z row-
nan (4) wnioskujemy takze, ze przyrostki wyktadnicze zawsze zastgpi¢ mo-
zna przyrostkami réznicowemi. Gdyby jednak z powyzszego zrobié wniosek,
ze rachiunki przyrostkéw wyktadniczych skoriczonych lub nieskonczenie ma-
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tych sg zupetnie zbyteczne, poniewaz zawsze moga by¢ zastgpione rachunka-
mi rdéznic lub rézniczek, wniosek taki bytby zbyt powierzchownym i zarzut
bezzasadnym. Moznaby byto z réwng stusznoscig twierdzi¢, ze mnozenie
jest dziataniem zbytecznem, poniewaz zawsze moze by¢ zastgpione dodawa-
niem. Nikt jednak nie bedzie dowodzit bezuzytecznosci mnozenia; sadze
wiec, ze rachunku przyrostkéw wyktadniczych lekcewazyé nie mozna.

By¢ moze, ze rachunek wyktadniczkowy nie bedzie mieé¢ nigdy tak
wielkiego znaczenia, jak rachunek rdzniczek; to jednak watpi¢ nie mozna, ze
rachunek wyktadniczkowy przedstawiaé¢ bedzie w matematyce znaczne uta-
twienia i skrocenia drég rachunkowych, podobnie jak mnozenie skraca dzia-
fania kolejnych dodawan. Po kilku uwagach wstepnych, powyzej wytusz-
czonych, przejdziemy do teoryi przyrostkéw wyktadniczych.

§ 1. Funkcye jednej zmiennej niezaleznej.

Przyrostkiem wykladniczijm funkcyi f {x) nazywamy pewng ilo$¢ skon-
czong tego rodzaju, ze, nadajgc jakikolwiek przyrostek 'x wyktadnikowi

zmiennej bedziemy takze mieli Pf odpowiedni przyrostek wyktadnika
funkceyi, czyli

Stad wypada
()

Pf jestto przyrostek wyktadniczy rzedu 1-go funkcyi danej. lloraz
napisany po drugiej stronie znaku réwnosci (5), bedziemy nazywali zmiano-
stanem funkcyjnym*), albo krécej funkcyalem rzedu 1-go i, dla krétkosci,
oznacza¢ mozemy gtoskg PN

Widzimy wiec, ze funkcyat otrzymuje sie, kladgc w funkcyi danej

zamiast x i dzielgc przez pierwotny stan funkcyi.

Bioragc logarytmy po obu stronach w (5), otrzymamy

(6)

albo krocej

*) Lantifonction ordinaire tTordre 1-er.



(62) " \gf{x)

czyli przyrost wyktadniczy rzedu 1-go przedstawia iloraz logarytmu funkcya-
tu rzedu 1-go przez logarytm funkcyi danej.

Twierdzenie /. Przyrost wyktadniczy rzedu 1-go nie zmienia sie wcale,
gdy zamiast funkcyi f {x) wezmiemy [f (>k)]", gdzie c oznacza stalg dowolna.

W rzeczy samej, robigc wyzej wymienione podstawienie, bedziemy mieli
réwnanie (6) w ksztatcie

_ CAg f{x™""™N - c¢c\g f{X)
n c.lgf{x)

Widoczna, ze ilos'c ¢ skraca sie i nie moze wpitywac na zmiane Pf.
Jost rzeczg godng uwagi to, ze ¢ moze byé takze dowolna funkcya wyktad-
niczo-peryodyczua

C=t{x=1y

i w tynl przypadku Pf, jak widzimy, nie ulegnie zadnej zmianie. Ksztatt
funkcyj wyktadniczo-peryodycznych okreslimy blizej na nastepnych stroni-
cach, gdy bedzie mowa o rachunkach odwrotnych.

Majac funkcye f {x) i jej funkcyat rzedu 1-go

f

otrzymamy funkcyat rzedu 2-go, ktadac w ostatnim znowu na miej-
sce X i dzielac przez stan pierwotny, bedzie wiec

»  -(NdHr)Y). @)
. X ~ — .
Bedziemy w tym przypadku pisali
(7a) o

skad wypada
m gl - 21g/ X)

Mo 197 {x)

albo krocej



(7b) ry= 19

r~f oznacza przyrost wyktadniczy rzedu 2-go. Tak wiec, przyrostek — wy-
ktadniczy rzedu 2-go réwna sie logarytmowi funkcyatu rzedu 2-go, podzielo-
nemu przez logarytm funkcyi.

Dalej, ktadac w funkcyale rzedu 2-go znowu na miejsce x i dzie-
lac przez stan pierwotny, bedziemy mieli fiinkcyat rzedu 3-go:

f (X)), f [ )
. Af [f g x)

W tym przypadku piszemy

Biorgc logarytmy, otrzymujemy z powyzszego:

nsi_ /o -3 H- 3 Ig -Jgfn
~Nfo- \gf(x)

albo krocej

(8a) rnf 19

ry oznacza przyrost wyktadniczy rzedu 3-go.

Tak wiec, przyrostek wyktadniczy rzedu 3-go réwna sie logarytmowi
funkcyatu rzedu 3-go, podzielonemu przez logarytm funkcyi.

Podobnie dalej bedzie

U K7 [/ C[f
Logarytmujac ostatnie réwnanie, bedziemy mieli
H Il g I g 6 Ig

(9) ™1 - w m

it d

Sposob pisania przyrostkdw wyktadniczych jest tatwy, gdyz, jak wi-
dzimy, wspétczynniki sg te same, ktére juz spotykaliSmy w réznicach rozmai-
tych rzedéw i w znanym wzorze, dwumianu Newtona.
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Napiszemy teraz wzor gtéwny i zasadniczy w teoryi przyrostl™ow st on-
czonych:

= [fix)]

Wzér ten obejmuje wszystlfie definicye przyrostliow wylitadniczych;
jakoz, ictadg,c otrzymamy

co jest prawdziwem na mocy (5). Kiadac w (10) w=-2, bedziemy mieli:

fORML)) = [f pOf+2rf+rv = F{x),\f {(Ofrf . [f

Po wyrugowaniu z ostatniego réwnania

przy pomocy (5) otrzymamy

co jest prawdziwe na zasadzie definicyi (7a). Tale samo bedzie i datej przy
w=i3, 4, ... Przyjmujac taliim sposobem, ze wzér (10) jest prawdziwym
dia liczby n, mozemy dowies¢, ze pozostanie prawdziwym idla n+1. W rze-
czy samej, wedtug umowionego powyzej prawidta definicyg dia przyrosttia
wyktadniczego n+1 rzedu bedzie:

W ostatnim czynniku powyzszego wzoru napisalismy wyktadnik + 1,
co znaczy, ze znak  wzig¢ natezy, gdy n+1 jest liczba parzysta, znak —
wezmiemy w przypadku, gdy w-f-1 bedzie ticzba nieparzysta. Po wyrugo-
waniu z napisanego wyzej réwnania ilosci

A

przy pomocy (10) tudziez réwnan podobnych, napisanych dla w—1, w—2,
i t.d., otrzymamy
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skad po tatwem uproszczeniu bedzie

Wykonawszy w ostatniem wszystkie redukcye, bedziemy mieli osta-
tecznie:

Tym sposobem wzor (10) staje sie og6lnym i prawdziwym zawsze.
Wzmiankowany wzor mozemy takze pisa¢ w ksztatcie dogodniejszym, biorac
logarytmy po obu stronach

(11)

Majac wytozone poprzednio okreslenia przyrostkéw wyktadniczych roz-
maitych rzedéw, mozemy bez wszelkich trudnosci wyprowadzi¢ nastepujace
wzory przyrostkow dla funkcyi zasadniczych:
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Gdy mamy a = statej, natenczas
Dajmy jeszcze

niecli bedzie suma algebraiczna:

Stosujac symbol [ do kazdego sktadnika napisanej sumy, bedziemy
mieli
(12)

WidzieliSmy powyzej (4), ze

(13)

dalej wiedzac, iz

otrzymamy z (13)

gdzie i oznacza ilosd nieskoniczenie matg. Uwzgledniajac ostatni zwiagzek,
bedziemy mieli z (12)

W granicacti ilosci nieskoniczenie mate znikng i wskutek tego bedzie

W?zér ten przedstawia spos6b pisania oraz warto$¢ przyrostka wykita-
dniczego sumy algebraicznej.



1'40
"Wyprowadzimy ponizej wzoér przyrostka wyktadniczego iloczynu
|
y

Dla danego iloczynu bedziemy mieli widocznie

skad wypada tatwo

czyli

Logarytmujac powyzsze réwnanie, otrzymamy

stad wyptywa

Jestto wzdr przyrostka wyktadniczego rzedu 1-go dla iloczynu. Azeby
otrzymaé przyrostek rzedu 2-go dla danego iloczynu, napiszemy na zasadzie
przyjetej poprzednio definicyi

czyli

Stad widoczna, ze

Przecliodzac do logarytmoéw, z ostatniego réwnania otrzymamy
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wiec bedzie

Jestto wzor przyrostka wyktadniczego rzedu 2-go dla iloczynu. Pro-
wadzac dalej rozumowanie ta sama droga, dojdziemy do wzoru przyrostka
jakiegokolwiek rzedu

Wz6r ten bardzo tatwo daje sie uogélnié dla jakiejbadz liczby czyn-
nikow

Dowiedziemy jeszcze wzoru przyrostka wyktadniczego rzedu w-go dla
ilorazu. Przytem przytoczymy dowodzenie ogélne, ktdre mozna stosowac
bez zmiany tak dla iloczynu, jak i dla ilorazu, tylko, azeby utatwi¢ zrozu-
mienie, dla iloczynu uzyliSmy dowodzenia na przypadkach szczegdlnych.

Niech bedzie dany iloraz

gdzie

Roéwnanie, przyjete za definicye przyrostka m-go rzedu, bedzie

14)

Podobnie mamy
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tudziez

Biorac w ostatnim zwigzku logarytmy, otrzymamy

czyli

W szczegdlnym przypadku, gdy statej, natenczas bedzie

§ 2. Funkcye wielu zmiennych niezaleznych.

Przejdziemy teraz do okreslenia przyrostkéw wyktadniczycti funkcyi
dwdch zmiennych niezaleznych

Jako przyrostka wykfadniczego zupelnego rzedu I-go przyj-
mujemy réwnanie
(15)

za definicye przyrostka wyktadniczego zupetnego rzedu 2-go bierzemy

(16)
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i wogdle przyrostkiem wyktadniczym zupetnym rzedu m-go bedzie

W ostatnim czynniku powyzszego wzoru bedzie wyktadnik -j- 1, gdy
m liczba parzysta, przeciwnie, wyktadnik — 1 wzigé nalezy w przypadku
m nieparzystego.

Jako nastepstwo przyjetych okreslen przyrostkow wyktadniczych be-
dzie wzor zasadniczy

Prawdziwosci tego wzoru dowodzi sie zupetnie tak samo, jak dla funkcyi je-
dnej zmiennej niezaleznej; unikajac zbytecznej rozwlektosci, nie bedziemy
po raz drugi powtarzali znanych dowodzen.

Przeszedtszy do logarytmow, z ostatniego wzoru otrzymamy

a7

Z réwnania (15) otrzymujemy

stad widoczna, ze przyrostek wyktadniczy Ff nie ulega zadnej zmianie, gdy
zamiast f{x,y) wezmiemy [f {X, y)]% gdzie c stata dowolna. W istocie
bedzie w tym przypadku

Utamek, napisany po drugiej stronie powyzszej rownosci, skraca sie
przez c¢. 1lo$¢ c moze byé takze dowolna funkcya wyktadniczo-peryodyczna
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c=Y) yr YY) = VXY,

i w tym przypadku wzmiankowany utamek skroci¢ mozna przez .

Dla odrdznienia od przyrostka wyktadniczego zupetnego nazywac be-
dziemy przyrostkiem czesciowym taki przyrostek wyktadniczy, ktéry odpo-
wiada pewnej tylko zmiennej, podczas gdy wszystkie pozostate zmienne
traktujemy, jako ilosci state, tak naprzyktad

(18) =

ol L X
(9 VS Tt y)

Przyrostek, czesciowy rzedu 2-go, wziety nasamprzod wzgledem zmien-
nej X, a pozniej wzgledem vy, otrzymamy, jezeli podstawimy po drugiej stro-
nie réwnosci (18) y™y zamiast y i nastepnie podzielimy przez stan pierwo-
tny, bedzie wiec:

nt Y+, y)

Zupetnie takie same wyrazenie otrzymamy z (19), kladac po drugiej
stronie znaku réwnosci zamiast X i dzielgc przez stan pierwotny:

_ y)

z poréwnania dwdéch ostatnich zwigzkéw mamy prawo symboléw:
f= fo
Pomiedzy przyrostkiem wyktadniczym zupelnym i przyrostkami cze-
sciowemi istnieje zwiazek, ktéry otrzymamy tatwo, mnozac odpowiedniemi
stronami réwnosci (18), (19) i (20)

n\.y)

Poréwnywajac ostatnie rownanie z (15), widzimy, ze
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czyli

(21)

Tym sposobem, przyrostek wyktadniczy zupetny réwna sie sumie trzech
przyrostkéw  czesciowych: przyrostkowi rzedu 1-go luzgledem x, wiecej przyro-
stek rzedu 1-go wzgledem, y, wiecej przyrostek rzedu 2-go wzgledem x i .

Mamy w tem twierdzeniu, rownie jak i we wszystkich innych twier-
dzeniach, zupetne podobienstwo do wzoréw réznic. Symbole A zastgpione
sg przez symbole I, wskutek tego tres¢ wzoréw jest inna, lecz forma ze-
wnetrzna pozostaje bez zmiany. Forma zalezy tytko od powszechnych praw
atgorytmii i we wszetkich rachunkach nie zmienia sie; forma zewnetrzna po-
zostaje abstrakcye niezalezna, ry ktérg przelewaja sie ideje rozmaitych ra-
chunkdw.

Azeby wysledzi¢ wspomniane podobienstwa datej, przejdziemy do przy-
rostkdéw rzedéw wyzszych,

Napiszmy nastepujgce przyrostki wyktadnicze czesciowe rzedéw wyz-
szych:

_ f y)f oy
(23)
onn - yrenan f{aly)
Dalej, ktadac w (22) zamiast y we wszystkich wyrazach po dru-

giej stronie znaku réwnosci i dzielgc przez stan pierwotny, otrzymamy

IWwW/ _ f . @ yitr) .M y)ja_
AN n - [f J . f y) . f{X y)
podobnie z (24), ktadac zamiast x we wszystkich wyrazach po dru-

giej stronie znaku réwnosci i nastepnie dzielac przez stan pierwotny bedzie-
my mieki

[ w A i of y) *\f
~o ' - If oYY X y) e

Nakoniec, ktadac w (25) y™~yzamiast y we wszystkich wyrazach po
drugiej stronie znaku réwnosci i dzielgc przez stan pierwotny, otrzymamy:

10
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(23)

Wyrazenie (27) mozna otrzyma¢ takze z (26), kladac we wszystkiich
wyrazach po drugiej stronie zamiast x i dzielgc przez stan pierwotmy.
Whnioskujemy z tego, ze

Wz6r (25) mozna otrzymaé z réwnos'ci (23), piszac we wszystkich wy-
razach po drugiej stronie zamiast x i nastepnie dzielgc przez wartosé
pierwotna utamku; stad wypada wniosek, ze

Podobnie, piszac w (23) we wszystkich wyrazach y~+"y na miejsce y
i dzielgc przez pierwotng warto$¢ utamku, zauwazymy, ze

it d
Prawo symboléw jest to samo, ktore wytozyliSmy w teoryi roznic w roz-

dziale 1.
Podnidstszy do kwadratéw réwnania (23), (25) i (26), dodamy tak
otrzymane wypadki z réwnaniami (22), (24) i (27), bedzie wéwczas

Poréwnywajac ostatni zwigzek z (16), widzimy, ze
(28)

Tym sposobem, przyrostek wyktadniczy zupetny rzedu 2-go wyraza sie
za pomoca przyrostkéw czeSciowych tak samo, jak réznica zupetna rzedu 2-go
przez odpowiednie roznice czeSciowe. Widzimy wiec i tutaj, ze prawa sym-
bolow [, i I niczem nie réznig sie, chociaz tres¢ wewnetrzna jest zupetnie
inna.
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Podobnie i dalej tatwo otrzymac¢ zwigzek przyrostka loyktadniczcgo zu-
petnego rzedu 3-go z przyrostkami cze$ciowemi

(29) N r+ e+ r\mf-\.
-f (2) f + f 4- BIK”rx ,.3) f 4- [+ 4- (3) f.

Dla uniknienia pewnych trudnosci pisania, nie wyprowadzamy szczego-
towo tego ostatniego wzoru, sadzac, ze metoda postepowania jest dostate-
cznie powyzej objasniong i tatwa dla zrozumienia. Na poprzedzajacych stro-
nicach méwilismy o licznych podobiefstwach rachunku réznic tudziez ra-
chunku przyrostkéw wyktadniczych. Wspomnie¢ takze trzeba o pewnej
wiasnosci, ktdi-a nie powtarza sie w obu rachunkach i zastuguje na baczng
uwage.

W rachunku roznic mieliSmy

AL AY, AAY) AY, ...,ARN) = f;

prawo to ma znaczenie drugorzedne, gdyz calg teorye réznic mozna wyktadaé
na zasadzie umdwionych definicyj, nie robiac najmniejszej wzmianki o tem
prawie symboléw. Jednak na prawo, wymienione wyzej, od samego poczat-
ku wyktadu zwréciliSmy uwage, poniewaz to daje nam znaczne udogodnienia
tak w rachunku réznic, jak i w rachunku rézniczkowym.

W rachunku przyrostkéw wyktadniczych podobnego prawa symboléw

r(ni)= f

nie ma wcale, poniewaz symbol I' oznacza zawsze tylko pewien wyktadnik
wielkosci, gdy tymczasem symbol A oznacza samg wielko$¢; wiec tez nie ma
nic w tem sprzecznego, ze prawo tgczenia wielkosci nie moze by¢ tozsamo-
Sciowem wzgledem praw kojarzenia wyktadnikéw pewnych wielkosci.

_ hW dalszym ciggu przejdziemy do funkcyj trzech zmiennych niezale-
znyc

F=F{x,y,2).

Joko przyrostka wyktadniczego zupetne.go rzedu 1-go przyj-
mujemy zwigzek:

(30) _
Fv2
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Za okreslenie przyrostka wyktadniczego zupetnego rzedu 2-go bierzemy
(23)
Przyrostkiem luykfadniczym zupetnym rzedu 3-go bedzie r~F

(32)

it p.
Nastepstwem przyjetych definicyj bedzie wzér gtowny

ktéry mozemy pisa¢ w postaci dogodniejszej:

(33)

Ogolna prawdziwos$¢ tego wzoru dowodzi sie metodg, o ktorej kilka-
krotnie juz wspominaliSmy w pracy niniejszej. Dowodzenia te, jako znane
i tatwe, pomijamy.

Z réwnania (30) zapomocg logarytmowania otrzymujemy

skad widoczna, ze przyrostek wyktadniczy TF nie ulegnie Zzadnej zmianie
gdy zamiast F (K, Y, z) wezmiemy {X, y, 2)Y, gdzie c oznacza stalg do-
wolng. W rzeczy samej bedzie

po skroceniu przez ¢ otrzymamy pierwotng warto$¢ utamku. tatwo zauwa-
zy¢, ze ilos¢ ¢ moze byé dowolna fnnkcya wyktadniczo-peryodyczna
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w tym przypadku wzmiankowany wyzej utamek skréci¢ mozna przez vyj.
Nazywajac r F~ FyF, Tt F przyrostki wyktadnicze czeSciowe  rzedu
1-go, bedziemy mieli

(34)
(35)
(36)
Przyrostki czesciowe rzedu 2-go bedg mialy ksztaht
@37
(38)
(39)

Wyrazenie, napisane po drugiej stronie znaku réwnosci (37), otrzymuje
sie z (34), kladac we wszystkich wyrazach drugiej strony y™+‘y zamiast y
i nastepnie dzielgc przez wartos¢ pierwotna. Mozna to samo otrzymac z (35),
piszac na miejsce x i dzielagc przez warto$¢ pierwotng; z tego wnio-
skujemy, ze

Wyrazenie, napisane po drugiej stronie znaku réwnosci (38), otrzyma-

lismy z (34), ktadac we wszystkich wyrazach drugiej strony zamiast z
i dzielgc przez stan pierwotny catego utamku. Moglibysmy takie same wy-
razenie otrzyma¢ z (36), napisawszy na miejscu x i podzieliwszy

przez warto$¢ poczatkowa; stad wynika

Podobnym sposobem objasnia sie tatwo, ze



150

Oznaczajgc przyrost wykladniczy czeSciowy rzedu 3-go przez F,
bedziemy mieli

(23)

Wyrazenie, ktére widzimy po drugiej stronie powyzszego roéwnania,
otrzymalismy z (37), piszac we wszystkich wyrazach strony drugiej na
miejscu 0 i nastepnie dzielgc przez warto$¢ poczatkowg catego utamku. Ta-
kie same wyrazenie mozna otrzymaé¢ z (38), kladgc y™+"y zamiast y i dzie-
lac przez wartos¢ pierwotna, lub tez z (39), jezeli napiszemy na miej-
sce X i podzielimy przez stan poczatkowy utamku.

Whioskujemy stad, ze ma miejsce

Azeby wyprowadzié zwigzek, istniejacy pomiedzy przyrostkami wykta-
dniczemi czesSciowemi tudziez przyrostkiem zupetlnym, pomnozymy odpowie-
dniemi stronami réwnania (34), (35), (36), (37), (38), (39) i (40); natenczas
bedzie:

Porownawszy ostatnie réwnanie z (30), widzimy, ze
(41)

Tak wiec, przyrostek wykladniczy zupetny rzedu 1-go funkcyi trzech
zmiennych niezaleznych réwna sie sumie trzech przyrostkow czeSciowych rze s
du 1-go luzgledem kazda} zmiennej zosobna, wiecej suma trzech przyrostkdw
rzedu 2-go wzgtedem kazdej pary zmiennych, wiecej przyrostek czesciowy rze-
du 3-go wzgledem wszystkich zmiennych.

Podobng, jak powyzej, drogg mozna wyprowadzi¢ wzor
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Wzor ten wyraza zwigzek przyrostka wyktadniczego zupetnego rzedu
2-go z przyrostkami czeSciowemi. Jakkolwiek dowodzenie tego wzoru jest
bardzo tatwe, to jednak pisanie wszystkich wzorow czeSciowych bytoby nie-
dogodne i zajetoby zbyt wiele miejsca. Wzory przyrostkéw wyktadniczych
rzedéw wyzszych stajg sie coraz bardziej zawite, ograniczymy sie wiec tylko
przypadkami, wytozonemi powyzej.

Taka sama metoda, ktorg stosowaliSmy do funkcyj dwoch i trzech
zmiennych niezaleznych, zastosowa¢ sie daje dalej do funkcyj czterech, pie-
ciu i wog6le wielu zmiennych niezaleznych. Powtarzanie w dalszym ciggu
tych samych, jak poprzednio, rozumowan, uwazamy tutaj za zbyteczne, sa-
dzgc, ze praca niniejsza na ogdlnosci dowodzeh nic nie straci.



V. Rachunek wyktadniczkowy/

Przejdziemy teraz do raeliunku ilosci nieskoriczenie matycli, przypusz-
czajac, ze we wszystkich wzorach poprzedzajgcego rozdziatu przyrosty wy-
ktadnicze I' daza nieskonczenie do zera. Bedziemy pisali dla odréznienia
gtoske y zamiast I', pamietajac zawsze, ze I' oznaczato przyrostki skon-
czone, gdy tymczasem y oznacza¢ bedzie przyrostki wyktadnicze, nieskon-
czenie zdazajace do zera czyli nieskoniczenie mate.

§ 1. Funkcye jednej zmiennej niezaleznej.

Funkcyg nadpochodng rzedu 1-go **) nazywamy granice stosunku przy-
rostku wyktadniczego funkcyi do podobnego przyrostku zmiennej niezalez-
nej, w miare tego, gdy przyrostek yx zdaza do zera.

Bedzie wiec na zasadzie zwigzku (6a, 1V)

) lim =m0

tatwo zauwazy¢, ze iloraz

Ig
yX

*) Galcul exponentiel.
**) Lafonction auper-clérkée.



przedstawia sie pod postacig nieoznaczong ~ , gdy y” zdaza do zera. Gra-

nice wzmiankowanego ilorazu oznaczymy przez tak wiec

Przeszedtszy od réwnania (1) do granic, pisa¢ bedziemy gloske g za-
miast gloski y, tym sposobem z (i) otrzymamy

jestto nadpochodna rzedu 1-go. Wielltos¢ U~ nazywal bedziemy funk-

cyalem u/yktadniczkoujym rzedu 1-go*). Widzimy wiec, ze nadpochodna rze-
du I-go réwna sie ilorazoun logarytmu funkcyatu wyktadniczkoivego rzedu I~go
przez logarytm funkcyi danej.

Funkcya nadpocbodna rzedu 2-go bedzie granica stosunku przyrostka
wykladniczego rzedu 2-go do kwadratu przyrostka wyktadniczego zmiennej
niezaleznej, gdy ten ostatni zdgza do zera.

Takim sposobem ze zwigzku (7b, 1V) wypadnie

Poniewaz jednak tatwo zauwazyé, ze stosunek

zdaza niewatpliwie do granicy oznaczonej, ktorg nazwiemy Ig W\ wskutek
tego mamy

U~ jestto funkcyatl wyktadniczkowy rzedu 2-go. Tak wiec nadpochodna rze-
du 2-go romia sie logarytmoun funkcyatu tuyktadniczkowego rzedu 2-go, po-
dzielonemu przez logarytm funkcyi.

*) Vantifonction dordre I-«r.
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Funkcya nadpochodng rzedu 3-go bedzie granica stosunku przyrostka
wyktadniczego rzedu 3-go funkcyi danej do szeScianu przyrostka wyktadni-

czego zmiennej niezaleznej w miare tego, gdy ten ostatni zdgza do zera.
Takim sposobem ze zwigzku (8a, 1V) mamy

atoli iloraz

zdaza do granicy oznaczonej, ktdrg nazwiemy Ig bedzie wiec

i/3 jestto funkcyat wyktadniczkowy rzedu 3-fjo.

Metoda naszego postepowania na tych kilku przypadkach szczeg6lnych
jest, jak sie zdaje, w sposéb dostateczny objasniong. Widzimy, ze ma miej-
sce tutaj zupetna analogia'do tego postepowania, jakie przyjelismy w okre-
$leniu pochodnych rozmaitych rzedéw. Przyjete powyzej definicye nadpo-

chodnych pozwalajg nam zawsze znale$¢ ich wartosci dla funkcyi zasadni-
czych.

Bedziemy mieli na zasadzie wzoréw poprzedzajgcego rozdziatu:
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W dalszym ciagu, dla fatwiejszego zrozumienia wszystliicti zasad ra-
chunku wyktadniczkowego, postaramy sie wytozy¢ jeszcze raz caly wspo-
mniany rachunek niezaleznie og przyjetych powyzej definicyj, wyptywaja-
cych wprost z teoryi przyrostkéw wyktadniczych skonczonych.

Dia udogodnienia pisa¢ bedziemy a zamiast yx, ~ zamiast yy, y za-
miast yz i t. d. Tym sposobem majac dane

y = f(00),

przypuszczamy, ze wyktadnik zmiennej niezaleznej otrzymat nieskonczenie
maty przyrostek a. Wiemy, ze jednocze$nie wykiadnik zmiennej zaleznej
otrzyma takze pewien przyrostek nieskoriczenie maty bedzie wiec

skad wypada
n fioo)
Podnoszac obie strony ostatniego réwnania do potegi bedziemy
mieli
2

Chociaz a i ™ znikaja jednocze$nie, to jednak stosunek tych ilosci nie
znika, bowiem druga strona powyzszej réwnosci ma posta¢ nieoznaczona
i prawdziwa warto$¢ podobnego wyrazenia nieoznaczonego zawsze moze byé
znaleziong. Druga strona w réwnaniu (2) dazy do gianicy oznaczonej je-
dnoczesnie, gdy a zdaza do zera. Stosunek nazywamy w granicy funk-
cya nadpochodnag i piszemy:

it . f
(3) ™ — lim

R&wnos$¢ ostatnig mozemy pisa¢ w ksztalcie;

9J_
ygx == |lim



Ilo$¢ nieskonczenie matg gy

wyktadniczUem') zmiennej zaleznej y tudziez podobnie//a? nazy-
wacé bedziemy wyktadniczkiem zmiennej niezaleznej x.

Widzimy wiec, ze funkcya nadpochodna jest ilorazem divoch wykta-
dniczkéw: zmiennej zaleznej tudziez niezaleznej.
Funkcya nadpochodna nie zmienia sie, jezeli zamiast f {X) wezmiemy
, gdzie c oznacza statg dowolna.
Istotnie, z rownania (3) bedzie

Jezeli obie strony powyzszego podniesiemy do potegi zauwazymy

gy
tatwo, ze ilos¢ ¢ bez $ladu zniknie, wskutek tego nadpochodna pozo-

gx
stanie wielko$cig bez zmiany. Granice, do ktérej zdaza druga strona (3),
oznaczmy przez U" bedzie natenczas

Logarytmujac ostatnie réwnanie, otrzymamy

(4)

y nazywamy, jak zwykle, zasada, za$ wielko$¢ Cfj bedziemy nazywali
funkcyatmn wykladniczkowym rzedu 1-go. Tak wiec, nadpochodna réiuna
sie logarytmoivi‘funkcyatu, podzielonemu przez logarytm zasady.

Z réwnania (4) widoczna, ze

*) I"txponentieUe.
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czyli, myktadniczek zmiennej zaleznej roimia sie nadpochodnej, pomnozonej
przez wyktadniczek zmiennej niezaleznej.

Celem rachunku wyktadniczkowego jest dia kazdej danej funkcyi zna-
tes¢ jej funkcyatl i nastepnie nadpochodna.

Zadaniem rachunku odwrotnego bedzie szukanie zasady, majac dang
funkcye nadpocliodna.

Zastosujemy teorye wytozong do kilku funkcyj zasadniczych.
Niech bedzie dana jakakolwiek potega

y = X"
Nadajac nieskonczenie mate przyrostki wyktadnikom, otrzymamy
NH3 — ) A
skad wypada
yfi — x™ |

i wskutek tego

Widzimy wiec, ze dia danej potegi stosunek nieskonczenie matych
p i a zawsze pozostaje rownym jednosci, czyli w granicy mieé bedziemy:

9y N j
gx
Bedzie wiec
99" ]
gx
czyli
g () == px .

Jezeli mamy dane a= stalej, natenczas, oczywista, bedzie =
dziez ga = 0.

Nadpochodna, oraz wyktadniczek ilosci statej sa zerami.
JNiech bedzie dany logarytm

y ,



Z réwnania (3)'mamy

stad tatwo wypada

bedzie wiec

Tym sposobem mamy nadpochodne logarytmu

oraz

Jestto wyktadniczek logarytmu.
Dajmy funkcye wyktadnicza

Z réwnania (3) wynika

Poniewaz tatwo znaiduiemy

wiec bedzie



skad przez logarytmowanie otrzymujemy:

Takim sposobem nadpochodna funkcyi wyktadniczej bedzie

oraz wyktadniczek

Dalej, niech bedzie dana funkcya trygonometryczna w postaci:

rownanie (3) bedzie miato ksztatt

Poniewaz wiemy, ze

wskutek tego otrzymamy

skad wypada
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Tak wiec nadpochodna wstaivy jest

oraz wyktadniczek

Niech bedzie dane

podobnie, jak poprzednio, bedzie

Poniewaz wiemy, ze

mamy wiec

skad wypadnie

Tak wiec, nadpochodna dostawy bedzie

oraz wyktadniczek
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Zupetnie podobnemi sposobami znajdziemy tatwo

Dajmy jeszcze funkcye kotowg w ksztaicie:

bedziemy mieli

Wiedzac, ze

otrzymamy

Takim sposobem wyktadniczkiem tuku wstawy bedzie
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Podobna drogg mozna znalez¢ dla innych funkcyj kotowych:

it op.
Niech beda dane u i v dwie funkcye ciggte zmiennej X, tudziez y ich
iloczyn

Oznaczajgc przez a przyrostek wyktadniczy zmiennej niezaleznej, oraz
3 jednoczesny przyrostek wyktadnika funkcyi y, bedziemy miehi:

przeszediszy do granic, z powyzszego otrzymamy

czyli widocznie

Biorac logarytmy po obu stronach, bedziemy mieti

Takim sposobem, nadpochodna danego iloczynu bedzie



tudziez wyktadniczek iloczynu

Jezeli bedzie dany iloczyn trzech czynnikow

natenczas podobnie, jak powyzej, bedzie

tudziez w granicy

skad widoczna

Logarytmujac, z ostatniego réwnania otrzymamy

tatwo zauwazyé, ze powyzsze twiei dzenie o nadpochodnej iloczynu
rozcigga sie widocznie na jakakolwiek liczbe czynnikéw.
Dajmy jeszcze iloraz dwoch funkcyi

gdzie
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Bedziemy mieli podobnie, jak dla iloczynu.

Przechodzac do granic, mozemy napisac

czyli

Wozigwszy logarytmy po obu stronach powyzszego rdéwnania, otrzy-
mamy

skad wypada nadpochodna ilorazu

oraz wyktadniczek
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Dla wyprowadzenia nadpochodnej sumy adgeh-aicznej uzyjemy metody
odmiennej od poprzedzajacej. MoéwiliSmy na poczatku rozdziatu 1V, ze

Stad za pomocg logarytméw otrzymujemy

czyli

£2 sg to ilosci nieskoriczenie mate, znikajgce jednoczesnie z | x i ly. Po-
dzieliwszy odpowiednio oba ostatnie réwnania, otrzymamy

Jezeli przejdziemy do granic, natenczas z powyzszego bedziemy mieli

()

Niech bedzie dana suma algebraiczna
gdzie y» 2 e 4 pewne funkcye zmiennej niezaleznej x. R&zniczku-
jac powyzej napisang sume, otrzymamy

(6)

jezeli za$ do kazdego wyrazu w (6) zastosujemy wzoér (5), natenczas bedzie



skad tatwo wypada nadpochodua sumy

tudziez wyktadniczek

Dalej przypusémy, ze mamy daug funkcye funkcyi

Bedziemy mieli widocznie

Stad Avypada

7

®)

Jezeli obie strony réwnania (7) podniesiemy do poteginatenczas

bedzie
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Jestto réwnanie takie same, jak (8), wskutek tego mie¢ bedziemy

Przechodzac do granic, z ostatniego otrzymamy

wiec bedzie

Jezeli mamy funkcye ztozong w ksztatcie

natenczas podobnie bedzie

Bedzie takze

©)

(10)

Podnoszac obie strony réwnania (9) do potegi , otrzymamy
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rownanie taicie same, jak (10). Wnioskujemy stad, ze

W granicy bedziemy mieli

wiec bedzie

Widzimy, ze prawidto wyktadniczkowania funkcyi ztozonej jest zupet-
nie podobne do prawidta rézniczkowania i jest tak samo tatwe do ogdlnego
dowiedzenia dla wszelkich funkcyj ztozonych, jak w rachunku rézniczkowym.

Jako definicye wykfadniczka rzedu 2 go przyjmujemy zwigzek

(11)

Jezeli obie strony powyzszego réwnania podniesiemy do poteg

natenczas bedzie

(11a)

Chociaz & dazy nieskonczenie do zera, to jednakze druga strona napi-
sanego rownania nie znika, lecz zdaza zawsze do gi anicy oznaczonej, Kktorg
tatwo znales'¢ za pomoca znanych prawidet. Granice wzmiankowang bedzie-
my oznaczali gtoskg U” i nazwiemy funkcyalem wykladniczkowym rzedu 2-go.

Tak wiec

Logarytmujac, z ostatniego réwnania oti-zymamy

(15)
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Widzimy, ze nadpochodna rzedu 2-(jo réwna sie logarytmowi funkcyabu
rzedu 2~go, podzielonemu przez logarytm zasady.

Mnozac obie strony réwnosci (12) przez opX* bedziemy mieli wykta-
dniczek rzedu 2-go w ksztatcie

Zastosujemy powyzej wytozong teorye do funkcyj zasadniczych.

Dajmy LLI-L| potege

Rownanie (ll1a) bedzie

czyli

Takim sposobem mamy

czyli

Dalej, niech bedzie dany logarytm

Bedziemy mieli podobnie, jak powyzej



Poniewaz tatwo zauwazyé, ze

bedzie wiec

stad wypada

czyli

Dajmy funkcye wyktadniczg

Bedziemy mieti

Wedtug znanego prawidta bedzie

czyli

i wsliutet™ tego

Widoczna, ze
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Tak wiec mamy

Dajmytrygonometrycznag w postaci

Rownanie (11a) bedzie

Postepujac poditug wiadomego prawidta, bedziemy mieli

czyli

wiec bedzie

Wskutek tego tatwo wypada

Wezmy dalej

Bedziemy mieli
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Postepujac podobnie, jak poprzednio, piszemy

skad wypada

Szukang granicg bedzie

i wskutek tego mamy

Dajmy

Rownanie (Ha) bedzie

dalej mamy

Znalaziszy granice, bedziemy mieli z powyzszego
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Wskutek tego otrzymamy

Podobnie majac

znajdziemy tatwo

Taka sama, jak powyzej, droga znates¢ mozna nadpoctiodne rzedu 2-go
wszystkich innych funkcyi zasadniczycli, jako to: sec >, cosec arc sin
arctgx i t. .

Dalej, wezmy iloczyn dwoch funkcyj

gdzie

Roéwnania (l1a) bedg miaty ksztatt

Oprocz tego, mamy takze dla danego iloczynu

czyli
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Widzimy wiec, ze

skad przez logarytmowanie otrzymujemy

Tym sposobem nadpochodna rzedu 2-go iloczynu bedzie

Mnozac powyzsze réwnanie przez otrzymamy wykladniczek

Metoda dowodzenia w niczem nie ulegnie zmianie, jezeli zamiast dwdch
czynnikéw wezmiemy trzy, cztery, lub wiecej; podobnie bedzie

Uiech bedzie dany iloraz dwdch funkcyj

gdzie

Bedziemy mieli podobnie, jak w przypadku poprzedzajacym

skad wypada



czyli

Logarytmujac ostatnie réwnanie, otrzymamy nadpocbodna

oraz wyktadniczek rzedu 2-go

Nadpocliodng rzedu 2-go sumy algebraicznej wyprowadzimy przy po-
mocy zasad rachunku rézniczkowego.
Widzielismy, ze

bioragc logarytmy po obu stronach, bedziemy mieli

Druga strona powyzszego jest wyrazeniem dwukrotnie nieoznaczonem;
postepujac podiug prawidet, o ktérych byta mowa w rozdziale |1, znajdziemy
tatwo

albo krocej



_76

atoli wiemy, ze

Uwzgledniwszy ostatni zwigzek, z poprzedzajacego otrzymamy

Jezeli wiec mamy dang siime algebraiczng

gdzie wszystkie ilos'ci sg pewne funkcye zmiennej niezaleznej, natenczas
bedzie

n

Wskutek tego bedziemy réwniez mieli:

stad otrzymaé mozemy " M + eee) N wyrugowawszy przedtem

Jednak wzér ostateczny bedzie dos¢ ztozony i w”skutek tego ograniczy-
my sie tylko przypadkiem dwoch skiadnikow.
Gdy suma ma posta¢ najprostsza:
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natenczas z poprzedzajacego wzoru, po dokonaniu wszystkich uproszczen,
otrzymamy nadpochodng rzedu 2-go danej sumy:

Jako okre$lenie n~pochodnej rzedu 3-go mamy réwnosc¢

czyli

Granice, do ktorej dazy druga strona powyzszego réwnania, nazywamy
funkcyatem luyktadniczkowym rzedu 3-go i oznaczamy gtoska TJ”. Przecho-
dzac do logarytméw, z ostatniego bedziemy mieli

Tak wiec, nadpochodna rzedu 3-go réwna sie logarytmoiui funkcyatu
rzedu 3-go, podzielonemu przez logarytm zasady.
AYyktadniczek rzedu 3-go bedzie

Stosujac metode podobng, jakag wytozyliSmy na stronicach poprzedza-
jacych dla nadpochodnych rzedu 1-go i 2-go, znajdziemy



it @
Wogdle, jako definicye nadpochodnej rzedu n-go, bedziemy mieli réw-
nos¢ :

W ostatnim czynniku piszemy wyktadnik + 1, rozumiejgc przez to, ze
znak natezy bra¢ w przypadku n parzystego i znak — bierzemy, gdy n
liczba nieparzysta.

Granice, do ktorej dazy druga strona napisanej powyzej réwnosci, na-
zywamy funkcyatem wykladniczkowym rzedu n-go i oznaczaé bedziemy gto-
ska Vne Takim sposobem mamy

Nadpochodna rzedu n-go réwna sie logarytmowi funkcyatlu rzedu n-go,
podzielonemu przez logarytm zasady.
Wyktadniczkiem rzedu w-go bedzie

Gdy mamy dany iloczyn

gdzie

natenczas na zasadzie przyjetej definicyi bedzie



podobnie

skad wypada

Jestto nadpocliodna rzedu w-go iloczynu.
Sposéb dowodzenia pozostaje zupetnie taki sam dla ilorazu

Mnozac przez otrzymamy z powyzszych wzoré-w wyktadniczki.
W szczeg6lnym przypadku, gdy jeden czynnik iloczynu jest statym

natenczas bedzie wzor prostszy

W rozdziale 1V wyprowadzilismy wzér gtéwny (11) w ksztaicie

gdzie gloskg ' oznaczylismy przyrostki wyktadnicze skoriczone.
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W rachunku nieskonczenie matych zrobimy w powyzszym wzorze za-
miany widoczne:

gdzie £2) £5 ++ « dgzg do zer jednoczesnie z p:.
Bedziemy tedy mieli

Dajac w ostatnim wzorze

i zebrawszy nieograniczenie wielkg liczbe sktadnikéw nieskonczenie matych
Bi w jeden wyraz R, otrzymamy wzlr. przedstawiajacy zupetna analogie do
twierdzenia Taylora

(14)

gdzie li moze by¢ albo iloscig statg lub tez jakakolwiek nowg iloscig zmiennag.
R oznacza tutaj reszte powyzszego szeregu i moze by¢ albo zerem, albo
wielkoScig skonczong, albo tez 00. Dia prawdziwosci wzoru (14) koniecznem
i Ayystarczajgcem jest, azeby szereg byt zbiezny, tudziez 4 = 0. Mozna
jeszcze napisa¢ wzér analogiczny z szeregiem Taylora, w postaci danej przez
Maclaurina; nalezy tylko w (14) x zastapi¢ przez pewna ilos¢ a, tudziez h
przez )X bedziemy woéwczas mieki
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(23)

gdzie o oznacza, ze nasamprzod trzeba znales¢ . i potem dopiero za-
JX la X

Stgpi¢ a; przez a; bardzo dogodnem bedzie, jezeli wezmiemy a=e, rozumie-
jac przez e zasade logarytmdw naturalnych.

Wypada nam tutaj powt6rzy¢ to samo, co i powyzej, ze dla prawdziwo-
§ci wzoru (15) konieczng i wystarczajacg cechg bedzie zbieznosé szeregu nie-
skonczonego, oraz dazenie H do zera.

Widzimy, ze rachunek wyktadniczkowy wprowadza w analize matema-
tyczng szeregi potegowe, odmienne od tych, ktdre napotykamy w rachunku
rozniczkowym. Gdyby rachunek w pewnem danem zagadnieniu naprowa-
dzit nas na szereg zbiezny takiego ksztattu, jak napisany po drugiej stronie
(15), natenczas z zupeing stusznoscig mozemy szereg zsumowaé, piszac za-
miast niego granice w ksztatcie, ktéry widzimy po pierwszej stronie (15).

Szereg (15) mozemy takze przedstawi¢ w postaci iloczynu nieskonczo-
nego, wiedzac, ze

i przypuszczajac, ze stosujemy nasz wzor do funkcyj, dla ktérych wiemy, iz
reszta li— 0.

W oméwionym przypadku wzor (15) mozna napisac tak:

czyli

(16)

Przez Wk oznaczamy funkcyaly wyktadniczkowe rozmaitych rzedow;
prawidio znalezienia wspomnianych funkcyatéw jest nam wiadome dla wszel-
kich funkcyj f, na zasadzie teoryi, wylozonej w niniejszym rozdziale. Je-
zeli w funkcyale Ca na miejsce X napiszemy a, natenczas bedziemy uzywac
oznaczenia (C/A)«-

Dalej, ktadac ry (16)



bedziemy mieli

Nakoniec przyjmujac w ostatnim zwiazku

otrzymamy

Jestto rozklad danej funkcyi ciagtej /*{ij) na iloczyn nieskonczony,
azeby wzor byt prawdziwy trzeba koniecznie, by iloczyn ten byt zbiezny.

Tak wiec, rachunek wyktadniczkowy prowadzi bezposrednio do roz-
ktadu wszelkiej funkcyi ciggtej jednej zmiennej niezaleznej na iloczyn nie-
skonczony, podobnie jak rachunek rézniczkowy prowadzi do rozktadu danej
funkcyi na sume nieskoriczona.

JV celu znalezienia przyblizonej wartosci reszty H bedziemy rozumo-
wali w nastepujacy sposéb. Dajmy na to, ze wzor (14) jest prawdziwy i ze
tym sposobem mozemy szereg rozciagna¢ na upodobang liczbe wyrazow; tak
naprzyktad, po za wyrazem ti-f I-ym napiszemy nowsg serye wyrazow.
W tym przypadku pod resztg R rozumie¢ mozemy takag cze$é szeregu (14)

(16a)

ktéra jest napisana po za wyrazem, zawierajacym n--g, nadpochodna.

Znalez¢ warto$¢ H bedzie réwnoznacznem z sumowaniem szeregu (16a)
w zatozeniu, ze liczba u rodnie nieograniczenie. Nie znajac ksztattu fun-
kcyi f, mozemy sumowa szereg (18a) tylko z pewnem przyblizeniem.
W tym celu napiszemy

(16b)
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Przypus¢my, ze n przedstawia liczbe ograuiczong, Wiemy, ze suma
W nawiasie po prawej stronie réwnosci (16b) nie ulegnie zadnej zgota zmia-
nie, gdy zamiast kazdego ze sktadnikow weZmiemy pewnag warto$¢ przecietng
czyli $rednig G, bedzie wowczas

Z drugiej jednak strony, poniewaz szereg ma by¢ prawdziwym dla
wszelkich wartosci n, widzimy, iz przy w, rosngcem nieograniczenie suma,
napisana w nawiasach (16b), bedzie zdgzata do pierwszego tylko wyrazu

, wszystkie za$ pozostate skladniki przy skoniczonych wartosciach
nif

dla h tudziez dla nadpochodnych beda sie zmniejszaty.

To nas naprowadza na wniosek, ze $rednia wartos¢, ktérg oznaczylismy
przez G powinna by¢ zalezng od n-fl-ej nadpochodnej dla pewnej posSre-
dniej wartosci zmiennej; wskutek tego domniema¢ mozemy, zc

gdzie -|-1>6>>—1. Takim sposobem w réwnosci (16b) nadpochodne
. moga rosna¢ lub male¢, wszystkie jednak wyrazy za-

stapi¢ mozemy powyzsza wartoscig posrednig, nie wychodzac po za granice
catej sumy, bedzie tedy

Dla objasnienia wezmy, naprzyktad, jakgkolwiek potege

Widzielismy, ze w tym przypadku nadpochodne wszystkich rzedéw by-
ty réwne jednosciom, czyli funkcyaty byly réwne znowu tej samej danej pote-
dze. Wskutek tego iloczyn nieskoriczony bedzie miat ksztatt
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Dla logarytmu iloczyn nieskohczony nie istnieje, gdyz w tym przypad-
ku wzér (15) da nam

co jest widoczng tozsamos'cia,.

Dla funkcyi wyktadniczej

fatwo zauwazy¢, ze

na zasadzie wzoru (16), przyjmujac e = a = e, bedzie

Z ostatniego zwigzku widoczna

Szereg ten jest dobrze znany i z rachunku rdézniczkowego, moznaby
wiec zrobié¢ zarzut, ze te szeregi, ktore spotykamy w rachunku wykladnicz-
kowym, nic nowego nie przedstawiajg i ostatecznie prowadzg do zwigzkow"
skadinad juz znanych. Sadze, ze zarzut taki bytby oparty na szczeg6lnych
przypadkach i bytby niestuszny.

Wybralismy przyktady najprostsze i otrzymalisSmy zwigzki znane z za-
sad rachunku rézniczkowego, lecz gdyby funkcya byta wiecej ztozona lub
gdyby dana byta funkcya trygonometryczna, albo kotowa, natenczas iloczyn
nieskonczony bylby w postaci bardziej ztozonej i nieznanej z zasad rachunku
rézniczkowego. Ta zgodnos¢ wynikéw, otrzymanych powyzej zapomoca
rachunku wyktadniczkowego z tem, co wiadomem juz byto z zasad rachunku
rézniczkowego, przedstawia rzetelny sprawdzian™ okazujacy, ze cala teorya
i te okreslenia, ktére dalismy w rachunku wyktadiiiczkowym, sg dobre i zu-
petnie zgodne z istotg rzeczy.
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8 2. Funkcye wielu zmiennych niezaleznych.

Mozemy z tatwoscig rozszerzy¢ catkowitg teorye rachuukii wyktadnicz-
kowego, stosujac jg do funkcyi wielu zmiennj™li niezaleznych.
Niech bedzie dana funkcya dwéch zmiennych

piszemy natenczas

(17)

oznaczajac przez gz wykladniczok zupehiy. *

Oprocz tego, zgodnie z teorya, wylozong w § 1 niniejszego rozdziatu,
ustanowimy nastepujace zwigzki dla ivykladniozkéiv czescioiuych.

(18)
(19)

Takim sposobem, ;—i oznacza¢ bedzie nadpochodna, wzietg tylko wzgle-
dem X tak, jakby y byto iloscig stala; bedzie oznaczato nadpochodng

wzgledem samej zmiennej y. Przy pomocy wzmiankowanych oznaczen wykta-
dniczki czescioAYe piszemy w ksztatcie

lub krécej

Wykitadniczek czesciowy rzedu '2-go, wziety nasamprzéd wzgledem ilo-
Sci X, a potem wzgledem y, otrzymamy z (18), kladac po drugiej stronie
zamiast y i nastepnie dzielgc tak otrzymane wyrazenie przez warto$¢ pier-
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wotng. Bedzie wiec

(20)

Zamiast wykladniczka czes'ciowego w ksztalcie

mozna krécej pisaé

Bedziemy uzywali obydwoch sposobdéw pisania.
takze otrzymac z (19), ktadac po drugiej stronie
dzielgc przez warto$é pierwotng, bedzie Avéwczas

Zwigzek (20) mozna
zamiast x i nastepnie

Wypada wiec z tego, ze

stad mamy widocznie

Jestto prawo, dotyczace porzadku kolejnych wyktadniczkowan.

Mnozac odpowiedniemi stronami réwnosci (18), (19) i (20), otrzymamy

Porownawszy ostatnie réwnanie z (17), bedziemy mieli
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Poniewaz jednak wyraz fPJ oznacza nieskonczenie matg rze-

du 2-go, wiec z powyzszego bedzie niewatpliwie

Wzér ten przedstawia wartos¢ wyktadniczka zupetnego rzedu 1-go funkcyi
dwaochi zmiennych niezaleznych i, jak widzimy, ma tutaj miejsce zupetna ana-
logia do wzoru rézniczki zupetnej, .

Ten sam wzor mogliby$my jeszcze otrzymac z wzoru (21, 1V), piszac

n L Iy 4- ~ Tr Pu
(212) x w.L Fy 3 Mx.ry

Jezeli przejdziemy do granic, natenczas z ostatniego bedzie

(f= % o4 35 (.
Ostatni wyraz (21a) znika, jako nieskonczenie mata rzedu wyzszego.
Ta metodag wyprowadzaliSmy wzory rézniczek zupetnych; tej samej dro-
gi moglibysmy trzymac sie we AYSzystkich naszych rozumowaniach, dotycza-
cych zasad rachunku wyktadniczkowego.
Z teoryi, wylozonej na poprzedzajacej stronicy, wypadajg nastepujace
zwigzki dla nadpocbodnycJi.:

ZL B
~ == lim V)
y)

7L |‘ =

Va = Im

Y f{X, Y)
JLL =0
> 9= lim

an 3

W pierwszej granicy, z pomiedzy wyzej napisanych, uwazamy vy, jako
ilos¢ stata; w drugiej granicy uwazamy X, jako statg, w trzeciej szukamy na-
samprzod granicy wzgledem a tak, jak gdyby ~ bylo iloscig stata, poOZniej
dopiero szukamy granicy po raz drugi wzgledem Postepowanie takie
objasnimy na przyktadzie.
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Niech bedzie dane

Trzeba znalez¢ granice

Uwazajac ji jako stalg, znajdziemy nasamprzod granice wzgledem a

Granica wzgledem [i bedzie

wskutek tego mamy

czyli

Wyktadniczek zupelny danej funkcyi bedzie miat ksztatt
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Azeby wyprowadzié¢ wzor luijkladniczka zupelneyo rzedu 2-go napisze-
my nastepujace zwigzki

(22)

(23)

(24)

Nastepnie, kfadac w (22) zamiast y we wszystkich wyrazach po
drugiej stronie znaku réwnosci i dzielgc przez wartos¢ pierwotng, otrzyma-
my wyrazenie, ktore wedtug przyjetych okresleri oznaczymy przez

bedzie wiec

(25)

Podobnie z (24), piszac zamiast x we wszystkich wyrazach po
drugiej stronie znaku réwnosci i potem dzielagc przez warto$¢ poczatkowa,
bedziemy mieli

(26)

Nakoniec, kladac w (25) zamiast y we wszystkich wyrazach
z drugiej strony znaku réwnosci i podzieliwszy potem przez warto$¢ poczat-
kowag, otrzymamy

(27)
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Druga strone réwnania (27) moznaby bylo otrzymac z (26), piszac we
wszystltich wyrazach zamiast x i dzietac przez wartosé pierwotna.
Stad tatwo wyprowadzamy wnioseti, ze

czyli piszac szczeg6towo, bedzie

Stad widoczna, ze

(f z z

Tale samo, drugg strone w (25) mozna otrzymac z (23) kladgc we wszy-
stkich wyrazach zamiast x i nastepnie dzielgc przez calg wartos¢ po-
czatkowy; wypada wiec z tego

czyli bedzie takze

yaz yaz
yy yxyy yXx

Podobnie, jezeli w (23) we wszystkich wyrazach po drugiej stronie na-
piszemy na miejscu y i podzielimy przez warto$¢ poczatkowa, naten-
Czas zauwazymy, ze

Y™MXYyyYyz —Y'"yy.x2Z

Stad wyptywa

y/\ N y
ya: yy* Yy~ . yx

i tp

Widzimy wiec, ze prawo o porzadku kolejnych wyktadniczkowan zga-
dza sie zupetnie z odpowiednim prawem symboléw, ktére mieliSmy w rachun-
ku rézniczkowym. Jednakze pamietac¢ trzeba bacznie, ze znaczenie symbo-
I6w g jest catkiem inne, anizeli d w rachunku rézniczkowym, oraz, ze nie
moze mie¢ miejsca prawo
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oy' AX' ax' oyK

ktorce jest zawsze prawdziwem dla symboléw d, w rachimku rézniczkowym.

Podniostszy do kwadratéw réwnania (23), (25) i (26) i dodawszy otrzy-
mane wypadki do odpowiednich stron réwnan (22), (24) i (27), spostrzezemy
fatwo, ze'

4- 4-9%, [ + + f 2

=i

e=i)

Jezeli przyjmiemy, jako definicye wyJdadniezka zupelnego rzedu 2-go,
zwigzek:

a=0, 10
natenczas z poréwnania dwoch ostatnich zwigzkéw wypadnie
= N z + N4- z;
nieskonczenie mate rzedu wyzszego ponad 2-gi muszg by¢ opuszczane, zgo-

dnie z teorya ilosci nieskoniczenie matych, wylozong na poczatku rozdziatu 11.
Piszac bardziej szczeg6towo, z ostatniego otrzymamy

(28) 9% = ynz gx’l\—I , €201z .OX . gy 4- A <QyK

Jestto warto$¢ wyktadniczka zupetnego rzedu 2-go funkcyi dwdch
zmiennych niezaleznych. Taki sam wzdr, jak powyzszy, mozna otrzymaé
wprost z (28, 1V), przypuszczajac, ze gtoski ' oznaczajg nieskonczenie mate
i przechodzac do granic, bedzie wowczas widocznie

Podobnym sposobem, z wzoru (29, 1V), przeszediszy do granic, bedzie-
my mieli

Y = f+ + f+ g%mf,
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lub bardziej szczegétowo
(29) j4 = n -fg f~ fiy 4- 3 (ix (nf + A G0

Wzér powyzszy przedstawia warto$¢ wyktaduiczka zupetiiego rzedu
3-go funkcyi dwdch zmieuuycli niezaleznych. Wyprowadzenie wzoréw, od-
powiadajacych wyktadniczkom zupelnym rzedéw wyzszych, nie przedstawia
zadnych trudnosci.

W szczeg6lnym przypadku, gdy bedzie jedna zmienna niezalezna, zwia-
zana uktadem réwnan:

2= /YN V).

= "P[i), Y= W 1
natenczas wzory wyktadniczkéw zupetnych pizechodzg we wzory nadpocho-
dnych za pomoca dzielenia przez wyktadniczek zmiennej niezaleznej.
W rzeczy samej, z wzoru (21), ktéry wyprowadziliSmy w rozdziale ni-

niejszym, bedziemy mieli w przypadku jednej zmiennej niezaleznej

yz mi_
yt yx oyt oy oyt

Rownanie to otrzymaliSmy z (21), dzielagc wszystkie wyrazy przez yt,

N sg ilosci skonczone. )
Ny Ji

Wiasciwie zwigzek ostatni pisa¢ nalezy tak

stosunki nieskonczenie matych ---

X - w ¥ lyz — yyn
(30) fijt Wx it Ay 1Tyt
gdzie v oznacza nadpochodng, wzietg tak, jak gdyby y byto iloscig sta-
y
tg i podobnie — oznacza nadpochodng, wzietg tylko wzgledem vy tak,

jakby X byto stalg. Dla odroznienia od rzeczywistych ~ nadpochodnych mo-
zna pisa¢ powyzsze w nawiasach, chociaz nie jest to rzecza konieczna.

W rozdziale 1V wyprowadziliSmy wzor (17), ktéry mozemy napisaé
w ksztaicie:



gdzie gtoski y oznaczajg ilosci nieskonczenie mate.
Przypuszczajac, ze

i Aviedzac, ze

gdzie t» » » » 0znaczaja nieskonczenie mate, z poprzedzajacego szeregu
tatwo otrzymamy w granicy:

Wz6r ten wyraza zwigzek pomiedzy sanienii wielkosciami skonczonemi
i z powodu tego po przejsciu do granic ilosci nieskoriczenie mate w nieogia-
niczonej liczbie skfadnikéw oznaczyliSmy przez reszte R, ktéra moze byc¢
albo zerem, albo wielkoscig skoriczong, albo tez réwng oo.

Wszystkie wyi azy ostatniego szeregu po kolei pisa¢ tatwo, gdyz pra-
wo tworzenia ich jest zupetnie takie same, jak w szeregu Taylora dla fun-
kcyi dwoch zmiennych.  Wskutek tego, symboliczna postaé szeregu bedzie
podobna do tej, jakg ma szereg Taylora
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Dla prawdziwosci tego wzoru koniecznem i wystarczajgcem bedzie,
gdy napisany szereg jest zbieznym, oraz gdy R zdgza do zera nieograni-
czenie.

Widzimy, ze racliunek wyktadniczkowy dla funkcyj dwocli zmiennych
niezaleznych wprowadza szeregi nioskonczone, nalezace do typu innego, ani-
zeli w rachunku rézniczkowym. Jednakze postaé zewnetrzna szferegéw
w obu rachunkach pozostaje podobna. W napisanym wyzej wzorze mozemy
zrobi¢ zamiany gtosek li na x, k na y i odwrotnie, bedzie wowczas:

Jestto zmieniona posta¢ poprzedniego szeregu: iloSci b i K oznaczajg

pewne state, x\y  zmienne; znaczy to, ze nasamprzod trze-

ba znate$¢ nadpochodne ~ , tudziez ~ , a dopiero potem podstawié¢ h

na miejsce X, oraz K na miejsce .

Podobnie, jak dla funkcyi jednej zmiennej niezaleznej, moglibysmy na-
pisaé¢ ostatni szereg w postaci iloczynu nieskoniczonego; rzecz te, jako mniej
wazng i tatwg do wykonania, w wyktadzie niniejszym pomijamy.

Przejdziemy teraz do funkcyj trzech zmiennych niezaleznych.

Niech bedzie dana funkcya

Jako definicye wyktadniczka zupetnego rzedu 1-go przyjmujemy zwig-
zek nastepujacy;

(27)
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Oprdcz tego, zgodaie z cala teorya, na poprzedzajac3‘ch stronicach wy-
tozona, bedziemy mieli dla Avykiadniczkéw czesciowych rzedu 1-go:

<32)

(33)

(34)

oraz dla wyktadniczkéw czesciowych rzedu 2-go bedzie:

(35)

(36)

(37)

Z powyzszych réwnan wypadajg takie zwigzki dla nadpochodnych:

Z syraetr™-cznego ksztattu wyzej napisanych zwigzkoéw, jako tez ze
sposobow tworzenia sie, tatwo zauwazy¢, ze
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Jakim sposobem znajdujg sie wartos'ci granic (38), o tem mowiliSmy
juz szczegdétowo, majac funkcye dwoch zmiennych niezaleznych. Sposob po-
stepowania byt objasniony na przyktadzie; w przypadku trzech zmiennych
niezaleznych metoda pozostanie bez zmiany.

Dalej, dla wyktadniczka cze$ciowego rzedu 3-go mamy

(39)

Druga strone powyzszego otrzymaliSmy z (35), kladac we wszystkich
wyi-azach zamiast 2 i nastepnie dzielac przez wartos¢ poczatkowa ca

lego utamku.
Dla nadpochodnej rzedu 3-go z réwnania (39) otrzymamy

Z symetrycznego ksztattu ostatniego réwnania tatwo wywnioskowacé, ze

Azeby znalez¢ warto$¢ granicy, ktéra odpowiada nadpochodnej
, halezy nasamprzod szukaé granicy wzgledem a tak, jakby ft iy

byty ilosci state; nastepnie szukac trzeba granicy, po raz drugi, wzgledem
uwazajac jeszcze / za stata, nakoniec po raz trzeci znajdujemy granice
wzgledem y. Postepowanie takie w praktyce nie nasuwa zadnych trudnosci.

Mnozac odpowiedniemi stronami réwnania (32), (33), i34), (35), (36),
(37) i (39), bedziemy mieli nastepujacy zwiazek
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Poréwnawszy ostatnie réwnanie z (31) i uwzgledniajgc nieskonczenie
mate jednakowego rzedu, widzimy, ze

(40)

Nieskonczenie mate rzedu wyzszego ponad | szy opuszczamy.

Jestto warto$¢ wyktadniczka zupelnego rzedu 1-go funkcyi trzech
zmiennych niezaleznych. Ten sam wzdér mozna takze otrzymaé wprost
z (il, 1V), przechodzac do granic, bedzie w tym przypadku

lub, piszac bardziej szczeg6towo, bedziemy mieli

Wz6r ten przedstawia zupeinie to samo, co wzér (40), otrzymaliSmy go
jednak z odpowiedniego wzoru teoryi przyrostkéw wyktadniczych, przy po-
mocy granic.

Podobnie, z wzoru (42, I1Vi w granicy otrzymamy uiewati)]i\vie

lub bardziej szczeg6towo

(41)

e Tym sposobem otrzymaliSmy wartos¢ wyktadniczka zupetnego rzedu
2-go funkcyi trzech zmiennych niezaleznych. Wyktadniczki zupetne rzedéw
wyzszych majg posta¢ wiecej zawily i przedstaAviaja zupeing analogie do
odpowiednich wzoréw rézniczek, ze zmiang symboléw d na //.
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Jezeli bedzie jedna tylko zmienna niezalezna t

natenczas wszystkie wyrazy réwnania (40) bedziemy mogli podzieli¢ przez (jf

W tym szczegdlnym przypadku wzlr powyzszy wyraza zwigzek pomie-
dzy samemi ilosciami skoriczonemi i moze by¢ nai)isany tak:

Dla odrdznienia od rzeczywistych nadpochodnych piszemy powyzsze
W nawiasach, pamietajac, ze w tym pi zypadku mamy tylko jedne zmienng
niezalezng, pod pozorem trzech zmiennych.

Dalej, wzor (33, 1V) mozemy napisa¢ w ksztatcie

Zaktadamy nastepnie:

sq ilosci nieskoniczenie male,

datej wiemy, ze



daza do zer.
Wskutek tego, gdy przejdziemy do granic, z ostatniego wzoru wypadnie

Nieskonczenie mate w nieograniczonej liczbie zebrane sg w jeden wy-
raz li, oznaczajacy reszte.
Posta¢ symboliczna wyzej napisanego szeregu bedzie taka:

Jezeli zrobimy zamiane gtosek h na x i odwrotnie, Z na ~ i odwro-
tnie, tudziez | n3kz i naodwrét, natenczas otrzymamy nowg posta¢ szeregu:

oznaczajg wielkosci zmienne, h, k, | pewne A.dit.



§ 3. Objasnienie geometryczne nadpochodne;j.

Rachunek wyktadniczkowy przedstawia zmienno$¢ innego rodzaju, ani-
zeli rachunek rozniczkowy. Wiemy, ze réwnanie

(1) y= f{x) tb x—(ply

geometrycznie wyobraza krzywa, ktorej rzedng jest y, aodcieta x. Dajmy
na to, ze krzywa powyzsza jest wykreslona na figurze w ksztatcie linii AB
i niech bedzie punkt M (x,y) wziety na krzyAvej AB.
Oznaczmy jeszcze drugi punkt M' nieskonczenie bliski wzgledem M.
Dta punktu M' wspotrzedne x i y ulegng pewnej zmianie czyli otrzy-
majg odpowiednie przyrostki \x i ly.

Jednak zamiast zwieksza¢ y o przyrostek |y, mozemy y mnozyé

przez tak samo zamiast nadawania przyrostka [k, mozna pomnozyé X
przez byleby tylko a i~ byly ilosci nieskoniczenie mate, znikajace ra-
zemz Ix i ly.

Takim sposobem zmienno$¢ y przedstawi réwnanie

oraz zmienno$é wielkosci x wyrazi sie réwnaniem
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RéwiiHiiia powyzsze mozemy takze pisa¢ w ksztatcie

! (r,

tudziez (2)

(¢
i1)

S3 todwa odmienne stany jednego i tego samego réwnania. Oba otrzy-
maé¢ mozemy z danego zwigzku (1); wskutek tego mozemy rozwazaé tylko
pierwsze z rownan (2). piszac krocej

lub

@) B '
Réwnanie ostatnie jest szczegolnym przypadkiem réwnia og6lnego
@r

w ktorem w i j1l sg ilosci zmienne, a Igy pewien stalty parametr. Wiado-
mo, ze réwnanie (4) przedstawia sjm-ahif loyarytmowa w spo6hzednycli bie-
gunowych; co jest wielkos¢ kata czyli tuk, zaS R jestto promienn wodzacy
punktu biezacego. Jezeli zatizymamy uwage na dwoch punktach M i M,
nieskonczenie zblizajacych sie, natenczas, przeszediszy do granicy, zauwazy-
my, ze ilosci a i 2 znikajg, lecz pomimo to ich wzajemny stosunek nie zni-
knie. Rdwnanie (3) staje sie wéwczas takiem:

YV,

albowiem granicg stosunku--- jest zawsze gtoskg PF oznaczyliSmy gra-
nice ilosci U. Widzimy wiec, ze dla punktu wspolnego pomiedzy spiralng
i krzywg AB mamy:
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K
promien H— W,

parametr réwua sie Igy.

Mowigc inuemi stowy nadpoctiodna geometrycznie oznacza tuk, od-
powiadajacy katowi MOF, funkcyat wyktadniczkowy W ma znaczenie pro-
mienia MO. Logarytm zasady czyli rzednej y oznacza staty parametr lub
pewne znamieg spiralnej, zapomocg ktdrego dana spiralna odro6znia sie od in-
nycti tym podobnych linij.

Asymptotyczny punkt O jest biegunem spiralnej. Tym sposobem, ja-
kikolwiek punkt, dowolnie wziety na krzywej AB™ posiada¢ bedzie odpo-
wiedni sobie biegun, ktory tatwo wykresli¢, znajdujac dla kazdego punktu

zosobna warto$¢ nadpochodnej — tudziez wartos¢ funkcyatu A", Dla

punktu M znajdziemy biegun O, dla punktu M" bedzie O", dla il/"" bedzie
o™it d

Miejsce geometryczne wszystkich punktéw O, O, O™, ... bedzie pe-
wna krzywa, ktérg nazywa¢ mozemy przebiegiinoiug rzedu 1-go. Punktowi M
bedzie odpowiada¢ jeszcze druga spiralna, podobna do pierwszej, lecz posia-
da inny punkt asymptotyczny. Dla tej drugiej .spiralnej bedzie

luk
UJ- -

promien W= e3™ "

parametr pozostaje bez zmiany 1Ig vy.

Dla punktu M bedzie drugi biegun 07, dla bl biegun dla M™
biegun O, i t. d. Miejsce geometryczne wszystkich biegunéw Oj, Og, O3,...
znowu przedstawia pewng krzywa, ktérg nazywa¢ mozemy przeblegimouDa
rzedu 2-yo. Podobnie, biorgc dla danych punktéow wartosci nadpochodnej
rzedu 3-go, bedziemy w moznosci wykresli¢ przebieyunowa rzedu 3-yo, i t. d.

Tak wiec, rachunek wyktadniczkowy ze sposobu widzenia geometrycz-
nego daje Srodek kreslenia pewnych linij, ktdre pochodza z danej krzywe;j.
UdybysSmy jednak pragneli otrzymaé i-6wnania przebiegunowych, to zadanie
takie wogole naleze¢ bedzie do bardzo trudnych. Nie mozemy takze powie-
dzieé, jakie praktyczne zastosowania bedg miaty linie przebiegunowe, lecz
wiemy, ze nauka rozumowa nie liczy sie z zastosowaniami do praktyki i nie
zwraca uwagi na te ostatnia.



\ y Rachunki odwrotne.

8 1. Rachunek podzasadow/.

Zaduuiem racliuukii odwrotnego wzgledem rachunku przyrostkow wy-
ktadniczych skoriczonych bedzie znalezienie funkcyi pierwotnej, ktérej przy-
rost wyktadniczy jest wiadomy. Rachui™k ten bedziemy nazywali poclza-
sadowym *).

Jako symbol wspomnianego rachunku mozemy Awzia¢ gtoske 11. Ta-
kim sposobem, majgc

bedziemy mieli

(1

Wielko$¢ 11(p (x) bedziemy nazywali podzasadg **).
Podobnie, dla funkcyj wielu zmiennych, jezeli mamy dane

natenczas w rachunku odwrotnym bedziemy pisali

fe calcul des  sous-bases.
la ious-base.
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Najogolniejszem zadaniem hedzie ten przypadek, gdy przyrostki n\y-
ktadnicze zwigzane sg miedzy sobg rownaniem. Tak naprzykiad, moze by¢
dane réwnanie z jedng zmienng niezalezng:

fx, v, I'x, Ty) = 0

i trzeba znalez¢ funkcye y taka, azeby réwnanie zamienito sie na tozsamosc.
Moze by¢ takze dane rownanie rzedu n-go z jedng zmienng niezalezng
w ksztakcie:

y;ox Y, x, Fy, Iy, Ty, ..., y)= 0;

zagadnienie bedzie zasadzaé sie na tem, azeljy znalezé funkcye y, ktéra za-
mienia réwnanie, napisane wyzej, na tozsamos¢.

W przypadku wielu zmiennych niezaleznych ogélny ksztalt réwnania
jest taki:

D x, Y, 1% rid, e, ..., rf,r'f,riv L, ) = O

gdzie f oznacza funkcye wszystkich zmiennych X, vy, z, .. . Nalezy zna-
lez¢ f w takim ksztalcie, azeby powyzsze réwnanie zamienito sie na tozsa-
mos$¢. Zamiast jednego réwnania moze by¢ takze dany caty uklad réwnan.

W mysl okreslenia i) dla funkcyi jednej zmiennej niezalez-
nej bedziemy mieli

Niech bedzie
["(if, T'r») = \

gdzie e oznacza zasade logarytméw naturalnych, natenczas z réwnania (2)
otrzymamy zwigzek prostszy

Vi iJ)

W rachunku odwrotnym funkcya 9 jest dant; i cate zagadnienie pole-
gac bedzie na tem, azeby odnalez¢ u> (x, Mx) jako takg fnnkcye zmiennej
niezaleznej x oraz jej przyrostka wyktadniczego I'x, aby wyrazenie

rp r)
n U>(x,rx)
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bylo zupeinie niezalezne od 7%; mowigc inaczej, trzeba, aby w powyzszym
utamku wielkos¢ M'x znikta i wskutek tego rownos¢ (3) stanie sie tozsamo-
$cig bezwzgledng. Wypowiedziana wyzej uwaga da nam moznos$¢ znalezie-
nia kilka wzoréw rachunku podzasadowego droga elementarng. Nasamprzéod
zauwazy¢ mozna, ze

/1(0) = c;

to znaczy, ze, gdy przyrost tuylctadniczy jest zerem, natenczas podzasada row-
na sie ilosci statej lub dowohiej funkcyi  wyktadniczo-peryodycznej.

Co do pierwszej czesci tego twierdzenia nie mozemy mie¢ watpliwosci,
gdyz ilos¢ stata jest niezalezng od zmiennej x i wskutek tego przyrost wy-
ktadniczy ilosci statej rowna sie zawsze zeru. Co sie za$ tycze funkcyi wy-
kfadniczo* peryodycznej, to analityczny jej ksztatt jest taki

® sin

gdzie @ oznacza funkcye zupetnie dowolng. tatwo zauwazy¢, ze g-iy w po-
wyzszem zamiast x potozy¢ natenczas nastgpi tylko taka zmiana, ze
tuk lustaiuy oraz dostawy zwiekszy sie o 2jr, co, jak wiemy, nie moze wvply-
ug¢ na zmiane wielkosci wstawy, ani dostawy. Przyrostek 'x oznacza,
jak zawsze, wielkos¢ stata. Podobnie jak na funkcyach trygonometrycz-
nych zwyczajnych opiera sie nauka trygononiet)'yi, tak samo z wiasnosci
funkcyj wyktadniczo-okresowycli moznaby byto wysnué nowg trygonometi-ye
wyktadnicza. ,

W dalszym ciagu znajdziemy podzasade dla wszelkiej ilosci statej a,
przytem dla udogodnienia zamiast 'x bedziemy pisali gtoske //. Dajmy
w réwnaniu (3)

v ix, h)y= (lg xY,

rozumiejgc pod t nieznang funkcye h] bedziemy w tym przypadku mieli

oy 1=
czvli
{I+hy - 1
skad mamy widocznie
o g (I+«)

Ig(l+/0
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a wiec w danym przyktadzie bedzie

lg 1+a)

Bedziemy tedy mieli wz6r ogélny

MNa) =

gdzie ¢ oznacza statg dowolng lub dowolng funkcye wyktadniczo-peryody-
czng. Poniewaz zawsze mozna przyjac

G _ :

mozna wiec bedzie pisaé wzor ostatni w ksztatcie prostszym

ll(a) =
gdzie 6, podobnie, jak poprzednio, oznacza statg dowolng lub dowolng fun-
kcye wyktadniczo-peryodyczna; a moze by¢ jakakolwiek liczba rzeczywista
lub urojona, z wyjatkiem a= — 1, gdyz dla tej wartosci funkcya TI{a)
ma ciggtos¢é zerwana,.
Dajmy nastepnie w réwnaniu (3)

n

> o(r, h) =zx"" .

gdzie a ozuac.za jakgkolwiek ilos¢ statg i h= I'x, natenczas bedzie

fo {x) = x " 1= x* — 1

Wskutek tego otrzymujemy wzo6r

I(x"—1) = (n.

Majac na uwadze (5), mozemy jeszcze wzdér powyzszy napisaé tals

D=cy .
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Dalej przyjmijmy w réwnauiu (3)

natenczas zauwazymy tatwo, ze

wiec bedziemy mieli wz6ér

czyli, ze wzgledu na (5), bedzie prosciej

a i m oznaczaja jakiekolwiek state.

Wezmy nakoniec w (3)

natenczas znajdziemy bez trudnosci

AYskutek tego mamy wzor

lub
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Takim sposobem droga elementarna wyprowadziliSmy kilka wzorow
w rachunku podzasadowym. Nie nalezy jednak stad wnioskowa¢, ze od ra-
chunku podzasadowego do zasadowego mozna przechodzi¢ zapomoca metody
granic tak, jak pi‘zecliodzi sie od rachunku sum catkowych do catek. Podo-
bnej wiasnosci dla rachunku podzasadowego dowie$¢ wcale nie mozna. Nie
wiemy takze, jak stosowac¢ symbole /7 do sum algebraicznych ido iloczynow.

N 2 Rachunek zasad.

Przejdziemy w dalszym ciagu do rachunku nieskoriczenie matych. Ra-
chunek odwrotny wzgledem wyktadniczkowego nazywac¢ bedziemy rachun-
kiem mmd lub rachunkiem zasadowym. Zagadnienie tego rachunku bedzie
polegaé na tem, azeby znate$¢ funkcye pierw”otng czyli zasade*), majac dany

wykfadniczek.  Symbotem rachunku zasadowego bedzie j ; znak ten utwo-

rzyliSmy z poczatkowej litery stowa ,,zasada''.
Przy pomocy umdwionego wyzej znaku piszemy

wyrazajac tym sposobem, ze zasadg dla wyktadniczka

jest wielkos¢ y- Funkcya f [x) oznacza nadpochodna.

Mozemy nasampizéd dowie$é, ze jakikolwiek bytby ksztatt funkcyi
zasada zawsze istnie¢ bedzie.
W rzeczy samej, widzieliSmy na poi»rzedzajgcych stronicach, ze

bedzie wiec

la base.
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czyli

I
Calkujac ostatnie rownanie, otrzymamy

czyli

Poniewaz wiemy z wykiadu rachunku catkowego, ze catka

istnieje zawsze, chociazbySmy nawet nie umieli znaleZz¢ jej pod postacia
skonczong, wnioskujemy stad, ze zasada y zawsze istnie¢ musi.

Pierwsze wzory rachunku zasadowego otrzymamy, odwracajac odpo-
wiednie wzoiy, wziete z rachunku wyktadniczkowego. Tak wiec bedzie
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We wszystkich wzorach powyzszych ¢ oznacza statg dowolng. Oprécz
tego, stosujac wzor (1) mozemy jeszcze tatwo znalezé
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Tak prosty zwigzek racliimku zasadowego z racliunkiem catkowym
istnieje tylko w tym przypadku, gdy pod znakiem | mamy napisang funkcye

nadpocliodng rzedu 1-go. Jezeli za$ zasada bedzie dana w ksztatcie

gdzie ( (x) oznacza nadpochodng rzedu m-go (w>1), natenczas zwigzek za-
sady z rachunkiem catkowym bedzie bardzo zawity i wyrazi sie¢ réwnaniem
rozniczkowem, ktorego catkowa¢ nie umiemy. Tak naprzykiad, gdy m—2,
wowczas (p {x) przedstawia¢ bedzie nadpochodnag rzedu 2-go. WidzieliSmy
w rozdziale V (wzér 13), ze w tym przypadku bedzie:

(2)

Azeby znalez¢ zasade y, trzeba catkowa¢ powyzsze réwnanie rdznicz-
kowe; niestety, sposoby catkowania sg nam tutaj zupetnie nieznane. Odwrot-
nie, gdybySmy umieli znalez¢ zasade

niezaleznie od rachunku catkowego, natenczas wiadomym nam bedzie spo-
sob catkowania réwnan rozniczkowych, napisanych w ksztatcie (2).

Podobnie, gdy bedziemy mieli dang zasade, odpowiadajgca nhadpocho-
dnej rzed4i 3-go

natenczas bedzie

Oznaczywszy

bedziemy szukali prawdziwej warto$ci wyrazenia trzykrotnie nieoznaczonego
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Rozniczkujac trzykrotnie wzgledem a licznik i mianownik po prawej
stronie znaku réwnosci (3), otrzymamy jako ostateczny wypadek réwnanie

gdzie dla krotkosci uzyliSmy oznaczen

(fu

fijoc’

natenczas bedziemy mieli réwnanie rozniczkowe rzedu 3-go. Zagadnienie
nasze bytoby rozwiazane zupetnie, gdybysSmy umieli catkowaé takie réwna-
nia rézniczkowe, jak powyzej napisane. Poniewaz teorya réwnan réznicz-
kowych nie posiada wcale sposobéw catkowania tak zawitych rdéwnan, jak
(4), wiec od rachunku zasadowego oczekiwa¢ mozemy odkrycia drég do cat-
kowania takich réwnan. Bedzie to jednocze$nie znaczny krok napi‘zéd
i w nauce réwnan roézniczkowych.

Ogoblniejszem zadaniem racliunku odwrotnego bedzie to, gdy mamy da-
ne réwnanie wyldaclniczkowe. ; :

®)

Jezeli w ostatniem rdwnaniu zamiast potozymy dana funkcye u){x),

Napisane wyzej roéwnanie jest rzedu 1-go, gdyz zawiera nadpochodng
rzedu 1-go. Ksztatt prostszy otrzymamy, rozwigzujac (5) wzgledem
tiedzie wowczas

czyli

M i N oznaczajg pewne funkcye zmiennych x i vy.
Rozwigzanie réwnania zawsze przedstawiaé sie bedzie w postaci

gdzie c stata dowolna.
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Moze by¢ takze réwnanie rzedu 2-go

lub wogéle rzedu n-go

Roéwnania o wyktadniczkach zupetnych majg ksztatt podobny do réwnan
0 rézniczkach zupetnych:

X jest zmienna zalezna, iCj, .r,, ..., Xn zmienne niezalezne. X, ... 0zna-

czaja pewne funkcye wszystkich zmiennych.
Roéwnania, zawierajgce nadpochodne czesSciowe, beda miaty ksztatt

Zamiast jednego réwnania moze by¢ takze dany caty ukiad rowr/A.
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ERRATA.

Str. 69 wiersz 9 z dotu. Zamiast:

powinno by¢: /

72, 8 z gbry. Zamiast:
powinno byé¢:

93 7 z géry. Zamiast: rozruaiemy
powinno by¢: rozwigzemy

100 oraz 110 w nagtowkach § 6
i §7. Zamiast: z wielu zmiennemi
powinno byé¢: z wieloma zmiennemi.

122 wiersz 15 z géry. Zamiast: iv tym przypadka
powinno by¢: w tym. przypadku.

133, *8z géry. Zamiast: Foostawiajac
powinno by¢: Podsta?najac.

145 ,, 11 z géry. Zamiast: ahsirakcye
powinno by¢: abstrakcyag

149 ostatni. Zamiast: Yg F
powinno byé¢: ™y, F

155 8 z géry. Zamiast: 03
powinno byc¢: od

174 ,, 12z géry. Zamiast: Uiech
powinno by¢: Niech

Str, 150 na poczatku wierszy 1-go oraz 2-go brakuje trzech stéw:
Oznaczajac

bedziemy mieli
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