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Yorwort.

In der ,Allgemeinen Forst- und Jagdzeitung“, heraus-
gegeben von Dr. Lorey und Dr. Lehr, im fiinfundfiinfzigsten
Jahrgange, Seite 166—167, lasen wir folgende Recension des
in deutscher Uebersetzung vorliegenden Originalwerkchens des
Herrn Prof. Piccioli.

»In Bezug auf Inhalt und Art der Durchfiihrung sei be-
merkt, dass sich alle Entwicklungen durch grosse Einfachheit
und Klarheit auszeichnen. Wir bedauern, dass das Buch
nicht in deutscher Uebersetzung vorliegt und somit
wohl den meisten deutschen Forstleuten nicht zuginglich ist.
Denn dasselbe gibt Alles, was auf dem fraglichen Gebiete zu
wissen nothwendig ist, in einer, wie gesagt, iiberaus fasslichen
Darstellung; es zeigt zugleich an der Behandlung einiger
forstlichen Fragen (Zuwachs der Bestinde etc.) die Art der
directen Anwendung. Insbesondere ist auf die hohe Wichtig-
keit von Interpolationen auf dem Gebiete der Taxation und
Statik hingewiesen.“

Die warme Anerkennung, die dieses Werk bei allgemein
geachteten Blittern gefunden, sowie der vielfach ausgesprochene
Wounsch, dasselbe durch Uebersetzung einem deutschen Leser-
kreise zugiinglich zu machen, war die Veranlassung, dass wir
uns dieser Arbeit unterzogen haben. Wir hoffen hiemit den
deutschen forstlichen Fachgenossen einen Dienst erwiesen zu

haben.
Wien, im Mai 1881.

-

Emil Meeraus und Agostino Lunardoni.
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Erster Theil.
Lehre von den bestimmten Differenzen.

§. I. Allgemeine Kenntnisse der Functionen
und deren Differenzen.

Man nennt eine Grosse Function einer andern, wenn
deren Werth gleichzeitig mit jenem der Function wechselt
und von einem Gesetze abhiingt, das bekannt oder unbekannt
sein kann. Unter den Grossen, die eine Function bilden,
unterscheidet man ,variable“ und ,constante“ Griéssen; erstere
kionnen beliebige Werthe annehmen, letztere dagegen behalten
immer denselben Werth bei. Nehmen wir also an, wir hitten
zwei Grossen z und y, welche durch die Relation

y=3x -+ 2
verbunden sind, so fillt uns sofort auf, dass die Art ihres
Variirens verschieden ist. Den Werthen 0, 1, 2, 3, 4... von &
entspricht die Reihe der Werthe 2, 5, 8, 11, 14... von ¥.
Sind die Werthe von # bestimmte, so sind es auch jene von .
Man unterscheidet daher ,unabhiingige“ und ,abhingige“
Variable. Die unabhiingige Variable ist jene, die, willkiirliche
Werthe annehmend, die zweite bestimmt. Letztere nimmt dann
auch den Namen ,Function* an. Wir werden im Allgemeinen
die unabhiingige Variable mit # und die Function mit y be-
zeichnen, so dass die Grésse y in den Gleichungen
y= @+ 1)? y=sinz, y=Ilogx

die Function und z die unabhingige Variable darstellt. Die
Form dieser Gleichungen driickt aber auch die Art ihres gegen-

seitigen Zusammenhanges, das heisst die Natur der Func-
tionen aus.
Piccioli. 1
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Um eine Function auszudriicken, gebraucht man gewshn-
lich die Buchstaben F, f, ¢, 1,..., hinter welchen man in
Klammern die unabhiingige Variable anschliesst. Deshalb
bedeutet die Gleichung
M y=F(2),
dass man vermittelst gewisser Rechnungsoperationen, die man
der Allgemeinheit halber unbestimmt liisst, fiir einen bestimmten
Werth von « den entsprechenden Werth von y finden kann.

Betrachtet man die zwei Variablen einer Gleichung als
die Coordinaten einer Curve, so kann man vermittelst dieser
Gleichung so viele Punkte der Curve bestimmen, als zur Con-
struction derselben nothwendig sind. Die Continuitit der
Curve ist das beste Merkmal fiir jene der Function, und kann
deren Verlauf auf den ersten Blick Eigenthiimlichkeiten dar-
bieten, die man sonst nur durch eine algebraische Discussion
ihrer Gleichung zeigen kionnte. Wenn in der Function y = F ()
jedem Werthe der unabhiingigen Variablen ein jeinziger und
bestimmter Werth von y entspricht und eine sehr kleine Aen-
derung im Werthe dieser unabhiingigen Variablen eine sehr
kleine Aenderung in der Function hervorruft, so nennt man
sie eine ,continuirliche“, im entgegengesetzte Falle eine ,dis-
continuirliche“. Die Functionen, die hier in Betracht kommen,
beziehen sich alle auf Naturerscheinungen und werden immer
continuirliche sein, wenn man das enge Intervalle beriick-
sichtigt, innerhalb dessen sich die Betrachtung bewegt.

Sonach ist es klar, was man unter der Function einer
oder mehrerer unabhiingiger Variablen zu verstehen habe. Sie
ist eine Grisse, die von zwei oder mehreren willkiirlichen
Variablen abhiingt. Z. B. kann man die Gleichung

y=ux+ 32
in welcher y Function von z und z ist, allgemein durch die
Formel
@) y=1F (z2)
ausdriicken.

Ist ein Ausdruck Function von drei oder mehr Variablen,

so driickt man denselben durch die Formeln

(3) 2/=¢P(xa 2, u)7 ?12%0(90, Y, & U, ’U;"') aus.
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Ist eine Function nicht nur von der Variablen z, sondern
auch von gewissen constanten Werthen a, b, ¢,... abhiingig,
so werden innerhalb der Klammer und hinter den Variablen
diese constanten Grossen beigesetst, z. B.:

@ y=7F (ab0¢...), y=7F (2,0aDb,¢,...2),
in welcher Gleichung die Buchstaben a, b, ¢,...2, 2..., con-

crete Grossen, wie Lingen, Flichen, Volumen etc. bedeuten
kénnen.

Wenn wir in einer dieser Gleichungen fiir den Werth der
unabhiingigen Variablen einen anderen substituiren, so #ndert
sich auch der Werth der Function. Es sei der urspriingliche
Werth der Function ¥ = f (#) und wir veréindern z in z+h,
so wird der nene Werth von y = f (# + k) sein und daher

f@+h)—f@
die Grosse der Aenderung der Function y ausdriicken. Diese
Grosse nennt man die Differenz der Function f () und driickt
sie durch 4f (z) aus, wobei das Zeichen 4 nicht als Factor,
wohl aber als Symbol angesehen werden muss. Es bleibt sich
daher gleich, ob man

Af (x), oder f(z + h) — f (x), oder
(5) Af @) =f @+ h) —f (2),

oder auch
dy=f@+h —f@)
schreibt.
Im speciellen Falle, in welchem die Function
(6) f@) ==
ist, hat man
M de = (x +h) —x=h,

d. h. man kann die Variation oder die Differenz der Grosse =
durch % oder durch A in derselben Art ausdriicken, wie man
jene der Function f () durch 4 f (x) ausgedriickt hat. Des-
halb kann die Gleichung (5) auch laaten:

df (@) =f (@ + h) — f ().
Lost man eine der Gleichungen (1), (2), (3), (4) in Bezug

auf eine andere Variable, so kann man letztere als Function

betrachten und der Gleichung eine andere Form geben.
1‘
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So erhilt man, wenn man die Gleichung (1) in Bezug auf «
auflost, die Gleichung
z=f (),

worin y als unabhingige Variable und = als Function an-
gesehen werden kann.

Betrachtet man die Grossen in einer gegebenen Function
von einem abstracten Gesichtspunkte aus, so kann man jede
beliebige Variable als unabhiingig auffassen, da die Werthe
der anderen Variablen, wenn man die eine willkiirliche Werthe
annehmen lisst, bestimmt sind. Aber oft sind die Verh:iltnisse
zugleich variirender Grossen durch die Natur derart festgesetzt,
dass die Variationen der einen Grisse als jenen der anderen
subordinirt angesehen werden miissen.

So muss man z. B. bei der Bestimmung des Verhilt-
nisses zwischen dem Massenzuwachse eines Baumes und seinem
Alter, die Masse als eine der Zeit subordinirte Variable an-
sehen, weshalb letztere die unabhiingige Variable vorstellen wird.

Eine umgekehrte Anschauung wiire absurd, denn die Zeit
verliuft unabhéingig vom Wachsthume des Baumes.

§. 2. Die Differenzenberechnung einfacher Functionen.

Einfache Functionen einer Variablen nennt man solche
Functionen, die nur ein einziges Glied und eine einzige Variable
haben. Zusammengesetate Functionen nennt man jene, welche
man in mehrere einfache Functionen derselben Variablen zer-
legen kann. Die Arithmetik und Geometrie mit Inbegriff der
Trigonometrie liefern uns Beispiele solcher einfacher Functionen.
So begegnen wir hiufig der Gleichung

b = b

Nehmen wir die Basis @ als variabel und b als constant
an, so wird der Werth von ¢ eine Function von @. Dies wird
noch einleuchtender, wenn man @ = @ und ¢ = y setzt. Man
hat dann
ey y = o
weleher Ausdruck eine einfache Function und zwar eine Potenz
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von x darstellt. Lisst man dagegen b variiren und behilt a
als constant bei, so hat man eine andere Function

@) yize oh
die zwar auch einfach ist, aber den Namen einer Exponential-
function fithrt.

Lassen wir endlich ¢ variiren und nehmen es als unab-
hiingige Veriinderliche und b als Function derselben, so er-
halten wir

ol — a3
woraus, wenn wir diese Gleichung logarithmiren
yloga = logz
folgt, und wenn wir a als Basis der Logarithmen annehmen,
so erhilt man
y = logx
welcher Ausdruck eine logarithmische Function genannt wird.

Functionen heissen dann algebraische, wenn sie aus
den fiinf ersten Operationen der Algebra zusammengesetzt sind.
Sie werden in rationale und irrationale eingetheilt, je
nachdem die durch das Wurzelzeichen angezeigte Operation
ohne Rest durchfihrbar ist oder nicht. Eine andere Reihe
von Functionen wird von der Trigonometrie geliefert und
diese nehmen mit den logarithmischen und exponentiellen
den gemeinschaftlichen Namen transcendenter Functionen
amy B
sinw, cosz, tangw, logz, o, e, arcsinz, arccosw, arctangz.

Diese letateren Functionen haben fiir die forstliche An-
wendung keine grosse Bedeutung und wir werden deshalb
keine Grelegenheit finden, dieselben einer nitheren Betrachtung
zu unterziehen.

Hiingt eine Variable von einer oder mehreren Grissen
ab, die ihrerseits wieder von einer oder mehreren Variablen
abhiingig sind, so sagt man, die erste Variable sei Function
einer Function,

Hat man z. B.

z=F (y), y=f(2),
so sagt man, z sei Function der Function von .

http://rcin.org.pl



In den folgenden Beispielen werden wir die Differenzen
einiger der angefithrten einfachen Functionen suchen.
Beispiel I. Es sei die Function
¥ = 4
gegeben, in welcher a eine beliebige ganze oder gebrochene,
positive oder negative Zahl sei. Daraus folgt nach Gleichung (5)

A4y = (& + h)* — x* oder

: h\*
ay=ef(1+3) -1}
Beispiel 1I. Es sei
W= 0%

Nimmt man die Differenz oder gibt man « einen kleinen
Zuwachs und zieht den urspriinglichen Werth von y ab, so
erhilt man

4 y=a*t*—a* = (a* — 1) g%

Beispiel III. Es sei die Gleichung

a¥ = .

Lost man dieselbe in Bezug auf y auf, und nimmt man

a als Basis der Logarithmen, so ergibt sich
Yy = lOg .
Ihre Differenz wird:

Ay = log (x + k) — log z = log (1 4= IEL)

Beispiel 1V. Suchen wir die Differenz der Functionen:
() y = sin ax, Yy = cos a .

Aendert sich  um den gewdhnlichen Zuwachs %, und
ziehen wir vom neuen Werthe der Function den urspriinglichen
ab, so erhalten wir
() Asinmax = sima(x—+ h) — sinax;

A cos ax = cos a (x + h) — cos aw.
Nach einem Elementarsatze der Trigonometrie folgt:

— b a4+
5— 005 —5—)
cos a — cos b = 2 sin ol JAL o
2 2
substituiren wir nun diese zwei Gleichungen den zweiten
Gliedern der Gleichung (b), so erhalten wir:

; : o
(¢) sina— simb=2 sin
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Asim ax = 2 sin fl; coS @ (m + 721),

b /
dcosaac:—2sm%sma(x - 21)

Wiihrend die Differenzenrechnung das Verhéltniss zwischen
den bestinmten Grissenzunahmen, die gleichzeitig variiren, in
Betracht zieht, befasst sich die Differentialrechnung mit den
Grenzwerthen dieser Verhiltnisse.

Im Calcul der bestimmten Differenzen bezeichnet die Grisse

du . e . . 8
~,; ©inen concreten Bruch, dessen Zihler eine bestimmte Grisse

und das Zeichen 4 nichts anderes ist als der Ausdruck der
Fundamentaloperation dieser Rechnung, jedoch unter der Vor-
aussetzung, dass der Zuwachs 4 = gegeben sei.

In der Differentialrechnung braucht man anstatt des

Zeichens 4 das Zeichen d, und es bezeichnet die Grosse g—g

nicht mehr einen concreten Bruch, sondern jede der zwei
Grossen du und dz bezeichnet zwei gleichzeitig und fort-
wihrend gesetzmissig abnehmende Grossen. Das Aufsuchen
der Grenzen, zu welchen dieser Bruch fiir die verschiedenen
Functionen fiihrt, gehort in das Gebiet der Differentialrechnung.

Den Zweck der Differenzen-Rechnung kann man auch,
wenn man sie in Bezug auf das von ihr angewendete
Zeichen betrachtet, als eine mathematische Disciplin definiren,

die sich mit den durch das Zeichen 4 oder %—g

teten Operationen beschiiftigt, wenn man 4 « als gegeben und
bestimmt annimmt.

Die Grosse 4z kann einen beliebigen constanten Werth
haben; man kann daher auch 42 — 1 setzen, wodurch man
die Grundregeln von der Differenz bedeutend vereinfacht. Wir
werden es jedoch im Allgemeinen vorziehen, die Buchstaben %
oder 4 x beizubehalten.

angedeu-

§. 3. Differenzen zusammengesetzter Functionen.

Sind die Differenzen zusammengesetzter Functionen zu
suchen, so wird man vorerst untersuchen, durch welche
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Operationen die zusammengesetzten Functionen verbunden
seien. Es konnen dies die vier ersten Operationen der Arith-
metik sein.

I. Die zusammengesetzte Function habe die Form
(1) )t i e ) PR

In derselben bedeuten u, v, w, ... Functionen von , so
dass die zweite Seite der Gleichung eine Function von z ist.
Man verwandle das z in # + h; dann wird jede der Func-
tionen u, v, w, ... Verinderungen erleiden, welche wir durch
Adu, Av, Adw, ... bezeichnen kénnen. Auch die Function y
wird einen Zuwachs Ay erleiden, der wie die andern positiv
oder negativ sein kann. Man erhilt sonach

y+Ady=w+ du)y @+ dv)x (w4 dw) = ...
Ziehen wir davon die Gleichung (1) ab:
Ay = A u o Ape= AW,
Setzen wir anstatt ¥ dessen Werth (1)
e (Y s oy TS = Vs MBI P R B [ w0 T e = A
womit der wichtige Satz ausgesprochen ist:

Die Differenz der algebraischen Summe mehrerer Func-
tionen ist gleich der algebraischen Summe der Differenzen der
einzelnen Functionen.

II. Es sei die Function
3) y=uv
gegeben, in welcher # und v Functionen von « sind. Ver-
wandelt man nun « in z + %, so werden die urspriinglichen

Functionen # und v sich in w4+ du, v + 4 v verwandeln.
Wir erhalten daher:

Yy+dy=u+ du) (v+ 4)

Yy+dy=uv+udvt+ovdu-++ dudo.
Subtrahirt man hievon die Gleichung (3), so erhilt man
dy=udv+vdu+ dudov.
Substituiren wir fiir ¥ dessen Werth, so folgt:
4) 4 uv) =udv+vdu+ du dv,
durch welchen Ausdruck wir die Regel fiir die Diflerenz des
Productes zweier Functionen erhalten.

oder
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Ist die Grosse v constant, so kann der Zuwachs A
nicht statthaben und dieses Verhiltniss wird, wenn man v in %
verwandelt und 4v = o setzt:

(5) dku==F%du,

d. h. die Differenz des Productes einer Constanten mit einer
Function ist gleich der Constanten multiplicirt mit der Differenz
der Function.

Nehmen wir an, es wiire die Function
(6) Yy=uvw
gegeben, das Product der drei einfachen Functionen u, » und
w von «. Verwandelt man in jeder dieser Functionen z in = -+ h,
so erleiden sie die Zuwiichse 4%, 4v, 4w und auch y ver-
wandelt sich in y + 4y. Es ist daher:

y+4y= @+ du) (v+ dv) (w + 4 w).

Aus dieser Gleichung erhilt man durch Entwicklung des
zweiten Gliedes und dadurch, dass man Glied fiir Glied die
Gleichung (6) abzieht, einen Ausdruck, den man folgender-
weise ordnen kann
(M dy=uvdw+t+udvdw+ dudvdw

G+uwdv4+vdudw
+owdu—+ wdudo.

Die Ausdriicke einer jeden dieser Colonnen zeigen deut-
lich die Art der Bildung der Differenz des Productes dreier
Functionen. Auf ihnliche Weise bildet man die Differenz aus
dem Producte mehrerer Functionen. Verbindet man ferner den
durch die Gleichung (5) ausgedriickten Satz mit jenem, den die
Gleichung (2) zum Ausdruck brachte, so kann man noch einen
andern nicht weniger wichtigen allgemeinen Satz aufstellen.
Hat man néimlich eine Function

y=au+bvt+cw+ ...,
in welcher u, v, w, ... Functionen von z und @, b, ¢, ... con-
stante Grossen sind, so ist die Differenz der Summe dieser
Functionen ausgedriickt durch
(8) dy=adu—~+bdv+cdw+ ...
III. Ist die Function y oder f (z) aus dem Quotienten
zweier anderer Functionen gebildet, oder
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9) y="1,

und man verwandelt « in 2 + 4 z, und daher w in w 4 Au,
vinv+ 40, y in y + Ay, so erhilt man
v 49
y +dy=u_-f’_—du'
Zieht man ferner die vorhergehende Gleichung ab, so
liefert der Ausdruck:
udv—ovdu
(30) = w (w + A u)
die Regel von der Differenz eines Quotienten.

Ist v gleich einer Constanten a, so ist der Zuwachs der-
selben 4v = 0, und daher wird die Differenz des Quotienten
einer Constanten durch eine Function durch die Gleichung

—adu
an T (u + 4 u)

ausgedriickt.

8. 4. Differenzen hoherer Ordnung und deren Bildungsgesetze.

Die Differenz einer Function von # im Allgemeinen ist
eine andere Function derselben Variablen. Deshalb kann man
an ihr die Operation der Differenzirung in einer gewissen
Anzahl wiederholen. So erhilt man aus der Gleichung

dy=f(x+h —f (@
indem man die Differenzirung wiederholt unter Anwendung des
Satzes I des vorhergehenden Paragraphes

Addy) =Adf (x+h) — Af (2),
oder kiirzer

1) Ly=Af (x +h) —Af @).

Der Exponent 2 von A hat nicht die Bedeutung eines
Potenzexponenten, sondern ist ein einfacher Index, der anzeigt,
wie oft die Function y differenzirt worden sei. Es wird
daher immer zur Unterscheidung in Klammern gesetzt. So -
wird man, anstatt 4 Ay, 444y, ... einfach @y, 43y,
... 4™y schreiben und sagen, dass es Differenzen der ersten,
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zweiten, dritten, ... 7n'*® Ordnung sind, je nachdem man diese
Operation einmal, zweimal, dreimal, ... #mal vornehmen muss.

Entwickeln wir die Differenzen von 4 f(x+h) und 4f (z)
nach den gewdhnlichen Regeln, so erhalten wir:

Adf@+W=f@@+2h —f @+ h),
df @ =f @+ h) —f@);

und wenn wir diese Werthe in die vorhergehende Gleichung
(1) substituiren:

@) A%y =f (. +2h) — 2f (@ + k) + f (@).
Analog wird man, wenn man J®y als die dritte Diffe-
renz der Function y = f (x) nimmt; erhalten
A%y =Adf(@+2h) —24f @+ h) + 4f (@),
Adf@+2h) =f@+3h) —f(@+2h),
Adf @+ h =f@+2h —f @+ h),
df@=f(@@+h)—7f@);

und wenn man substituirt, so erhilt man
(8) AWy=f(z+ 3 —3f (@ +2h) -+ 3f@+h)—f(@.

Fiir die vierte Differenz wird, wenn man auf analoge
Weise vorgeht, der Ausdruck
4 A9y=f@x+4h) —4f@+3k)+6f@+2h —

—4f@+ W+ 1@
gefunden etc. ete.

Aus den Gleichungen (1), (2), (3), (4) erhellt das Bildungs-
gesetz der Differenzen beliebiger Ordnung. Die Coefficienten
sind dieselben, wie bei der Entwicklung des Newton’schen
Binoms. Die Vorzeichen sind alternirend und die Werthe der
Functionen sind jene, welche den successiven Werthen von
x=nh, wm—1)h, n —2) h, ... entsprechen. Man kann
dieses Bildungsgesetz bis auf die n'¢ Differenz ausdehnen, welche
folgendermassen lauten wird:

5) A(">J:f(w+nh>—¥f(x+<n—1>h>+
+"(" T LR
—(—1)"Tf(w+h)+f(x).
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Setzen wir der grosseren Uebersicht wegen

F@=pfE+h=y,fe+28)=y,...

f@+nh) =y,
so wird sich die Gleichung (5) unter der Form
: n n(n—1
(6) ' i — Yno T Yn—1 + —(TQ—) Yn—9 —
A e
— A O it — D Ryt Doy

wiedergeben lassen, in welcher die Indices von ¥ successiv um
eine Einheit abnehmen und die Coefficienten, wie schon erwiihnt,
mit denen des Newton’schen Binoms iibereinstimmen.

Um die Allgemeinheit dieser Formel zu zeigen, geniigt
es, zu beweisen, dass wenn dieselbe fiir einen bestimmten Werth
von % = p gilt, sie auch Giltigkeit besitzt fiir den Werth von
» + 1, und hiemit fiir eine beliebige Zahl #n. Es ist eine be-
kannte Eigenschaft des Binomial-Coefficienten, dass die Summe
zweier auf einander folgenden Coefficienten derselben Potenzent-
wicklung den Coefficienten der unmittelbar hoheren Potenz bildet.

Beweis: Es sei das Binom

@+ a)r = A,2" + 42" 'a 4 A,2"2a® + .
und die unmlttelbare hohere Potenz:
@4a)"@+a)=4,2" (x+ a) + 4, x”—la(x—{—a)-{—
+ 4,210 @+ a) + .
daher

@4 a)tt = A4 am+ + (4, + 4,) az" + (4, + 4,) a® 2" 4
+ (4, + 4;) a® a2 + ...

jener Ausdruck, welcher den eben citirten Satz ausspricht.
Nachdem wir dies vorausgeschickt, nehmen wir an, die

Gleichung (6) gelte fir den Werth von # = p. Wenden wir

dieselbe nun auf die ersten p 4 1 Glieder der voraus-

geschickten Reihe an, dann auf die p 4 1 Glieder derselben

Reihe, welche dem ersten y folgen, so erhalten wir:

—1)(p—2
A0y=y, —gyp +ELD g, PEJED, 4
+ ... —|—(—-1)ry,
- L.y
APy, = Ypr1—DYy +p(1p 9 ) Yp—1 __p(_pl‘*;(.p?) )7p—2 +
o By

http://rcin.org.pl
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Zieht man die erste dieser Gleichungen von der zweiten
ab, so erhiilt man

AP y= APy, — AP y=y,—(p-+1) ?/p+(p1(pi_21) —|—-p) o S
plp-wil)@-=3) ) plp+1)
_( T8 AR )y"“"+""

und wenn man den in Erinnerung gebrachten Satz, dass die
Summe zweier auf einander folgender Coefficienten derselben
Potenzentwicklung den Coefficienten der unmittelbar hoheren
Potenz bildet, beriicksichtigt, so kann man auch schreiben:

A7V y =ypp1— (p+ 1) yp + (p+1)p Yo —

I —1
_etipe=n, .

welcher Ausdruck genau der Formel (6) entspricht, wenn man
darin # = p 4+ 1 setzt.

Beispiel I. Es wiire die Function
(@) y=a
gegeben, und wir hiitten die #'® Differenz dieser Function zu
suchen.

Die Gleichung (5) gibt in diesem Falle
®) A g7 — grtnh — % qe+n—1h % n(m—1) attm=h __

.2
— . + (—1Draz,
oder

(c) A® gz — = { (ah)n (ah)n —1 + ( 1) (ah)n—2 g
(= 1)"}.

Im speciellen Falle, wo n =1 ist, bekommt man die
erste der unter (d) angefiihrten Gleichungen, und fithrt man
eine zweite, dritte ete. Differenz aus, so erhilt man die zweite,
dritte etc. der unter (d) folgenden Gleichungen.

(d) 4 6° = (a"* — 1) a?,
AN e* = (a* — 1) 4 a* = (a* — 1) a?,
A¥e* = (a* — 1) 4 a* = (a* — 1)3a?,

AM gz — (a* — 1)»1 4 g% = (& — 1)* a®,

http://rcin.org.pl
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Substituirt man diesen letzten Werth in die Gleichung (¢),
so bekommt man:

(ah A l)n — (ah)n p | % (a/h)n—l +
asags 2 + (_ 1)g’

und wird o gleich der Grosse b gesetzt, so ist:

G—1r=b—7 bn1+"(” l)b”—’ ko 1)

&
wrg e

iibereinstimmend mit der Entw1cklung von (b — 1) zur n'*®
Potenz.
Beispiel II. Eine andere Anwendung der Bildung
der Differenz einer Function ist jene von
y=r @ =a"
wobei m eine ganze und positive Zahl sein moge.
Wenn wir in diesem Falle die Differenz entwickeln
de™ = (x + h)™ — =™,
so erhalten wir
e LR m (m — 1)
(@) Aw\)_Tm ‘k—l——i—.—2——
und indem wir der Kiirze halber die Coefficienten
m (m — 1) m(m—l)(m—2)
1228 T2 .3
durch die Grosse @,, a,... ersetzen, so wird:
dz™ = ma™'h 4+ ax"2h% 4 aga™3h® ...
Nehmen wir von der Gleichung y = «™ die zweite Dif-
ferenz, so wird sich neuerdings der Potenzexponent von x um
1 vermindern und wir erhalten:

AN g = mh dx™=1 + a, BBAdx"—2 4 a,hPd ™3 4. ..
und die erwihnten Differenzen entwickelt:

'A(2)a:"‘=mh{(m—1)m"‘—2k+(~——m P(’g -

Al

@Skt ...t 4

(m=3)m—d) i |

ahg{(m 2)90’”‘3h+w3)zm —4p2 4 }
1°-2 }

agha{(m—s)mrh—4h+ +

http://rcin.org.pl
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Nach abnehmenden Potenzen von @ geordnet, erhalten
wir ein Polynom von der Ordnung m — 2
(b)) AVx™ = m(m—1)ax"2h® + b2 h® + bya™4h*+...

Nehmen wir noch von dieser Function die Differenz, so
erhalten wir nach Entwicklung und Ordnung derselben:
© A9zm = m(m— 1) (m— 2)am—3hd 4 ¢ am—4ht I

+ cuae™ 5 h® ...

Setzt man die Operation der Differenzirung fort, so be-
merkt man bald, dass in den neuen Differenzen die Potenzen
von z allmilig um eine Einheit bei jedesmaliger Wiederholung
der Operation fallen, und da es keine negativen Potenzen von
x gibt, so kommt die Gleichung
d) Amgr=m@m—1)(m—2)...(m— (m— 1)zm") pm
zur Geltung, welche ausdriickt, dass die ' Differenz von 2™
eine von « unabhiingige Grosse sei, d. i. eine constante. Es
wird daher die (m + 1) Differenz gleich Null sein, oder
(¢) : At g =0
und so alle folgenden.

Im Allgemeinen kann man beobachten, dass die mte Dif-
ferenz einer rationalen und ganzen Function der mt® Ordnung
constant ist. Ein Polynom von der Form

Ayjam + At + Ay 2+ ...+ Apaz + An,
in welchem ein jedes Glied das Product einer wirklichen oder
imaginéiren Constanten mit der Potenz einer wirklichen oder
imaginiiren Variablen ist, nennt man eine ganze Function
von . Wenn diese in Bezug auf die Potenzen von 2 geordnet
ist, so zeigt die m* Potenz des ersten Gliedes die Ordnung der
Function an. Wenn wir dies als bekannt voraussetzen und
die Differenz einer solchen Function bilden, so erhalten wir
eine andere von der m— 1% Ordnung, und wenn wir so fort-
fahren, so wird jede neue Operation die Ordnung der Function
um eine Stufe herabdriicken. Da

y=f(@) = 42"+ 42" 4...4 Adps T + 4,
ist, so erhiilt man, wenn die Differenz ausgefithrt wird :
Ay = A4, (x + h)™ + A, (@ + )™ +...
— Aga™ + A amt 4. ..
= A,maz™'h + B,a™2h* 4+ Bya™3h? ...,

http#f/rcin.org.pl S fj!10Y
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in welcher Gleichung B,, B,,... constante Coefficienten sind.
Diese Function ist somit von der m — 1%%*" Ordnung. Wird
die zweite Differenz ausgefiihrt, so erhilt man
A%y = Am (m — 1) ™2h* 4 Cya™3h® 4 Cya™*h* 4 ...,
welche Differenz der m — 2%** Ordnung angehért, und so
weiter. Es ist deshalb '
A™y=m @m—1) (m —2)...3.2.1h"
oder
Amy =1.2.3...(m — 1) mh™,

Beispiel III. Es seien die successiven Differenzen der

Function
y=x@—h) (@—2h) @—3h)...(x — (m— 1) A)
zu suchen. Verwandelt man z in « -} % und subtrahirt man
vom Resultate die gegebene Function, so findet man
Ay = (x+h)x(@—h) (@—2h) (—3h)...(x —(m—2)h) —
—xz(@—h)(x—2h) (. —3h)...(x — (m — 1) h),
Ay = (w —h) (@ — 2h) (@ — 3h)...(x — (m — 2)h) 2 X
(@+h) —@—m—1)h}

oder
Ay=ax (x—h) (@—2h) (@ —3h).... (@ — (m —2) k) mh.

Von dieser Differenz kann leicht die zweite, wie auch
die dritte und alle folgenden abgeleitet werden. Und zwar:
A®y=x(x—h) (z—2h) (z—3h). ..(x—(m—3)h)m(m—1)h*,

A®y = x(x—h) (x—2h) (x—3h).. .(x— (m—4)h)m(m—1) (m—2)h3,

allgemein

A y=2x (z—h) (@—2h) ... (— (m—n—1) k) m (m —1)(m—2). ..
oo (m—n+1) R,

Setzt man auf analoge Weise

, y=z@+h) @+ 20)...(z+ (m — 1)k,
so findet man

Ay= (z~+h) (@ +2h) (&~ 3h). .. (@ + (m—1)k) mh,
ADy=(z+2h)(x+3H). .. (@+ (m—1)h)m(m—1) ke,

A0y = @ k)@t ok DB ..+ on— DR m(m —1)...
e (m—n-1)h
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Beispiel IV. Es sei die der vorigen reciproke Function

Y= et @+ 2h)... @+ m—1Dh’
gegeben, so erhilt man
1 1

4y = (@+h) (@+2h)...(w+mh) ~— z(@+h) @F2h)...@+m—1)h)
1 1 1
=(a:+mh—?:) (@+n)(x+2h)...(x +(m—1)h)°
oder
—mh
w(m+h)(m+2h) (:zc+mh)’
APyl v m(m+l)(m+2) (m+n—1)h"

@+ h)@+2h...@+m+n—1h)"

Auch die trigonometrischen und goniometrischen Func-
tionen kann man sehr leicht der Operation der Differenzirung
unterziehen, aber da sie keine directe forstliche Anwendung
finden, so wollen wir davon nur das folgende Beispiel be-
trachten.

Beispiel V. Suchen wir die successiven Differenzen
von Sinz.

Wir fanden bereits (§. 2, Beispiel IV)

(@) Asine = 2 sin g cos (a: + g),
oder
) Asmm—2sm‘—§sm(m + h—l—n)

Differenzirt man neuerdings, so erhiilt man
A® sine = 2 sin 72‘ {sm (w+ s +7r) ol (m 4 h-{2—n)}’

und bedient man sich dann der durch die Formeln (¢) des
§. 2, Beispiel IV ausgesprochenen Regeln, so wird

¢ 2w+h+2"+”>
e . h . B
A® sin 2sm2 2 sin 2cos 9

N 2x+h+2h+” .
=(2sm§) sin + 5 =

2 2
= (2 sin g) sm(ac-{—2h+”) ;

Piccioli.
http://rcin.org.pl
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In gleicher Weise fortfahrend, wird man im Allgemeinen
finden:

(¢) A™ sine = (2 sin %) SN (m +n

h+7r)
5 ):

§. 5. Der Werth des Endgliedes einer Reihe, in Function des
ersten Gliedes und seiner Differenzen.

Bis jetzt haben wir uns mit der Aufgabe beschiftigt, die
Differenzen einer gegebenen Function zu finden, oder die Dif-
ferenzen A7y,, 4® y,, vermittelst der Functionen y,, y,, %, ..
auszudriicken. Nunmehr wollen wir die umgekehrte Aufgabe
losen; nimlich die Functionen ¥, #,... vermittelst 7, und
seiner Differenzen 4y,; 4?y,. .. ausdriicken. Den eingefiihrten
Bezeichnungen zu Folge miissen wir das Stattfinden folgender
Relationen einrdumen:

h—Y% =Yy Yo—h=4Y%, Ys—Y =Yy -
Yn — Yn—1 = Aa Yn—1.
Geben wir denselben die Form
h=Y%t Y% R=U%UTd%h, Y=Y+ dY%...
Yn = Yn—1 + A Yn—
und substituiren wir in die zweite den aus der ersten gefun-
denen Werth von #,, in die dritte den von den zwei ersten
gegebenen Werth von y, und so weiter, so erhalten wir:
?/n:(flo+4f‘/o) + 4@+ AY) =Y + 24y, + 4y,
=Y+ 24y, +Ly) + 4 +24dy, + AY) =
"‘?/o+34’%+34“%+4 ?/m

In dlesen Formeln ﬁnden wir dle Coefﬁclenten aus der
Entwicklung des Newton’schen Binoms wieder und die Zeichen
der einzelnen Glieder sind positiv, wesshalb dieselben allgemein
geschrieben werden kﬁnnen

O =g+ 2 ay+ 28D oy 4

1y (=2
+n(n1 2)(" ) (s>g:/+...d(”’%-

Auch in diesem Falle konnen wir die Richtigkeit des
Entwicklungsgesetzes fiir jeden beliebigen Werth von # be-

(n—




19

weisen. Es geniigt zu diesem Zwecke zu beweisen, dass, wenn
diese Entwicklung fiir # = p richtig sei, dieselbe auch richtig
bleibt fiir n = p 4 1, — daher allgemeine Giltigkeit besitzt.

Nimmt man an, die Gleichung (1) sei fiir den'Falln = p
entwickelt, so hat man
p(p—1)
12

Yp = Yo + 0 AdY, + A0y, 4 ...+ APy,
und nimmt man die Differenz dieser Gleichung, so:
—1
Ay = Ayy 4 p A%y, 4 LLZD g, 1
+ p 4@y, 4 AFtvy,,

Werden diese beiden Gleichungen addirt und beriick-
sichtigt, dass die Summe zweier auf einander folgender Glieder
in der Entwicklung des Newton’schen Binoms das Glied der
unmittelbar hiheren Potenz bildet, so erhilt man:

1
Yok =y + (o + 1) Ay, + Q“’ 2 g, ...+ dwtoy,,

was ein mit der Formel (1) uberelnstlmmendes Resultat “liefert,
sobald man fiir » = p - 1 substituirt.

Da nun diese Entwicklung fiir »w = p gilt, so gilt sie
auch fiir 7 = p + 1 und mithin fiir jeden beliebigen Werth
von 7.

Die Formel (1) kann man auch symbolisch durch folgende
Form ausdriicken:

(2) Yn = (1 + A"y,,
welche entwickelt die erste Formel gibt, wenn man das Zeichen
4 nicht mehr als Symbol, sondern als Factor ansieht.

§.'6. Analogien zwischen einigen Regeln der Differenzen- und
der Differentialrechnung.

Die Differentialrechnung ist nur ein Specialfall der Rech-
nung der bestimmten Differenzen und wir wollen im Folgen-
den einige Analogien zeigen, die in etlichen Formeln dieser
beiden Operationen auftreten. Im spiteren Verlaufe werden
wir hiufig Gelegenheit haben, noch weitere Analogien in Be-
tracht zu zieben.

at o
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Wir fanden frither (§. 4, Beispiel V):

A® sin x = (2 sin + h)" sin (m—l—n h+ﬂ),

2
dividiren wir durch A" = (4 )", so
: o 5 h + n)
AWsins (2 sin L+ 4 h)" sin (ac + n 90
FHp)brig FE ) 2
und nehmen wir nun die Grenzen der beiden Glieder dieser
Gleichung, welche dem A« oder dem % unendlich klein genom-
men entsprechen, und beriicksichtigen wir, dass in diesem

Falle sin % in —:— iibergeht, so erhalten wir:
dr sin x ] nm
—mﬁ"=“"@+“7%

tibereinstimmend mit dem wichtigen Satze der Differential-
rechnung.

Ebenso fanden wir (§. 4, Beispiel I), dass

a"a* (a" — 1)”
— a®
(dx)" h ;
Wird 2 unendlich klein, so nithert sich die Grosse zwischen
den Klammern der Grenze log a, wesshalb:
o
da"
Priifen wir noch die in §. 3 bewiesenen Sitze iiber die
Differenzen zusammengesetzter Functionen, so finden wir, dass
sich dieselben auch in der Differentialrechnung mit sehr kleinen
Modificationen wiederholen. So ist der Differentialquotient der
algebraischen Summe mehrerer Functionen gleich der algebrai-
schen Summe der Differentialquotienten der einzelnen Func-
tionen. Als Differenz des Productes zweier Functionen haben
wir gefunden:
Aduvv=udv+vdu—+ dudv,

dividirt man durch 4 2 und nimmt die Grenze, so findet man

= (log a)" a®.

duwv dv du
T e ae

http://rcin.org.pl
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wobei d;: als unendlich klein verschwindet, und ein Aus-

druck bleibt, welcher zeigt, wie der Differentialquotient eines
Productes gefunden wird.
Ist v constant, und setzt man dasselbe = %, so wird
Adkuw=kFkdu.
Dividirt man durch 4 2 und geht zur Grenzbestimmung

tiber, so wird

adku kdu
dx daz’

d. h. der Differentialquotient des Productes einer Constanten
mit einer Function ist gleich dem Producte der Constanten in
den Differentialquotienten der Function.

Analog haben wir gefunden

PN Av — v du
. fes e (w + A u)
Dividirt man durch 4 z, so wird

WAty
d49 A a0
dz— u(u+dw '
und indem man zur Grenze iibergeht, erhilt man den Ausdruck:
dwv du
O ATk T
e W !
welcher anzeigt, wie ein Quotient zu differenziren ist.
Man sieht also, dass die Formeln und Regeln der Diffe-
rentialrechnung nichts weiter sind, als ein specieller Fall der
Rechnung von den Differenzen.

§. 7. Formeln von Taylor und Maclaurin.

Schreiben wir die Gleichung (1) des §. 5 unter der Form:
fetn=f@+raf@ +2 02D nr@ + .

und setzen wir » h = & wobei & ein V1elfaches von h ist, so
erhalten wir:

(B Tl =t 1 (o) 45

s(e—h) 4 f (x)

4, i)
L e s

http://rcin.org.pl
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Diese Reihe muss man sich fortgesetzt denken bis sie
von selbst aufhort. Dieser Fall wird eintreten, denn in den
Grossen h, 2h, 3h, (6 — 1)k, ¢ h, ... muss sich ein Viel-
faches von h zeigen, das gleich ¢ ist. Stellen wir uns vor,
dass das Intervall # = A4 « unendlich klein, und die Zahl »
unendlich gross werde, so dass das Product n % gleich bleibe
einer constanten Grosse . Die Zahl der Glieder, aus welchen
sich die rechte Seite der vorerwihnten Gleichung zusammen-
setzt, wird unendlich gross werden und die Verhiltnisse

df (@) 4%f(@) A¥f(x)

Ul B i e R
in welchen man anstatt s dessen Werth 4 2 gesetzt hat, werden
gegen Grenzen convergiren, welche durch die Ausdriicke:

'@, f“ @), f* @), ...
bezeichnet sind, daher die Gleichung (1) folgende Gestalt
annimmt:

@ fe+a=f@+3F6 + g @+
83

t+ie3f“@+... + B,

wobei B das Restglied der Reihe vorstellt.

Vernachlissigt man in besonderen Fillen diesen Rest, so
lisst sich der Fehler, der durch diese Vernachlissigung ent-
steht, leicht berechnen.

Die Grossen f* (z), f* (z), ... heissen Derivate der ersten,
zweiten, ... #*" Ordnung, oder die ersten, zweiten, etc. Deri-
vate der Function f ().

Die Reihe (2) heisst nach ihrem Erfinder Formel von
Taylor. Dieselbe findet in der Analyse sehr hiufig wichtige
Anwendung. Sie driickt die Variationen aus, welche die
Function f () erleidet, wenn in derselben die unabhingige
Variable z eine willkiirliche Aenderung & erfihrt.

Wenn f (z) eine ganze und rationale Function n'r Ord-
nung von x ist, so wird (» k) das Derivat derselben gleich
Null sein. In der That, ist m die Ordnung der Function, so
ist die m' Differenz und daher auch die m'* Derivate eine
Constante und die successiven Derivate gleich Null. Die Reihe
(2) besteht dann aus einer bestimmten Anzahl von Gliedern.

http://rcin.org.pl
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Aber es kann vorkommen, dass keine dieser Derivate gleich
Null wird, dann ist die Reihe (2) der bestimmte Ausdruck einer
unbestimmten Anzahl von Gliedern, und es ist wichtig, bei An-
wendung dieser Reihe, wenn man den Werth einer Function
in jenen Fillen finden will, wo nur eine bestimmte Anzahl von
Ausdriicken zu berticksichtigen ist, den Rest I, den man ver-
nachlissigt, schiitzen zu konnen, oder wenigstens die Grenze
des Fehlers zu bestimmen, welchen man durch die Vernach-
lissigung dieses Restes begeht.

Dies Dberiicksichtigend , liefert die Formel von Taylor
streng richtige Resultate, aber wir werden uns in die Discus-
sion dieser Grenzen nicht einlassen, da alle Functionen, welche
sich unserer Betrachtung darbieten, in rasch convergirenden
Reihen sich entwickeln werden.

Die Derivate f* (x), f* (), ... sind nichts anderes, als
das Verhiltniss zwischen dem unendlich kleinen Zuwachse
der Function und jenem der entsprechenden unabhingigen
Variablen. Haben wir ein vollstindiges Polynom, dessen Glieder
von der Form A z™ sind, so ergibt die Formel (@), §. 4, Bei-

spiel II:
A x™ Y m—1 ( 1) m—2
2 = mx —}————1.2 @ Aw 0] 0

worin, wenn man A4 z unendlich klein werden lisst, der Bruch
4 xm
dz
gleich Null, da sie mit 4, 4% ... multiplicirt sind.

zur Grenze m 2! strebt, denn alle andern Glieder werden

In der Gleichung

A v
lim =—— = m x™
Ax

ist die sehr einfache Regel von der Aufsuchung der Derivate
der Function y = «™ enthalten, welche Derivate fiir die Function

f () durch ol und die successiven Derivaten mit
dx
Pf@ &f@
dig® . Aslodigisnatis 3

ausgedriickt werden.

Setzt man in der Formel von Taylor @ = o und ver-
wandelt das & in @, so erhilt man:

http://rcin.org.pl
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@ @ =10+ O+ 1ogl" @+ g )+ ...

welcher Ausdruck die Entw1cklung einer Function in abstei-
gender Reihe darstellt, und die Formel von Maclaurin ge-
nannt wird.

§. 8. Die Formel von Newton. Interpolation.

Man erinnere sich der Gleichung (1) des § 5

1 yn__d Ty, n(n 1) nm—1) (n —

PR e B TR

substituire in die Glelchung -+ nh =2 so hat man:

2 —u (2 —ax) (2 —x—h (
y":?/o+_;fdyo+ 3‘2.;&9 ) A 4
(¢—a2)(ze—ax—"h) (2 —2—2h) ®)
* 1.2.3.1 =L AV

Ebenso wissen wir, dass y, die Function f(z 4 n k)
darstellt, da wir aber 2 + nh = z gesetzt haben, so wird es
eine Function von z sein, in welcher = nur einen speciellen
Werth a vorstellt. Setzen wir iiberdies fir y,, v,, Yo, ---
die numerischen Werthe 4,, 4,, 4,, ..., so wird die neue
Function F' (2) lauten:

b i) (et
@ FE) =gy € ;‘).(;-;ZQ Y

Diese Formel heisst Newton’sche Formel.

Bedenken wir, dass diese Function fiir den Werth von

Pi==a F(a)
s=a-+h F ( h)~A.,+AA_A
z2=a-+2h F(a+2h) =A4,+ 244, + A®A,= A,,

z—a+ (n—l)h F(a - [n—l] h) ._A + (n—l)AA +
Heshahie= My

liefert, so ist damit ausgesprochen, dass die Function F (2)

die Eigenthiimlichkeit hat, sich in die Werthe 4,, 4,, 4,, ...

A,_, umzuwandeln, wenn man in ihr fir z die Werthe «,

a+h, a+2h..., a+ (n— 1) h substituirt.
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Es ist tibrigens einleuchtend, dass, wenn man die ange-
fithrten Producte im zweiten Gliede der Gleichung (2) ent-
wickelt und sie nach den absteigenden Potenzen von z ordnet,
man ein Polynom von der Form erhilt:

F(@#) =B,+ B, 2+ By 2*+ B; 2> ...

worin B,, B,, B,... aus a, h, 4 4,, A®A4,, zusammengesetzte
Werthe sind. Diese Gleichung sagt uns, F'(2) ist eine alge-
braische, rationale und ganze Function von #, und zwar der
(n — 1)t Ordnung. Nehmen wir umgekehrt an, es seien die
Zablena,a +h, a + 2 h, ... a + (0 — 1) h, A, A,, A4y, ...
A,—1, gegeben, so enthilt die Gleichung (2) die Losung des
Problems, n#mlich jene algebraische, rationale und ganze
Function von #z zu bestimmen, welche fiir % gleich weit ab-
stehende Werthe (¢, a + h,a +2h, ... a 4+ [n —1] h) von 2,
als entsprechende Werthe F (a) = 4,, F (a+ h) = A4,,
F(a+2h =4, ... F(a+ [n — 1] h) = 4, ergibt.

Versuchen wir nunmehr die diesen Resultaten innewoh-
nende geometrische Bedeutung zu interpretiren. Betrachten
wira, @ + h,a + 2h, ... als die Abscissen und 4,, 4,, 4,, ...
als die entsprechenden Ordinaten von # in einer Curve befind-
lichen Punkten, so wird die Gleichung derselben y = F (2)
eine Parabel von der (» —1)%*2 Ordnung, welche durch » Pankte
geht, vorstellen.

Nehmen wir an, man suche jene Curve, welche durch drei
Punkte von den Coordinaten

e i SR R

y = 13,.10, —11
bestimmt ist, so erhilt man, da in diesem Falle » = 3 ist, fiir
die Ordinaten und Abscissen

do="18 “dh==dll, A= — il
a =2 ‘¢ =2 3="5, e 2IH=8,
und als Differenzen der Coordinaten
A44,=10—13=—3, 44, =—11 — 10 =—21,
404, = —21 +3=—18

welche Differenzen immer in derselben Ordnung zu nehmen sind.

Die Gleichung (2) gibt uns durch die Substituirung dieser
Werthe, indem wir hier = statt z schreiben:
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y=F@)=13—(z—2) — (®x—2) (x—5) =5+ 6z—2*
welche Formel die Gleichung der gesuchten Parabel liefert.

Interpolationsverfahren. TUnter Interpolation ver-
stand man urspriinglich nur die Einreihung einer Anzahl Aus-
driicke unter eine Reihe anderer demselben Gesetze unter-
worfener Glieder; im Allgemeinen jedoch versteht man darunter
die Bestimmung eines Theiles einer Reihe vermittelst einiger
ihrer bekannten Glieder. Da jedoch aus einigen gegebenen
Zahlen oder speciellen Werthen sich im Allgemeinen kein
Gesetz aufstellen lidsst, und daher auch nicht die Form einer
Function bestimmt werden kann, so ist das Problem der Inter-
polation in diesem Falle unbestimmt und bedarf folglich einer
speciellen Voraussetzung iiber die Form und Continuitit der
Function, welche dieses Gesetz ausspricht. Hitten wir » Werthe
(o, Ay, gy ... (y—y einer unabhiingigen Variablen und auch
n andere den ersteren entsprechende Werthe 4, 4,, 4,, einer
anderen abhéngigen Variablen, d. h. einer Funetion, so entsteht
die Frage, auf welche Weise man einen anderen zwischen @,
und @, stehenden Werth, der einem Werthe B der Function
entspricht, finden kann? Mit anderen Worten: Wie kann man
zwischen zwei Grossen 4,, 4,, ... 4,1 andere, demselben
Gesetze unterworfene Grossen einreihen? Man bemerkt, dass
dieses Problem unbestimmt ist, denn man kann unzihlige
Curven liefern, die der Bedingung durch » gegebene Punkte
zu gehen entsprechen, und daher sind unendlich viele Fune-
tionen F' (¢) im Stande, fiir

&== Gy B4y Qg - NOn—1
die Werthe
dn) = Ay, Filo) == A, F(a) siledrtr T [0stlindh-4
zu liefern.

Die Unbestimmtheit dieses Problems kann vermittelst einer
speciellen Voraussetzung, z. B. dass in einer Gleichung die
Differenzen einer gewissen Ordnung gleich Null sind, ver-
schwinden. So nimmt man beispielsweise manchmal an, dass
der Holzzuwachs dem Alter proportional sei. Diese Annahme
hat nur dann Giltigkeit, wenn die Altersstufen wenig von ein-
ander abstehen. Gibe man diese Proportionalitit zu, so wire
es dasselbe, als ob man die zweiten Differenzen des Holz-
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zuwachses gleich Null setzen wiirde. Sind aber die Alters-
stufen wenig von einander verschieden und sehr klein, so ist
es nothwendig, erst hohere Differenzen gleich Null sein zu
lassen. Die Anniherung an die Wahrheit, die man bei der
Darstellung einer gegebenen Erscheinung erzielt, wird um so
grosser sein, je grosser die Anzahl der Glieder der Reihe
ist, die den wenig verschiedenen Werthen der unabhiingigen
Variablen — hier der Zeit — entsprechen,

In anderen Fillen bestimmt man die Form der Function,
welche eine gewisse Erscheinung darstellen soll, und es eriibrigt
nur, die numerischen Werthe der Parameter oder willkiirlicher
Constanten, welche im Ausdrucke dieses Gesetzes vorkommen,
d.h. die Werthe der unbekannten Coefficienten, die die gegebene
Gleichung enthilt, zu bestimmen. Oder es kommt auf das
Einreihen zwischen die Glieder einer Reihe an, die eine der
Variablen anderer, demselben Gesetze unterworfener Glieder
vorstellen, und auf das Vervollstindigen der Reihe nach beiden
Seiten hin. Oder es handelt sich darum, einer Function, deren
analytischer Ausdruck ginzlich unbekannt ist, oder die sich
zur numerischen Berechnung wenig eignet, eine andere ein-
fachere und von gegebenen numerischen Werthen abgeleitete
Function zu substituiren, welche innerhalb der Grenzen ihrer
Anwendbarkeit, die ‘wahre Function zu vertreten im Stande ist.

Zu diesem Zwecke untersucht man, ob die gegebenen
Werthe irgend eine specielle Eigenthiimlichkeit besitzen; wenn
z. B. diese Werthe periodische sind, so wird man eine
goniometrische Function anwenden. Sollten aber diese perio-
dischen Eigenschaften fehlen, so wird man fiir diese Werthe
eine ganze und rationale Function von z als Gesetz annehmen
kénnen, indem man die Coefficienten fiir dieselbe entsprechend
feststellt. Auch in diesem letzten Falle setzt man immer vor-
aus, dass die Differenzen der successiven Ordnungen rasch
abnehmen, und dass die Differenz der (n 4 1)* Ordnung,
wenn die Function der n*" Ordnung wiire, gleich Null wird.

Die Anwendung dieser Functionen verlangt tiberdies, dass
die Werthe von z nicht zu verschieden und méglichst wenig
von einander abstehend seien.
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§. 9. Anwendung der Formel von Newton.

Das Problem der Interpolation nimmt verschiedene For-
men an, je nachdem die gegebenen Werthe der Hauptvariablen
gleich weit von einander abstehen oder nicht. Die Lgsung
dieses Problems beruht in beiden Fillen immer auf demselben
Principe: Entweder man setzt voraus, dass die Differenzen
einer gewissen Ordnung gleich Null sind, oder man substituirt
der rationalen und ganzen Function, welche die gegebenen
Erscheinungen zum Ausdruck bringen soll, eine andere anniihernd
gleichwerthige.

Im ersten Fall kann man also die Newton’sche Formel
anwenden. Folgende Beispiele sollen die Anwendung der-
selben versinnlichen. Den zweiten Fall werden wir im §. 10
behandeln.

Beispiel I. Man hiitte die Function gegeben

(@) y==a*Q2z+1),
welche fiir die Werthe von

s e [ B R
die Werthe
() 9=:3, 20; 63,:144
liefert.

Setzen wir den Fall, die Gleichung (#) wire uns un-
bekannt, es hiitten sich aber erfahrungsgemiiss fiir zwei variable
Grissen = und y die Werthe (b) ergeben. Nehmen wir nun «
als Hauptvariable und y als Function derselben an, so handelt
es sich darum, das Gesetz und das Verhiiltniss, das zwischen
diesen beiden Griossen besteht, zu ermitteln.

Erinnern wir uns der Gleichung (2) des vorhergehenden
Paragraphes und setzen wir anstatt a, h, 4, 44, 4A4,,...
ihre beziiglichen Werthe
ea=l d, =3, 44, =20—-3 =11, 44, =68 — 20=43

d4, = 144 — 63 = 81,
h=1, 4,=20, AMA4,=43 —17= 26, 4®4, —81— 43 = 38,

A,=63, A 4,=38—26=12, 4, =144, AO4, =46 4,=...=0,
so erhalten wir:
y=F@=3+2"= 17+(“ ?(;_2)264-
s i —Jp =2t e+ 1),
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ein, wie man sieht, in diesem Falle ganz richtiges Re-
sultat.
Beispiel II. Suchen wir die den verschiedenen, zwischen
20 und 80 Jahren liegenden Zeitintervallen entsprechenden
Holzmassen eines Fichtenbestandes.
Gesetzt den Fall, man finde fiir
20, 40, '60,, 80 Jahre
46, 137, 247, 360 Fm. (Holz).
Entwickeln wir die successiven Differenzen, so erhalten wir
A, 2=, A = 18], 4, =241, 4,300,
AA S0, A4 =110, "4, =118,
ANYS = NG AN B A = 16,
Ueberdies ergibt sich, da das Intervall . constant und
gleich 20 Jahren ist
a=20, a+h=40, a4 2h =60, a4 3k =80.
Substituiren wir diese Werthe in die Gleichung (2), §. 8
und setzen « anstatt 2z, so erhalten wir
z— 20 (x — 20) (& —

F (@) = 46 + 2520 91 + 1.2.20940) 19 +
(@ — 20) (@ — 40) {z — 60)
+* 1.9.3.20° o

Diese Formel ergibt fiir die verschiedenen 5jihrigen In-
tervalle, die zwischen dem 20. und 80. enthalten sind, folgende
Resultate:

Alter Masse
20l 7 11 T AR R 46°0 Fm.
2 TR R (SN R
B0 R N s 881 »n
Sl Py R 1118 %
AR e e RS B0 %
V. SR o R 168°2:" %
15,0 RN B e 190°6 »
515 e TR e Aol il 2184 »
619 GRERD eIt or GRS g 24790 %
T (R e 215°2 %%
1[0 SERE T EREL AR 804> 11435
{U TR LA e 382405’y
RO e ey, 360°0 »
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§. 10. Graphische Darstellung und analytisches Gesetz des
laufend jéhrlichen Zuwaches und der Holzmasse eines Waldes.

Eine wichtige Anwendung finden im Forstwesen die
Formeln der Interpolation in der Entwicklung des Gesetzes
vom jihrlichen oder laufenden Zuwachse und von der Holz-
masse eines Waldes. Stellen wir uns die Aufgabe, das Gesetz
vom laufenden Zuwachse einer Anzahl von Stimmen zu finden.
Man betrachte diesen Zuwachs als eine Function y seines
Alters z und alle anderen darauf Einfluss nehmenden Ursachen,
wie die Holsgattung, den Standort, das Klima, den Boden etc. als
Constante. Dieses Problem ist unbestimmt, aber dennoch kann
man a priori einige Criterien iiber die der Funetion y zu
gebende Form aufstellen und ihr diese Unbestimmtheit nehmen.
Die Function wird folgendermassen beschaffen sein miissen:

@) sie muss fiir einen bestimmten Werth von z einen
einzigen Werth fiir y ergeben, da der Holzzuwachs in einem
gewissen Alter bestimmt ist, deshalb kann % nur in der ersten
Potenz vorkommen,

b) ist das Alter gleich Null, so muss auch y gleich Null
sein, es diirfen daher keine constanten Gréssen vorkommen,
die nicht mit y multiplicirt wiiren,

¢) diese Function muss wachsen fir Werthe von z, die
zwischen O und einem gewissen Alter liegen, dann aber, nach-
dem sie ein gewisses Maximum erreicht hat, abnehmen; damit
nun eine Function solche Eigenthiimlichkeiten aufweisen konne,
muss sie Constante enthalten, die mit z multiplicirt sind und
in Potenzen von « ansteigen.

Die Form der Function, die man verwenden kann, um
die Verhiltnisse zwischen dem Holzzuwachse und seinem Alter
darzustellen, ist folgende:

1) y=azx + bz + cx® ...,

die Gleichung einer Parabel, in welcher a, b, ¢,... die zu be-
stimmenden Constanten sind. Es ist einleuchtend, dass, wenn
wir letztere Grossen kennen wiirden, die Bestimmung des
laufenden, einem beliebigen Alter entsprechenden Zuwachses
sich auf die Substituiruug dieses Alters fiir  reducirt und
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folglich auf das numerische Auflésen des zweiten Gliedes dieser
Gleichung, einer Operation, die fiir die verschiedenen Alters-
stufen ausgefiihrt, uns das Gesetz von den progressiven Zu-
wiichsen des Holzes geben muss.

Dieses Gesetz kann man auch graphisch darstellen, in-
dem man als Abscissen die Alter und als Ordinaten die Zu-
wiichse nimmt, und indem man durch Punkte, die durch die
Gleichung (1) ausgedriickte Curve darstellt. Nehmen wir an,
es wiren fiir die Coefficienten @, b, ¢,... numerische Werthe
gegeben und im Alter von

25, 40, 55, 70, 85, 100 Jahren
der laufend jihrliche Zuwachs
10-20, 13-99, 14-86, 14-87, 13-32, 10°20 Fm. pro Hectar.

Fiir die Abscissen (Fig. 1) nehmen wir '/, Millimeter
jihrlich und fiir die Ordinaten 1 Millimeter pro Cubikmeter
an. Verbinden wir diese Punkte durch eine continuirliche Linie,
so driickt dieselbe das gesuchte Gesetz des Zuwachses als
Funection des Alters aus.

Wollte man den, einem beliebigen andern Alter entspre-
chenden Zuwachs finden, z. B. jenen im 75. Jahre, so miisste
man die dem 75. Punkte entsprechende Ordinate messen und
finde so 14 Cubikmeter als Zuwachs.

Fig. 1,

giny

0 25 40 55 P 70 80 100 T

Um nun die den verschiedenen Altern entsprechenden
Zuwiichse zur Bestimmung dieser Curve zu erhalten, ermittle
man die Stammzahl pro Hectar Wald, wiihle einen Modellbaum,
bestimme dessen Zuwachs mittelst der Formel (¢) des §. 15

SARNET MTEMATYCZNY
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oder mnach andern in der forstlichen Taxation iiblichen
Methoden. Dieser so erhaltene Zuwachs bezieht sich auf den
Modellbaum. Um nun den Zuwachs am Bestande pro Heetar
zu erhalten, multiplicirt man ihn mit der Anzabl der Stimme,
die auf dem Hectar stehen. Hat man diese Cperation an einem
und demselben Bestarde unter gleichen Bedingungen und in den
verschiedenen Altersstufen ofter wiederholt, so erhiilt man ver-
schiedene Werthe von « und y, welche zur Construction der
Curve der laufend jihrlichen Zuwiichse dieses Bestandes bei
gewissen bestimmten Bedingungen dienen. Zieht man es jedoch
vor, den analytischen Ausdruck dieses laufend jihrlichen Zu-
wachses zu suchen, so muss man moglichst viele Daten auf
verschieden alten Parzellen, aber wo moglich unter denselben
Verhiiltnissen und Bestandesformen sammeln. Man erhilt da-
durch eine Reihe von Bedingungsgleichungen, vermittelst
welchen man die Coefficienten @, b, ¢, ..., bestimmt und wird
man ebenso viele Versuche anstellen oder Erfahrungen sam-
meln miissen, als Coefficienten zu bestimmen sind.

Auf analoge Weise wird eine Curve constrairt werden
konnen, welche das Gesetz von den Holzmassen eines Waldes
darstellt, oder aber einen analytischen Ausdruck, der die einem
beliebigen Alter entsprechende Masse des Bestandes ergibt.
Wiihlen wir eine analytische Darstellung, so kénnte man fragen,
welches die Form dieser Function sein werde? In diesem Falle
sagen wir von vornherein, dass die Form der Function folgende
sein soll:

V., = A2* -+ Ba?® L Gzt - ...,

worin V, das Volumen oder die Holzmasse einer Waldfliiche,
im Allgemeinen eines Hectars ist, das einem beliebigen Alter
entspricht und 4, B, C,... zu bestimmende Coefficienten sind.
Die Art und Weise, wie dieselben bestimmt werden, werden
wir im folgenden Paragraphe auseinandersetzen. Den Grund,
warum wir diese und keine andere Form der Function wiihlen,
wird aus dem §. 20 leicht hervorgehen, wo auch erklirt
werden soll, wie man von dieser Function zur Bestimmung
des laufend jdhrlichen und des durchschnittlichen Zuwachses
und des normalen Vorrathes desselben Waldes iibergeht.

Betrachten wir vorderhand den zur Bestimmung der
Coefficienten 4, B, C,... einzuschlagenden Weg.
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§. IIl. Berechnung der Massencoefficienten.

Da die Gleichungen zur Bestimmung der Gesetze des
Holzzuwachses mehrere Coefficienten haben, so ist es noth-
wendig, dass man bei ihrer numerischen Bestimmung in einer
gewissen Ordnung vorgehe. Beschrinkt man sich bei der
Bestimmung des Zusammenhanges zwischen der Holzmasse
und dem entsprechenden Alter auf drei Beobachtungen, z. B.
iiber Alter und Masse, so hat man drei Constante. Diese aber
reichen nicht aus, wenn dieses Gesetz auf das ganze skono-
mische Leben der Pflanze sich beziehen soll. Es miissen
mehrere Versuche bei verschiedenem Alter gemacht werden
und um die Auflssung einer Gleichung mit einer grosseren
Anzahl von Unbekannten zu vermeiden, weil dies zu langen,
iiberdies schwierigen und complicirten Rechnungen fiihren
wiirde, kann man in folgender Weise vorgehen.

Es seien

I’a; Ijb; Ifc ) Vd 3 Ve
die den Altern

b e e
entsprechenden Holzmassen eines gegebenen Bestandes, dessen
Verhiltnisse, wie Standort, Bestockung etec. iiberall die gleichen
wiren. Man nehme, um analytisch das Gesetz vom Zuwachse
der Massen darzustellen, zwei Functionen von der Form
z= A2+ Ba® 4 Cat.

Die Coefficienten der ersten berechne man mittelst der
drei ersten Constanten, die der zweiten mit den letzten drei.
Man erhilt dann folgende Gruppen von Gleichungen:

(1) Va=Aa'4 Ba® 4 Ca*, V, = Ab* 4 BY® + Cb*,
Ve=Ac* 4 Be? 4 Cct,

@ Vei=Ac 4+ B+ Cct, Vo= Ad* 4+ Ba® + Cd4,
Vo= Ae*+ Be? + Ce*

Aus der ersten Gleichung hat man
3) A:(—Ij;——])’a—(]a”,

und in die zweite und dritte Gleichung derselben Gruppe sub-
stituirt, ergibt sich
Piccioli. 3
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Va
i)

Va

aq

Vs

Sk

= B (a —b) + C (a® — b9),

¥,

c

— =B (a— ¢) 4+ C (a®* — ¢%).

Nennt man die ersten Glieder der Kiirze wegen p und

q, 8o erhilt man

4

woraus man, wenn wir noch

setzen, erhilt

oder

A

g =B+ Clad ),
q

gkt st O C e i 07
v q
7 D i

m—n=0C(0b—c

_m—n

== e

Nachdem man den Werth von C gefunden, substituirt
man denselben in die erste der unter (4) enthaltenen Glei-

chungen und hat

B=m—C (a +0).

Hat man auch B numerisch bestimmt, so substituirt man
seinen Werth in die Gleichung (3), um 4 zu finden.

Um die Berechnung dieser Coefficienten leicht zu gestalten,
sucht man der Ordnung nach zuerst die Werthe von

dann jene von
und

hierauf jene von
m-—n
e b—c¢

B=m—C (a+V),

Va Vb Vc
EE; ﬁ; ?«z_:
AT LR
il R sl
WS SR

A:%——Ba—Ca’.

Ganz identische Resultate erhiilt man fiir die Coefficienten
der zweiten Gruppe.
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Beispiel. Wenden wir diese uns bekannten Sitze auf
folgende sich auf ein Hectar Fichtenwaldes unter den besten
Wachsthumsverhéltnissen zu Vallombrosa beziehende Daten an.
Diese Daten sind den in den praktischen Uebungen der Forst-

ziglinge zu Vallombrosa angestellten Untersuchungen ent-
nommen.

Alter 20 40 55 170 80 Jahre
Masse 88 311 520 745 890 Fm.

Fiir die ersten drei Daten hat man

K800 Fo o0
o = g00 = 0'200000000, 5 = T = 0194 375 000,

Vc 520
= 3008 — 0-171 900 826,
» = 0-200 OOOOOO — 0194 375 000 = 0005 625 000,
g = 0°200 000000 — 0°171 900 826 = 0-028 099 174,
0-005 625 000

m= B iy P 0-000 281 250,
— 0026009174 - >
iy i 0+000 802 853,
o -0 00028123(3_—:;) 000 802 853 — 0000034272,
B = — 0000 281 250 -+ 0-000 034 772 (40 + 20) =

= 0001 805 070,
A = 0200000000 — 0-001805070.20 4 0-000 034272 . 20° —

= 0°177 807 400.
Fiir die zweite Gruppe:
V. __ 520 ; ¥s 4D 0
o= gopr = 0°171000826, 7= o = 07152 040816,
AR e
= s 0-139 062 300,

p = 0-171 900 826 — 0-152 040 816 = 019 850 010,
q = 0-171 900 826 — 0°139 062 300 = 9-032 838 326,
0-019 850 010

o i el o R 4 ) 9
m =2 = — 07001 324001,
0-032 838 326 :
= s —g5— = — 0-001 313 535,

— 0001 324 001 + 0-001 313 533

e 70 — 80

= 0000 001 046,

3%
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B = 0-001 324 001 — 0-000 001 046 (55 + 70) =
= — 001 454 846,

A = 0°171 900 826 - 0-001454 846.55—0-000001046.55* =
= 0-248 754 801.

Substituirt man die Werthe der gefundenen Coefficienten
A, B, C der zwei Gruppen in die Hauptgleichung der Massen,
so hat man fiir die Altersstufen von O bis 55 Jahren die
Gleichung:
(1) V,=0°1778074002* + 00018050702 — 0°000 034272 2*,
und fiir jene iiber 55 Jahre
(2) V.=0"2487548012%— 0001454846 2* - 0°000001 0462*.

Setzt man in diesen Gleichungen nach und nach fiir « die
Werthe 10, 20, 30,... so erhiilt man die in folgender Tabelle
gegebenen Werthe:

Alter Masse
10LTahe] ..o snision 19 Fm.
POy s S0ES
SO AR A e 180 »
LU R o 63 i B
PO 435 »
B a i L Hab i
1P R LS SRR 745 '
e ARSI S 890 =n
OB O s s b 1023 »

AT R RS 1137 - »

Eine andere Methode zur Berechnung der
Massencoefficienten. Ausser der vorhergehenden kann
man zur Berechnung der Massencoefficienten auch folgende
Methode anwenden, welche den Gebrauch von Logarithmentafeln
ermoglicht.

Substituiren wir in die Gleichung
m—mn
b—c

die Werthe von 7 und #, so haben wir

Gl
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{Va Vi W m} {Va Y% ¥ n}
P Oy * G- At
i PSRN SR I °(b_c)—b

il ey SR S
IR At 1 Vs U,
—b—c¢ l?(a—b_a—c) " b*a—b) iy c“(a—c)} m
i Va (b—c) Vs V.

T b—c {a’ (a—b)(a—c)+ b“(a—b)+ c“(a—c)}
und endlich
@) g Va vy V.

a*(a—Db)(a—c) = b?(b—a)(b—c) i ¢ (c—a)(c—b)
Um den Werth von B zu erhalten, substituirt man in
B=m~—C(a-+0Db)
die Werthe von m und C, und erhilt

Lol Va
B:a,—b(a”—?)—(u-}—b){ag(a—b)(a—c)+
Vs V.
+b"(b—a)(b—c)+c’(c——a)(c—b)}'

Ordnet man die Gleichung in Bezug auf die Factoren
Vi, Vi, Ve, so erhilt man

¥ Va (b 4+ ¢) Vi (a+c¢)
@ e —{a’(a—b)(a—c) i b“(bb-a)(b—c)+
s V. (a+b)

ct(c—a)(c—0b))
Substituirt man endlich die beiden Werthe von B und C
in die Gleichung, welche 4 ergibt, so hat man

A=Zite {a°<VJ—®b;<Laclc) i+ (oD
7 ““{a’m—bl)ia—c)*b"(b a Zf(b_c)ﬂc(c_:f(c_b) '
SR
a=gi(i+ @ Z(Z)J?ac)— e b;z:a pay )+
by 7?(01 i g ;),«(b_c)) +
e
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und wenn wir die Grossen innerhalb der grossen Klammern
reduciren.
By d = beV, acV, abV,

a*(a— b)(a—c) T b—a)®—c) o c*(c—a)(c—D) "

Die Gleichungen (1), (2), (3) haben gleiche Nenner; die
in denselben enthaltenen Differenzen sind selbst im Kopfe be-
rechenbar, da @, b, ¢ immer ganze Zahlen sind. Betrachtet
man, wie die drei Ausdriicke, welche die Werthe A4, B, C er-
geben, gebildet sind, so wird es klar, wie bei der logarithmischen
Berechnung vorgegangen werden muss.

§. 12. Interpolationsverfahren hei ungleich weit von einander
abstehenden Altersstufen. Die Formel von Lagrange.

In den meisten Fiillen wird es nicht gelingen, gleich weit
von einander abstehende Altersstufen im Walde zu finden, um
durch Versuche eine Zuwachs-Tabelle vermittelst der Formel
von Newton herzustellen. In einem solchen Falle wird uns
ein Mittel willkommen sein, mittelst welchen man die Inter-
polation anstellen und die den Zeitriumen von fiinf Jahren
entsprechenden Zuwiichse oder Massen bestimmen kann. Man
kann sich hier der graphischen oder analytischen Methode, die
wir in den zwei vorhergehenden Paragraphen erldutert haben,
oder aber einer der nachstehend beschriebenen Methoden be-
dienen. Es sei Vz die dem Alter z entsprechende Masse, und
nehmen wir an, diese lasse sich durch eine Function folgender
Form ausdriicken:

Ve
1) t=AtAC—0+A4E—a(—h+
+ A4,z —a)y@—0b)(x—c)+ ...

worin a, b, ... specielle Werthe von z und deren entsprechende
Massen V,, V;, V.... bekannt sind. Diese Function hat die
Eigenschaft, eine Masse gleich Null zu geben, wenn das Alter
gleich Null gesetzt wird und auch den andern im §. 10 er-
orterten Bedingungen zu entsprechen. Es eriibrigt daher nur
noch die Bestimmung der Coefficienten A4, 4,, 4,,... und zwar
in der Weise, dass man fiir
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wi="ar"bc,
die Werthe
Va Ko "% p
i R
erhalt.

Da die Gleichung (1) diesen Bedingungen geniigen muss,
so liefert sie auch folgende Gleichungen, die zur Bestimmung
der Coefficienten 4,, 4,, 4,... dienen:

K«j:Ao
@
V” =A, J 4 (b— a)
@ 5
c—=A0+A,(c—a)—}—AQ(c——a)(c—b)

2

% — A+ A, (d— )+ Ay(d—a)([d—b) -+ Ay (d—a) [d—b)(d— ¢)

Substituirt man den Werth von 4, aus der ersten dieser
Gleichungen in die zweite, so erhilt man

v,
T = iy +A (b_a')s

woraus
i Vi Vs,
(3) A‘_a“(a—b)+ bl —a)

Substituiren wir nun diesen Werth von 4, in die dritte
Gleichung, so bekommen wir
¥ ¥y | ¢ V,
T s {“‘l(a b)+bm (b— a)} (c—a) + 4, (c—a) (c —Db),

woraus
e V. V. V.
' = c—a)(c—Db) a’(c—a)(c—0b) a%a—Dd)(c—b)

B v A S {—1 1 }
Bo—a)(c—b a@—0b le—a a—0 5
Vy Ve
s b*(b—a)(b—c) 5 ¢t (c—a) (c—1b)’
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B b—c v,
" (0 YT e Yl < > e oo
Ve
h c?(c—a) (c—b)
Und wenn wir endlich im Zihler # — ¢ und im Nenner
¢ — a das Vorzeichen indern:
. 4 7,
(8 oz a*(a—1b) (a —c) T (b—a) (b—rc) +c“(c—a)(c—b)'
Setzt man diese Substitution fort, so gelangt manschliesslich
zum allgemeinen Ausdrucke:

Va Vs

gt T Y iy e oyl - ey i Do T
| £
R s e e 8

welcher das Bildungsgesetz der Coefficienten der Gleichung (1)
darstellt.

Die Gleichung (1) ist viel allgemeiner als die Formel von
Newton und ist auch die Berechnung bequemer, als wie mit
den im §. 12 entwickelten Formeln. Wir ziehen sie sogar der
Formel von Lagrange vor, welche wir im folgenden entwickeln
und auf die Function der Holzmassen anwenden werden.

Die Formel von Lagrange. Das Problem der Inter-
polation einer rationalen und ganzen Function ist ginzlich be-
stimmt, daher die verschiedenen Methoden immer zu demselben
Resultat filhren miissen. In der Formel von Lagrange sind
alle diese Methoden implicite enthalten. Ohne die Coefficienten
A4, B, C,... der Gleichung

Vo = Ax® 4+ Ba® 4 Cat +-...
zu kennen, kann ein Ausdruck gefunden werden, der die einem
beliebigen Alter entsprechende Holzmasse a, b, ¢,... als
Function der Alter, so wie auch deren bekanntes Holzvolumen
VvV Wl . 2 o1bt

In den meisten Fillen braucht man auf der rechten Seite
der Gleichung nur drei Glieder. Daher haben wir um Vieles
einfacher

(6) V, = A2® + Ba® + Ca*,
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und wenn wir durch z? dividiren

0 %——A+Bw+0x,

welche Gleichung fiir die Werthe von
i e Y S

Folgendes ergibt:

%:A—}-Ba—i—(}’ag,
Vs

8) v =4+ Bb+ C¥,
Y.

(;; = A+ Be+ Cc
Nehmen wir anstatt der Gleichung (2) eine neue

Vo K V V.
(9) —5_6—9 == Xa + == b X, + ? ch
worin X,, X;, X, Functionen von z sind, welche der Be-

dingung unterworfen sind, dass fiir

2=q V. B WD, e S B O
si=D X ol X e N = )
L= X =l X X o )
wird; denn nur in diesem Falle wird die Gleichung (9) der
Gleichung (7) identisch sein. Wir wollen nur die drei Fune-
tionen X,, X;, X, bestimmen, welche dann den aufgestellten Be-
dingungen entsprechen werden, wenn sie die Form
X, =P @x—0 (x —¢),
X =Q @—a) (x—eq),
X.=R(x—a) (x—Db)
haben und far ¢ =a, 2 =0, 2z =¢
1=P(a—1?) (a — ¢,
=Qb—a(®—o),
1=R (¢c— a)(c —Db),
ergeben, woraus

1 1 1
£ (@—b) (a—o)’ L e b—a) b—c) o c—a) c—by
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Man hat sonach

(z—b)(z-—10) e —a) (@=10)
e = (@ —0b) (a —¢)’ i fims b—ab—rc)’
X _(z—a) @—0b)

T e—a) (c—b"
Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (9) und
multiplicirt die ganze Gleichung mit z*% so hat man

(10) sz(x —b) (x —¢) 2*

(x — a) (@ —c) 2*

(@ —b)(@—c) a* V”+(b~—a) (b—c¢c) b® R
(x — a) (x — b) a*
k3 (c—a) (c—0b) c*

als die gesuchte Formel.

Ve

Man kann diese Formel (10) auch auf jene Fille aus-
dehnen, wo mehr als drei Massen und entsprechende Alters-
stufen bekannt sind. Ist es moglich, die Versuche in bestimmten
Altern, wie z. B. im 20. 40. 60. 80. oder 30. 50. 70. und
90. Jahre anzustellen und die entsprechenden Massen zu be-
stimmen, dann sind die Coefficienten von V,, V;, V., ¥V, fir
die verschiedenen Werthe, die # annehmen kann, bekannt und
die Gleichung (10) nimmt folgende Form an:

Vi=AV,+ BV, + CV, 4+ D'V,.

Gibt man « die successiven Werthe 5, 10, 15, 20,..., so
haben die Coefficienten im ersten Falle die in der Tabelle A4,
im zweiten Falle die in der Tabelle B ersichtlichen Werthe.

Beispiel. Es wird die dem 80. Jahre entsprechende
Masse gesucht, wenn man

fiir das 30, 50., 70., 90. Jahr
die Massen 50 108 170 250 Fm.
gefunden hat.

Die Tafel B gibt im 80. Jahre fiir die Coefficienten von
Vs Vior Yass Ve di6 Warthe

A’ = 0°4444, B' = — 0°8000,
oe=gt=2P8n . D —= .. 0:2471,
welche mit den Massen 50, 108, 170, 250 ergeben:
Veo= 04444 .50 — 0-8000.108 4 1-2245.170+- 0°2471.250 —=
=22'22 — 86°00 + 218:16 + 61°77 = 215°75 Fm.
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Tabelle fiir die Interpolation der Holzmassen, wenn die Holz-
massen und das entsprechende Alter gegeben sind.

A4 20, 40, 60, 80 Jahre B 30, 50, 70, 90 Jahre

¢ VoK (04 Jils

Alter !

; |
e e B! (94 D! |
<

10, 0,5469/—0,1375/ 0,0360|—0,0048
15/ 0,8205—0,1289 0,0952|— 0,0123/15| 0,7510/—0,3480 0,1139 — 0,0167
20| 11,0000/ 0,0000] 0,0000 0,0000: 20| 0,9722/—0,3500, 0,1071,—0,0154
25 0,939 0,2349/-0,0447) 0,005325 0,0579|—0,2285 0,6478]  0,0090
30| 0,7031 0,5273|— 0,0781| 0,0088/30] 1,0000/ 0,0000/ 0,0000/ 0,0000
35| 0,3589| 0,8078/—0,0718| 0,0104[35 0,8188 0,2948—0,0644| 0,0059
40/ 0,0000 1,0000/ 0,0000 0,0000/40| 0,5555 0,6000/—0,1020 0,0123
45/—0,2768 1,0382| 0,1538/—0,0123 /45| 0,2637| 0,8543|—0,0872 0,0097
50/—0,3906] 0,8789| 0,3906/—0,0243/50, 0,0000] 1,0000 0,0000— 0,0000
55—0,2054 0,5170| 0,6893|~ 0,0256=55 —0,1838 0,9926, 0,1688 —0,0146
60/ 0,0000/ 0,0000 1,000/ 0,000060|~0,2500 0,810 0,4145 —0,0278
65| 0,4136—0,5179) 1,2379| 0,074 65~ 0,1824) 0,4121 0,7073 0,0285
70| 0,6562—0,9570| 1,2763| 0,2392(70, 0,0000[ 0,0000 1,0000| 0,0000
75| 0,6278—0,9064| 0,9573| 0,5287|75| 0,2441/—0,4746 1,2107, 0,0814
80| 0.0000/ 0,0000/ 0,0000 1,0000(80 0,4444|-0,8000 1,2245| 0,2471
85/—2,5854| 2,2540|—1,8344| 1,7195/85 0,4367|—4,7451) 0,8872| 0,5368

90/—6,3281| 6,6445—4,9219 2,7685i90 0,0000{ 0,0000{ 0,0000{ 1,0000

10, 0,4444/—0,2440 0,0816/—0,1236

§. 13. Methoden zur aproximativen Bestimmung der Massen
und der den Altersstufen entsprechenden Zuwichse.

Man habe im Alter von
20 40..: bbb, 70" 80+ Jabren
die Massen von

80 311 520 740 890 Fm,
Die jihrlichen Zuwichse werden

: ; i o, AN
von O bis zu 20 Jahren 50 R 4-00,
n 20 in THidlEs g »V—‘m ;_O Vao o 3112580 A0 K]
940 »n 588 ==y Yes ig Vo - 5201—5311 —13786;

http://rcin.org.pl



44

von 55 bis zu 70 Jahren Yz _1_5 Yo 745—1—5020 = 1600,
b T b
» 90 n o080 » JuP BT _ 14

betragen und die den verschiedenen Decennien entsprechenden
Massen:
V.o = 10.4'00 = 40, Vo=V 4 5.15 = 005,
Vao = 20.4:00 = 80, Vg = Ve + 15.16 == 745,
Vo = Voo + 10.11°55 = 195, Vg, =V, + 10.14°50 = 890,
Vio = Vgo + 20.11°55 =311, ¥y, =V, + 10.14°00 = 1035,
V., = Vo + 10.13°86 =450, Vo=V, + 20.14°00 = 1180.
Diese Resultate stimmen nicht, besonders jene nach dem
80. Jahre, iiberein mit denen des §. 11, weil man hier an-
nimmt, dass der Zuwachs vom 70. zum 80. Jahre noch immer
zunimmt, wihrend bekannt ist, dass er, nach begonnener Ab-
nahme abzunehmen fortfihrt; iiberdies setzt man voraus, dass
der laufend jihrliche Zuwachs in einer Periode sich immer gleich
bleibt, was aber, wie die Erfahrung lehrt, nicht der Fall ist.
Um den laufend jihrlichen Zuwachs zu finden, geniigt
es, wenn man den Zuwachs einer Periode durch die Anzahl
der die Periode bildenden Jahre dividirt, weshalb
Vo— Vo __ 40-—-0

c  Lcap | Bn dnsin
L Vtzo'l‘(')Vloz 801—040=4.00
b V3°1—0 e 1951680 i
= V“,E)Vao b 3115195 el
i le_o w0 4501—0311 e
T Vm;) T 5951—0450 PR
g V,OBVGO ki 745;)595 SR
A le—(-) W 89016745 R
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AL 1035 — 890

e 10 == 10 = 14°50
; Vioo— V- 1180 —1035
1100 —_ 10010 90 - 10 . 14-50

Ausser dieser Methode, welche man auch Methode ,der
Differenzen“ zu nennen pflegt, beniitzt man noch eine andere
analoge, bei welcher man vom mittleren Zuwachs Gebrauch
macht und welche etwas genauere Resultate liefert, als die
vorhergehende Methode. Es seien v, und v, die den zwei ver-
schiedenen Altersstufen , und «, entsprechenden Massen. Man

suche die durchschnittlichen Zuwiichse -2‘—, % und ihre Dif-
2

terenz, welche durch die Anzahl der Jahre der Periode dividirt,
den durchschnittlichen in ihr statthabenden Zuwachs geben:

Vo Y

L, Z.
W LT

Ty — @

Ist der dem Alter w, entsprechende durchschnittliche
Zuwachs bekannt, so findet man die Zuwiichse der Jahre x + 1,
#-+2, 2z + 3,... indem man diesem einmal, zweimal, dreimal,
den durch die Gleichung (1) gefundenen durchschnittlichen
Zuwachs hinzufiigt. Man kommt endlich vom gemeinjihrigen
Zuwachs zu den Massen, indem man denselben mit dem Alter,
in welchem er statt hatte, multiplicirt.

Wenden wir diese Methode auf den Zeitraum von 20
bis 40 Jahren des vorhergehenden Beispiels an, so finden wir

| R, Ry R R
—9&1_—%_4000, E_W—-7 115,
und daher fiir die Gleichung (1)
7-775—4-000 : 6

und fiir die durchschnittlichen Zuwiichse in den verschiedenen
Zeitrdumen von 5 Jahren:
von 20 bis 25 Jahren 4 -+ 0°18875. 5 = 4-944 Fm.
noimgd: n a0 i 4| 0:18B16 10— 52887 . :»
n 30 285 g ided 018800, 15= 62831 | 5
0 3D p a0 s b L0 18875.20'— T 116 9
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In analoger Weise geht man fiir jede andere Periode vor;
die Massen werden dann in
25 Jahren 4°944.25 = 123°6,
302 in 5-887.30 = 1766,
35 6:831.85 — 2391,
-40  » 7-775.40 = 3110

betragen.

8. 14. Einreihung gleich weit abstehender Glieder in eine Reihe.

Bilden mehrere Werthe mit einem noch unbekannten
Werthe eine Reihe von gleich weit abstehenden Gliedern, so
kann das unbekannte Glied durch einfache Einreihung gefun-
den und die Reihe somit vervollstindigt werden.

Erinnern wir uns zu diesem Behufe der Gleichung (6)
des § 4, welche die n* Differenz einer Reihe von 7 4 1
Gliedern gibt. Da diese letzte Differenz gleich Null sein muss,
so hat man

(1) yn i 1 yn 1 +
+ (—1)ry, =0-

Diese Gleichung ermoglicht, ein Glied einer Reihe zu
bestimmen, falls die anderen bekannt sind. Nehmen wir z. B.
an, dass man zwischen zwei Glieder ein drittes einreihen miisste,
dann ist » = 2 und aus der Gleichung (1) wird

n(n 1)

n
Py oo Gl Ol e

@) Yo — 2y, + % =0,
woraus
Yo + Yo
y, = _0_2_3/_’

das heisst, das arithmetische Mittel der zwei angenommenen
Zahlen liefert die gesuchte Zahl.

Fehlt z. B. die fiinfte oder besser die mittlere von fiinf
Zahlen, so hitte man

Yo —4y; — 6y, — 4y, + 9y, =0,

woraus

3) P 4 +vys) 6— o + 92

2
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Debnt man diese Methode weiter aus, so kann man auch
jenen Fall in Betracht ziehen, in welchem die Zahlen verschieden
sind. Hat man z. B. die Zablen y,, y,, ¥,, und soll zwischen
die ersten, zwei andere einreihen, so dass alle fiinf Zahlen
zusammen von einander gleich weit abstehen, d. h. eine arith-
metische Progression bilden, so kann festgestellt werden, dass
die dritten Differenzen, welche die ersten und letzten vier Zahlen
liefern konnen, gleich Null sein miissen, weshalb man folgende
zwei Gleichungen hat:

Ly =0 .y =0
oder
4) %‘—3%4-3?/,—%:0,
Ya —3Y+ 3y —y, =0,
welche dann nach y, und y, aufgelsst die Ausdriicke der Reihe,
die man sucht, ergeben; daher

Y 2y —y,
yl_‘ 2 ’
8y, —3
(5) %:yn+ gs Y.

Man kann die Frage, wie zwischen gegebene Zahlen
andere, demselben Gesetze unterworfene eingereiht werden
konnen, in folgender Weise losen. Man erinnere sich der
Newton’schen Formel (§. 8, Gleichung (2)) und nehme an, es
soll der Zwischenraum zwischen zwei Gliedern einer gege-
benen Reihe in m Theile von der Grisse h' getheilt werden.
Wenn @ das erste Glied einer Reihe ist, deren Glieder
um ein constantes Intervall £ von einander verschieden sind,
so erhiilt man die iibrigen Glieder der Reihe, wenn man a
nach und nach den Werth %, 2%, 3h... anfiigt. Wenn dann
zwischen zwei Gliedern dieser Reihe andere demselben Gesetze
unterworfene Glieder eingereiht werden sollen, so muss man
das Intervall # in m Theile theilen, so dass h = mh’ oder

= % ist. Ueberdies wird man eine beliecbige Zahl z er-

. : i
halten, wenn man am ersten Gliede ¢ die Grisse n Whmzu-

addirt, also:

&

| 1:77‘|‘éi\h§}rg.p|
b
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Die Newton’sche Formel verwandelt sich durch die Sub-
stituirung des Werthes von z in folgende:

®) F(a+n_) Ed:n gn B

)
m I At
n (n — m) (n — 2m)
£ 1.2.3.m®
Anwendung I. Zwischen zwei aufeinander folgenden
Zahlen soll ein drittes Glied eingereiht werden. Alle Dif-
ferenzen der Gleichnng (6) mit Ausnahme der ersten sind
gleich Null, und die Zahl der einzureihenden Ausdriicke » = 1,

jene der Intervalle m = 2, daher

A9 A, +..

h A,+ A4,
0 Flato)=d+1a4 =5F2
d. h., das einzureihende Glied ist, wie wir ubrxgens bereits
schon gesehen haben, gleich der halben Summe der gegebenen
Glieder.
Muss man zwischen zwei gegebene Zahlen zwei andere

einreihen, so hat man fir die erste » =1 und m =3,
und daher

(8) F(a+%)=Aﬂ+%AAo=%(Ao+Al);

fiir die zweite Zahl hat man » = 2 und m = 3, daher

©) F(a+23h> A Jordy g A LI
Anwendung II. Es sind drei Zahlen gegeben und

zwischen zwei derselben sollen drei denselben Gesetzen der
Differenz unterworfene Grossen eingereiht werden. Die dritten
Differenzen sind in diesem Falle gleich Null. Die Anzahl der
Intervalle, die man bei dieser Operation zwischen dem ersten
und zweiten gegebenen Gliede erbilt, ist vier, d. h. m = 4.
Folglich findet man fiir die einzureihenden Zahlen mittelst der
Gleichung (1), wenn man nach und nach #» = 1, 2, 3, 4 werden
lisst, die Werthe:

fir die erste A, + 1+ 44, — 5 4% A,

n 0 zweite A4y + § 44, — + 42 A,

n o dritte 4, 4+ 3 44, — 5 4® A,

n »n vierte 4, + 4A4,.
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Setzt man fiir 4 4, 4% A4, deren Werthe, so erhilt man:

fir den I. Ausdruck % (214, + 144, — 3 4,),
 JERE TR ] n +(34,+ 64, — A,),

(V0): | g 1oy (BER TS e (B 804, — S A,
7 . TV n e

Auf analoge Weise wird man vorgehen, wenn man andere
drei Ausdriicke zwischen der zweiten und der dritten der drei
gegebenen Zahlen einreihen will. Nur setzt man dann m = 4
und 7 successive gleich 5, 6, 7 u. s. w.

Damit die Formel (6) anwendbar sei, miissen die Differenzen
der gefundenen Zahlen constant sein, damit man eine bestimmte
Anzahl von Ausdriicken oder wenigstens fiir 44,, 4%4,,
ADA,,. .. abfallende Werthe habe. Ueberdies darf man die
Werthe von » nicht iiber eine gewisse Grenze steigen lassen,
da sonst die Convergenz aufhdren wiirde.

Die Annahme, dass die zweiten Differenzen constant seien,
fithrt zu sehr einfachen Formeln und es trifft diese Annahme in
den meisten Fillen ein, wenn man passende Intervalle wiihlt.
Diese Methode wird hiufig in den technischen Wissenschaften
angewendet und wir konnen sie auch beim Massenzuwachs
eines Bestandes gebrauchen. Es gibt jedoch eine Methode der
forstlichen Schétzung, in welcher man, wenn die zweiten
Differenzen wenig regelmiissig sind, dieselben constant macht,
und darnach die durch Untersuchung gelieferten Zahlen etwas
corrigirt, wobei man Sorge triigt, den beiden #Hussersten Werthen
der Versuchsreihe ihren urspriinglichen Werth zu belassen. Wir
miissen diese Methode aus mehreren Griinden verwerfen,
und zwar:

a) weil die zweiten Differenzen des Zuwachses oder der
Holzmassen nicht constant sein konnen, besonders dann nicht,
wenn die Zuwiichse in einem ihrem Maximum nahen Alter
gemessen wurden, nach welchem ja der Zuwachs abnimmt.
Ueberdies wissen wir, dass der Zuwachs, wenn er auch in
kleinen Zwischenriumen gemessen wiire, eine Function der
dritten Ordnung ist, und daher die dritten Differenzen constant
sein miissen.

0) Weil man ohne ganz besondere Griinde am Werthe

einer Beobachtung keine Modification vornehmen soll. Sind
Piccioli. +
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Unregelmissigkeiten vorhanden, soist hiedurch ein Beobachtungs-
fehler angedeutet und liegt ein solcher vor, so ist es besser,
die ganze Beobachtung zu verwerfen, als Zuflucht zur zwei-
deutigen Hilfe der zweiten constanten Differenzen zu nehmen.

Beispiel I. Es seien die Massen
190 218 302 Fm.
gegeben, welche den Altersstufen von
50 55 70 Jahren
entsprechen, und man soll die Massen bestimmen, welche den

verschiedenen zwischen 50 und 70 Jahren gelegenen Zeitriumen
von 5 Jahren entsprechen.

Nehmen wir an, den Massen 4, ¥y, Yo, Ys) Ys entsprichen
jene der Alter von 50, 55, 60, 65, 70 Jahren. Greifen wir auf
die Gleichungen (4) zuriick, in welchen y, und y, unbekannt
sind, so erhalten wir, indem wir dieselben auflésen:

gy e B Sl Bl e R
i 6 i ik 2 g

Dieselben ergeben also
_ 302 4 1744 — 570

U — 6 — = 249 Fm,,
g = 302 4 426 — 190 TR Y

Beispiel II. Es seien die durchschnittlichen Zuwiichse
2:'93 3-80 4°31 Fm,
gegeben, welche den Altern von
30 50 70 Jahren
entsprechen, und man soll die durchschnittlichen Zuwiichse

bestimmen, welche den zwischen 30 und 70 enthaltenen Zeit-
rdumen von 5 Jahren angehioren.

Setzen wir in der Formel (6) m — 4 und » successive
gleich 1, 2, 3,... und substituiren wir fir 4, 44, 4®4, die
beziiglichen Werthe

A, =298, 44, =087, 404, = — 036,
s0 haben wir fiir:
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35 Jahre 2:93 + 1 0-87 + %036 = 3-180 Fm.
40 » 293+ 1087+ £0°36=23410 »
45 n  2:93 4 30:87 + 5036 = 2:616
50 , 2-93 4 £0°87 = 3800 Fm.

556 n 2934 5087 —50°36 = 3-961 1
60 , 2:93480°87 —130°36 =4:100 »
65 n 293+ 10°87 —340'36=4:216 »
70 2:93 4 £0-87 —320°36 = 4:310 »

Belsplel III. Es seien die Massen
80, 311, 595, 890 Fm.
entsprechend den Altersstufen von
20, 40, 60, 80 Jahren
gegeben und zu bestimmen wiren die den verschiedenen De-
cennien entsprechenden Massen.

Zwischen zwei aufeinander folgende Massen muss man
eine andere einreihen, weshalb die Anzahl der gegebenen und
der zu suchenden Ausdriicke zusammen sieben betriigt. Com-
binirt man die letzten sechs dieser Ausdriicke, dann die ersten
sechs und endlich die ersten fiinf, so hat man folgende Glei-
chungen:

Y6 — O5y5 + 10y, — 10y; + Sy, — y, =0,
Ys — 59, + 10y, — 10y, + 5y, — 9, =0,
Yo —4ys + 6y — 4y, + y =0.

Setzt man fiir y,, y,, ¥, ¥ ihre beziiglichen Werthe 80,

311, 595, 890, so verwandeln sich die Gleichungen in folgende:
(@) by, + 10y; + y, — 8395 = 0,
b) y; + 10y, + Hy, — 6165 =0,
(¢ y; +y, — 635°25=0.

Wenn wir die Gleichung (¢) nach y auflésen und diesen
Werth in die Gleichungen (@) und (b) substituiren, so er-
halten wir:

S5y, + 9y, — 175975 == 0,
ys + Dy, — 2988:75 = 0,
Yy = 449 Fm.
Diesen Werth in (¢) eingesetzt, ergibt
y, = 186°25 Fm.,

und schliesslich aus der Gleichung (a)
ys = 143°75 Fm.

woraus

4*
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g. 15. Differenzen der Functionen mehrerer Variablen. An-
wendung derselben zur Bestimmung des Zuwachses eines
Stammes.

Auf dieselbe Art wie f (z + dx) — f (z) die Differenz
einer Function mit einer Variablen ausdriickt, stellt man die
Differenz einer Function mit mehreren untereinander unab-
hiingigen Variablen folgendermassen dar:

M) Af @, 9 2,...80) =f(x+ Az, y+dy, 2 + 4z, ...s +
4+ ds +t + 4t) — f (%, y, 2,. . .5, t).

Man kann auch nur einer der Variablen einen Zuwachs

Az geben, z. B. z, dann wird dessen Differenz sein:

f@+ 4z, 9, 2,...5 t) — f (= @ 2...51),
was man kiirzer 4, f (z) schreiben kann, und eine partielle
Differenz von f () nennt, um sie von der (1) zu unterscheiden,
welche eine totale Differenz genannt wird. Da jedoch die
partiellen Differenzen von den bis jetzt betrachteten nicht ver-
schieden sind, so kann man die totalen Differenzen sowohl die
der ersten Ordnung als auch die der hoheren Ordnung ver-
mittelst der partiellen Differenzen leicht entwickeln. Es sei
u eine Function der beiden Variablen # und y. Um die totale
Differenz zu finden, verwandelt man » in  + A, und erhilt
fl@++ de, y) = u + dzu.

Setzt man in dieser Gleichung statt y, y + Ay, so er-

hilt man:
fl@at+Adey+ dy) =u+ dy u 4 Ay (u + 4z u) =
=u+d,u+ 4,4 + A4, 4y u,

und wiederholt man dieselbe Operation, indem man zuerst y
iny + Ay, dann @ in @ + A« verwandelt, so gelangt man
zu folgendem Resultate:

©Q (@4 4dz, y+ dy) =u + dyu + dzu + A5 Ayu.
Wenn man diese Gleichung mit der vorhergehenden,
identischen vergleicht, so erhilt man

Ay Az uw = Ay 4y u,
d. h. es ist gleichgiltig, in welcher Ordnung man die partiellen
Differenzen einer Function zweier Variablen entwickelt.
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Wenden wir dasselbe Raisonnement auf eine Function
dreier Variablen an, so gelangt man zu folgendem Resultate:

B fei+4de y+4dy, 2442 =u—+Adu+ 4. 4,u +
+ dydyd.u
Adyuw + Az A u
d:u 4 Ay A;u.

Das Entwickelungsgesetz ist hieraus leicht zu ersehen:
In der ersten Columne kommt # immer allein vor, in der
zweiten die ersten Differenzen einer jeden Variablen, in der
dritten alle in Bezug auf zwei Variable méglichen Differenzen,
in der vierten die Differenzen dreier Variablen u. s. w.

Die Gleichung (1) kann, falls man 4 als Factor annimmt,
symbolisch auch so geschrieben werden:

f@+dz, y+dy) =u(l +4) (1 +4y),
und auf analoge Weise die Gleichung (3)
[+ de, y+Ay, &+ 4dz) =u(1+4,)(1+4,) (1+4.),

und daher allgemein

) fl+de, y+4dy 244z cor b db) =
=u(l4+4,) 1+ 4y) A+ 45)...(1 +4).

Auf ganz gleiche Weise kann man die Differenzen hoherer
Ordnung erhalten.

Anwendung. Wenden wir nunmehr die Differenz-
bestimmung einer Function mehrerer Variablen auf die Er-
mittlung des Zuwachses eines Stammes als Function des Stiirke-
und Héhenzuwachses an.

Man bezeichne mit V" die Masse, welche einem gewissen
Alter eines Modellstammes entspricht, mit d den Durchmesser
an der Basis, mit 7 die Héhe und mit f die Formzahl, die wir
wenigstens fiir die Dauer eines Jahres als constant annehmen.
Es mogen  und d am Ende eines Jahres die Zuwiichse 4d
und A% erhalten, weshalb ¥ nach dieser Zeit V+ 4V sein wird,
indem 4V genau den laufend jéhrlichen Zuwachs eines Jahres
angibt, d. h. die Massenzunahme zu Ende eines Jahres, welche
wir mit J bezeichnen wollen. Wenden wir auf die Function
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d und h von V, den von der Gleichung (2) ausgesprochenen

Satz an, so haben wir

(@) Vd+4dd, h+hd)=V(d, h) +AaV+ 4, V+ Ay A,V
Man braucht jetzt nur die hier angezeigten Differenzen

der Function

R
V) ¥ 2 i fd*h
zu entwickeln, so findet man

€ AV = —”4— fh@dAd+ (4d)%, 4,V = % fde4,.

Lassen wir in der ersten Gleichung (¢) das Quadrat von
Ad, das an und fiir sich schon eine kleine Grisse ist, und
die Differenz zweiter Ordnung A3 4, V in der Gleichung (a)
unberiicksichtigt und substituiren wir die neuen Werthe (c)
in die Gleichung (@), so erhalten wir

Vd+dd h+ab)y— V@, k)= % fh 2d4d) + % fd* 4h,
woraus

Vd+ad, h+4h)—V(d, h) = %fd @hAd +dAah).

Die linke Seite der Gleichung driickt den Holzzuwachs
nach dem ersten Jahre aus, daher

(d) I=—;ifd QhAd + d Ah).

Um diese Formel anwenden zu kénnen, miissen wir die
Grossen 4h, Ad und f bestimmen; A4d bestimmt man durch
das Zihlen der Jahresringe an einem 5 Centimeter breiten
Scheibenausschnitte eines gefillten Baumes. Ist die Anzahl
der Jahresringe gleich »n, so hat man
2005 010

R R

Add =

Um 4k zu bestimmen, entnimmt man dem Baume ein
Gipfelstiick von der Linge I und z#hlt auf der Schnittfliiche
von Innen nach Aussen lings einem Radius die Jahresringe
ab. Es sei nun m die gefundene Jahrringzahl ; hieraus ergibt sich
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2 R
m

Die Bestimmung von f bietet gar keine Schwierigkeiten,
denn ermittelt man den Cubikinhalt des Stammes, so hat man

seine Masse V, welche in die Glelchung fd*h substituirt, gibt

4V
f=aw
Die Gleichung (d) lisst den speciellen Fall 2 = 0 zu und
es wird

0 I = % fdhad.

Dies trifft bei alten Stimmen zu, an welchen man den
Hohenzuwachs als 0 ansehen kann. Den Zuwachs der Massen-
einheit J" erhiilt man, wenn man den Zuwachs durch die ganze
Masse dividirt, daher

24d Ah
) r="204+ 22
und fiir A = o
Hal 7 1
) I = i ik

Um eine numerische Anwendung von diesen Formeln zu
machen, betrachten wir z. B. eine Tanne II. Classe (nach
Pressler), fiir welche man im 80. Jahre folgende Daten ge-
funden:

d =060, f=0-56m, h=2T" 4d = 008", 4h=0"10"
daher:

1_ﬂ056(54 0-008 + 0°50.0°10) = 0°1059 Fm.

Man hat fiir das Volumen dieses Baumes ™ 1— "7 =265 Fm.
und daher wird das Massenzuwachsprocent, welches gefunden
wird, wenn man den Zuwachs durch die Masse des Baumes
dividirt, betragen

I __0°1069

-7 —— W = 0039 Fm.
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Zu demselben Resultate gelangt man mittelst der Tabelle
der ,Massenzuwachsprocente riickwirts* von Pressler?). Man
hat, wenn n = 10

i e

D—a 008

welcher Zahl in der Tabelle ein Zuwachsprocent von 40%

in 10 Jahren entspricht und hiemit von 44 fiir das in Betracht

gezogene Jahr ein Resultat, welches dem genauen mittelst der

Formeln dieses Paragraphes erhaltenen Resultate sehr nahe
kommt.

= 625,

1) Elementi di tassazione ed assestamento forestale, dell’ autore pag. 183
1a edizione.
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Zweiter Theil.

Die umgekehrte Rechnung von den
Differenzen.

§. 16. Allgemeines.

In der Rechnung von den Differenzen zog man aus der
Beschaffenheit einer Function einen Schluss auf ihre Variation
oder ihre Differenz. Bei der entgegengesetzten Operation
dagegen schliesst man von einer gegebenen Differenz auf die
Function, welche sie geliefert hat. Wenn man z. B. die
Function f () suchen wollte, die der Gleichung

Af () = (&8 — 1) ¢*

ihren Ursprung gab, so wiirde man leicht errathen, dass diese
Function f(z) = ¢* gewesen sei. So leicht wire dies jedoch
nur in einigen wenigen Fillen und es ist daher nothwendig,
die zur Losung dieser Frage nothigen Regeln kennen zu
lernen. Die Entwickelung dieser Gesetze ist es nun gerade,
womit sich die umgekehrte Operation von den Differenzen,
die Integralrechnung, beschiiftigt.

Nehmen wir an, es bestiinde zwischen einer gegebenen
Function f (#) und einer andern ¢ (z) das Verhiltniss
M Af @) = ¢ (@).

Unsere Aufgabe wiirde sich in diesem Falle auf die
Aufsuchung der Function f () beschrinken. Die Ausfiihrung
dieser Operation in Bezug auf ¢ (z) bezeichnet man mit dem
Symbol X, weshalb
@) SAf (@) =f @ = Z¢@).

Das Symbol X annullirt das Zeichen 4, das heisst, das
eine zeigt eine dem andern entgegengesetzte Operation an,
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weshalb man letztere Operation Integration nennt. Suchen
wir nun die Bedeutung dieser neuen Operation zu ermitteln.
Setzen wir in die Gleichung f(z + h) — f (2) = ¢ (z) die
Reihe der gleich weit abstehenden Glieder a, a %, a-2h,...
@+ (m — 1) b, so haben wir

fla+h —f(@=g@)
f@a+2h) —f(@+h) =g¢(@+h
f(a+3h)—f(a+2h)—fp(a-r2h)

f@+nh)—f@+m—Dh=p+ o—1h.

Summiren wir alle diese Gleichungen, so erhilt man:

fa+nh)—f@=9@+e@ath+o@at2h)+...+
+ ¢ @+ (0 —1)h),

und setzt man @ 4 nh =2 und bringt man f(e) auf die

rechte Seite, so

B f@=¢e@+o@+h+o@t+2h+...4+
+ @ @—h) +f(a),

d. h. f (x) ist eine Summe, oder besser die Summe aller jener
Werthe, die ¢ () annimmt, wenn man fiir 2 die Werthe «,
a+h, a4+ 2h,...2 —h setzt. Da aber der Anfangswerth
a dieser Reihe willkiirlich und von « unabhiingig ist, so ver-
tritt die letzte Function f () die Stelle einer willkiirlichen
Constanten, die man fiir die einzelnen Fille besonders be-
stimmen muss. Fiigen wir zur Function f(z) eine willkiirliche
Constante C und entwickeln hierauf die Differenz, so erhilt
man noch die Grosse 4 f () als Differenz. Wenn man also
von der Function 4f (x) ausgehend, jene Function suchen
will, von der diese ihren Ursprung nahm, so muss man eine
Constante anfiigen. Wollen wir daher die Function f (z) ver-
mittelst der Gleichung

4) Af (x) = e* (et — 1)
bestimmen, so wird man schreiben miissen:
(5) f@=e+06

worin C eine von z unabhiingige Constante vorstellt, und da
sowohl die Function ¢* als auch ¢ 4+ C der Gleichung (4)
geniigen, so ergibt im Allgemeinen die Gleichung

Af (@) = ¢ (@,
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wenn man sie integrirt:

(6) f@)=2Z¢@ + C.

Construirt man die durch Gleichung (6) ausgedriickten
Curven, indem man jeder einzelnen der Constanten C will-
kiirliche und steigende Werthe gibt, so erhilt man ebenso
viele Curven, die alle gleich weit von einander abstehen, so
dass alle ihre Ordinaten um eine constante Grisse von einander
verschieden sind, welche Grosse in der Gleichung (6) durch
C ausgedriickt ist.

Geht man also von der Differenz einer Function aus, um
die Function selbst zu finden, so ist die von derselben aus-
gedriickte Curve bestimmt, aber nicht auch deren Lage, und
man muss die Constante C bestimmen, indem man die Glei-
chung der Bedingung unterwirft, dass z. B. die Curve durch
einen gegebenen Punkt gehen miisse, d. h. dass die Function
einen bestimmten Werth annehme fiir einen gegebenen Werth
der unabhiingigen Variablen.

Ist das gefundene Integral
(M y=f@+C
und b, @ zwei specielle Werthe, die dieser Gleichung geniigen,
so wird die Constante bestimmt sein durch

C=0b—f(a).

Sonach wird aus der Gleichung (7)

y—b=f(x) —f(a).

Bestimmt man die Constante durch die Bedingung, dass
die Curve den Anfangspunkt der Axen schneiden miisse, so
braucht man nur im gefundenen Integrale (6) = und y gleich
Null zu setzen und die Gleichung in Bezug auf C aufzulbsen.

§. 17. Integrale endlicher Differenzen zusammengesetzter
Functionen.

I. Integrale einer Summe. Es wiren 4 F (2),
Adg(x), A (x),... verschiedene Functionen der Differenzen
von . Driicken wir sie der Kiirze halber durch u, v, w,...
aus und nehmen wir sie als algebraische Summe , so dass

(1) dF @) Edpl) dpyl.cutky, Bud. .,

http://rcin.org.pl



60

ist. Diese Gleichung kann man auch schreiben:
A{F@xp@xy@=x...) =utotwk,,
und wenn wir integriren:
(2). i) == @ () e i ) s o — i (el g e g e
Wenn man aber andererseits, da
AT () — g nnde Ve (o) — 3w,
A (@) =0 und. @) =2,
dal(e)—w. und  Wix) — 2w,

die zweiten Gleichungen algebraisch (mit den Zeichen =)
summirt, so erhilt man
F S i) = Wie) e, e Bt D s ek,

Combinirt man die Resultate der Gleichnng (2) mit den
von dieser letzten gelieferten, so hat man
(8)r Sg=brelte gy Sk D) —— IS0 S el B0 oL
womit ausgedriickt wird, dass das Integral der algebraischen
Summe mehrerer Functionen gleich ist der algebraischen Summe
der Integrale der einzelnen Functionen.

II. Integrale des Productes einer Constanten
mit einer Function. Es sei die Function

4 AkF () =kAF (x) = ku
gegeben. Nach der Integration erhilt man:
(5) EF (x) = Zku.

Anderersecits erfihrt man aus der Gleichung (4), dass
AF () =u und daher F (z) = Zu

oder
(6) EF (@) =FkZu ist

Combinirt man diese Gleichung mit der Gleichung (5),
so wird

Zku = k2u,

d. h. das Integral des Productes einer Constanten mit einer
Function ist gleich der Constanten multiplicirt mit dem In-
tegrale der Function.

Vereint man diesen Satz mit dem vorhergehenden, so
ergibt sich, dass
(N XA+ Bz+Cax*+...)=AZ1 +BXZx+ CZ2+...

Nehmen wir an, es sei die Function y = a* gegeben.
Man weiss, dass ihre Differenz ausgedriickt ist durch

da® = (a* — 1) a7,
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was wir auch schreiben konnen:

und wenn wir integriren
a/‘J:
a — 1

— Mo L
wobei die Constante C auch gleich Null sein kann.

IIl. Integrale des Productes zweier Functionen.
Es seien # und v zwei Functionen. Nehmen wir nun die
Differenz des Productes u Zv, so dass

AwZv) = uv + AuZv + vAdu,
woraus

uv = 4 (uZv) — du (v + 2v),
und wenn man integrirt:
(8) Suv=uZv — Z{du@® 4 Zv)}.

Hiebei bemerkt man, dass die Integration des Productes
zweier Functionen auch vom Producte zweier anderer Func-
tionen abhingen kénne und die neu vorzunehmende Integration
grossere Schwierigkeiten bieten konnte, als die der urspriing-
lichen Funection.

Es sei z. B. die Function gegeben:

fie)—oe.
Die Grosse w ist hier durch «, » durch e”* vertreten.

Bilden wir die Grossen 4« und 2w, so erhalten wir
2z

€
Adu = h, Z'v:;h

EEmETA,
und daher
- Jp— ex PG 2 e‘b
2ime o @ apriiig Zhe—}—ch_l 4
woraus
L s gon o REPeS e A heher
i, S V' gesaly el DR Gt 1 ) L

ein Ausdruck, der sich leicht beweisen lisst, indem man die
Differenz entwickelt, und so wieder auf die Function ze¢* zu-
riickkommt.

Die Gleichung (8) kann auch noch zur Bestimmung eines
Quotienten % dienen. Man braucht nur %: v zu setzen, so
dass der Quotient unter der Form eines Productes erscheint,
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§. 18. Integration der wichtigsten Functionen.

Die Integrale der endlichen Differenzen von Functionen,
bei welchen man die angegebene mit dem Zeichen X ange-
zeigte Operation ausfithren kann, wird erhalten, indem man
die Formeln von der Differenz umkehrt. Es sind ihrer nur
wenige und die hauptsiichlich wichtigsten sind folgende:

I. Fiir die Function

y=wx@—h) @—2h)...&— (m— 1) h)
haben wir als Differenz (§. 4, Beispiel III) gefunden:
Ady=x (@ — h) @ — 2h)...@ — (m — 2) h) mh.
Betrachten wir nun die Function
y== (& — h) @—2h)...(x — mh),
so wird man als ihre Differenz finden
Ay =2 (@ —h) (@ — 2h)...(x — (m — 1) h) (m + 1) h,
woraus man, wenn man integrirt und fiir y dessen Werth
einsetzt

(1) Zx(e—h)(@—2h)...6— (m—1) h) =
_@w(@—h) (@—2h)...(x— mh)
750 (m 4+ 1) h T
erhiilt.

II. Analog finden wir, wenn die Function
y=@—hax@+h) @+ 2h)...c+ (m—1)h)
gegeben ist
Ady==x (x+h) (@4 2h)...(x + (m — 1) h) (m + 1) h,

und wenn wir dann integriren

) e (@4 h) (@+28)...(e+ (m—1) b=
_@—hax@+h) e+ 2h)... (4 (m—1)R) +0
5 m+ 1)k J
III. Wir fanden (§. 4, Beispiel 1IV)
po — mh
x (e + h)(@ + 2h)...(@ + mh)’
Integrirt man und setzt fiir y dessen Werth, so erhilt man
1
ik @+ h) @+ 2h)...@@ + mh)
1 il

T T mhz@+h @+ 2h)...@ + (m—1)h) i
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oder wenn statt m, m — 1 gesetat wird:
1

3) Zw (@4 h) (@ + 2h)...(x + (m — 1) h) i

1 1 ;
— + C.

(m—1)hx(x + h)(z 4 2h)...(z 4+ (m—2)h)

IV. Es sei eine rationale und ganze Function von = ge-
geben (pag. 15). Jeder Ausdruck besteht aus dem Producte
einer Constanten mit einer gewissen Potenz von x, weshalb

man nur eine Function von der Form 2™ zu integriren braucht.
Suchen wir die Differenz der Function 2"+!, so finden wir

dmm-{-l (m+1)x1nh+(m+1)m Mm— 1h2+
(m + 1) m (m —1)

m—2 ;3
1973 e ] R PR
Suchen wir nun 2™, so erhalten wir nach der Integration:
4 Haneg oths
) b T (m41) PR
Soset "_"_h_ m—1 m (”l—l) 2 m—2
_{1224.% +'m—'h 2 x +...,

worin die Constante gleich Null ist, weil fiir 2 = o alle Glieder
gleich Null werden.

Man sieht, dass die Integration der Function ™ abhiingt
von jener der Function 2™, 2m—2. .z, 2° und es ist daher
immer moglich, das Integral von 2™ zu finden, wenn man nur
vorher jene von z° x, 2%..., bei successiver Einsetzung von
m=20, 1, 2, 3... gefunden bat. Es seien nun 4,, 4,, 4,,...
Constante und

Ay + A,z + Agx® + A;23 +..
eine rationale und ganze Function von #, so ist das Integral
dieser Function
(A, + Az, Adga+...) = A Z1 + A S+ A, Za* ...

Wie ersichtlich, kann man das allgemeine Glied durch
22" ausdriicken, daher fiihrt man die Integration einer ganzen
und rationalen Function auf die von Xz ™ zuriick.

V. Um eine Function von der Form a*f (z), worin f (x)
eine rationale und ganze Function von z bedeuten soll, zu
integriren, erinnere man sich, dass
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do* = o*(a* — 1)

ist, woraus man, wenn integrirt wird
a® = (a" — 1) Z'a* oder Xa* = ahvi i + C
erhilt.
Nachdem wir dies festgestellt, wenden wir die Methode
der theilweisen Integrirung (§. 17, Gleichung 8) auf die Function
a*f(z) an, und setzen f(x) = u, @*=v. Wir haben dann

am

Dt =1@ g — 2{are (e + 5 2)| =

® =518 seafe) =

__1
T at—1

{af (x) — a Zacdf ()} + C.

Diese Gleichung zeigt, dass das Integral der Function
a*f(x) abhiingt von jenmem der Function a“Af(z) und dass
dieses seinerseits von jener der Function a?4® f(x) abhingt
u. s. w. So wie man aber, wie wir gesehen haben, das Integral
einer rationalen und ganzen Function f(z) immer finden kann,
so ist auch die Integration der Function a*f(x) immer moglich,
nur dass man die theilweise Integration so lange wird fort-
setzen miissen, bis die Function f(#) unter dem Zeichen der
Integration verschwindet. Ist daher diese Function von der
mter Ordnung, so wird man diese Operation m - 1 mal wieder-
holen miissen.

Integrirt man die Function a” 4f(x) nach der Methode
der theilweisen Integration und setzt man 4f(z) = u, a* =,
so ist:

" a”

Zardf (@) = Af @) g — 2 = (@) — B 4O (w)=

— Af () — @ ZarAOf(z).

a"— 1
Integriren wir dann noch die Function Xa® A% f(x), so
finden wir
x
S0 A0 f(e) =4V (%) =5~

i —aPh Zar A f (z) u. s. w.
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Durch wiederholte Substitutionen gelangt man endlich
zu folgendem Werthe:

(6) Za*f(x) =

{f (@) — o —7 4f (@) +

ah i
+(7J—1)2 A o) h_l)ad<3>f<w>+...} o)
und im speciellen Falle, wo f (z) = z™ ist:
h

P a® BT b d v .—___aﬁh (2) gom
Za*x i e a"—ldw +(a,"—l)”A el g

Die Constante C ist gleich Null, da alle Werthe dieses
Ausdruckes, wenn man # = 0 angenommen hat, gleich Null
sind. Setzt man darin m nach und nach gleich 0, 1, 2, 3,...,
so hat man

aI
Eazwu":: ah_lv
R ha
~Q"T = R 1 s g P g 1 )
a® ha" 2ha®h
Y $ i \ SCHRRY. |
Za®x —a"—l{w a"——l(2x+h)+( ),},

VI. Es seien endlich die Functionen
f (@) sinaz f(x)cosasx

gegeben, worin f(z) eine ganze und rationale Function von
bedeutet.

Man setze nun vorerst f(2) = 1 und entwickle die Differenz
dieser beiden Functionen, so findet man (§. 2, Beispiel IV)

dsima e —=2 sin%]z c0s (:z: 4 g),

LR h

Acosax = — 2sin" sin & +—).
2 2

Setzen wir nun in diesen Gleichungen zz — % anstatt x
: h ah
Adsina (x ——2—) = 28im — 5 cosax,
h A
Acosa (1 —7) = — 2sm7 sina .
Piccioli. 5
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Diese Gleichungen in Bezug aufcosa x und sina x auf-
gelost und integrirt ergeben

ina( —i)
sk Wl % 4

Zeosaix — Y )
2sm%
2
2cosa (ac ——]2L—)
Zsina x = + C.
s 4
2sm7

Um die Integrale
2f(x) cosa x, Zf(x)sina x

zu erhalten, wird man die Methode der theilweisen Integration
anwenden oder die trigonometrische Function in einer Reihe
entwickeln konnen.

§. 19. Summen-Ausdriicke einiger Reihen.

Eine der wichtigsten Anwendungen der Rechnung von
den Differenzen besteht in der Auffindung der Summe einer
gewissen Anzahl von Gliedern einiger Reihen, deren Bildungs-
gesetz man kennt. Diese Reihen finden auch in der Forst-
wissenschaft hiufige Anwendung und wir behandeln unter den
wichtigsten folgende:

I. Reihe der natiirlichen Zahlen. Man erinnere sich
der Gleichung (4) des vorhergehenden Paragraphes.

s w’m+l
iV 1k
mh P m(m—1) ., 2y
'—{T—'—Q 2x 1—'—————'*‘123 h Em +....

Setzt man in derselben nach und nach m =0, 1, 2, 3,...,
so findet man
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Em":—;:—,
x? x
2%—2—;&—?,
3 2
o2 @ wxh
SIS T P
4 3 2
R Y )
i bl Gl W T
2w4_£i_£+ﬂ ok
T 50 2 SRR, G
6 5 4 273
pl B e GRS
meilca T Sa gt e W
¢ 9 Sh x3h3 xh®
2w6=w__w__+_m_
L § gl 2 6 6.7’
o @ e At Wt A

Gt e T ysaT ey

Diese Formeln kann man natiirlich auf die Summe der
Reihen der zu einer beliebigen Potenz erhobenen natiirlichen
Zahlen anwenden. Man braucht nur # = 1 zu setzen, und da
das Zeichen X sich bis auf den Ausdruck, der den Werth von
a2 — h oder z — 1 (§. 16, Gleichung (3)) annimmt, ausdehnt, so
muss man jeder Reihe einen Endausdruck geben. Die neuen
Summen, die man erhilt, moge man mit S bezeichnen, so dass

Sre =14+2+34...4 n,
(2) Srat=142%4- 8% 4...4 »,

Srad =134+ 284 33 4...4 0’
wobei der obere und untere Index die Extreme der Reihen
bezeichnen, d. h. das erste und letzte Glied oder 1 und n. Nach-

dem wir dies angenommen, verwandeln sich die Gleichungen (1)
in folgende:

5*
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Sre =" 4 2= ),
mﬁ=%H-§+g%=%wm+n@n+m
Srat= %i-i—%i-i- 3*3'1—31%:
v =%ﬂw+D@n+06W+3n~D,
n® on‘ n?

Srat = o+ B 26 2.6’
n
AT e

ns n? Tnb Tnt n?
P Ao SN SN il Tt
i B bty Sl X e 234+26’

In dlesen verschiedenen Summen hebe man die hochste
Potenz von » heraus:

1 1
n traPa o 8 [za) )
R e (2 T 2n)’
| 1 il
Wl & T ol b A redt A1
GiE b (3 ;3 2n i 2.3.%2)’
1 1 1
Ot AR S e hen e ey
L (4+2n+ 22n")’
S"(E4—_—‘ n.’) l + + s .__..1_)
” 5] 411, 3nQ 5,6.n%1°

und wird weiters angenommen, dass dle Anzahl der Ausdrticke
unendlich werde, so niihern sich die Grossen in den Klammern,
mit Ausnahme der ersten, der Nulle, so dass die Grenzen
dieser verschiedenen Summen sein werden:

2

4 n
lzmSl"w = i
n3
imS *e®=—= 3
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4
s n
lim8 %= —

4 )
5
lim S, x* = %,
Formeln, welche in der Forsttaxation ausserordentlich
hiufig angewendet werden.

II. Figurirte Zahlen. Man habe folgende Reihen
1,818, 4, bi..

4) Legd, 1.9 ..
1, 4, 7,10,13

-

ye e

L

die mit den constanten Differenzen 1, 2, 3... fortschreiten.
Nimmt man eine dieser Reihen, z. B. die erste, schreibt ihr
erstes Glied an, dann die Summe der beiden ersten, der drei
ersten, der vier ersten etc., so bildet sich die neue Reihe

(5) 1,8, 6,10, 15; 21;.. ;

Wiederholt man denselben Vorgang bei dieser Reihe, so
erhiilt man folgende

(6) 1,4, 10:20:80. ..
und aus dieser
©) 1;,:5,18;:3D, {045

Wenn man so weiter vorgeht, so erhiilt man neue Reihen,
die man mit dem Namen der figurirten Zahlen zusammenfasst.

Die Eundglieder der unter (4) verzeichneten Reihen sind:

W onmAD) a@+)n+2) 2m+1)m+2) @043
) i 15 2t 192 418 2 102.3. 4 ihle

Wendet man die Gleichung (2) des vorhergehenden Para-
graphes zur Aufsuchung (2) des Summenausdruckes dieser
letzten Reihen an und setzt # = 1, so erhiilt man:

w=(w-—21)w

a (e =pil) ond L (e—Nex@41)
A T R )

>
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m(ac+1)(ac+2) 1

88, Tan i rerledd =
_GE—Da@the+d)
4 .0 5

Um dlese Summe bis auf das nte Ghed auszudehnen,
muss man, wie bekannt (§. 16), das nt¢ Glied selbst hinzufiigen.
Wenn wir nun, wie vorher mit S,* die neue Summe, die sich
von O bis inclusive 7 ausdehnt, bezeichnen, so erhalten wir
m—1mn _nm41)

i O et bl
S, 2 (x41) i __ (n—1)n{n+1) e n(n-+1) _n (n+1) (n+2)
1552 1203 102 16 G
® S”ac(ac—{—l)(cc-{—?) (m=L)n(n+1)(n+2) n(n-{—l)(n—f—?)__
! L R T 1 20354 123
_nm+1)(n—+2) (n+ 3)
e 1254

Das Bildungsgesetz ist klar und deutlich. Die Summe
einer jeden dieser Reihe ist nimlich das allgemeine Glied der
Reihe der unmittelbar hoheren Ordnung, ein Verhiltniss, das
allgemein bekannt ist und als Definition der figurirten Zahlen
selbst angesehen werden kann.

Die reciproken Reihen, welche als allgemeine Glieder die

Ausdriicke

1 i 15243

W am+1) nmw+D)m+2)’ """
haben, summirt man mit Hilfe der Formel (3) §. 18, mit Aus-
nahme der ersten, fiir welche die Formel nicht taugt, weil der
eine Factor im Nenner wegfillt. Fiir die andern Reihen findet
man dann

1 2 2 2
1+1+ +10+ e = e ey

9) n(n 4 1)
1+ +10+20+ Qi el 1.8v8 - 8 3

nG D F2) 2 D2y

Setzt man 7 = 00, S0 convergiren dlese Reihen gegen

s 3
die Grenze 2, Soeee
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III. Geometrische Progressionen. Wir fanden
frither, dass

az
2a* =(I,T——_1+C.

Wenn wir nun diese Constante durch die Bedingung be-
stimmen, dass fir 2 = O die Function den Werth 1 erhalte,

so haben wir
—1
G a" —1
und daher
n L an e uoy 1 — a" i 1
pe i it W T e s o
Setzen wir h = 1, so reprisentirt dieses Integral die
Summe von

a®+a+at+a4... 4ot = S

Will man dann in diese Reihe auch den Ausdruck a”
aufnehmen, so hat man

n__l an+1_1
1 n :c:a' N — B
i g =y T

a‘lH—l Ay 1

Aus dieser Gleichung wird, wenn wir auch die Extreme
der Reihe aufnehmen
artt — 1

W) Sper="————=1+a+e+a*+...+a"

Wenn endlich die Reihe mit @ und nicht mit der Einheit
anfangen wiirde, so hitte man
o g | an-{-l s 1
p ST, ARG o A RO

=a-+a®+ad+...t+an

12) Sran="2

§. 20. Anwendung der Summen einiger Reihen.

Analytische Darstellung des Gesetzes von der
Holzmasse eines Waldes. Im Vorhergehenden haben
wir gefunden (§. 10), dass man gebriuchlicher Weise das Zu-
wachsgesetz eines Waldes durch eine Function von der Form

1) y=azx + bz* 4 c2® +...
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ausdriicken kann, und wie man die Coefficienten a, b, ¢ be-
stimmen konne. Aber das Aufstellen dieses Gesetzes ist um
vieles sicherer, wenn man die Holzmassen eines Hektars Wald,
die einem gegebenen Alter des Bestandes entsprechen, bestimmt
und ein dem in der Function (1) bestehenden ihnliches Ver-
hiltniss aufstellt und zwar zwischen den Massen und den
beziiglichen Altersstufen, und dann aus diesem Verhiiltnisse
auf den laufend jihrlichen Zuwachs schliesst.

Man denke sich zu diesem Zwecke das Alter Z, inner-
halb dessen der Zuwachs y eines gegebenen Bestandes vor
sich gegangen ist, in eine Anzahl von n Zeitintervallen, die
wir als Einheiten annehmen wollen, getheilt.

Setzt man in der Gleichung (1) z nach und nach gleich
1, 2, 3,...n Theilen dieser Intervalle, so erhiilt man den Zu-
wachs, der in jedem von ihnen stattgefunden, so dass, wenn
Y5 Yo - -Yn die beziiglichen Zuwiichse bedeuten, am Ende der
verschiedenen Intervalle erhalten wird:

Y =8k 01® 4 el sy

Yo = a2 + b2% 4 ¢23 4. ..
®)) Ys=0a3 + b3* - ¢3% +...

Yn=—0an 4+ bn* 4 cnd +...

Summirt man diese verschiedenen Zuwiichse, die in den
einzelnen Zeitintervallen stattgehabt haben, so hat man die
Masse V,, die in einem gegebenen Alter # = z sich vor-
findet, oder
Ve=a(l+4+24+34+...4+2) +b(1%+2°43°+... 4%+

+ec(134 2243 4...4 2% 4...
Wird die Anzahl » = 2 der Intervalle unendlich gross

und setzt man an Stelle der Grossen in den Klammern die
Grenzwerthe, gegen welche sie convergiren, so erhilt man

sz%x’—}— %x“—{— »Z—z‘-#...
und wenn man Azg, B:%, C:% setzt,
3) Vo = Aa®* + Ba® 4 Ca2* ., .,

welche Formel das Gesetz der Holzmassen eines Waldes fiir
eine gegebene Holzart, fiir bestimmte Bodenverhiiltnisse, Klima,
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Lage etc. ausdriickt, welche Bedingungen, da sie constant
sind, durch 4, B, C dargestellt sind.

Von dieser Gleichung (3) kann man auf die Gleichung (1),
welche den laufendjéhrlichen Zuwachs mit seinem entsprechen-
den Alter verbindet, zuriickgehen. In der That, man braucht
nur zu bedenken, dass die Differenz zwischen zwei aufeinander
folgenden Werthen der Gleichung (3) den jihrlichen Zuwachs
I vorstellt. Deshalb setzen wir in dieser Gleichung z + 1
anstatt # und subtrahiren dieselbe von der Gleichung (3).
Beschrinken wir uns auf die ersten drei Ausdriicke, so hat man

I=Ve1 —Vo=A@+ 1)+ B @x+ 13+
+ C(x+ 1)* — Az®* — Ba® — Cat

Entwickeln und behalten wir dabei bei jeder Entwicklung
nur die zwei ersten Ausdriicke bei, die ja die gréssten und
massgebendsten sind, so haben wir

I=2Ax + 3Ba® 4 4Cz3.

Setzen wir darin statt 4, B, C deren Werthe, so kommen
wir vollstindig auf die Gleichung (1) zuriick,

Um die Coefficienten 4, B, C zu bestimmen, wird man
verschiedene Versuche anstellen, indem man die den ver-
schiedenen Altersstufen entsprechenden Massen zu ermitteln
sucht.

Die Aufgabe wird unbestimmt, bestimmt oder mehr als
bestimmt sein, je nachdem die Anzahl der Beobachtungen
kleiner, gleich oder grésser ist, als jene der Coefficienten, die
man auf der rechten Seite der Gleichung (3) beibehalten will.
Im letzteren Falle wird man zur Bestimmung der Coefficienten A4,
B, ;... die Methode der kleinsten Quadrate oder aber andere
Methoden der Interpolation anwenden kénnen. Die hier aus-
einandergesetzte Methode zur Bestimmung des Verhiltnisses
zwischen dem laufendjihrlichen Zuwachs und dem ihm entspre-
chenden Alter fiihrt zu sehr genauen Resultaten; denn begeht
man auch einen kleinen Fehler bei der Bestimmung der Massen,
so wird er in den folgenden Operationen nicht vergrossert.

Durchschnittszuwachs. Den durchschnittlichen Zu-
wachs m findet man, indem man die einem gewissen Alter ent-
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sprechende Holzmasse durch das Alter (in Jahren ausgedriickt)
dividirt. Daher 5

@ L=<

oder aber, wenn wir fiir 7, dessen Werth substituiren
(5) I, = Ax 4+ Bz* 4 Ca3® +...

Dieser Gleichung wird man jedoch in der Praxis immer
die Gleichung (4) vorziehen.

Normalvorrath. Unter dem normalen Vorrathe versteht
man jene Holzmenge, die ein Wald, dessen Alters- und Zu-
wachsverhiltnisse normal sind, liefert. Man kann den nor-
malen Vorrath auch dann erzielen, wenn nur eine dieser Grund-
bedingungen normal ist. Es braucht nur der Abgang, der sich
bei einer Classe zeigt, durch den Ueberschuss der andern
gedeckt zu sein. Dann erzielt man beim Fiillen eine jéihrlich
gleich grosse Masse. Im Allgemeinen muss man aber die
finanzielle Umtriebszeit unberiicksichtigt lassen, indem man
bald friither, bald spiter die Fillung wird vornehmen miissen.
Die Grosse dieses Vorrathes hingt ab:

@) von der Grosse des normalen Zuwachses, durch
welchen der Vorrath gebildet wurde und durch welchen die
Verminderung, die in Folge des Fillens eintritt, sich ersetzt,
mit einem Worte alle Ursachen, die diesen modificiren kiénnen,
wie die Ausdehnung des Waldes, die Bestandesform, der Boden,
Wirthschaftsbetrieb ete.;

b) vom Turnus, denn hat dieser eine lingere Dauer, so
wird auch die Anzahl der jibrlichen Abtriebe grisser, und
obschon er ihre Ausdehnung vermindert, so erreicht das Holz
doch ein hoheres Alter, als bei einem kiirzeren Turnus;

¢) von der Zeit, in welcher man den Vorrath schiitzt. Er
ist am grossten nach dem herbstlichen Zuwachse vor der Fil-
lung alter Stimme und am geringsten allsogleich nach diesem
Schlage und bei Beginn des neuen Zuwachses im Friihjahre.
Im Sommer hat er einen mittleren Werth, weil er den halben
Zuwachs des laufenden Jahres besitzt.

Ist nun dies bekannt und wir bilden die Summe der Holz-
massen, die den verschiedenen Altersstufen entsprechen, wie
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wir dies bei den Zuwiichsen gethan haben, indem wir in der
Gleichung (3) fiir # nach und nach 1, 2, 3,... gesetzt, so
gelangen wir zu einer Gleichung, welche den normalen Vor-
rath, der dem Alter z entspricht und den wir durch PN,
bezeichnen, ausdriickt, nimlich:

(6) Psz—éx”—{——?x‘—}-%ﬁ—#...

Auf #hnliche Weise, wie wir von den Massen auf den
laufendjihrlichen Zuwachs iibergegangen sind, kann man von
dieser Gleichung auf jene der Massen iibergehen, so dass,
wenn ein Gesetz des laufendjihrlichen Zuwachses, der Massen,
des Durchschnittszuwachses und des normalen Vorrathes bekannt
ist, man alle andern finden kann.

§. 2I. Formeln zur ndherungsweisen Quadratur einer Flédche.

Das Problem der Bestimmung von durch Curven be-
grenzten Flichen war eines von denjenigen, welche die
Integralrechnung in’s Leben riefen. Die gebrauchten Sym-
bole sind klare Andeutungen des zur Liésung des Problems
nothigen Vorgehens. Es sei AB (Fig. 2) eine auf recht-
winklige Axen bezogene Curve und y={f () deren Gleichung.
Trachten wir nun die zwischen einem Theile dieser Curve, den

Fig. 2.

J
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of-———————————
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A

dussersten Ordinaten und der z Axe enthaltene Fliche zu be-
stimmen. Als #usserste Ordinaten des Bogens nehme man 0'A
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und M P, und N und N'Q' zwei beliebig weit abstehende
Ordinaten von A4z. Nimmt man Az als klein an, so kann
man den Flicheninhalt des Trapezes N @ @' N’ als den eines
Rechteckes ansehen, weshalb man den ganzen Flicheninhalt
A der Figur A MP ansehen kann als den Grenzwerth der
Summe von so und so vielen diesem analogen Rechtecken, daher

1) A =limZyAda,
wenn man das Zeichen X auf die entsprechenden Punkte auf

den Abscissen der Bogenenden ausdehnt. Setzt man fiir y
dessen durch = ausgedriickten Werth, so hat man

(2 A=UlimZf (x) dx,
was man in der Infinitesimalrechnung
6) A= J f@dz
schreibt.

Wenn aber die Curve statt durch ihre Gleichung durch
Punkte gegeben ist und # + 1 gleich weit abstehende Ordi-
naten derselben bekannt sind, deren Werthe A, 4,, 4,,...4,
wiiren, so kann man einen niherungsweisen Ausdruck fiir die
innerhalb dieser Curve liegende Fliche, ihre #dussersten Ordi-
naten und die Axen von 2 finden.

Nehmen wir an, die constante Entfernung zwischen zwei
aufeinander folgenden Ordinaten sei gleich der Einheit, dann
ergibt uns die Newton'sche Formel als Gleichung der Curve

(@& —a)(e—

Al APV S T e/t B DN

Lassen wir iiberdies die Ordinate 4, mit der Axe von ¥
zusammenfallen, so dass fiir « =0, y = 4, wird, so ist der
Werth a, der die Entfernung 00’ (Fig. 2) der ersten Ordinate
von den Axen von % ausdriickt, gleich Null, und es nimmt die
vorhergehende Gleichung folgende Form an:

y=f(x) =4, + x 44, + 93(901_2 1)4(2)A1,+
p 2= DE— 5PV I

oder
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.4<2>A

)+l 2 3(w3__3w2+2)+

Wenn wir uns nun die Abscisse # in eine sehr grosse
Anzahl Theile (n) zerlegt denken, von welchen wir jeden ein-
zelnen der Einheit gleich setzen; wenn wir weiters in der
Gleichung (4) # nach und nach gleich 1, 2, 3... n setzen, <o
erhalten wir die den 7 Punkten entsprechenden untereinander
sehr nahen Ordinaten. Wenn wir jede derselben mit h, der
Entfernung zwischen zwei auf einander folgenden Ordinaten

multipliciren, so erhdlt man den Flicheninhalt der einzelnen
Rechteckchen

424,

h{A0+AA0-+- (12— 1)+12 0 (13— 3.12+2.1')+...}

—2)+‘1’2A;<23 3, 29+2.2)-|-...}

h {A0—|—2AA

Summirt man die Flicheninhalte aller dieser Rechteckchen,
so erhiilt man den Gesammtfliicheninhalt der Figur

A:k{nA0+AAo(1+2+...)+

4®4
1

+ o (et 42 4..0)

4 QUL e B mab g Ly

+2(1+2+...))+...}.

Dieser Flicheninhalt wird sich um so mehr dem wahren
niihern, je kleiner die Einheit ist, in welche man die Axe ge-
theilt hat, d. h. je grosser » ist. Wenn man daher % moglichst
gross macht und an Stelle der Reihensumme der natiirlichen
Zahlen, Quadrate, Cuben etc. die Grenzwerthe, zu welchen
diese Summen hinstreben, setzt, so erhilt man:
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n? 434,
(5) A_h{nA kg & AA°-|-( _2~) e

s A®4,
+(”T— w4 n ) o+

ol e B T o) JER, }
+(?‘2+ AR )1234

Sobald 4,, 44, 4®A4,, ... bekannt sind, kann man
niherungsweise den Flicheninbalt einer beliebigen Figur finden,
wenn man die Differenzen einer gewissen Ordnung vernach-
lissigt. Betrachten wir einige Specialfille dieser Gleichung.
Setzen wir # nach und nach gleich 1, 2, 3,... und beriick-
sichtigen wir, dass die den hoheren, der zweiten, dritten etc.
Ordnung entsprechenden Differenzen gleich Null sind, so hat
man fiir

n=1 A %(214 S

n=2 4" %(GA +644,+ 4D A,),

n=3 A“ = % h(84, + 1244, +64DA4° + 4 4),
n=4 A = % h (454, + 9044, + 15ADA4, +

+ 720 J® 4, + 844%4),

e lh A e _1% h(124,+30 44,4 10 4D 4,+1354® A4+

+ 6170 4®4, 4 95 4®4,),

Setzen wir dann an Stelle der Differenzen die entsprechenden
Entwickelungsresultate

dA, =A — A,, ADA = A, — 24, + 4,, A4, =
U OIS R |

so erhalten wir folgende Ausdriicke:
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h

4 B Ay

4 = (4 + 44, + 4y,
3h

(6) A% =2 (4 + 34+ 34, + 4y),

A//u e

(14 (4 + 4) + 64 (4, + 4;) + 244)),

A — ‘l’g (5992 A, — 22310 A, - 35735 4, — 25595 A, +

+ 5495 4, + 9 A5),

Anmerkung I Setzt man in der Glelchung (O) %= 6
und berechnet nun die Coefficienten, so erhilt man

(1) A" =h {GA L4 ISAA —{—274(2)A + 24494, +
+ 2 A0 Ay + 2 A04, + S AwAl

worin der Coeﬂ'lclent i s1ch vom Bruch < nur um i unter-
scheidet und, da nach der Natur der Linien, die man in Betracht
gezogen hat, die aufeinander folgenden Differenzen fortwihrend
kleiner werden, so wird, wenn man den Bruch % anstatt %
nimmt, in der sechsten Differenz der in die Rechnung auf-
genommene Fehler sehr gering und gegeniiber den anderen
Ausdriicken leicht zu vernachlissigen sein. Mit dieser Aenderung
in der Gleichung (7) und wenn anstatt der Differenzen deren
Werthe eingesetzt werden, erhilt man folgenden einfachen und
wichtigen Ausdruck:

(8) Armi= 3_h {AO +A_2 +A_4 - AG + 5 (Al —+- As) + 6A3},
10

worin ~ den constanten Abstand zwischen zwei aufeinander
folgenden Ordinaten bezeichnet. Diese Formel ist unter dem
Namen die nRegel von Weddle« bekannt.

Anmerkung II. Man ermittle die durch eine Curve, durch
eine Gerade und die auf diese Gerade senkrechten iHussersten
Ordinaten eingeschlossene Fliche. Man theile die Curve in
eine Anzahl von n gleichen Segmenten, so dass die zu be-
stimmende Fliche in n kleine Rechtecke von gleicher Héhe
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getheilt werde. Betrachtet man nu das erste Paar dieser
Rechtecke, deren Ordinaten 4, 4,, 4, sind, so findet man
als Fliche ;

S )

und ebenso fiir die folgenden Paare von Rechtecken

Ll P T IE

h
’3_ (A4 + 4A5 + As);

h
":9’_ (A-n—2 “I‘ 4An—1 + An)-

Summirt man die Inhalte aller dieser Flichenpaare, so
hat man im folgenden Ausdrucke den ganzen Flicheninhalt
der Figur, den man sucht:

h
©) A=—g{dg+ 4, +44 +4,+4,+..)+

+2 (dy + A+ 4, +..))

Diesen Ausdruck nennt man die Formel von Simpson,
und sowohl diese als die Gleichung (8) gelten fiir die speciellen
Fille, in welchen eine oder beide #ussersten Ordinaten gleich
Null sind.

Die Anwendung dieser Formel zur Interpolation von
Flachen ergibt geniigend genaue Resultate, wenn man zwischen
den Ordinaten geniigend kleine Abstiinde annimmt.

§. 22. Berechnung des Cubikinhaltes ,,dendrometischer
Urtypen‘.

Jeden Stamm oder Stumpf kann man sich allgemein entstan-
den denken durch Rotation einer Linie um eine andere Gerade,
die man sich als Axe des durch diese Bewegung entstandenen
Korpers denken kann. In der forstlichen Stereometrie hat man
einige Typen aufgestellt, welche man ndendrometrische Urtypen
nennt und in welche jeder Stamm, wie gross auch seine Masse
sein moge, inbegriffen ist. Zu diesen Urtypen gehoren: der
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Cylinder, das Rotationssumiellipsoid, das (apollonische) Para-
boloid, der Kegel und das Neiloid, deren Volumen immer eine
Function des Grundflichendurchmessers, der Hohe und einer
Zahl, die von der Form des Stammes abhiingt, ist. Diese
letztere hingt wieder ab vom Alter, von der Ausdehnung der
Krone, von der Stirke der Zweige und von vielen anderen
Umstéinden, die bei der Taxation zu beriicksichtigen sind.

DieRechnung von den Differenzen ermdglicht es, elementare
Regeln zur Bestimmung der Volume einiger Rotationskorper
aufzustellen. Man wird vorerst einen allgemeinen Begriff
fiir diese Bestimmung aufstellen und ihn dann auf die Be-
rechnung des Cubikinhaltes der dendrometrischen Urtypen an-
wenden. Stellen wir uns eine beliebige ebene, in Bezug auf
eine Gerade symmetrische Curve vor und lassen wir dieselbe
um erstere rotiren, so wird sie einen Korper erzeugen, den
man einen Rotationskorper nennt. Man denke sich weiters
diesen Korper vermittelst senkrecht auf die Rotationsaxe
gestellter Ebenen in eine Anzahl von Sectionen von gleicher
Hohe zerlegt. Ihr Volumen findet man, wenn man sie als
so viele Cylinder von verschiedenen Radien 7y* und gleicher
Héhe ansieht, und man wird eine um so grissere Annaherung
an den richtigen Werth erreichen, je grosser man die Anzahl
der Sectionen angenommen hat. Bezeichnet % die constante
Hohe dieser Cylinder, so wird das Volumen oder die Masse
V eines Korpers, dessen Erzeugungslinie y = f(xz) als Glei-
chung hat, ausgedriickt sein durch die Summe der Volumen
7t Y*h, oder von

@) V = lim x Zy*h,
oder
@) 7 nfy“dx;

ein Integral, das bis auf die Grenzen des Korpers sich er-
strecken muss.

Nimmt man den Ausgangspunkt der Axen im Centrum
oder im Scheitel der Curve an und lisst die  Axe mit der
Symmetrieaxe zusammenfallen, so ist die Constante, welche

das Integrale (1), (2) vervollstindigen miisste, gleich Null.
Piccioli. 6
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Unter diesen Bedingungen finden wir das Volumen des Rotations-
Semiellipsoids, des Paraboloids von Apollonius und des Neiloids.

DasRotations-Semiellipsoid. DasRotationsellipsoid
oder das zweiaxige Ellipsoid kann man sich durch die Rotation
einer Ellipse um eine ihrer Axen entstanden denken. Wir
werden nur jenen Theil desselben in Betracht ziehen, welcher
durch die Rotation einer halben Ellipse um ihre halbe grossere
Axe entstanden ist. Die Gleichung der Ellipse lautet:

2

2
M S+ &=1

worin @ und b ihre halben Axen sind. Hebt man y* heraus

und multiplicirt man mit sz, so ist:
bﬂ
(@) gt = m oy (@t — Y,

womit der Flicheninhalt der Basis einer beliebigen Section
(Fig. 3) des Rotations-Semiellipsoides ausgedriickt ist, welches
wir uns als mit seiner Axe O C vertical vorstellen konnen.

Fig. 3.
Ao M 7
. r : &i
0 £—X
iz
M No N3

Denken wir uns diesen Korper durch unter einander parallele
auf der Axe OC senkrecht stehende Ebenen in 7 kleine Sec-
tionen getheilt und bezeichnen wir vom Punkte O ausgehend
die der Grundfliiche entsprechenden Radien mit ¥, Y, Y3 -+ Y
so dass
Y = M\N,, yo = MyN,,...Yyn = M, Ny

h sei die constante Hohe einer jeden Section. Die Flachen-
inhalte der Grundflichen dieser Sectionen, die man ganz gut
als Cylinder ansehen kann, werden also sein:
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B2
”?/12=7‘Z{g (a® — 0),

bﬂ
Yt = g (@ — W),

(3) T y32 — t%!: (aQ AT (2;,/)!)’

2
70 U —iqd % (a* — (n — 1)%hf%).

Stellen wir uns noch die diesen Sectionen umschriebenen
Cylinder vor, so erhalten wir ihre Volume, indem wir die
Grundfliche mit der gemeinschaftlichen Linge % multipliciren.
Man hat also

b2
Yy h =mn v (a* — o) h,

2
mylh=m % (@® — 1% h,

4 3
@ Y h = % (a®* — (21)%) h,

2
TYlh =m (—l;ﬁ (a®* — (n — 1)%h*) h.

Summirt man diese Gleichungen, so stellt die linke
Seite der Summe das ganze Volumen des Semiellipsoids vor.
Diesselbe wird sich um so mehr dem gesuchten Volumen des
Kérpers nihern, je grésser # sein wird. Wir haben also

(5) V=n%9,h {na® — B2 (12 420+ 32 +...(n — 1)D)}.

An Stelle der Summe der Quadrate der natiirlichen
Zahlen setze man den Grenzwerth, dem sich diese Summe
nihert, so wird:

bQ n3
V= m ?h (na,2 — R ?)
oder
b2n3hd
(6) Wi nbg'nh—— ﬂm.

6*
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Beriicksichtigen wir, dass @ die Hshe des Korpers vorstellt,
welche wir mit H bezeichnen werden, dann b den Radius R
der Grundfliche, ist iiberdies H = nh, da & die Hohe eines
jeden dieser kleinen Cylinder und # deren Anzahl bezeichnet,
so wird die Gleichung (6)

ik ”I;QH.
oder
) V=;nBH

Wenn wir aber anstatt diese kleinen Cylinder dem
Semiellipsoid umzuschreiben, dieselben einschreiben, so gelangt
man durch dasselbe Vorgehen auch noch zu dem in der Glei-
chung (7) enthaltenen Resultate.

Das Paraboloid von Apollonius. Dasselbe kann
man sich entstanden denken durch Rotation der Parabel

¢)) Yt =2pz
um die Axe der z (Fig. 4). Denken wir uns dasselbe durch

auf die Axen desselben senkrechte Ebenen in so viele unter
einander parallele Stiicke, von constanter Hohe % getheilt.

Fig. 4.

b

07 @

—

Bezeichnen wir mit ¥,, %, ¥5,...Y» die Radien ihrer
Grundfliichen, mit # ihre Anzahl, so ergibt die Gleichung (1)

%' =2p.h,

Yo' = 2p . 2h,
@) Yy =2p. 3h,

10 =20 mh,

Multiplicirt man mit »% beide Seiten dieser Gleichungen,
so erhilt man die Volumen der einzelnen kleinen Cylinder, die
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dem in Betrachtung gezogenen Kiorper umschrieben sind. Ihre
Summe ergibt dann das ganze Volumen des Kirpers, das sich
um so mehr dem Volumen des wirklichen Paraboloids niihert,
je grosser die Anzahl der kleinen Cylinder ist. Wir erhalten

(3) V=2p(1+2+3+...nxh%
Nun ist aber die Summe der Reihe der ersten » natiir-

lichen Zahlen {7 (n + 1) und deren Grenzwerth %2, weshalb
das Volumen des Korpers:

V = L 2p 7 h 0l

V=412pnh . znh.

Weil nh = H ist und fiir die letzte der unter (2) an-
gefithrten Gleichungen 2pnh = #,% so hat man

Vi= sy, H.
Aber y, driickt den Radius der Grundfliche des Kérpers
aus, daher
4 =}z R*H,
oder, wenn man D den Durchmesser, B den Flicheninhalt der
Grundflache nennt
) ¥=1zD'H
(6) Fe= LB H
Zu demselben Resultate gelangt man auch hier, wenn man
anstatt umzuschreiben in die Sectionen Cylinder von gleicher
Grundfliche und gleicher Hohe einschreibt; denn anstatt die
Summe der Quadrate der ersten % natiirlichen Zahlen zu er-
Fig. 5.
y

halten, erhiilt man jene der ersten » — 1 Zahlen, die, wenn
man % unendlich anwachsen lisst, denselben Grenzwerth, d. i.
1992 h t
4+n? hat.
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Das Neiloid. Die Erzeugungslinie des Neiloids (Fig. 5)
ist die semicubische Parabel (Evolute der Parabel) von der
Gleichung
(1) y: = 2pa?.

Zerlegen wir diesen Korper in eine Anzahl #» von Sec-
tionen und denken wir uns die Cylindermiintel dem Korper
umschrieben und von constanter Hohe i. Bezeichnen wir ferner
mit ¥,, Yo, Yg---Yn die Radien der Grundflichen dieser Sec-
tionen, so ergibt die vorhergehende Gleichung mit 7z multiplicirt

wy,t = n2ph?,
mwy,t = w2p(2h)3,
2) ay,t = w2p(3h),

T Yyt = 7 . 2p (nh)?,
welche Gleichungen die Flicheninhalte der Cylindergrundfliche
ausdriicken. Multiplicirt man dann jede dieser Gleichungen
mit », summirt und hebt /* heraus, so hat man fiir das Volumen

des Neiloids
V= n2pht (13 4 23 + 3% 4. ..u9).
Die Summe der Cuben der 7 ersten natiirlichen Zahlen ist
int (v + 1?
Pt (DY
welcher Ausdruck, wenn 7 unendlich wird, den Grenzwerth
1n* hat, daher
(3) V=41a2pn*h* = L+x2pn®h®.nh.
Aber fiir die letzte der unter (2) angefiihrten Glei-
chungen ist

oder

Y2 = w2 pndhd,

und da y, den Radius der Grundfliiche des Neiloids ausdriickt,
und nh dessen Hohe H ist, so wird die Gleichung (3)
) =

Stellen wir uns anstatt der den gedachten Sectionen um-
schriebenen kleinen Cylinder solche eingeschrieben vor, so ver-
mindert sich deren Anzahl auf » — 1 und wenn nun # un-
endlich anwéachst, so nihert sich ihre Summe noch immer
dem Werthe 1#* und man gelangt wieder zum Ausdrack (4),
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den man auch, wenn D den Durchmesser und B den Flichen-
inhalt bezeichnet, so schreiben kann

©) V= tom T
oder
(6) W= S

§. 23. Berechnung des Cubikinhaltes unregelmdssiger Stamme.

Kann man die Form eines Stammes einer der betrachteten
typischen Formen zu Grunde legen, so bietet die Berechnung
seiner Masse gar keine Schwierigkeit dar. Den Cubikinhalt
entgipfelter Stimme berechnet man, indem man sie als ab-
gestutzte Formen der erwiihnten typischen Formen betrachtet.
Statt aber so viele verschiedene Formen anzuwenden, als es
Typen gibt, kann man eine einzige Form fiir alle diese Fille
verwenden und zwar die zweite Gleichung der unter (6) §. 21
enthaltenen. Man wird in diesem Falle den Buchstaben 4,,
A,, A, den Werth von Flicheninhalten beilegen, welche den
an der Basis, in der Mitte und an der Spitze des Stammes
gemessenen Durchmessern entsprechen.

Dieselbe Formel ergibt fiir den Fall, wo der Durchmesser
an der Spitze gleich Null ist
H
V=_g‘ (4, + 44,),
wobei (H) die ganze Hohe des Baumes bedeutet, oder

h
[ :? (Ao e 4A1)7

worin 1 die Hohe eines Abschnittes bedeutet.

Was das Paraboloid von Apollonius anbelangt, dann den
Kegel und das Neiloid, die ja die in der Praxis am hiufigsten
vorkommenden Formen sind, so liefert die erwihnte Formel (6)
fir dieselben ein vollstindiges, mit jenem aus den im vorher-
gehenden Paragraphe aufgestellten Formeln tibereinstimmendes
Resultat. Dagegen fiithrt sie einen kleinen Fehler ein bei der
Berechnung des cubischen Paraboloids. Manche Stimme ent-
sprechen keiner der im Vorhergehenden betrachteten Formen.
Es sind dies zweifach gebogene Stimme, dicke Aeste etc., die
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eine eigene Berechnungsart verlangen. Es konnen hier ver-
schiedene Methoden angewendet werden, die bald mehr, bald
weniger genaue Resultate liefern. Die Anwendung der For-
meln (6) des §. 21 geben jedoch, wenn man mehr als drei
Durchmessermessungen anstellt, Resultate, die so genau sind,
als man nur immer wiinschen kann. Man braucht auch in
diesem Falle den Werthen A‘, A, A**... einfach die Bedeu-
tung von Volumen und den Buchstaben A, 4,, 4,,...
die von Flicheninhalten zu geben, welche den in verschieden,
aber gleich weit abstehenden Punkten gemessenen Durch-
messern entsprechen. Denkt man sich den Stamm in fiinf
Sectionen getheilt, so wird man auf analoge Weise die
Formel von Weddle (8), (§. 21) anwenden konnen oder bei
einer beliebigen, aber geraden Anzahl von Sectionen jene von
Simpson (9), (§. 21).

Sowohl die eine als die andere lassen den speciellen Fall
zu, in welchem der Flicheninhalt der ersten oder letzten Ab-
schnitte gleich Null ist, oder wenigstens als gleich Null an-
gesehen werden kann.
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Anhang.

Ueber einige Anwendungen der Theorie der kleinsten
Quadrate in der Forstwissenschaft.

Allgemeine Kenntnisse. Eines der Haupterforder-
nisse zur Instandhaltung eines Forstes ist die Kenntniss des
Gesetzes vom Holzwachsthume, nicht nur, um damit den
periodischen oder jihrlichen Schlag in Einklang zu bringen,
sondern auch um die giinstigsten Bedingungen fiir das Fort-
kommen einer gegebenen Holzart zu studiren, und um den
Baum mit andern auf einem gegebenen Boden vergleichen zu
konnen. Dieser Anhang bezweckt nicht eine Theorie aufzu-
stellen, er soll vielmehr einige niitzliche Anweisungen zur
Taxation geben, weil bei dieser Fille vorkommen konnen, in
welchen die Anwendung der folgenden Resultate die Genauig-
keit der Schitzung erheblich erhéhen kann. Die gebriduch-
lichsten Methoden der Interpolation sind die von Newton und
Lagrange. Aber da die Formel von Newton nur dann an-
wendbar ist, wenn die verschiedenen Werthe der unabhiingigen
Variablen von einander gleich weit abstehend sind, so kann
sie sich auch selten und zwar nur in Fragen des Holzzuwachses
niitzlich erweisen, da die erwihnte Bedingung selten erfiillt
werden kann. Die Formel von Lagrange lisst sich besser
verwenden, sie gilt fiir alle beliebigen Werthe der unabhiin-
gigen Variablen, wenn diese nach abnehmenden Potenzen
geordnet sind. Aber auch der Gebrauch dieser Formel ist
begrenzt. Sie wird zu complicirt, wenn die Zahl der gemachten
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Beobachtungen gross ist. Die Methode jedoch, die wir jetzt
auseinandersetzen werden, lisst nicht nur jede beliebige An-
zahl von Beobachtungen bei der Darstellung eines gegebenen
Gesetzes zu, sondern sie gibt uns auch das Mittel an die
Hand, die Fehler, die bei einer solchen Bestimmung allenfalls
unterlaufen, schiitzen zu konnen. Es konnte uns der Einwurf
gemacht werden, dass so viele Rechnungen und Formeln,
die manchmal lang und schwer anzuwenden sind, iiberhaupt
iiberfliissig wiiren. Dem ist aber nicht so; denn gesetzt auch,
wir konnten die Formeln, die wir gefunden haben, in der Praxis
nicht so verwirklichen, wie sie die Rechnung ergab, so wire
das doch kein Grund zu ihrer ginzlichen Verwerfung. Im
Gegentheil entnehmen wir den Formeln sogar manche wichtige
Winke zur vortheilhaften Anstellung der Untersuchungen und
der Versuche, damit wir die wichtigsten Daten auswiihlen und
die weniger wichtigen, wenn es Noth thut, vernachlissigen
konnen. Es wiire gerade so, als wenn man die in der ratio-
nellen Mechanik gefundenen Formeln verwerfen oder fiir un-
niitz erkliren wollte, weil sie immer erst durch einen Sicher-
heitscoefficienten corrigirt werden miissen.

In der Theorie, mit der wir uns jetzt befassen, kommen
nur die kleinen Fehler in Betracht, von denen man a priori
nicht bestimmen kann, ob sie positiv oder negativ sind. Des-
halb wird die algebraische Summe dieser Fehler bei einer
grossen Reihe von Beobachtungen zur Nulle neigen und der
Werth einer Beobachtung wird sich umsomehr dem arithme-
tischen Mittel nihern, je grosser die Anzahl der Versuche sein
wird. Da es sich jedoch um Fehler handelt, die man auch
bei der grissten Sorgfalt nicht vermeiden kann, so ist es noth-
wendig, dass man eine gréssere Anzahl von Versuchen an-
stellt, als streng genommen nothwendig wiren. Will man daher
bei der Messung einer Grisse eine grosse Genauigkeit erzielen,
so wihlt man nicht nur die brauchbarsten Instrumente, sondern
man wiederholt auch ofter dieselbe Messung. So empfiehlt es
sich bei der Bestimmung der Holzmasse einer Probefliche ver-
mittelst der Modellstimme sehr, die Messung des Cubikinhaltes
auf moglichst viele Biume auszudehnen, bei der Bestimmung
des mittleren Alters das Alter mehrerer Biume zu ermitteln
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ete. Da wir das Vorzeichen der Beobachtungsfehler nicht
kennen, so zieht man statt der einfachen Fehler, deren Qua-
drate in Betracht, die immer positiv sind. Man setzt dann
die Bedingung, dass ihre Summe sehr klein sein miisse, woher
der Name der ,kleinsten Quadrate“ fiir die von uns jetzt in
Betrachtung gezogene Theorie stammt. Setzen wir den Fall,
wir miissten nur eine Unbekannte O bestimmen. Nehmen wir
an, man habe n Versuche angestellt, deren gefundene Werthe
0,y Ogy Og,- - -0, sind. Die bei jede rdieser Beobachtungen began-
genen Fehler sind ausgedriickt durch
0—o9, 0—o0y O —o04...0—0,,

welche summirt, da % sehr gross ist, sich wegen ihrem Vor-
zeichen aufheben miissen, d. h. es muss

(0—0,) 4 (0 =) (0 —05) +...(0 —00) =0

sein, woraus
0=01 + 0+ 034 ...0n
n )
d. h. das arithmetische Mittel ist der wahre Werth von O,
wenn % sehr gross ist.
Nehmen wir nun an, die Anzahl der Versuche sei eine
begrenzte und es seien
(0 —0,)% (0—0g)% (0—09%...(0— on)*
die Quadrate der Beobachtungsfehler. Die Wahrscheinlich-
keitsrechnung lehrt uns in solchen Fillen diese Summe so
klein als moglieh zu machen. Dieser Bedingung wird man
gerecht, wenn man ihr erstes in Bezug auf O genommenes
Derivat gleich Null setzt. Man erhilt

(0 — o,)+(O—oq)-}—(O—03)—|—...-+—(0—o,,)=0,
woraus
i 40+ 03+ ...+ 0

n

Hat man daher auf einer Probefliche 10 Modellbiume
ausgewiihlt, so ermittelt man zur Bestimmung der Holzmasse
den Cubikinhalt eines jeden von ihnen und wird das Product
des mittleren Volumens der Modellstimme als Totalausdruck
der auf der betrachteten Fliche stehenden B#ume ansehen.

Bestimmung des Gesetzes von der Masse als
Function des Alters. Nehmen wir an, wir hitten mehrere
Grossen zu bestimmen. Das Problem kann unbestimmt, be-

0
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stimmt oder mehr als bestimmt sein, je nachdem die Anzahl
der Unbekannten grisser, gleich oder kleiner ist, als die An-
zahl der Bedingungsgleichungen. Der vorliegende Fall ist
einer von denjenigen, in welchen die Beobachtungen zur Be-
stimmung der Unbekannten auf unendlich viele Arten combinirt
werden konnen. Die vortheilhafteste aller dieser Combinationen
ist jene, welche die Summe der Quadrate der Fehler so klein
als moglich werden lisst.

Nehmen wir das gewéhnliche Gesetz von den Massen
€)) V.= Az* + Ba® + Cz* +...,
worin V, die Masse als Flicheneinheit des Hektars, dem Alter
x entsprechend ist und 4, B, C,... zu bestimmende Coeffi-
cienten sind.

Bs seien ¥, Vi, Ve,... die den n Altern @,.b,¢,...
entsprechenden #» Massen. Beschrinken wir uns in der Bestim-
mung der Coefficienten auf die ersten zwei, so erhalten wir

folgende Gleichungen

%:A-J(-Ba,
14

@ —bgl—__—A-{-Bb,
%——-A—f—CC,

die auf verschiedene Art combinirt werden kénnen.

Die vortheilhafteste dieser Combinationen bleibt jene,
welche die Quadrate der Fehler moglichst klein werden lisst.
Es seien d,, d,, d,,... die Differenzen zwischen den von der
Beobachtung gegebenen Werthen und jenen, die man durch
die Gleichung (1) erhalten wiirde, wenn die wahren Werthe
von A und B bekannt wiiren. Berechnen wir die Summe der
Quadrate der Fehler

2

d,’:(A + Ba——%),
14 2

df:(A o Bb+b—§),

Q

ds‘z:(A + Bc+%>,

http://rcin.org.pl



93

und setzen wir die Derivate in Bezug auf 4 und B gleich
Null, so erhalten wir:

(A-}-Ba—%)—{—(A—}-Bb— %)JF(AJFBC—%)JF...:O,

(A—}—Ba—%)a +(A+Bb—%)b - (A-}-Bc—?V;—) ¢+...=0.
Diese zwei Gleichungen haben nur zwei Unbekannte A
und B. Fassen wir die Factoren von 4 und B zusammen
und schreiben wir der Kiirze wegen
Zr —a+b+c+...,
St =af+ b 4 ¢ +...,

LA e e
o e W e Tt
ARG e e
ZF=?+T‘II+F+"‘

Die zwei vorhergehenden Gleichungen verwandeln sich
dann in folgende:

nA—{—BZv—Zx—IZ:O,

AEx-{—BZx“—Z%:O,

welche aufgelost geben:

> —;—; 2t — 279023—;;
@) TS Ez)®
14 Vi

PP PRI T, S (LA
@) ;A z z

n2x? — (Zx)*
Zwei Coefficienten geniigen im Allgemeinen zur Darstel-
lung des Gesetzes von den Holzmassen als Function des Alters

und nur die Bildung der Coefficienten Xz, Zz? 2%, 2%,
ist eine schwierigere.

Beispiel. Man fand im Alter von
20 40 60 80 Jahren
8315297 ;1891 .1, 93, Bmi
Holzmasse pro Hektar und man will das Gesetz dieser Massen
als Function des Alters ermitteln.
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Wir geben zu diesem Zwecke die Berechnungen der
Coefficienten in der nachstehenden Tabelle:

154 14
@ V wg =0 _
’ x X

20 83 400 0+207 500 000 4150 000
40 297 1600 0-185 625 000 7425 000
60 591 3600 0-164 161 616 9-850 000
80 913 6400 0142 656 250 11-412 500
200 112000 0-699 942 866 ' 32837 500

Bilden wir die Coefficienten

zx—z St = 8399314304, X3 % — 6567500 000,
5 T2t = 48000, (Z'2)* = 40000,

v

nzg o= 131'350000, 29;2? = 139988 513,

und substituiren wir dieselben in die Werthe von 4 und B,
so wird :

1831-814
8-638573 .
b= —8000 — 0-0010798.

Das gesuchte Gesetz ist hiermit annéihernd ausgedriickt
durch
(5) V = 0-22897872% — 0001079822

Der mittlere Fehler. Substituiren wir in die Glei-
chung fir # die Alter a, b, ¢, so erhalten wir im Allgemeinen
solche Massen, die von jenen verschieden sind, die wir zur
Bestimmung der Coefficienten A und B in die Gleichung (2),
(3) eingefiihrt haben und die durch Versuche ermittelt worden
sind. Nun muss man, da n in grosserer Anzahl vorhanden
ist, als es Unbekannte m gibt, die Gleichungen, wenn Wider-
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spriiche vorhanden sind, auf » — m Gleichungen vertheilen.
Bezeichnen wir mit Xd* die Summe der Quadrate der Diffe-
renzen zwischen zwei beobachteten und durch die Gleichung
(5) berechneten Werthen, mit F den mittleren Fehler, so
hat man

E? (n — m) = Xd°,
woraus

© e L

Mit Hilfe dieser Formel kinnen wir den Fehler berechnen,
der sich bei Anwendung der Gleichung (5) ergeben kann. Die
folgende kleine Tabelle gibt die Fehler d bei verschiedenen
Altern an:

Massen Fehler

ter durch Rechnungz beobachtet 1 einfach ; zm:rhqol[::grat
20 8284 83 — 0-16 | 0-0256
40 297-25 297 + 0-25 0-0625
60 591-08 591 + 0°08 0-0064
80 91259 913 — 0-40 0:2002
Zdr = 0-2947

Substituirt man in die letzte Gleichung fiir X d® dessen

Werth, so erhilt man
0-2947
=rle i
E 1% 0-217.
Von der Gleichung (5) leitet man in Bezug auf z
folgende ab:

®) Z_Z — 0-457957z — 0-003239 2,

welche Gleichung den laufend jihrlichen, dem Alter # entspre-
chenden Zuwachs I =%;V darstellt. Dividirt man dann die

Gleichung (5) durch z, so erhilt man den Durchschnittszuwachs:
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@ §ou % — 02289787 — 0-0010798 2"

Integrirt man endlich dieselbe Gleichung, so erhilt man
den normalen Ertrag, der einem Turnus von « entspricht, oder
was dasselbe ist, die Gesammtholzmasse

8 PN,= f Ve = 0-11448932% — 00005399 a*.
0

Man ersieht hieraus leicht, dass der mittlere Fehler, den
man sowohl bei Anwendung der Gleichungen (6) und (7) an-
lisslich der Bestimmung des laufendjihrlichen Zuwachses, als
auch des Durchschnittszuwachses begeht, proportional mit =
abnimmt, wiihrend er im selben Verhiiltnisse beim Normalvorrath
zunimmt. Deshalb soll in der Praxis vorerst das Gesetz der
Masse bestimmt werden, nicht weil die dabei zur Anwendung
kommenden Methoden genauere Resultate liefern, sondern
weil, wenn man aus diesem Gesetze die Gesetze des laufend-
jihrlichen Zuwachses ableitet, die dabei begangenen Fehler

geringer werde Y i
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