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Wolno drukowaé, pod warunkiem ztozenia w Komitecie Cenzury, po
wydrukowaniu, prawem przepisanej liczby egzemplarzy.

w Warszawie, dnia 20 Lutego(4Marca) 1865r.
p. 0. Cenzora, J. A. Rogalski.

w Drukarni Gazety Polskiej.
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PRZEDMOWA.

Piszac Solidometryg, nie bylo zamiarem moim obszerne
wypracowacdzieto i przedmiot w zupetnosci  wyczerpac:
chciatem jedynie w systematycznym ivykladzie skresli¢ kurs
elementarny do planu szkolnego zastosoicany, ktéryby mdgt
stuzyé za podrecznik dla uczacej sie mlodziezy. Za ta idac
mys$lg, staratem sie przedewszystkiem o0 jasno$¢ i zrozunda-
08¢, a dla elementarnosci nieraz praicdziwci matematyczng
zwieztos¢  posiciecilem.

Dla uogolnienia oblicze?} brylowatosci klocéw grania-
stosl/apoH-ych, wjmicadzitem  sposéb jej dochodzenia za jw-
moca tak zicanij linii i»rzebiegu $rodka ciezkos$ci.
Sposéb ten dozwalajacy obliczaé brytowatosé klocdw grania-
stoslupowych i walcowych, opiera sie jedynie na wynalezie-
nia $rodka ciezkosci luielokagta, co powinno juz byé znane
stuchajacym wyktadu  Solidometryi

-Bryly okragte, mianowicie walce i ostrokregi, uwazatem
jako granice do ktorych dajg “pHiniastoslupy i ostrostupy
n' nuare powiekszania sie liczby $cian. Metoda ta najlepiej
trafia do przekonania  miodziezy.
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Wyrazenierownolegtoscianprosty i prosto-
katny zdawalo mi sie zbyt dlugg i niezreczng lo uiyciu
nazwg. Biorac® pod mcage, ze icszystkie Sciany tej hryly
sg wzajem do siebie prostopadie® co jest charakterystyczng
i zupetnie odrozniajcicg cechg, nazicalem bryle te prosto-
padtoscianem, na podobienstwo rownolegtoscianii.

Zrozumienie dotiwdzenn iv Solidometryi, wymaga gio-
umie dokladnego pojecia figury. Zwrdcitem tez baczng na
rysunek uwage, starajac sie przedstaioi¢ figury tak, aby
byly zrozumiale kazdemu chociazby nie majcicemu pojecia
0 samej nauce i aby na pierwszy rzut oka mozna byto
rozpoznaé przedmiot rysunkiem imjobrazony.  Umiescitem
figury w tekScie, nie szczedzac zadnych w tej mierze ko-
sztow, zeby utatwi¢ czytanie i zapobiedz zmudnej a odry-
wajgcej uwage pracy, szukania figur lo tablicach na koncu
ksigzki  umieszczonych.

Wreszcie, dla dania uczacym sie sposobnosci prébowa-
nia sit na drodze samoistnego dochodzenia, zakonhczylem
kurs Solidometryi zadaniami teoretycznemi i praktycznemi.
Odpowiedzi na niektére zadania zamieScitem, a inne opu-
Scitem. Sg odpowiedzi, Jdore same przez sie droge poste-
powania wyjasniajg, zamieszczenie ich wiec byloby sprze-
czne z celem przezenmie  zamierzonym.
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OMYLKI W CZASIE DRUKU.

Stron: wiersz: zamiant: czytaj:
51 14 0(1 gory W kacie bry’rov_vym troj- w Kiicie bryio_wyrp wie-
ScienuyiT loSciemiym
152 10 od dotu graniastostup pochyty kloc graiiiastostupo-
wy pocliyty
163 13 od dotu lig. 187 n* 137.
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ROZDZIAL 1.

0 LINIACH PROSTYCH | PLASZCZYZNACH PRZECINAJACYCH SIE
Z PLASZCZYZNAMI.

1. Wiadomo, ze plaszczyzna jest to powierzchnia, do
ktérej {irzytlozona linia prosta i obracana w rézne strony,
zawsze wszystkiemi punktami do niej przystaje; a ze przez
dwa puiikta tylko jedna linia prosta przechodzi¢ moze, wiec
prosta majaca dwa punkta wspolne z plaszczyzna, cata do
niej przystaje, czyli lezy na tej ptaszczyznie.

Przez jedna linie prosta mozna przeprowadzi¢ nieskon-
czong liczbe ptaszczyzn; o czem tatwo sie przekonaé wyo-
brazajgc sobie, ze okoto prostej danej obraca sie ptaszczy-
zna, ktéra w czasie takowego obrotu coraz zmieniajac
swoje potozenie, przedstawia coraz inng ptaszczyzne przez
dang prostg .przechodzaca.

Poniewaz za$ przez jeden punkt przeprowadzi¢ mozna
nieskonczong liczbe linii prostych, wiec mozna takze przez
jeden punkt przeprowadzi¢ nieskofczong liczbe ptaszczyzn.

2. Tak jak linie proste dajg sie do nieskonczonosci
przedtuzaé w obie strony, tak tez i ptaszczyzny we wszy-
stkie strony rozszerza¢ si¢ moga.
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Twierdzenie.

3. Dwie proste ‘przecinajgce sie oznaczajg potozenie
ptaszczyzny.
Zalozenie. Dwie linie proste AB \ BC (fig. 1) prze-
cinajace sie w punkcie B lezg na jednej plaszczyznie.
Dowodzenie. Przez linig, A B
przeprowadzam ptaszczyzne
i obracam jg okoto tej linii
tak, azeby natrafita na kté-
rykolwiek  punkt linii B C,
np. na punkt C. Woweczas linia
B C mie¢ bedzie dwa punkta
B i C wspblne z ptaszczyzng
Fig. 1. a tern samem leze¢ bedzie na tej
ptaszczyznie. Dwie linie wiec" i t. cl. co byto do okazania.
Ztad wypada, Zze:
a) Trzy punkta nie lezace najednej linii prostej, jak
np. A, B\C (fig. 1).
b) Linia prosta i punkt zewnatrz niej wziety, jak np.
linia AB i punkt C (fig. 1) lezg na jednej pta-
szczyznie.
Nakoniec:
c) Dwie linie od
siebie réwno-

odlegte, jak"
np. AB\ CD
(fig. 2) leza

takze na je-

dnej ptaszczy-
znie, bo przecigwszy je sieczng EF, przypadek
ten sprowadza sie do n° 3.
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Twierdzenie.

4. Wspdlne przeciecie sie divoch plaszczyzn jest linig
prosta.

Zatozenie. Niech beda (fig. 3) dwie plaszczyzny AB
i B C przecinajgce sie z sobg, trzeba dowies¢ ze ich wspol-
ne przeciecie B D jest linig prosta.

Dowodzenie. Gdyby linia BD nie byta prosta, to mo-
znaby obra¢ na niej trzy punkta np. B, E \ D, ktoreby na

jednej linii prostej nie
lezaty. Poniewaz za$ te
trzy punkta B, E i D
s§ oObrane na wspol-
nem przecieciu danych
dwoch ptaszczyzn A B
i B C, wiec nalezalyby
tern samem tak do je-
dnej jak do drugiej pta-
szczyzny. Przez trzy
zatem punkta nie bedg-
ce na jednej linii pro-
stej, moznaby przeprowadzi¢ dwie rozne ptaszczyzny, co
by¢ nie moze (n° 3, a). A zatem icspllne przeciecie sie
dwoch ptaszczyzn i t. d. co byto do okazania.

5. Linia prosta jest woéwczas réwnoodlegty od ptaszczy-
zny, gdy przedtuzona jak najdalej w obie strony, nigdy tej
ptaszczyzny nie spotka.

6. Punkt w ktérym linia spotyka ptaszczyzne, lub sie
Z nig przecina, nazywa sie spodiciem linii.

7. Linia prosta jest prostopadtg do ptaszczyzny, gdy
jest prostopadtg do wszystkich linii przez j¢j spodek na tej
ptaszczyznie przechodzacych.
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Twierdzenie.

8. Jezeli linia prosta jest prostopadta do dwdch linii
przez jej spodek na plaszczyznie przechodzacych, to jest
prostopadtg i do kazdej innej prostej, przez jej spodek na tej
ptaszczyznie przechodzacej, a ternsamem prostopadtg i do
ptaszczyzny (® 7).

Zatozenie, Jezeli linia AB (fig. 4) jest prostopadig
do dwéch linii prostych BC i BD przez jej spodek B na
ptaszczyznie MN przechodzacych, to bedzie prostopadig
i do kazdej innej linii np. BE, przez jej spodek na tejze
ptaszczyznie przechodzacej, a tern samem bedzie prostopa-
dtg do ptaszczyzny.

Dowodzenie. Na dowodzenie tego obieram na linii BE
dowolny punkt i przez ten punkt na ptaszczyznie M N

prowadze linie CD, kto-
raby opierajac sie na li-
niach BC i BD, dzie-
lita sie w punkcie E na
dwie réwne czesci. Pun-
kta C, E\ D, z punktem
A tgcze liniami prostemi
i uwazam: ze w tréjkacie
CAD  s$rodek podstawy
CD, to jest punkt E,
potaczony jest z wierz-
chotkiem A linig prostg AE, zatem jest:

Podobniez w tréjkacie CBD lezacym na ptaszczy-
znie M N jest:
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Odjawszy drugie réwnanie od pierwszego bedzie:

Poniewaz trdjkaty ABC \ ABD  sg prostokatne,
gdyz z zatozenia linia ~Z” jest prostopadig tak do i"Cjak
i do BD, wiec w réwnaniu (3):

Rownanie to wiec zamieni si¢ na:

Podzieliwszy to ostatnie réwnanie przez 2, wypadnie:

A Ze to gdzieindziej by¢ nie moze, jak tylko w tréj-
kacie prostokgtnym, zeby kwadrat z jednego boku byt
réwny roznicy kwadratéw z dwoch drugich bokdéw, wiec
tréjkat ABE jest prostokjjtnym, a bok najdtuzszy AE

przeciwprostokatng. Kat zatem jest prosty i linia
AB jest prostopadtg do BE, dowolnie przez jej spodek
na ptaszczyznie poprowadzonej, a ztad i prostopadia

do ptaszczyzny M'N, co byto do okazania.

Twierdzenie powyzsze mozna jeszcze dowiesé w inszy
sposéb, a mianowicie:

Dowodzenie Linie AB przedtuzam tak, aby prze-
dtuzenie BF byto rowne AB (fig. 5), nadto linie BC,
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BE i BD przecinam dowolng linig prostg BC. Punkta
C,E i D z punktami A i F fgcze liniami prostemi i uwa-
zam, ze poniewaz z wykreSlenia AB~BF a z zatozenia
AF jest prostopadty do B C, wiec AC= CF jako po-
chyte réwno oddalone od spodka prostopadtej. Podobniez,
poniewaz AB = BF
i nadto AB prostopadia
do BD, AD=DF.
Dwa wiec tréjkaty A CD
i FCD maja bok
AC=CF\hok AD=DF
z dowiedzenia, a bok D C
wspélny, wiec sa sobie
rowne, a z ich réwno-
§ci wypada, ze Kkat
ADE=FDE. Uwa-
zam teraz dwa tréjkaty
ADE i FDE, ktore
majg bok AD = FD z dowiedzenia, bok DE wspolny
i kat ADE = FDE takze z dowiedzenia, wiec trojkaty
te sg sobie réwne, a ztagd bok AE— FE. Linia wiec BE
ma dwa punkta B i E réwno oddalone od kohcéw linii  AF,
jest wiec do tej linii prostopadtg i nawzajem linia J./"'jest
prostopadig diO BE, a tem samem prostopadty do wszel-
kiej innej linii przez jej spodek na ptaszczyznie prze-
chodzacej, czyli jest prostopadty do ptaszczyzny. Jezeli za-
tem linia prosta jest prostopadta do dwoch linii it.d. co by-
to do okazania.

Twierdzenie.

9. Przez punkt icziety na plaszczyznie, jedng tylko pro-
stopadie do tej plaszczyzny poprowadzi¢ mozna.
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Zatozenie. Przez punkt A (fig. ® waziety na plaszczy-
znie jedna tylko prostopadte AB do tej ptaszczyzny
poprowadzi¢ mozna.

Dowodzenie. Przypusémy, ze przez punkt A drugg pro-
stopadte A C do ptaszczyzny MN poprowadzi¢ mozna,
to przeprowadziwszy
przez linie AB i AC
ptaszczyzne (n 3),
ona przetnie sie
z plaszczyzng
prostej DE (n 4).
Poniewaz linia
AB z zalozenia jest
prostopadtg do pta-
szczyzny MK, wiec
jest prostopadtg i do
linii DE przez joj
spodek A na tej ptaszczyznie J/A” przechodzacej. A ze linia
A C z przypuszczenia ma hy¢ prostopadig do plaszczy-
zny MN, wiec bylaby takze prostopadlg do linii DE
(u"?). Przez jeden wiec punkt A, moznaby ua pfta-
szczyznie CAB poprowadzi¢ dwie prostopadte do linii DE,
co byé nie moze. A wiecprzez pnnM wziety na iifaszczy-
ziiie i t. d., co l)ylo do okazania.

Twierdzenie.

10. Z jninkn danego nad ptaszczyzna, tylko jedng
prostopadle do tej ptaszczyzny spusci¢ mozna.

Zalozenie. Z punktu A wzietego nad ptaszczyzng M X
(fig. G"), rylko jedng prostopadie X\ B do tej ptaszczyzny
spusci¢ mozna.
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Dowodzenie. Gdyby przez punkt mozna bylo do
ptaszczyzny M N poprowadzi¢ drugg prostopadte np. A C\
to przesungwszy przez dwie linie AB i C plaszczyzne,
ptaszczyzna ta przetnie sie z ptaszczyzng AIN  po pro-
stej B C. Poniewaz z zatozenia prosta AB jest prostopadia

do ptaszczyzny MN,

wiec jest takze prosto-

padtg i do linii B C\

jako przechodzacej

przez jej spodek i le-

zacej na plaszczy-

znie MN. Ze za$ li-

nia A C jest z przy-

puszczenia prostopa-

dtg do plaszczyzny

MN, wiec bylaby

Ay 6 n. takze prostopadtg

i do linii BC. Na

ptaszczyznie wiec A B C, moziiaby z punktu A spuscié
dwie prostopadte do prostej B C, co by¢ nie moze. A wie.c

przez jmnlt wziejy nad ptaszczyzng i t. d., co bylo do
okazania.

11. Uwaga. Poniewaz pi-zez punkt wziety nad pta-
szczyzna, jedna tylko prostopadie do piaszczyzny popro-
wadzi¢ mozna, wiec prostopadta ta mierzy prawdziwg od-
legtos¢ punktu od ptaszczyzny. Odlegtosé ta bowieni mie-
rzona po prostopadiej zawsze wypadnie jedna i ta sama,
gdy tymczasem mierzona po kazdej innej linii z tego pun-
ktu do ptaszczyzny poprowadzonej, jak sie to zaraz ponizej
okaze, wypadataby coraz insza, pomimo, ze oddalenie pun-
ktu od ptaszczyzny pozostatoby nie zmienne.
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Twierdzenie.

12. Jezeli z punktu wzietego nad ptaszczyzng  spusci-
my do niej prostopadte i ikkolwiek pochylych, to lyedzie:
1° Prostopadta krétsza od kazdej pochytej, a wiec najkrot-
szg ze icszystkicti linii jakie z punktu wzietego nad plaszczy-
zng do tej plaszczyzny poprowadzic mozna. 2® Pochyle
réwnooddalone od spodka prostopadlej, bedg sobie réwne.
3" Z dwdch pochytych ta bedzie dluzsza, ktéra sie bardziej
od spodka prostopadtej oddala.

Zatozenie. Jezeli z punktu A (fig. 7) spuscimy pro-
stopadtg * * do ptaszczyzny M N tudziez pochyte AC,
AD, AE, i t d., to prostopadta AB bedzie krot-
szg od kazdej po-
chytej, np. od po-
chytej AC, a tern
samem bedzie naj-
krotszag ze wszy-
stkich linii  jakie
z punktu A do pta-
szczyzny MN  po-
prowadzi¢ mozna.
Pochyte AC, AD
i réwnoodda-
lone od punktu B, spodka prostopadiej AB, bedag sobie
rébwne, a z pochylych nie réwno oddalonych od spodka
prostopadtej, pochyta AG bedzie dtuzszg np. od za-
ktadajac ze B G”"BE.

Fig. 7.

Dowodzenie. Poniewaz linia AB jest prostopadty do
ptaszczyzny MN” wiec jest prostopadtg i do linii BC
przechodzacej przez jej spodek B, a lezacej na plaszczy-

Solidometrya.
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znie MN; tréjkat wiec ABC jest prostokatny przy B,
i AB jako ramie kata prostego jest mniejsze od przeciw-
prostokatnej AC, czyli, ze prostopadta jest krotszg od ka-
zdej pochytej a tem samem i t. d.

Dla dowiedzenia ze pochyte AC, AD i AE réwno
oddalone od spodka prostopadiej sg sobie réwne, uwazam
tréjkaty ABC, ABD i ABE. Trojkaty te majg bok

AB  wspdlny, boki

BC, BD i BE

z zatozenia réwne

miedzy sobg i ka-

ty ABC, ABD

i ABE réwne ja-

ko katy proste, bo

linia AB jest z za-

tozenia  prostopa-

Fig. 7. dta do ptaszczy-

zny MN, s3g wiec

miedzy sobg rowne, a w szczeg6lnosci boki AC, AD

i AE sg sobie réwne, czyli, ze pochyle réwnooddalo-
ne it d.

Nakoniec dowie$¢ potrzeba ze pochyta A G diuzszg
jest od AE, zakladajgc BG> BE. Na linii B G odcinam
B F=BE i tacze punkt A z punktem F linig prostg, to
na ptaszczyznie ABG jest, jak wiadomo z Planimetryi,
AG>AF. A ze AF=AE bo BE=BF z wykresle-
nia, wiec jest A G>AE, czyli, ze z pochylych tajest dtuz-
szg i t. d. co byto do okazania.

13. Uicaga. Spodki pochytych rownych znajdujg sie
na jednym okregu kota, ktdrego Srodkiem jest spodek pro-
stopadtej.
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z tej uwagi nastrecza sie sposob praktyczny, spuszcza-
nia z punktu wzietego nad ptaszczyzna, prostopadtej do tej
ptaszczyzny. Natrali¢ tu mozemy na dwa przypadki:

1° Jezeli ptaszczyzna jest pozioma, wowczas kierunek
pionu, czyli sznurka, u ktérego korica zawieszony
jest ciezarek, wskazywaé bedzie prostopadte do tej
ptaszczyzny.

Jezeli plaszczyzna ma potozenie pochyte do pozio-
mu, wéwczas z punktu danego prowadzg sie do tej
ptaszczyzny trzy pochyte réwne, przez ich spodki
przeprowadza sie okrag kota, ktérego S$rodek be-
dzie spodkiem prostopaditej; potaczywszy wiec $ro-
dek tego kota z punktem danym linig prosta, otrzj'-
mamy Zgdang prostopadie.

Twierdzenie.

14. Jezeli ze spodka prostopadlej do ptaszczyzny [to-
prowadzimy prostopadle do linii lezacej na plaszczyznie,
i spodek tej drugiej prostopadiej potgczymy z ktorynikot-
iciek piinkteiii pierwszej prostopadtfj linig prosta, to ta linia
bedzie takze prostopadtg do owej linii lezgcej na ptaszczyznie.

Zatozenie. Jezeli z pun-

ktu 7J, spodka linii AB

(fig. € ) prostopadtej do

ptaszczyzny MN,  popro-

wadzimy linie BD pro-

stopadtg do linii CE lezg-

cej na plaszczyznie MN,

i spodek tej drugiej pro-

stojiadtej, to jest jimikt D

Fig. 8. potgczymy z ktorymkol-
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wiek punktem prostopadiej AB, np. z i)rostg AD™ to
ta prosta AD bedzie prostopadtg do linii CE.

Dowodzenie. Na dowodzenie tego yoWDC=1)E
i pnnkta C i z punktami A i B #3acze liniami prostemi.
Poniewaz z zatozenia jest
BD prostopadtg do EC,
a nadto DCADE, wiec
tez jest \BG= B E jako
pochyte réwno oddalono
od spodka prostopaditej
BD. A skoro BC = BE
wiec i AC = AE jako
pochyte réwno oddalone
od spodka prostopadtej
AB. Dwa wiec trojkaty ADC i ADE majg bok AD
wspolny, bok DC = DE 1z wykresSlenia i bok A C= AE
z dowiedzenia, sg wiec sobie réwne, a z ich rownosci wy-
pada, ze kat ADC = ADE; ze za$ to sg katy przylegle
i sa sobie réwne, wiec musza by¢ proste, a zatem linia 2
jest prostopadig do EC. Jezeli iciec ze gmlka prostopadiej
do ptaszczyzny i t. d., co bylo do okazania.

Fi"*-.

15. IVniosek Poniewaz prosta jest z wykreslenia
prostopadtg do BD, a z dowiedzenia prostopadtg do AD,
wiec jest prostopadtg do dwdch linii BD i AD na pta-
szczyznie ABD przez jej spodek D przechodzacych, za-
tem jest prostopadtg i do tej ptaszczyzny ABD. Nawza-
jem wiec ptaszczyzna ABD  jest prostopadtg do linii EC.

16. Jlwaga. Jezeli w tréjkacie prostokjitnym, jedno
ramie kata prostego jest pi-ostopadte do i)cwndj ptaszczy-
zny, a drugie do linii lezacej na tej ptaszczyznie, to nie-
tylko przeciwprostokatna bedzie i)r(>stopadk;i do linii leza-
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cej na plaszczyznie, ale i cata powierzchnia trojkata bedzie
do owej linii prostopadia,-i nawzajem linia'ta bedzie do
ptaszczyzny trojkata prostopadia.

Twierdzenie.

17. Dwie linie proste, prostopadle dojednej ptaszczy-
zny™ sg od siebie réicnoodlegte.

Zatozenie. Niech bedg dwie linie proste AB i CD
(fig. 9) prostopadte do ptaszczyzny M N, mam dowies$¢, ze
te dwie linie sa od siebie réwnoodlegte.

Dowodzenie. Na dowodzenie tego tgcze punkt B z pun-
ktem D linig prostag. Poniewaz linia B D m® dwa punkta
B i D wspélne z pta-
szczyzng M N, wiec le-
zy na tej plaszczyznie
(n"'1); a ze linia AB
jest z zatozenia prosto-
padtg do plaszczyzny
J\IN, wiec jest pro-
stopadtg i do linii BD
(n®?). Dla tej same}
przyczyny linia CD jest
prostopadta do BD; dwie wiec te linie AB i CD sg
prostopadte do jednej linii prostej: BD, zatem sg od sie-
bie réwnoodlegte. A wiec dime linie prostopadie do jednej
ptaszczyzny i t. d. co bylo do okazania.

Fig. 9.

Twierdzenie.

18. Z dwoch linii réwnoodlegtych, jezeli jedna jest pro-
stopadtg do ptaszczyzny, to i druga jest taJcze do tej pta-
.szczyzny  prostopadia.
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Zalozeiiie. Niech bedg dwie linie AB i CD (fig. 10)
od siebie rownoodlegte. Zaktadam ze linia A B jest pro-
stopadtg do ptaszczyzny M N, mam dowiesé¢ ze ilinia CD
bedzie do ptaszczyzny AIN prostopadia.

Dowodzenie. Na dowodzenie tego, przez dwie linie
rownoodlegte AB i CD przeprowadzam ptaszczyzne

(n°3jC), ktdra przetnie

*sie z plaszczyzng MN

po linii prostej BD. Po-

niewaz AB jest z za-

fozenia prostopadty do

ptaszczyzny MN, wiec

jest prostopadty i do li-

mi BD, azelinia CD

jest z zatozenia rowno-

odlegta od AB, wiec

Fig. 10 jest takze prostopadty

do BD. Na pfaszczyznie M N prowadze prostg EF pro-

stopadtg do BD, to podtug (no 15) linia jest prosto-

padig do ptaszczyzny ABD; a ze na tejze plaszczyznie

znajduje sie takze ilinia CD i przechodzi przez punkt D,

ktory jest spodkiem prostej EF wzgledem plaszczyzny

AB DC, wiecjest EF prostopadtg i do linii CD, a na-

wzajem CD prostopadtg do prostej EF. Linia wiec CD

jest prostopadtg do dwoch prostych BD | EF przez jej

spodek na ptaszczyznie MN przechodzacych, wiecjest pro-

stopadty i do ptaszczyzny (®8). Z dwdch zatem linii ro-
wnoodlegtych i t.d. co byto do okazania.

Twierdzenie.

19. Dwie linie proste rownoodlegte od trzeciej, sg ro-
wnoodlegte miedzy soba.
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Zatozenie. Niech bedzie linia AB  réwnoodlegtg od
CD i linia EF takze réwnoodleglta od CD (fig. 11),
mam dowie$¢, ze linia AB bedzie réwnoodlegta odEF.

Dowodzenie. Na dowodzenie tego wszystkie trzy pro-

ste AB, CD i EF przecinam ptaszczyzng M N pro-

stopadtg do linii CD.

Poniewaz prosta A B

z zatozenia jest ro-

wnoodlegta od CD,

di. CD z wykreSle-

nia prostopadty do

MN, wiec i AB

jest prostopadts do

MN (no 18). Po-

dobnie, poniewaz pro-

sta EF jest réwno-

legtg od CD, wiec

jest takze prostopa-

dtg do ptaszczyzny MN. Dwie wiec proste JiB i EF

prostopadie do jednej ptaszczyzny MN, sg od siebie ro-

wnoodlegte (no 17). A wiec dwie linie rownoodtegle od trze-
ciej i t. cl co bylo do okazania.

Twierdzenie.

20. Jez:ehi prosta w przestrzeni jest réwnoodlegta od
prostej lezacej na ptaszczyznie, to jest i réwnoodlegtg od
tejze  plaszczyzny.

Zatozenie. Prosta AB (fig. 12) w przestrzeni potozo-
na, rownoodlegta od prostej CD lezacej na plaszczyznie
MN, jest od tejze ptaszczyzny MN rownoodlegia.

http://rcin.org.pl
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Doicodzenie. Gdyby prosta A B nie byta rownoodlegty
od ptaszczyzny MN, to dostatecznie przedtuzone tak pro-
sta jak i ptaszczyzna
/ i t—B zesztyby sie z soba.
A poniewaz prosta
A B, bedac z zaloze-
nia réwnoodlegta od
CD, lezy z nig na
jednej plaszczyznie
ABCD (no 3, ¢),
wiec gdyby sie pro-
sta AB zej$¢ miata
Z ptaszczyzng M N, musiataby sie wdwczas zejS¢ z pro-
stg CD, co byé nie moze, bo linie te z zatozenia s od
siebie réwnoodlegte. Prosta wiec w przestrzeni réwnoodlegta
od it d co bytlo do okazania. A ztad wypada, ze:

Fig. 12.

21. Wniosek Jezeli dwie proste sg od siebie réwno-
odlegte, a przez jedne z nich przeprowadzimy ptaszczyzne,
to ta plaszczyzna bedzie réwnoodlegta i od drugiej prostej,
i nawzajem druga prosta bedzie réwnoodlegta od ptaszczy-
zny przechodzacej przez pierwsza.

Twierdzenie.

22. Jezeli przez linig réwnoodlegta od ptaszczyzny,
przeproicadzimy inng pltaszczyzne przecinajacg sie z pla-
szczyzng dang, to wspblne przeciecie sie tycti dwoch pla-
szczyzn, bedzie réwnoodlegte od tejze linii.

Zatozenie. Jezeli linia A B jest réwnoodlegta od pta-
szczyzny MN  (fig. 13), i jezeli przez AB przeprowadzi-
my ptaszczyzne ABCD, przecinajaca sie z ptaszczyzng
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J/iY po prostej CD, to dowie$¢ potrzeba, ze to wspodlne
przeciecie jest réwnoodlegte od A B.

Dowodzenie. Poniewaz prosta AB jest z zatozenia ro-
wnoodlegta od ptaszczyzny J/iV, wiec zejs¢ sie z tg pta-

szczyzng nie moze.

Nie mogac sie za$

zejs¢ z phaszczy-

zng M X, nie mo-

ze sie takze zejsc

i zprosta CD, le-

z3cg na plaszczy-

znie MN; a ze li-

Fig. 12 nia. AB z linig

CD lezg na jednej

ptaszczyznie AB CD i zejs¢ sie z soba nie moga, wiec

sq od siebie réwnoodlegte. A zatem, jezeli przez linie ro-
icnoodleglg i t. d. cobylo do okazania. Ztad wypada ze:

23. Wniosek P"-'- Jezeli od linii w przestrzeni réwno-
odlegtej od ptaszczyzny danej, poprowadzimy przez punkt
wziety na tej ptaszczyznie, linie rownoodlegta, to ta osta-
tnia przystawac bedzie do ptaszczyzny danej.

24. Wniosek Jezeli przez kazda z dwdch prostych
od siebie rownoodlegtych przesuniemy ptaszczyzny przeci-
najace sie z soba, to wspdlne przeciecie sie tych dwoch
ptaszczyzn bedzie linig rownoodlegta od linii danych. Tak
np.: Jezeli przez dwie proste dane AB i CD (fig. 14)
od siebie réwnoodlegte, przesuniemy dwie oddzielne pta-
szczyzny MN\ OP, to ich wspolne przeciecie NO,
bedzie od danych dwoch prostych 4 B \ CD rownoodlegte.

Solidometryil. 3
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Prosta CD bedac z zatozenia réwnoodlegta od linii A J>
lezagcej na plaszczyznie jest od tejze plaszczyzny
rownoodlegty; pta-
szczyzna wiec O F
przechodzac przez li-
nie CD réwnoodlegty
od ptaszczyzny ]\I N,
przecina sie z taz
ptaszczyzng po pro-
st€f NO réwnoodle-
gtejod CD a tem sa-
mem i réwnoodlegtej
od AB (no 19), co
tez byto do okazania.

25.  Whnioselc Linia prosta réwnoodlegta od dwoch
ptaszczyzn przecinajgcych sie z soba, jest i od icli wspolne-
go przeciecia sie réwno-
odlegtg. Tak np. linia AB
réwnoodlegta od dwoch
ptaszczyzn M N i OP
(fig. 15), jest roéwnoodlegty
i od ich wspolnego przecie-
cia. NO. Obrawszy bo-
wiem na tem wspdlnem
przecieciu sie N O punkt

nalezacy tem samem
i do plaszczyzny J/ N i do
ptaszczyzny OP i wyo-
braziwszy sobie w mysli,
przeprowadzong przez ten
punkt prostg rownoodlegtg od AB, to podiug wniosku
pierwszego z tego twierdzenia, linia ta musiataby sie znaj-

Fig. 14.

Fisi. 15.
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dowac razem ina ptaszczyznie  jV i na ptaszczyznie O I\
nnisi wiec znajdowaé sie na ich wspolnem przecieciu NO.
Zatem i jest rdwnoodlegta od NO, co byto do okazania.

Twierdzenie.

26. Dwie ptaszczyzny prostopadle dojednej linii pro-
Mij, sg od siebie réimioodlegle.

Zalozenie. Niech bedg dwie ptaszczyzny MN i OP
(tig. 16) prostopadte do linii prostej AB, trzeba dowiesc,
ze sg od siebie rownoodlegte.

Dowodzenie. Gdyby te dwie ptaszczyzny MN i O P,
nie byly od siebie réwnoodlegte, to przedtuzone dostate-
cznie, przecietyby sie z sobg np. po prostej CD (no 4).
Obrawszy na tem wsp6lnem przecieciu CD punkt np. E,
punkt ten nalezatby tak do ptaszczyzny M N jak i do pta-
szczyzny OP. GdybySmy pofaczyli punkt E z punktem B

Fig. 16.

prostg BE, to ta linia, majgc dwa punkta B i E wspdlne
z plaszczyzng AIN, cataby do tej plaszczyzny przysta-
wata (no 1), a ze z zatozenia prosta A B jest prostopadig
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do ptaszczyzny MN, wiec bytaby prostopadta i do li-
nii BE {w"!), i nawzajem prosta EB bytaby do AB
prostopadte. Podobniez, gdyby sie potgczyto punkt A
z punktem ~ linig prostg yli®, cata ta linia przystawataby

Fig. 16.

do ptaszczyzny OP; a ze prosta AB jest z zatozenia
takze prostopadta i do plaszczyzny OP, wiec bytaby tez
prostopadta i do a nawzajem prosta AE bytaby pro-
stopadtg do AB. Z punktu wiec E moznaby do jednej linii
prostej AB spusci¢ dwie prostopadte, co byé nie moze,
a wiec i to by¢ nie moze, aby sie te ptaszczyzny M N
i OP Kkiedykolvviek z sobg zeszty, a tem samem sg od
siebie rownoodlegte. Dwie zatem ptaszczyzny  prostopadie
i t.d. co byto do okazania.

Twierdzenie.

27. Wspolne przeciecia sie dwdch ptaszczyzn  réwnood-
leglych z trzecig, sa od sietne réwnoodlegte.

Zatozenie. Niech bedg dwie ptaszczyzny MN i OP
(tig. 17) od siebie réwnoodlegte, przeciete trzecia  ABCD,
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mara dowie$¢ ze ich wspolne przeciecia sie AB i CD sa
od siebie réwnoodlegte.

Dowodzenie. Gdyby prosta AB nie byta rownoodle-
gta od CD, to te dwie linie dostatecznie przedtuzone ze-
sztyby sie z sobg. A poniewaz prosta AB cala znajduje

sie na ptaszczyznie OP, a prosta CD na ptaszczyznie
J\IN, i oderwanemi od swych ptaszczyzn byé nie moga,
wiec za zejsciem sie prostej AB z prosta CD, musiata-
by sie zejs¢ takze i ptaszczyzna OP 1z plaszczyzng MN
co byé nie moze, bo z zatozenia sa one od siebie réwnood-
legte, a wiec i proste AB \ CD, takze zej$é sie z soba
nie moga; ze za$ jeszcze lezg one na jednej plaszczy-
znie ABCD, wiec sg od siebie rdwnoodlegte. Wspolne
zatem przeciecia sie dwoch i t. d. co bylo do okazania.

Twierdzenie.

28. Linie réwnoodlegte zawarte miedzy ptaszczyznami
réwnoodtegtemi, sa sobie réwne, czy leza, czy nie leza na
jednej plaszczyznie.
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Zatozenie. Niech bedg linie AB, CD, EF od siebie
rownoodlegto (lig. 18), zawarte miedzy ptaszczyznami M N
i OP takze rownoodlegtemi; trzeba dowies$¢, ze te linie
AB, CD, EF sg sobie rowne.

Dowodzenie. Przez proste AB i CD jako od siebie
réwnoodlegte, przeprowadzani ptaszczyzne (®3, ¢). Pia-
szczyzna ta przetnie sie z ptaszczyzng M N po linii pro-
stej HI) (no4), a z ptaszczyzng OP po prostej AC roé-
wnoodlegtej od B D (no 27), czworokat wiec ACDB ma

Fig. 13.

bok /1 P> réwnoodleglty od CD z zalozenia, a bok 4 C ro-
wnoodlegly od B I) jak sie dopiero co okazato, jest wiec
réwnolegtobokiem i ma boki przeciwne sobie réwne, czyli
jest AB = CD. Przeprowadziwszy podobniez przez dwie
prosto rownoodlegte CD i EF plaszczyzne ECDF,
czworokat przez nig utworzony, bedzie réwniez rownolegto-
bokiem i bedzie znowu CD = EF, a ze poprzednio oka-
zato sie ze jest AB-CD, ateraz z2 CD—KF, trzy
wiec te proste .1/~, CD i /'JF sg miedzy sobg réwne. Li-
nie zaiem rownoodlegle zawarte it.d. co byto do okazania.
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Twierdzenie.

29. Linia prosta prostopadta do jednej plaszczyzny,
jest prostopadtg i do drugiej od niej réumoodtegt/j.

Zalozenie. Linia prosta AB (%. 19) prostopadia do
ptaszczyzny MN, bedzie takze prostopadly i do ptaszczy-
zny OP rownoodlegtej od MN.

Dowodzenie. Przez prostg /I B przeprowadzam jakg-
kolwiek ptaszczyzne A fil), ktéra sie przetnie z pta-
szczyzng MN po prostej UD, a z ptaszczyzng OP po
Jrostej A C réwnoodlegtej od P> 1) (n"27). A poniewaz

prosta AB jest
z zatozenia pro-
stopadtg do pta-
szczyzny M N,
wiec jest prosto-
padtg i do linii
BD przechodza-
cej przez jej spo-
dek na plaszczy-
znie iiyiY(no7);
bedac za$ prosto-
padtg do prostej
Fi. 19 BP) jest takze
prostopadtg i do A C rownoodlegtej od P> f).

Przeprowadziwszy przez prostg .1 B druga ptaszczyzne
EABF, plaszczyzna ta przetnie sie z ptaszczyzng il/lV
podtug prostej BF, a z ptaszczyzng OP po linii A E ré6-
wnoodlegtej od BF (no 27). Przez podobne jak poprzednio
rozumowanie, okaze sie, ze prosta AB jest prostopadig
do AE. Linia prosta wiec AB, bedac prostopadig do
dwéch prostych A (J i /IE przez jej spodek .1 na pta-
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szczyznie O P przechodzacych, jest do tej ptaszczyzny pro-
stopadtg (u" 8). A zatemjezeli linia prosta jest prostopadig
do jednej ptaszczyzny i t. d. co byto do okazania.

Twierdzenie.

30. Jezeli z tctéregokolwiek jnmktu Unii pochytej do pta-
szczyzny, spuscimy prostopadta na tez ptaszczyzne i spodek
tpj prostopadtej potaczymy ze spodidem. pochyhj Unig prosta,
to kat zawarty miedzy pochylg, a tinig faczaca jej spodek
ze spodidem prostopadtej, jest najmniejszy ze wszystkich, ja-
kie jrnmiedzy pochylg a ptaszczyzng poprowadzic mozna.
Kat ten mierzy nadlytenie pochyhj do ptaszczyzny i nazywa
sie katem nachylenia.

Zalozenie. Jezeli z ktéregokolwiek punktu linii 4 B
(tig. 20) pochytej do ptaszczyzny MN, spuscimy linie AC

prostopadtag do
" tejze plaszczyzny,
i spodek B pochy-
tej, ze spodkiem C
prostopadtej, pota-
czymy prostg B C,
to kat ABC za-
warty miedzy po-
chytg /I B) a prostg
BC, jest mniej-
szy od kazdego in-
nego kata np. ABD  zawartego miedzy pochylg AB
a wszelkg inng linia np. B D przez spodek pochytej na
ptaszczyznie MN przechodzace;j.

Dowodzenie. liobie BJ) = BC i uwazam dwa trojka-

ty ABC i AB D. W tych dwoch ti-6jkatach jest bok 4 &

Fig. 20.
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wspélny, bok B C= B D z wykre$lenia a bok AC< Al)
jako prostopadta od pochytej, jest zatem kat A B C prze-
ciwny bokowi mniejszemu w jednym trojkacie, mniejszy od
kata ABD, przeciwnego bhokowi wiekszemu w drugim
tréjkacie. Kat wie*c zawarty miedzy pochylaj a linig taczaca
spodek pochytej i prostopadtej i t.d. co byto do okazania.

31. Uwaga. Poniewaz kat zawarty miedzy pochylg do
ptaszczyzny a linig tgczacg spodek tej pochytej ze spod-
kiem prostopadtej, jest zawsze jeden i ten sam, z ktGre-
gokolwiek punktu pochytej spuscilibysmy prostopadta na
ptaszczyzne, wiec mierzy nachylenie Hnii prostej do pta-
szczyzny i nazywa, sie katem nachylenia.

Twierdzenie.

32. Jezeli konce trzech linii prostych réwnych i od sie-
bie réwnoodlegtych potaczymy Uniami prostemi, to trojliaty
z tego polaczenia poicstate, beda sobie rowne, a ich ptaszczy-
zny od. siebie rownoodtegte.

Zatozenie. Jezeli konce trzech linii prostych AB, CD
i EF sobie rownycli i od siebie rownoodlegtych (fig. 21),

potagczymy prostemi A C,
CE \ AE, tudziez BD,
DF i BF, to powstale
ztad tréjkaty ACE
i BDF beda sobie réwne,
a ich ptaszczyzny od siebie
réwnoodlegte.
Dowodzenie. Poniewaz
z zatozenia linia A B jest
rowna CD i od niej ro-
j-ig. 21 wnoodlegta, wiec czworo-

Sol)(loinc(i-va.
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kat ACDB  jest rownolegtobokiem i bok AC = BD.
Podobniez, poniewaz CD jest réwna i réwnoodlegta od
EF, wiec czworokgt CEFD, jest rownolegtobokiem

i jest CE = DF. Dla po-
dobnej przyczjmy jest tak-
ze AE=BF. Dwa wiec
trojkaty AC E i  BDF,
majac po trzy boki réwne,
sg sobie réwne.

Gdyby teraz ptaszczy-
zna ACE, nie byl ré-
wnoodlegty od plaszczy-
zny BJ)F, to jaka inna
ptaszcz3'zna przez punkt A
przechodzaca, np. AGH,
bytaby od niej rbwnoodlegta, a ze linie AB, GD i HF
z zatozenia sg od siebie réwnoodlegte, a nadto bylyby za-
warte miedzy ptast.czyznami AGH\ BDFz przypu-
szczenia od siebie réwnoodlegtemi, wiec bytyby sobie ro-
wne (n° 28), to jest bylaby prosta B —GD="HF, aze
z zatozenia jest A B = CF) — EF, wiec wszystkie te pie¢
linii bytyby sobie réwne i bytaby CD—GD i EF=HF,
co by¢ nie moze, a wiec i to by¢ nie moze, aby ptaszczy-
zny ICE i F>DF, nie byly od siebie rownoodlegte.
Jezeli zatem korice trzech linii prostych i t.cl co byto do
okazania.

Fig. 21.

Twierdzenie.

33. Katy majace ramiona od siebie rownoodlegte i skie-
rowane w jedng strone, chociaz nie lezg na jednej plaszczy-
znie sg sobie roicne, a ptaszczyzny na ktérych sie te katy
znajdujg, od siebie ronmoodlegte.
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Zalozenie. Niech beda (fig. 22) dwa katy 4 BCiD EF
lezagce na dwoch odmiennych ptaszczyznach OP i MN
i majgce ramie BA rdwnoodlegte od ED, a ramie BC
rébwnoodlegte od EF; mam dowie$é ze kat ABC  bedzie
réowny katowi DEF i ze plaszczyzna OP bedzie ro6-
wnoodlegtg od ptaszczyzny MN.

Dowodzenie. Eobie BA=ED i BC = EF i punkta

A, B i C z punktami /), E i F tgcze liniami prostemi,
i uwazam, ze w czworokacie AB E D jest bok B A~E!l)
z wykreslenia,

a z zatozenia od

niego réwnood-

legly, a wiec
i drugie dwa bo-
ki 1iE i .1/)

sg sobie réwne
i od siebie ro-
wnoodlegte. Po-
dobniez, w czwo-
rokacie  CBEF
poniewaz bok
BC jest réwny
i rownoodlegty od EF, wiec tez i dwa drugie boki BP*
i CF sa sobie rowne i od siebie rownoodlegte. Kiedy za$
bok AD = BE i od niego réwnoodlegty, i bok CF="BE
i takze od niego réwnoodlegty”, wiec jest i bok 4D = CF
i od niego réwnoodleglty (® 19). W czworokacie zatem
CAPjF z przyczyny ze bok AD- CF i od niego ro-
wnoodlegly, jest i bok AC=DF. Dwa wiec trojkaty
ABC i DEF majgc po trzy boki rowne, sg sobie réwne,
a tern samem kat .1B C rowny katowi DEF.

Fia;. 22.
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Poniewaz trzy linie BE, A D i CF, jak sie wyzej do-
wiodto, sg sobie rowne i od siebie réwnoodlegte, a przez
konce ich, przechodza ptaszczyzny MN \ O P, wiec (n° 32)
ptaszczyzny te sg od siebie réwnoodlegte. Zatem katy maja-
ce ramiona od siebie rotmoodlegle it. d. cobyto do okazania.

Twierdzenie.

34. Linie proste zawarte pomiedzy ilakolwiek ptaszczy-
znami od siebie réimioodleglemi, sg podzielone przez te pta-
szczyzny na czesci proporcyonalne.

Zatozenie. Linie proste AB, CD i EF (fig. 23) za-
warto miedzy plaszczyznami MN, OP\ QR od siebie
réwnoodlcgtemi, sg podzielone przez te ptaszczyzny na cze-
§ci proporcyonalne.

Dowodzenie. tacze punkt C z punktem B, i punkt E
z punktem D liniami prostemi, i przez proste AB i BC

Fiff. 23.

]Drzeprowadzam ptaszczyzne (n™ 3), ktéra z plaszczyzng
M N przetnie sie podiug prostej (ho4), a z pta-
szczyzng OF podilug prostej GH, rownoodlegtej od AC
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(iF 27). Podobniez ptaszczyzna przeprowadzona przez pro-
ste B Ci CD przetnie sie z ptaszczyzng QE po linii BD,
a z ptaszczyzng OP po linii HJ réwnoodlegtej od BD;
ptaszczyzna przeprowadzona przez proste CD i ED, pi'ze-
tnie sie z ptaszczyznami MN i OT po liniach CE i JK
od siebie réwnoodlegtych. Nakoniec ptaszczyzna  DEF
przetnie sie z phaszczyznami OP \ QR po liniach KL
i Di™ od siebie réwnoodlegtych.

Poniewaz w trojkacie jest réwnoodlegta
od A C, wiec ma sie:
AG: GB= CH:HB

Dla podobnej przyczyny, ma sie takze:
'CH-.HB = CJ;. JD
CJ Jb A EKIiKD
EK :KD = EL : LE

A z powodu stosunkéw wspoélnych jest:
AG:GB = CJ D = EL : LE
czyli, ze linie proste zawarte miedzy plaszczyznami i t. d.
co byto do okazania.

Twierdzenie.

35. Majac dane dwie linie proste nie lezace na jednej pta-
szczyznie, mozna pe])rowadzi¢ trzecia, jednoczesnie do oby-
dwoch iirostopadta. Talia prostopadta tylko jedna byé moze
i jest najJcrotsza odlegtoscig miedzy dwiema liniami danemi.

Zalozenie. Niech bedg dwie proste AB i CD (fig. 24)
nie lezagce na jednej plaszczyznie, mam dowies¢, ze mo-
zna poprowadzié¢ tylko jedng linie prostopadig tak do CD
jak do AB, i ze ta linia jest najkrotszg miedzy niemi od-
legtoscig.
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Dowodzenie. Przez punkt A prowadze linie A E ré-
wnoodlegta od CD i z ktéregokolwiek punktu linii CD
np. z punktu F,

Q J K n_» spuszczam prosto-

| padiag F G na pta-

| szczyzng B AE\

przez spodek tej
prostopadtej , to
jest przez punkt G,
prowadze na pta-
iii szczyznie BAE li-

w
L nie  rownoodlegta
A od linii AE az do
iig-24. przeciecia sieg

z prosta AB w punkcie H. Przez punkt H prowadze linie
rébwnoodlegty od prostej EG az do przeciecia sie z linig
CD w punkcie np. J, i powiadam ze linia HJ jest linig
zadang, to jest prostopadtg zarazem i do linii AB i do
linii CD.

Poniewaz prosta EG jest z wykreSlenia prostopadtg do
ptaszczyzny BAE,  wiec i prosta HJ jako od niej rowno-
odlegta jest takze do tej ptaszczyzny prostopadtg (u" 18),
a tem samem, prostopadtg do linii AB \ HG przecinaja-
cych sie wjej spodku ("® 7). Lecz poniewaz tak linia CD
jak i HG sg rownoodlegte od AE, wiec sa réwnoodlegte
miedzy soba (n* 19), a tem samem lezg na jednej plaszczy-
znie CEGH (no 3, c¢). Linia i/J jest z wykre$lenia ro-
wnoodlegta od EG i przechodzi przez punkt H lezacy na
ptaszczyznie CEGH, wiec cata lezy na tej plaszczyznie
(no 23), i przecina¢ sie koniecznie musi z linig CD. Prosta
HJ, jest jak sie okazato, prostopadtg do HG, wiec jest pro-
stopadtg i do CD roéwnoodlegtej od // G. Azeliniai/J jest
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takze prostopadtg do AB, wiec jest prostopadtg do dwocli
linii danych AB i CD nie lezacych na jednej ptaszczyznie.

Przypusé¢my, ze pomiedzy dwiema prostemi AB i CD
moznaby poprowadzi¢ drugg linie prostg np. KL, zarazem
do obydwoch prostopadta, to poprowadziwszy na plaszczy-
znie BAE  przez punkt L linie L M réwnoodlegtg od AE,
a tem samem i od CD, bytaby linia KL prostopadtg do
linii LM, bo z przypuszczenia jest prostopadta do linii CD;
bedac za$ takze z przypuszczenia prostopadtg do linii AB,
bytaby prostopadtg do dwdch linii LM i a tem samem
prostopadtg i do ptaszczyzny BAE  (®8). |“oprowadzi-
wszy teraz na ptaszczyznie CFG El linie KK réwnoodle-
gta od FG, z wykreslenia prostopadtej do ptaszczyzny
BAE, to bedzie linia KN prostopadtyg do ptaszczyzny
BAE; ze za$ linia LK jest z przypuszczenia prostopadia
do ptaszczyzny BAE, wiec z punktu K moznaby byto spu-
$ci¢ dwie prostopadte do jednej ptaszczyzny, co by¢ nie mo-
ze (no 10), a wiec pomiedzy dwiema liniami danemi AB
i CD, nie lezacemi na jednej plaszczy-znie, tylko jedna
wspolna prostopadta poprowadzong by¢ moze.

Poniewaz linia KN jest prostopadtg, a linia KL po-
chyta do ptaszczyzny BAE, wiec KN<KL (no 12), a ze
KN=JH, wiec jest i JH-<KL.  Tak samo okazaébv mo-
zna ze jest HJ ktétsza od kazdej innej linii, pomiedzy pro-
stemi AB i CD poprowadzonej, zatem jest najkrétszg mie-
dzy niemi odlegtoscig. A. iriec majgc dane dwie linie i t. d.
co byto do okazania.

3S. Uzcaga. Poniewaz majac dane dwie proste nie le-
zace na jednej ptaszczyznie, jedng tylko prostopadte zara-
zem do obydwoch poprowadzi¢ mozna, wiec ta prostopadta
mierzy prawdziwg icli odlegtosc.
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O KATACH DWUSCIENNYCH | BRYLOWYCH.

Y IBWUSCIE NYWE

37. Kat dwuscieiiny jest to nacliylenie sie ku sobie,
dwoch plaszczyzn przecinajacycli sie. | tak np. (fig. 25)
wzajemne nachylenie sie ku sobie dwoch plaszczyzn 71/N
i OP, przecinajagcych sie po
prostej NO, nazywa sie katem
(lwuscienmjm. Piaszczyzny ]\IN
i OF nazywajg sie Scianami
a wspollne ich przeciecie sie
NO krawedzig kata. Kat dwu-
§cienny oznacza sie czterema gto-
skami, z ktérych dwie piszg sie
przy krawedzi, a dwie inne gdzie-
kolwiek na $cianach; czyta sie
za$ tak, aby litery bedace przy
krawedzi, wymawiane byly we
$rodku. | tak dany kat dwuscienny przeczyta¢ mozna albo
MNOF albo PONM.

Stosownie do opisania kata dwusciennego widzimy,
ze wielko$¢ jego, zalezy jedynie od mniejszego lub wie-

Fig. 5
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kszego nachylenia sie Scian ku sobie, a bynajmniej nie od
ich rozciaggtosci.

38. Katy dwuscienne moga by¢ tak samo jak katy pta-
skie, ostre, proste i rozwarte.

Jezeli kat dwuscienny jest prosty, to Sciany jego sg do
siebie prostopadte.

39. Dwa katy dwuscienne przystaja do siebie atem sa-
mem sg sobie rowne, gdy wsuniety jeden w drugi, $ciany
i krawedz jednego przystajg do Scian i krawedzi drugiego.

40. Jezeli przez punkt B (tig. 25), dowolnie na krawe-
dzi kata dwusciennego obrany, poprowadzimy na $cianach
tegoz kata, dwie prostopadie BA \ B C do tej krawedzi, to
kat ptaski AB C miedzy niemi zawarty, nazywa sie katem,
odpowiednim  dwusciennemu.

Twierdzenie.

41. Katy plaskie odpowiednie dwusciennemii, S(isobie
réwne.
Zatozenie. Niech beda dwa katy ptaskie ABC \ D EF

(fig. 25), odpowiednie katowi dwusciennemu Otrze-
ba dowie$¢ ze sg sobie réwne.
Dowodzenie. Linie AB i DE jako ramiona katow

odpowiednich dwusciennemu sa prostopadte do krawedzi
ON, zatem sg od siebie rownoodlegte. Dla podobnej przy-
czyny ramie B C jest rownoodlegte od EF, a wiec katy
AB Ci DEF majg ramiona od siebie rownoodlegte i skie-
rowane w jedng strong, wiec sg sobie rowne (" 33). Zatem
katy ptaskie odpoiinednie i t. d. co byto do okazania.

Twierdzenie.

42. Jezeli Imty ptaskie odpoiciednie dwusciennym sa so-

bie réncne, to i katy dwuscienne sg sobie rowne.

5
" olidoniPii ) a.
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Zatozenie. Niech bedg katy dwuscienne MNOF
i mnop (fig. 26), w ktérych zakitadam, ze katy ptasl:ie

ABC i ahc, odpowiednie dwuscieiinym, sa sobie rowne;
mam dowie$é, ze i katy dwuscienne MNOF i mnop s3
sobie réwne.

Dowodzenie. Wsunmy kat dwuscienny nuiop w kat

dwuscienny MNOF, tak azeby punkt h padt na punkt B,

aby linia he po-

M o szka po linii B C

i ptaszczyzna

ab ¢ po pia-

szczyznie  ABC,

wtedy i linia ha

pojdzie po linii

BA, bo katy

AB C \abc sg

sobie rdéwne

z zatozenia. Sko-

ro plaszczyzna

abc przystatla do ptaszczyzny ABC, to i linia 710 pro-
stopadta do plaszczyzny rtftc (n" 8). pdjdzie po linii

prostopadiej do ptaszczyzny ABC, bo w przeciwnym ra-

zie moznaby z jednego punktu B wyprowadzi¢ dwie prosto-

padte do jednej ptaszczyzny AB C, co byé nie moze {n°9).

Gdy za$ linia bc péjdzie po B C ano po NO, to i pta-

szczyzna przez te dwie linie przechodzaca, to jest ptaszczy-

zna mn poéjdzie po MN. Podobniez kiedy linia ba poszta

BA ano po to i ptaszczyzna op pojdzie po pta-

szczyznie OF. Sciany wiec i krawedz kata dwusciennego

mnop, przystajg do Scian i krawedzi kagta MNOF, katy

te wiec sg sobie rowne (n- 39). A zatem, jezeli katy ptaskie

odpoiciednie i t.d. co bylo do okazania.

Fig. 6
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Twierdzenie odwrotne.

43. Jezeli katy dwuscienne sg sobie réwne, toi katy pta-
skie tymze katom, dwusciennym odpowiednie, sg sobie réwne.

Zatozenie. Zaktadani, ze katy dwusScienne MNOF
i ninop (fig. 26) sg sobie rowne; mam dowie$é, ze katy
ptaskie ABC i abc tym katom dwusciennym odpowie-
dnie, sg sobie réwne.

Dowodzenie. Wsuwam kat dwuscienny ninop w kat
MN OP, tak aby punkt b padt na punkt B, krawedz 7io,
zeby poszta po krawedzi N O i $ciana nin poszta po $cia-
nie MN; to w takim razie, $ciana op pdéjdzie koniecznie
po scianie OP, bo katy dwuscienne i MNOP?,~,
sobie z zatozenia réwne (® 39). Skoro za$ katy dwuscien-
ne mnop i MNOP  przystajg do siebie i punkt b lezy
na punkcie B, to i bc prostopadta do Z o, przystanie do
BC prostopadtej do NO, bo inaczej z jednego punktu
moznaby byto poprowadzié¢ dwie prostopadte do jednej linii
prostej, co by¢ nie moze. Dla tejze samej przyczyny pro-
stopadta ba pojdzie po prostopadtej BA, a tem samem
kat ptaski abc, jest réwny katowi ABC.  Jezeli wiec ka-
ty diouscienne i t. d. co byto do okazania.

Uwaga. Z tego i poprzedzajacego twierdzenia wypada,
ze ptaszczyzny dzielagce kat dwuscienny na ilekolwiek cze-
§ci réwnych, dzielg i kat odpowiedni dwnsciennemu na tylez
réwnych czesci.

Twierdzenie.

44, Katy dwuscienne maja sie do siebie jak katy plaskie
im odpowiednie.

Zalozenie. Niech bedg katy dwuscienne MNOP
i (fig. 27) ikaty ptaskie im odpowiednie®” Ci abc.
Mamy dowies¢: ze tak sie m?iIMNOP\mno p—ABC: abc.
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Dowodzenie. Z wierzchotka katow ABC i abc je-
dnakowym promieniem zakre$lam tuki miedzy ich ramiona-
mi. tuki te moga by¢ wspdtmierne albo niewspotmierne.

AYezmy przypadek ze tuki AC i ac sg wspOtmier-
ne i przypusémy, ze jest jald$ tuk trzeci, ktéry w tuku AC

miesci sie np. trzy
razy, a wtuku ac
dwa razy. Przez
punkta podziatéw
tych tukow i wierz-
chotki katow B ib
poprowadziwszy
proste BD, BE
i bd, kat ABC
bedzie sie sktadat
z trzech takich
katow  czastko-
Fig. 27. wych , jakich dwa
miesci w sobie kat abc; zatem ma sie:

1) ABC : abc =3:2.

Jezeli teraz przez linie BD i NO, BE i NO, bd
i no, przeprowadzimy plaszczyzny, to poniewaz Kkaty
czastkowe odpowiednie sg sobie réwne, to i dwuscienne im
odpowiadajace sg takze sobie rowne (n' 42), a zatem caly
kat dwuscienny AINOF skiadaé sie bedzie z trzech takich
czesci, jakich dwie ma w sobie kat mnop;  ma sie zatem

2) MNOF :mnop = 3:2.

W proporcyach 1) i 2), drugie stosunki sg sobie réwne,
a wiec i pier\vsze beda sobie réwne i ztozg proporcye, to
jest bedzie:
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AINOF :mnoiJ = ABC : ahc,

czyli ze kgty dwuscienne majg sie do siebie jak katy pta-
skie im odpowiednie, jezeli katy te sg wspotmierne.

W przypadku gdy katy ptaskie ABC i abc
(lig. 28), odpowiednie dwusciennym AfNOP \ mnop s3
niewspoétmierne, potrzeba dowies¢, ze ma sie réwniez:

1) MN OF :mnap = ABC :abc.

Gdyby ta proporcya nie miata miejsca, to mogtoby to
by¢ tylko dla tego, ze wyraz czwarty abc bytby albo za
maty albo za

duzy. Przy-

pusémy ze wy-

raz abc jest

za maty, wiec

w miejsce abc

wezmy co$

wiekszego np.

a bel, a wten-

czas propor-

Fio. 28. cya 1) zamie-

ni sie na nastepujaca:
2) MNOF :mnop = AB C : abcl

Kat AB C dziele na tyle réwnych czesci, aby jedna
z nich byta mniejszg od kata cbcl i czastke takowg prze-
nosze na kat abd poczawszy od ramienia ab.

llamie takiego kata czastkowego, nie moze nigdy pasc¢
na ramie bc, bo z zalozenia katy ABC i abc sg nie-
wspotmierne, lecz zawsze pas¢é moze za ramieniem bc np.
tak jak i-amie b(j. Przez linie bg i no przeprowadzam
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ptaszczyzne i uwazam dwa katy dwuscienne M N O P
i gnop, ktérych katy plaskie im odpowiednie ABC
i ahg, sa z wykre$lenia wspdtmierne, a wiec z poprze-
dniego dowodzenia jest:

3) MNOP :gnop = ABC : abg.

W proporcjach 2) i 3) poprzedniki MNOP i MNOP,
AB C\AB C sajednakowe, nastepniki wiec, powinnyby
ztozyC proporcye, to jest powinnoby byc:

mnop :gnop — ahd : ahg

Lecz w proporcyi tej w pierwszym stosunku poprzednik
mnop<”gnop, a w drugim poprzednik ahd>ahg, pro-
porcya wiec
ta istnie¢ nie
moze; a ze
ona powstata
z dwéch pro-
porcyi 2) i 3)
z ktorych 3)
jest dowie-
dziona, a 2)
tylko przypu-.
szczona, wiec
przypuszczenie musiato by¢ zte, to jest ze w proporcyi 1)
wyrazu czwartego powiekszy¢ nie mozna.

Podobnym sposobem dowiodtoby sie, ze go takze
i zmniejszyé nie mozna, a tem samem ze wyraz obc jest
do trzech pierwszych proporcyonalny, czyli ze ma sie:

MNOP  :mnop = ABC : abc

chociaz katy ptaskie ABC i abc odpowiednie dwuscien-
nym MNOP i mnop sa niewspéimierne. Zatem iv ka-

Fig. 28.
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zdym razie katy dicuscienne maja sie do siebie i t. d. co by-
to do okazania.

45. Uwaga Tak jak katy ptaskie majg za jednosc¢
kat plaski prosty, tak tez i katy dwuscienne maja za je-
dno$¢ kat dwuscienny prosty, ktory podobnie jak ptaski
dzieli sie na 1)0", stopieri na 60', minuta na 60" it. d. A po-
niewaz stosunek katéw dwuscienn3Tli réwna sie stosunko-
wi-katow ptaskich odpowiednich, wiec kat dwuscienny ja-
kikolwiek, jest liczebnie rowny katowi ptaskiemu odpowie-
dniemu.

46. Uwaga Katy dwuscienne nastreczajg twierdze-
nia zupetnie podobne twierdzeniom o katach ptaskich jak np.

Ze summa katéw dwusciennych przylegltych réwna
sie dwom katom prostym dwusciennym.

2" Ze katy dwuscienne krawedzig przeciwlegle, sg sobie

réwne.

3° Ze gdy dwie ptaszczyzny réwnoodlegte przetniemy

trzecig sieczna, to katy dwuscienne naprzemianlegle
wewnetrzne, katy dwuscienne jednostronne odpowia-
dajace, katy dwuscienne naprzemianlegle zewnetrzne
beda sobie réwne, a katy dwuscienne jednostronne
zewnetrzne lub jednostronne icewnetrzne, wazyé beda
dwa. katy dwuscienne proste it p.

Dowodzenie tych twierdzerh w Solidometryi, bytoby zby-
tecznem gdyz katy dwuscienne jak sie okazato, odnoszg
sie zupetnie do katéw plaskich im odpowiednich, a o ka-
tach ptaskich wszystkie te twierdzenia w Ptanimetryi dowo-
dzone byty.

Twierdzenie.

47. Plaszczyzna przechodzgca przez linie prostopadig
do plaszczyzny, jest do tejze ptaszczyzny pro.“topadia.
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Zalozenie. Plaszczyzna FE przechodzaca przez linie
AB prostopadig do ptaszczyzny MN (fig. 29), jest do tej-
ze plaszczyzny prostopadia.

Dowodzenie. Na ptaszczyznie N[N do linii beda-
cej wspolnem przecieciem plaszczyzny FE z plaszczyzng
MN\  wyprowadzam z punktu B prostopadtg. Poniewaz
linia AB jest z za-
fozenia prostopa-
dig do ptaszczyzny
MN,  wiec jest
prostopadta i do li-
nii DE i do linii
BC (no7), Kat
wiec ABC  jest
prosty, a ze jest
zawarty miedzy
dwiema prostopa-
dtemi do wspdlne-
go przeciecia sie
ptaszczyzn FE i MN i ma ramiona swoje na tychze pta-
szczyznach , -wiec jest katem ptaskim odpowiednim dwu-
Sciennemu (no40). ligt zatem dwuscienny zawarty pomie-
dzy ptaszczyzng FE i MN jest prosty, zatem piaszczyzna

Fi". 29.

FE prostopadta do MN. Plaszczyzna wiec przecho-
dzaca przez linie it d. co byto do okazania.
48. Wniosetc Na mocy powyzszego twierdzenia mo-

zna przez punkt wziety nad ptaszczyzng dang, przeprowa-
dzi¢ do niej ptaszczyzne prostopadta. | tak (fig. 29) majac
np. przez punkt A przeprowadzi¢ plaszczyzne prostopadig
do ptaszczyzny MN, to tylko z punktu A, sposobem wia-
domym (no 13, I® i 2°) spuszczam linie AB prostopadtg do
ptaszczyzny MN, a wszelka ptaszczyzna np, FE przez li-
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iiie AB  przechodzaca, jest do ptaszczyzny MN prosto-

padita.
Mozna takze przez punkt wziety nad ptaszczyzng dana,
prowadzi¢ plaszczyzne od niej rownoodlegly. | tak np.

(fig. 30), chciawszy przez punkt A przeprowadzié¢ ptaszczy-
zne réwnoodlegty od ptaszczyzny MN, prowadze z pun-
ktu A do plaszczy-
zny ALN jakakol-
wiek linie prosta
AB i przez te li-
nie przeprowadzam
naprzéd jedne pta-
szczyzne A BC,
i na plaszczyznie
tej prowadze linige
AD réwnoodlegta
od wspoblnego prze-
ciecia B C. Naste-
pnie przez linig
AB przeprowadzam drugg ptaszczyzne ABE \ na pia-
szczyznie tej prowadze linie FA réwnoodlegta od wspdlne-
go przeciecia EB. Jezeli teraz przez dwie linie AD i AF
przecinajace sie z soba, przeprowadze ptaszczyzne, to ona
bedzie réwnoodlegta od ptaszczyzny MN  (no 33).

49. Whniosek Jezeli trzy linie proste sg do siebie
prostopadle, to kazda z nich jest prostopadtg do ptaszczy-
zny przez drugie dwie przechodzacej, i trzy plaszczyzny
przez te linie przechodzace sa wzajemnie do siebie prosto-
padte. | tak (fig. 31), jezeli trzy linie proste AB, ACIAD
sg do siebie prostopadie, to k'azda z nich np. AB jest pro-
stopadtg do ptaszczyzny CAD, przez pozostate dwie linie
AC "~ AD przechodzacej. Z zatozenia bowiem jest linia

Solidometryt;. (S
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AB prostopadtg do dwdch linii AC \ AD, przez jej spo-

dek A na ptaszczyznie CAD przechodzacych, zatem jest
prostopadtg i do ptaszczyzny CAD
(ho 8). Dla podobnej przyczyny jest
linia A C prostopadta do ptaszczy-
zny BAD, anakoniec linia AD do
ptaszczyzny BA C.

Nastepnie poniewaz linia jest
prostopadtg do ptaszczyzny  CAD,
wiec plaszczyzny BAC i BAD

przez tez linie B A przechodzace sg
do ptaszczyzny CAD  prostopadie
(no 47). Podobniez ptaszczyzna CAD
jako przechodzaca przez linie A C
prostopadtg do plaszczyzny  BAD
jest do tejze ptaszczyzny prostopadia, a jako przechodzaca
przez linie AD prostopadta do ptaszczyzny BAC,  jest
rowniez i do tej plaszczyzny prostopadia. Trzy wiec pta-
szczyzny BAC, CAD i BAD przez trzy linie dane
AB, AC i AD, do siebie prostopadie przechodzace,
sg wzajemnie do siebie prostopadte.

Twierdzenie.

50. Jezeli dwie ptaszczyzny sa do siebie prostopadie
i jezeli najednej z nich poprowadzimy linie prostopadta do
ich wspdlnego przeciecia sig, to ta tinia bedzie prostopadta
i do ptaszczyzny drugiej.

Zatozenie. Niech bedzie ptaszczyzna FE (fig. 29) pro-
stopadtg do ptaszczyzny M N i jezeli na plaszczyznie FE,
poprowadzimy linie AB  prostopadtg do linii DE wspol-
nego przeciecia sie ptaszczyzny F E z plaszczyzng MN, to
bedzie linia AB prostopadtg do ptaszczyzny MN.
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Dowodzenie. Na ptaszczyznie prowadze z punktu
B linig B C prostopadig do DE, to kat **Cjest katem
ptaskim odpowie-
dnim dwuscienne-
mu i"JANIDil/, a po-
niewaz plaszczy-
zna FE z zaloze-
nia jest prostopa-
dtg do MN, wiec
kat dwuscienny
FEDM i jemu
odpowiedni  ABC
jest prosty, a wiec
linia jest pro-
stopadtg do ~ C
a ze z wykreslenia jest prostopadtg do DE, wiec jest pro-
stopadta do dwdch linii DE\ BC przez jej spodek na pta-
szczyznie przechodzacych, zatem jest prostopadty i do
ptaszczyzny MN (®8). Jezeli wiec dnie plaszczyzny sg do
siebie prostopadte i t. d. co byto do okazania.

51. Wniosek Jezeli z ktoregokolwiek punktu wspol-
nego przeciecia sie dwdch plaszczyzn do siebie prostopa-
dtych , wyprowadzimy linie prostopadlg do jednej z tych
ptaszczyzn, to ta linia'przystawaé bedzie zupetnie do ptla-
szczyzny drugiej. | tak (fig. 29). Jezeli jest ptaszczyzna
FE prostopadtg do ptaszczyzny MN, ijezeli z ktéregokol-
wiek punktu wspolnego przeciecia sie tych plaszczyzn, to
jest np. z punktu B wyprowadzimy prostopadtg Al* do
ptaszczyzny MN, to ta prostopadta przystawaé bedzie
do ptaszczyzny FE.

Gdyby linia AB nie lezata na ptaszczyznie FE, to in-
na jaka hnia prostopadta do linii DE z punktu B wypro-

Fig. 20
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wadzona, lezataby na ptaszczyznie FE, a ze ptaszczyzna
FE jest z zatozenia prostopadtg do MK, wiec i ta inna
linia prostopadta do DirJ, bytaby prostopadlg do ptaszczy-
zny MN; ze za$ linia AB z wykreslenia jest prostopadia
do ptaszczyzny MN, wiec moznaby z jednego punktu wzie-
tego na ptaszczyznie, poprowadzié¢ do niej dwie prostopadte,
co by¢ nie moze (®9), a wiec linia AB przystawaé¢ musi
zupetnie do ptaszczyzny FE, co byto do okazania.

52. Wniosek Jezeli dwie plaszczyzny sg prostopa-
dte do trzeciej, to i ich wspdlne przeciecie jest do tejze pta-
szczyzny prostopadite. | tak (fig. 32), jezeli dwie ptaszczyzny
0F\ QR s3
prostopadte
do trzeciej
ptaszczyzny
MN, to i ich
wspdlne prze-
ciecie sie A B,
bedzie do tej-
ze phaszczy-
zny MN pro-
stopadte.
Wyobrazi-
wszy bowieni
sobie, ze z punktu B jest wyprowadzona linia B C prosto-
padta do ptaszczyzny MN, to poniewaz punkt B znajduje
sie na w’spolnem przecieciu dwoch plaszczyzn OP i MN
do siebie prostopadtych, prostopadta wiec B C znajdowac-
by sie musiata na ptaszczyznie OP. Dla podobnej przy-
czyny, poniewaz punkt B znajduje sie rowniez na wspol-
nem przecieciu sie dwdéch ptaszczyzn Qli i i)/aV do siebie
prostopadtych, zatem prostopadta B C znajdowacby sie mu-

Fiir. 32.
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siata na plaszczyznie QR. W jednym wiec i tym samym
czasie prostopadta B C musi sie znajdowaé i na ptaszczy-
znie OP i na plaszczyznie QB, a wiec przystawac konie-
cznie musi i do linii AB, wspdlnego przeciecia sie tych
ptaszcz3”zn, a tem samem wspdllne przeciecie A B jest pro-
stopadte do ptaszczyzny M JSf, co byto do okazania.

KATY" 33liYEOWE.

53. Kat brylowy jest to przestrzen zawarta pomiedzy
ilgkolwiek ptaszczyznami schodzgcemi sie wjednym punkcie.

Punkt zejsScia ptaszczyzn ograniczajgcych kat brytowy
nazywa sie wierzchotkiem.

Plaszczyzny ograniczajgce kat brytowy nazywajg sie
Scianami, a wspolne przeciecia sie $cian krawedziami kata
brytowego.

Do ograniczenia kata brytlow”ego najmniej trzech pta-
szczyzn potrzeba. Kat brytowy przybiera nazwisko od licz-
by Scian ograniczajacych go. Tak wiec moze by¢ tréjscien-
ny, czworoscienny, piecioscienny i t. d., a to stosownie czy
go trzy, cztery, pie¢ lub wiecej Scian ogranicza.

54. Katy brylowe sg wtenczas réwne, gdy wsuniety
jeden w drugi, krawedzie, Sciany i wierzchotek jednego,
spltywajg z krawedziami, $cianami i wierzchotkiem dru-
giego, czyli kiedy majg $ciany i katy dwuscienne odpowie-
dnie réwne.

55. Katy brylowe, ktdre wsuna¢ sie jeden  drugi nie
dadza, z powodu wprost przeciwnego uktadu Scian, lecz
majg tez $ciany i katy dwuscienne odpowiednie réwne, na-
zywaja sie rowne przez symetrye czyli wprost katami sy-
metrycznemi. | tak np. (fig.33), katy tréjscienne wierzchot-
kiem przeciwlegte ABCD i A EFG. to jest majace kra-
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wedzie na liniach prostych, przez jeden punkt przechodzg-
cych, sg sobie rowne przez symetrye, czyli inaczej sg
wzgledem siebie symetryczne. Jest albowiem kat ptaski
BAD"EAG jako Kkaty
wierzchotkiem przeciwlegte.
Podobniez kat BAC=FA G
i kat CAD=EAF. A wiec
katy ptaskie jednego kata
tréjsciennego sa réwne katom
ptaskim drugiego kata troj-
Sciennego. Nadto kat dwu-
scienny CABD=-FAGE
jako katy dwuscienne krawe-
dzig przeciwlegte i dla tej sa-
mej przyczyny kat dwuscien-

ny CADB=FAEG i na-
FiK. 33. - L.
reszcie kat dwuscienny
BACD—GAFE. Majg wiec dane katy tréjscienne, po

trzy katy ptaskie i po trzy katy dwuscienne réwne, a wiec
sq sobie réwne, lecz tylko przez symetrye, bo $ciany jedne-
go kata trojSciennego sg wprost przeciwnym utozone po-
rzadku, jak Sciany drugiego.

Twierdzenie.

56. W kacie brylowym trdjsciennym summa dwdch ka-
tow ptaskich ograniczajacych go, jest wiekszg od trzeciego.

Zalozenie. W kacie trojsciennym A (fig. 34) ograniczo-
nym trzema katami ptaskiemi BAC, GAF) i BAD,
mam dowie$¢, ze summa dwdch ktérychkolwiek z nich jest
wiekszg od trzeciego.

Gdyby wszystkie trzy katy ptaskie BAC, GAD
i BAD byly miedzy sobg réwne, to nie potrzebaby dowo-
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(Izenia, ze dwa ktdrekolwiek z nich bytyby wieksze od trze-
ciego. Wezmiemy wiec ten ogélny przypadek, ze trzy katy
ptaskie ograniczajace kat trojScienny A, nie sg sobie ro-
wne i przypusémy” ze kat BAD  jest z nich najwiekszy,
a dowiedziemy ze summa dwoch mniejszych BAC + CA D
bedzie wiekszg od kata najwiekszego BAD.
Dowodzenie. Na plaszczyznie kata BAD  przy prostej
BA i przy punkcie A, kresle kat BAE = BAC i robie
AE = AC. Przez
trzy punktaB, Ci E
nie lezace na jednej
liniii prostej przepro-
wadzam plaszczyzne
(no 3, a), to plaszczy-
zna ta przetnie sie ze
wszystkiemi $cianami
kata tréjsciennego,
a mianowicie ze Scia-
ng BAD po prostej
B D, ze $ciang BACio prostej BC, a ze $ciang CAD
po prostej CD (@ 4).
Uwazam dwa trojkaty BAC i BAE, ktore maja bok
wspdlny, bok AC=AE i kat BAC=BAE z wy-
kreslenia, a wiec te dwa trojkaty sa sobie rowne, zatem
BC=BE. W trdjkacie BCD jest BC+ CD>BD- gdy
od ilosci wiekszej BC + CD odejmiemy B C, a od ilosci
mniejszej B D odejmiemy B E =B C z dowiedzenia, pozo-
stanie CD>ED. Nakoniec dwa tréjkaty CAD i EAD
majg bok A D wspdiny, bok A C=A E z wykreslenia a bok
CD>ED z dowiedzenia; wiec jest i kat CAD>EAD.
Gdy teraz do kata wiekszego CAD dodamy kat BA C,
a do kata mniejszego EAD dodamy Kkat BAE~BAC
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z wykreslenia, heMeBAC+CAD>BAE-¥EAD:;iize
BAE+EAD=BAD, wiec jest BAC-\-CAD:>BAD.
W kacie luiec trojsciennym summa dwdch katow i t. d. co
byto do okazania.

57. miiosek Poniewaz jest BAD < BA C - CAD,
wiec i od ilosci mniejszej BAD i od ilosci wiegkszej
BAC-~ CAD odjgwszy po BAC wypadnie BAD—
— B AC < CA D, tojest ze w kacie trojsciennym rozni-
ca dwdch katéw phaskich ograniczajacych go, jest mniejsza
od trzeciego.

Twierdzenie.

58. W kacie brylowym wielosciennym summa katow
ptaskich ograniczajgcych go, jest mniejszg od czterech lcatow

2)rostych.
Zatozenie. W kacie brytowym A (fig. 35) summa Kka-
tow ptaskich BAC + CAD +DAE-\- BAEmniej-

szg od czterech katéw prostych.
Dowodzenie. Przecinam kat brytowy A plaszczy-
zng, ktora przetnie sie z kazdg S$ciang kata brytowego
po linii prostej (® 4).
Przeciecie ztad powstate
BCDE, jest wieloka-
tem, majacym zawsze ty-
le bokdw, ile katow pta-
skich ogranicza kat bry-
towy. Wewnatrz wielo-
kata BCDE obieram
gdziekolwiek punkt /S
i t3cze go z wierzchotka-
mi B, C, D \ E liniami
prostemi i uwazam,' ze
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w kacie trojsciennym przy punkcie B, ograniczonym trze-
ma katami ptaskiemi ABE, ABC i EB C jest (n 56):
AB E+ ABC > EBS +SBC, nastepnie w kacie

tréjsciennym C, jest: ACD+ACD>B C D ; podobniezw kacie

tréjsciennym D, jest: AD C+AD E> CDS+8DE: nakoniec w kacie

tréjsciennym E, jest: AED+A EB > DES+SEB.

Dodawszy teraz iloSci wieksze do wiekszych a mniejsze do

mniejszych, to summa z iloSci wiekszych bedzie wiekszg od

summy z iloSci mniejszych; bedzie zatem:

(A B C+ACB) + {A CDA-AD C) + {ADEA-AED)A-{A B EA-A EB)>
{SB C-h B CS) + {SCD-"CDS) + {SD E+DES)-[-{EBS+SEB)

a biorac zamiast dwoch katdw w trojkacie, 180° mniej ka-
tem trzecim, wypadnie:

(180°- BAC)+{\ 80« CAD] + {ISO"-DAE) + B AE}>
BSC) *h{\SO'- CSD)+{\80°-DSE) {I1SO'-BSE)

czyli:
4X 180" - BAC - CAD - DAE - BAE >
4X 180°- BSC - CSD - DSE - BSE.

Nazwawszy dla krétkosci katy BAC, CAD it. d. to jest
katy ptaskie ograniczajagce kat brylowy dany przez A,
a znowu katy BSC, CSD i t. d., czyli katy naokoto
punktu S przez S, bedzie:

4 X 180'r~—" > 4 X 180°— S

W tej ostatniej nieréwnosci przenoszac { — S) na pierwszg
strong, a (— A) na druga i od obydwdch stron odjgwszy
po 4X180°, wypadnie:

Solidometrya.
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S > A czyli nawzajem A < S.

A ze katy przy &S jako katy na jednej ptaszczyznie na oko-
to jednego punkta wazg 4 katy proste, wiec katy ptaskie
przy A, czyli katy ptaskie ograniczajgce kat brylowy, sa
mniejsze od czterech katow prostych.

Powyzszy dowod da sie jeszcze krécej wyrazié w na-
stepujacy sposob:

Po przecieciu danego kata brylowego plaszczyzng
BCDE, i obraniu na niej dowolnego punktu S, oraz
potgczeniu go z wierz-
chotkami 7>, C, J) i E
liniami prostemi uwa-
zam, ze summa trojkatow
bocznych i i C A D
i t. d. jest rbwna summie
tréjkatow BSC + CSD
i t.d. lezacych na pta-
szczyznie B CDE; a ze
w kazdym trojkacie sum-
ma wszystkich trzech ka-
tow, réwna sie dwom ka-
tom prostym, wiec z tego
wypada, ze summa wszystkich katéw w tréjkatach bo-
cznych, réwna sie summie wszystkich katéw w trdjkatach
lezgcych na plaszczyznie BCDE.

Lecz w Kkacie trojSciennym B, ograniczonym Kka-
tami ptaskiemi ABE, ABC i EBC, jest (u" 56)
ABE+ABC>EBC, czyli ABE+ABC"EBS-"-SBC
W kacie trojsciennym C jest podobniez A CB 4-A CD >
B CS + S CD, i tak nastepnie uwazajac katy trojscien-
ne przy punktach D i E, wypadnie, ze summa katow

Fig. 30.
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u podstaw, w tréjkatach bocznych, bedzie wiekszg od sum-
my katdw u podstaw w trojkatach lezacych na plaszczy-
znie BCDE, a ze summa wszystkich katow w trdjkatach
bocznych jest rowng summie wszystkich katow w tréjka-
tach lezacych na ptaszczyznie BCDE, wiec oczywiscie
summa katdw przy wierzchotkach w trojkatach bocznych,
czyli katow ptaskich ograniczajgcych kat brytowy jest
mniejszg od summy katow przy wierzchotkach w tréjka-
tach lezagcych na ptaszczyznie BCDE, czyli katéw na
okoto punktu S. Poniewaz za$ katy na okoto punktu S
jako lezace na jednej ptaszczyznie, waza cztery katy pro-
ste, wiec katy na okoto punktu A, to jest katy plaskie
ograniczajace kat brytowy, sg nniiejsze od czterech katow
prostych. Zatem w kacie hryloicyin tréjsciennym katy i t. d.
co byto do okazania.

Twierdzenie.

59. liva katy trojscienne sg sobie rowne, gdy maja po
kacie dwusciennym réwnym zawartym pomiedzy dwiema
Scianami odpowiednio réwnemi i w tym samym porzgdku
ulozonemi.

Zatozenie. Niech bedg dwa katy tréjscienne A i a
(fig. 36), majace kat dwuscienny CABD = cahd, Scia-
ne BAC=bac, BAD = bad i w tym samym po-
rzadku utozone; mam dowies¢, ze katy te sg sobie
réwne.

Dowodzenie. Wsuwam kat tréjscienny a w kat troj-
$cienny”, tak aby punkt a padt na punkt 74, krawedz

ah zeby poszta po krawedzi AB i Sciana had poszia
po Scianie BAD; ze za$ te Sciany z zalozenia sg sobie
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réwne, wiec i prosta ad pojdzie po AJJ. Poniewaz kat
dwuscienny CABD=cabd, a Sciana bad lezy na BAD
i krawedz ab
M na AB, wiec
i $ciana bac
péjdzie po
BAC, a ze
te $ciany
z zatozenia
sg sobie ro-
wne, wiec
i krawedz ac
po6jdzie po
krawedzi
AC; ze za$
ad lezy takze na i punkt a na punkcie A, wiec cata
Sciana cad przystanie do S$ciany CAD, a tem samem
i kat trojscienny a jest rowny katowi tréjsSciennemu A
(no 54). Katy zatthi tréjscienne sci sobie réwne, kiedy i t. d.
co byto do okazania.

Fig. 36.

Twierdzenie.

60. Dwa katy tréjscienne sag sobie réwne, gdy maja po
jednej Scianie réwn(j i p)0 dwa katy dwuscienne przy tej Scia-
nie lezace rdime i ivjednakowym porzadku utozone.

Zatozenie. Niech bedg dwa katy trojscienne A i a
(fig. 36), w ktorych zaktadam, ze Sciana BAD = bad,
kat dwuscienny CABD = cabd i kat dwuscienny
C A DB—-cadb; mam dowies¢, ze te katy tréjscienne sg
sobie réwne.

Dowodzenie. Wsuwam kat trdjScienny a w kat troj-
Scienny A, tak zeby punkt a padj: na punkt A, krawedz ab
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ktade na krawedz AB i Sciane had na BAD; a ze te
Sciany z zatozenia sa sobie réwne, wiec i krawedz ad
pojdzie po 72\ D. Dla réwnosci katow® dwusciennych cahd
i CABD, $ciana bac pdjdzie po Scianie BAC i kra-
wedz ac znajdowaé sie bedzie na ptaszczyznie BA C. Dla
réwnosci znowu katéw dwusciennycli cadb i CADB,
$ciana dac péjdzie po DAC i krawedz ac znajdowac
sie bedzie na plaszczyznie DAC: w jednym wiec i tym
samym czasie, krawedZz ac ma sie znajdowaé na dwoch
ptaszczyznach BAC i DAC, a wiec musi leze¢ konie-
cznie na ich wspolnem przecieciu, to jest na krawedzi A C,
a tem samem katy trdjScienne A i a sg sobie réwne. Kcity
zatem trdjscienne majace po jednej Scianie réwnej it. d. co
byto do okazania.

Twierdzenie.

61. Dwa katy trojScienne sg sobie réwne, gdy majg po
trzy katy ptaskie ograniczajace je réwne i wjednakowym po-
rzcidku utozone.

Zatozenie. Niech beda katy tréjscienne A i a (lig. 37),
w ktérych zakladam, ze jest kat B AC — bac, Kkat
BAD = bad i kat CAD— cad; mam dowie$¢, ze Kkat
tréjScienny A réwny katowi a.

Dowodzenie. Chcac to okaza¢, na wszystkich krawe-
dziach obu katéw tréjsciennych odcinam czesci réwne, tak
zeby byto AB = AC = AD = ab=" ac=-ad. Punkta
B, Ci D oraz b, c i d tgcze liniami prostemi, i na pta-
szczyzny BCD i bcd, jakby na podstawy katow troj-
Sciennych A \ a, z wierzchotkéw tychze katéw spuszczam'
prostopadte AE i ae; to poniewaz pochyle AB, AC
i .1D sg z wykre$lenia miedzy sobg réwne, wiec spodek
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prostopadiej AE, to jest punkt E, jest S$rodkiem kota
przectiodzacego przez spodki tyctize pochytycti (no 13), to
jest przez punkta B, C \ D, a tem samem okregu kota
opisanego na trojkacie BCD. Dla tejze samej przyczyny
punkt e jest srodkiem kota opisanego na tréjkacie hcd.

Fig. .3-.

Uwazam teraz dwa tréjkaty BAC i bac: te dwa
tréjkaty majg bok AB —ab i bok /Il C=ac z wykreslenia
a kat B AC = bac z zalozenia, a wiec trojkaty te sa so-
bie rowne a z ich réwnosci wypada, ze bok BC — hc.
Podobniez z réwnosci tréjkatow B AD i had wypada, ze
jest bok BD — bd, a nakoniec z réwnosci tréjkatow
CAD i cad wypada, ze jest bok CD = cd. Dwa wiec
trdjkaty BCD i bcd majace po trzy boki réwne sg so-
bie réwne, -a wiec i kota na tychze trojkatach opisane sg
takze sobie réwne, to jest, majg promienie rowne. Jest wiec
promien BE réwny promieniowi be. Nakoniec dwa trojka-
ty prostokatne AEB i aeh majg przeciwprostokatng
AB —ab z wykreslenia a ramie kata prostego BE=be
z dowiedzenia, wiec sa sobie réwne, a z ich réwnosci wy-
pada, ze prostopadia AE=ae.
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Jezeli teraz kat trojscienny a wsuniemy w kat trdj-
Scienny A, tak aby podstawa bcd przystata do podstawy
B CD, to i punkt e padnie na punkt E, a ze z punktu da-
nego na ptaszczyznie, jedne tylko do niej prostopadte po-
prowadzi¢ mozna (®9) wiec i prostopadta ea péjdzie po
EA, ze za$ te dwie prostopadte sg sobie z dowiedzenia
réwne, wiec i punkt a padnie na punkt A. Skoro za$ pod-
stawa bcd przystata do podstawy BCD i punkt a padt
na punkt A, wiec wszystkie S$ciany kata tréjsciennego a,
przystang do $cian kata trdjSciennego A, a tem samem te
katy trdjscienne sg sobie réwne. Katy wiec tréjscienne ma-
jace 2)0 trzy katy i t.d. co byto do okazania.

Twierdzenie to, jeszcze w inny sposéb dowiedzione byé
moze. | tak niech beda katy tréjscienne A i a (fig. 37 bis),
w ktérych kat BAC=bac, kat BAD — bad i kat
CAD = cad, trzeba dowies¢, ze te katy trojScienne sg
sobie réwne.

Dowodzenie. Od wierzchotkéw A i a odcinam  AB-=ab.
Z punktow B i b na $cianach BAC i BAD oraz bac

i bad pro-
wadze proste
BC i BD
oraz bc i bd
prostopadte
do odpowie-
d dnich kra-
wedzi 1B

\ab i uwa-
zam dwa troj-
katy ABC
i abc ktére maja bok AB = ab z wykreslenia, kat
A B C = abc jako katy proste i kat B AC —bac z zato-

Fig. 37 his.
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zenig; trojkaty wiec te sg sobie rowne, a w szczeg6lnosci
bok AC=tac i BC-~hc. Dla takiejze przyczyny trdj-
katy A BI)
i aljrl. sg so-
bie rowne,
a z ich ro-
wnosci  jest
bok A I)=ad
i BD = hd.
Tréjkaty za-
tem ACD
i ac d jako
majace bok
ACH™ ac i bok AD = ad z dowiedzenia, a Kat
CA D = cad z zalozenia, sg sobie rowne i jest CD=cd.

A Zze z poprzedzajgcego, jest bok BC=he i B D= hd,
wiec dwa trojkaty BCI) i hed sg sobie réwne
a w szczegblnosci kat CBI) = cbd. Lecz katy CHI)
i cbd sg odpowiednie dw”"gjSciennym DABC i dahc
(® 40), zatem katy trojscienne A i a majg po kacie dwn-
Sciennyni DABC i dahc  réwnym zawartym pomiedzy
dwiema S$cianami BAC i BAD oraz hac i had odpo-

wiednio réwnemi, sg przeto sobie réwne (0" 59). A wiec
Izaiij trojscienne majgce po trzy laty it d, co byto do do-
wiedzenia.

Whniosek. Z powyzszego dowodzenia sie okazuje, ze
katy tréjscienne majace po trzy katy ptaskie odpowiednio
réwne, majg i po trzy katy dwnscienne odpowiednie rowne.

Twierdzenie.

62. Wewnatrz kata brylowego tréjsciennego ohraicszy
gdziekoliriek punkt i z tego imnktu sim$ciicszy prostopadle
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do Scian tegoz kata a nastepnie yrzez kazde dwie iwostopa-

dte przesungwszy ptaszczyzne, te trzy ]-)laszczyzny utworzag

nowy kat tréjscienny, ktérego katy pochytosci  ptaszczyzn,

czyli katy dwuscienne sg spetnieniami przeciwleglych katdw

Itaskich danego kata trdjsciennego; i nawzajem katy ptaskie

utworzonego kata tréjsciennego sa spetnieniami iwzeciide-
gtych katow dwusciennych danego kata tréjsciennego.

Zatozenie. Niecli bedzie kat trojscienny O (fig. 38) ogra-

niczony trzema katami ptaskiemi J. O AOC i COB.

Obrawszy wewnatrz niego gdziekolwiek punkt o i z tego

punktu spusciwszy oa prostopadtg do COB, oh prosto-

padta Ao AOC i oc prostopadtg do ~ Oi> i przez te pro-

stopadte poprowadziwszy plaszczyzny, utworzy sie przez to

kat tréjscienny o. Trzeba wiec dowies¢, ze katy dwuscienne

kata o sg spetnieniem katow ptaskich danego kata O, i na-

wzajem katy dwuscienne danego kata trdjsciennego O, sg

spetnieniem katdéw ptaskich utworzonego kata tréjsciennego.

Dowodzenie. Plaszczyzna przechodzaca przez oh \ oc,

jako przez linie prostopadte do ptaszczyzn AOC i AOB

jest do tychze

ptaszczyzn pro-

stopadty (no 47)

a tem samem

prostopadtg do

ich wspdlnego

przeciecia A O

(ho 52), i nawza-

jem A O jest

prostopadte do

ptaszczyzny hoc

a tem samem

prostopadte do

Soli(lonielrv:i,
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linii bd i cd, na tej ptaszczyznie przez spodek d pro-
stej A O przechodzacych a bedacych przecieciami sie pta-
szczyzny boc z ptaszczyznami AOC i AOB.  Podobniez
ptaszczyzna przeprowadzona przez oa i oc jest prosto-
padta3 do B O
i nawzajem B O
prostopadtg do
ptaszczyzny noc
a tem samem do
linii ag i gc,
z ktérych ag le-
zy na plaszczy-
znie COB \ jest
wspélnem prze-
cieciem sie tej
ptaszczyzny
z ptaszczyzng
aoc, zas$gc le-
zy na plaszczyznie AO B \ jest wspdlnem przecieciem sie
tej ptaszczyzny z ptaszczyzng aoc. Nakoniec ptaszczyzna
przeprowadzona przez linie oa i ob jest prostopadtg do
C O, \ nawzajem C O jest prostopadtg do ptaszczyzny aob
a tem samem do linii af i fb. Poniewaz 4 O jest prosto-
padta do ptaszczyzny boc, CO do ptaszczyzny aob,

B O prostopadtg do ptaszczyzny aoc, dany wiec Kkat
tréjscienny O jest tem dla utworzonego kata o, czem ten
ostatni jest dla pierwszego.

Fig. 38.

W czworokacie dOgc, kat Ode i kat Ogc sg
proste a wiec kat dOg z katem dcg, czynig dwa
katy proste, czyli jeden drugiego jest spetnieniem. Lecz
kat dcg jest katem odpowiednim dwnsciennemu  aoch,
kata tréjsciennego o, bo ma ramie dc na ptaszczyznie
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boc, a ramie cg na plaszczyznie aoc, i obadwa te ra-
miona prostopadte do wspolnego przeciecia sie tych ptla-
szczyzn to jest do oc, ktére bedac z wykreSlenia pro-
stopadte do ptaszczyzny AOB, jest tem samem prosto-
padtym do prostych cg i cd, przez jego spodek na tej
ptaszczyznie przechodzacych. Kat zas dOg czyli AOB
jest katem plaskim kata trojSciennego O i katowi dcg
przeciwlegtym; zatem kat ptaski kata tréjsciennego O,
z katem dwusciennym kata tréjSciennego o0, sobie prze
ciwlegtym, sg katami spetniajgcemi sie do 180°.

Tym sposobem, uwazajgc czworokat clOfb, dowiedzie-
my, ze kat dOf czyYi AOC, z katem c/&/czyli dwu-
Sciennym coba spetniajg sie wzajemnie do 180°, a uwa-
zajac czworokat fOga, okaze sie, ze kat fOg czyli
COB z katem fag czyli dwusciennym boac spetniajg
sie réwniez do 180*".

Nastepnie w czworokacie clboc, katy dbo i dco sg
proste, zatem kat ptaski boc, utworzonego kata ti-0j-
Sciennego 0, z katem bdc, odpowiednim dwusciennemu
CAOB  danego kata trdjsciennego O, czynig dwa katy
proste; jest wiec jeden spetnieniem drugiego.

Tak samo dowiedzie sie, ze kat aob z katem afb
czyli dwusciennym .40C B, kata trojSciennego O, i kat
aoc z katem agc e,zy\\ dwusciennym COBA, tegoz
kata trdjsciennego O wzajemnie sie spetniajg do 180".

A zatem uneimigtrz kata trdjsciennego, obrawszy gdzie-
kolwiek punkt iz tegopunktu i t.cl co byto do okazania.

Katy trdjscienne takie jak O i o nazywajg sie spelnia-
Jacend.
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Twierdzenie.

63. Katy trdjscienne majace nachylenia sie $cian odpo-
imednich jednakowe, majg i Sciany odpowiednie roicne, a tem
samem sg sobie réwne.

Dowodzenie. Oznaczmy dane katy trdjscienne przez A
i a, a katy ich speiniajace przez B \ b. Poniewaz katy
A i a maja z zatozenia katy dwuscienne odpowiednio ro-
wne, to i spetnienia tych katéw, czyli katy ptaskie ogra-
niczajace katy trdjscienne /i i 6 sg sobie rowne, a tera sa-
mem jest kat trojscienny B = b (n° 61).

Z roéwnosci katow tréjsciennych B i b wypada, ze maja
katy dwuscienne odpowiednie sobie réwne (® 61, wniosek),
a wiec i spetnienia tych ostatnich czyh katy ptaskie, ogra-
niczajgce dane katy trojscienne A i a sg takze sobie réwne.
Dane wiec katy trojScienne A i a majace teraz po trzy katy
ptaskie ograniczajgce je rdwne, sg sobie rowne. Co byto
do okazania.-

Twierdzenie.

64. W kc{.cie trojsciennym kazdy kat dwuscienny powie-
kszony dwoma katami prostemi, jest wiekszy od dwdch pozo-
statych katow dwusciennycti. Summa za$ trzech katéw dwu-
Sciennych kata trdjsciennego jest wieksza od dicéch a mniej-
sza od szesciu katow prost/ych.

Dowodzenie. Niech 1, i C oznaczajg trzy katy dwu-
$cienne danego kata tréjsciennego, to katy ptaskie ograni-
czajace kat tréjscienny spetniajacy go, bedg 180° — A,
180°—7i i 180°—C (no 62).

Lecz w kacie trojSciennym, jedna $ciana jest mniejsza
od dwdch pozostatych (®56); jest wiec:

180°— A ¢ 180°— B + 180°— C
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czyli zmieniajagc w catej tej nierdwnosci znaki na przeci-
Avre, bedzie:

czyli:

Dodajagc do obydwéch stron tej ostatniej nieréwnosci
po 360" jest:

czyli:

A zatem w hicie tréjsciennym” kazdy kat dwuscienny powie-
kszony dwoma katami prostemi it d. co byto do okazania.

Co do drugiego. Trzy katy ptaskie kata tréjsciennego
spetniajacego, sg podtug powyzszego ISO"—A, 180°—B
i 180"—C. Lecz summa katdw ptaskich ograniczajacych
kat brytowy jest mniejsza od czterech katdéw prostych
(no 58), ale zawsze wiekszg od zera. Jest wiec:

czyli:

W nier6éwnosciach 1) i 2) przenoszac 6 X 90 na drugie
strony, bedzie:
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Zmieniajgc w dwdch ostatnich nieréwnosciach znaki na
przeciwne, jest:

A-\-B+C <

A+B +C> W
czyli, ze summa trzech katéw dwusciennych kata trojscienne-
go jest imekszg i t.d. co takze bylo do okazania.

Uwaga Waznem jest podobieAstwo, jakie zachodzi
pomiedzy wiasnosciami tréjkata a kata trojsciennego. Mo-
zna z jednych przechodzi¢ do drugich podstawiajac za boki,
katy i wierzchotki tréjkata, sciany, katy dwuscienne i Ivra-
wedzie kata trojsciennego. | tak:

W trojkacie summa dwdch bokéw jest wieksza od
trzeciego.

W kacie trojsciennym summa dwoch Scian jest wie-
ksza od trzeciej.

2° W trojkacie majgcym dwa katy réwne, boki przeci-

wne katom réwnym, sa sobie rowne.

W kacie trojsciennym majgcym dwie Sciany sobie ro-
wne, katy dwuscienne tym $cianom przeciwlegle, sa
sobie réwne.

3° Jezeli tréjkaty majg po trzy boki odpowiednie rdéwne,

majg i katy tym bokom przeciwne, sobie réwne.
Jezeli katy trojScienne majg po trzy Sciany odpowie-
dnie réwne, maja i katy dwuscienne tymze S$cianom
przeciwne, takze sobie réwne i t. d.

Waznem jest rowniez i to, ze chociaz kazdej wiasnosci
trojkata, odpowiada wiasno$¢ kata tréjsciennego, to nie
zawsze wiasnosciom kata tréjsciennego odpowiadaja wia-
snosci tréjkata. | tak np. wiasnosci, ze w kacie tréjscien-
nym, summa $cian jest mniejsza od czterech katow pro-
stych, nie ma odpowiedniej w trdjkacie.
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ROZDZIAL 1Il.

O WIELOSCIANACII W OGOLNOSCI —WIELOSCIANY
FOREMNE | SYMETRYCZNOSO.

65. Brylg uieloscienng albo idelokhAanem nazywamy
bryte ograniczong ze wszystkich stron ptaszczyznami, kté-
re sie nazywajg scianami wieloscianu.

Wspdlne przeciecia sie $cian nazywajg sie krawedziami,
a punkta w ktorych sie przecinajg krawedzie, unerzctiolca-
mi wieloscianu.

Linia prosta faczaca wierzchotki wieloscianu a nie leza-
ca na zadnej z jego $cian, nazywa sie przekatng icietoscianu.

Na ograniczenie wieloScianu najmniej czterech pta-
szczyzn potrzeba, bo jak wiemy, trzy ptaszczyzny dopiero
kat brytowy utworzy¢ moga.

WieloScian przybiera nazwisko od ilosci $cian, ktore go
ograniczajg. Moze wiec by¢ czworos$cianem, piecio$cianem,
szescioScianem i t. d., a to stosownie do tego, czy go czte-
ry, pieé, sze$¢ lub wiecej Scian ogranicza.

Wieloscian jest icypuklym, jezeli caly znajduje sie po
jednej stronie kazdej z ograniczajacych go ptaszczyzn do-
statecznie przedtuzonych; wklestym za$, jest w przypadku
przeciwnym.

http://rcin.org.pl



04 —

W kursie tym mowic¢ tylko bedziemy o wieloscianach
wypuktych.

WieloSciaily mogg jeszcze by¢ foremne lub nieforemne.

66. WieloScian foremny jest wtenczas, kiedy wszystkie
jego Sciany sg wielokatami foremnemi o jednakowej liczbie
bokéw i sobie rownemi. WieloSciandw foremnych jest tylko
pie¢ i wiecej ich by¢ nie moze, a to dla tego, Ze na ogra-
niczenie kata brytowego, najmniej trzech katéw ptaskich
potrzeba, i ze summa katow plaskicli ograniczajgcych
kat brytowy, musi by¢ mniejszg od czterech katéw pro-
stych (n» 58).

Rozbierzmy to po szczegble. Poniewaz najprostszy ze
wszystkich wielokatdw jest trojkat, zacznijmy wiec bryte,

a tem samem i katy brytowe ogra-
nicza¢ trojkatami foremnemi. Wezmy
najprzéd najmniej ile wzig¢ mozna
katow ptaskich na ograniczenie Kkata
brytowego, to jest trzy, i zobaczmy

czy kat brytowy ztad utworzony be-

dzie odpowiadat warunkom. Ponie-

waz kazdy kat tréjkata foremnego
wazy 60° czyli f kata prostego, wiec

trzy takie katy wazy¢ beda 180° to

jest mniej niz cztery katy proste.
Bedziemy wiec juz

mieli jeden wielo-

§cian  ograniczony

tréjkatami foremnemi,

ktérego katy brytowe

Fig. 0. sg trdjscienne, i wie-
loscian taki nazywa sie czworoscianem, foremnym (tig. 39).
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Nastepnie wzia-
wszy cztery tréjkaty,
czyli cztery katy pta-
skie tréjkata forem-
nego, na ograniczenie
kata brytowego, sum-
ma tych czterech
katow wazy¢ bedzie
240", to jest mniej
jak cztery katy pro-
ste, a wiec znowu
mie¢ bedziemy drugi
wieloscian  foremny,
ktérego katy bryto-
we bedg czworo-
S§cienne, i takag
brytg jest o$mioscian
foremny (fig. 40).

Wzigwszy dalej pie¢ tréj-
katow, czyli pie¢ katdw pta-
skich trojkata foremnego, na
ograniczenie kata brytowego, to
summa tych pieciu katéw pta-
skich wazy¢ bedzie 300°, za-
wsze mniej jak cztery katy pro-

ste, mie¢ zatem bedziemy trzeci wieloScian foremny, ogra-

Soli<loinetrva.
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niczony trojkatami, ktérego katy brytowe beda piecio-
Sciemie i takg bryla jest dwudziestoscian foremmy (fig. 41).

Gdybysmy teraz chcieli ograniczy¢ kat brytowy sze-
scioma katami ptaskiemi trojkata foremnego, to poniewaz
szes¢ takich katow wazy 360®, czyli cztery katy proste,
a summa katéw ptaskich ograniczajacych kat brytowy,
musi by¢ koniecznie mniejsza od czterech katéw prostych
(no 58), wiec taki kat brytowy a tem samem i wieloscian
majacy katy szescienne istnie¢ nie moze. Tem bardziej wiec
nie moze takze istnie¢ wieloscian ograniczony tréjkatami
foremnemi, ktéregoby katy brytowe byty siedmioscienne,
oSmioscienne i t. d. Trzy wiec tylko sg wieloSciany forem-
ne ograniczone trojkatami, to jest: czworoscian, o$mioscian
i dwudziestoscian.

67. Po trojkatach nastepujg czworokaty; wzigwszy
wiec trzy, to jest najmniej ile tylko wzig$é¢ mozna katéw
ptaskich czworokata foremnego na ograniczanie kata bry-
towego, to poniewaz kazdy kat w czworokacie foremnym
czyli w kwadracie jest prosty, zatem wazy 90°, trzy wiec
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Fist. 43.

67

wazy¢ bedg 270° czyli mniej
jak cztery katy proste. Mo-
zna wiec bedzie bryte ograni-
czy¢ kwadratami. Bryta taka
mie¢ bedzie katy trojScienne
i nazywa sie szescianem fo-
remnym czyli po prostu sze-
Scianem, albo inaczej huhi-
kiem (fig. 42).
Cztery katy pta-
skie kwadratu
juz wazytyby
cztery katy pro-
ste, a ztad ka-
ta brytowego
ograniczy¢ by

nie mogty.

68. Wezmy teraz piecio-
katy foremne. Wiadorflo, ze
kazdy kat pieciokata forem-
nego wazy 5 kata prostego
czyli 108°. Wzigwszy wiec
znéw najmniej ile wzigé¢ mo-
Zna, to jest trzy katy piecio-
kata foremnego na ograni-
czenie kata brytowego, to
poniewaz kazdy kat piecio-
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kata foremnego wazy jakeSmy powiedzieli 108°, wiec trzy
wazy¢ bedg 324°, czyli mniej jak cztery katy proste; mo-
zna wiec bedzie ograniczy¢é bryte samemi pieciokatami fo-
remnemi, i bryta ta majaca katy brytowe trojscienne, na-
zywa sie dwunastoscianem foremnym (fig. 43).

Czterema katami ptaskiemi pieciokata foremnego, kat
brytowy ograniczy¢ sie nie da, bo cztery katy pieciokata
foremnego wazytyby 432°, to jest wiecej niz cztery katy
proste. A skoro nie mozna ograniczy¢ kata brylowego
czterema katami ptaskiemi pieciokata foremnego, nie mo-
zna go tem bardziej ograniczy¢ piecioma, szeScioma, sie-
dmioma i t. d. Jest wiec tylko jedna bryta foremna, ogra-
niczona pieciokatami foremnemi to jest: dwimastoscian fo-
remny.

Trzema katami szesciokata foremnego, juz kata bryto-
wego ograniczy¢ nie mozna; bo poniewaz kazdy kat takiego
szeSciokata wazy 120°, trzy wazytyby 360°, czyli cztery
katy proste.

Wielokat foremny im jest o wiekszej liczbie bokow,
tem ma katy wewnetrzne wieksze, a zatem kiedy trzema
szeSciokatami, kata brylowego ograniczy¢ nie mozna, to
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tem bardziej nie mozna go ograniczy¢ trzema siedmioka-

tami foremnemi, o$miokatami foremnemi i t. d.

Jest wiec tylko pie¢ wieloscianéw foremnych, a miano-
wicie: ograniczonych trojkatami foremnemi trzy: czworo-
Scian, osmioscian i dwudziestoscian-, kwadratami jeden to
jest szescian, pieciokatami jeden: dwunastoscian, i wiecej
ich by¢ nie moze.

Uimga Pod figurg kazdej z powyzszych pieciu bryt
(fig. 39, 40, 41, 42, 43), narysowana jest sie¢ wielokgtow
ja ograniczajacych, a to dla pokazania w jaki spos6b mozna
te bryty bardzo tatwo samemu zrobi¢. Trzeba bowiem tyl-
ko, wykroi¢ np. z tektury, obwdd sieci czyli figure ozna-
czong liniami zewnetrznemi, a wszystkie linie wewnetrzne,
odgraniczajgce wielokaty miedzy sobg, do potowy grubosci
tektury ponarzyna¢. Z tak przygotowanej figury, bez za-
dnych juz trudnosci ztozy sie wieloscian zadany.

Uwaga Czworoscian foremny jako ograniczony czte-
rema trojkgtami réwnobocznemi, ma wszystkich bokéw tych
tréjkatow 4X3=12, a ze 2 boki dajg jedng krawedz, tych
wiec ostatnich bedzie " = Co do katow ptaskich, tych
w czworoscianie jest 4X3, a ze trzy katy ptaskie tej bry-
ty tworzg jeden jej kat brylowy, katéw zatem brytowych
bedzie = 4.

Osmioscian foremny sklada sie z o$miu trojkatow ro-
wnobocznych, ma wiec wszystkich bokéow 8X3 = 24, kra-
wedzi /= 12, wszystkich katow ptaskich 8X3 = 24,
a ze cztery plaskie idg na jeden brytowy, tych wiec osta-
tnich bedzie

Bwwlziestoscian foremny ma $cian tréjkatnych dwa-
dziescia, wszystkich zatem bokéw a tem samem i katdéw
ptaskich 3X20 = 60, krawedzi » = 30, katow bryto-
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wych = nakazdy bowiem kat brytowy idzie pieé
ptaskich.

SzeScian ma Scian kwadratowych sze$¢, bokow a tem
samem i katéw plaskich 6X4==:24, krawedzi ~"=12,
katow brytowych trojsciennych ~ = 8.

Bwunastoscian foremny ma $cian pieciokatnych dwa-
nascie, bokéw atem samem i katow ptaskich 5X12 = 60,
krawedzi MrrrSO, katow brytowych tréjsciennych ~=20.

TJicaga 'Liczba $cian sze$cianu odpowiada liczbie
katéw brytowych o$mioscianu, i odwrotnie. Takaz sama
odpowiednio$¢ zachodzi pomiedzy liczbami $cian 1 katow
brytowych dwunasto i dwudziesto$ciandw.

o0 SYMETEYCZNOSCI.

69. Symetrya uwazang by¢ moze potrojnie: to jest al-
bo wzgledem punktu, albo wzgledem linii, albo tez wTeszcie
wzgledem ptaszczyzny.

Punkt, linia lub ptaszczyzna, wzgledem ktérych uwaza
sie sym.etrya, nazywajg sie: punkt, linia, 0"za;
a plaszczyzna, ptaszczyzng symetryi.

Figury sa wtenczas symetryczne wzgledem punktu,
kiedy majg wierzchotki odpowiednie naliniach prostych
przechodzacych przez $rodek symetryi, 1 dzielagcych sie
w nim nadwie rowne czesci. | tak np. dwa czworosciany
A BCD i ahcd (fig. 44) sa symetryczne wzgledem pun-
ktu E, gdyz wierzchotki A \ a, B\h, Cic, D\d,
sg naliniach Aa, Bb, Cc, Dd przechodzacych przez
punkt E, czyli przez S$rodek symetryi 1 dzielgcych sie
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w nim na dwie
réwne czesci,,
tak ze jest
AE=Ea, BE="
=Eh it d.
Figury sy-
metryczne
wzgledem linii
sg wtenczas,
kiedy ich wierz-
chotki odpowie-
dnie znajduja
sie na liniach prostopadtych do osi symetryi i w réownych
od niej odlegtosciach. | tak (fig.45), wielokaty ABC DE
i abccle sy-
metryczne
wzgledem linii
FG, ktdra jest
0sig symetryi,
bo majg wierz-
chotki A \ a
Bib, C\c
i t. d. na liniach
Aa, Bb, Cc
i t.d. prostopa-
dtych do osi sy-
metryi F G i po-
dzielonych przez tez o0$ na dwie réwne czesci tak, ze jest
AH=Ha, BK=-Kb, CM=Mc it d

Wzgledem linii mogag by¢ tylko symetrycznemi figury
ptaskie.

http://rcin.org.pl



— 72 -

Nakoniec figury symetryczne wzgledem piaszczyzny sa.
wowczas, gdy ich wierzchotki odpowiednie znajduja sie na
liniach prostopadtych do tej ptaszczyzny i w réwnych od
niej odlegtosciach. Tak np. dwa czworosciany AB CD
i ahcd (fig. 46) sg symetryczne wzgledem plaszczyzny
MN, ho ma-
ja wierzchot-
ki A\a, B\h,
Cicit.d. na
liniach A a,
Bh, Cc i t.d.
pros topa-
dty ch do
ptaszczyzny
symetryi
MN i podzie-
lonych przez
tez ptaszczyzne na dwie rowne czesci, tak ze jest ~ AE=Ea,
BG = Gb it. d

Fig. 46.

Twierdzenie.

70. Figury symetryczne iczgledem osi symetryi, sg so-
bie réume.

Zalozenie. Niech bedg dwa wielokagty AB CD E
i abc de (fig. 45) symetryczne wzgledem osi symetryi
FG, mam dowie$¢ ze sg sobie rdwne.

Dowodzenie. Obracajmy wielokat abc de okoto osi
symetryi jPC, tak azeby wierzchotki jego a, b, c, d, e,
znajdowaly sie ciagle na liniach prostopadtych do tejze
osi FG i odlegtosci swych od niej nie zmieniaty. Wow-
czas wielokat abcde bedacy pod osig symetryi, przej-
dzie nad tez os, i poniewaz Ha = HA, punkt a padnie
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iia punkt A. Dla
tdj samej przy-
czyny punkth
Da(lnie na B,
punkt ¢ na
i t. d., czyli
wierzchotki wie-
lokata ahecUe
ladng na wierz-
chotki  wieloka-
ta AB CDE
a tem samem
i boki pierwsze-
go, pojda po bokach drugiego; wiec dwa te wielokaty sa
sobie réwne. Firjury zatpin symetryczne it.d. co byto do
okazania.

Twierdzenie.

71. W dwoch uneloscianach symetrycznych, $ciany odpo-
wiednie saj sobie réwne, i nachylenie sie Scian przylegltych
10 jednym wielosdanie, jest réwne naclnileniu sie $cian odpo-
wiednich ?/; drugim.

Zatozenie. Niech bedg dwa wieloSciany symetryczne
wzgledem ptaszczyzny symetryi MN  (tig. 47). Wierzchot-
kami katow brytowych jednego niech beda punkta A \ B,
a wierzchotkami odpowiedniemi drugiego a i h; mam do-
wies¢, ze wielosciany te majg Sciany odpowiednie réwne
i nachylenie sie Scian przylegltych w jednym, jest réwne
nachyleniu sie $cian odpowiednich w drugim wieloScianie.

Doicodzenie. Poniewaz dane dwa wieloSciany sg syme-
tryczne, wzgledem piaszczyzny MN, a wiec linie Tla i Bb

dolickrietya 0
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sg do tej ptaszczyzny prostopadte, i w punktacli przecie-
cia sie z nia, to jest w punldacti F i J podzielone na dwie
réwne czesci.

Obracajac teraz trapez FJba okoto boku FJ, tak aze-

by sie potozyt na trapezie FIBA, to poniewaz katy aFJ

i ARJ  tu-

dziez katy

bJF i BJF

sg proste, bo

linie Aa

i Bb bedac

prostopadte

do ptaszczy-

zny MN, sg

takze pro-

stopadte i do

linii i*yprze-

chodzgcej

przez ich

spodki (n" 7); wiec linia Fa pdjdzie po FA, a Jb

po JB, a ze Fa=FA i Jh =JB, wiec punkt a padnie

na punkt A i punkt h na punkt B: ztad linia ab—AB
i jedna do drugiej zupetnie przystaje.

Niech bedzie D wierzchotkiem kata brytlowego w wie-
loScianie gérnym, a d wierzchotkiem kata brytowego jemu
odpowiedniego w wielo$cianie dolnym, to bedziem mieli
podobnie jak powyzej BD = bd i xiD = ad. Trdjkat
wiec ABD  zawarty pomiedzy trzema wierzchotkami ka-
tow brytowych w wieloScianie gérnym, jest réwny trojka-
towi abd zawartemu pomiedzy trzema odpowiedniemi
wierzchotkami w wielo$cianie dolnym.
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Gdyby jeszcze punkt C byt wierzchotkiem kata bry-
towego w wieloscianie gérnym, a punkt c wierzctiotkiem
odpowiedniego kata brytlowego w wieloscianie dolnym, to
przez podobne jak powyzej dowodzenie okazatoby sie, ze
B C=bc, DC=dc atein samem, ze tréjkat DB  C=dbc.
Podobnym sposobem dowie$¢by mozna, ze wszystkie tréj-
katy jak ABD, DBC it. d. znajdujace sie na powierz-
chni wieloscianu gérnego, bytyby réwne odpowiednim troj-
katom abd, dbc it. d. na powierzchni wieloscianu dolne-
go, czyli ze powierzchnie dwdéch danych wielo$ciandéw sy-
metrycznych sktadajg sie z jednakowej liczby trdjkatéw
odpowiednio sobie réwnych; biorac wiec z nich te, ktére
sktadajg jedne Sciany, pokaze sie ze S$ciany odpowiednie
w wieloscianach symetrycznych sa sobie réwne.

Aby okaza¢ ze nachylenia sie $cian przylegtych w je-
dnym wieloscianie, sg réwne nachyleniom sie $cian odpo-
wiednich w drugim, uwazmy ktorekolwiek dwa katy bryto-
we, np. B i b. Katy te maja: kat ptaski ABD=abd, kat
DB C=dbc z dowiedzenia, i kat A B C=abc; bo jakby-
Smy potaczyli punkt A i C, tudziez a i ¢ liniami prostemi,
to bytby trojkat ABC—abc. A wiec trzy katy ptaskie
ograniczajagce kat trdjscienny B, sa réwne trzem katom
ptaskim ograniczajgcym odpowiedni kat brytowy b, zatem
nachylenia sie $cian odpowiednich maja jednakowe (u" 61,
wniosek). W dwoch zatem wieloscia7iach — symetrycznych,
$ciany odpowiednie it d. co byto do okazania.

Uwaga. Poniewaz dwa powyzsze wielosciany symetry-
czne maja Sciany odpowiednie réwne, nachylenia sie $cian
przylegtych w jednym, réwne nachyleniom sie $cian odpo-
wiednich w drugim, a tem samem i katy brytlowe réwne;
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wiec sg sobie rowne, ale réwne przez symetrig, bo $cia-
ny jednego sg przeciwnie utozone jak Sciany drugiego.

Przyktad réwnosci przez symetrya bardzo jasno przed-
stawia sie na rekach lub nogach cztowieka. Obie rece sg so-
bie réwne, lecz rdwne przez symetryg, bo np. rekawiczka
z lewej reki nie wejdzie na reke prawg, choé jest jej zupet-
nie réwna.
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ROZDZIAL IV.

O GRANIASTOStUPIE, ROWNOLEGILOSCIANIE | WALCU.

72. (h\iiLial<toslui) czyli yrijznia jest to bryta otoczona
réwnolegtobokami, a z jednej i drugiej strony ograniczo-
na wielokgtami rownemi i od siebie réwnoodlegtemi (tig.
48 i 49).

Wielokaty .4 Ci) i FG HJK ograniczajace gra-
iiiastostup nazywajg sie p()dsfxiicami.

rtévvnolegtoboki AF, EK, DJ it.d. otaczajace gia-
niastostup nazywajg sie Scianami, a linie wspélnego prze-
‘ciecia sie Scian, jak AG, EF, DK it. d. nazywajg sie
krawedzianii  graniastoslupa.

Sciany graniastostupa razem wziete, sktadaja poiuierz-
(chnie bocziKL

Prostopadta L M, sjiuszczona z ktdregokolwiek jiunktu
jednej podstawy na diuga, nazywa sie nysokoscig grania-
.stostupa.

Jezeli krawedzie graniastostupa sg prostopadie do jego
podstaw, czyli jezeli sg zarazem wysokosciami, to wow-
czas graniastostup jest prosty i $ciany jego sa prostokata-
mi. W przeciwnym razie, gdy krawedzie graniastostupa sg
pochyte do jego podstaw, czyli gdy Sciany sa réwnolegto-
bokami, graniastostup jest pochyly.
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Graiiiastoship mozna uwaza¢ jako utworzony przez po-
suwanie sie wielokata réwnoodlegte od pierwszego swego

potozenia po pewnej linii prostej.
I tak, jezeliby$Smy wielokat
ABC DE (fig. 48 i 49) posuwali
po linii prostej A G, réwnoodlegte
od pierwszego swego potozenia,
to wierzchotki wielokata czyli pun-
kta .4, S, C it. d. utworzg przez
to posuwanie, linie AG, EF, DK
i t.d. czyli krawedzie graniastostu-
pa; boki wielokata to jest linie AB,
BC,iCD i t.d. utworza ptaszczy-
zny AH, BJ, D J \t.d. czyli $cia-

ny graniastostnpa, a nakoniec sama ptaszczyzna wielokata

ABC DE,

przebiezy przestrzen

ABCDEFGHJK,

ktora jest graniastostupem.

Jezeli

linia po ktorej sie posuwa wielokat tworzacy

graniastostup, jest do ptaszczyzny tego wielokata pi‘ostopa-

Fir 4t

dig, jak np. linia  (}
(fig. 4 t o utworzy
sie graniastostup pro-
sty; jezeli za$ jest do
ptaszczyzny wieloka-
ta pochyta, jak np. U-
nia AG (fig. 49), to
utworzy sie grania-
stostup pochyty.

73. Z tego spo-
sobu tworzenia sie
graniastostnpa wypa-
da, ze wszelkie prze-
ciecie tej bryly pla-
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szczyzng r(3wnoodlegty od podstawy, jest wielokgtem po-
dobnym i réwnym podstawie.

Graniastostup przybiera nazwisko od swojej podstawy
i jest trdjkatnym, jezeli za podstawe ma trojkat, czworo-
katnym jezeli ma czworokat, pieciokatnym jezeli ma pie-
ciokat i t. d.

Najprostszy ze wszystkich graniastostupow jest grania-
stostup tréjkatny.

Przeciecie graniastostupa pochytego ptaszczyzng
NOFQ1{ prostopadtg do jego krawedzi (fig.49) nazywa
sie profilem.

Graniastostup prosty, majacy za podstawy wielokaty
foremne, nazywa sie graniasto slupem foremnym.

H
Fiff. 50. Filx. 51.
Cze$¢ graniastostupa ABCBEFGHJK (lig. 50)
zawarta pomiedzy podstawg ABCDE a przecieciem
FGHJK nierownoodlegtem od podstawy, nazywa sie

Idocem graniastoslupotoym.

Graniastostup majacy za podstawy réwnolegtoboki
(fig. 51) nazywa sie réwnoleg loscianem.

Ptaszczyzna AGHI) (fig.51) przechodzaca wewnatrz
réwnolegtoscianu, przez dwie jego krawedzie przeciwlegte,
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nazywa sie ptaszczyzmi przekatng. Proste AH i1) O be-
dace przekatnemt plaszczyzny przekatnej, nazywajg sie
przekatneini roimolegloscianu. lionce przekatnych sg v:ierz-
chotkami réwnolegtoscianu sobie przcciwlegtemi.

lléwnolegtoScian majacy “za podstawy i Sciany prosto-
katy (fig.52) nazywa sie réwnolegloscianeni prostym pro-
stokgtnym albo krdcej prostopadtoscianem.

Fiff. 52. Fig. s3.

Prostopadfoscian majacy za podstawy i Sciany kwa-
draty (fig. 53), nazywa sie szescianem. W szeScianie wszy-
stkie krawedzie sa sobie réwne.

JezelibySmy na phaszczyznie wykreslili okrag kota lub
inng jaka krzywe, i linie prostg pod jakimkolwiek katem
nachylong do tej ptaszczyzny, posuwali po owej linii krzy-
wej rownoodlegte od pierwszego swego potozenia i przytem
wyobrazili sobie, ze linia ta posuwajac sie slad po sobie pozo-
stawia; to wowczas powierzchnia krzywa zakre$lona ta pro-
stg, nazywa sie powierzchnig iccdcowa. Prostg ])osuwajaca
Sie zwaé bedziemy , a rzeczony okrfjgkola, lul)

kazdg inng linie krzywa na ptaszczyznie nakre$long kiero-
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wnicg. Mowic tu bedziemy tylko o takiej powierzchni wal-
cowej, ktdra za kierownice ma okrag kota.

Twierdzenie.

74. Jezeli 'powierzchnie walcowg przetniemy plaszczy-
zng réwnoodlegta od tej na tctérej zatcreslong zostata kiero-
wnica, to przeciecie ztad otrzymane bedzie zupelnie réwne
kierownicy.

Zalozenie. Niech AB (77)bedzie okregiem kota be-
dacego kierownicy (fig. 54), ktdrego srodkiem jest punkt A
linia Aa tworzaca, posuwajaca sie po tym okregu kota ro-
wnoodlegte od swego pierwotnego potozenia i zajmujaca
nastepnie potozenia Bb, Cc it. d. Niech abcdef bedzie
przecieciem réwnoodlegtem od ptaszczyzny ABCDEF;
mam dowies$¢, ze to przeciecie jest okregiem ko%a rownym
okregowi » ~ CD T7i;7™

Dowodzenie. Ze $rodka S prowadze linie réwnoodlegty

od ktéregokolwiek potozenia tworzacej, do spotkania sie
z ptaszczyzng przeciecia  abcdef

f w punkcie s. Punkt S z punkta-

punkt s z punktami a,  b,c,d,e\f
tacze liniami prostemi. Uwazam
w czworokacie *as/S, ze Aa=
Ss jako linie réwnoodlegte za-
warte pomiedzy ptaszczyznami
ABCDEF i abcdef od sie-
bie réwnoodlegtemi (® 28),
a wiec jest i AS = as. Podo-

Fig. 54 bniez uwazajac czworokat
BbsS  wypadnie, ze BS=bs. Dla tej samej przyczyny
CS=cs,DS=ds it.d. Aze
Solidometry.-j.
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jako promienie kola, wiec i as=bs = cs=ds it d. Linia
krzywa wiec ahcdef ma wszystkie punkta réwnoocklalone
od $rodka s, jest wiec okregiem kota, ktérego promienie
as, bs, CSit. d. sq rowne promieniom BS, CSit.d,
a tem samem, rownym Kkierownicy ABCDEF. Jezeli,
iciec powierzchnie icalcowg przetniemy i t. d. co byto do
okazania.

75. Uicaga V"™- Powierzclinia walcowa wraz z pta-
szczyzng kierownicy i plaszczyzng przeciecia rownoodlegty
od ptaszczyzny kierownicy, ograniczajg bryte icalcem na-
zwana.

Walec moze by¢ prosty i pochyty. Jezeli tworzaca jest
do ptaszczyzny kierownicy pi ostopadta, walec wowczas jest
prosty: jezeli za$ tw"orzaca jest do ptaszczyzny kierownicy
pochytg, to walec jest pochyty.

D
Fig. 55. Fig. ,56.
Kota AB i DC ograniczajgce walec (fig. 55 i 56)
nazywajg sie prostopadta JG (fig. 56) spu-

szczona z ktéregokolwiek punktu jednej podstawy na
druga, wysokoscia; linia prosta EF #aczaca S$rodki pod-
staw, osig icalca. W walcu prostym o$ walca jest za-
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razem jego wysokosScig. Linie proste AD, BC (tig. 55
i 5G) lezace na powierzchni walcowej i taczace punkta
okregbw podstaw, nazywajg sie tworzacemi lualca. OS$
walca i wszystkie jego tworzace sa sobie rowne, jako
linie réw”noodlegte zawarte miedzy ptaszczyznami réwno-
odtegtemi.

Walec mozna uwaza¢ jako utworzony przez posuwanie
sie kota, rownoodlegte od pierwszego swego potozenia, tak
aby $rodek tego kota znajdowat sie ciagle na linii prostej,
zwanej osig walca. Z takowego tworzenia sie walca wypa-
da, ze wszelkie przeciecie walca ptaszczyzng réwnoodlegta
od podstawy, jest zawsze kotem réwnem podstawie.

Walec prosty jeszcze uwaza¢ mozna, jako utworzony
przez obro6t prostokata AEFD (tig. 55) okoto jednego ze
swoich bokow, jak tu np. okoto boku EF. W takim obro-
cie boki EA i FD nakre$lg kota AB i CD bedace pod-
stawami walca, a bok AD zakresli powierzchnie “vMlicowa.

76. Uwaga Jezeli wpiszemy i opiszemy na pod-
stawie walca (tig. 57) wielokaty foremne abcd i  ABCD

0 jednakowej liczbie bokow
1 na tych wielokagtach wysta-
wimy graniastostupy
ahcdefgh i ABCDEFGH,
z ktérych pierwszy nazwiemy
wpisanym a drugi opisanym
na walcu, to powierzchnia
graniastostupa abcdefgh
bedzie mniejsza, a graniasto-
stupa ABCDEFGH wie-
kszg od powierzchni walco-
wej, pierwsza jako objeta,
a druga jako tez powierzchnie
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walcowg obejmujaca. Lecz podwajajac ciggle liczbe bokow
w wielokgtach ahcd i AB CD, i za kazdem podwoje-
niem wb”\stawiajgc na nich graniastostupy wpisane i opisa-
ne na walcu, o tej samej co walec wysokosci, to powierz-
chnie boczne takich graniastostupéw, bedg sie coraz bar-
dziej do siebie zblizaty, tak, ze jak pomiedzy obwodami
ich podstaw moze zachodzi¢ réznica mniejsza od wszelkiej
ilosci naznaczonej, tak tez i pomiedzy ich powierzchniami
bocznemi zachodzi¢ bedzie r6znica nieskonczenie mata;
a pomiedzy powierzchnig jednego z tych graniastostupow
a powierzchnig walca, jeszcze mniejsza. Powierzchnia wiec
walcowa $rodkuje pomiedzy dwiema powierzchniami bo-
cznemi graniastostupéw i jest ich granicg, do ktdrej, za
powiekszeniem sie S$cian, ciggle sie zblizaja, nie mogac
wszakze jej dosiegnaC, a tem bardziej przekroczy¢. Na
mocy wiec podobnych rozumowan, tak jak to byto przy
powierzchni kota w Planimetryi, wniesiemy, ze powierz-
chnie walcowg uwaza¢ mozna jako powierzchnie boczng
graniastostupa, a walec jako graniastostup, ktérego pod-
stawy sg wielokaty o bardzo wielkiej liczbie bardzo ma-
tych bokéw. Tak tez odtad walec, w kazdym przypadku,
a osobliwie przy dochodzeniu jego powierzchni lub bry-
fow"atosci uwazaC bedziemy.

Twierdzenie.

77. Powierzchnia hoczna graniastostupa prostego réwna
sie iloczynowi z ohwodu jego podstawy przez wysokosc.

Zatozenie. Niech bedzie naprzyktad graniastostup pro-
sty ABCDEFGHJK (fig. 48), mam dowies¢, ze jego
powierzchnia boczna rdwna sie iloczynowi z obwodu pod-
stawy ABCDE przez wysokos$¢, np. AG.
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Doiuodzenie. Powierzchnia boczna graniastostupa pro-
stego ABCDEFGHJK sktada sie z prostokatow™ AF,
EKj DJ i t. d.; chciawszy wiec obliczy¢ powierzchnie

boczng tego graniastostupa, po-
trzeba obliczy¢ powierzchnie Kka-
zdego takiego prostokata i dodac
je do siebie.
Powierzchnia prostokata
A F= AEX AG. Powierzchnia
prostokgta EK=EDXEF, a ze
EF=AG, wiec bedzie
EK = EDX AG. Podobniez
powierzchnia prostokata
DJ=DEXAG i tak nastepnie.
Dodawszy teraz do siebie powierz-
chnie tych prostokatéw, mie¢ bedziemy: AF + EK + DJ

i t.d =AEXAG +EDXAG +DCXAG it d
czy]i:AF+EK+DJi t. L=(AE+ED+DC itd) AG.
A poniewaz AF+EK+DJ i t. d. stanowi powierzchnie

boczng graniastostupa, a AE+ED \-D C ii. £ obwdd
podstawy, wiec powierzchnia boczna graniastostupa proste-
go rowna sie iloczynowi z obwodu podstawy przez wysokosé,
co byto do okazania.

Nazw"awszy wiec powierzchnie boczng graniastostupa
prostego przez P, obwdd jego podstawy przez O, a wyso-
kos¢ przez W, bedziemy mieli wzo6r ogélny na te powierz-
chnie boczng P=0X W.

78. Wniosek. Poniewaz walec prosty uwazaé mozna ja-
ko takiz graniastostup, majacy za podstawy wielokaty o bar-
dzo wielkiej liczbie bardzo matych bokéw (® 76), wiec
powierzchnia boczna walca prostego réwna sie iloczynowi
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z okregu kota stuzacego mu za podstawe, przez wysokosc.
Nazwawszy wiec promien podstawy walca prostego przez r,
a wysokos$¢ tegoz walca przez W, powierzchnie za$ walco-
wa przez P, mie¢ bedziemy wzdr og6lny dla powierzchni
walca F=2K rXW.

Gdybysmy powierzchnie boczng walca prostego AB DC
(tig. 58) rozcieli wzdtuz jego tworzacej i rozwingli na pta-

Fig. 53.

szczyznie, powierzchnia ta zamieni sie na prostokat B DEF,
ktérego podstawa DE, jest réwna okregowi podstawy wal-
ca, a wysoko$¢ D B jest zarazem tworzacg i wysokoscig te-
goz walca. Obliczy¢ wiec powierzchnie walca danego, jest
to samo co obliczyé powierzchnie prostokata B DEF. Po-
niewaz za$ powierzchnia prostokagta BDEF~DEXBD,
czyli rowna iloczynowi z okregu podstawy walca przez jego
wysokosé, a wiec i powierzchnia boczna walca pi-ostego, ro-
wna sie iloczynowi z okregu podstawy przez wysokosc.

Twierdzenie.

79. Powierzchnia boczna graniastoslupa poclnjlego ré-
wna sie iloczynowi z obwodu jego profilu przez ktdrglwl-
wiek krawed?.
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Zalozenie. Niccli bed/ic gi-aniastostiip pocliyly 5~ G
(fig. 59), ktérego profilem, czyli przecieciem prostopndiem
do wszystkich krawedzi jest wielokagt LUN  OT-, mam do-
wie$¢, ze powierzchnia boczna graniastostupa B G bedzie
réwna iloczynowi z obwodu profilu Oprzez kto-
rakolwiek krawedz, np. przez AK.

Dowodzenie. Powierzclinia boczna graniastostupa BG
sktada sie z rownolegtobokéw AJ, BH, C G it.d., ktérych

obiiczywszy powierzchnie
i dodawszy do siebie, mieé
"bedziemy powierzchnie bo-
czng graniastostupa B G.
Poniewaz ptaszczyzna
LMNOF jest prostopa-
dtg do krawedzi A K, BJ,
Gll it d., wiec nawzajem
te krawedzie sg prosto-
Nadle do ptaszczyzny
7. MNOF, a tem samem
j)rostopadte do linii
MN, NO it.d jako prze-
chodzacych przez ich spodki a lezacych na ptaszczyznie
fAMNOF (no8). Jezeli wiec krawedzie graniastostupa
B G weZmiemy za podstawy réwnolegtobokéw AJ,  Bil,
CG li. d., to wtenczas linie TIM, MN, NO it. d. bedg
wysokosciami tychze réwnolegtobokd\v.
Powierzchnia réwnolegtoboku AJ = LjMX A K. Po-

wierzchnia réwnolegtoboku BH = ~[NXBJ; a ze
BJNAK, wiec BH="MNXAK. Podobniez powierz-
chnia réwnolegtoboku CG=NOXAK i tak nastepnie.

Dodawszy teraz powierzchnie tych wszystkich réwnolegto-
bokéw bedziemy mieli:
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Al +BH + CG i id. =LMXAK+MNXAKA
NOX AK A, czyWAJA-BH-¥CG \tk = {LM+
MN+NO liA) AK. A ze AJ+BH+C G  itd."kia-
da powierzchnie boczng graniastostupa BG, a LM +
MN +NO it.d. obwdd profihi, wiec powierzcJmia boczna
graniastostupa iwcliylego réwna sie iloczynowi z obwodu
profilu przez kraicedz ktérgkohmel, co byto do okazania.

Nazwawszy wiec powierzchnie boczng graniastostupa
pochytego przez P, obwdd jego profilu przez O, a ktorakol-
wiek krawedz przez K, mie¢ bedziem wzér ogdlny na te
powierzchnie: P= O XK.

Uwaga. Aby dojs¢ powierzchni bocznej walca pochy-
tego, potrzeba podobnie jak w graniastostupie pochytym,
pomnozy¢ przez tworzacg, obwod przeciecia prostopadiego
do tejze tworzace;j.

Przeciecie prostopadte do tworzgcej walca pochyitego,
jako nie réwnoodlegte od podstawy nie bedzie kotem, lecz
inng hnig krzywa zamknieta, zwang elipsa. Sposéb docho-
dzenia dtugosci ehpsy w wyzszej matematyce dopiero jest
podany, dla tego tutaj ograniczy¢ sie musimy na prostem
zmierzeniu takiej elipsy sznurkiem, a nastepnie dtugosc
sznurka pomnozywszy przez dtugos$é tworzacej, otrzyma-
my powierzchnie boczng walca pochytego.

Twierdzenie.

80. Dwa graniastostupy majace po trzy Sciany schodzace
sie icjednym punkcie roéwne, czyli majgce po kacie trojscien-
nym réwnym, zawartym pomiedzy trzema Scianami réwne-
mi ijednakowo utozonemi, sg sobie réwne.

Zatozenie. Niech beda dwa graniastostupy EH i eh
(fig. 60), w ktérych zaktadam, ze podstawa AB CDE =
abcde, Sciana AEFG = aefg i $ciana FEDK="
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fedk, mam dowie$é, .ze te dwa graniastostiipy sg sobie
roéwne.

Réwnosci bryt nie mozna sobie wyobrazi¢ przez ich
przystawanie, tak jak to miato miejsce przy réwnosci pta-
szczyzn; lecz wowczas bryty uwazaé bedziemy za réwne, gdy
wsuwane po kolei w pewng wyrobiong forme, zupetnie jg
wypetniajg, przystajac wszystkiemi sw'emi Sscianami, krawe-
dziami i wierzchotkami, do $cian, krawedzi i wierzchotkéw
w formie wyrobionych.

Dowodzenie. Wsuwam graniastostup ¢l W graniastostup
EH, tak azeby punkt e padt na punkt E i wielokat abcde
ktade na wielokat AB ODE; a ze te dwa wielokaty sg so-

I L b.ie z ’za’foie—

nia réowne,

s wiec wierz-
chotki i boki
jednego  pa-
dnag na wierz-
chotki i boki
drugiego. Po-
niewaz katy
ptaskie ogra-
niczajace Kkat

Go. tréjscienny e,

sq z zatozenia rowne katom ptaskim ograniczajagcym kat
tréjscienny E, wiec nachylenia $cian w jednym kacie tréj-
Sciennym sg réwne nachyleniom S$cian odpowiednich w dru-
gim (no GIl, wniosek); skoro wiec ptaszczyzna ahcde lezy
na ptaszczyznie AB CDE, punkt e Y\aEi bok na boku
ED, zatem S$ciana ek ])rzystanie do Sciany EK, a tem sa-
mem bok ef pdjdzie po boku EF, bok fk po FK, bok dk
po DK i boki te sg sobie rowne. Kiedy za$ bok dc lezy na

B’

Snliilomftrya. 12
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D C bok dk na DK i sg sobie rowne, to cata Sciana di
przystanie do Sciany D J i Sciany te sg sobie réwne, a za-
tem bok ki péjdzie po KJ i bok ci péjdzie po CJ, i bo-
ki te sg takze sobie réwne. Przechodzac tak nastepnie od
Sciany do Sciany, przekonamy sie, ze wszystkie S$ciany,
krawedzie i wierzchotki graniastostupa , przystang do
$cian, krawedzi i wierzchotkéw graniastostupa EH; dwa
wiec te graniastostupy sa sobie rowne. A zatem dwa gra-
niastostupy majace po trzy S$ciany schodzace sie w jednym
punkcie réwne i t. d. co byto do okazania.

Whniosek. Z tego twierdzenia wypada, ze dwa grania-
stostupy majace rowne podstawy i réwne wysokosci, sg so-
bie réwne..

Twierdzenie.

8l. W kazdym roéwnolegtoscianie, ktérekolwiek Sciany
przeciwlegte sg sobie rowne i od siebie rdwnoodlegte.

Zatozenie. W réwnolegtoscianie AH  (fig. 51) mam
dowie$¢, ze np. Sciany przeciwlegte AFED i BGHC
sobie rowne i od siebie rownoodlegte.

Dowodzenie. W réwnolegtoboku AB CD jest bok
AD réwny i réwnoodlegty od BC, w réwnolegtoboku
zas AB GF jest bok AF rowny i réwnoodleglty od BG
i jest kat i"jD = Ci™ C jako katy majace ramiona od
siebie rownoodlegte i skierowane w jedng strone. RO-
wnolegtoboki wiec AFED i BGHC majg po dwa
boki przylegte rowne i po kacie miedzy niemi zawartym
rownym, sg wiec.sobie réwne; a ze AF réwnoodlegte
od BG a AD od B C, wiec i caly rownolegtobok
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AFED jest réwno-
odlegly od BGHC.
W kazdym iciec réwno-
leg loscianie, ktérekolwiek
Sciany i t. d. co byto do
okazania.

Whniosek, Z twier-
dzenia tego wypada,
ze w rownolegto-
§cianie mozna braé

Fig. 51. za podstawy, dwie
k01Wiek S$ciany przeciwlegte.

Twierdzenie.

82. Linie przekatne iv roéwnolegloscianie i linie laczcice
Srodki Scian przeciwleglych, dzielg sie wzajemnie na dwie ré-
wne czesci i przectiodza wszystkie przez jeden punict we-
wnatrz réwnolegloscianu sie znajdujacy.

Zatozenie. W réwnolegloscianie ABCDEFGH
(fig. 61) mam dowies¢, ze jego linie przekatne FC, GD,
EB i AH tudziez linie np. KL MN i3gczace Srodki
Scian przeciwlegltych, dzielg sie wzajemnie w punkcie J
na dwie réwne czesci i wszystkie przez tenze punkt J
przechodza.

Dowodzenie. Plaszczyzna przekatha EG CD jest
réwnolegtobokiem, ho FG jest réwne i réwnoodlegte od
CD, linie wiec FC i GD, bedace przekatnemi réwno-
legloscianu sg zarazem przekatnemi w réwnolegloboku
FGCD;  dzielg sie zatem w punkcie Jna dwie réwne cze-
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§ci. W réwnolegtoboku znowu B G E D przekatne
i EB dzielg sie takze na dwie réwne czesci, a poniewaz prze-
katna (rD juz z poprzedniego podzielong jestw punkcie Jna
dwie rowne czesci, wiec przekatna EB koniecznie musi
przez ten punkt J przechodzi¢. Trzy wiec juz przekatne
réwnolegtoscianu da-
H nego, to jest linia i™\C,
GD \ EB przecho-
dzg przez punkt J
i dzielg sie w nim
wzajemnie na dwie
rébwne czesci. Podo-
bniez uwazajac roé-
wnolegtobok AEHB,
dowiedzie sie, ze
przekatna A H prze-
cina sie z przeka-
tng EB w punkcie / i dzieli sie w nim na dwie réwne
czesci; wszystkie zatem przekatne réwnolegtoscianu prze-
chodzg przez jeden punkt J i dzielg sie w nim wzajemnie
na dwie rowne czesci.

Linia KL, +taczaca $rodki K i L $cian przeciwle-
glych AFGB i DE HO taczy zarazem S$rodki bokow
AG i DH przeciwnych w rdéwnolegtoboku AGHD;
przechodzi¢ wiec musi przez jego Srodek J i dzieli¢ sie
w tym punkcie na dwie réwne czeSci. Toz samo powie-
dzie¢ mozna o linii taczacej Srodki kdim  ABCD
i EFGH i o linii taczacej srodki Scian AFED
i BGHC, ze przechodzg przez punkt Ji dzielg sie
w nim na dwie rowne czesci. A zatem linie przekatne
w réwnolegtoscianie i linie taczace $rodki Scian it. d. co
byto do okazania.

Fig. 61.
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Uwaga I"- Punkt J przez ktéry przechodzg linie
przekatne roéwnolegtoscianu i linie #gczace Srodki $cian
przeciwlegtych i dzielg sie w nim na dwie rowne czesci,
nazywa sie Srodkiem réwnolegtoscianu; albowiem popro-
wadziwszy przez ten punkt jakakolwiek prostg opierajacg
sie na przeciwlegtych Scianach réwnolegtoscianu, ta pro-
sta dzieli¢ sie takze bedzie w tym punkcie J na dwie ré-
wne czesci. Poprowadzmy np. linia OF i pofaczywszy
jej konce O i F z punktami A i H prostemi OA i PH,
uwazmy dwa tréjkaty AOJiHJF, ktére majg bok
AJ~JH z dowiedzenia, kat #/ O = iiJP jako wierz-
chotkiem przeciwlegte i kat OA J=JHF i&lio naprze-
mianlegle wewnetrzne; przystajg wiec do siebie i sg sobie
rowne, a w szczegblnosci jest bok OJ = JP, co byto do
okazania.

Uicaga W prostopadtoscianie, ptaszczyzny prze-
katne sa prostokatami, a wszystkie linie przekatne sg sobie
rowne.

Twierdzenie.

83. Dwa roéwnolegtosciany albo réicnolegtoscian i pro-
stopadtoscian, majace wspdinci podstawe dolng a podstawy
gorne na jednej ptaszczyznie i miedzy temiz samemi liniami
réwnoodlegtemi, sg sobie réwnowazne.

Zatozenie. Niech bedzie na przykiad ])i'ostopadlo-
§cian ABCDEFGH (fig. 62) i réwnolegtoscian
AB (>D M JKL majace podstawe AB CD wspdlna,
a podstawy gérne EFGH i MJKL na jednej ptaszczy-
znie i miedzy temiz samemi liniami FK i JNL od siebie
réwnoodlegtemi; mam dowie$¢ ze sg sobie réwnowazne.
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Dowodzenie. Uwazam dwa tréjkaty AFJ i BGK
ktore majg bok AF = BG i bok AJ = BK jako boki
przeciwne w réwnolegtobokach, nadto kat FAJ—G BK

jako katy majace ramiona od siebie réwnoodlegte i skie-
rowane w jedng strong; trojkaty wiec te sg sobie ro6-

wne; dwa zatem graniastostiipy trojkatne AFIMEJ)
i BGKLHC, majg S$ciane AFJ—BGK z dowie-
dzenia, Sciane x4--7i ™ jako przeciwne w prostopadto-
Scianie D G i Sciane AM —BL jako przeciwne w ro-
wnolegtoscianie D K (1" 81); majg wiec po trzy Sciany
schodzace sie w jednym punkcie odpowiednio rowne,
wiec sg sobie rowne (®80). Jezeli teraz od catej bry-
ty AB CD E F K L odejmiemy naprzéd graniastostup
tréjkatny B GK L H C, pozostanie prostopadtoscian
ABCDEFGH; jezeli za$ od tej samej bryly
AB CDEFKL odejmiemy nastepnie graniastostup
AF J M E D, pozostanie réwnolegtoscian AB CDMJKL.
A Zze od rownych odejmujac réwne, reszty pozostajg ro-
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wne, a tu wiasnie jedng resztag jest prostopadtoscian
ABCDEFGH, drugg za$ réwnolegto $cian
AB CD MJ KL, wie dica rownoleglosciany, lub
tez prostopadtoscian i réwnolegloscian majace podstaioe dol-
na wspolng it d. co bylo do okazania.

Twierdzenie.

84. Diva rownoleglosciany lub prostopadtoscian i ro-
wnolegloScian, majgce podstawe dolng wspdlng a podsta-
wy gérne na jednej ptaszczyznie, lecz juz nie miedzy tenii
samemi liniami réwnoodleglemi, czyli w og6lnosci majace
wspolng podstawe i réwng wysokos¢, sg sobie rémmo-
wazne.

Zatozenie. Niech bedzie na przyktad prostopadtoscian
ABCDEFGH (fig.63) i réwnolegtoscian ABCDIKLM,
majgce podstawe dolng AB CD wsp6Ing a podstawy gor-
ne EFGH i IKLM na jednej ptaszczyznie, lecz nie
miedzy temi samemi liniami réwnoodlegtemi, czyli ma-
jace wspdllng podstawe i rowng wysoko$¢; mam dowiesc
ze sg sobie rownowazne.

Dowodzenie. Na ptaszczyznie podstaw gornych prze-
dtuzam linie IK i ML az do przeciecia sie z przediu-
zonemi liniami FG \ EH, z czego utworzy sie réwno-

legtobok NOPQ=- ABCD. Punkta N, O, P, Q,
z punktami A, B, C, D #tacze liniami prostemi, i mieé
bede ro6wnolegto$Scian ABCDNOPQ, ktéry
z prostopadtoscianem ABCDEFGH ma podstawe
ABCD wspdlng a podstawy gorne EFGH i NOPQ

na jednej plaszczyznie i miedzy temiz samemi liniami
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FP i EQ od siebie rownoodlegtemi, jest wiec prostopa-

dtoscian ABCDFFGH = ABCDNOFU (no 83).

Lecz rdéwnolegtoscian ABCD NO PQ z rdwnolegto-

$cianern ABCDIKLM maja podstawe ABCD  wspol-
Fig. 63.

ng a podstawy gorne NO PQ i JKLM na jednej pta-

szczyznie i miedzy temiz samemi liniami 10 i MP
od siebie réwnoodlegtemi, jest wiec réwnolegtoscian
ABCDNOPQMABCDIKL;V. Kiedy wiec pro-
stopadtoscian ABCDEFGH jest rébwnowazny z réwno-
legtoscianem ii 7> ten za$ ostatni réwnowa-
zny z rownolegtoScianem ABCDIKLM, to jesti pro-
stopadto$cian ABCDEFGH rownowazny réwnolegto-

$cianowi A B CDIK L M. Dwa iciec rownoleglosciany al-
bo iwostopadlodcian i réwnolegtoscian, majace i t.d. co byto
do okazania.

Twierdzenie.

85. Dwa prostopadlosciany majace réwne podstawy
a wysoJcosci nie réwne, maja. sie do sietne jah 7rysol'OSci, czy
te sq ivspdlmierne czy niewspoGimierne.
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rrzypadek — Zatozenie. Niech bedg dwa prostopa-
dtosciany AH \ ali (fig. 64), w ktorych zaktadam, ze pod-
stawa ABCD = abcd a wysokosci 4F i «/ nie rowne

lecz wspotmierne; mamy dowiesé, ze tak sie bedzie miat pro-
stopadtoscian 4H :ali — 4AF :af.

Dowodzenie. Przypu$é¢my, ze wspoélna miara dwoch wy-
sokosci 4F iaf, miesci sie w wysokosci A F trzj" razy ,

a w wysokosci af dwa riizy. J'rzez punkta podziatow K»

N il przecinam prostopadtosciany dane, ptaszczyznami
rownoodlegtemi od ])odstaw; to przeciecia ztad powstate
KAf, NP i km beda po szczeg6le l6wne podstawom

A1/i Cl) iabcd, atym sposobem dane prostopadtosciany
podzielg sie na mniejsze A3f, KP, NH, am i kli ré-
wne miedzy sobag, bo majace réwne podstawy i réwne
wysokosci (u" 84).

Poniewaz prostopadtoscian AH ma w sobie takich
pi‘ostopadtoscianéw trzy, jakich prostopadtoscian ali ma
dwa, wiec ma sie:

1S(ili(loinpliva. 13
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1) AH :ah -3:2.
Wysokos¢ AF ma znowu w sobie takich czesci trzy,
jakich wysokos¢ af ma dwie; wiec bedzie:

2) NF af= S 2

W proporcyach 1) i 2) drugie stosunki sa sobie réwne,
wiec pierwsze sg takze sobie rowne i skladajg proporcye;
bedzie wiec: AH ah ~ .1F :af co bylo do okazania.

Przypadek Niech beda dwa prostopadtosciany A H
i rt/i (fig. 65), majgce podstawy i? CD i ahcd rdwne,
a wysokosci AF i af nie réwne i nie wspétmierne; mam
dowiesé, ze ma sie takze: AH :ah = AF' : af

Doicodzenie. Gdyby proporcya AH :ah = AF' : af
nie miata miejsca, to jedynie z przyczyny wyrazu czwarte-

Fig. 65.

go af, ktéry byitby albo za maty albo za duzy, trzy bowiem
wyrazy proporcyi dowolnie moga by¢ wziete, a tylko czwar-
ty do nich stosowaé sie winien. Przypusémy wiec, ze wyraz
czwarty a/jest za maly, i wezmy zamiast af co$ wieksze-
go np: ak, mie¢ wiec bedziemy proporcye:
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1) AH :ah AF : ak

Wysoko$é A F dziele na tyle rownych czesci, aby ka-
zda z nich byta mniejszg odfk, i jedng takg czagstke prze-
nosze na ah poczynajac od punktu a. Zadna z tych cza-
stek nie moze skonczy¢ sie w punkcief bo linie AF i af
z zatozenia sg niewspOtmierne, lecz skonczy¢ sie moze
miedzy punktamif i k np. w punkcie I. Przez punkt | pro-
wadze ptaszczyzne linno réwnoodlegta od podstawy
i linie af bg, de ich przedtuzam do spotkania sie z pta-
szczyzng liano w punktach /, in, n, o, przez co utworzy sie
prostopadtoscian an, ktdéry z prostopadtoscianem AH ma
podstawe abcd=AB CD, a wysokosci al i AF nie ro-
wne, lecz wsp6tmierne z wykreslenia; wiec poditug pier-
wszego przypadku tego twierdzenia jest:

2) AH :an = AF :al
W proporcyach 1) i 2) poprzedniki AH i AH oraz AF
i /l F sa rowne, nastepniki wiec sktada¢ powinny propor-
cye i bedzie:

3) ah :an = ak : al

Lecz proporcye te uwazajac na figurze, widzimy, ze w pier-
wszym stosunku jest ah < an, gdy tymczasem w drugim
jest ak”™al, co by¢ nie moze. A ze proporcya 3) powsta-
ta z dwéch proporcyj 1) i 2), z ktérych 2) jest dowie-
dziona, a 1) tylko przypuszczona, wiec przypuszczenie
jest zte, czyli ze wyrazu czwatego w zatozonej proporcyi
AH :ah = AF :af powiekszy¢ nie mozna. Tak samo
sie dowiedzie, ze go i zmniejszyé nie mozna; a skoro go
ani powiekszy¢ ani zmniejszy¢ nie mozna, musi wiec pozo-
sta¢ takim, jakim jest. Proporcya wiec AH \ah =A F : af
ma miejsce, czyli ze: d?va prostopadtosciany majace rowne
podstairy a nie rowne tcysokosci i t.d. co byto do okazania.
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Twierdzenie.

86. iJica prostopadloSciam/ majace nHcne icysokosci
a me roéwne podstawy., maja sie do siebie jak  podstawy.
Zatozenie. Niech bedg dwa prostopadtosciany AH
i 66), majace wspohi® wysokos¢ CH  podstawy
A C i KM nie rowne; mam dowies$¢, ze sie majg do siebie
jak podstawy.
Dowodzenie.  Sciane A F El) pzedluzam aby przecieta
prostopadtoscian KN. Sciana ta przedtuzona przetnie sie
z ptlaslzczy-
zng JN po
prostej EP,
z ptaszczy-
zng KM po
prostej DQ,
a z ptaszczy-
zng LX po
pi-ostej 1PQ.
Uwazam te-
raz dwa pro-
stopadtoscia-
nyyl/fi DN,
majace wspol-
ng $ciane 1) EU C, ktora wzigwszy za wspélng ich podsta-
we a tem samem linie B C i CM za wysokosci, bedzie ("® 85):

1) AH :DN = BC : CM.

Nastepnie dwa prostopadtosciany DN i KN, majg
wspblng podstawe a wysokosci CD i C/* nie
j 6bwne, maja sie w'iec jak wysokosci i jest:

>) DN : ALV - CD : CK
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Proporcye 1) i 2) ])oiniiozywvszy przez siebie i zara-
zem wyrazy pierwszego stosunku skrociwszy przez I)N,
bedzie:

Al KN ==BC X CD :CM X CK

azeiiC X CD oznacza powierzchnie prostokata czyli
prostokat ABCD, a CM. X prostokat KCML,
wiec ma sie:

All KN ABCD : KCML

to jest, ze lyTostopadlosciany majace réicne wysokosci a nie
réwne podstawy it d. co byto do okazania.

Twierdzenie.

87. Dwa prostopadtosciany nie majace ani réwnych
podstaw ani réwnych wysokosci, majci sie do siebie jak
iloczyny z podstaw przez wysokosci, czyli jak iloczyny
z trzech krawedzi schodzacych sie id jednym punkcie.

Zatozenie. Niech beda dwa prostopadtosciany A H
i ah (tig. 07), ktorych wysokosci .4/" i (tf \ podstawy
AC i ac nie sg sobie réwne; trzeba dowie$¢, ze tak
sie m AH :ah = AC X AF :ac X af albo jak
4D X AB X AF :ad X ab X af

Dowodzeni£. Na wysokosci A F odcinam A J = af.
Przez punkt J prowadze ptaszczyzne JK réwnoodlegty
od A C i nwazam dwa prostopadtosciany Ali \ A K, kto-
i majg podstawe AC wspdlng, a wysokosci AF i AJ
nie rowne, bedzie wiec (® 85):
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1) AHAK = AF'AJ albo do aj\ bo AJ = af.

Uwazam nastepnie dwa prostopadtosciany AK i ah.
ktére majg wysokosci A J i af rowne a podstawy J.Ciag-
nie rowne; wiec (no 86) ma sie:

2) AK ::@ah = AC : ac

Proporcye 1) i 2) rozmnozywszy przez siebie i zarazem
skréciwszy wyrazy pierwszego stosunku przez AK, bedzie:

AH :ah = AC XAF :ac X af.

Zatem prostopadtosciany dane majg sie do siebie jak
iloczyny z podstaw przez wysokosci.

G I

Fig. 67.

Zamiast podstawy A C kt6ra jest prostokgtem, mozna
wzigsé ADXAB,; podobniez ac = adX ab. Te warto-
§ci zsi AC i ac wstawiwszy w ostatnig proporcye bedzie:

AH:ah=AD X AB XAF:ad X ab X af

z czego okazuje sie znown, ze prostopadtosSciany dane maja
sie do siebie, jak iloczyny z trzech krawedzi schodzacych
sie w jednym punkcie.
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Uwaga. Zmierzy¢ objetos¢ czyli brytowatos¢ pewnej
bryty, jest to dojs¢ ile bryta dana zawiera w sobie szescia-
néw wzietych za miare czyli za jednos¢. Jezeli kazdy bok
sze$cianu wzietego za jedno$¢ ma cal dlugosci, to szescian
takowy nazywa sie calem szeSciennym; jezeli ma diugosci
stope, to stopa szescienng, a w ten sam sposéb moze byc¢
loHe¢ szescienny, saieii szescienny i t. d.

88. Whniosek Wzigwszy prostopadtoscian i sze-
Scian ah (fig. 68), to bedzie podtug poprzedzajacego twier-
dzenia:

AH :ah = AF X AD X AB :af X ad X ah.

Przypusémy, ze szeScian ah, jest jedno$cig, np. stopg
szeScienng i ze w prostopadtosScianie AH, wysoko$¢ AF
ma stop 5, linia AD stop 3, a linia AB stop 2. Propor-
cya wiec poprzedzajgca zamieni sie na nastepujaca:

AH :a/i = 5X3X2: 1

Ille wiec 5X3X2, czyli iloczyn z trzech krawedzi
schodzacych sie w jednym punkcie, albo iloczyn z podsta-
WYy przez wyso-

kos¢ w prosto-

padtos$cianie ma

w sobie jedno-

ci, tyle prosto-

padtoscian A H

ma w sobie sze-

$cianéw ah. Czy-

li Zze: prostopa-

dtoscian ma w so-

Ine tyle szescia-

néw irzietych za
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jednosé, ile iloczyn z trzech krawedzi schodzacych sie 7r je-
dnym punkcie, czyli iloczyn z podsta®wy przez wysoko$¢ ma
tv sobie jednosci.

O prawdzie tej mozna sie jeszcze przekonaé w ten
sposoéb:

Linia AD ma 8 stopy; a AB 2 stopy, poprowadzi--
wszy wiec przez punkta ?n, o, linie rownoodlegte od A B,
a przez punkt g roéwnoodlegta od AD, podstawa AC po-
dzieli sie na 6 kwadratéw czyli stép kwadratowych. Na
kazdej takiej stopie kwadratowej moze stanaé stopa sze-
Scienna jak np. nin, a tem samem na podstawie A C stanie
6 stop szeSciennycii i one stanowié beda jedne warstwe
prostopadtoécianu AH na stope wysoka. Ze za$ wysoko$¢
AF ma 5 stép, wharstw wiec takich w prostopadtoscianie
AH bedzie 5, a ze kazda ma G stop kubicznych, caty wiec
prostopadto$cian AH, mie¢ bedzie stép kubicznych 30, to
jest whasnie tyle, ile wynosi iloczyn z trzech krawedzi scho-
dzacych sie w jednym punkcie, czyli z podstawy przez wy-
sokos¢.

89. Wniosek Poniewaz réwnolegtoscian, jest réwno-
wazny prostopadtoscianowi majacemu z nim réwaig podsta-
we i wysokos¢ (u" 84), wiec i brylowatos¢ réwnolegtoscianu
réwna sie iloczynowi z podstaicy przez icysokosé.

90. Wjiiosek Nazwawszy brytowato$¢ jednego i-6-
wnolegtoscianu przez B, jego wysokos¢ przez W a pod-
stawe przez brytowato$é drugiego réwnolegtoscianu
przez r, jego wysoko$¢ przez ?r, a podstawe przez P>,
bedzie:

i r=pXir, a ztad:
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1) li or ==PX W :pX w
To jest ze: réwnoleglosciany nie majgce ani réwnych
podstaw ani réwnych wysokosci, majg sie do siebiejak ilo-
czyny z podstaw przez wysokosci.
Jezeli réwnoleglosciany dane majg réwne podstawy, to
jest P=p, w takim razie proporcya 1) zamieni sie na:
K:r=W:w
czyli ze: réwnoleglosciany majgce réwne podstawy a nie ro-
icne wysokosci majg sie do siebie jak icysokosci.
Przypusciwszy wreszcie ze W=w, to proporcya 1) za-
mieni sie na
U =P :p
czyli, ze rownoleglosciany majace réwne wysokosci a nie ro-
nme podstawy, majg sie do siebie jak podstairy.

Twierdzenie.

91. Plaszczyzna przekatna dzieli réwnolegloscian na
dwa graniastostupy trdjkatne symetryczne, sobie réicne.
Zalozenie. Niech hedzie réwnolegto$cian AH (fig. 69),
mam dowie$¢, ze pitaszczyzna przekatna P) DE G dzieli
go na dwa graniastostupy
ABDEGF i BCDEoil
symetryczne i rbwne sobie.
Dowodzenie. Przekatna
B D dzieli léwnolegtohok
ABCD na dwie réwne
czesci, jest wiec A BD~-
B CD, nadto $ciana
ABGF = EDCH, jako
przeciwne w réwnolegto-
Fig. og. Scianie (w 81), i dla tejze
SolKloinftiYa.
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samej przyczyny $ciana GBCH = EDAF, trzy wiec
Sciany scliodzace sie w punkcie B w graniastostupie
ABBEGF sg rowne trzem $cianom schodzacym sie
w punkcie B w graniastosiupie BCDEGH,; dwa wiec
te graniastoshipy sa sobie rowne (no 80). Nadto jest wido-
czne, ze Sciany graniastostupa AB DE GE sa wprost
przeciwnym porzadku utozone, jak $ciany graniastostupa
BCDEGH,; dwa wiec te graniastostupy sa symetry-
czne. A zatem plaszczyzna przekatng dzieli réu-nolegloscian
na dwa it d. co bylo do okazania.

92. Whniosek F'A'- Graniastostup tréjkatny jest potowa
rownolegtoscianu majacego z nim réwng wysoko$¢ a pod-
stawe dwa razy wieksza.

93. Wniosek Oznaczywszy brytowato$¢ jednego
z graniastostupow tréjkatnych np. ABDEGF (fig. G9)
przez G, podstawe réwnolegtoscianu yli/, to jest rdwnole-
gtobok ABCD  przez P, a wysoko$¢ przez W, bedzie br}-
towatos$¢ graniastostupa ABDEGF jako bedacego poto-
wa rownolegtoscianu AH, réwna potowie iloczynu P X W,

FXW F F
czyli bedzie G—-—"—~ "2 A~ ' N 7e " to jest po-
towa podstawy AB CD, léwna sie trojkatowi ABD, wiec
G ~ ABDXW. Brylowato$¢ wiec graniastostupa tréj-

katnego réwna sie iloczynowi z podstairy przez u-ysokosé.

Twierdzenie.

94. Brylowato$é jakiegoJaolwiek graniastostupa réncna
sie iloczynowi z podstawy przez icysokosc.

Zalozenie. Niech bedzie graniastostup AJ (fig. 70),
mam dowie$¢, ze jego brytowato$¢ réwna sie iloczynowi
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Z podstawy AB CDE przez wysokos¢, ktorg oznaczmy
np. przez TR

Dowodzenie. Przez linie FE i HB, tudziez HB i KD

przeprowadzam ptaszczyzny, ktore sie przetng z podstawg

dolng A BCDE po liniach BE

i BD azpodstawg gérng FGHJK

po liniach HI* i HK, i podzielg

caly graniastostup dany, na trzy

graniastostupy tréjkatne, j eden

ABEFGH, (In\a[ EBDKHF,

a trzeci DBCJHK, majace je-

dnakowg wysokos¢, to jest wyso-

kos¢ graniastostupa danego czy-

li W. Chciawszy wiec obliczyé

brytowato$¢ danego graniastoslupa

Fig. 70. AJ, potrzeba obliczy¢ brytowatosé

kazdego z tych trzech graniastostupow ti-éjkatnych i te
brytowatos$ci doda¢ do siebie.

Brytowato$¢ ABEFGH= ABE X W (no 93),
EBDKHF=-EBDXW
DBCJHK-=DBCXW
Dodawszy te trzy brytowatosci bedzie:
MUIFUU?r EIWKITFM)BCJIIK--ABEX 11+ EBDX w
albo:
ABEFGH + EUDKUF  DBCJHK" (ABE t EBD + DBC) W
Ze za$ strona pierwsza tego rownania znaczy brylto-
watos¢ danego graniastostupa a ABE +EBD+DB C=
AB CDE, wiec brytowatos¢ danego graniastostupa

AJ = ABC DE X W. Zatem brylowatos¢ jakiegolcolwietc
graniastoslupa it d. co byto do okazania.
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95. Whniosek Poniewaz walec mozna uwaza¢ jako
graniastostup, majacy za podstawy wielokaty o bardzo wiel-
kiej liczbie bardzo matych bokoéw, wiec brylowatos¢ walca
réwna sie takze iloczynowi z podstawy przez icysolcosé.

96. Whniosek 2"'- Oznaczywszy brytowatos¢ jednego
graniastostupa przez G, podstawe jego przez P, a wysokos¢
przez W, a brytowato$¢ drugiego graniastostupa przez vy,
jego podstawe przez p, a wysoko$¢ przez ic, bedzie:

G=PX W i fl=p Xw a ztad:
1) Gg = FXW ‘pXw
Przypuszczajac ze P ~p proporcya 1) zamieni sie na:
2) G g = W: :w

Przypuszczajgc nakoniec ze W—w, proporcya 1) za-
mieni sie na:

3) G:g=J'-p.

Z proporcyi 1), 2) i 3) widzimy, Zze graniastostiipy nie
majace ani rownych podstaw, ani réwnych wysokosci, majg
sie do siebie, jak iloczyny z podstaw przez icysokosci; majgce
rébwne podstawy majg sie do siebie jak wysokosci, i nako-
niec majace rowne luysoJcosci majg sie do siebiejak podstawy.

97. Whniosek Oznaczywszy brytowatos¢ jednego wal-
ca przez C,promien jego podstawy przez R, a wysokos$¢ przez
W, i podobnie brytowato$¢ drugiego przez c, promien jego
podstawy przez r, a wysokos$¢ przez iv, bedzie (® 95):

C=JR XW i ¢=31r Xw aztad:
C \¢ ="UIR-'XW D UIr-X. w,  lub tez:

1) C ¢ =RX w r'Xw
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Przypusciwszy ze li = r proporcya 1) zamieni sie na:
2) C:c= W w

Przypusciwszy wreszcie ze W=w, proporcya 1) za-
mieni sie na:

3) C:c=R"'":r'

Z proporcyi 1), 2) i 3) okazuje sig, ze ivalce nie majgce
rujcnych podstaw ani réwnych icysokosci, maja sie do siebie
jak iloczyny z kwadratéw promieni ich podstaw przez icyso-
kosci; majace réwne podstawy, jak wysokosci; i nakoniec ma-
jace réwne wysokosci maja sie do siebie jak kwadraty z pro-
mieni podstaw.
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ROZDZIAL V.

O OSTIIOSLUPIE | OSTROKRY;GU.

98. Bryla otoczona tréjkatami scliodzagcemi sie w je-
dnym punkcie, a ze strony przeciwnej punktowi zejscia
ograniczona ptaszczyzng, bedaca wielokatem o tylu bokach
ile trojkatow bryte otacza, nazywa sie ostrostupem albo
piramida. | tak: bryta AB CBEF  (fig. 71 i 72) otoczo-
na tréjkatami A FE, EFD, BFC it.d. schodzacemi

sie w pun-
kcie F, a ze
strony
przeciwnej
.temu pun-
ktowi F
ograniczo-
na wie-
Q1l0kagtem
ABCDE,
jest ostro-
Fisr. 71. Fig. 72. stupem.

Trojkaty AFE, EFD, DEC i t. d. nazywajg sie
Scianami, punkt F wierzclioltdem, a wielokat ABCDE
podstawg ostrostupa. Wspdlne przeciecia sie $cian, to jest
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proste AF, EF, DF i t. cl. nazywajg sie Immcilziami.
Prostopadta FG spuszczona z wierzchotka ostrostupa na
jego podstawe nazywa sie iDy.wlioscia. Jezeli wysokosé
ostrostupa pada na $rodek jego podstawy, jak na fig. 71, to
ostrostup nazywa sie prosty. Jezeli za$ wysoko$¢ mija $ro-
dek podstawy, ostrostup nazywa sie pochyly (fig. 72).

Ostrostup przybiera nazwisko od podstawy. | tak, jezeli
ma za podstawe trojkat, nazywa sie trojicatny; jezeli czwo-
rokat, czworotcatny; jezeli pieciokat, pieciolcatny it. d. Naj-
prostszy ze wszystkich ostrostupéw jest ostrostup ti 6jkatny.

Ostrostup oznacza sie literami potozonemi przy wierz-
chotkach katéw brytowych. Czyta sie dowolnie. My czy-
ta¢ bedziemy najprzéd podstawe a na koncu wierzchotek.

Ostrostup prosty majacy za podstawe wielokat forem-
ny (fig. 71), nazywa sie ostrostupem foremnym. W ostro-
stupie foremnym wszystkie krawedzie jak np. AF, EF,
DF it d. sg sobie rowne, jako pochyte réwno oddalone
od spodka prostopadiej FG, bedacej wysokoscig ostrostu-
pa i znajdujg sie na jednym okregu kota opisanego na pod-
stawie ostrostupa (® 12 i 13).

99. Poniewaz wszystkie krawedzie ostrostupa forem-
nego sg sobie réwne, wszystkie wiec $ciany tego ostrostu-
pa jak AFE, EFD, DEC i t. d. sg tréjkatami ro-
wnoramiennemi. Wysokosci tych tréjkatow, to jest linie
FH, FJ, FK i t. d. trafiaé musza na $rodek podstaw
tychze trojkatdw czyli na S$rodek bokéw AE, AB, BC
i t.d. wielokata foremnego AB CDE, atem samem spod-
ki ich znajdowaé sie beda na okregu kota wpisanego w \Yie-
hkat AB CDE, wysokosci wiec te sg miedzy sobg ro-
wne jako pochyte réwnooddalone od spodka prostopa-
diej FG', bedacej wysokoscig ostrostupa (n" 12).
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Czes¢ ostrostupa
ABCDEFGH (fig. 73) za-
warta miedzy podstawg AB CD
a przecieciem EFGH réwno-
odlegtem od podstawy, nazywa
sie klocem ostrostupowym.

Prostopadta JK spuszczona
z ktéregokolwiek punktu prze-
ciecih. EF Gn na podstawe
ABCD, nazywa sie icysokoscig
kloca ostrostupowego.

100. JezelibySmy linie prostg AB (fig. 74) utwierdzo-
ng stale w punkcie B, obracali tak, azeby drugi jej ko-

niec A obiegal okragg kota
AEFCGA, czyli tak, zeby
linia BA przybierata co raz in-
ne potozenia, jak np. 5 E, IhF,
liC, BG i t. d. pokiby nie
powrécita do pierwszego swego
potozenia BA, to ona nakre-
Slitaby powierzchnie lejkowatg
zwang ostrokrezna.
Bryla zawarta pomiedzy po-
wierzchnig ostrokrezng a kotem
AEFCGA po ktérego OKregu przebiegat punkt J., na-
zywa sie ostroJcregiem.

Koto AEFCGA zamykajace przestrzen otoczong po-
wierzchnig ostrokrezng, nazywa sie iioclstawg ostrokregu,
punkt B w ktérym linia tworzaca powierzchnie ostrokrezng
stale utwierdzong byta, nazywa sie wierzchotkiem ostro/a-egu.

Prosta, taczaca Srodek podstawy z wierzchotkiem ostro-
kregu, nazywa sie osia.

Fig. 73.
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Proste idgce po powierzchni ostrokregu a taczace wierz-
cliotek z ktérymkolwiek punktem okregu podstawy, jak np.
linie i>A BE, BF, BC it d. nazywajg sic iitw*gcm?".

Prostopadta spuszczona z wierzchotka ostrokregu na
jego podstawe, nazywa sie wysokoscig ostrokregu.

Jezeli punkt B (fig. 74), w ktérym linia AB  tworzaca
powierzchnie ostrokrezng, stale jest utwierdzona, znaj-
duje sie na prostopadtej E B wyprowadzonej ze $rodka
kota bedacego podstawg ostrokregu; wowczas ostrokrag

jest prost}. Jezeli za$, (fig.75)
punkt B mija prostopadie wy-
prowadzong ze S$rodka podsta-
wy; w takim razie ostrokrag jest
pochyly.

W ostroki-egu prostym 0§
jest zarazem jego wysokoscia
a wszystkie tworzace sg sobie
réwne, jako pochyte réwnoodda-

75. lone od spodka prostopadtej.
Jezelibysmy (fig. 76) tworzace B wyobrazili sobie prze-
dtuzong po za punkt B np. do punktu E, to ona obiega-
jac jednym koricem A po okregu
AC, drugim koincem E zakre-
$li okrag kota FI®, a czes$cig
B E powierzchnie ostrokrezna
FB E wierzchotkiem przeciw-
legta z powierzchnig C.
Dwa takie ostrokregi wierz-
chotkiem przeciwdegte jak  ABC
i FBE stanowig rzeczywiscie
jeden ostrokrag o dwoch powto-
kach (a (hux nappes).

Solidomelrya. 5
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Tak jak walec mozna uwaza¢ za gianiastostup, tak tez
i ostrokrag, dla tych samych zupetnie przyczyn, uwazany
by¢ moze jako ostrostup, majacy za podstawe wielokat fo-
remny o bardzo wielkiej liczbie bardzo matych bokow.

Czes¢ ostrokregu (fig. 77) zawarta miedzy podstawg
AD di przecieciem BC réwnoodlegtem od podstawy, na-
zywa sie klocem ostrokregoim/m,
ktéry, jak widzimy ma dwie pod-
stawy, dolng AD igdrng B C. Li-
nia EF taczaca $rodki podstaw
nazywa sie osig, a prostopadta spu-
szczona z ktéregokolwiek punktu
jednej podstawy na drugg, wysoko-
$cig kloca.

Kloc ostrokregowy prosty uwa-
za¢ mozna jako utworzony przez
obrot trapeza prostokatnego okoto boku prostopadiego do
jego podstaw, np. okoto boku EF. W obrocie takim pod-
stawy trapeza to jest proste AF i BE utworzg kota be-
dace podstawami kloca, a bok AB przeciwny bokowi pro-
stopadtemu do podstaw, utworzy powierzchnie boczng klo-
ca. Bok EF stanowié¢ bedzie o$ i zarazem wysokos¢ kloca.

Fig. 77.

Twierdzenie.

101. Fowierzchnia boczna ostrostupa foremnego réwna
sie iloczynowi z obwodu jego podstawy, przez iwlowe wy-
sokosci jednego z trojkatow skladajacych tez poivierzchnie
boczna.

Zatozenie. Niech bedzie ostrostup foremny AB  CDEE
(fig. 71), trzeba dowies$¢, ze jego powierzchnia boczna ro-
wna sie iloczynowi z obwodu podstawy . 1 C /)  przez
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potowe wysokosci F H jednego
z trojkatow np. F A skladaja-
cych jego powierzchnie boczna.

F>oivoclze7iie. Powierzchnia
boczna ostrostupa danego skia-
da sie z trojkatow AFB,
BFC i t.d. Chcac jg zatem
obliczy¢, potrzeba obliczy¢ po-
wierzchnie kazdego z tych trdj-
katow i te powierzchnie dodaé
do siebie. Powierzchnia tréjka-

FH
Fig. 71.
ta AFF=A E X y  Powierz-
chnia trojkata AFB  =ABX , a ze FJ=FH (no 99)

wiec AFB=-ABX%y

i tak nastepnie.

- Vodohmez BFC = BCXM

Dodawszy powierzchnie tych tréjkatéw, bedzie:

czyli:

A FE-h A FB +BFCitA.

FH
= {AE-\-AB+BCit(l)-»

A ze AFE + AFB + BFC i t. d. sktada powierz-
chnie boczng ostrostupa danego, a AE -iAB +BC it. d.
obwdd podstawy, wiec powierzchnia boczna ostrostupa fo-
remnego réwna sie iloczynowi z obwodu podstawy i t. d. co

byto do okazania.
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Uwaga. Oznaczywszy powierzchnie boczng ostrostupa
foremnego przez F, obwod jego podstawy ])rzez O, a wy-
soko$¢ jednej ze $cian przez A bedzie wzor ogdhiy na te

powierzclniie F=0X

102. Whniosek Poniewaz ostrokrag mozna uwazaé ja-
ko ostrostup majacy za podstawe wielokat, o bardzo
wielkiej liczbie bardzo matych bokdw, wiec powierzchnia
boczna ostrokregu prostego, réwna sie podobniez iloczy-
nowi z obwodu podstawy, czyli okregu kota stuzacego mu
za podstawe, przez potowe tworzacej. Jakoz rzeczywiscie,
gdybysmy powierzchnie boczng ostrokregu prostego .1 CF>

(tig. 78) przecieli
wzdluz tworzgcej
i rozwingli na pila-
szczyznie, to ona za-
mieni sie na wyci-
nek CBE, ktdrego
tuk CE bedzie ro-
wny okregowi A C
a promien B C ro-
wny tworzacej ostro-
kregu.
Powiei-zchnia
cinka kota réwna sie
iloczynowi z tuku stuzacego mu za podstawe, przez po-
towe promienia; jest wiec:

A ze powierzchnia wycinka CBE  réwna powierzchni
bocznej ostrokregu ACB. a tuk CE réwny okregowi
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kota A C, wiec powierzchnia boczna ostrokregu CB

) . BC
réwna okregowi

Uwaga. Oznaczywszy powierzchnie boczng ostrokre-
gu prostego przez P, promieA jego podstawy przez r,
a tworzacg przez g, bedzie wzoér og6élny na te powierz-
chnie:

P=2JIrX-I = JCrg.

Twierdzenie.

103. Brzeciecie ostrostupa plaszczyzng  réwnoodlegty
od podstawy, jest icielotcatem podobnym podstawie i dzie-
li krawedzie i icysoko$¢ ostrostupa na czesci proporcyo-
nalne.

Zatozenie. Niech bedzie ostrostup A B CBEF  (tig. 79)
przeciety ptaszczyzng réwnoodlegty od podstawy, trze-
ba dowiesé, ze to przeciecie abcde jest wielokatem po-
dobnym podstawie ABCDE i dzieli krawedzie FA,
FE, FD i t. d. tudziez wysoko$¢ FG na czesci pro-
porcyonalne.

Dowodzenie. Poniewaz abcde jest rownoodlegte
od ABCDE, wiec ab jest réwnoodlegte od  AB,
bc rownoodlegte od BC, cd od CD it d ja-
ko przeciecia ptaszczyzn réwnoodlegtych z trzecig (® 27)
a tem samem kat abc ABC, kat bcd=B CD
i t. d jako katy majace ramiona od siebie réwnood-
legte i skierowane w jedng strone (W® 33). Dwa
wiec wielokaty abcde i-ABCDE majg juz Kkaty
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odpowiednie rdwne. Naste-
pnie uwazam, poniewaz ae
réwnoodlegte odAE, wiec
tréjkat aFe podobny x4

Dla tej samej przyczyny
tréjkat eFd podobny tréj-
katowi FFD, trdjkat dFc
podobny DFC it. d. Z po-
dobienstwa trojkatéow  aFe
i AFE wypada: ze ma sie:

1) Fa :FA =ae :AE =--Fe : FE.

Z podobieristwa trojkatow eFd i EFD
2) Fe :FE = ed :ED = Fd : FD.

Z podobienstwa znowu tréjkatéw dFc i DFC  wypada:
3) Rd :FD = dc :DC"™ Fc : FC;

i tak nastepnie uwazajac bedzie:

4) Fc :FC = ch :CB = Fh : FB,

i nakoniec:
5 Fb :FB ™ ba :BA " Fa : FA

Przypatrujgc sie tym ciggom stosunkéw, widzimy ze
a) i 2) majg wspdlny stosunek Fe : FE, 2) i 3) maja
tak samo wspdiny stosunek Fd :FD, 3)i 4) stosunek
Fc :FC, nakoniec 4)i5) stosunek Fh : FB; wszystkie
wiec stosunki ciggi te skladajgce sa sobie réwne. Ma
sie wiec:
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ag :AE = ed: ED --=dc:D C= ch :CB BA

to jest, Zze boki wielokgtow ahcde i-ABC DE sg pro-
porcyoiialne; ze za$ poprzednio okazato sig, ze tez wie-
lokaty maja i katy réwne: wiec sg sobie podobne.

Z rownosci stosunkéw sktadajagcych ciggi powyzsze
wypada nastepnie, ze tak sie ma:

Fa:FA= Fe: FE = Fd :ED =Fc :FC= Fh: FB

czyli, ze krawedzie ostrostupa sg -podzielone na czesci
proporcyonalne.

Zeby jeszcze okazaé, ze wysoko$é ostrostupa, to jest
linia F G jest podzielong na czesci proporcyonalne, pi'ze-
prowadzam przez linie AF i FG plaszczyzne, ktora sie
przetnie z podstawg ABC DE po linii A G  z przecie-
ciem ahcde po linii ag réwnoodlegtej od AG (n° 27),
a zatem ma sie:

Fa :FA = Fg : FG.
Przeciecie iciec ostrostupa plaszczyzng réu-noodlegla od
podstawy jest wielotcateni podobnym i t. d. co byto do
okazania.

Twierdzenie.

104. Jezeli ostrostupy stojgce na jednej plaszczyznie
i majace réwne wysotcosci przetniemy plaszczyzng réwno-
odlegici od ptaszczyzny podstaw, to te przeciecia miec sie
beda do siebie jatc jiodstaiDy.

Zatozenie. Niech bedg dwa ostrostupy A BCDE Iv
i FGHJL (fig. 80) stojgce na ptaszczyznie MN i prze-
ciete ptaszczyzng OP réwnoodlegta od MN; trzeba do-
wies¢, ze tak sie bedzie miato przeciecie: '

abcde :fghi = ABC DE : FGDJ.
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Fili;. 80.

Dowodzenie. Poniewaz ahc de jest z zatozenia ro-
wnoodlegte od ABC DE, wiec jest i ahc de podobne
ABCDE (no 103), a zatem ma sie:

ahcde : ABCDE = ah : AB

a ze z podobienstwa tréjkatow akh i A KB jest:
2

ah AB = aK :A K atem samem ah\ AB'Z: ziK-.iA K
wiec tez jest:

1) ahcde : ABCDE = aK\ AK.
Podobniez ma sie fgiii :EG HJ —ih :JH aze z podo-
bienstwa trojkatéw i Eh iJZ //jest ih :JH = hL HL

-2 - -2 2 -2
a tem samem ih :JH = hL :HE; wiectez jest:
2) fcjhi :EGHJ - hL: HE

Poniewaz wysokosci ostrostupow, to jest linie CS i ET
z zatozenia sa sobie réwne, a podstawy ABCDE
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i FG HJ znajduja sie na jednej ptaszczyznie IMK, wiec
ptaszczyzna QR przez wierzchotki K\L danych ostro-
stupéw przechodzaca, moze by¢ réwnoodlegta od MN;
linie wiec AK i HL uwaza¢ mozna jako przeciete pta-
szczyznami MN, OF, QR od siebie réwnoodtegtemi,
zatem sg podzielone na czeSci proporcyonalne (no 34),
jest wiec:
ak :AK ~ hL :HL, atem samem

2 2 2 2

aK :AK = UL : HL.
W proporcyach przeto 1) i 2) drugie stosunki sg sobie
rébwne, a wiec i pierwsze skladajg proporcya; jest wiec:

ahcde : ABCDE =--fghi : FGHJ

lub co na jedno wychodzi:
ahcde :fffh{ = ABCDE ;. FGHJ,

Czyli ze: ostrostupy stojace na jednej ptaszczyznie i nia-
jace rowne icysotcoscii t. d. co byto do okazania.

Uicaga. Poniewaz przeciecia ahcde \ fghii majg sie
do siebie jak podstawy ABCDE i FGHJ,  wiec jezeli
podstawy bytyby sobie rdbwnowazne, to i te przeciecia by-
tyby réwnowazne, a ztagd wypada:

105. }ynioseh. Ze przeciecia réwnoodlegte od podstaw
w ostrostupach majacych réwne podstawy i réwne wyso-
kosci, sg sobie rowne.

Twierdzenie.
106. Diva ostrostupy tréjtcatne majgce réwne podstawy
i rowne icysotws”i, sg sobie réwne.
Zatozenie. Niech beda dwa ostrostupy trojkatne
ABCD i abcd (fig. 81), w ktdrych zaktadam, ze pod-

Solidomptiya.
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stawa A B C=ahc i ze wysokosci majg rowne, np. dla oby-
dwoch niech bedzie wysokoscig linia AE; trzeba dowiesc,
ze te dwa ostrostupy sg sobie rowne.

Dowodzenie Gdyby te dwa ostrostupy nie byty so-
bie rowne, to moznaby w ostrostup wiekszy wsungé ostro-
stup mniejszy. Przypusémy, ze ostrostup ABCD jest

wiekszy od

ostrostu-

pa ab c d,

to wsung-

wszy abcd

- w AB CD

tak, azeby

ANpunkt d

dotknat do

punktu D,

okazataby

sie jakas$

réznica, ktéraby miata za podstawe trojkat ABC \ pewng
wysokos¢ np.  Ax.

Wysoko$é .1E dziele na tyle czesci réwnych, aby kazda
z nich byta mniejszg od Ax, np. jak tutaj dziele na pie¢
czesci, przez punkta podziatu prowadze ptaszczyzny r6-
wnoodlegte od podstaw danych ostrostupéw; to poniewaz
z zatlozenia A HC = abc wiec i przeciecia odpowiednie be-
da sobie réwne (nol05): bedzie zatem FQR=2"qr,
MMO = mno, JKL=ikI, FGH=--fgh.

Na przecieciach ostrostupa A BCD 1z przypuszczenia
wiekszego, opisuje graniastostupy tréjkatne, ktérych be-
dzie pie¢, a mianowicie: PQRD, MNOP, JKLM,
EGHJ \ ABCF; w ostrostupie za$§ abcd z przy-
puszczenia mniejszym, na odpowiednich przecigciach wpi-

Fiij. 68.
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suje graniastostupy tréjkatne, ktérych bedzie tylko cztery,
tojest pgrm, mnoi, ikIf,ifgha

Widocznem jest ze summa graniastostupéw opisanych
na ostrostupie ABCD z przypuszczenia wiekszym, jest
wieksza od tegoz ostrostupa, a summa znowu graniasto-
stupdw wpisanych w ostrostup ahcd z przypuszczenia
mniejszy, jest od niego mniejsza. Réznica wiec pomiedzy
summa graniastostupdéw opisanych a wpisanych powinna
by¢ wieksza jak pomiedzy ostrostupami.

Lecz graniastostup opisany F Q B D rowny wpisanemu
2) grm, bo majg podstawe FQR=p  qr i wysokosci rowne.
Dla podobnej przyczyny graniastostup MNOF=ninoi,
JKLM = iklf i nakoniec FGHJ=fgha. Cztery wiec
graniastostupy opisane sg rowne czterem graniastostupom
wpisanym; odjgwszy zatem wpisane od opisanych, pozosta-
nie na reszte piaty graniastostup opisany < i> CP maja-
cy za podstawe ABC, to jest ten sam trojkat ktéry miat
by¢ podstawa przypuszczalnej roznicy pomiedzy danemi
ostrostupami a wysoko$¢ z wykresSlenia mniejsza od wy-
sokoSci przypuszczalnej reszty to jest od Aa\ Bylaby
wiec réznica pomiedzy graniastostupami, mniejszag od ro-
znicy pomiedzy ostrostupami, co byé nic moze, a wiec i to
by¢ nie moze, azeby pomiedzy ostrostupami danemi zacho-
dzita jakakolwiek réznica, czyli ze muszg byc¢ sobie rowne.
Zatem dwa ostrostupy trojkatne i t. d. co byto do okazania.

Doicodzenie GdybySmy sobie wyobrazili, ze wyso-
kos¢ danych ostrostupow j6st podzielong na bardzo wielkg
liczbe réwnych czastek, i ze przez punkta podziatébw prze-
prowadzone sg ptaszczyzny réwnoodlegte od podstaw”, to
ostrostupy dane podzielityby sie na bardzo wielka liczbe
tak cienkich warstw, ze moznaby je uwaza¢ prawie za
ptaszczyzny.
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Odpowiednie przeciecia takie czyli te warstwy, miatyby
sie do siebie jak podstawy (n" 104) danych ostrostupéw,
a ze podstawy te z zatozenia sg sobie réwne, wiec i war-
stwy odpowiednie bytyby sobie réwne. Pierwsza zatem
warstwa pierwszego ostrostupa, bytaby réwna pierwszej
warstwie drugiego; druga pierwszego ostrostupa, drugiej
drugiego; trzecia pierwszego, trzeciej drugiego it. d., a tem
samem i summa warstw pierwszego, czyli caty ostrostup
pierwszy, bedzie réwny summie warstw drugiego, czyli
ostrostupowi drugiemu. Dwa wiec ostrostupy tréjtcatne ma-
jace i t. d. co bylo do okazania.

Twierdzenie.

107. Graniastostup trojlaitny sJctadasie z trzech ostro-
stupow trdjkatnycti sobie réwnowctznychi, czyti ze ostrostup
trojIMtny jest trzecig czeScig yraniastostupa tréjkatnego, ma-
jacego z nim tez samg podstawe i v'ysotwsc.

Zatozenie. Niech bedzie gi-ania stostup tréjkatny
ABCDEF (tig. 82), trzeba okaza¢, ze on sie skiada
z trzech ostrostupdw”™ trojkatnych miedzy soba roéwno-
waznych.

Dowodzenie. Przez punkt A, D i B przeprowadzam
ptaszczyzne, ktéra sie przetnie z ptaszczyzng CE po pro-
stej AD, z plaszczyzng CE po prostej BD, a z pta-
szczyzna ABC  po prostej AB i odetnie ostrostup troj-
katny AB CD, majacy za podstawe trojkat ABC to jest
podstawe graniastostupa danego, a wierzchotek w pun-
kcie D; wiec za wysokos¢, wysokos¢ graniastostupa da-
nego. Pozostat jeszcze ostrostup czworokatny A EFBD.
Przez linie ED i DB przeprowadzam plaszczyzne, ktdra
Sie przetnie z plaszczyzng A EEB  po pi-ostej EB dziels-
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cej rowiiolegtobok AEFB  na dwie rowne czesci i podzieli
ostrostup czworokatny AEFBD na dwa ostrostupy tréj-

katne AEBD i EFBh ro-
wne sobie, bo majg podstawy
AEB i EFB réwne a wierz-

chotek w punkcie D, wiec i wy-
soko$¢ wspolng. Lecz ostrostup
EFBD mozna uwaza¢ ze ma
za podstawe EFD a wierzcho-
tek w punkcie B, to jest, ze
ma za podstawe, podstawe, a za
wysokos$¢, wysoko$é graniasto-
slupa danego. Jest wiec ostro-
stup FAFi? 7),rowno wazny pier-
wszemu ostrostupowi ABCD, ktory jak widzielismy
miat rowniez za podstawe, podstawe, a za wysoko$¢, wy-
soko$¢ graniastostupa danego. Trzy zatem ostrostupy
ABCD, AEBD iEFBI) z ktoiych sktada sie dany
graniastostup ABCDEF sobie rownowazne. A zatem
graniastostup trdjkatni/ skfada sie z trzech ostrostupow it d.
co byto do okazania.

Fig. 82.

Uwaga.

Fig. 82«

okazuje od-

ciety pier-

WSzy ostro-

stup trédj-

katny

a.hcd. Fig.

82 okazu-

Fig. 82 n. Fiif. 82 h. je pozo-

staty ostrostup czworokatny aefhd.  Nakoniec Fig. 82'-
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staty ostro-

stup czworo-
katny aefh d,
rozdzielony na
dwa ostrostupy
tréjkatne aehd
i efbd sobie
rownowazne,
z ktérych zno-
wu ostrostup cfbd jest réwnowazny pierwszemu ahcd.

108. Whniosel. Poniewaz ostrostup trojkatny jest trze-
cig czescig graniastostupa tréjkatnego majacego z nim tez
samg podstawe i wysoko$¢, a brytowato$¢ graniastostupa
tréjkatnego réwna sie iloczynowi z podstawy przez wyso-
kos$¢ (no 93); wiec brylowatos¢ ostrostupa tréjkatnego, réwna
sie trzeciej czesci iloczynu z podstawy przez wysokos¢, albo
catej podstawie rozmnozonej przez trzecig cze$¢ wysokosci,
albo wreszcie trzeciej czesci podstawy rozmnozonej przez
cata wysokos¢.

Twierdzenie.

109. Brylowatos¢ jakiegokotwiek ostrostupa réwna sie
itoczynowi z podstccwy przez trzecig czes¢ icysokosci.

Zatozenie. Niech bedzie ostrostup pieciokagtny
AB CBEF (fig. 83), trzeba dowies¢, ze jego brytowato$c
rowna jest iloczynowi z podstawy ABCB E przez trzecig
cze$¢ wysokosci, ktéra dla skrdcenia oznaczmy przez IF.

Bowodzenie. Przez linie ¥'F i FB, tudziez FB i FF
przeprowadzam ptaszczyzny, ktére sie z podstawg .1 B Cl) E
przetng po przekatnych B F i B 1) i podzielg caty ostro-
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stup dany na trzy ostrostupy
tréjkatne ABEF, EBDE
i I) BCF majace wspdlng
wysokos¢, bedacag wysokoscia
ostrostupa danego.

Chciawszy wiec obliczy¢ bry-
towatos$¢ ostrostupa danego, po-
trzeba obliczy¢ po szczegdle bry-

C towato$¢ kazdego z pomienio-
nych ostrostupéw tréjkatnych
i te brylowatosci dodaé¢ do

Fior. 83. siebie.

ir
Brytowatos¢ ostrostupa 4B EF = ABE (u" 108).
' EBDF"EBDK?}

FJBCF = DBCXj
Dodawszy te trzy brytowatosci, bedzie:

AliEF +EnDF + DIiCF = ABE x \ "DBCK"Y
czyli:
ir
1B EF + EBDF+J) BCE = (ABE + EBD+DBC)
o]

A ze ABEF + EBDF + DBCF = ABCDEF
zas ABE +EBD + /)BC = ABCD E, wiec bryto-

watos¢ danego ostrostupa A B CD EF*  ABCDE X

Czyli ze hryloicatos¢ jakiegokohoieh ostrostupa réirna sie
i t. (i. co bvio do okazania.

http://rcin.org.pl



— 128 —

110. Wniosek Oznaczywszy podstawe jakiegokol-
wiek ostrostupa przez P, a wysoko$¢ pi-zez IT, bedzie biy-

towatos¢ tego ostrostupa réwna P Xy Poniewaz za$ bry-
towato$¢ graniastostupa, ktérego podstawg jest takze P
a wysokosciag W rowna sie P X W; wiec z tego wypada,
ze kazdy ostrostup jest trzecig czescig graniastostupa maja-
Cego z nim tez samg podstau-¢ i icysokosé. Stosunek wiec
do siebie ostrostupéw, jest taki sani jak i graniastostupow”,
to jest, ze ostrostupy nie majace ani rownych podstaw ani
réwnych wysoko$ci, majg sie do siehie jak iloczyny z pod-
staic przez wysokosci; majgce réwne podstawy a nie réwne
icysokosci, majg sie do siehie jak wysokosci; a majace ro-
imie wysokosci a nie roicne podstawy, majg sie jak pod-
stawy.

111. Whniosek Poniewaz ostrokrgg mozna uwazac
jako ostrostup majacy za podstawe wielokat o bardzo wiel-
Kiej liczbie bardzo matych bokdw, wiec tez i brylowatosé
ostrokregu, réwna sie trzeciej czesci iloczynu z podstawy
przez wysoko$¢, lub calej wysokoSci przez trzecig czesé
podstawy, lub tez calej podstawie przez trzecig czes¢ wy-
sokosci.

Nazwawszy promief podstawy ostrokregu przez r,
a jego wysoko$¢ przez w, bedzie: brytlowato$¢ ostrokre-

gu rowna Jr?'c X W' Poniewaz zas brytowatos$¢ walca,

ktérego promien podstawy jest takze r, a wysoko$¢ w,
rowna sie JCr X w; wiec ostrokrag jest trzecig cze-
§cig walca majgcego z nim tez samg podstawe i wy-
sokosé. A ztad wypada nastepnie, ze stosunek ostrokre-
gow do siebie, jest taki sam jak i walcow, to jest:

ostrokregi nie majgce ani réwnych podstaw ani réwnych
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wysokosci, maj(i sie do siebie jak iloczyny z podstaw przez
wysokosci; majace réwne podstaicy a nie réwne icysokosci,
maja sie do siebie jak icysokosci; nakoniec majgce rdéwne,
wysokosci, majg sie do siebie jak podstawy, albo jak kwa-
draty z promieni tychze podstair.

Twierdzenie.

112. Kloc ostroshqwwy tréjkatny sklada sie z trzech
ostrostupdw tr/jlaitnycli, z ktérych Icazdy ma za wysolcos¢,
wysotcos¢ Idoca; jeden ma za podstawe, podstawe dolng
Idoca, drugi jego podstawe gérng, a trzeci podstawe Sre-
dnio-jeometrycznie proporcyonalng pomiedzy dwiema temi
podstawami.

Zatozenie. Niecli bedzie Idoc ostrostupowy tréjlfatny
ABCDEF (fig. 84), trzeba okaza¢, ze on skilada sie
z trzecii ostrostupow trdjkatnych, z ktérych kazdy bedzie
'miat za wysolco$¢, wysokos¢ kloca; jeden bedzie miat za
podstawe trojkat AliC, to jest podstawe dolng, drugi
tréjkat DEJF, to jest podstawe g6i-ng kloca, a trzeci pod-
stawe $rednio-jeometrycznie proporcyonalng pomiedzy te-
mi dwiema podstawami.

Dowodzenie. Przez punkta A, D i B przeprowadzam
ptaszczyzne, ktdra sie przetnie z ])Maszczyzng EC po li-
nii /11), z ptaszczyzng CF po linii DB, a z ptaszczy-
zng ABC po linii AH i" odetnie ostrostup trdjkatny
ABCD majacy za podstawe trdjkat .4 C, to jest pod-
stawe dolng kloca, a wierzchotek w punkcie D, wiec za
wysokos¢, wysoko$¢ kloca. Zatem ostrostup AB CD jest
jednym z ostrostupéw szukanych. Po jego odcieciu pozo-

Solidoniotrj a.
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stat sie jeszcze ostrostup czworokatny AEFBD. Przez li-
nie A D i DF przeprowadzani ptaszczyzne, ktdra sie prze-
tnie z ptaszczyzng Pi) po linii AF i podzieli pozo-
stalty ostrostup czworokatny
AEFBD na dwa ostrostupy
trojkatne AEFD i  AFBD.
Ostrostup AEFD mozna uwa-
za¢, ze ma za podstawe trdjkat
DEF, to jest podstawe goérng
kloca, a wierzchotek w punkcie
A, wiec za wysoko$é, wysokosé
kloca, jest przeto drugim ostro-
stupem szukanym. Pozostat na-
reszcie ostrostup tréjkatny
AFBD, 0 ktdrym trzeba dowie$¢, ze sie réwna ostro-
stupowi majgcemu za wysokos¢, wysokos¢ kloca, a za pod-
stawe, podstawe Srednio-jeometrycznie proporcyonalng po-
miedzy ABC i DEF.

Zeby to okaza¢ prowadze na ptaszczyznie CDFB
proste D G réwnoodleglg od FB a tem samem réwnood-
legta od ptaszczyzny A EFIlj 0020) i punkt G #tacze
z punktami A il) liniami prostemi i nwazam, ze pozosta-
ty ostrostup AFBFJ jest rowny ostrostupowi AF*BG, bo
maja podstawe AFB wspolng, wierzchotek za$ jednego
znajduje sie w punkcie D a drugiego w punkcie G, czyli
oba wierzchotki znajdujg sie na prostej D G réwnoodle-
gtej od wspolnej podstawy AFB, -majg wiec i wysokosci
rébwne. Zamiast przeto pozostatego ostrostupa  AFBD
mozna wzigs¢ ostrostup AFBG, ktéry mozna uwazac ze
ma za podstawe A B G a wierzchotek w punkcie F, zatem
ma za wysoko$¢, wysokos$é kloca; idzie wiec tylko o oka-
zanie, ze podstawa tego ostrostupa to jest trojkat /I B G,
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jest Sreclnio-jeometrycznie proporcjonalny miedzy trojka-
tami ABC i DEF ktére sg podstawami danego kloca.
W tym celu przez punkt (} prowadze na ptaszczyznie A BC
linie GH roéwnoodlegta od AC, atem samem réwnood-
legta od EI) iuwazam dwa trojkaty E f)F i HG B, kto-
re majg bok D F rowny GB jako boki przeciwne w ro-
wnolegtoboku DFBG, kat EFD rowny HBG i Kkat
E DF roéwny HGB jako katy majace ramiona roéwnood-
legte i skierowane w jedng strone (® 33), zatem sg sobie
réowne. Nastepnie dwa tréjkaty ABCIABG majace
wierzchotek wspdlny wpunkcie i podstawy na jednej linii
prostej B C, majg sie do siebie jak podstawy, to jest ma sie:

1) ABC',ABG=BC:BG.
Dla podobnej przyczyny ma sie tréjkat:
2) ABG HBG = AB : HB.
Lecz z wykre$lenia prosta HG jest réwnoodlegty od
C, zatem ma sie:

B C :BG AB : HB.
W proporcyach wiec 1) i 2) drugie stosunki sg sobie
réwne, zatem i pierwsze ztozg proporcye, czyli bedzie:

AB C :ABG = AB G :HB G.

W tej ostatniej proporcyi zamiast HB G wzigwszy je-
mu réwny trojkat DEF, jest:

AB C :ABG = ABG : DEF.
Z czego okazuje sic, ze trojkat ABG, to jest podstawa
trzeciego ostrostupa szukanego AB GE, jest S$rednio-jeo-
metrycznie proporcyonalng pomiedzy podstawami danego
kloca. A zatem kloc ost7Vslupoivy trdjkcitny sklada sie it. d.
co byto do okazania.
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113. Uicagal""- Tréjkat jako S$rednio-jeo-
nietrycznie proporcjonalny pomiedzy trojkatami ABC
i D EF, to jest podstawami danego kloca, réwna sie pier-
wiastkowi kwadratowemu z iloczynu .tychze podstaw, czyli
jest AB G = VABCX1)EF:

114. Uwaga, Fig. 84" okazuje odciety pierwszy
ostrostup trdjkatny ahcd. Fig. 84" okazuje pozostaty

Fis. 84 h.

Fig. 84 a.

ostrostup czworokatny aefhcl.  Fig. 8" okazuje pozostaty
ostrostup aefhd  rozdzielony na dwa ostrostupy trdjkatne
aefd i afbd, z ktérych aefd jest szukany. Nakoniec
Fig. 84" okazuje zamieniony trzeci ostrostup afbd. na ostro-

y

Piff. 84 c.
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stup jemu roéwnowazny abg f, majacy za podstawe trdjkat

ahg S$rednio-jeometrycznie proporcyonalny miedzy pod-
stawami danego kloca.

115. UiDoga Niech bedzie (fig. 84"") kloc ostrostu-

powy ARCDEFGH powstaly z przeciecia ostrostupa

wielokatnego,

jak tu np.

czworokatne-

go ABCDJ,

ptaszczyzng

EFGH ro-

wn oodlegta

od podstawy

ABCD. Na

ptaszczyznie

_ Dodstawy

Fig. 84 ABCD  kre-

Sle tréjkat KEM  réwnowazny czworokatowi ABCD i na
tréjkacie tym wystawiam ostrostup KLMQ majacy tez
samg wysokos¢ co i ostrostup ABCDJ. Jest  wiec

K LM Q=-ABCD J (no ]0OG). Plaszczyzne EF G i
wyobrazam sobie przedtuzong tak, zeby przecieta ostrostup
KTjMQ, to bedzie przeciecie ztagd powstate NOP —
EFGH{wIQ)b\ a tem samem ostrostup T "FG " —
NOPQ; a ztad Kkloc ostrostupowy czworokagtny
AB CD EFGH jest réwnowazny takiemuz klocowi trdj-
katnemu/vXJ/iVAOP. Ze za$ ten ostatni jest réwnowa-
zny trzem ostrostupom ktore majg za wysokos¢, wysokosé
kloca, a za podstawy, jeden podstawe dolng, drugi podsta-
we gorng a trzeci podstawe Srednio-jeometrj*cznie propor-
cyonalng, wiec i kloc ostrostupowy wielokatny jest takze
réwnowazny trzem ostj'ostupom, z ktérych kazdy ma wyso-

http://rcin.org.pl



— 134 —

kos¢ rowng wysokosci kloca, a za podstawy, jeden podsta-
we dolng, drugi podstawe gérna tegoz kloca, a trzeci pod-
stawe Srednio-jeometrycznie proporcyonalng miedzy temi
podstawami.

116. Uwaga Chciawszy obliczy¢ brytowato$¢ klo-
ca ostrostupowego, potrzeba obliczyé brytowatos¢ kazdego
z trzech ostrostupéw na ktoére sie kloc rozdziela, ite bry-
towatosci doda¢ do siebie. Nazwawszy wiec wysokosé
danego kloca ostrostupowego przez W, podstawie dolng
przez podstawe gorng przez a tem samem S$rednio-

jeometrycznie proporcyonalng przez |/p bedzie:
Brytowato$¢ pierwszego ostrostupa X P
_ir
drugiego " — P
ir -
trzeciego . =AXVPX2)-

i:)odawszy brytowatosci tych trzech ostrostupdéw do siebie
i wyrzuciwszy wspélny czynnik przed nawias, bedzie:
Brylowato$¢ kloca ostrostupowego = ~ {P p +VPX p).

Jest wiec hrylowatos¢ kloca ostrostupowego réwna trzeciej
czesci wysokosci rozmnozonej przez suinme z podstawy dol-
wj, gérnej i Srednio-jeometrycznie proporcyonalnej pomiedzy
temi dwiema podstawami.

117. Uicaga Dla obliczenia brytowatosci kloca
ostrostupowego, nie koniecznie dochodzi¢ potrzeba po-
wierzchni obu jego podstaw. Podstawy te albowiem sg sobie
podobne (0" 103), dosy¢ wiec mie¢ wiadome odpowiednie
ich boki i powierzchnie jednej z nich, dolnej lub gérne;j.
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Oznaczmy przez P i p dwie podstawy Kloca, przez
B i h odpowiednie ich bol<i; to przyjmujac podstawe /"za
wiadoma, bedzie:

p:P ™ B aztad p=P X jp

Wiadomo z uwagi poprzedzajacej, ze:
Objetos¢ kloca ostrostupowego = o (™™ +p + VBKj))

a wstawiajac w to wyrazenie warto$¢ za p, bedzie:

Ny It \ Jn
Objetos¢ kloca ostrost. = PxBx j,.)

W?z6r ten ma te dogodno$¢, ze nie wymaga wyciaga-
nia pierwiastku kwadratowego, przez co w zastosowaniu
jest daleko fatwiejszy niz podany w uwadze poprzedza-

ja.
Twierdzenie.

118. Przeciecie ostrokregu ptaszczyzng rownoodleglg
od podstawy jest kotem, ftecz zawsze od tejze podstawy
mniejszem i to co raz hardziej w miare tegojak przeciecie
jest co raz htizsze wierzchotka.

Zalozenie. Niech bedzie ostrokrag ABC  (tig. 85)
przeciety ptaszczyzng ah réwnoodlegta od AB, trzeba
dowie$¢, ze przeciecie acle  jest kotem i to mniejszem
od ADEBF.
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Dowodzenie. Na okregu kota A B obierani dowolnie
ilekolwiek punktow D, E, E it. d. Przez te punkta i 0$
CS przeprowadzam ptaszczyzny
CSD, CSE, CSF it d ktore
sie przetng z powierzchnig ostro-.
krezng po prostych CD, CE
i CE, z podstawag zas A B po pro-
mieniach SD, SE, SE, a z prze-
cieciem sa/-' po prostych sd, se
i af réwnoodlegtych od S D, SE
i SE (ho 27).

Poniewaz sd jest rownoodle-
gta od SD, jest wiec trojkat dCs
podobny D CS. Dla takiejze przy-

czyny jest trojkat eCs podobny ECS itrdjkat/Cs po-
dobny PC/S. Z podobienstwa trojkatow® dCs i DCS
wypada, ze tak sie ma:

1) ds :DS = Cs : CS

Z podobienstwa trojkatow eCs i /iJCaS jest rodwniez:
2) es :ES = Cs : CS

Nakoniec z podobienstwa trojkatow fCs i ECS  jest:
3) fs :ES = Cs :CS e«

W proporcyach 1), 2) i 3), drugie stosunki sg sobie
réwne, wiec i pierwsze sa sobie réwne, jest wiec:
ds :DS =es :ES =fs :FS
W tym ciggu stosunkéw nastepniki D S, ES i ES

sg sobie réwne jako promienie jednego kota, a wiec i po-
przedniki ds, es i fs musza by¢ takze sobie rdéwne.

http://rcin.org.pl



Punkta wiec linii krzywej adebf sg réwno oddalone od
punktu 9 wewnatrz niej znajdujgcego sie, linia wiec ta jest
okregiem kota aptaszczyzna adebf kotem.

Uwazmy teraz, ze wv drugim stosunku proporcyi 1)
jest poprzednik mniejszy od nastepnika, to jest Cs <: CS
jako czes¢ od swojej catosci, a wiec i wvpierwszym sto-
sunku poprzednik, to jest promieA ds jest mniejszy od
swego nastepnika, to jest ])romienia D S, atem samem
koto adebf jest mniejsze od kota ADBEF.

lizeczg jest widoczng, zeim przeciecie réwnoodlegte
od podstawy, blizsze bedzie wierzchotka C, tem tez Cs
bedzie co raz mniejsze od CS, atem samem i ds co raz
nniiejsze od J)S, a zatem ikoto adebf co raz mniejsze
od podstawy ADEBF. Przeciecie wiec ostrokregu pla-
szczyzng roicnoodleglaj od podstawy jest i t. d. co byto do
okazania.

Twierdzenie.

119. Powierzchnia boczna kloca ostrokregowego pro-
stego, réwna sie iloczynowi z tworzacej tegoz kioca przez
potoice summy okregow kot stuzacych mit za podstawy;
albo rowna sie iloczynowi z tworzacej kloca, przez otarag
kota przechodzacego przez S$rodek tworzacej, rownoodlegte
od podstaw.

Zatozenie. Niech bedzie kloc ostrokregowy AB DE
(fig. 86), trzeba dowies¢, ze jego powierzchnia boczna ro-
wna sie iloczynowi z tworzacej np. EB, przez potowe
summy okregéw kot AB i DE stuzacych mu za podsta-
wy; albo iloczynowi z tejze samej tworzacej, przez okrag
kota HJ przechodzacego przez jej Srodek.

Solifoineinvit 18
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Dowodzenie.  Na podstawie DE ustawiam ostrokrag
DEC  dopetniajagcy dany kloc ostrokregowy AB DE do
catego ostrokregu ABC. Z punktu i> wyprowadzam do

"tlaii
Fig. 86.

B C prostopadta B F réwng okregowi kota i punkt
F z punktem C #tgcze linig prostg. Z punktu E wyprowa-
dzam' linig EG prostopadty do BC \ powiadam, ze
linia EG réwna sie okregowi kota DE, albowiem ma sie:

Okr. AB : OVY.DE AB : DE.

Poniewaz za$ trojkat A CB jest podobny tréjkatowi D CE,
bo linia DE jest réwnoodlegta od AB; wiec ma sie:

AB : DE = CB : CE.

A zatem ma sie:
Okr. AB : Okr. F E CB : CE
Ze za$ jest:
CB : CE =BF i EG,
bo tréjkat CBF jest podobny trojkatowi CFG, g(\yz EG

jest rownoodlegta od B F; wiec ma sie takze:
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Okr. AB : Okr. DE -- BF : EG.

Lecz z wykres$lenia BF — Okr. AB, wiec w tej propor-
cyi poprzedniki sa, sobie réwne, zatem i nastepniki ro-
wne by¢ muszg; jest wiec Okr. DE = EG, co bylo do
okazania.

Podobnie okazacbhy mozna, ze Okr. Hl — JK

Powierzchnia ostrokrezna ABC ~ CB X A

(ho 102), a ze Okr. AB = BF, wiec powierzchnia ostro-
B F
krezna ABC= CB X powierzchni tréjkata CBF.

Podobniez powierzchnia ostrokrezna DE C,jako réwna
CE X = CE X bo Okr.DE = EG, ro6-

wna sie powierzchni tréjkata CEG.

/

Nakoniec powierzchnia kloca ostrokregowego AB DE
rébwna powierzchni ostrokreznej x\BC mniej powierzchnig
ostrokrezng DEC; réwna powierzchni tréjkata  CBF
mniej powierzchnig trojkata CEG; rowna powierzchni

trapeza EBEG =-EB A ze BF="
Okr. AB, aEG = Ow'. DE, wiec powierzchnia boczna
Idoca ostrokreg. .1BDE = EB

Lecz powierzchnia trapeza EBFG réwna sie takze ilo-
czynowi z EB przez JK, wiec i powierzchnia kloca ostro-
kregowego ABDE"EBXJIC, aze J Okr. HJ
wiec powierzchnia boczna kloca ostrokr. =EBX  Okr. HJ.
Czyli ze iionnerzchnia boczna Jdoca ostrokregoicego j)roste-
go it d. co bylo do okazania.
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Uwaga. Oznaczywszy pi'omieii podstawy dolnej Idoca
ostrokregowego przez E, promien podstawy gornej przez %,
a tworzaca przez g, bedzie wzdr ogélny, ze:

2UIR+  2]Ir
Pow. hocz. kloca ostrokr. — g =~gJt{R+ ).

Twierdzenie.

120. Brylowato$¢ Idoca ostrokregowego réwna, sie ilo-
czynowi z wysokosci tegoz kloca przez summe z podstawy
dolnej, gbrnej i Sredniojeonietrycznie proporcyonalnej po-
miedzy temi dwiema ‘podstawami.

Zatozenie. Niech bedzie kloc ostrokregowy ABEE
(fig. 87), trzeba dowiesé, ze brytowatos¢ jego réwna sie ilo-
czyniowi z wysokosci, ktérg dla skrécenia oznaczmy W,
przez snmme z podstawy dolnej AB, goérnej PPisrednio-
jeometrycznie propotcyonalnej miedzy temi dwiema pod-
stawami.

Dowodzenie. Na podstawie EF ustawiam ostrokrag
EFC, dopetniajacy dany kloc ostrokregowy ABEF  do
catego ostrokregu

ABC. Na tej sa-

rnej plaszczyznie

na ktérej stoi

ostrokrag ABC,

ustawiam ostro-

stu] tréjkatny

G UJK maja-

cy podstawe

AB

a wysokos¢ ktoi'g
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oznaczam przez W, roéwng wysokosci ostrokregu A B C
i przypuszczam ze ptaszczyzna E F réwnoodlegta od pod-
stawy .1B jest przedtuzona tak, ze przecinajac ostrostup
G HJK, odcina tem samem ostrostup mniejszy Z 3/A"A',
ktérego wysokos¢ W" rdéwna sie wysokosci ostrokregu
EFC. Wysokos¢ zatem kloca ostrostupowego GHJILMN
réwna sie wysokosci kloca ostrokregowego ABEF ozna-
czonej pizez 11' Przeciecie LMN, jako réwnoodlegte od
GEJ jest trojkagtem podobnym trojkgtowi GHJ ([® 103)
i nadto bedzie trojkat i>J/A™ = Kot. F.F, a to dla tego,
ze kota majg sie do siebie jak kwadraty ze $rednic; be-
dzie wiec:

1) Kot AB : Kot EF = AB : EF.

Lecz tréjkat AB Cjcst podobny tréjkatowi EFC, bo EF
jest réwnoodlegta od AB; wiec ma sie:

AB [ EF CB : CF

a podnoszac wyrazy tej proporcyi do kwadratu, jest:

2 2 2 2

AB :EF = CB : CF
W tej proporcyi i proporcyi 1) stosunek AB : EF jest
wspdlny, zatem dwa drugie ztozg proporcye i ma sie:

a) KoL AB : Kot EF = C//: CF

Podobniez z podobienstwa trojkatow GHJ \ LMN

wypada, ze ma sie:
2

2) GHJ :LMN = GH : LN.

Poniewaz zas$ trojkaty GHK i LNK"a podobne, bo jest
LN réwnoodlegta od GH, wiec ma sie:

(IH : ™y Ka : A7..
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a podniostszy wszystkie wyrazy tej proporcyi do kwa-
dratu, jest:

GH LN = K7G : KL

W tej ostatniej proporcyi i proporcyi 2), stosunek
2 2
G H : XN jest wspblny, a wiec dwa inne stanowig pro-

porcye, ma sie wiec:
2

h) GHJ LMN KG : KL

Poniewaz podstawy dolne tak ostrokregu A B C jak

i ostrostupa GHJK, to jest koto A B i trojkat GH J s
na jednej ptaszczy-

znie, a ostrokrag

AB C i ostrostup

GHJK maja

z wykre$lenia ro6-

wne  wysokosci,

wiec wierzchotki

ich to jest punkta

B ofn", j Ci K znajdujq sie

na ptaszczyznie ré-

wnoodlegtej od

Fig. 87. ptaszczyzny pod-

staw; linie wiec CB i KG uwaza¢ mozna jako przecie-
te trzema plaszczyznami od siebie réwnoodlegtemi: jedng
przechodzaca przez wierzchotki C i K, drugg stanowiaca
przeciecia EF i IjMN, a trzecig na ktérej znajdujg sie
podstawy /! B i GHJ, zatem sg podzielone przez te pta-
szczyzny na czesci proporcyonalne (® 34); ma sie przeto:

CB :CF = KG : KL
czyli podnidstszy wszystkie wyrazy do kwadratu, jest:
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cii :CF = KG : Kil
Lecz stosunek CB : CF nalezy do proporcyi a), a stosii-

nek /iTC : KL do proporcyi b), proporcye wiec a) i b)
majg drugie stosunki rowne, zatem i pierwsze stanowi¢ be-
dg proporcye, i bedzie:
Kot. AB :Koh EF ~ GEJ : LMN.

AV tej proporcyi trojkat GHJ = Kot. AB z wykreSlenia,
czyli poprzedniki sa sobie réwne, a wiec i nastepniki beda
sobie réwne i bedzie trojkat L3I N = Kot. EF, co bylo
do okazania.

Brytow. ostrokregu X Kot. AB (no 111),
a ze koto AB = GEJ, wiec:

W
Brytowato$¢ ostrokregu ABC = 3 X GEJ réwna
brytowatosci ostrostupa GEJK.

W
Podobniez brytow. ostrokregu iiJP C = b7—X liol. EF,
a ze koto EF LA[X, wiec bedzie:
W
Brytowato$¢ ostrokregu EFC X i J/A" rébwna

brytowatos$ci osti ostupa E M N K
Brytowatosé kloca ostrokregowego ABEF  réwna bry-
towatosci ostrokregu ABC  mniej brytowatos$cig ostroki-e-
gu EFC; rowna brytowatosci ostrostupa GEJK  mniegj
brytlowato$cig ostrostupa EMNK; réwna brytowatosci
kloca ostrostupowego GEJIJAIN, a tem samem réwna
W (GE) +LMX +1 GEJ XL MX) (no 116).
0
"Wstawiwszy teraz za (r Il jego wartos¢ to jest koto A B,
aza LMX takze jego wartos$¢ to jest koto FA\ bedzie:
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Brytowato$¢ kloca ostrokregowego:
|
ABKF = " iKot. AB f Kot FF+ I/Kot. ABXKot.  EF).

Zatiha hryloLcato$¢ kloca ontrokregoicecjo réwna sie i t.ti, co
byto do okazania.

121. Uwaga Oznaczywszy pi‘omien podstawy dol-
nej kloca ostrokregowego przez i?, promieA podstawy gor-
nej przez r, a wysokos¢ kloca przez TT, bedzie:

ir
o Qi+ 131 R "Xdlr

Bi-ytow. kloca ostrokr.

(!)! {%R'+Utr' +y jinin?)

{UIR" +Jtr + UIRr)
ul w

Czyli, ze brytowato$¢ kloca ostrokregowego, réwna sie trze-
dej czesci iloczynu z przyblizonego stosunku okregu kola clo
Srednicy, przez wysoko$¢ kloca, rozmnozonej przez summe
z kwadratu pronuenia podstawy dolnej, z kwadratu promie-
nia podstawy gornej iz iloczynu tych dwdch ptrondeni.

122. Uwaga Professor Grunert wynalazt naste-
pujace wyrazenie na brytowatosci kloca ostrokregowego.
Poniewaz R" +r'+ Rr=R+ r+ RrRr — Rr
= R +2Rr + — R {R +rf —Rr jak ré-
wniez toz samo wyrazenie R” -l-r*+ Rr =R™ +Rr —
'R + 'dR = R'-2R Arr +3Rr = R—r ) "R r

a brytowato$¢ kloca ostrokregolv. = Iw {R™ I-r* +RT)
0

(/" 121), wiec wstawiajgcza RN fr' \ Rr dwa powyzsze

wylazenia bedzie:
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J W f )
1) Brytow. kloca ostrokreg. = +rY —Er lub

2)
Mnozac wyrazenie 1) przez 3, bedzie:
JCW ( 1
3) 3 Brytow. kloca ostrokr. 3 {E+r)'— 3 Br

Dodajac réwnanie 3) do rdwnania 2) otrzymamy:

4 Brytow. kloca ostroki". |3 +r)-+(R—ry”n,
a wykonywajac wskazane mnozenie, otrzymamy:

J W
4 Brytow. kloca ostrokr. Jtir {R+r)"' + (R-r)'

Dzielac obie strony tego ostatniego réwnania przez 4,
bedzie:

Jt 11 Jgb W
Brylow. kloca ostrokr. N {R+ry —rf.

Poniewaz Jt (R + ™ W jest brylowatoscig walca, kté-
rego promien podstawy réwny R +r a wysokos¢ W, za$
J{R—r)" W jest brytowatoscig walca, ktérego promien
podstawy réwny R —r a wysoko$¢ IF (® 95); wiec poto-
Zywszy :

JbJ{R +ry W

J{R~rYW

Walc.iR-i-r)

Walc.(R — r) znajdziemy

. Walc. (P +71) Walc. (R-r).
bryt. kloca osti okr. = -4 —

To jest, ze hryloicatos¢ Idoca osirokregowego, roéwna sie
czicarP'j czesci icalca, ktérego promien podstawy, réwny jest
summie promieni kél bedacych podstaicami kloca ostrokrego-
irego, wiecej dwunastci czescig locdca, Itérego promie pod-
stau-y jest roznica® promieni podsta/r tegoz kloca.

S(li<IQiiu'tiva.
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Na mocy tego wyrazenia tatwo utozyé mozna tablice,
dla utatwienia obliczed brytowatosci klocow ostrokrego-
wych, do$¢ czesto wydarzajgcych sie w praktyce.

Twierdzenie.

123. Kloc graniastoslupoiry trojkatny, sktada sie z trzech
ostrostupdw trojkatnych, z ktoérych kazdy ma za podstawe,
j)odstai(:e kloca, jeden za wysokos¢ jedna, drngi druga a trze-
ci trzecig wysoko$¢ kloca.

Zatozenie. Niech bedzie kloc gi-aniastostupowy trojka-
tny AB CDE-F (fig. 88), trzeba okazac, ze on skiada sie
z trzech ostrostupdw trojkatnych, z ktérych kazdy bedzie
miat za podstawe trdjkat AB C, to jest podstawe danego
kloca, a wierzchotek jednego bedzie w punkcie D, drugie-
go w punkcie E, trzeciego w punkcie F, czyli ze jeden be-
dzie miat za wysokos$¢ jedna, drugi druga, a trzeci trzecig
wysokos$é kloca.

Dowodzenie. Przez punktami, 1) i B przeprowadzam pita-
szczyzne, ktéra sie jjrzetnie z ptaszczyzng EC po prostej
AD, 1z ptaszczyzng FG po pi‘ostej DB, a z plaszczyzng

p ABC po prostej AB i odetnie
~ ostrostup tréjliatny  ABCD,
E r*H ktéry majac za podstawe trdj-
kat AB C SI wierzchotek w pun-
kcie D, jest pierwszym ostrostu-
pem szukanym.

Pozostaje wiec osti ostup

czworokatny A EFBD. Przez

Droste ED i DB przeprowa-

dzam plaszczyzne, ktéra prze-

y\cr. ss. sie ™ plaszczyzng yiEE B
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po prostej EB i podzieli pozostaty ostrostup czworoka-
tny AEEBD na dwa ostrostupy trojkatne AEBD
i EFBD. tacze punkt E z punktem C prostg EC
i jest pierwszy z tych dwoch ostrostupdw trojkatnych to

AEBD= AEBC, ho majg podstawe AEB  wspol-
ng, wierzchotek jednego jest w punkcie D, a drugie-
go w punkcie C czyli na prostej D C réwnoodlegtej od
podstawy, wysokosci wiec majg réwne; zamiast przeto
ostrostupa AEBD mozna wzigs¢ ostrostup AEBC,
ktory znowu mozna uwaza¢ jako majacy podstawe y#7i C,
a wierzchotek w punkcie E: jest wiec drugim ostrostupem
szukanym.

Pozostat nakoniec ostrostup trojkatny EFBD, ktéry
uwazam, ze ma za podstawe tréjkat DFB  a wierzchotek
w punkcie E. tacze punkt F z punktem A prostg FA
i jest ostrostup DFB E—DFB A, ho majg podstawe
DFB  wspolng, a wierzchotki na prostej EA réwnood-
legtej od podstawy. Zamiast wiec pozostatego ostrostupa
EFBD  mozna wzig$¢ ostrostup i)Pi).4, ktéry znowu
uwaza¢ mozna, jako majacy za podstawe tréjkat AFB
a wierzchotek w punkcie D. tacze punkt F z pun-
ktem C prosta FC i jest ostrostup AEBD AFB C,
ho majg podstawe AFB wspolna, a wierzchotki na
prostej D C i-6wnoodlegtej od podsta\Yy; zamiast wiec
ostrostupa AEBD, ktéry hyt réwny pozostatemu ostro-
stupowi EFBD, niozna wzig$¢ ostrostup AFBC;iQn
za$ ostatni uwazanym by¢ moze, jako majacy za pod-
stawe trojkat ABC a wierzchotek w punkcie F, czyli
Ze jest trzecim ostrostupem szukanym. A zatem Kkloc gra-
niastoslupowy trojkatny sktada sie z trzecli ostrostupow
trojkatnychi, z ktérych kazcly ma za podstawe, podstawe
kloca, i t. d. co byto do okazania.
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- ULcaga 1"™- Fig. 88" okazuje odciety pierwszy ostro-
stup szukany abcd.

d " f

Fiii. 83

Fig.88'* okazuje pozostaty osti'ostu]) czworokatny aefhd.
f Fig. 8™ oka-

zuje pozostaty

ostrostup czwo-

i-okatny  aefhd

J'ozdzielony na

dwa ostrostupy

AN trojkatne  aebd

A 88 i efh (l.

Fu, 8 f.
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Fig. 88" okazuje zamieniony ostrostup aehd na jemu
rébwnowazny ostrostup aehc bedacy drugim ostrostupem
szukanym.

Fig. okazuje zamieniony ostrostup efhd na jemu
réwnowazny ostrostup  afbd.

Fig. 88/ okazuje zamieniony ostrostup afbd réwno-
wazny ostrostupowi efbd, na ostrostup o.fbc bedacy
A ti-zecim ostrostupem szukanym; nakoniec:

Fig. 88" okazuje trzy ostrostupy szukane abcd,
ab ce i ab cf skladajace brytowatos¢ danego kloca gra-
niastostupowego.

124. Uwaga Chciawszy obliczy¢ brytowatos¢ klo-
ca graniastostnpowego trojkatnego, potrzeba obliczy¢ bry-
towato$¢ kazdego z trzech ostrostupéw tidjkatnycli na
ktére sie kloc rozdziela i brytowatosci te do siebie dodac.
Oznaczywszy wiec podstawe danego kloca graniastosinpo-
wego trojkatnego przez P, jedna jego wysoko$¢ przez 11?
druga przez W\ trzecig przez IF', bedzie:
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Brytowatos¢ " ostrostupa trojkatnego = FX Xv(n" 108).
0

2p w
' FX

Dodawszy te brytowatoSci do siebie i wyjmujac przed
nawias wspoélny czynnik F, bedzie:

Brytow. kloca graniastost. tréjk. = P A

czyli, ze hnl/ioicatos¢ kloca gramastoslupowego trojkatnego
rO2vna sie iloczynowi z podstawy przez trzecig cze$¢ summy
trzech jego icysokosci.

125. Uwaga Jezeli kloc graniastostupowy jest pro-
sty jak na tig. 88, kazda wtedy jego krawedz, jak AE,
Cl) i BF, jest jedng z trzech jego wysokosci; nie przed-
stawia sie wiec zadna trudno$¢ w ich wymierzeniu, a tein
samem obliczeniu brytowatosci danego kloca. Lecz jest
zupetnie co innego, kiedy kloc dany jest pochyly (jak np.
tig. 89), bo w takim razie jedne tylko wysoko$¢ OJ, jako

zewnatrz kloca padajaca,
w])rost za pomocg pionu
wymierzy¢é bedzie mozna;
inne za$ jako wewnatrz
kloca padajgce, w ten spo-
sob co pierwsza wymierzy¢
sie nie dadzg, i tylko wy-
rachowane by¢ musza. Ze-
by to uskuteczni¢ oznacz-
my krawedz B G przez h,
krawedz CD przez b/,
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krawedz AE przez h", tudziez wysoko$¢ tr./ przez v,
wysokos¢ DH przez iv' i nakoniec wysoko$¢ EF przez w".
Z tych szesciu prostych, cztery to jest b, b', b" i w jako
bezposrednio wymierzy¢é sie dajace przyjmiemy za wiado-
me, a dwie pozostate to jest iv' iw" na mocy tych wia-
domych obliczy¢ nam bedzie potrzeba.

Poniewaz proste AE, CD i BG jako krawedzie klo-
ca, a proste DH i GJ jako prostopadte do jednej
ptaszczyzny, to jest podstawy kloca, sg od siebie rownood-
legte, wiec ptaszczyzny AEF, CDH \ B G,1 przez tez
proste przechodzace sg od siebie i-6wnoodlegte; wspolne
zatem przeciecia sie tych ptaszczyzn z ptaszczyzng podsta-
wy kloca, czyh linie AF, CH ii?/ sg od siebie réwno-
odlegte (no 27): tréjkaty przeto AEF, CDH iB 6Vma-
jace boki odpowiednie od siebie réwnoodlegte, sg sobie po-
dobne a tem samem maja boki odpowiednie proporcyonalne.

Z podobienstwa trojkatéw BGJ i CDH wypada:

BG :GJ = CD :DH czyli
b:w = b :iv aztad
b' IV
b.
Z podobienstwa tréjkatéw B GJ i AINJF  wypada:
BG :GJ-= AE :EF czyli
b:w = b" :w' a ztad
b" w
= Ti:
Wedtug poprzedzajacej uwagi brytowato$é kloca gra-

. , . Mov +w+ o)
niastostupowego trojkatnego réwna sie F » A J

w =

albo inaczej réwna ™ + 4 ?/+"). WSstawiwszy wto osta-

tnie wyrazenie za i ?;" wynalezione ich wartosci, bedzie:
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Brylow, kloca graniastost. trujkatn. pochyt.~ 4 ~N)

P ihw + h*w+b" w\
—1Jy I
Pw

to jest: ze brytowatos$¢ kloca graniastoslupowego troéjkatnego
lioctiytego réwna sie iloczynowi z podstawy kloca przez icy-
solcos¢ padajaca zeicnatrz, podzielonemu przez potrojong
krawedz, z lconica ktdérej pada wysoko$¢ zewnetrzna, a roz-
mnozonemu przez summe z trzech krawedzi danego kloca.

Twierdzenie.

126. Brylowato$¢ kloca graniastoslupowego tréjkatnego,
czy prostego czy pochytego, réwna sie iloczynowi z jego pro-
jilu przez prosta taczaca Srodki ciezkosci obu podstaw, albo
prostg przeprowadzong przez $rodek ciezkosci tegoz profilu
réwnoodlegte od $cian danego kloca a koficzacg sie na jego
podstawach.

A Zalozenie. Niech bedzie
‘Agraniastostup pochyty
ABCDEF (tig. 90), mam
dowiesé, ze jego brj-tow atos¢
réwna sie iloczynowi z.profilu
ahc przez linig KJ przepro-
wadzong przez srodek ciezko-
Sci tegoz profilu, to jest przez
punkt k réwnoodlegte od Scian
(lanego kloca, a konczacy sie

na jego podstawach.
Fiff. 90.
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Dowodzenie. Polcjcziiiy punkt (J bedacy Srodkiem
boku AC z punktem B prosta GB, i te ostatnig po-
dzielmy na trzy réwne czeSci. Punkt J znajdujacy sie
w dwdch trzecich czesciacli od wierzchotka, jest $rod-
kiem ciezkosci podstawy ABC. Aby znalez¢ S$rodek
ciezkosci profilu ahc i drugiej podstawy DEF,  dosy¢
poprowadzi¢ przez punkt J linie roéwnoodlegte od kra-
wedzi danego kloca np. od CF, a punkta przeciecia
k i K bedg szukanemi S$rodkami ciezkosci; jezeli bo-
wiem popiowadzimy pi-osta GE rownoodlegta od AD,
ktora proste ac i DF podzieli na dwie réwne czesci
i polaczymy punkta przeciecia g i H z itunktami h i E
prostemi, to pochyte GB, gh i HE zawarte miedzy
rownoodlegtemu GH i BE podzielone bedg przez pro-
stag KJ w punktach J, k i K na czesci proporcyonal-
ne. Skoro wiec jak wiemy punkt J jest Srodkiem ciez-
kosci trdjkata ABC, to i punkta k i K bedg takze
Srodkami ciezkosci tréjkatébw ahc i DEF. Poprowadz-
my wreszcie przez punkt K i)rosta L]\[ réwnoodlegta
od GB, i uwazmy dwa ti-Ojkaty LKH i AIKE. Troj-
katy te jako rownokatne sg podobne i daja:

HK : KE HE : ME, ze za$ jest
z wykreslenia UK: KE — 1:2,
wiec jest i HE :ME = 1:2
a ztad 1) ME HE.

Poniewaz prosta GH dzieli boki nieréwnoodlegte
AC i FD trapezu A CFD na potowy, jest wiec S$re-
dnio-arytmetycznie proporcyonalng miedzy AD i CF,
a ztad wypada ze:

Siilidomelr} n
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2) 2GH = AD -h CF
Prosta KJ— GL jako réwnoodlegte zawarte miedzy
réwnoodlegtemi, a poniewaz:
GL="GH + HL, wiec i  KJI=GH + HL
czyli 2 KJ = 2GH+2 HL

a wstawiajac za. 2 GH warto$¢ z réwnania 2) jest:

3) 2KJ = AD-\- CF + 2 HL.

Fig. 90.
Lecz figura pokazuje ze jest:
JKX =BM = BE — ME.
Kladagc zas za ME wartos¢ z 1) jest:
4) JK = BE—2HL.
Dodajac teraz rownania 3) i 4) do siebie, bedzie:
?7>JK = AD +"CF+ 2HL +BE—2HL

. AD+ CF +BE
czyli JK =
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Ze za$ jest bryt. ldoca abcCA B—abc ' j

a brytowato$¢ kloca abc FD E=abc | ~ ~ ~ 1

Zatem brytowato$¢ kloca

4 nCDEF = akc +
cyli 0
. AD + CF + BF
Aze JA — —
0
jest zatem brylowato$¢ kloca ABCDEF = abc X JK.

Brylowato$¢ wiec Uoca graniastoslupowefio trojkatnego czi/
prostego czy i t. J., co bylo do okazania.

Twierdzenie.

127. Brytowatos¢ lioca graniastostapowego wietolcatne-
go, réwna sie iloczynowi z jego projilu przez prostg taczaca
$rodki cieztcosci podstaw, albo inaczej przez prostag poprowa-
dzong przez S$rodek ciezkosci profilu réwnoodlegte od krawe-
dzi tdoca a zawartg miedzy jego podstawami.

Zatozenie. Niech bedzie kloc graniastostnpowy czworo-
katny AB CD abcd (fig. 91), mam dowie$¢ ze jego bryto-
wato$¢ réwna sie iloczynowi z profilu d b' ¢ d' przez proste
Kk przechodzacg przez punkt // Si'odek ciezkosci tegoz
profilu, rownoodlegte od krawedzi kloca danego i opieraja-
cq sie na jego podstawach, albo przez proste tgczacg $rod-
ki ciezkosci tychze podstaw.

Doicodzenie. Aby znalez¢ $rodki ciezkosci profilu i pod-
staw, poprowadzmy przekatne d'b’, DB i db a nastepnie
sposobem wiadomym i wyzej juz podanym, wyznaczmy $ro-
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dek ciezkosci /" trdjkata
a' h'd" i srodek ciezkosci h'
tréjkata d' h'c. Poprowadz-
my nastepnie przez punkta
f ih' proste Ff iHh ro-
wnoodlegte 0AJJb, a bedzie
F Si'odkiem ciezkosci troj-
kata ABD; H $rodldem
ciezkosci trojkata ])BC;
za$ f srodkiem ciezkosci
tréjkata ahd; h Srodkiem
ciezkosci trojkata dbc. Je-
zeli teraz pofaczymy pun-
kta F\ H; f ih'; fi h
prostemi, wyznaczy sie $rodek ciezkosci k' profilud Uc d'
Z proporcyi: f kK :kh = dbc : ahd
a popi"Ow'adziwszy przez znaleziony ztad punkt k' prostg
Kk réwnoodlegtg od Bb, bedzie K $rodkiem ciezkosci pod-
stawy i>C7>), a k srodkiem ciezkosci podstawy abcd.
Przez punkt k poprowadzmy linie mn roéwnoodlegia
od Fil iuwazmy dwa tréjkaty fkn i mkh. Trojkaty te
jako rownokatne sg podobne i daja:
fn : inh fk : kh
A ze jest: fk : kh fk' : Kh'

i nadto /'/ ' ; kil dbc :abd
wiec jest: fn : mh d'b'c' ;. abd
nih X <I'b' ¢
a ztad 1) fn = a2 b d
tigura pokazuje, ze jest: Ff Fn+fn, a kladac

w to rdwnanie za  jego warto$¢ 1) i uwazajac ze  Fn=Kk
jako réwnoodlegte miedzy réwnoodlegtemi, jest:
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mli X b' ¢ d
2) Ft' = Ja- +
. abd -
Figura takze jiokaziije, ze jest: Hh = Em — mh,
a kladtjc Kk za Hm. jest:
?>) Hh = Kk~mh

Wiemy z j)oprzedzajgcego (ri® 126), ze:
Biytowatos¢ kloca AB l)abd = a' b'd X Ff

a ktadac za Ff warto$¢ 2) jest:
Brytow. kloca Dabd ~ a' b' d "Kk-\ a'

albo wykonywajac mnozenie otrzymamy:

4) AB Dabd = b'd X Kk + mJi X b'c d
Jest znowu (n" 126): Bryt. kloca B CDbcd = b'c'd" X Hh
a ktadac za Hh wartos$¢ 3) i wykonywajgc mnozenie jest:
5) Bryt. ldoc.B CDb cd = b' ¢ dX Kk —b'c'dX mh

Dodajac i-6wnanie 5) do 4) bedzie:
Br. ABDahd"Ws. BCl)hvd*abdx Kk + mh x bed +bcdx Kh-mh x bed
czyli:
Brytow. ABCDabcd = a'b'd' X Kk + b'c'd' x Kk - Kk (a'b'd" +b'cd")
albo nakoniec:
Brytowato$¢ kloca AB CDabcd = a' b'c' d X Kk

Brylowato$¢ rciec kloca grrmiastoslupoiceyo wielokatnego ro-
wna sie it. d. co byto do okazania.

128. Uwaga Chcac obliczy¢ brytowatos¢ jakiego-
kolwiek kloca wielokatnego, jako to: pieciokatnego, szescio-
katnego it. d., dosy¢ roztozy¢ go na dwa lub wiecej klocow,
ktorych brytowato$¢ juz znamy i postepowac zupetnie tak
samo jak w przypadku powyzszym.

129. Uwaga'J'-""- Tak jak walec uwazaliSmy jako gra-
niastostup majacy za podstawe wielokat o bardzo wielkiej
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liczbie bardzo matych bokéw, tak tez kloc walcowy, czyli
cze$¢ walca .zawarta miedzy podstawag a przecieciem iiie-
réwnoodlegtem od podstawy, uwaza¢ mozna sposobem ro-
wnie przyblizonym za kloc graniastostupowy wielokatny
0 podstawie majacej bardzo wielka liczbe bardzo matych
bokdw”; brytowatos¢ wiec kloca walcowego réwnaé sie be-
dzie iloczynowi z jego profilu, czyli przeciecia prostopadte-
go do osi, przez tez oS, ktora jest zarazem linig t3czacy
Srodki ciezkosci podstaw kloca walcowego.

Twierdzenie.

130. Brylowato$¢ bryly utworzonej obrotem jakieyokol-
wiek wielokata, okoto osi lezacej na jego ptaszczyznie, réwna
sie iloczynowi z prajilu tej bryty przez ftinie, ictérci w czasie
obrota przebiega $rodek ciezkosci tegoz profilu. Bryla taka
zowie sie obrotowa,

Zalozenie. Niech
bedzie np. czworokat
ABCD (fig.92) le-
zacy na plaszczyznie
ABEF,  ktory obra-
ca sie okoto osi EF,
mam dowiesé, ze
brytowatos$¢ bi-yly
x\BCDahcd utwo-
rzonej obrotem tego
czworokata réwna sie
iloczynowi z profilu

B CD przez linig
Fig. 92 Kk, ktorg w czasie

obrotu przebiega punkt K $rodek ciezkosci tegoz profilu.
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Doicodzenie. Odcinam na tuku tuczki yla', a‘'a",
a"a"'i t.d., tak mate, zeby je mozna uwaza¢ za linie
proste i przez o$ EF, tudziez punkta a', a", a™. .. a"

przeprowadzam ptaszczyzny. Plaszczyzny te przetng bryle
dang i utworzg znowu profile a' h' ¢ d; a" h" c" d";
a" h"c¢"d". ..a" Ir ¢c"r/" ktére przetna sie znowu
z tukiem Kk w $rodkach ciezkosci k' k" k™. .. /", a calg
bryte podziela na mate brytki jak AB CD a' h'c' d
a h'c¢ d a" h" c" d"; a" h" c¢" d" a™m b™ ¢ d"
it d.

Poniewaz tuczki Aa', Bb', Cc', Dd' i t. d sa
z przypuszczenia tak mate, ze uwazane by¢é moga prawie
za linie proste, wiec kazdg z tych brytek na ktore sie da-
na bryta obrotowa rozdzielita, uwaza¢ mozna za kloc gra-
niastostnpowy wielokatny, a jak w obecnym razie czwo-
rokatny. Opierajagc sie wiec na tem coSmy juz powyzej
(no 127) dowiedli, bedziem.y mieli na wyrazenie ich bry-
fowatos$ci nastepujgce rownania:

l1h-yt. AB CD d b'c'd'=ABCDX Kk'
a'bcd a'b"c'd"=albcd Xkk'=AB CD Xk k"
a"b"c"d"a™p™c™d"a"b"c"d"Xk"k"'=ABCDXKk"k"

fi
a™b" ¢"d:' abcd MaMb™ ABCDXk"k
ktére do siebie dodawszy olrzymamy:
Bryt. ABCl)abcd=ABCD (/i7/'+/I'A"+ [["/I"™"... K" h-)=ABC])XFk

Brylowatos¢ wiec bryly utworzonej obrotem jakiegokolwiek
wielokata i t. d. co byto do okazania.
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131. Jezeli obracaé bedziemy pdtkole okoto jego $redni-
cy i NYysta'vimy sobie, ze ono w kazdem potozeniu $lad po
sobie pozostawia, to powrdciwszy do pierwotnego potozenia
pdtokrag dany zakres$li powierzchnie krzywag zwang po-
wierzclmig kuli, a samo poHcole bryte zwang kida.

Fiir. 93. .
Fig. 93

Poniewaz w czasie obrotu potkola okoto $rednicy, zaden
punkt pétokregu nie zmienit swej odlegtosci od Srodka, wiec
wszystkie punkta powiei*zchni kuli sa w jednakowe]j odlegto-
$ci od punktu wewnatrz kuli znajdujacego sie. Kida wiec jest
to hrifla ograniczona poiferzchma krzywa, ktérej icszystkie
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punlda sa nncno oddalone od punktu wewnatrz tej hryly
znajdujacego sie, zwanego Srodkiem kidi.

Linia prosta idagca od S$rodka kuli do jej powierzchni,
nazywa sie promieniem'kuli.  Wszystkie promienie kuli sg
sobie rowne, bo wszystkie punkta powierzchni kuli sg ro-
wno oddalone od jej $rodka. Linia prosta przechodzaca
przez $Srodek kuli i opierajgca sie koricami swemi na po-
wierzchni kuli, nazywa sie $rednicg albo osig kuli. Kazda
wiec Srednica czyli o$ kuli sktada sie z dwdch promieni
kuli. Wszystkie zatem S$rednice czyli osie jednej kuli sa
sobie rowne.

132. Kule majace promienie réwne, sg sobie réwne.

133. Ptaszczyzna majaca jeden tylko punkt wspdélny
z powierzchnig kuli i wiecej mie¢ nie mogaca, nazywa sie
plaszczyzng  styczna.

134. Cze$¢ powierzchni kuli jak nli. ABCD (fig. 03
i 93") zawarta pomiedzy okregami dwoch két AB i DC
od siebie rownoodlegtemi nazywa sie pasem kulistym, a ko-
ta AB i DC jego podstawami.

Jezeli jedna z podstaw pasa kulistego jest styczng z po-
wierzchnig kuli, czyli, jezeli pas kulisty ma rzeczywiscie
jedng tylko podstawe jak np. AGBA (fig. 931 93"), na-
waa sie wowczas czaszka.

135. Cze$¢ kulT, np. ABCD (fig. 93 i 93«), zawarta
miedzy dwYma kotami xiB i DC od siebie réwno-
odlegtemi i otoczona pasem kulistym, nazywa sie
albo klocem kidistym, zawarta za$ miedzy czaszkg i jej
podstawg, jak np. AGBA nazywa sie odcinkiem Kkuli.

136. Wysokoscig pasa lub kloca kulistego jest prosto-
padta spuszczona z jednej jego podstawy na druga, jak np.
linia EF (fig.93 i 93")-

Soliddiiiel  :i.
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Twierdzenie.

137. Kazde przeciecie kuli ptaszczyzng jest koleni.

Zatozenie. Niech bedzie kula przecieta ptaszczyzng
AB (tig. 94), mam dowie$é, ze powstate ztad przeciecie
ACDINFF jest kotem.

Dowodzenie. Na przecieciu tem obieram dowolnie ite-
kotwiek punktéw, np. A, C, i), B, E i F. Ze $rodka kuli
to jest z punktu S spuszczam
linie S G prostopadtg na pta-
szczyzne, ACDBEE i pun-
kta A, C, i), B, EiF Z pun-
ktami S i G tgcze liniani pro-
stemi.

Poniewaz punkta A, C, D,
B, E i F znajdujg sie na po-
wierzchni kuli, wiec linie >S4,
SC, SD it d. sa sobie réwne
jako promienie kuli (n™ 131); a ze te linie wzgledem linii
SG prostopadtej do ptaszczyzny ACDBEE sg pocliy-
temi, wiec ich spodki znajdowac sie musza na jednym okre-
gu kota, ktdérego Srodkiem jest spodek prostopadiej SG
(no 13). Przeciecie wiec /1 Ci) YiF F jest kotem, a linia
krzywa ACDBEE okregiem tegoz kota, kt6j-ego pro-
mieniami sg linie GA, GC, GD \i. d. A zatem przecie-

cie tadi i t. d. co byto do okazania.

Fwaya P"- Im bardziej cieciwa oddala sie od $rodka ko-
la, tem jest mniejszg, a tem samem pi-zeciecie kuli bardziej
oddalone od $rodka, jest kotem mniejszem od przeciecia
bardziej do S$rodka kuli zblizonego. Pj-zeciecie kuli przez
jej srodek jest kotem najwiekszem, i dla tego tez nazywa
sie colein uielkiem. Kazde inne przeciecie kuli nazywa sie
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kotem maleui. Promien kota "Yielkiego jest rowny promie-
niowi kuli. ICofa wielkie przecinajace sie z soba, dzielg sie
wzajemnie na dwie réwne czesci, poniewaz ich wspolne
przeciecie przechodzi przez $rodek tychze kot ijest dla nich
wspolng S$rednica.

Kazde koto wielkie dzieli kule i jej powierzchnie na
dwie réwne czesci.

Cicar/a Linia taczaca Srodek kuli ze Srod-
kiem kota matego ACDBEF (tig. 94) jest do ptaszczy-
zny tego kota prostopadty, a wiec nawzajem prostopadia
do ptaszczyzny kota matego, ze $rodka tegoz kota wypro-
wadzona przechodzi przez $rodek kuli, a przediuzona do-
statecznie, przetnie powierzchnie kuli w dwéch punktach
i bedzie osig kuli.

138. Biegunem kola wielkiego czy matego, nazywamy
punkt na powierzchni kuli réwno oddalony od punktéw
okregu tegoz kota. Jezeli wiec ze $rodka kota, bedacego
przecieciem kuli, wyprowadzimy do tegoz kota prostopadta,
to ona przejdzie przez $rodek kuli i bedzie osig tejze kuli
(fig. 1.S7 Uicaga2""-), majaca konce réwno oddalone od
okregu kota danego, a tem samem bedace biegunami tak
tego kota jak i wszystkich két od niego réwnoodlegtych.
Z tego sie okazuje, ze kazde koto ma na powierzchni kuli
dwa bieguny, bedace koricami osi kuli przechodzacej przez
Srodek tegoz kota prostopadle do jego ptaszczyzny.

Przez dwa punkta obrane na powierzchni kuli mozna
zawsze przeprowadzi¢ tuk kota wielkiego, gdyz dwa te
obrane punkta i $rodek kuli, stanowig trzy punkta ozna-
czajagce potozenie plaszczyzny ® 1).

Jezeliby dwa pnnkta na powierzchni kuli byty obrane
tak, izby ze Srodkiem kuli lezaty na jednej linii prostej be-
dacej osig kuli, w takim i'azic moglibySmy jroprowadzi¢
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nieskonczong liczbe kot wielkich, ktorych okregi przez dwa
obrane punkta przechodzi¢ beda,

139. Jezeli przez o$ kuli, to jest przez linie GH (fig. 93)
przeprowadzimy ilekolwiek két wielkich np. GADH  C.i
i GJ HK, ktorych ptaszczyzny bedg prostopadie do kot
AB i DC, to jest w ogolnosci do kot prostopadiych do
osi GH (no 47), a tem samem od siebie réwnoodlegtych,
w takim razie kota GADHCB i GJHK i t. d zwac
sie beda pohidnil-aini, a kota od siebie row”ioodlegte jak
np. AB, DC it d. réicnoleznikami. g

Fiu". 9.5.
Figi 93 ri.

140. Przecigwszy kule przez je] srodek (fig. 93) pta-
szczyzng réwnoodlegta od AB lub DC, otrzymamy koto
wielkie L M. Poniewaz i)taszczyzny potudnikdw sa, podtug
poprzedzajacego, prostopadie do plaszczyzny rownolezni-
kow, sg przeto prostopadte do ptaszczyzny kota wielkiego
L M, a wiec wspdlne przeciecie sie potudnikéw czyli linia
G'/l Jest rowniez prostopadig do ptaszczyzny kota L M
(no 52), czyli prostopadtg do linii TM iJK (no7); katy
wiec GSL, GSJ, GSM, GSK it d. sg proste; a ze
one majg za miary tuki G GJ, GM, GK it d., pi'ze-
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to tuki te sg ¢wiartkami a wiec maja po 90" Punkta za-
tem G \ H od okregu kota LM, czyli bieguny od okregu
kota wielkiego sg odlegte o 90"

141. Poniewaz ptaszczyzny potudnikéw sg prostopadte
do ptaszczyzn réwnoleznikdw, wiec i tuki tych pierwszych,
sg do drugich prostopadte. Na mocy tego nastrecza sie ta-
twy sposob oznaczania na powierzchni kuli, biegunéw kota
danego; dosy¢ bowiem z dwdch punktéw okregu kota da-
nego, wyprowadzi¢ dwa tuki kot wicdkich do niego prosto-
padte, a wspdine przeciecia sie tych tukéw oznacza szuka-
ne bieguny. Gdy koto dane jest kotem wielkiem, to dla
znalezienia jego biegunéw, dosy¢ jest poprowadzi¢ jeden
tuk kota wielkiego do niego prostopadty i na nim tak po
jednej jak i drugiej stronie kota danego odciaé¢ po 90°.

Odwrotnie, gdyby na powierzchni kuli byt oznaczony
biegun kota wielkiego, a szto o nakreslenie okregu tegoz
kota, w takim razie z danego bieguna, otwartoscig cyrkla
réwng cieciwie 90°, nakresliwszy na powierzchni kuli okrag
kota, okrag ten bedzie szukanym okregiem kota wielkiego.

T)o kreslenia okregébw na powierzchni kuli uzywa sie
cyrkli zwanych kulistemi, za pomocg ktérych, mozna za-
kresla¢ kota na powierzchni kuli, réwnie tatwo, jak cyrkla-
mi zwyczajnemi na ptaszczyznie.

142. Wycinek kota wielkiego kuli, obracajac sie okoto
jednego ze swych bokoéw, tworzy bryte zwang ostrokregiem
albo u-ycinkiem kulistym. Tak np. wycinek NSH  (fig. 93
i 93"), przez obrét okoto boku SH tworzy ostrokrag
kulisty SN HO.

Ivazdy ostrokrag kulisty jak np. SN HO, sklada sie
z odcinka kuli NHON i z ostrokregu zwyczajnego  NSO.

143. Cze$¢ powierz(hni kuli (fig. 93),
zawarta pomiedzy dwoma potudnikami HDAG i HIG
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nazywa sie tasma. Potokregi li DAG i liJG  ogra-
niczajace tasme nazywaja sie bokami ‘taSmy. Bryta
GSHLDAGJH bedaca czescig kuli a zawarta pomie-
dzy dwoma ptaszczyznami potudnikéw, to jest pomiedzy
ptaszczyzng GSHLDA i ptaszczyzng GSBJ a tasma
HL DA GJLi nazywa sie klinem kulistym.

144. Cze$¢ powierzchni kuli (fig. 95) jak np. AHC,
zawarta pomiedzy trzema tukami kot wielkich nazywa sie
trojkatem kulistym.  ZiUki AB, BC

i -i C ograniczajace trdjkat kulisty
nazywajg sie jego bokami.

Przypuszcza sie, ze kazdy z bo-
kéw trojkata kulistego jest zawsze
mniejszy od pot okregu kota. Katy
zawarte pomiedzy plaszczyznami na
ktérych leza boki tréjkata kulistego,
sg katami tegoz trojkata.

Fi". =

Tj'6jkat kulisty moze by¢ rdicnoboczny, réwnoramien-
ny i réznoboczny, podobnie jak trojkat prostokresiny.

145. AYielokat kulisty Di~"FGH (fig. 96) jest to
cze$¢ powierzchni kuli zawarta pomiedzy ilgkolwiek tu-
kami kot wielkich.

Nadmiar trzech katow trdjkata
kulistego nad dwa katy proste, lub
katow wielokata kulistego nad dwa
katy pi-oste wziete tyle razy ile
wielokat ma bokéw mniej dwa, na-
zywa sie przepetnieniem kuUst/-m.
I tak np., jezeli jeden Kkat tréj-
kata kulistego ma 80°, drugi 93°,

Fii(. %
trzeci 86°, czyli wszystkie trzy
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wazg 259°, przepetnieniem wiec lailistem ljedzie w tym
razie nadmiar 259° nad 180°, czyli 259°-180° to jest 79°.

Podobniez, jezeli wszystkie katy ])ieciokata kntistego
wazg razem (329°, 1G'i 23", to przepetnieniem knlistem
bedzie wéwczas, nadmiar G29°, 16', 23" nad 180° wziete
razy (5— 2), czyli bedzie 629°, 16', 23"—180°X 3 =
629°, lu', 23"—540° tojest 89° 16', 23".

146. Bryta majgca za podstawe jakikolwiek wielokat
kulisty a za S$ciany ptaszczyzny oparte na bokach tegoz
wielokata i schodzace sie w $srodku kuli, nazywa sie ostro-
stupem tmlisti/m, ktdry podobnie jak ostrostup zwyczajny,
przybicia nazwisko od ilosci bokéw podstawy.

147. Dwa tréjkaty kuliste majace katy i boki odpo-
wiednie rowne, lecz w prost przeciwnym kierunku utozo-
ne, nazywajg si¢ symetrycznemi

Twierdzenie.

148. Kat tdory tworzg #tuki dwdch kot wieldch przeci-
najacych sie z soba, jest réwny tcatowi zawartemu pomiedzy
stycznend, do tych dwoch lukéw z ich wspdlnego przeciecia
sie wyprowadzonemi. Kat ten ma za miare luk zakreslony
z jego wierzchotka promieniem réwnym cieciwie

Zatozenie. Niech beda dwa tuki két wielkich A GBD
i AHCJ) (tig. 97) przecinajace sie z sobg; mam dowiesc,
ze kat pomiedzy temi tukami zawarty, bedzie réwny Kka-
towi zawartemu pomiedzy stycznerni do tycli dwdch tu-
kéw z ich wspdlnego przeciecia sie, to jest z punktu A
wyprowadzonemi i bedzie miat za miare tuk B C, z pun-
ktu A jako z bieguna nakres$lony a miedzy tukaiui A GBD
i . 1HCI) zawarty.
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Dowodzenie. Prowadze z punktu ~ proste AE \ AE
styczne do tukéw AGBD i AH CD. Linia AE styczna
do tuku A GBD prostopadtg do promienia i lezy

z ‘tukiem AGBD na jednej pita-
szczyznie; dla podobnej przyczyny li-
nia jest réwniez prostopadtg do
promienia i lezy z tukiem
AHCD  na jednej ptaszczyznie. Kat
wiec EAE  jest odpowiedni dwdj-
Sciennemu pomiedzy plaszczyznami
A GBDAI AHCD A (no40), aza-

tem rowny katowi GAH Z punkt
Fi'". 97. w y a‘ wi pU u

A jako z bieguna, zakresimy C¢wiartka
tuk BC; +tuk ten bedzie miarg kata GAH, bo tuki AB
i AC sa z wykres$lenia c¢wiartkami, katy wiec  ASB
IASC sg proste; linie zatem SB i SC sg prostopadie
do linii ~aS' a tem samem rdwnoodlegte od stycznych
i A E z wykre$lenia do linii prostopadtych; kat prze-
to EAE, réwny z poprzedniego katowi GAH, jest takze
réwny katowi BSC (no 33). Lecz kat BS C, jako majacy
wierzchotek w $rodku kota nakresli¢ sie mogacego pro-
mieniem SB lub /SC ma za miare caty tuk BC, wiec
tez i jemu réwny kat GAH mie¢ musi za miare tuk
B C z punktu A jako z bieguna miedzy przedtuzonemi
jego ramionami AG i AH nakreSlony. Czyli kat ktoiy
tworzg luki dwéch két wielkich przecinajacych sie z so-
ba it d. cobylo do okazania.

149. Wniosek Katy kuliste przylegte 47
i DBC (lig. 98) wazg dwa katy proste, bo jeden i drugi
sg réwne katom odpowiednim dwdjSciennym zaw”artym
oniiedzy ptaszczyznami AB(U™™ i J=J)E.
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Dla podobnej przyczyny,
knty kuliste wierzchotkiem prze-
ciwlegte ABD i 7;7i6'(1ig.98)
sa. sobie réwne, bo jeden i dru-
gi sg takze réwne katom od-
powiednim  dwdjsciennym  za-
wartym pomiedzy i)faszczyzna-
mi  ABCF iDBEF.

150. Whniosek liazdy kgt

trojkata kulistego, mierzy¢ sie

daje lukiem kola wielkiego, zakreslonym z wierzchotka kata

danego, jako z bieguna, i zawartym miedzy jego ramionami.

Na tej zasadzie na powierzchni kuli, tak samo jak na

ptaszczyznie, njozna kre$li¢ katy kuliste, réwne katowi
danemu.

Twierdzenie.

151. W trojkacie knlistyni summa dwoch ktérycJdcolwiek
jego bokdw, jest wiekszg od bokn. trzeciego.

Zatozenie. Niech bedzie trojkat kulisty AB C (fig. 99),
mam dowie$¢, ze summa dwdch jego bokéw np. AB i BC
jest wiekszg od trzeciego boku A C.

Dowodzenie. Niech punkt S bedzie $rodkiem kuli, na
powierzchni ktdérej znajduje sie trojkat kulisty ABC.  Po-

taczywszy wierzchotki tréjkata da-
nego, to jest punkta.1, B i C z pun-
ktem N prostemi .4/S, BS \CS
i wyobraziwszy sobie i)rzez te pro-
ste przeprowadzone plaszczyzny, to
one utworzg kat trdjscienny majacy
wierzchotek w $rodku kuli, a'ogra-

‘ . . . ARG
Fitr 99, ? niczony kaéaml 1p’fasmeml SP',

Solidninetryn. i
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ASC iJ3S C, ktore majg za miary tuki AB, A C i BC
bedace wiasnie bokami danego trdjkata kulistego. A ze
w kacie tréjsciennym summa dwéch ktérychkolwiek katow
ptaskich jest wieksza od trzeciego (n"56), zatem i summa
miai' tych katow czyli dwéch bokéw w trojkacie kulistym jest
wiekszg od trzeciego co byto do okazania.

Twierdzenie.

152. Najkrétsza odlegtoscia dwoch punktéw na po-
wierzchni kuli jest luk mniejszy kota wielkiego, tez pun-
kta. taczacy.

Zatozenie. Niech bedg obrane na powierzchni kuli dwa
punkta A i B (fig. 100), mam okaza¢, ze najkrotszg mie-
dzy niemi odlegtoscig jest tuk mniejszy kota wielkiego, np.
tuk ADB tez dwa pnnkta taczacy.

Dowodzenie. Gdyby tuk ADB nie byt najkrétsza od-
legtoscig punktéw A i B, to przy[)usémy ze najkrétsza od-
legtos¢ tych dwoch punktow przechodzitaby

przez punkt C lezacy zewnatrz tuku  ADB.

Przez punkt C i punkta A i B przepro-

wadzam tuki kot wiekkicti, to jest tuki AC

i BC \natuku ADB odcinam luk BD=B C.

Z pizypuszczenia jest AC + CB <"AD B;

odjgwszy w tej nieréwnosci z jednej strony

CB a z drugiej B D, pozosta¢ powinno

AC<AD. Lecz w trdjkacie yi CB jest
Fig. 100. ANA n ~

Slcnia CB = BD, zatem pozostaje A C>AD, co sie
sprzeciwia poprzedniemu, gdzie bytlo AC <”AD. Szukana
wiec najkrotsza odlegto$¢ nie mogac przechodzi¢ przez ja-
kikolwiek punkt zewnatrz tuku ADB lezacy, musi iS¢ po
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tym tuku, a ztad najkrétsza odlegtos¢ dwocti punktow na
powierzctini fadi i t. d. co byto do okazania.

Twierdzenie.

153. Summa hokow trdjkata kulistego jest mniejsza od
okregu Iwia wielkiego czyli od czterecti katow prostych.

Zatozenie. Niech bedzie tréjkat kulisty AB C (fig. 99),
mam dowies¢, ze summa trzech jego bokbw A B + A C
jest mniejsza od okregu kota wielkiego, czyli od czterech
katéw prostych.

Dowodzenie. Potgczmy wierzchotki danego trojkata to
jest punkta A, B \ C z punktem S jako ze Srodkiem kuli

prostemi® BS i CS iwyobraz-

my sobie przez te proste przepro-

wadzone ptaszczyzny. Utworzony

ztad kat trojscienny, bedzie ogra-

niczony katnmi ptaskiemi ASB,

BSC i MaSC, ktérych miarami

beda tuki AB, B C i A C, to jest

m boki danego trdjkata kulistego.

A ze summa katéw ptaskich

ASB +BSC 4-.d"C jest mniejszag od czterech katéw
prostych (u" 58), wiec tez i summa ich miar to jest tukéw
AB+BC-"AC jest mniejsza od okregu kota wielkie-
go czyli od czterech katow prostych. Summa wiec hokéw
trojicata kulistego jest mniejsza i t. d. co byto do okazania.

Uwaga. Zupetnie tak samo dowies¢by mozna, ze sum-
ma bokéw wielokata kulistego jest takze mniejszg od okre-
gu kota wielkiego czyli od czterech katow prostych. Boki
albowiem wielokata kulistego sg miarami katéw ptaskich
ograniczajgcych kat brytowy ostrostupa kulistego, majg-
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cego za podstawe dany wielokat kulisty. A ze siimma ka-
tow ptaskich ograniczajacych kat brytowy jest mniejsza od
okregu kota czyli od czterech katéw prostych (" 58),
wiec i summa miar tych katéw czyli bokéw wielokata ku-
listego jest mniejsza od okregu kota wielkiego czyli od
czterech katéw prostych.

Twierdzenie.

154. Jezeli na powierzchn luli, z imerzchollmc danego
trojkata kulistego jako z hiegiméw, zakreslimy hdd két wiel-
kich, to one utworza nowy trojkat kulisty, ktdrego wierzchot-
ki bedg biegunami bokdw trojkata danego.

Zatozenie. Jezeli z wierzchotkdw trojkata  ABC
(fig. 101) to jest z punktow .1, B i  jako z biegundw,
zakre$limy cwiartkami, tuki EF, FD i DE, to one jako
tuki kot wielkich (n" 140), ograniczg trojkat kulisty D EF,
ktérego wierzchotki D, E i F beda biegunami tukéw B C,
AC i AB, to jest bokéw danego trojkata kulistego.

Dowodzenie. Poniewaz punkt B jest z wykreslenia
biegunem tuku i) P, jest wiec odlegtos¢ D B |d6wna Cwiart-
ce. Poniewaz znowu punkt C
jest réwniez z wykre$lenia, bie-
gunem luku DE, odlegto$é wiec
D C jest takze ¢wiartka, a ztad
unkt D bedac od punktow B
i C czyli od catego tuku AC
odlegly o cwiartke, jest tegoz
|/-tuku biegunem (u" 140).
Tak samo dowie$s¢ mozna,

Fig. so1 ze junkt E jest biegunem U
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ku AC, a punkt F biegunoui tuku AB.  Czyli, jezeli
z ivierzcholkoiv danego trojkata Jadistego, jako z biegundw
zakre$limy i t. d. co bylo do okazania.

Trojkaty takie jak A li C i DEF, gdzie “YierzcHotki
jednego sg biegunami bokéw drugiego i wzajemnie, nazy-
wajg sie trdjkatami hiegunowemi, albo jak sie to ponizej
okaze trojkatami spelniajgcemi.

Twierdzenie.

155. Kazdy kat w trojkacie kulistym ma za miare pdl
okregu kola wielkiego, mniej bokiem odpowiednim trojkata
biegunowego.

Zatozenie. Niecli bedg tréjkaty biegunowe /I 5C
i DFF (fig. 101), mam dowies$¢, ze miarg kata A, w troj-
kacie A IW, jest pot okregu kota wielkiego, mniej tukiem
FJF] to jest bokiem odpowiednim trdjkata biegunowego
D EF; albo nawzajem, ze miarg kata /), w tréjkacie I) F F,
jest pot okregu kota wielkiego, mniej tukiem B C, to jest
bokiem odpowiednim trojkata biegunowego A BC.

Dowodzenie. Przedtuzam boki tréjkata .1 B C do prze-

ciecia sie z bokami trojkata DEF w punktach G, H, J,
K, L, M, iuwazam:

Co do inerwszego. Punkt  jest biegunem tuku EF\
zatem kat .4 ma za miare tuk GIlI (u" 148). Lecz punkt
Fjest biegunem tuku LE, wiec tuk EH réwny CEwiartce
kota wielkiego (no 140). Podobniez punkt F jest biegu-
nem tuku G K, wiec tuk G F jeSt ¢wiartkg kota wielkie-
go. A zatem:

1) EIl + GE -=-\)él okregowi kota wielkiego; lecz
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EG +GIl = EH
HF + GH = GF, zatem dodajgc do siebie te dwa
ostatnie réwnania, bedzie:

2) EG + GH+HF +GH = EH +GF.

Z figury sie okazuje, ze EG + GH + HF = EF;
wstawiwszy te warto$¢ w réwnanie 2), bedzie:
EF -hGH = EH + GF A ze ze zr6wnania 1)
EH Ar GF' — pot okregowi kota wielkiego, wiec jest
EF + GH ~ pdt okregowi kota wielkiego, a z tad:
GH = pot okr. kota wielk. — EF.

Kat wiec J, jako majacy za
miare tuk GH, ma tem samem
za miare pot okregu kota wiel-
kiego mniej tukiem E , to

y jest bokiem odpowiednim tréjka-
ta biegunowego D FJF.

Co do drugiego. IAmkt D

ANjest biegunem luku MJ, zatem

kat F> ma za miare tuk MJ

(no 148). Lecz tuki MC i BJ

sg Cwiartkami, bo punkt C jest biegunem tuku  J/7?
a punkt B biegunem tuku F>JF. Jest zatem:

1) J/C +BJ pot okr. kota wielk. Lecz:
MB-¥BC=- MC
(\f BC — BJ, dodawszy te dwa ostatnie réwnania,

bedzie: J7 U +BC+ CJ A-BC = MCBJ
ze za$ MB -\-BC+ CJ ~ MJ
zatem M J BC = MC - BJ
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Lecz jak sie wyzej 1) okazato:
MC + i>J = pot okregu kota wielkiego,
jest wiec MJ +BC = pot okregu kota wielkiego,
a ztad: MJ = pot okregu kota wielkiegp — B C.

Czyli ze kat 1), jako majacy za miare tuk MJ, ma tem
samem za miare pot okregu kola wielkiego mniej tu-
kiem B C, to jest bokiem odpowiednim trojkata bieguno-
wego AB C.

Dla katéw B, E, C i F stuzy zupetnie ten sam do-
wod. Kazdy wiec kat iv trojkacie kidistyin ma za miare i t. d.
co byto do okazania.

156. Whniosek Summa trzech katdéw tréjkata Kkidi-
stego, jest mniejszg od szeSciu a wiekszg od dwoch katow
prostych. Jest mniejsza od szesciu katow prostych, bo kaz-
dy kat tréjkata kulistego wazy mniej niz pot okregu kota,
a wiec wszystkie trzy katy wazyé beda mniej niz trzy pét-
okregi kota, to jest mniej jak sze$¢ katéw prostych. Jest
za$ wiekszg od dwéch katow prostych, bo kazdy kat tréj-
kata kulistego ma za miare pot okregu kota, mniej bokiem
trojkata biegunowego; wszystkie wiec trzy katy wazg tizy
potokregi kota, to jest sze$¢ katow prostycti mniej trzema
bokami trojkata biegunowego. A ze trzy boki tréjkata bie-
gunowego, jako zawsze trdjkata kulistego, waza mniej niz
cztery katy proste (n° 153), wiec summa trzech Kkatow
ti'ojkata kulistego wazy szes¢ katow prostych, mniej ilos¢
mniejsza od czterech katéw prostych, czyli wazy wiecej
niz dwa katy proste.

Wartosé zatem trzech katdw trdjkata Imtistego nie jest
iloscig stalg, jak w tréjkatach prostokrestnych; lecz zmien-
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iig zawartg, w granicach od dwoch do szesciu katow pro-
stych i nieniogaca léwnaé sie zadnej z tych granic. Wyjia-
da ztad, ze tréjkaty kuliste moga by¢ nie tylko jedno-pro-
stolcgtne \\h jedno-rozwartohatne  jak trojkaty prostokresine,
ale moga by¢ dwu-prostolmpie\nh  dim-rozwartolmine,
lub wi-eszcie trzy-prostolatne lub  trzy-rozwartolatne.

157. Wniosek W tréjka-
cie dicu-prostokgtnym ABC  (fig.
102), przeciecie sie dwdch hokoic
A B i B C prostopadtych do bo-
ku trzeciego A C, czyli punkt B,
jest biegunem tegoz boku A C
(ho 141), a tpui samem luki AB

102. A ¢wiartce.

158. Wniosek Poprowadziwszy dwa potudniki
ACBD i CEDF (fig. 103) do siebie prostopadle, tu-
dziez koto wielkie AEBF
prostopadte do ptaszczyzn tych-
ze potudnikéw, to cata po-
wierzchnia kuli podzieli sie na
osm rownych czesci, z ktorych
kazda jak iip. ACE, CEB,
BED i t d jest trojkatem
kulistym trzy-pi-ostokatnym; za-
tem trdjkat kulisty trzy-prosto-
katny jest Gsma czescig powierz-
chni kidi.
W trojkacie kulistym trzy-prostokatnym wierzchotek-
kazdego kata jest biegunem boku jemu przeciwlegtego,
a tem samem kazdy bok tego trdjkata jest cwiartka.
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159. Whniosd) W trojkacie kulistym AB C (fig. 101),
jest (u" 155):

Kat czyli +
*7) = 180° —DF .. B +DF= 180"
C =r- 180° - DE C-\-DE = 180°

w trojkacie kulistym iJ>/i F jest podobniez:

Kat 7)= 180°—PC czyli 7J>+7iC=180°

7/ rr. 180° - C E + AC= 180°
180° — AB ., F +AB-= 180°
A A ztad widzimy, ze w troj-

katach biegunowych, katy troj-

kata kulistego z odpowiedniemi

bokami trojkata biegunowego

spetniajg sie do 180° czyli do

dwoch katdw prostych. Z tej

lyTio przyczyny tréjkaty bieguno-

A we nazywajg sie inaczej trdjka-

,01. spelniajgcemi.

160. Poniewaz tréjkaty kuliste na powierzchni jednej
kuli lub kul sobie réwnych nakreslone,, daja sie jeden na
drugi przenosié, tak samo jak trojkaty prostokresine; ponie-
waz dalej, boki tréjkata kulistego sg miarami katow pta-
skich kata tréjsciennego majacego wierzchotek w $rodku
kuli a za podstawe tenze tréjkat kulisty, nadto i katy tréj-
kata kulistego sg katami odpowiedniemi dwdjsciennym te-
goz kata trojSciennego: wiec wszystkie twierdzenia o troj-
katach pi-ostokre$inych i o katach tréjsciennych stosujg sie
w zupetnosci do tréojkatéw kulistych. Trdéjkaty zatem kuli-
ste potozone na jednej kuli lub na kulach sobie réwnych,
sa sobie réwne:

Solidompj a 3
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a) Kiedy majg po dwa boki réwne i po kacie miedzy
niemi zawartym réwnym.

b) Kiedy majg po jednym boku i po dwa katy przy nim
lezace rowne.

c) Kiedy majg po trzy boki odpowiednie rowne i t. d.

Nastepnie, ze np. w tréjkacie kulistym:
d) Summa bokéw obejmujacych jest wieksza od objetych.
e) Naprzeciicko katow réwnych lezg boki réwne i t. d.

Wszystkie te i tym podobne twierdzenia dowodzi¢ mo-
zna albo tak samo jak w tréjkatach prostokresinycli, albo
tez za pomocag katdw trojsciennych majacych wierzchotki
w Srodku kuli lub kul sobie réwnycii, a za podstawy trdj-
katy kuliste. Dowodzenia wiec to opuszczajg sie jako pro-
ste powtarzanie rzeczy juz znanych.

Twierdzenie.

161. Dica trojkaty kuliste na powierzclmi jednej kuli
lub dwéch kul réwnych lezace a majcwe po trzy katy odpo-
wiednie réwne, majg i boki odpoiciednie réwne, a tem sa-
mem sg sobie réwne.

Zatozenie. Niech bedg dwa trdjkaty kuliste ABC
i abc (fig. 104j na powierzchniach kul réwnych nakre-
Slone, w ktorych zakiadam, ze kat xi— a, kat B = b
i kgt C—c; mam dowie$¢, ze bedzie bok AB=ab, bok
BC=hc i bok AC=ac, czyli, ze ir6\igiAB  C=abc.

Dowodzenie. Kresle trojkaty DEF i def spetniajace
sie z danemi tréjkatami ABC i abc.

Poniewaz tréjkaty ABC i abc majg z zatozenia katy
odpowiednie réwne, wiec i spetnienia tych katow czyli
boki trojkatéw spetniajacych DEF i def sg sobie ro-
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Fig. 104.

wne (iio 159). Jest \Yiec EF=ef \ DF=df,
a tem samem trojkaty kuliste DEF i def majac po trzy
boki réwne sg sobie rowne (n° 160%), zatem majg i katy
odpowiednie rowne. Jest wiec kat D = d, kat E=e
i kat F=f. Skoro trojkaty DEF i d~/majg po trzy
katy odpowiednie réwne, to i spetnienia tych katéw czyli
boki trojkatéw AJ3C i abc sg sobie réwne. Trojkaty
wiec ABC labc majgc teraz po trzy boki odpowiednie
réwne sa sobie réwne (® IGO"). A zatem dwa trdjkaty ku-
liste na powierzchni jedmj kuli lub kid rownych lezace i t.d.
co byto do okazania.

Uwaga. Twierdzenie to nic miato miejsca w trdjka-
tach prostokre$tnych, w ktorych za row”ioscig katdéw idzie
tylko proporcyonalnos¢ bokéw a nie koniecznie ich ré-
wnos$¢. Dostateczne jednak zastanowienie sie pokaze nam”
ze mimo to w twierdzeniach tych zachodzi pewien zwigzek,
albowiem w tem jak i we wszystkich innych twierdzeniach,
przypuszczamy tréjkaty kuliste nakreslone na powierzchni
jednej kuli lub kul sobie rownych. Trojkaty wiec kuliste
majgce po trzy katy réwne, majg rzeczywiscie boki odpo-
wiednie proporcyonalne, ktére jako tuki kot wielkich majac
sie do siebie jak ich promienie, sg sobie rowne.
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Gdyby tréjkaty kuliste majace katy odpowiednie rowne,
nakre$lone byty na kulach nieréwnej wielkosci, w takim
razie trojkaty bylyby sobie tylko podobne a nie réwne,
i boki ich odpowiednie miatyby sie do siebie jak promienie
kul, na ktdérych te tréjkaty nakreslone zostaty.

Twierdzenie.

162. Dwa trujkajy hilkte symetryczne sg sobie ruwne

co do '‘powierzchni.
Zalozenie. Niech bedg dwa trojkaty kuliste i symetry-
czne ABC \ abc (tig. 105), mam dowie$¢ ze sg sobie ro-

wne co do powierzchni.

Dowodzenie. Wyobrazmy sobie, ze przez trzy punkta
A, B i C przeprowadzong jest ptaszczyzna, ktérej prze-
ciecie sie zkulgbe-
A dzie kotem matem.
" Niech punkt D be-
dzie biegunem te-
go kota lezacym po
tejze samej stronie
$rodka. Przez punkt
D i punkta A, B
i Cprzeprowadzam
kot wielkich to
jest fukiD”l, DB i D C; ktore, jako odlegtosci okregu kota
od bieguna sa sobie réwne (n" 138j, i jest DA = DB—D C.
Przy tuku cb i przy punkcie b kresle kat cbd = CBD
i robie tuk bd=BD, nadto przez punkta d i ¢ tudziez
d ia ])rzeprowadzam tuki kot wielkich, to jest tuki dc i da.
Uwazam nastepnie dwa tréjkaty kuliste i> CD i bed, ktére
majg bok B C=b c z zatozenia (no 147), bok B )~b d i kat
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CB 1) —chd z wykreslenia, wiec sg sobie réwne (> 1GO").
Nadto trojkat BCD  jest rdwnoramienny, bo DB =D C,
zatem i tréjkat 6ct? jest takze rownoramienny, i ma bok
db = dc. Dwa wiec te trojkaty, z przyczyny ze sg rownora-
mienne, tak obrécone by¢ moga, ze do siebie przystana.

Dla podobnej przyczyny, tréjkat DB A —dba, bo jest
bok DB = db z wykreslenia, bok = z zatozenia
i kat DBA=dba. Caly bowiem kat ABC=abc Z za~
tozenia (® 147), ze za$ DBC—dbc z wykre$lenia, wiec
i reszty sg sobie réwne, to jest kgt DBA = dba. Nadto
tréjkaty te sg rownoramienne, jest wiec db =da, bo z wy-
kreSlenia DB = DA.

Nakoniec tak samo dowies¢by mozna, ze trojkaty i) C
i dac majac po dwa boki réwne i po kacie miedzy niemi
zawartym réwnym, sg sobie rowne i ze sg roOwnoramienne.

Z figury sie okazuje, ze czworokat kulisty AB CD —
AB C+ A CD albo rowny ABD + DB C, z czego wy-
pada, ze:

AB C-f4CD=-A BD.+DB C
a ztad:
ABC -=ABD +DBC — ACD

' Podobniez czworokat kulisty abcd = abc + acd albo
rowny abd + dbc, zkad:
abc+acd = abd + dbc
Z Czego znowu:
2) abc~ abd+dbc—acd.
W réwnaniach 1) i 2) drugie strony sg sobie réwne,
U) ABD = abd, DBC"dbc i ACD=acd z do-

wiedzenia, wiec i pierwsze sg takze réwne. Jest wiec tréj-
kat AB C = abc. Zatem diva trdjkaty hdiste symetryczne
i t.d. co byto do okazania.
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Twierdzenie.

163. Powierzchnia kuli réwna sie iloczynowi z okregu
kola wielkiego przez 0§, albo tez powierzchni czterech kol
icielkich.

Zatozenie. Niecli bedzie kula S (fig. I0G), mam dowiesc,
ze jej potyielezclmia réwna sie iloczynowi z okregu kota
wielkiego pizez 0§ CD, albo ze jest rdwng powierzchni
czterech kot wielkich.

Dowodzenie. Kule uwazamy jako utworzong przez obrot
potkola okoto swojej srednicy (no 131), a ze potkole mo-
zna uwazaé¢ jako pét wielokata

foremnego o bardzo wielkiej licz-

bie bardzo matych bokéw, wiec

kule mozna uwaza¢ takze jako

utworzong przez obrét poélowy

wielokata foremnego o bardzo

wielkiej liczbie bardzo matych

bokow”, z ktorych kazdy, w cza-

sie obrotu utworzy powierzchnie

boczng kloca ostrokregowego.

Tym sposobem powierzchnie kuli uwaza¢ mozna jako zto-
zong z samych powierzchni bocznych, nieskoriczenie pta-
skich, klocow ostrokregowych. Chciawszy wiec dojs¢ po-
Mvierzehni kuli, potrzeba dojsé powierzchni bocznej kazdego
z tych klocow, a ich summa wskaze powierzchnie danej kuli.

Niech A B oznacza czes¢ potokregu kota CABD,
ktoérg z bardzo matem uchybieniem uwaza¢ mozemy za li-
nie prostg i podzielmy jg w punkcie G na-dwie réwne cze-
§ci. Z punktéw A, G i B prowadze linie AE, GH i BF
prostopadte do $rednicy CD. Linie wiec AE i /iPbedg
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promieniami kot stuzacych za podstawy jednemu z owych
nieskonczenie ptaskich klocow ostrokreznych, alinia G H be-
dzie promieniem kota przechodzacego przez $rodek tworza-
cej tego kloca ostrokreznego réwnoodlegte od jego podstaw.
Nadto z punktu A spuszczam linie A J prostopadig do H F,
a wiec i do GH, iuwazam dwa tréjkaty AJB i GHS,
ktore majg bok AJ prostopadty do GH z wykreslenia,
ho BJ prostopadly do HS, bo z wykre$lenia P P prosto-
padte do HS i nakoniec bok AB prostopadty do GS, bo
GS jest to promien przechodzacy z wykreslenia, przez
srodek boku Zatem dwa te trojkaty majac boki do
siebie prostopadte, sg sobie podobne i majg boki odpowie-
dnie proporcyonalne; bedzie sie wiec miato: AB : AJ,
aze AJ = EF, zatem:

AB:EF=GS-.GH

Wiadomo, ze okregi két maja sie do siebie jak promie-
nie, ma sie przeto:

Okr. GS : Okr. GH = GS : GH

W tych dwoch proporcyach drugie stosunki sg sobie
rébwne, wiec i pierwsze stanowi¢ beda ])roporcye, czyli
bedzie:

AB :FF = Okr. GS :Okr. GH, a ztad:
AB X Okr. GH = Okr. GS X EF

Lecz AB X Okr. i/oznacza powierzchnie boczng klo-
ca ostrokreznego nieskonczenie ptaskiego, ktorego tworza-
cq jest ziB (no 119), Zatem widzimy, ze powierzchnia
boczna jednego z owych nieskonczenie ptaskich klocow
ostrokregowych, sktadajacych powierzchnie kuli, réwna
sie iloczynowi z Okr. GS, to jest z okregu kota wielkiego,
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przez EF, to jest przez czastke osi kuli bedacg "“Yysoko-
$cig tegoz kloca ostrokregowego.

Podobniez dowiedlibySmy o powierzchni kazdego inne-
go z takich klocéw ostrokreznych, ze sie i-6wna iloczynowi
z okregu kota wielkiego przez odpowiednig czastke osi kuli
stanowigca jego wysoko$é. Zeby wiec mie¢ powierzchnig
danej kuli, poti'zeba te wszystkie iloczyny dodac do siebie,
a zwazyw’szy ze one majg czynnik wspolny, dosy¢ bedzie
ten wspdlny czynnik- to jest okrag kota wielkiego pomno-
zy¢ przez summe pozostatych czynnikéw, to jest przez
summe czastek osi, sktadajacych catg o$ kuli. A zatem po-
wierzchnia kuli réwna sie okregowi kola icielkiego i t.cl. co
byto do okazania.

Nazwawszy promien kuli przez ?- to okrag kota wielkie-
go bedzie réwny 2 Jt r, a o$ kuli rowna 2r, powierzchnia
za$ kuli jako réwna okregowi kota wielkiego rozmnozo-

nemu przez o$ kuli, bedzie réowna 2 JIr X 2r = iJCr».
A ze JC " oznacza powierzchnie kota wielkiego, zatem
powierzchnia kuli jako réwna réwna sie iwiiierz-

cJini czterech kol wielkich.

Uwaga. Przez obrét okoto Srednicy potowy wielokata
foremnego o bardzo wielkiej liczbie bardzo matych bokdw,
widzieliSmy utworzong bryte, ktérg z matem ucliybieniem
za kule uwaza¢ mozna, a ktora jest ograniczong powierz-
chniami bocznemi nieskonczenie ptaskich klocéw ostrokre-
znych; przy biegunach za$ dwoma powiei-zchniami ostro-
kreznemi, jezeli wielokat tworzacy jest o parzystej liczbie
bokdw.

Przy dochodzeniu powierzchni tej bryty, okazaliSmy
czemu sie réwna powierzchnia boczna kazdego ze skiada-
jacych ja klocow ostrokregowych, nie wspominajagc nic

http://rcin.org.pl



— 185 —

0 dwoch powierzchniach ostrokregowych przy samych bie-
gunach bedacych, a to dla tego, ze powierzchnie ostrokre-
zng uwaza¢ mozna jako powierzchnie boczna kloca ostro-
kregowego, ktérego jedna podstawa jest rzeczywistg a dru-
ga réwna zeru.

| tak np. powierzchnia boczna kloca ostrokregowego ro-
wna sie iloczynowi z tworzacej przez okrag kota, przecho-
dzacy przez Srodek tejze tworzacej, rownoodlegte od pod-
staw (n° 119). Tak samo, biorgc powierzchnie ostrokrezng
za powierzchnie kloca ostrokregowego, bedzie powierzchnia
boczna ostrokregu réwna iloczynowi z tworzacej przez
okrag kota réwnoodlegtego od podstawy i przechodzacego
przez $rodek tejze tworzacej; lecz okragg ten réwna sie po-
towie okregu podstawy, bo okregi két maja sie do siebie
jak promienie, zatem powierzchnia boczna ostrokregu réwna
iloczynowi z tworzacej przez potowe okregu podstawy,
czyli catemu okregowi podstawy przez poétowe tworzacej,
jak to juz i powyzej (® 102) okazalisSmy. Dla tej to wia-
$nie przyczyny, powierzchnie kuli uwazah$my jako ztozong
z samych jiowierzchni bocznych klocéw ostrokregowych.

164. Wniosek Dla dojscia catej powierzchni kuli
dodawalismy powierzchnie boczne wszystkich klocéw ostro-
kregowych ja sktadajacych. Lecz gdybySmy zamiast doda-
nia wszystkich, dodali ich tylko pewng liczbe, otrzymali-
bySmy cze$¢ powierzchni kuli zwang pasem kulistym. Ztad

'powierzchnia pasa kulistego réwna sie iloczynon-i z okregu
kola wielkiego przez swojaj wysokosSc.

165. Wniosek Poniewaz czaszka jest to pas Imli-
sty tylko o jednej podstawie, a wiec powierzchnia czaszki
rénma sie takze iloczynoun z okregu kola u-ielkiego przez jej
wysokosé.

iS(ih(Joinolrv:i.
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Twierdzenie.

166. Tasma tak sie ma do iwiderzclmi kidi jak kat tej
tasSmy do czterech katoic prostych, albojak tuk mierzacy kat
tasmy do okregu kota wielkiego.

Zatozenie. Niech bedzie taSma C\1P P C (fig. 107),
mam dowies¢, ze ona ma sie do powierzchni kuli jak kat
CAE do czterech katéw prostych, albo jak tuk CE beda-
cy miarg kata CZIE do okregu kota wielkiego CD.

Doicodzenie. Podzielmy okrag kota wielkiego CD na
pewng liczbe rownych czesci, np. na 32 i przypusémy, ze
tuk CE ma takich czesci 7.
Przez punkta podziatu okre-
gu kota CD i bieguny Ai B
poprowadzmy ptaszczyzny, to
one przecigwszy sie wzajem-
nie podtug osi A B przetng
powierzchnie kuli po potudni-
kach i podzielg jg na 32 tasm,
to jest na tyle, na ile réwnych
czesci podzielony zostat oki ag
kota CD.

Poniewaz miarg kata zawartego miedzy dwoma potu-
dnikami, czyli kata tasmy jest tuk kota wielkiego miedzy
bokami tasmy zawai ty (® 148), atuki te, z powodu podzia-
tu okregu kota CI), sg sobie rowne, wszystkie wiec katy
taSm a nastepnie i wszystkie 32 taSm sg sobie réwne. Ta-
$ma wiec CAEBC zawiera w sobie 7 takich tasm, ja-
kich 32 sktadajg powierzchnie kuli; ma si¢ zatem:

1) CAEBC . Powierzchni kuli 732
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i podobniez tuk CE ma takich czesci 7, jakich okrag Ivota
CD ma 32, zatem:

2) CE : Okregu kota 7 . 32.

W proporcyi 1) i 2) drugie stosunki sg réwne, zatem
i pierwsze ztozg proporcye, i bedzie:

CAEBC : Powierzchni kuli = CE : Oliregu kota CD

A ze tuk CE jest miarg kata C AE (® 148), a okrag
kota CD miarg czterecli katow prostych; ma sie wiec
takze:

CAEBC: Powierzchni kuli= C.1E : katow prostych.

Gdyby tuk CE nie byt wspétmierny z okregiem ko-
ta Cl), to tak samo jak o katach dwusciennych (m 44)
dowiedlibySmy egzystencyi zatozonej proporcyi. A wiec
tasSma tak sie ma do powierzchni kidi i t.d. co byto do
okazania.

167" Wniosek Powierzchnie taSm majci sie do siebie
jak ich katy.

Nazwawszy powierzchnie jednej tasmy przez P a jej
kat przez A, powierzchnie drugiej tasmy przez P' a jej
kat przez A', to bedzie sie miato:

P : Powieizchni kuli = A : katéw prostych, i
P' : Powierzchni kuli — A ' : 4* katow prostych.

W tych dwoch proporcyach nastepniki jednej piopontyi sa
réwne nastepnikom drugiej, wiec poprzedniki ztoza pro-
porcye, i bedzie:

P:P = 4 "
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168. Wniosek Wzigwszy za jedno$¢ do mierzenia
powierzchni wielokatéw kulistych, tréjkat kulisty trzypro-
stoLatny, ktory jest (n° 158) | czeScig powierzchni kuli,
powierzchnia ta wyraza sie przez 8.

Oznaczywszy teraz powierzchnie taSmy przez P, a jej
kat pi-zez A, bedzie podtug poprzedzajagcego (n"1()6):

P:8 = A :4
czyli:

zkad:
P =-2A

to jest, powierzchnia tasmy roicna sie dwa razy wzieteiwu
jej katowi.

Uwaga. Uzywajac tego wyrazenia, pamieta¢ nalezy,
ze w niem sa dwue jednostki poréwnania, to jest trdjkat
trzyprostokatny czyli i cze$¢ powierzchni kuli i kat prosty
czyli 90°. Dla tego wyrazenie to wystowicby sie jeszcze
dato w ten sposob: Powierzchnia tasmy zawiera w sobie
tyle tréjkatdw kulistych trzyprostokatnych lub czesci jedne-
go z nich, ile dica razy icziety kat tasmy zatciera w so-
bie katow prostych lub czesci kata prostego.'

Wystowienie to da sie wyrazi¢ przez proporcye:
1 = 2.1:090°
Tak np., gdyby kat tasmy byt rowny 60®, toby sie miato:
>:1 =r 2X60 : 90
zkad:
2X 60 120 4

7 — —- = tréjkata ku-
listego trzyprostokatnego wzietego za jednosc.
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Poniewaz tréjkgt kulisty trzyprostokatny jest i cze-
4

cig, powierzclnii kuli (n™ 158), a okazalo sie ze P =
tego trojkata, to toz P wzgledem catej powierzchni kuli
bedzie osSm razy mniejsze, czyli bedzie:
P= o0o~g~ 9]= catej powierzchni kuli.
Do tego samego wypadku przyjs$¢ mozna na mocy
powyzszego twierdzenia (nol66), poréwnywajac tasme

wprost z powierzchnia kuli, ktéra sie réwna 4 JC r'-
(no 163). Ma sie albowiem:

P : = 60 : 360
czyli: n

& Adir =1:6
zkad:

Lecz kiedy AJC r* oznacza catg powierzchnie kuli, to

JCr'™ oznacza ™ cze$¢ tejze powierzchni, a ze z ostatnie-

2 2 1
go réwnania P = -y JCr® wiec jest rowne *~ z czyli
2 1 . . . v T ) -
albo powierzchni kuli.
169.~ Wniosek Poprowadziwszy na powierzchni kuli

dwa potudniki, ktérych ptaszczyzny sa do siebie prostopa-
dte, to na powierzchni kuli utworza sie taSmy majace katy
proste: ,
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Oznaczywszy powierzchnie takiej tasmy przez bedzie:
p : = 90 : 360
albo:
P = 1:4
zkad:
P= 4 =

to jest, ze tasma prostolgtna rouma sie powierzcJmi kola
wielkiego ijest J czeScig catej powierzchni  kuli.

170. Wniosek Poréwnywajac tasme prostokatng
z trdjkatem kulistym trzyprostokatnym wzietym za je-
dno$¢, bedzie podtug wniosku (m 168):
P:1 = 2A :90
albo:
P.1 "~ 2X90 : 90
albo nakoniec:
P:1 2 11
zkad:
P = 2
czyli, ze tasma prostokatna ma powierzchnici réwng dwém
trojkatom trzyprostokatnym  wzietym za jednos¢.
Rzeczywiscie, jezelibySmy kule przecieta dwoma potu-
dnikami do siebie prostopadtemi, przecieli jeszcze kotem
wielkiem prostopadtem do wspélnej osi potudnikéw, wow-
czas, jak wiadomo (n° 158), cata powierzchnia kuli podzieli

sie na oSm trojkatow trzyprostokatnych, z ktérych dwa
ktérekolwiek sktada¢ beda tasme prostokatna.
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171. Wniosek Oznaczywszy powierzchnie tasmy
prostokatnej przez P', jej kat pizez A' i biorac tasme
prostokatng za jednos¢ do mierzenia powierzchni kuli-
stych, a kat prosty, jak zwykle, za jedno$¢ do mierzenia
katéw, bedziemy mieli (® 167):

P:r = A A
albo:

zkad:
P = A
czyli, ze poiderzclinia tasim/ rowna sie. jej katoni, jezeli
taSma prostokatna uwazana jest za jednosc.

W samej rzeczy okazalismy (u" 168), ze kiedy tréjkat
kulisty trzyprostokatny wziety jest za jedno$é, to P = 2 A;
a ze tasSma prostokatna jest dwa ri>zy wieksza od trdjkata
trzyprostokatnego (u" 170), wiec stosunek do jednosci
dwa razy wiekszej, jest dwa razy mniejszy, i dla tego P
nie jest juz réwne 2 A, jak w poréwnaniu z tréjkatem trzy-
prostokatnym, lecz tylko réwne A.

Twierdzenie.

172. Powierzdinia jakiegokolwiek trdjkata kulistego ro-
wna sie przepetnieniu  kidistemu.

Zatozenie. Niech bedzie trdjkat kulisty A /i C (fig. 108),
potrzeba dowies¢, ze jego powierzchnia réwna sie nadmia-
rowi jego trzech katow A, B i C nad dwa katy proste.

Dowodzenie. Przez punkta A i B, AiC oraz Ci B
przeprowadzam kota wielkie (1® 138) ABa hA, A Cac A
i CBchC, czyli dopetniam okregi kot wielkich, ktorych
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tuki AB, AC i CB stanowia boki danego tréjkata ku-
listego ABC iuwazam ze /] Ba = Bab jako pdtokregi
jednego kota; odjgwszy wiec od

'v f P od o b n i e z jestACa = Cac

f X potokregi jednego kota,

~ odjawszy od obydwoch wspél-

ny tuk Ca, pozostanie AC= ac.

Tak samo okaza¢ mozna, ze jest

CB=ch. Wiec dwa trojkaty

symetryczne ABC i abc maja-

ce po trzy boki odpowiednie réwne, sg sobie rowne [® 1G2).

Ivoto A Bab A podzielito kule S na dwie podtkule:
wierzchnig i spodnia.

Powierzchnia pétkuli wierzchniej skiada sie z tasmy

ABaCA, z tréjkata kulistego aCb i z trojkata kuliste-
go /I bC, jest wiec:

1) Pow. potkuli wierz. —tasmie ABaCA +aCbh +AbC

Lecz trojkat kulisty aCb réwny jest taSmie  CbcaC,
ktorej czes¢ bca, jak to figura pokazuje, lezy na p6tkuli
spodniej, mniej trojka"tem kulistym abc; a ze abc=A J)C
z dowiedzenia, wiec jest:

2) aCb = tasmie Chca C - ABC
Tak samo trojkat kulisty
3) AbC = taSmie AhRCBA - 4BC

Wstawiajagc w réwnanie 1) za aCb iza AbC ich war-
tosci 2) i 3), bedzie:
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4)  Powierzchnia potkuli wierzchniej =
= taSmie AB a CA + tas. ChcaC —AB C + tas. AbCBA- ABC
Lecz wiadomo, ze uwazajgc trdjkat kulisty trzyprosto-

katny za jedno$¢ domierzenia powierzchni kulistych, po-
wierzchnia kuli wyraza sie przez 8 ("® 158), jest zatem:

5)  Powierzchnia pot kuli = 4

6) Powierzchnia taSmy ABaGA= 2A (no 168)

7) : . ChcaC = 2C

8) . »  AbCBA="2B y
W rownaniu wiec 4) potozywszy zamiast powierzchni pét
kuli, powierzclmi tasmy ABaCA, powierzclnii  tasmy
ChcaC i powierzchni tasmy AhCBA, ich wartosci
5), 6), 7) i 8), to bedzie:

4 = 24+2G+2 —2AB C

Przenoszac wtem ostatniem réwnaniu (— 2 ABC) na
pierwszg, a 4 na drugg strone, bedzie:

2 ABC 2A + 2B + 2C— 4
czyli:
l1BC=A+B +C- 2

Oznaczywszy powierzchnie jakiegokolwiek trojkata kuliste-
go, np. tréjkata yi7JC przez 2] otrzymamy:
T = A-"B+C—2.

W tem ostatniem réwnaniu A, B i C oznaczajg w ogél-
nosci trzy katy danego trdjkata kulistego, a 2, sa to dwa
katy proste czyli 180°.

Lecz A +B+C>m'f (~156), a wiec A+7~--C - 180°
oznacza przepetnienie kuliste.

Zatem powierzchnia jakiegokolwiek trajkcita kulistego ma za
miare it d. co bylo do okazania,

Solidomeliya.
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173. Wniosek. Oznaczywszy powierzchnie dwoch tréj-
katéw kidistych przez T \t, a ich katy przez A, B, C
i a, b, ¢, bedzie:

T= A+B-¥C~ 180°
t = a+ b+ c— 180°

a ztad:

T :t = A+B\MC —ISO" : a+b+c- 180°
Przypusciwszy ze t jest trojkat kulisty trzy-prostokatny
wziety za jedno$é, bedzie:

T :1 = A+B + C - 180° : 90° + 90°+ 90°- 180°
czyli:
T :1 = "+ 180° : 90°

Co pokazuje, ze' trojkat kulisty jakikolwiek ma sie do trdjka-
ta kidistego trzyprostokatnego, wzietego za jednos¢, jak prze-
pelnienie kuliste do kata prostego czyli do 90*; albo, ze trdj-
kat kulisty jakikolwiek ma w sobie tyle trojkatow kulistych
trzyprostokatnych wzietych za jednos$¢, lub tyle czesci takiego
trojkata, ile przepehiienie kuliste ma w sobie katéw prostych
lub czesci kata prostego.
Z ostatniej proporcyi wypada:

_ A B+ C - 180°
~ 90°

WeZzmy dla objasnienia, ze:
Kat A = 67°, 9', 14"

B = 70" 5, 24"
. C = 55° 4' 16"
Zatem:
A h/J-hC - 07",9', 14"f 7()",5',24"4 55',4', 10" = 192, 18',54"
Wiec:

J.4-77 +-C—180°= 192° 18’ 54" -180°- 12° 18', 54"
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Te 12", 18', 54", czyli przepetnienie kuliste, wyrazi¢
moge albo w stopniach a wtenczas i kat prosty wyrazi sie
w stopniach, albo w minutach a wtenczas i kat prosty wy-
razi¢ potrzeba w minutach, albo nakoniec w sekundach,
a wtenczas i kat prosty réwniez w sekundach wyrazony,
by¢ winien. | tak 12° 18', 54" = 12,315 stopni, albo
rowne 738,9 minut, albo nakoniec réwne 44334 sekund,
a ztad powierzchnia tréjkata kulistego, czyh:

12,315 738,9 44334 _ 277
90 ~ 90X 60~ 90 X 60X 60  200"0 Mvww~

tréjkata kulistego trzy-prostokatnego, a tem samem:

277 277
"2000>"N "M 16M) powierzchni kuli (n" 158),
a ze powierzchnia kuli rowna u® 163), wiec:
277 X _ 277 JCr'
N~ 16000 —

Przypuszczajac np. r = 2 cale, bedzie:
277 X 3,14 X 4 277 X 3,14
~ 4000 ~ 1000 ~

869,78
- 0,86978 cali kwadr.

Twierdzenie.

174. Powierzchnia wielokagta kulistego réowna sie nad-
miarowi summy katéw tegoz loielokata nad dwa katy proste
wziete tyle razy, ile icielokat ma bokéw mniej dwa, czyli ro-
wna przepetnieniu  kulistemu.

Zalozenie. Niech bedzie pieciokat kulisty ABCDE
(tig. 109), potrzeba dowies¢, ze jego powierzchnia roéwna
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sie nadmiarowi summy katéw B, C,D \E nad dwa
katy proste wziete tyle razy, ile wielokat dany ma
bokéw, mniej dwa, to jest wziete trzy razy; czyli
mam dowie$¢, ze powierzchnia pieciokgta kulistego
AB CDE = A +B+C+ D-\- E— 3 X 2 katy proste,
czyli mniej 3X 180°.

Dowodzenie. Z punktu xi prowadze w wielokacie da-
nym tyle tukow wielkich przekatnych ile sie da, to jest
dwa AC \AD. tLuki te podzie-
la pieciokat dany na trzy trdj-
katy kuliste ABC, ACD
i ADE. Chciawszy wiec obli-
czy¢ powierzchnie danego pie-
ciokata kulistego, potrzeba na-
przéd obliczy¢ powierzchnie ka-
zdego ze skiadajacych go troj-
Fig. 109, katow i te powierzchnie dodac
do siebie.

Tow. trdjk. kulis. ABC? afB +c— 180° (" 172)
» ACD - «4c¢c  +d—180°
ADE"a" +d + E-mf

A zatem AB C CD ADE czyli powierzchnia

A ze:
(Il+a +a" ~ A
e ¢ = C
d-fd = D
- 1«0° - 180° - 180° = -3X180"

http://rcin.org.pl



— 197 —

zatem:
Powierzch. AB CDE = A B+C"rD '"rE -

To jest, ze powierzchnia wielokata kulistego réwna sig i t. d.
co byto do okazania.

175. Wniosek. Oznaczywszy powierzchnie jakiegokol-
wiek wielokata, np. pieciokata kulistego przez W, jego za$
katy przez A, B, C,D i E, i oznaczywszy rowniez po-
wierzchnie tréjkata kulistego trzyprostokatnego przez t,
a jego katy przez a, b i c, bedzie:

W= AehB + C'"D+E-"XIHO"
t = a-"b + ¢ — 180°

a wiec:

W: t = A-"Bi-C-N)Y\E-:"X ISO" : 90°+90°+ 90°-180°
czyli:
IF : 1= + 8X180° : 90°

To jest, ze wielokat kidisty tak sie ma do trojkata kidistego
trzgp7'Ostokcitnego wzietego za jednos¢, jak nadmiar  summy
wszystkich katoic \egoz icielokata nad dwa katy proste wziete
tyle razy, ile wielokat ma bokow, mniej dica, do kata prostego
to jest do 00", czyli, co na jedno wychodzi, ze powierzchnia
fuielokata kulistego zawiera iv sobie tyle trdjkatéw trzypro-
stokatnych wzietych za jednos$¢, lub czesci tego trcjkata, ile
nadmiar summy wszystkich katow wielokata nad dwa katy
proste wziete tyle razy, ile wielokat ma bokéw mniej dwa, za-
unera w sobie katow prostych lub czesci kata prostego.

Z proporcyi ostatniej wypada:

+ 180"
", 90°
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Dla przyktadu wezmy:

A = 140° 12' 16"
B = 117° 34" —

C = 143° 18" 54"
D = 156° 30" 28"
E = 132° — 46"

Zatem: Ai-B + C-~Di-E =
40« 12' 10" f 134" + J43« 18'54"+ 150°30' 28"+ 132« 40"
= 689° 36' 24"
Wiec +ii+ C+D+ P - 3X180° =

689° 36'24" -540 = 149° 36'24" = 538584"
a tem samem:
538584 22441 _ 224471

~ 90X 60X~60 ~" 90X30X5 "" 13500 ~
tréjkata kulistego wzietego za jednosc.

Odnoszac za$ powierzchnie danego wielokata czyli TI
do powierzchni catej kuli, ktéra jest oSm razy wieksza od
powierzchni tréjkata kulistego trzyprostokatnego (n- 158),
bedzie:

22441 22441 , o,
AM=13.50-0X 8 ==1WO00 powierzchni kul,.

A ze powierzchnia kuli réwna sie AJtr® (nol63),
wiec jest:
22441 _ 22441
108000 ~ " 27000.™
Przypuszczajac wreszcie ze promien kuli czyli ~ réwny
np. 3 cale, bedzie:
22441X3,14X9 22441 X 3,14 70464,74
27000 ~ 3000 3000
=- 23,48824 cali kwadratowych.
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Uwaga Z rozwigzania tak tego, jak w poprzedza-
jacem twierdzeniu (® 173) przyktadu, widzimy, ze dla
otrzymania powierzchni czy trojkata czy wielokata Kku-
listego, trzeba przepetnienie Kkuliste, tréjkata czy wielo-
kata kulistego, dzieli¢ przez kat prosty wyrazony w sto-
pniach, minutach lub sekundach, a to stosownie do tego
w czem jest wyrazone przepetnienie kuliste. *

Uwaga Twierdzenia na powierzchnie tasmy, tréj-
kata i wielokata kulistego, z powodu krotkosci przyjetego
powszechnie wyrazenia, zdaja sie by¢ na pozdr z prawda
sprzeczne, bo niepodobna w7obrazi¢ sobie, aby jakabadz
powierzchnia l6wnata sie miarze katowej. Lecz niepodo-
bienstwo znika natychmiast, jak tylko weZmiemy na uwage,
co sie juz tyle razy wspomniato, ze przy oznaczaniu po-
wierzchni kulistych zachodza dwie jednosci, to jest trdjkat
kulisty trzyprostokatny i kat prosty, a coSmy po szczeg6-
le (n» 168, 173 i 175) objasnili.

Twierdzenie.

176. Brytowato$¢ kuli réwna iloczynoici zjej poicierz-
chni przez trzecig cze$¢ promienia.

Dowodzenie. JezelibySmy na powierzchni kuli nakre-
Slili sie¢ trdjkatow kulistych, tak izby one zajety catg po-
wierzchnie kuli i byty tak mate, ze mogtyby by¢, bez wi-
docznego uchybignia uwazane za trdjkaty prostokresine,
i jezeli wyobrazilibySmy sobie wierzchotki tych tréjkatow
potgczone ze Srodkiem kuli liniami prostemi; woéwczas cata
kula podzielitaby sie na tyle ostrostupkéw tréjkatnych ma-
jacych wierzchotki w srodku kuli, ile trojkacikéw pomiesci-
toby sie na powierzchni kuli. Kazdy taki ostrostupek mial-
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by za podstawe jeden z trojkacikow sktadajacych powierz-
chnie kuli, a za-wysoko$¢ promien kuli. Chciawszy wiec
obliczy¢ brytowato$é kuli, potrzeba obliczyé brytowatosc
kazdego z tych ostrostupkéw sktadajacych kule i te bryto-
Avatoéci doda¢ do siebie.

Brylowatos$¢ jednego z takich ostrostupkow réwnac sie
bedzie § wysokosci czyli ~ promienia kuli rozmnozonej
przez podstawe (n 108).

Brytowato$¢ drugiego rownac sie takze bedzie " pro-
mienia rozmnozonej przez podstawe drugiego; trzeciego
i promienia przez podstawe trzeciego i t. d.

Dodawszy teraz wszystkie ostrostupki do siebie, otrzy-
mamy brytowato$¢ kuli, a dodawszy iloczyny czastkowe
wyrazajace brylowatosci ostrostupkow, mie¢ bedziem we
wszystkich wspolny czynnik i promienia, a summa innych
czynnikéw stanowi¢ bedzie powierzchnige kuli. A zatem
brytowato$¢ tadi réwna sie iloczynowi z joj powierzchini it.d.
co bylo do okazania.

Wiadomo, ze powierzchnia kuli ktérej promien jest r,
réwna sie 4 JTr~ (u" 163), chciawszy zatem mie¢ brytowa-
tos¢ kuli, potrzeba AUIr™ pomnozy¢ przez 1%7C0 daje % Jir'\
Jest wiec brylowatos¢ tculi réwna iloczynowi z jej poicierz-
ctmi przez trzecia czes¢ promienia, albo réwna 4 JCr |

177. Whnioselc W podobny spos6b okaza¢ mozna, ze:

a) Brytowatos¢ ostrostupa icidisteyo réwna sie iloczyno-
ici z'trzecifij czeSci promienia #tculiprzez powierzchnie
trojicata hd) wielotcata tcutistego stuzacego mu za pod-
stawe.
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b) Bi“ylowatos¢ ostrokregu kulistego réwna sie iloczyno-
wi z trzeciej czesci promienia kuli przez powierzchnie
czaszki stuzacej mu za podstaice.

c) Brylowato$¢ klina kulistego réwna sie iloczynowi
Z trzeciej czesSci promienia hdi przez tasme stuzaca
mu za podstawe.

178. Whniosek Oznaczywszy brytowatos¢ jednego
ostrostupa kulistego przez O, jego podstawe przez P, bry-
fowato$¢ drugiego ostrostupa przez o, jego podstawe
przez p), a promien kuli, ktérej czesciami sg te ostrostupy
przez ?, bedzie podtug powyzszego (u" 177").

0 = 1rXP o= IrXp
a ztad:
O:0 = \XF \rXp
podzieliwszy wyrazy drugiego stosunku przez bedzie:

O:0= F :p
To jest: ze wjednej kuli lab w kulach sobie réwnycti, ostro-
stupy kuliste majg sie do siebie jak trojkaty lub wielokaty
kuliste stuzace im za podstawy.

Jezeli wiec podstawy dwdch ostrostupow kulistych sa
sobie réwne, to i ostrostupy sa sobie réwne, a tem samem
i katy brytowe przy ich wierzchotkach potozone sg sobie
réwne; i nawzajem, jezeli katy brytowe potozone przy wierz-
chotkach ostrostupéw kulistych sa sobie réwne, to i ostro-
stupy i podstawy tych ostrostupéw sa takze sobie réwne.
A z tego wypada, ze na ile czesci rébwnych podzieli sie kat
brytowy bedacy przy wierzchotku ostrostupa kulistego, na
tyle tez rownych czesci podzieli sie i podstawa tegoz ostro-
stupa; z czego zndéw wypada, ze katy brylowe przy wierz-
chotkach ostrostupow kutistych, jednej kuli tub kid sobie ré-
wnych, maja sie do siebie jak podstawy tyctize ostrostupéw.

Solidomctrya. 2(>
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179. Wniosek 3"'- Ostrostup kulisty majacy za podsta-
we trojkat kulisty trzyprostokatny, jest otoczony trzema
ptaszczyznami wzajemnie do siebie prostopadlemi. Kat
tréjscienny, przy wierzchotku tego ostrostupa potozony,
ktéry katem hrylowym prostym nazwaé mozna, uzytym by¢
moze za miare czyli za jedno$¢ do mierzenia wszelkich in-
nych katow brytowych. | tak oznaczywszy kat brytowy ja-
kiegokolwiek ostrostupa kulistego, przy jego wierzchotku
potozony przez K, powierzchnie wielokgta stuzacego mu za
podstawe przez P; oznaczywszy rowniez kat brylowy pro-
sty przez S, a powierzchnie tréjkata kulistego trzyprosto-
katnego przez bedzie:

K:S = P:T
biorgc za$ S jako jedno$¢ do mierzenia katéw brytowych,
a 7'jako jedno$¢ do mierzenia powierzchni kulistych, bedzie:

K :1 = P:1

zkad:
K = P

Czyli, ze kat hryloiry przy icierzcliolku ostrostupa kulistego
potozony, roéwna, sie powierzchni wielokagta bedacego podsta-
wa tegoz ostrostupa, to jest: jakg czeScig trdjkata trzy-pro-
stokatnego jest wielokat kidisty bedacy podstawg ostrostupa
kulistego, taka czescig kata brylowego prostego jest kat bry-
fowy bedacy przy wierzchwiku tegoz ostrostupa kulistego.

Jezeli wiec przypuscimy, ze P=1, to jest, ze réwme
t tréjkata kulistego trzyprostokatnego, to i K jest | kata
brytlowego prostego.

180. Whiiosek Tak samo jak o ostrostupach kuli-
stych okaza¢ mozna, ze ic jednej kuli lidi w kulach sobie
réwnych, ostrokregi kuliste maja sie do siebie jak czaszki
stuzace im za podstawy.
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Oznaczywszy jeden ostrokrag kulisty przez O, czaszke
stuzaca mu za podstawe przez C, jej wysokos¢ przez W,
drugi ostrokrag przez o, czaszke stuzacg mu za podstawe
przez c, jej wysoko$¢ przez iv, a promien kuli przez r,
bedzie (® 165):

C = 2 JrXw c= 2JIr Xw
a ztad:

O :0 = 2JrXW : 2JtrXw
Podzieliwszy w tej ostatniej proporcyi, wyrazy drugiego
stosunku przez 2JIr, bedzie:

O:0= TV:w

To jest, ze ostrokregi kuliste majg sie jeszcze do siehie,

jak wysokosci czaszek stuzgcych im za podstawy.

181. Wniosek W jednej kuli luh w kidach sobie ro-
wnych, kliny Jculiste maja sie do siehie jale tasmy stuzace im
za podstawy.

182. Whniosek 6"~ Klin kulisty ma sie do swej lIculi, jak
tasma bedgca podstawg klina kulistego do powierzchni  kuli.
A ze taSma ma sie do powierzchni kuli, jak kat taSmy do
czterech katéw prostych (n« 166), wiec ma sie klin kulisty
do swej Iculi, jak Icat tasSmy stuzacej za podstawe temu fcli-
nowi da czterech lccitéw prostych.

Twierdzenie.

183. Jezeli prosta dtugosci ograniczonej, wezmiemy za
tworzaca i obracac ja bedziemy okoto innej prostej na tejze
samej ptaszczyznie lezagcej, wzietej za 0§, to powierzchnia
przez ohrot tej tworzacej powstata, réwnaé sie bedzie iloczy-
nowi z okregu kola majgcego za p)*vmie7i prostopadty do
t/corzacej ze Srodka jej wyprowadzong a koriczaca sie na osi,
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przez czes¢ tejze osi zawartg miedzy j*rostopadtemi z koncow
tworzacej na 0$ spuszczonemi.

Tu moga by¢ trzy przypadki, to jest:
Alho tworzaca moze by¢ réwnoodlegta od osi.

2° Albo tworzaca moze sie jednym koricem dotykac osi.
Albo wreszcie tworzgca moze mie¢ wzgledem osi po-
fozenie jakiekolwiek.

Zatozenie. Co do Niech bedzie (fig. 110) prosta
A B tworzaca, obracajgca sie okoto osi PQ i od niej réwno-
odlegta; potrzeba dowies¢, ze powierzchnia przez obrot pro-
stej AB powstata, rownaé sie bedzie iloczynowi z okregu
kota majacego za promien linie CD prostopadtg do prostej
AB i ze srodka jej wyprowadzona, a koriczaca sie na osi PQ,
przez cze$¢ osi GH zawartg pomiedzy prostopadiemi A G
\ BH z koncow tworzacej AB na oS

P Q spuszczonemi.
Dowodzenie. Poniewaz tworzgca
AB jest z zalozenia rdéwnoodlegia
od osi PQ, to ona zakre$li powierz-
chnie boczng walca prostego A B EF,
ktérego wysokoscig jest linia GH,
a podstawami kota AF \ BE majace
za promienie linie AG i BH. Po-
wierzchnia ta réwna sie okregowi ko-
ta BH rozmnozonemu przez GH
(n"TS), &zeBH= CD, zatem po-
Fig. 110. wierzchnia AB=0\ir. kota CDX GH.

Zatozenie. Co do 2"- Niech tworzagca AB (fig. 111),
dotyka sie jednym koricem swoim np. A osi PQ, to za-
wsze dowies¢ potrzeba, ze powierzchnia utworzona przez
obrot prostej AB okoto osi PQ réwna sie okregowi kota

http://rcin.org.pl



205 -

majacemu za iromieii pi‘oste CD prostopadta do tworzacej

AB i zjej srodka C wyprowadzong az do spotkania sie
z osig PQ w punkcie X), rozmnozonemu
przez cze$¢ osi AF  zawartg miedzy
punktem A aprostopadta BF z konca
tworzacej AB, tojest z punktu B na o0$
P Q spuszczona.

Dowodzenie. Poniewaz tworzaca
dotyka sie jednym koricem, to jest pun-
ktem A osi FQ, to ona w czasie obrotu
zakres$li powierzchnie boczng ostrokregu
prostego BAE, ktorego wysokoscig jest

)E AF, a podstawg koto BE majace za
promien BF. Powierzchnia wiec AB,
jako powierzchnia boczna ostrokregu pro-

A B
stego rowna jest N ~ BE 02)

R , Okr. BF
albo réwna ABX - A

Lecz poprowadziwszy CG réwnoodlegta od BF, z po-
dobienstwa” trojkatow ACG i ABE  wypada:

AC:AB = CG:BF
a ze A C jest z wykie$lenia potowg AB, wiec i CG jest

potowg P F, zatem Okrag CG = A, bo okregi kot
majg sie do siebie jak promienie.
Poprze(dnio byto:
Piowierzchnia A B = A B X

jest wiec teraz:
1)  Powierzchnia AB = AB X Okr. CG.
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Dwa tréjkaty ABF i DCG majg boki odpowiednie
do siebie prostopadte, to jest bok AB do CD, bhok AF
do CC ibok BF do GD, sag wiec sobie podobne, a za-
tem ma sie:

AB : AF =-CD : CG

lecz:

CD : CG ™ Okr. CD : Okr. CC
wiec:

AB : AF = Okr. CD : Okr. CC
zkad:

AB X Okr. CG = Okr. CD X AF

W réwnanie 1) wstawiwszy za ABXOMY.CD do-

piero co wynaleziong warto$¢ Okr. CD X AF, jest:
Powierzchnia AB = Okr. CDXAF.

Zatozenie. Co do S™- Niech tworzaca AB (fig. 112),
ma jakiekolwiek potozenie wzgledem osi PQ, trzeba ro-
wniez dowiesé, ze powierzchnia utworzona przez obrot pro-
stej AB rowna sie okregowi kota majagcemu za promien
prosta CD prostopadta do tworzacej AB \ z jej srodka C

wyprowadzong az do spotkania sie
z 0sig w punkcie D, rozmnozone-
mu przez cze$é osi EF  zawarta miedzy
prostopadlemi .4P i BF z konicow
tworzacej ™M B, to jest z punktow
4 1B nao$ FQ spuszczonemi.

Dowodzenie. Linia A B, majac ja-
kiekolwiek potozenie wzgledem osi
PQ, utworzy przez swoj obrot po-
wierzchnie boczng kloca ostrokrego-
wego prostego A B.J H majgcego
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za podstawy kota AH i BJ majgce promieniami proste
AE i BE.

Jezeli z punktu C poprowadzimy linie CG prostopadig
do PQ a wiec rownoodlegta od AE i BF, jest powierz-
chnia kloca ostrokregowego prostego, czyli:

1) Pow.AB = Okr. CG X AB (no 119).

Przez punkt A prowadze prostg AK réwnoodlegla od
PQ, i uwazam dwa trojkaty ABI*® \ D C G, ktére maja
boki do siebie prostopadte, to jest bok AB prostopadty
do CD, bok AK CG \bok BK do GD, sg wiec so-
bie podobne, a zatem ma sic AB : A K, azeAK= EF,
wiec:

AB :EF = CD : CG
lecz:
CDh : CG Okr. CD : Okr. CG
zatem:
AB : EF = Okr. CD : Okr. CG
zkad:
Okr. CG X AB = Okr. CDX EF.

Wstawiwszy w réwnanie 1) za okragg CGXAB do-
piero co wynaleziong warto$¢ Okr. CDXEF, jest:

Pow. AB = Okr. CD X EF.

A wiec w kazdym razie, jezeli prostg dtugosci ograni-
czonej wezmiemy za tiuorzacg i t. d. co byto do okazania.

Twierdzenie.

184. Objetos¢ bryly utworzonej przez obrot trojicata olw-
to osi fezacej na jego ptaszczyznie i “wzectiodzacej przez jego
nnerzctiotelc, rowna sie itoczynowi z powierzcJini jatm zakcre-
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$li podstawa obracajgcego sie trojkata przez trzecig czes¢ je-
go icysokosci
Tu mogg by¢ cztery przypadki:
Albo obracajacy sie trdjkat, opiera sie catym swym
bokiem 0 0§ i icysokos¢jego pada na samag podstawe.
2° Albo opierajac sie bokiem swym o 0§, ma icysokos¢
padajaca na przedtuzong podstawe.
3° Albo podstawa obracajgcego sie trojkata ma jakie-
kolwiek do osi potozenie.
4° Albo nakoniec, obracajacy sie tréjkat ma podstawe
od osi réwnoodlegita.
Co do P"- Jezeli wysoko$¢ AD  (fig. 113), pa-
da na podstawe obracajacego sie tréjkata to jest na B C,
to spusciwszy z punktu B proste BE prostopadlg do
AC, tréjkat ABC  w obrocie swoim okoto osi PQ,
utworzy
bryte ro-
wng sum-
mie dwdch
€ ostrokre-
gow pro-
stych, ma-
jacych
Fig. 113. wspblna
podstawg koto B F zakre$lone promieniem BE, a za wy-
sokosci proste AE i E C.

Brylow. Ostrokr. BFA JI BEX AE (nm 111)

Brytow. Ostrokr. BFC \% I fE\ EC
1)  Objetos¢ bryty ABCF =

= Bryt. Ostrokr. BFA + Bryt. Ostrokr. BFC =
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A%B]:XAE + IUtBEXEC =
JUIBE{A E + BEX AC =

= BEX BEX AC.

Powierzchnia ostrokregowa zakre$lona podstawg B C
rébwna sie potowie okregu BE rozmnozonej przez two-
rzacg BC (no 102), to jest:

Pow. 7i6' - UIBEXBC
a mnozac obie strony tego réwnania przez bedzie:
2) Pow. BCXIAr> = IUIX BEX BCX AD.

W trojkacie ABC iloczyn z AC X BE, tak samo jak
iloczyn z B CX AD, to jest iloczyn z podstawy przez wy-
sokos¢, oznacza podwdjng powierzchnie jednego tréjka-
ta ABC; wiec te dwa iloczyny s sobie rdwne, czyli jest:

BEXAC = BCXAD.

Rozmnozywszy obie strony tego réwnania przez NJIX  BE
otrzymamy:

XBEXBEXAC = UXBE XB CX AD.

Lecz | Ul XBEX BEXAC jest prawg strong réwna-
nia 1) a IUIXBEXBCXAD jest prawa strong ro-
wnania 2); wiec w réwnaniach 1) i 2) drugie strony sg
sobie réwne, zatem i pierwsze strony sag takze sobie ro-

wne. Jest wiec:

Objetos¢ bryty ABCE = Vo"n.BCX"AD.

Solidometrju. 27
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Co do Jezeli wysokos¢ AB  (fig. 114), pada na
przedtuzong podstawe B C, to spusciwszy prostag BE pro-
stopadta do osi PQ, tréjkat AB C w obrocie swoim utwo-
i-zy bryte AB CE réwng réznicy dwoch ostrokregéw pro-

B B

Fig. 114.

stych EAB i FCB majacych wspdlng podstawe koto
BF  zakreSlone promieniem BE ii za wysokosci pro-
ste AE i CE.

Brytow. Ostrokr. BFA

Ul X BE X AE (n-111)
Brytow.Ostrokr. BFC = iVe\ CE.
1)  Objetos¢ bryty ABCF =

= Bryt. Ostrokr. BFA — Brylow. Ostrokr. BFC =
= ijrx be'x AE- i UXb~e'x CE-==
--= IUIXBE\AE-CE) = IUIXBEXAC =

== IUIXBEXBEXAC

Powierzchnia ostrokregowa zakre$lona podstawa B C
réwna sie potowie okregu BE rozmnozonej przez BC
(no 102), to jest:

Pow. BC = Ul X BEX BC

Rozmnozywszy obie strony tego réwnania przez § AD,
bedzie:

2) Pow. BCX"AD = hUIX BEXBCX AD
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Lecz tak samo i dla tej samej przyczyny jak w poprze-
dzajacym przypadku, jest:
e ACXBE = BCXAD

Rozmnozywszy obie strony tego réwnania przez "UIX"BE
otrzymamy:

t JIXB EXBEXAC = NIXBEXBCXAD

Z czego okazuje sie, ze drugie strony w réwnaniach 1) i 2)
sg sobie réwne, a zatem i pierwsze ich strony sg takze so-
bie rowne; czyli jest:

Objetos¢ bryty AB CF = Pow. B CXlI AD.

Co do 3'- Jezeli podstawa trojkata ABC  to jest pro-
sta BC (fig. 115), ma jakiekolwiek potozenie wzgledem

osi PU, to
przedtuzy-
wszy tez
n Dodstawe
fiPC az do
przeciecia
sie z osig
Fil wpun-
Fig- 115. kcieii”, bry-
ta BCAFG utworzona przez obrot tréjkata PC,
rébwnac¢ sie bedzie réznicy bryt BEGA i CEFA.
Lecz podtug przypadku I-"
Objetos¢ bryty BEGA = Pow.BE X i AD.
Objetos¢ bryty CEFA Pow. CPXKA4P.
Obj. bryty BCAFGOb;. bryty BEGA-oh].  br. CEFA=--

Pow. BEK [|AD-row. CEX §4
= (Pow. B E -Pow. CE) | A D
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a ze jak okazuje tiguni:
PoNV. BE - Pow. CE = Pow*B C
wiec:
Objetos¢ bryty BCAFG = Pow. BCX" Al).

Nakoniec, co do Jezeli tréjkat ABC  (fig. 11G¥*j,

uia podstawe B C réwnoodlegtg od osi PQ, to spusciwszy

P

z koncdw podstawy B C czyli z punktow B i C proste B E
i CP prostopadte do osi FQ, bryta B CA G H niworzowa
przez obrot tréjkata A B C jest r6znicg miedzy walcem
G B CIl  utworzonym przez obrét prostokata EBCE
a sumnig dwoéch ostrokregéw prostych GAB i HAC
utworzonych przez obrot tréjkatéw prostokatnych B”~BA
i FCA.

Objetos¢ walca GBCH = Pow. kota GB X EF = |,
= UIB"EN EF Ul BEX EF (n<> i)5).
Objet. ostrokr. GAB = f Pow. kota GB X E 4 =
)
iui BE\ EA " lii)
f Pow. kota 11C X AF =

3-UIFCX 4F
az EC = BE, wiec:

Objet. ostrokr. HA C

¢) Cze$¢ JKI1.M zostata wycieta dla i)okazaiiia wowiietrznoi™o ksztat-
tu bryly.
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Oljetos¢ ostiokregu
zatem:
Objet. ostrokr. 6M.4 /5 + Objet. ostrokr. U AC -"=

A w T Xy 4rT

Poniewaz za$, jak sie wyzej ol*azato:

2Objgiast iy IBBHE{OK?. Y ostrokr. GB A + Obj. ostrokr. HAC)
wiec wstawiwszy za objeto$¢ walca G B CH i za summe

abjetogpijofselRpwBEAGH | H 4 Cich wartosci, jest:

Powierzchnia walcowa zakre$lona przez obrot poxlsta-
wy B C okoto FQ rdéwna sie iloczynowi z okregu kota B G
przez wysokos¢ EF (no 78), czyli:

Rozmnozywszy obie strony tego réwnania przez i B jest:

W tem réwnaniu i w réwnaniu 1) drugie strony sg su-
bie i-6wne, zatem i pierwsze sg takze sobie rowne, czyli jest:
Objetos¢ bryty B CA GH = Pow. BC XI B E
az BE ~ Al), wiec:

(Jbjetos¢ bryty B CAGH = Pow. BC X 3 A D.
Tak wiec w kazdym razie ohjejos¢ hryly uticorzon/j yrzez
ohrot trojkata okoto osi i t. d., co byto do okazania.
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Twierdzenie.

185. Objetos¢ bryly zakres$lonej obrotem odcinka kota
rcielkiego okoto Srednicy, réwna sie szostej czesci walca ma-
jacego za promien podstawy cieciwe obracajacego sie odcin-
ka, a za wysoko$¢ cze$¢ Srednicy zawartg pomiedzy prosto-
padiemi z lcofAcdw tejze cieciwy na $rednice spuszczonemi.

Zatozenie. Jezeli odcinek  Ci? " (fig.117), obracac
bedziemy okoto prostej D S, to bryta HAGBKLJK
obrotem tego odcinka zakre$lona, réwnaé sie bedzie z cze-
§ci walca majgcego za promien podstawy cieciwe A B, a za
wysokos¢ E F, to jest cze$¢ Srednicy zawartg pomiedzy
dwoma prostopadtemi AF i BE, z koiAcow cieciwy AB
na Srednice spuszczonemi.

Dowodzenie. Prowadze promienie MINS, BS, KS, JS
i nadto promien GS prostopadty do cieciwy AB, a wiec
A dzielacy ja w punkcie C na

réwne czesci.

wycinka AGBS okoto

Srednicy jest réznicg po-

A miedzy ostrokregiem kulistym

Pjg ji- ABDKJS a takimze ostro-
kregiem BDKS.

Hrylo. ostrokr. kulis. ABDKJS — czaszce ABDKJXI  AS (ii'l77")
Brylow. ostrokr. kulist. BDKS = czaszce liDK X f AS

Objetos¢ bryty A GBSKLJ =

Bry¥, ostrkr. kul. ABDKJS-Bryt. ostrkr. kul. BDJiS =--
czaszce AB DKJ X 1.4 - czaszk BD KX 8AS =
(czaszce ABDKJ - czaszka BDK) | =
Powierzclmi pasa kulistego AGB/{LJX i AS.

l
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Pow. pasa. kulis. A GBKLJ -

zatem:
1) Objet.bryty AG ES KE J

Bryta .4/jaS A'-/utworzona przez obrot tréjkata J B> &S
okoto prostej ES réwna sie powierzchni AB rozmnozonej
przez i CS (® 184, Przypadek 3), czyli:

Objetos¢ bryty .
lecz powierzchnia A B jako utworzona przez obrot prostej
AB dtugosci ograniczonej, okoto osi DS, réwna sie
Okr. kota SC rozmnozonemu przez EF .(n» 183, Przypa-
dek 3); czyli:

Pow\ /
zatem:
2) Objet. bryty »

A ze bryla BAGBKLJK zakre$lona obrotem odcin-
ka AG BA jest réwna bryle AGBSKEJ] mniej bry-
ta 22 wstawiwszy wiec za te bryly ich waitosci
1) i 2), bedzie:

Objetosc bryty BAGBKEJK-=

w trojkacie prostokagtnym ASC jest: A

2

wstawiwszy wiec w ostathie roéwnanie za AS —SC do-
2

AB .
piero co wynaleziong warto$¢ jest:
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Objetos¢ bryty BA GB KL JK

a z¢ U AB X EF oznacza brytlowato$¢ walca, ktdérego
promien podstawy jest AB n, wysoko$¢ EF  (n" 95), wiec
ohjetoschryly zakresloiiej obrotem odcinka kola irielkiego it.r/i,
co bylo do okazania.

Twierdzenie.

186. Brylowatos¢ kloca hdistego roicna sie poloicie swn-
nnj objetosci dwoch icalcoic, z ktorych kazdy ma za wysokosc¢,
n-ysokos¢ tegoz kloca, a za podstaicy, jeden dolng a drugi
gorng podstawe kloca, pormekszonej objetoscig kidi majace]
za promien potowe wysokosci kloca danego.

Zatozenie. Kiech bedzie kloc kulisty EHABKF
(fig. 118), potrzeba dowie$¢, ze jego brytowatosé réwna
sie potowie summy brytowatosci dwdch walcow, z ktorych
kazdy mie¢ bedzie za wysokos¢ BG, to jest wysoko$¢ klo-
ca, a za podstawy, jeden koto jE”podstawe dolng, drugi
kolo AB podstawe go6rna kloca, powiekszonej kulg majaca
za promien potowe linii 7) G, to jest potowe wysokosci kloca.

Dowodzenie. Podtug po-
przedzajacego twierdzenia
(no 185), objetos¢ bryty
utworzonej przez obrot od-
cinkan i/okoto S$re-
dnicy, czyli:

1) Objetos¢ bryty .
Objetos¢ kloca ostrokregowego EA I>F =

http://rcin.org.pl



— 217 —

W tim ostatuiein rownaniu na prawej stronie jeden

czynniiv k Ul'JJ G podzieliwszy przez 2, a drugi czynnik
2 2

bedacy v nawiasie, to jest EG + AD + EGXAD po-
mnozywszy przez 2, iloczyn sie nie zmieni i bedzie:

2) Objetos¢ kloca ostrokregowego EABF  —

A ze objetos¢ kloca kulistego EH AB KF, jak figura
okazuje, réwna sie bryle AEHABKFB wiecej klocem
ostrokregowym EABF, wiec dodajgc do siebie rdwnania
1) i 2), otrzyma sie: n

0) Objetos¢ kloca kulistego .

Poprowadziwszy linie AJ réwnoodlegta o F)G, to
w trojkacie prostokatnym AJE,  jest:

lecz:

wiec:
AYyrazenie to kladgc zamiast AE réwnanie 3), jest:
Objetos¢ kloca kulistego EHABKF
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= EQXDG  + ADXDG  + §Ul NG-=

= AUIEgx DG + IUl aJ)x DG + rA; UlDG

= i UIE GX DG+iUIADXDG+"UIX o =

= hUIE~-GX DG + IUl ADX 1)G-\-iUIx{

Lecz UIEG X D G oznacza brytowatos¢ walca maja-
cego za podstawe koto EG " za wysokos¢ DG, tak jak

2

UIAD XDG oznacza brytowato$¢ walca, ktérego podstawg
jest koto .1 D a wysokos$cig D G 95), za$ n

oznacza brytowato$¢ kuli, ktdérej promieniem jest

z
(no 170); wiec hryloicatos¢ Moca kidistego réwna sie i t.d.
co byto do okazania.

187. Whniosek. Jezelibysmy przypuscili ze jedna podsta-
wa kloca kulistego jest zero, czyli ze kloc kulisty zamienit
sie na odcinek kuli, to w takim razie, we wzorze:

Objetos¢ kloca kulistego =

= 1Ulm x DG 1% AD XDG +
potozywszy np. AD 0 (tig. 118), bedziemy mieli:
Objetos¢ odcinka kuli EHOKEE =
= | UIEGXDG \-ixy-,y-)

To jest, ze objeto$¢ odcinka kuli réicna sie polowie walca
majacego za podstawe i za wysoko$¢, podstawe i wysokosé
odcinka, powiekszonej kula majaca za promief polowe wy-
sokosci tegoz odcinka.
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ROZDZIAL VII.

O PO[)OBIENST\VIP] WIELOSCIANOW

188. Wielosciany sch podobne, gdy maja podstawy podo-
bne ijednakowg liczbe wierzchollmu utozonych w ten sposob,
ze polaczywszy je z trzema odpowiedniemi  wierzchotkami
podstaw, utworza sie ostrostupy trdjkatne podobne.

Jak w Planimetryi z warunkéw podobienstwa trdjka-
téw, przechodzi sie do podobienstwa wielokatéw, tak tez
i tu warunki podobienstwa ostrostupéw tréjkatnych postu-
zg nam do poznania wiasnosci wieloSciandw podobnych.
Zanim wiec mowic¢ bedziemy o podobieristwie wieloscianow,
rozbierzemy warunki podobierstwa ostrostupéw tréjkatnych.

189. Ostroshipy trdjlcatne sg podobne ictenczas, Idedy
nuijg tcrawedzie odpoiciednie proporcyonalne i jednakowym
porzadJdeni utozone. A z tego wypada, ze ostrostupy troéj-
katne podobne, majg Sciany odpowiednie podobne, Kkaty
brytowe odpowiednie réwne a wiec i nachylenie sie $cian
odpowiednicli jednakowe.

Dwa ostrostupy tréjkatne lub dwa wieloSciany podobne
trhzeciemu, sg sobie podobne.

190. Pantdand odpowiedniemi wielo$cianow podobirych
nazywamy punkta wyznaczone przez wierzchotki dwoch
ostrostupéw podobnych i podobnie utozonych.
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191. Liniami odpowiedniemi w wieloScigiiacli podo-
bnych nazywamy proste tgczace punikta odpowiednie.

192. Przecieciami odpowiedniemi w wieloscianach po-
dobnych nazywamy przeciecia przechodzace przez trzy
punkta odpowiednie.

Znak podobienstwa jest taki:

Twierdzenie.

193. W kazdym ostrostupie pta.*$zczyzna réwnoodlegta
od podstawij, odetnie od catego ostrostupa, ostrostup podobny
danemu.

Zatozenie. Niech bedzie napi-zyktad ostrostup piecio-
katny ABC DEF (fig. 119), mam dowieS¢, ze przeciecie
at)cde réwnoodlegte od podstawy ABCDE, odetnie od
catego ostrostupa, ostrostup abcdeF  podobny danemu.

Dowodzenie. Poniewaz pta-
szczyzna abcde jest réwnood-
legta od podstawy .'I/iCi)P,
wiec przeciecia sie tych dwdch
ptaszczyzn ztrzecig np. z pla-
szczyzng AFB, to jest proste
AB i ab sgod siebie réwnood-
legte (n° 27). Dla podobnej przy-
czyny jest ii C rownoodlegto
od bc, CD odcd it d., atem
samem trojkat AF~B”™aFb,

BFC"bFc, trojkat CED”cFd i t.d.
Z podobienstwa trojkatow AFB i aFb wypada:

1) AF :aF = .lii :ab ==FB : Fb.

Fi'. 119.

Z podobienstwa tréjkatéw BFC i h PAc wypada :
2 FB :Eh = BC :bc = FC : Fc
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Z podobieiBtwa tréjkatéow CFJ) i cFd wypada:
3) FC Fc = CD :cd - FD :Fd itd.

Z powodu stosunkéw wspdlnych, wszystkie stosunki
ciggi 1), 2), 3) it.d. sktadajgce sg sobie rowne, a ze po-
przedniki tych stosunkéw sg to krawedzie danego ostrostupa
ABCDEF, a nastepniki sa krawedziami ostrostupa od-
cietego cihcdiF,  wszystkie wiec krawedzie ostrostupa
ABCDEF sg proporcyonalne do krawedzi ostrostupa
abcdeF i jednakowo utozone, dwa wiec te ostrostupy sa
sobie podobne (n«18y). A zatem: ic kazdym ostrostupie
ptaszczyzna réwnoodtegta i t. d., co byto do okazania.

194. Wniosek Przez proste AF \ FG przeprowa-
dziwszy plaszczyzne (°3), ta przetnie sie z podstawa
ABCDE po prostej AG (®4), a z ptaszczyzng ahcde
po prostej ag roéwnoodlegtej od AG (n"27); wiec dwa
trojkaty A FG i aFit sg sobie podobne, a zatem ma sie:

AF :aF = FG : Fg.

To jest: ze tc dtcodi ostrostupach podobnychi, wysotcosci
sg proporcyonalne do tirawedzi tyctize ostrostupow.

195. Wniosek Poniewaz ma sie:

FG :Fg = AF :aF =« CF :cF it d.,

wiec: iv ostrostfupie ptaszczyzna réwnoodlegta od podstawy,
dzieli wysokos$¢ i Icrawedzie tego ostrostupa na czesci propor-
cyonalne.

Twierdzenie.

196. Dwa oistroshpy trojtcatne, majgce po dwie Sciany
odpowicdtue pod”obne jednatcowo utozone i po kacie dwu-
$ciennym ndedzy tenu aianand zawartym réwnym, sg.”ohie
podobne.
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Zatozenie. Niecli bedg dwa ostrostupy ti-)jkatne (tig.
120), ABCD i abcd, w ktérych zaktadan, ze $ciana
ABD ooabd, $ciana A CD co acd i jednatowo sg uto-
zone, nadto, ze kat dwuscienny miedzy temi $cianami za-
warty, to jest kat BADC"badc; mam dowiesé, ze
te dwa ostrostupy sg sobie podobne.

Doifodzem'.. Na boku
D A od punkti D odcinam
])E = da i pizez punkt
prowadze ptaszczyzne
BFG réwnoodlegta od
A B C; wiec jest trojkat
EDF coA Dv, aze zza-
tozenia trojkat ABBcoadb,
zatem jest talcze trojkat
Kig, IsT) Ma sie wiec:

ED :ad -- EF :ab = BF : db

\ ze z wykre$lenia ED = ad, wiecjesti EF ~ ab
i JJF= db. Zatem dwia tréjkaty ED F i adb lagjacc po
trzy boki réwne, sg sobie réwne.

Podobniez jest trojkat ED G co A D C, a ze z zatoze-
nia tréjkat A D Cco adc, wiec jest trojki*t ED G co a dc.
Z wykreslenia za$ jest ED = ad, zatem podobnie jak po-
przednio, okaze sie, ze jest trojkat ED G — adc. Dwa
przeto ostrostupy tréjkatne 7:;7) i abcd majg Sciane
ED F= adb, $ciane E D G = adc z dowiedzenia i po ka-
cie dwusciennym FEDG czyli BADC \ badc miedzy
temi $cianami zawartym z zatozenia réwnym, sa wiec so-
bie réwne (u" 59), a zatem i podobne.

Lecz ostrostup EFGD  jako cze$¢ odcieta od ostro-
stupa A BCD pflaszczyzng EFir rdéwnoodlegtg od 7iC
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jest podobny ostrostupowi ABCD  (ii" 193), a ze ostro-
stup EFGB, jak sie okazato, jest ])odobny ostrostupowi
nhc(J, wiec jest i ostrostnp CDc® A zatem:
i/ira oMroslupi/ tréjkajne majace po dwie $ciany odpo?riednie
T)odobne i t. cl, co byto do okazania.

Twierdzenie.

197. Bica ostrostupy tréjkatne majace po jednej Scianie
podobnej i po d?rakajy diciiscienne przy tejze $cianie nncne
i jednakoico utozone, sg sobie podotme.

Zatozenie. Niech beda dwa ostrostupy tréjkatne (fig.

120) ABCD i abcd, w ktorych zaktadam, ze $ciana
ADCCV)adc i ze kat dwuscienny BADC= b adc
i BCDA = bcda; mam dowie$¢, ze te dwa ostrostupy

sg sobie podobne.

Dowodzenie. Na prostej AD od punktu D odcinani
czes¢ DE=da i przez punkt prowadze plaszczyzne
EEG réwnoodlegty od C; jest wiec ostrostup troj-
katny EFGDcoABCD (no 193), a wiec nachylenia
sie $cian odpowiednich maja jednakowe (u" 189), zatem
kat dwuscienny EEDG= BADC, a ze z zalozenia
BADC= badc, przeto i EE D G= badc i réwniez
kat dwuscienny FGDE=BCDA; a ze z zalozenia
BCDA bcda, wiec jest kat FGDE bcda.
Trojkat ED Q oo ADC, bo prosta EG réwnoodlegta od
AIC, a poniewaz ti 6jkat A*DC acTc z zatozenia, wiec
i trojkat ED G adadc. Z wykreslenia E D -ad, przeto
tréikgt E D G = adc.  Zatem dwa ostrostupy trdjkatne
EEGD i «/>6'c/,» majace po jednej Scianie ldwnej i po
dwa katy dwuscienne przy tej Scianie lezace réwne, sg so-
bie réwne (no GO), a wiec i podobne, a ze ostrostup EEG D
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byt takze podobny ostrostupowi AB C A wiec jest i ostro-
stup ABCD CV) ahcd. Czyli dica ostro.hipj tréjkatne ma-
jace po jednej S$cianie podobnej i t.d., co byto do okazania.

Whniosek. Dwa ostrostupy trdjkatne majgce po kacie troj-
$cieimym odpoiciednim réwnym ipo trzy $ciany odpowiednie
tez kaly ograniczajace podolme ijednakowo utozone, sgsobie
podobne. Kiedy bowiem majg po kacie tréjsciennym ro-
wnym, to majg i nachylenia si¢ $cian odpowiednich jedna-
kowe (no 61), atem samem sprowadzajg sie do jednego
z dwdch poprzedzajacych przypadkéw (u" 196 i 197).

Twierdzenie.

198. Wielosciany podobne majg fcrawedziei przekatne

odpowiednie proporcyonalne i $ciany odpowiednie podobne.

Zatozenie. Niech bedg dwa wielo$Sciany podobne

A B CDKFGH i abcdefghi  (tig. 121), mam dowie$¢ ze

one majg krawedzie i przekatne odpowiednie proporcyonal-
ne i Sciany odpowiednie podobne.

Dowodzenie. Poprowadzmy przekatne yl//, AF, DE,

DF, CE, CH\ CF, oraz odpowiednie irn akli, af, de.

ce ch

i cf. Ostrostu-

py EFHA

i eflia jako

tez' EFHD

i efti d sg

podobne jako

wyznaczajace

wierzchotki

A i D oraz

aid w wie-

. lo$cianach po-
Fitr. 121.
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dobnych (® 188), a tem samem $ciana AFHo”afh, Scia-
na DFH~*d/h, kat dwuscienny D FHF=* dfhe

i AFHE = afhe (no 189). A zatem:
i)FHE - AFHE = d/he ~ afhe
czyli kat dwnscienny
DFHA = dfha.

Dwa wiec ostrostupy trojkatne AD FU i adfh ma-
jace po dwie Sciany odpowiednie podobne i po kacie dwu-
sciennym miedzy niemi zawartym réwnym, sa podobne
(no 19G), a z ich podobienstwa wypada, ze tak sie ma:

AH :ah = DF : df AD :ad it d.

Tak samo wuwazajac ostrostupy tréjkatne podobne
FFHC i ethc oraz EFH A i efha it d., dowiedzie-
my, Ze ma sie:

AC : ac CE :ce = AD ad t. d.

AV dwoch powyzszych ciggach, stosunek AD : ac/jest
wspolny, a ztad wszystkie stosunki ciggi te skladajace sa
sobie rowne, a zatem krawedzie i przekatjie w wieloscia-
nach podobnych sg proporcyonalne.

Podobienstwo $cian odpowiednich w danych dwoch
wielos$cianach, wypada z proporcyonalno$ci krawedzi i prze-
katnych odpowiednich, te bowiem wyznaczajg trojkaty po-
dobne ADC \ adc, ABC i abc it d., a z tréjkatow
podobnych tworzg sie wielokaty podobne czyli odpowiednie
Sciany danycti wieloscianbw. Dwa iciec wielosciany podo-
bne majg krawedzie it. d. co byto do okazania.

199. Whniosek Wielosciany podobne dadzg sie roz-
dzieli¢ na jednakowa liczbe ostrostupéw tréjkatnych podo-
bnych i podobnie utozonych. Krawedzie bowiem ostrostupéw
trojkatnych sktadajacych te wielosciany, sa krawedziami

Snlidoinctrya. ]
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lub przekatnemi tychze wieloscianéw, a jako takie sg pro-
porcyonalne i dajg ostrostupy tréjkatne podobne (0 189).

200. Wniosek Z podobienstwa ostrostupéw troj-
katnych sktadajgcych wielosciany podobne, wypada, ze
w wieloScianach podobnych katy brytowe i dwuscienne je-
dnego wieloscianu sg réwne odpowiednim katom brytowym
i dwusciennym drugiego.

Twierdzenie.

201. Ostrostupy trojkatne majace po kacie brytowym ro-
wnym, majg sie do siebiejak iloczyny z krawedzi tychzekatoic.
Zatozenie. Niech bedg np. dwa ostrostupy trojkatne

ABCD i abcd (tig. 122), majace po kacie tréjsSciennym
D id réwnym, mam dowie$¢, ze bedzie sie miat ostrostup
ABCD :abcd = ADXBDXCD : adXbdXcd.

Dowodzenie. Na odpowiednich krawedziach ostrostupa
wiekszego to jest na prostych AD,BD \ CD odcinam cze-
§ci ED, ED i 6ri) rowne krawedziom a (/, bdicd i prowa-

dze ptaszczyzny EEG,
AEG iAGB. Ptaszczy-
zny te utworzg ostrostu-
py tréjkatne EEGD,
AEGD i AGBD.
Ostrostupy AB CD
i AGBD mozna uwa-
zaé, ze majg wierzchotek
wspélny w punkcie B,
a wtenczas podstawy ich
bedg trojkaty ACD
\' A GD lezace na jednej ptaszczyznie A CD, zatem ostrostu-
py te maja sie do siebiejak podstawy (u" 110), tojest ma sie:
ABCD : AGBD = ACD :A GD
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a ze tréojkat
acd : AGD CD : GD czyli do ct/,
bo CD cd z wykreSlenia, wiec jest:
1) ABCD : AGBD = CD :ct
Podobniez ostrostupy AGBD i AF GD majace wierz-

chotek wspdlny w punkcie G a podstawy ABD i AFD na
jednej ptaszczyznie ABD, majg sie do siebie jak podstawy,

czyli ma sie: AGBD: AFGD = ABD: AFD
aze: ABD :AFD = BD :FD czyW*o hd, wiec jest:
2) AGBD :AFGD A BD  :hd
Nakoniec ostrostupy AFGD \EFGD majace wierz-

chotek wspolny w punkcie G a podstawy AFD i EFD na
jednej ptaszczyznie ABD, majga sie do siebie jak podstawy,

czyli AFGD:EFGD = AFD: EFD
a ze znowu: AFD :EFD = AD: ED czylido ad,
wiec ma sie:

3) AFGD: EFG D = AD: ad

Proporcye 1), 2) i 3) mnozac przez siebie i wyrazy
pierwszego stosunku dzielgc przez ich wspolne czynniki,
bedzie:
ABCD :EFG D = ADXBDXCD : adXhdXcd

Lecz tréjkat EDF = adb dla tego, ze bok ED=ad
i bok FD=bdz wykreslenia akat E DF czyliA D B=a db
z zatozenia. Dla podobnej przyczyny tréjkat FD G — hdc
i trojkat ED G =adc. Dwa wiec ostrostupy tréjkatne
EFGD i abcd majace po trzy Sciany rowne sg sobie ro-
wne (n° 61). Wstawiwszy wiec w ostatniej proporcyi za-
miast ostrostupa EF'G D iemu réwny ahcd, jest:

AHCI) : abcd = ADXBDXCD : adXbdXcd.
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Czyli: ostrostupy trojkatne majgce po kacie brylowym roé-
wnym it ct, co bylo do okazania.

Twierdzenie.

202. Ostrostupy tréojkatne podolme maja sie do siebie
jak szeSciany z krawedzi odpowiednich.

Zatozenie. Niech bedg

dwa ostrostupy podobne

ABCD i abcd (fig.123),

mam dowies¢, ze one majg

sie do siebie jak szeSciany

z krawedzi odpowiednich,

C to jest np. jak ~i) : ad.

Dowodzenie. Poniewaz

ostrostupy ABCD i al)cd

sg sobie podobne, wiec ma-

ja katy brytowe odpowiednie réwne (n" 189); jest wiec kat
tréjscienny D = d. A zatem ma sie (® 201):

ABCD: abcd = ADXBDXCD : adXbdXcd,
a ze (no 189):
BD : bd AD : ad
CD :cd AD : ad

mnozac przeto te trzy proporcye przez siebie i wyiazy od-
powiednie dzielac przez ich wspolne czynniki, jest:

ABCD :abcd = AD : ad

Czyli, ze osti-ostupy trojkatne i t.d., co byto do okazania.

Twierdzenie.

203. Wielosciany podobne majg sie do sielne jak sze-
Sciany z krawedzi odpowiednich.
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Dowodzenie. Wiadomo, ze wielosciany podobne sklada-
ja sie z jednakowej liczby ostrostupéw trdjkatnych podo-
bnych i podobnie utozonych ® 199).

Oznaczywszy wiec jeden wieloscian przez TFawielo-
$cian jemu podobny przez ic, oznaczywszy réwniez ostro-
stupy sktadajace wieloscian IF przez O, O', O", O™...i t.d.,
a ich krawedzie odpowiednie przez K, K\ K\ K".. it.d,
i nakoniec oznaczywszy ostrostupy sktadajgce wieloscian w
przez o, o', 0", 0™...it. d.,, a ich krawedzie odpowiednie
przez k', k", k™.. it. d, bedzie:

A ze krawedzie ostrostupéw O, 0\ O", O™ i t. d.
jako tez ostrostupéw o, o', 0", o™ it. d. sg krawedziami
lub przekatnemi odpowiedniemi w wieloscianach podobnych
W i w, a zatem ("® 198), ma sie:

a tem samem:

A wiec w proporcyach 1) drugie stosunki sa sobie ré-
wne, zatem i pierwsze, sg takze sobie réwne, czyli ma sie:

W tym ciagu stosunkéw, ma sie summa poprzednikdw
do summy z nastepnikéw, jak ktorykolwiek poprzednik do
swego nastepnika; czyli bedzie:

(_
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wiec bedzie:

Lecz:
zas:

Przeto jest:
lubjak K = it.d.
To jest, ze wielosciany podobne majg sie i i d., co byto
do okazania.
204. Walce hdj ostrokregi sa sobie podobne wtenczas,

kiedy majg nachyleriia osi do podstaw jednakowe i kiedy tez
osi sg proporcyonalne do $rednic lub promieni 2)odstaw.

205. Wszystkie kule sg sobie imlobne.

Twierdzenie.

206. Walce lub ostrokregi podobne majg sie do siebie
jak szesciany ze $rednic podstaw lub z osi.

Zalozenie. Niech
bedg np. dwa walce
podobne ABCD

abcd (fig. 124),
mam dowies¢, ze one
majg sie do siebie jak
szesciany ze S$rednic
podstaw.

Dowodzenie. Z pun-
ktéw E i e spuszczam
proste E G i eg pro-

stopadle do jiodstaw 2 i ab przez co utworzg sie dwa
tréjkaty podobne EEG i efg, bo majg kat E — f, gdyz
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walce AB CD i ahcd z zalozenia sg sobie podobne
(no 204), i kat G~g  jako katy proste.
Kota majg sie do siebie jak kwadraty ze $rednic, a wiec
ma sie:
r
z podobienstwa trojkatow EFG i efg wypada, ze ma sie:

a ze:
wiec:
2)
Mnozac proporcye 1) i 2) przez siebie, jest:

3) Kolo ABX EG : I"oU
Lecz Koto AB X EG oznacza objetos¢ walca AB  CD
(n° 05), tak samo jak Koto ahXeg objetos¢ walca ahcd,
zatem ma sie:

A ze ma sie:

czyli:

r
3 a
W piop(orcyach wiec 4) i 5) stosunek AB : ah jest

wspélny, zatem ma sie takze: L s

,Czyli, ze loalce podobne majg sie do siebie i t. cL, co I)y-
to do okazania.

Gdybysmy w proporcyi 3) wyrazy pierwszego stosunku
podzielili przez 3, to mieliby$my:
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Lecz Koto tak samo jak Koto

oznaczaja objetosci ostrokregéw (no 111), zatem ostrolregi
podobne majg sie do siebiei t d., co takze bylo do okazania.

207. Oznaczywszy promien jednej kuli przez E a dru-
giej przez r, brylowatos¢ pierwszej przez K, drugiej
przez k, powierzchnie pierwszej kuli przez F, drugiej
przez p, nakoniec okrag kota wielkiego pierwszej kuli
przez O, a drugiej przez o, bedzie:

a ztad:

Wyrazy drugiego stosunku w proporcyi 1) podzieliwszy
przez 2 Ul, w proporcyi 2) przez 4 JT, a nakoniec w pro-
porcyi 3) przez i J[, bedzie:

Czyli, ze okregi kol wielkich majg sie do siebie jak pro-
mienie kul, powierzchnie kul jak kwadraty, i nakoniec kide
jak szesciany z tychze promieni.

http://rcin.org.pl



ROZDZIAL Vin.

ZADANIA TEORETYCZNE | PRAKTYCZNE.

1" TEORETYCZNE.

Przez punkt dany poprowadzi¢ linie prostg, ktéraby
sie przecieta z dwiema innemi prostemi nie lezacemi
na jednej ptaszczyznie.

Linia prosta réwno nachylajaca sie do trzech prostych
przechodzacych przez jej spodek i na jednej ptaszczy-
znie lezacych, jest do tejze ptaszczyzny prostopadia.

Jakie jest miejsce jeometryczne *) punktéow w prze-
strzeni réwnooddalonych od trzech punktéw nie leza-
cych na jednej linii prostej?

Poprowadzi¢ od linii danej, réwnoodlegta, ktéraby sie
przecieta z dwiema prostemi nie lezagcemi na jednej
ptaszczyznie.

Linia i ptaszczyzna prostopadte do jednej prostej, sa
od siebie rownoodlegte.

Miejscem jeonietrycznem nazywa si¢ zbiér punktéw utozonych we-

dtug pewnego prawa. 1tak np. mozna powiedzie¢, ze okrag kota jest to
miejsce jeometryczne punktéw réwno oddalonycti od punktu danego.

Podobniez miejsce jeometryczne punktéw réwnooddalonych od kon-

coéw danej prostej, jest prostopadta do tej prostej z jej srodka wyprowa-
<lzona i t. p.

.Solidoinetrya. -J"
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Przez prosta dang poprowadzi¢ ptaszczyzne réwnoood-
legtg od drugiej prostej danej.

Jezeli dwie ptaszczyzny réwnoodlegte beda przec:iete
trzecia ptaszczyzna, to katy dwuscienne ostre, takc sa-
mo jak katy dwus$cienne rozwarte, bedg miedzy ssoba
réwne, a kazdy ostry z rozwartym wazy¢ beda (dwa
katy proste.

Katy dwuscienne majace krawedzie réwnoodlegte sg
sobie réwne lub spetniajg sie do dwdéch katéw p)ro-
stycli, gdy w pierwszym razie majg $ciany od sieibie
réwnoodlegte, a w drugim do siebie prostopadte.
Dwie ptaszczyzny prostopadte do trzeciej, przeclho-
dzace przez dwie proste od siebie réwnoodlegte, sg
miedzy sobg réwnoodlegte. A ztad rzuty dwtéch
prostych réwnoodlegtych, sg od siebie réwnoodlegbe.
Jezeli prosta jest prostopadta do plaszczyzny danie],
rzut tej prostej na inng ptaszczyzne przecinajgc.”; isie
z plaszczyzng dang jest prostopadty do wspdlnego
przeciecia sie tych ptaszczyzn.

Jakie jest miejsce jeometryczne punktéw réwnooddla-
lonych od dwéch ptaszczyzn przecinajgcych sie z sobg?
Jakie jest miejsce jeometryczne punktéw roéwnoodda-
lonych od trzech scian kata trdjsciennego?

Jakie jest miejsce jeometryczne punktéw réwnoodda-
lonych od trzech krawedzi kata trojSciennego?

Rzutem punktu nazywa sie spodek j~rostopadtej z tego punkfii na

ptaszczyzne dang spuszczonej.

Jezeli przez proste dana poprowadzimy ptaszczyzne prostopad g do

ptaszczyzny danej, to wspoélne przecigcie sie tych ptaszczyzn bedzie r.utem

prostej

danej. Albo inaczej, rzutem prostej tlanej jest miejsce jeom3try-

czne spodkéw pi'OSt )padtych spuszczonych z punktéw danej prostej napta-
szczyzne dani].

http://rcin.org.pl



14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

— 235 —

Plaszczyzny prostopadte do Scian kata tréjsciennego
przecliodzace przez krawedzie tymze $cianom prze-
ciwlegte, przecinajg sie w jednej linii prostej.
Przecig¢ kat brytowy czworoscienny jakikolwiek pta-
szczyzna, tak aby przeciecie byto réwnolegtobokiem.
Nakres$li¢ czworoscian, znajac potozenie jednego pun-
ktu z kazdej krawedzi.

Naki esli¢ szeScian, majac dtugos¢ jego przekatnej.
Wyznaczy¢ wszystkie czesci szeScianu wystawionego
na prostej réwnej summie dwoch innych prostych
danych.

Wyznaczy¢é wszystkie czeSci szeScianu wystawionego
na summie 3*, 4™ |ub % prostych danych.

Znalez¢ w liniach prostych stosunek prostopadto$cianu
Ay.B kC do prostopaditoscianu aXOX c.

Nakresli¢ kule przechodzaca przez tizy punkta dane,
i styczng do ptaszczyzny danej.

Nakresli¢ kule przechodzaca przez trzy punkta dane,
i styczng do kuli danej.

Wystawi¢ walec, majacy wysokos¢ l6wng danej,
i w ktérymby powierzchnia boczna réwng byta sum-
mie dwoch podstaw.

Nakresli¢ ostrokrag, styczny do kuli danej, i ktérego-
by objetos¢ miata sie do objetosci kuli jak 3 do 1.
Majac dang krawedz czworo$cianu foremnego, wyna-
lezé objetos¢ oSmioscianu, majacego swoje wierzchot-
ki w $rodkach krawedzi tegoz czworo$cianu.

Z (lanej krawedzi sze$cianu, wyznaczy¢ objetos¢
osmioscianu, majacego swoje wierzchotki w $rodkach
§cian tegoz szescianu.
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Z danej krawedzi o$mioscianu foremnego wyzna-
czy¢ objetosé szeScianu, majacego swoje wierzchotki
w $rodkach $cian tegoz o$mioscianu.

Z danej krawedzi szeScianu wyznaczy¢ objeto$¢ czwo-
roscianu foremnego utworzonego z polaczenia prze-
katnemi wierzchotkow przeciwlegtych szesciu jego
$cian.

Z danej krawedzi czworoscianu foremnego, wyznaczyé
objeto$¢ szeScianu utworzonego przez plaszczyzny
poprowadzone przez kazda z szesciu krawedzi tegoz
czworoscianu réwnoodlegte od krawedzi im*nie przy-
legtych.

Majac jednag z krawedzi dwudziesto$cianu foremnego,
wyznaczy¢ jego powierzchnie.

Nakresli¢ tréjkat kulisty, majac dane jego trzy boki.
Nakresli¢ tréjkat kulisty, majac dane jego trzy katy.
Nakresli¢ trojkat kulisty, majac dany jeden kat, bok
przylegty i summe dwéch innych bokéw.

Nakresli¢ trojkat kulisty, majac dany jeden bok, kat
przylegty i summe dwoch innych katow.

Majac dany: jeden kat, bok przylegty ir6znice dwdch
innych bokdéw, wykresli¢ trojkat kulisty.

Majac dany: jeden bok, kat przylegty i réznice dwdch
innych katow, wykresli¢ trdjkat kulisty.

Dany wielokat kulisty zamieni¢ na trojkat jemu ro-
wnowazny.

Wykresli¢ czworokat kulisty rownoboczny, majac dany
jego kat i powierzchnie.
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Majac dtugos¢ trzech krawedzi prostopadtoscianu
a—3,3stop, h—4,4 st.,, ¢c— 55 st., znalezé jego
powierzchnie boczng B, catkowita C i objetos¢ Ob.

(iJr=84,7st.D; 13,74 st.D; 06.=79,86 stkub.).

Majac powierzchnie szeScianu rowng 15,36 st.», zna-
lez¢ jego objetos¢ Ob.
(06. = 4,096 st. kub.).

lle osob przez dzien jeden wyzy¢é moze, bez uduszenia
sie, w sali majacej 12,5 metr. dtugosci, 6 metr. sze-
rokosci i 3,2 metr. wysokosci, wiedzac ze czlowiek
potrzebuje dziennie 4 metry kub. powietrza.

(Liczba oséb = 60).

Majac dang srednice kloca debowego = 0,3 metra,

dtugosé = 2,5 metr. i ciezko$¢ gatunkowa drzewa de-

bowego = 1,17, znaleZ¢ jego objeto$¢ Ob. i ciezar W

w kilogramach.

(06. = 0,176625 metr. kub. = 176,625 decim. kub.*
206,65125 kilogr).

Majac dany bok podstawy graniastostupa szescioka-
tnego foremnego réwny 4 st. i wysoko$¢ tegoz grania-
stostupa réwna 8 st., wynalez¢ jego powierzchnie bo-
czng i), catkowitg C, i objetos¢ 06.).
(ii=192st.n; C= 275,136 st.n; 06.= 332,544
stép kubicznych.).

Znalez¢ powierzchnie boczng B, catkowita C i obje-
tos¢ Ob. ostrostupa czworokatnego foremnego, wie-
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dzac ze bok podstawy = G stop, a wysokos¢ ostrostu-
pa = 4 st

(B =60st.e; C= 96ste; Ob.= 48 st. kub.).
Znalez¢ powierzchnie boczng B i catkowita C kloca
ostrostupowego czworokatnego foremnego, wiedzac
ze bok podstawy dolnej = 28 cali, gérnej 22 cale,
a krawedz 5 cali.

[B= 400 cah «; C 1668 cali ).

Znalez¢ objetos¢ kloca ostrostupowego czworokatne-
go foremnego, wiedzac ze bok podstawy dolnej — 5
cali, gornej 2 cale, a wysoko$¢ 17,01 cala.

Ob. = 221,13 cali).

Znalez¢ objeto$¢ kloca ostrostupowego wielokatnego,
wiedzac ze jego wysoko$¢ = 9,6 stop, podstawa
mniejsza rowna 2,25 st. ¢, i stosunek boku tej pod-
stawy z odpowiednim bokiem podstawy wiekszej ro-
wny 3 : 4,

(Oznaczywszy przez x powierzchnie podstawy wie-
kszej, mamy najprzéd x : 2,25 = 4*: 3 zkad x = A.
Objetos¢ wiec szukana bedzie:

§(4+ 2,25 + 1/4 X 2,25) 9,6 = 29,6 st. kub.).
Znalez¢é objetos¢ Ob. kloca graniastostupowego troj-
katnego, wiedzac ze jego podstawa =21 calom
odlegtos¢ pierwszego wierzchotka od tejze podstawy
a= 7,7; drugiego b= 2,2; trzeciego c= 5,5.

{Ob. = 107,8 st. kub.).

Znalez¢ powierzchnie boczng B, catkowita C i obje-
tos¢ Ob. walca prostego, wiedzac ze okrag jego pod-
stawy = 62,8 cali, a wysokos$¢ 22 cale.

(B = 1381,6 st.»; C'-:2009,6 st.D; Ob. -6908
stép kubicznych).
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Znalez¢ powierzchnie boczng B, powierzchnie cntg C
i objetos¢ Ob. ostrokregu prostego, ktérego tworzaca
rowna 5 stdp, a wysokos¢ 4 stopy.

st. 75,52 st.D; 0/>.=37,G8
stop kubicznych).

Znalez¢ powierzchnie boczng kloca ostrokregowego,
wiedzac ze promieri podstawy gérnej = 3 stopy, dol-
mej 5 stép, a tworzaca 7 stop.
(Pow bocz. = 175,84 stop ).

Znalez¢ objetos¢ Ob. kloca ostrokregowego, wiedzac
ZC promien podstawy goérnej = 3 stopy, dolnej 5 stdp,
a tworzaca 7 stop.

(06. = 344,03096 st. kub.).

Znalezé prom.ied r i powierzchnie P kuli ziemskiej,
wiedzac ze czwarta czes$¢ jej potudnika = 10 milio-
néw metrow.

(r = 6366200 metrow.

P = 509296000 milionéw metréw « ).

Jaka jest objetos¢ Ob. kuli ziemskiej w myriametrach
kubicznych i ciezko$¢ jej g w kilogramach, wiedzac
ze obwdd jej = 40 milionébw metréw, a Srednia ciez-
kos¢ gatunkowa = 4,5.

(Oh.= 1080759000 myriametréw kubicznych.

g = 4863420000000000000000000 kilograméw).

Znalez¢ promien kuli r, ktérej powierzchnia roéwna
728,4926 stop.

(r 7,61 stopy).

Znalez¢ promien kuli r majac jej objetos¢ ro-
wng 904,32 cali Kiib.

(r ™ 6 cali).
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Znalez¢ powierzchnie trojkata kulistego, ktérego kat
A=Sb'+ 1 7B =UP>+35C = + 49'
a promien kuli = 3 stép.

(Szukana powierzchnia — 12,0570 stop ).
Znalez¢ objetos¢ kuli opisanej na szeScianie, ktorego
krawedZz = 2 stdp.

(Szukana objetos¢ = 21,67404184 st. kub.).
Znalez¢ objetos$¢ kloca kulistego, wiedzac ze promien
podstawy wiekszej E — 5 stdp, promien podstawy
mniejszej r = 3 st. a wysoko$¢ jego w — 4 st.
(Szukana objetos¢ = 247,01 st. kub.).

KONI K C
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