Nowa metoda rozkiadu liczb na czynniki
pierwsze.

Wszelkie znane dotgd w matematyce sposoby rozkiadu wielkich liczb
na czynniki pierwsze nie sg wiasciwie metodami rozkiadu, lecz metodami
wynajdywania form kwadratowych i linjowych dla dzielnikéw
poszukiwanych. Bardzo dowcipne i subtelne sposoby matematykéw tej miary,
co Lagrange, Legendre, Lucas, a zwlaszcza Czebyszew ustalajg przedewszyst-
kiem cigg form kwadratowych, jedynie mozliwych dla czynnikéw liczby bada-
nej, — a zarazem cigg form linjowych, odpowiadajacych kazdej kwadratowe;.
Kombinujgc nastepnie po dwie formy kwadratowe w réznych zestawieniach,
wylgczamy z pomiedzy odpowiednich im linjowych te, ktére nie naleza jed-
nocze$nie do obu kwadratowych, zestawionych przez nas. W ten sposob otrzy-
mujemy forme linjowg coraz ogolniejsza, w ktorej spdtczynniki liczbowe
wcigz wzrastajg. Zatrzymujemy sie wreszcie na takiej, ktéra da nam mozli-
wie najmniejszg ilo$¢ liczb pierwszych jej odpowiadajacych, i w koncu wy-
konywamy po kolei dzielenie prdébne liczby badanej przez wszystkie
znalezione przez nas mozliwe jej czynniki.

Postepowanie takie dalekie jest od doskonatosci nie tylko dlatego, ze
nie daje nam czynnikbw gotowych, ze je wyczuwa zaledwie. Wiekszg
jeszcze jego wada jest to, ze zastosowywane tu dziatania skompliko-
wane i diugie, a wymagajgce uwagi skupionej, nie podlegajg zadnemu
sprawdzaniu sie w biegu samej roboty. Mozliwe wiec sg omyiki przy-
padkowe, unicestwiajgce wynik ostateczny. Do$¢ zwrdéci¢ uwage na wzor za-
sadniczy Czebyszewa, na podstawie ktdrego otrzymujemy szereg form kwa-
dratowych na dzielniki liczby badanej. Jest on tak skomplikowany, ze wszel-
kie dziatania stad wyplywajace nalezy przerobi¢ powtdrnie, lub da¢ do prze-
robienia osobie innej, by mie¢ pewnos$¢, ze punkt wyjscia nie zawiera
omytek.

To, co podaje ponizej, nazwalem metoda rozkitadu liczb na czyn-
niki, gdyz majac badana liczbe X, wykonywam pewne dziatania algiebraiczne
i arytmetyczne, ktére prowadza bez zadnego dzielenia prébnego
albo do otrzymania gotowych dzielnikéw liczbowych, albo do pewnosci,
ze liczba X jest pierwsza. Précz tego, jesli X okaze sie ztozong, moge
orzec z tatwoscig i a priori, wiele mianowicie zawiera ona roéznych czyn-
nikéw pierwszych. Omyitki przypadkowe wylaczone sg absolutnie

Wektor, z. 5, 1913. 1
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w tej metodzie, gdyz mamy tu dzialania najprostsze i sprawdzenie natych-
miastowe roboty gtdwnej, wyznaczajacej liczbe dzielnikéw. Wreszcie, jesli
chodzi 0 szybkosé¢, to np. liczhe 8520191, cytowang i rozktadang przez
Czebyszewa, zbadatem przy pomocy mojej metody w ciagu 1¥7 godziny, po-
sitkujac sie za$ arytmometrem —weciggu 40 minut. Tymczasem, przerobienie
tego wszystkiego co wykonywa sam ¥zebyszew zajeto mi przeszto 12
godzin, i précz tego — robota cata wymaga przerobienia powt6rnego.

Wskazuje tu na wyzszo$¢ mojej metody, stusznym jest zwrdci¢ uwage
i na jej stabg strone, a mianowicie, ze, jak dotad, moze by¢ ona stosowana
praktycznie tylko do liczb ksztattu 10m+l. Co za$ do ksztattu 10m+3, to
jakkolwiek podaje teoretyczne rozwigzanie Kkivestji lecz wymaga ono
przejScia do kwadratu liczby N, co prowadzi do liczb zbyt wielkich i pozba-
wia metode jednej z gtébwnych jej zalet, t j. szybkosci. Dla liczb ksztattu
10m+3 nalezy wiec szuka¢ metody innej, krétszej. Zdecydowatem sie jednak
na publikacje wynikdw juz osiggnietych, w nadziei zachecenia matematykéw
do opracowania i udoskonalenia dalszego metody tu podanej, jako skierowu-
jacej kwestje omawiana na wikasciwe tory.

Na wynalezienie jej naprowadzity mie badania nad wiasnoSciami
uogolnionych ciggéw Fibonaccie®go, ogloszone juz ¥rtikiem

Ciekawych niezmiernie badan ciggu Fibonacci'ego dokonat E. Lucas
(Bolletino Boncompagni. Tom X. Str. 129. Sur diverses questions d'arithrne-
tique superieure), gdzie wspomina nawiasowo 0 uog6lnionym ciagu Fibonac-
ci'ego i jego okreslniku, nie robigc jednak zadnego stad wniosku o mozliwo-
§ci zastosowania go do rozkitadu liczb na czynniki pierwsze. Lucas rozwingt
nastepnie swa analize, stosujagc jg do trzech typow ciggéw: Fibonacci'ego,
Fermata i Pella (Théorie des fonctions numeriques simplement periodiques.
American Journal of Mathematics. 1878. Tom |I. Str. 184).

Przypomne tu w streszczeniu wyniki gldwne badann moich, potrzebne
do zrozumienia metody przedstawionej ponizej.

Chcac, by cigg uogodlniony nie byt skracalny, obieramy dwie wielkosci
dodatnie: a i b wzglednie pierwsze, i otrzymujemy posta¢ algiebraicz-
ng takich szeregow

gdzie, oczywiscie, Spotczynniki przy a i b w kazdym wyrazie poszczegol-
nym sa kolejnemi wyrazami ciggu Fibonacci'ego

Ciag liczbowy, czy tez rozwazany w ksztatcie algiebraicznym, nalezy
rozumie¢ zawsze, jako doprowadzony do wiasciwego swego poczatku, co
jest uwarunkowane przez nieréwnos¢

*) Czebyszew. Sobranje Soczinienij. Tom I. Str. 73,
**) R. Niewiadomski. Nowyj metod raztozenja czisiet na pierwonaczalnyje
mnoziteli. Moskwa 1912.
***)  Wiadomosci Matematyczne. Tom XV. 1911. Sir. 235.
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czyli

Przy zachowaniu tego warunku cigg rozpoczynaé¢ sie bedzie od liczby mo-
zliwie najmniejszej.

Dla kazdego ciagu uogolnionego istnieje pewna liczba stata, niepa-
rzysta D, czyli okreslnik szeregu, ktéra réwna sie

Przy N parzystym otrzymujemy przed nawiasem znak -+, przy N za$
nieparzystym znak —.
Ksztatt algiebraiczny okreslnika ciggu typowego (1) bedzie

czyli odpowiada mu pewna specjalna forma kwadratowa.

Okreslnik D jest liczbg pierwszg wzgledem wszystkich
wyrazow szeregu, lub szeregbw mu odpowiadajacych (o ile a jest pierw-
sze wzgledem b).

Jesli mamy jakikolwiek cigg (1) o okreslniku D, to istnieje co naj-
mniej drugi jeszcze cigg o tymze okreslniku, a mianowicie

Oba te ciagi (1) i (6) maja jednakowy przed wyraz: U0=b—ja;
bedziemy je nazywali sprzezonemi. Z dwuch sprzezonych ciggéw nazy-
wac bedziemy zasadniczym ten, ktdérego wyrazy poczatkowe sg wzglednie

mniejsze.
Dwa jedynie ciagi nie posiadaja sprzezonych: 1) ciag Fibonacci‘ego
(2), gdzie i Br, 2) ciag 1, 3, 4, 7, 11, 18, .. w ktérym

Okredlniki D mogg by¢ tylko ksztattu 10m—+1, o ile nie zawie-
rajg czynnika 5, ktéry zreszta wystepowaé¢ moze w okreSlniku jedynie w po-
tedze pierwszej.

Badajgc ksztatt ogolny ciggu sprzezonego (6), widzimy, iz Spoéiczyn-
niki przy a i b sg kolejnenii wyrazami ciggu (2), poczynajac od wyrazu trze-
ciego. Rozwazywszy zasade formowania ciggu (6) z ciggu (1), znalaztem, iz
zupetnie identycznie powstaje ciag o okreslniku ztozonym D=dld? z dwuch
innych ciggoéw, ktérych okreslniki réwnajg sie dl i d2. Mianowicie, jesli
pierwsze wyrazy ciggu mnozonego sg a i b, to posta¢ ogélna wyrazéw ciagu
ztozonego bedzie

pb-ga 7

gdzie spdiczynniki zmienne p i g sa wyrazami Kkolejnemi ciggu mnozacego.
Naturalnie, role ciggbw mnozonego i mnozacego moga sie nawzajem zamie-
niaé. W przypadku szczegélnym, ciagi (6) i (1) majg ten sam okreslnik, po-
niewaz okreslnik ciggu mnozgcego (Fibonacci'ego) réwna sie 1.

Przypusémy, ze dane ciagi o okre$lnikach d! i d2 majg postaé

gdzie
gdzie
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Ksztatt ciggu o okreslniku ztozonym D=dld2 powinien by¢

Ciag (y) jest, oczywiscie, jednym z uogolnionych ciagéw Fibonacci'ego,
poniewaz spétczynniki przy b i a w kazdym jego wyrazie réwniez tworza
taki cigg, w ktérym suma dwuch wyrazOéw kolejnych réwna sie trzeciemu.

Okreslnik ciggu (y) jest

Woystarcza sprawdzi¢, ze zachodzi tu tozsamos¢ z iloczynem

Zachodzi to w rzeczy samej, jak tatwo sie przekona¢ po wykonaniu
mnozen odpowiednich.

A wiec, iloczyn form kwadratowych ksztattu (5) h2—ab—a?
ma takg samag forme kwadratowag (5), zupeilnie analogicznie
do znanej wiasnosci form a2-+h2

Na rozwigzaniu odwrotnego zagadnienia droga algie-
braiczna opiera sie moja metoda rozkiadu liczb okresini-
kowych na czynniki pierwsze.

Poniewaz przekonaliSmy sie, ze istnieje réwnos¢ (8)=(8a), mozemy
wiec wnioskowa¢ w zwigzku z tym, co dowiedzione zostalo powyzej, iz okresl-
nikami ciggébw rozwazanych moga by¢ jedynie: 1) liczha 5; 2) wszystkie
liczby pierwsze ksztaltu 10m-—+1; 3) wszystkie kombinacje czynnikéw grupy
poprzedniej, z powtdrzeniami lub bez takowych, i w kombinacji z liczbg
5 w potedze pierwszej.

Tablice okresinikéw, doprowadzong prawie do 1000, podalem w innym
Jniejscu  Tamze znajdzie czytelnik dowdd tego, co nastepuje:

Szereg mnozacy o okre$lniku 5 nie powieksza liczby ciagéw ztozonego,
jak réwniez nie ma wplywu na ten rezultat potega czynnikéw, zawartych
w danym ztozonym. Wogéle, dwom réznym okresinikom

odpowiada ta sama liczba ciggdw, sprzezonych Prarami

Dowodze tez sposobem popularnym ¥** ze jesli dany okreslnik ztozony
zawiera m réznych czynnikéw pierwszych, nie rachujac czynnika 5, to wszyst-
kich ciggébw o tym samym okresiniku mamy 2m, czyli 2m-1 par ciggoéw sprze-
zonych. Poniewaz jednak wyrazenie (5) jest précz tego formg kwadratows,
zatym rezultat znaleziony przezemnie wyplywa bezposrednio z teorji tych
form, gdzie dowiedziono, iz, majagc N=a. B. y... zawierajgce m czynnikéw
pierwszych, mozemy N przedstawi¢ w postaci 2m réznych form kwadrato-

*)  Wiadomosci Matematyczne. Tom XV. 1911. Str. 239.
**)  Tamze. Str. 243—246.

***) R, Niewiadomski. Nowyj Metod roztozenja czisiet na pierwonaczalnyje
mnoziteli. Moskwa 1912.
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wych, czyli otrzymamy 2m rdéznych pierwiastkbw na a i b, t. j. 2m réznych
ciggébw typu Fibonacci'ego.

Gdy D jest liczbg ztozona, niezbednym jest mie¢ przynajmniej dwie
pary ciggdw mu odpowiadajgcych, by zastosowa¢ mojg metode rozkiadu.

Przypomne tu, co pokazatem w innym miejscu na przyktadzie liczbo-
yvym  w jaki mianowicie sposob z dwuch par ciggéw o okres$inikach d! i d2 otrzy-
muje sie dwie pary nowych ciggéw, ktorych okreslnik réowna sie dld2. Wez-
my dl=11 i d2=19.

zasadniczy:

sprzezony:

zasadniczy:

sprzezony:

zasadniczy:
sprzezony:
zasadniczy:

sprzezony:

By uniknaé, o ile to mozliwe, otrzymywania wyrazéw ujemnych w cig-
gu ztozonym, co mogtoby prowadzi¢ do mimowolnych omytek w obliczeniach,
znalaztem nastepujacg regute empiryczng na tworzenie sie jego wyrazéw.
Mianowicie: zgodnie z postaciag ogélng (7) i zamieszczonym tamze ciggiem
(y) — ciag ztozony (¢) powstaje z ciggu (a) przez Spétczynniki ciggu (8), po-
czynajac od pierwszego; ({) powstaje z ciggu (B) przez Spoétczynniki ciggu
(y), poczynajgc od trzeciego; ciag (k) powstaje z (y) przez spOtczynniki ciag-
gu (a), poczynajac od pierwszego, i wreszcie (A) powstaje z ciggu () przez
Spotczynniki ciggu (B), poczynajac od trzeciego. Czyli; przy tworzeniu za-
sadniczych ciggow ztozonych Spdétczynniki mnozacego ciggu zaczynajg
sie od pierwszego; przy tworzeniu zas sprzezonych ztozonych,
Spoétczynniki zaczynajg sie od trzeciego.

Gdy bedziemy rozwazali posta¢ algiebraiczng ciggéw, przytoczony przy-
ktad przedstawi sie jak ponizej

*)  Wiadomosci Matematyczne. Tom XV. 1911. Str. 246—247.
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Tym sposobem, w ciggach algiebraicznych (g), (0), (), (\) mamy wias-
nie te konstrukcje wyrazéw ciggébw o okreSiniku ziozonym D =dld2 ktéra
pozwoli nam wynalez¢ elementy ciggéw o okresinikach dl i d2

Przypusémy teraz, ze liczbe D ksztattu 10m+1 mamy roziozy¢ na
czynniki pierwsze. Wymaga to przedewszystkim rozwigzania réwnania kwa-
dratowego nieoznaczonego (5) — i wynalezienia poczatkowych wyrazéw a i b
ciaggéw, odpowiadajacych danemu okreslnikowi D

Podstawimy w ostatnim réwnaniu wyrazenie na przedwyraz U0=b—a
i rozwigzemy przeksztatcone réwnanie (5a)

lub inaczej

Wyrazenia na a i b przedstawimy w postaci funkcji zmiennych Uo i D;
mianowicie

Znaki (—) przed pierwiastkiem stosujg sie do ciggu zasadniczego (licz-
by mniejsze), znaki za$ -j- do sprzezonego z nim.

Chcac z (10) otrzyma¢ a i b wymierne, nalezy dobra¢ przez prébowa-
nie takie catkowite UO, aby$my otrzymali pod pierwiastkiem kwadrat zu-
petny.

Dobér ten dokonywa sie za pomocg tablicy kwadratow. Sadze, ze upro-
Scitem go i udoskonalitem do mozliwych granic, a jednak czynno$¢ ta po-
chiania 80006 — 9006 czasu, potrzebnego do rozktadu liczby na czynniki
pierwsze na podstawie mojej metody.

Poszukiwanie wszystkich catkowitych pierwiastkbw na U0 upraszcza sie
przez warunek

dowiedziony juz Wprzednio

*)  Wiadomosci Matematyczne. Tom XV. Str. 241,
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Znalaztszy to max.U0 na podstawie (11), obliczamy najwieksza mozliwg
warto$¢ wyrazenia podpierwiastkowego

Podstawiajgc nastepnie liczby kolejne: max. U0—1, max. U0—2, i t. d,,
nie mnozymy juz za kazdym razem przez 5 kwadratu liczby kolejnej
w tablicach, by odja¢ potym 4D, lecz dobo6r prébny sprowadzamy do odej-
mowania. Mianowicie, poniewaz réznica kwadratow dwuch liczb kolejnych
rowna sie sumie tychze liczb, wystarcza odja¢ najprzéd od znalezionego
Q wielkos¢ 5{max. U0+ (max. Uo-1)},

Kazdy nowy odjemnik bedzie mniejszy od poprzedniego o 10, gdyz
suma dwuch liczb kolejnych rézni sie 0 2 od sumy liczb sagsiednich.

Odejmujgc tym sposobem liczby coraz mniejsze, prowadzimy te czyn-
nos¢ tak dhlugo, az odejmnik okaze sie wiekszym od ostatniej reszty Qn.
Wtedy nalezy sprawdzi¢ dziatania arytmetyczne, positkujac sie bezposred-
nio zaleznoscia

Gdy odejmowan jest bardzo wiele, nalezy to sprawdzenie stosowac cze-
Sciej, np. w kazdej zakonczonej kolumnie pionowej. Wogble ilos¢ odejmowan

bedzie w przyblizeniu ; czyli np. dla liczby D bliskiej miljo-

nowi, nalezy wykona¢ okoto 105 odejmowan.

Przekonawszy sie ze sprawdzenia Q, wedtug (14), ze nie zaszty zadne
pomyiki, poréwnywamy wszystkie reszty: Q, QI Q2 .. Qn z tablica kwadra-
téw, odznaczajac te z nich, ktoére sie okaza kwadratami zupetnemi. Liczba
tych ostatnich powinna by¢ réwnag 2k

Poniewaz otrzymujemy stad 2k réznych UO, ktére czynig kwadratami
zupetnemi wyrazenie podpierwiastkowe (10), zatym wszystkich ciggéw typu
Fibonacci'ego o tym samym okresiniku D bedzie 2kt , ze wzgledu ze kazdemu Uo
odpowiadajg dwa ciagi sprzezone. Liczbe wiec D mozna przedstawi¢ w po-
staci k+1 réznych form kwadratowych ksztattu (5), czyli zawiera ona 1
roznych czynnikéw pierwszych.

Oczywistym jest, iz metoda niniejsza dostarcza zupeilnego sprawdzenia
dziatan arytmetycznych, wykazujac jednoczesnie liczbe roznych dzielnikow
pierwszych w rozkitadanej przez nas liczbie D.

Gdy 7=1, réznych Uo bedzie 2, i stad dwa tylko dzielniki. Przy 7=0,
liczba Z) bedzie pierwszg, gdyz 20=1, czyli otrzymujemy jedyne U0, zamie-
niajgce wyrazenie podpierwiastkowe (10) w kwadrat zupetny.

Jesli sie okaze, ze zadna z reszt Q nie jest kwadratem zupelnym, ozna-
cza to oczywidcie, iz dana liczba D, jakkolwiek ksztattu 10m+1, nie moze
by¢ jednak okresinikiem zadnego ciggu typu Fibonaccie'go. Zatym musi ona
zawiera¢ czynniki postaci 10m—+3. Taka liczba nieokresinikowa (lub
mieszana) bedzie bezwatpienia ztozong, gdyz czynniki ksztabtu 10m+3 mu-
szg znalez¢ sie co najmniej w liczbie dwuch, by iloczyn ich otrzymat posta¢
10m+1.
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ZnalezliSmy zatym 2k roznych Uo. Stosownie do ich wartosci liczbowej,
na zasadzie wzorow (10) ukladamy 2k+l réznych ciggéw typu Fib. Wystar-
czy przytym obliczy¢ jedynie ich pierwsze wyrazy a, by rozwigza¢ zajmu-
jace nas zagadnienie. Obieramy nastepnie dowolne dwie pary ciggbw sprze-
zonych, baczac by wyrazy a byly liczbami mozliwie malemi. Oznaczmy wiel-
kosci na a w jednej parze ciggow przez fi g, w drugiej przez h i i i przy-
rownajmy do nich wyrazenia (9) na pierwsze wyrazy ciagow (¢), (0), (K),
(A). Otrzymamy wtedy cztery rOwnania algiebraiczne

Rozwigzujac je, znajdziemy

Wszystkie liczniki w (16) dzieli¢ sie powinny przez 5 tatwo spraw-
dzi¢, ze wszystkie one sg poréwnalne wzgledem modutu 5; zatym, gdy jeden
okaze sie wielokrotnoscig 5-iu, zachodzi to samo i dla reszty licznikéw. Wy-
starczy wiec najprostszy z nich (np. w wyrazeniu na kt) podda¢ podstawia-
niu prébnemu, ktéore w danym wypadku konieczne jest z tego wzgledu, ze
oznaczenie literami f,gi h, i pierwszych wyrazéw a w obranych przez nas
ciggach — bylo w gruncie rzeczy tymczasowo dowolnym. Niewiadomo bo-
wiem a priori z wyrazen (9), ktére mianowicie z ciggow (a), (B), (y), (d)
okazag sie mnozacemi, a ktdre mnozonemi, ktore zasadniczemi a ktére sprze-
zonemi.

Jesli licznik wyrazenia na kt nie dzieli sie przez 5, to nalezy zastoso-
wac litery fi g do drugiej pary ciggow obranych, litery za$ h i i do pierw-
szej. Gdy i to nie pomoze, nalezy w jednej lub obu parach ciggdw przesta-
wi¢ te oznaczenia literowe 2z szeregu zasadniczego do sprzezonego i odwrot-
nie. W rezultacie jedna z tych kombinacji okaze sie niewatpliwie trafng. Co
do tego tatwo sie przekonaé, wzigwszy zamiast licznika (f+4g-+h—i) po-
réwnalne z nim wzgledem modutu 5 wyrazenie (f—g-+h—i) i podstawiajgc
z (9) znaczenia na g, h, i. Otrzymamy wtedy ostatecznie 5v(k—1), czyli
wielokrotnos¢ 5-iu.

Dobor ten prébny wykonywa sie bardzo szybko, gdyz nie obliczamy za
kazdym razem catkowitej wartosci na kt, lecz orjentujemy sie wedlug ostat-
nich cyfr liczb f, g, h, i, aby przekona¢ sie, przy jakiej kombinacji oznaczen
ostatnia cyfra licznika kt bedzie 5 lub 0.

Znajdujemy tym sposobem na podstawie (16) wartosci liczbowe na
v, kt, vk i tl. Bedg one bardzo matemi liczbami w poréwnaniu z D, i bez
trudnosci  najmniejszej dobierzemy z nich natychmiast liczby catkowite na
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k, I, v, t, bedace czynnikami poprzednich. Ze za$ sg one jednoczesnie wy-
razami poczatkowemi ciagdw (a) i (B) w (9), obliczywszy wiec okresIniki
dl i d2 tych ciggdéw, otrzymamy dwa gotowe czynniki liczby D.

Gdy liczba D zawiera kilka dzielnikbw pierwszych, wodwczas jedna
z liczb dl i d2, lub tez obie moga okaza¢ sie ztozonemi. Z taka nowa
liczbg ztozong postepujemy zupetnie analogicznie, jak dotad z liczbg D. Lecz
otrzymane dl i d2 sg bez poréwnania mniejszemi od D, i na rozktad ich dal-
szy wystarczy kilka minut czasu.

Rezultat ten mozna osiggna¢é inng droga. Zamiast prowadzi¢ rozktad
liczb dl i d2 za pomocg metody, zastosowanej do liczby D, zauwazmy, iz ma-
my do rozporzadzenia k+1 ciggow, z ktorych dotad wyzyskaliSmy tylko
cztery. Biorgc dwie inne pary ciggéw, otrzymamy rozktad liczby D na dwa
inne czynniki d3 i d4, przyczym naturalnie

Znajdujac najwieksze wielokrotne czynnikébw po obie strony tej réw-
nosci, bedziemy juz w posiadaniu 3-ch lub 4-ch dzielnikéw réznych liczby
D, it d

Zdarzy¢ sie moze, ze gdy wymnozymy wszystkie otrzymane czynniki
proste rozktadu i podzielimy D przez ich iloczyn, to iloraz okaze sie wiek-
szym od 1. Jest to zrozumiate, gdyz potega czynnikéw, zawartych w D nie
wptywa na liczbe odpowiadajacych mu ciggébw. Zatym, iloraz ewentualny be-
dzie sie dzielit jedynie przez czynniki juz znalezione.

Caly przebieg czynnosci powyzszej objasnimy teraz na przykladzie licz-
bowym. Rozt6zmy np. liczbe D=638219 na czynniki pierwsze.

Na podstawie nieréwnosci (11), znajdujemy max. U0=798. Za pomoca
wyrazenia (12) obliczamy reszte Q

Zgodnie z (13), nalezy odja¢ od otrzymanego

Reszta bedzie Q!=623169. Odejmujemy od niej 7965; od nowej reszty
odejmujemy 7955 i t. d., jak to wida¢ ponizej:
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Wszystkich odejmowant wykonaliSmy tu 83. Zatym

Otrzymane min. Uo stuzy do sprawdzenia ostatniej reszty, t. j. powinna
zachodzi¢ réwnosc
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Przedtym jeszcze, w trakcie wykonywania odejmowan, sprawdzamy tg
samg drogg reszty na koficu kazdej kolumny. Ze za$ mamy w kolumnie 21
odejmowan, nalezy w wyrazenie podpierwiastkowe (10) wstawia¢ za Uo
liczby: 777, 756 i 735.

Zwrocimy tu uwage, ze odejmowania powyzsze mozemy zastgpi¢ przez
dodawania, wychodzac z min. U0 =715, ktére tatwo wyszukamy przy pomocy
tablicy kwadratéw, i orjentujac sie wedlug wskazanej powyzej ogolnej przy-
blizonej liczby wszystkich odejmowan oczekiwanych. Pierwsza dodajna bedzie
sie rownata 5(715+716) = 7155; kazda nastepna bedzie wieksza o 10 od po-
przedniej. Szereg kolejnych dodawan powinien nas doprowadzi¢ do sumy
p=631144.

Po sprawdzeniu odejmowan (czy tez dodawan), przekonywamy sie, ze
$rod naszych reszt istniejg cztery kwadraty zupetne. Oznaczone sg one gwiazd-
kami i réwnajg sie: 4872, 3232, 1022 i 572. Odpowiadajace im przedwyrazy
Uo beda: 747, 729, 716 i 715 — co fatwo sie wynajduje przez obliczanie
0golnej liczby odejmowan, wykonanych od samego poczatku.

W danym przypadku 4=22, t j. t=2, a wiec liczba D zawiera trzy
czynniki pierwsze. Wszystkich ciggoéw o okreslniku D= 638219 bedzie 8; otrzy-
mamy je tatwo na podstawie wzoréw (10). Mianowicie

Z pomiedzy (17) obierzmy dwie pary gérne ciggéw, i zgodnie z ukladem
rownan (15)—oznaczmy: =130, g=617, h=203, i =526. Przy pomocy wzo-
réow (16) znajdujemy

Stad oczywiscie

czyli poszukiwane ciggi czynnikowe (a) i (y) w (9) beda

A wiegc 101 jest jednym z czynnikéw pierwszych liczby 638219; iloczyn
dwuch innych réwna sie 6319.

Obierzmy z pomiedzy (17) dwie pary ciggow lewych, i oznaczmy: =307,
0=409, h=617, i=130. Wzory (16) dadza

Skad

a same ciggi czynnikowe bedg
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Otrzymalismy wiec drugi czynnik poszukiwany 89. Trzeci znajdzie sie
juz tatwo jako 71. Do$¢ jest podzieli¢c d2 przez di lub tez d3 przez dlL

Gdybysmy za$ rozkiadali liczbe d2=6319 za pomocg metody ogolnej, to
rezultat bytby réwnie szybki.

Odpowiednie jej max. U0O=79 i reszta Q

Wykonamy nastepnie odejmowania, poczynajgc od

Dwie z reszt powyzszych sg kwadratami zupeinemi:
Odpowiednie Uo réwnajg sie: 79 i 73 i na podstawie (10) ciagi
odnoéne

Oznaczajac: znajdujemy wedtug (16)
czyli

i napiszemy ciagi czynnikowe, obliczajac ich okreslniki

Wybér tego lub innego sposobu zalezy od wielkosci liczby rozkiadanej,
od ilosci og6lnej zawartych w niej czynnikéw pierwszych, wigkszej lub tez
mniejszej ztozonosci pierwszej pary dl i d2 znalezionych dzielnikow. Wogéle
tatwo zorjentowac sie, ktéry z nich nalezy zastosowac.

Z przytoczonego przyktadu liczbowego widoczne sg korzysci zastosowa-
nia metody tu wylozonej. Wszystkie czynniki pierwsze otrzymujemy jako
liczcbhy gotowe, nie za$ za pomoca dzielenia prébnego liczby danej przez
liczby, znalezione droga uboczng, jako mozliwe jej czynniki. 1losS¢ zawar-
tych w liczbie badanej czynnikéw pierwszych wskazujemy a priori. Wreszcie
co do szybkosci rozwiazania, to przecigtnie robi sie cztery odejmowania
na minute. Positkujac sie za$ arytmometrem, mozna to przyspieszy¢ 2 do
3-ch razy, przyczym jedna osoba dziata arytmometrem, a druga poréwnywa
otrzymane reszty z tablicg kwadratéw. Gdy liczba okaze sie ztozona, to na
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wszelkie czynnosci pozostate, jakoto: utozenie odpowiadajacych jej ciaglw,
ukfadu réwnan (16), znalezienie ciagéw czynnikowych, dos¢ jest 10 — 15 mi-
nut, zaleznie od wielkosci liczby rozktadanej i liczby jej czynnikéw pierw-
szych. Np. w celu zbadania liczby Czebyszowa D=8520191 nalezy wykonaé
307 odejmowan, co wymaga, okoto 80 minut, (z arytmometrem najwyzej
30 min.). Okaze sie przytym, ze jedna tylko reszta 58081 jest kwadratem
zupetnym, wiec liczba badana jest pierwsza, i zadnych wiecej juz z nig
czynnosci niema potrzeby wykonywaé. Réwniez np. dla liczby 1 111 111 znaj-
duje w ciggu 30 min. bez arytmometru czynniki jej 239>4649.

Najwieksza zbadang przezemnie liczbg byt wyraz 37-y szeregu 1, 3, 4,
7, 11, ... ktéry proponuje nazywal szeregiem R, by go wyodrebni¢ ze wzgle-
du na pewne specjalne wiasnosci.

Liczba ta jest pierwszg. Wszystkich odejmowan byto 772, co wykona-
fem w ciggu 70 minut przy pomocy arytmometru. Tablica kwadratéw
I. Claudela pozwala na rozkiadanie liczb okre$inikowych do wielko$ci
okoto 100 miljonéw, i cata metoda moja zalezng jest od doktadnej a obszer-
nej tablicy kwadratow.

Pozwole tu powotaé¢ sie na takg powage w teorji liczb, jak E. Lucas
(Theorie des Nombres. 1891. Str. 36), ktory powiada: ,Tablica kwadratéw
pozwala na ogromne uproszczenie rachunkéw arytmetyki; nie watpie, ze ta-
blica ta byla w rekach Fermata cudownym narzedziem obserwacyjnym
w jego poszukiwaniach arytmetycznych i punktem wyjscia jakiejs szybkiej,
dzi§ prawie nieznanej metody rozktadania liczb na czynniki pierwsze".

Ot6z zdaje mi sie, iz rezultaty metody mojej wskrzeszajg w tym wzgle-
dzie powage tablicy kwadratéw i uchylajg ragbek owej tajemniczej zastony.

Do dalszej pracy nad ta kwestja wzywam matematykéw kompetentniej-
szych odemnie, sam badan tych nie zarzucajac. Jest do zrobienia jeszcze
bardzo wiele; mianowicie nalezy: 1) wynalez¢ forme ogélng dla liczb nieo-
kresinikowych, poczym tatwo bedzie stworzyé metode ich rozkiadu; 2) zna-
lez¢ krétszy od mego spos6b oddzielania czynnikdw okreslnikowych od nieo-
kresinikowych w liczbie badanej; 3) moze uda sie komu odkry¢ jeszcze szyb-
szy sposéb na wynajdywanie catkowitych Uo w wiadomym nam wyrazeniu
podpierwiastkowym, by unikngé¢ ogromnej ilosci odejmowan, koniecznych, jak
dotad, przy rozkiadzie liczb bardzo wielkich.

R. Niewiadomski.
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