Bertrand Russell 0 nauczaniu matematyki.

W jednym ze swych szkicow popularnych p. t. The Study of mathe-
matics, stynny filozof-matematyk broni stanowiska racjonalistycznego, a zara-
zem idealistycznego w nauczaniu. Stanowisko to jest dzi$ wielce niepopularne,
tymbardziej jednak warto pozna¢ argumenty, ktére za nim przemawiaja.
W tej mysli podajemy Kkilka charakterystycznych wyjatkéw 2z artykutu
Russella.

Tradycja wymaga, by kazdy wyksztatcony cziowiek znat przynajmniej
elementy matematyki, ale racje, dla ktérych tradycja taka powstata, zostaty
zapomniane i pogrzebane pod stosem pomystéw pedantycznych i trywialnych.
Jesli spytamy o cel nauczania matematyki, ustyszymy zazwyczaj, ze mate-
matyka utatwia budowanie maszyn, podrézowanie, zwyciezanie innych naro-
déw zaréwno na polu bitwy, jak w walce ekonomicznej. Jezeli odpowiemy,
ze wszystkie te cele — ktérych warto$¢ jest zresztg do$¢ problematyczna —
nie dadza sie osiggng¢ przez elementarne studja, ustyszymy zapewne, ze
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matematyka ksztatci zdolno$¢ rozumowania. A jednak ci sami ludzie, ktérzy
to moéwig, nie chca usuna¢ ze swych wykladéw rozumowan, o ktérych wia-
domo ze sg btedne, ktére nawet inteligientny uczen, o umysle jeszcze nie-
spaczonym, odrzuca instynktownie. Samg zdolno$¢ rozumowania pojmuja ci
ludzie zazwyczaj wprost tylko jako pomoc przy odkrywaniu regut, ktoreby
mogly kierowaé zyciem praktycznym...

Matematyka, nalezycie rozumiana, odznacza sie nie tylko prawda, ale
i najwyzszym pieknem. Piekno to, jak w rzezbie, jest zimne i surowe; nie
odwotuje sie ono do stabszych stron naszej natury, nie posiada btyskotliwo-
sci malarstwa lub muzyki, jest jednak niezwykle czyste, zdolne do takiej do-
skonatosci, jaka tylko najwieksze dzieta sztuki osiggna¢ moga.. Warto nie
tylko uczy¢ sie najlepszych rzeczy w matematyce; warto je sobie przyswoié
jako czes¢ codziennego myslenia, warto wcigz przywotywaé¢ je na mysl..
Te charakterystyczng doskonato$¢ matematyki tam tylko znalez¢é mozemy,
gdzie rozumowanie jest Scisle logiczne: prawidia logiki tym sg dla matema-
tyki, czym reguty budowy dla architektury. W najpiekniejszych dzietach ma-
tematycznych mamy faricuch rozumowan, w ktérym kazde ogniwo jest samo
przez sie wazne, w ktéorym panuje wszedzie prostota i przejrzystos¢, a z za-
tozenn wyciggamy wnioski o wiele dalej idace, niz mozna byloby przypusz-
cza¢, i to zapomocag S$rodkoéw, ktére robig wrazenie naturalnych i koniecz-
nych...

Jak mamy wyktada¢ matematyke, by zblizy¢ ucznia jaknajwiecej do tego
wysokiego ideatu? Przewodnikiem naszym musi tu byé w znacznym stopniu
doswiadczenie, niektore jednak maksymy wynikngé mogg z rozwazania osta-
tecznych celdw, ktoére osiggnaé pragniemy.

Jednym z gtéwnych celéw dobrego wykitadu matematyki jest obudze-
nie wiary w rozum, zaufania do prawdy dowiedzionej i do wartosci dowodu.
Spoiczesne nauczanie do celu tego nie prowadzi, ale tatwo dostrzec, w jaki
spos6b mozna ten cel osiggna¢. Wezmy np. arytmetyke. Obecnie podajg dziecku
szereg regut, ktére nie sg dla niego ani prawdziwe, ani btedne, lecz sg po-
prostu wyrazem woli nauczyciela, ktéry, dla jakich$ niezgtebionych racji,
woli taki a nie inny sposéb postepowania. Przy takich nawskro$ praktycz-
nych studjach jest to, do pewnego stopnia, nieuniknione, nalezatoby jednak
mozliwie najwczesniej wytozyé racje tych regul—postugujac sie, oczywiscie,
$rodkami, ktére najtatwiej znalezé mogg oddzwiek w umystach dziecinnych.
W gieometrji, zamiast zbioru nudnych (i w dodatku btednych) dowodéw oczy-
wistych twierdzen, ktére stanowig poczatek ,Elementdéw", nalezy narazie
pozwoli¢ uczniowi na zakladanie prawdziwosci wszystkiego, co jest oczywi-
ste. Natomiast powinnismy nauczy¢ go dowodzenia takich twierdzen, ktére mogg
go istotnie zaciekawi¢ i zadziwi¢, a zarazem dadza sie tatwo sprawdzi¢ za-
pomocg rysunku — np. twierdzen, w ktérych mowa o kilku prostych, przeci-
najgcych sie w jednym punkcie W ten spos6b rodzi sie wiara: uczen wi-
dzi, ze rozumowanie prowadzi¢ moze do zdumiewajgcych wnioskow, ktére

’;) Przy tej sposobnosci zwracamy uwage na artykut p. Z. Straszewi-
cza: Szkic propedeutyki gieometrji, drukowany w | tomie ,Wektora" Autor arty-
kutu zajmuje stanowisko odmienne od Russella, w dziedzinie jednak nauczania pro-
pedeutycznego dochodzi do podobnych wnioskéw praktycznych.
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jednak faktycznie sprawdzajg sie. Tg drogg zwalczamy stopniowo instynkto-
wng nieufno$¢ do wszystkiego, co oderwane. Twierdzenia takie sg zwykle
trudne; nalezy je najpierw podaé jako Cwiczenia z rysunku gieometrycznego,
a dopiero gdy uczen dokladnie pozna figure i oswoi sie z nia, przyjemnie
mu bedzie dowiedzie¢ sie o zwigzku logicznym miedzy rdéznemi prostemi czy
kotami figury. Nalezy tez pamietaé, by wszystkie figury, ilustrujgce twier-
dzenie, byly rysowane we wszelkich mozliwych ksztattach i przypadkach:
w ten spos6b oderwane zwiagzki, z ktéremi ma do czynienia gieometrja, same
wynurzg sie z tej pozornej réznorodnosci, jako elementy podobne. Oderwane
dowody powinny stanowié¢ drobng czastke nauczania; nalezy je podawac do-
piero wéwczas, gdy uczen oswoit sie juz z konkretnemi ilustracjami i czuje,
ze dowdd jest tylko naturalnym wecieleniem widocznych faktéw. Na tym po-
ziomie nauczania nie nalezy podawa¢ dowodoéw z pedantyczng zupetnoscia,
natomiast nalezy odrazu, od pierwszych poczatkéw, wykluczy¢ stanowczo me-
tody btedne, np. metode naktadania figur. O ile w poszczegdlnych przypad-
kach trudno byloby poda¢ dowdd poprawny, nalezy zapomocy ilustracji skio-
ni¢ ucznia do przyjecia twierdzenia, podkreslajac jednak wyraznie, ze ilu-
stracja nie jest dowodem.

Poczatki algiebry przedstawiajg wogoéle znaczne trudnosci, nawet dla
bardzo inteligientnych dzieci. Postugiwanie sie literami jest czym$ tajemni-
czym, co w oczach dziecka nie ma chyba zadnego celu, procz mistyfikacji.
Z poczatku dziecko nie moze oprze¢ sie mysli, ze kazda litera oznacza pew-
ng szczegblng liczbe, ze nauczyciel tylko nie chce powiedzieé, jaka mia-
nowicie liczbe. Chodzi oto, ze w algiebrze poraz pierwszy uczymy dziecko
badania prawd ogolnych, o ktérych twierdzimy, ze dotyczg nie tej lub inngj
rzeczy, lecz calej grupy rzeczy. Panowanie umystu nad Swiatem rzeczy ak-
tualnych i mozliwych polega na zdolnosci rozumienia i odkrywania takich
prawd ogolnych; wyksztatcenie matematyczne powinno wiasnie rozwingé te
zdolno$¢ operowania prawdami og6lnemi. Jak rzadko jednak nauczyciel potrafi
dzi§ wytlumaczy¢, co za przepas¢ dzieli algiebre od arytmetyki, jak mato po-
mocy znajduje uczen, gdy sili sie na zrozumienie tego! Zazwyczaj stosujg te
sama metode, co przy nauczaniu arytmetyki: podajg reguty bez nalezytego
uzasadnienia, przyzwyczajajg ucznia do Slepego operowania temi regutami
i w rezultacie, gdy uczen umie znajdowa¢ zadane przez nauczyciela odpo-
wiedzi na zadania, uwaza, ze opanowat przedmiot. A tymczasem zrozumienia
zastosowanych metod niema ani Sladu.

Po wyuczeniu sie pierwszych poczatkéw algiebry, dalsza droga jest
gtadka, az do chwili, gdy natrafiamy na zagadnienia, w ktérych wypada sto-
sowa¢ pojecie nieskonczonosci.. Prawdopodobnie najwieksza zdobycza spot-
czesnej nauki jest rozwigzanie trudnosci, ktoremi dawniej otoczone bylo po-
jecie nieskoriczonosci w matematyce. Trudnosci te byly znane od poczatkéw
mysli greckiej; w kazdym stuleciu najwybitniejsze umysty naprézno staraty
sie odpowiedzie¢ na pozornie nierozwigzalne zagadnienia, postawione przez
Zenona i Eleatéow. Wreszcie Georg Cantor znalazt odpowiedZz i przez to zdo-
byt dla mysli ludzkiej nowsa i obszerna dziedzine, w ktorej dotad panowaty mrok
i chaos. Dopiero Cantor i Dedekind obalili mniemanie, uwazane dawniej za
oczywiste, ze jesli z jakiego$ zbioru przedmiotow usuniemy niektére, wow-
czas liczba pozostatych przedmiotéw bedzie mniejsza od pierwotnej ich licz-
by. Twierdzenie takie stuszne jest tylko w zastosowaniu do zbioréw skon-
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czonych, tam za$, gdzie chodzi o zbiory nieskoriczone, okazato sie, ze odrzu-
cenie tego twierdzenia usuwa odrazu wszystkie trudnosci, na jakie umyst
ludzki w tych zagadnieniach natrafiat. Ten fakt zdumiewajgcy powinien wy-
wotaé przewr6t na wyzszym stopniu nauczaniu matematyki: zwieksza on nie-
zmiernie wartos¢ ksztalcaca przedmiotu, daje nareszcie sposéb traktowania
ze Scistosciag logiczng wielu gatezi nauki, ktére do ostatnich czaséw tonety
w bledach i ciemnosciach. Ci, ktérzy sami ksztatcili sie w dawnych poje-
ciach, uwazajg ten nowy Kierunek za strasznie trudny i niezrozumiaty; zresztg
trzeba przyzna¢, ze twodrca jego, jak to czesto z wynalazcami bywa, sam
ledwie sie wydobyt z mgly, ktora Swiattlo jego umystu starato sie rozpro-
szyé. W gruncie jednak nowa nauka o nieskoriczonosci, zdaniem kazdego
cztowieka nieuprzedzonego i badawczego, ogromnie ulatwita opanowanie ma-
tematyki wyzszej. Dotad trzeba bylo natamywaé sie do tego, by po diugich
sofistycznych wywodach zgadza¢ sie na rozumowania, kt6re narazie—i zupel-
nie stusznie — uwazano za balamutne. W ciggu dwuch wiekdéw ubiegtych
studja matematyczne nie wytwarzaly niezachwianej wiary w rozum, nie przy-
zwyczajaty do odrzucania tego, co nie spetnia wymagan logiki. Przeciwnie,
studja matematyczne zachecaly raczej do mniemania, ze trzeba uznac¢ wiele
rzeczy dlatego tylko, ze sa ,praktycznie” uzyteczne, jakkolwiek Sciste ba-
danie musiatoby je odrzuci¢ jako mylne. Wskutek tego tam, gdzie tylko ro-
zum powinien byt panowaé, wytwarzat sie albo bojazliwy, kompromisowy na-
stréj, albo wiara w jakie$ tajemnice, niepojete dla profana. Pora juz to
wszystko usung¢ z nauczania. Kto chce przeniknaé arkana matematyki, po-
winien odrazu uczy¢ sie prawdziwej teorji, w calej jej czystosci lo-
gicznej...

Jezeli matematyke uwazamy za cel sam w sobie, nie za$ za C¢wiczenie
dla przysztych inzenieréw, woéwczas musimy dbaé o zachowanie czystosci
i Scistosci rozumowan. Wskutek tego ci, ktérzy juz oswoili sie z tatwiejsze-
mi dziatami matematyki, powinni zawréci¢ wstecz i od twierdzen, ktore
poprzednio uznawali za oczywiste, wznies¢ sie do bardziej podstawowych za-
sad, z ktérych mozna logicznie wysnuc te twierdzenia. Nalezy im pokaza¢—
a teorja nieskonczonosci daje do tego wiele okazji—ze przy blizszym bada-
niu bardzo czesto okazujg sie mylnemi twierdzenia, ktére na pierwszy rzut
oka wydawaly sie oczywiste.. Na tym poziomie nauczania dobrze jest po-
wroci¢ do matematyki elementarnej, pytajac juz nie tylko o to, czy dane
twierdzenie jest prawdziwe, lecz o to réwniez, w jaki sposéb wynika ono
z zasad logiki. Na te pytania mozna juz na tym poziomie da¢ odpowiedZ
Scista i pewng — co bylo dawniej niemozliwe — w tancuchu za$ rozumowan,
ktore w tym celu wypadnie przeprowadzi¢, uwidoczni sie najlepiej jednos¢
wszystkich gatezi matematyki.

W  wigkszosci podrecznikbw matematycznych brak zupetnie jednolitej
metody i systematycznego rozwiniecia jednego, gtownego tematu. Dowodza
tam najroznorodniejszych twierdzen zapomoca pierwszej lepszej metody, kt6-
rg autor uwaza w danym wypadku za najprzystepniejszg. Wiele tez miejsca
udzielaja ciekawostkom, ktére w niczym nie popierajg gtownego tancucha
rozumowan. Natomiast przy czytaniu dziet prawdziwie wielkich czujemy
wszedzie jednos¢ i konieczno$é, jak w dramacie: w zatozeniach podaje nam
autor przedmiot do badania, w kazdym za$ nastepnym ogniwie rozumowan
czyni jaki$ krok, ktéry go zbliza do poznania natury tego przedmiotu.
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Zamitowanie do systemu, do odszukiwania zwigzku wewnetrznego stanowi
moze najglebszg istote impulsu myslowego, nigdzie za$ zamitowanie to nie
ma takiego pola do rozwoju, jak w matematyce. Ucznia, ktéry odczuwa taki
impuls, nie nalezy zraza¢ przez szereg beztresciwych przyktadéw ani odry-
waé jego uwagi przez ciekawe blahostki. Przeciwnie, nalezy go zacheca¢ do
zatrzymywania sie nad gtdwnemi zasadami, do przyswojenia sobie budowy
teorji, ktére przed nim rozwijamy.. W ten sposéb ksztatcimy, ze tak powiem,
dobry ton umystu, przyzwyczajamy go do skupiania uwagi na rzeczach waz-
nych i istotnych...

W nauczaniu jest rzecza pozadang nie tylko przekonac ucznia o praw-
dziwosci waznego twierdzenia, lecz zarazem przekona¢ go, ze obrana droga
jest sama przez sie najpiekniejsza z mozliwych drég. Najciekawsza strona
dowodu nie lezy wylgcznie w jego wyniku, jak moznaby sgdzi¢ z tradycyjnych
sposobow wyktadu. Gdzie takie przesuniecie zainteresowania ma miejsce, na-
lezy to uwaza¢ za brak, ktéremu trzeba, o ile moznosci, zaradzi¢ przez ta-
kie uogolnienie kazdej fazy dowodu, by stata sie ona sama przez sie wazna.
Rozumowanie, ktére stuzy tylko do dowiedzenia jednego wniosku, jest jak
bajeczka podporzadkowana moratowi: jesli rozumowanie ma osiggna¢ dosko-
nato$¢ estetyczna, zadna jego czes¢ nie powinna by¢ wylgcznie Srodkiem.
Duch praktycznosci, che¢ szybkiego posuwania sie naprzod, zadza podboju no-
wych dziedzin sg odpowiedzialne za zbytni nacisk na wyniki, ktory dzi$
ktadg przy nauczaniu matematyki. O wiele lepiej byloby dawaé uczacemu
sie temat do badania—w gieometrji, jakas figure o ciekawych wiasnosciach,
w analizie, funkcje, ktérej zbadanie otwieratoby nowe horyzonty, i t. d. llekro¢
dowdd opiera sie tylko na niektérych cechach badanego przedmiotu, nalezy
te cechy wyodrebni¢ i podda¢ osobnemu badaniu. Albowiem uzywanie wiek-
szej liczby przestanek, niz tego wymaga dany wniosek, jest bledem: to, co
matematycy nazywaja wytwornoscig, wynika z postugiwania sie tylko istot-
nemi zasadami, z ktérych wynika prawdziwo$¢ danej tezy. Euklides posuwa
sie, jak moze najdalej, nie uciekajac sie do pewnika o réwnolegtych; jest to
wielka jego zastuga nie dlatego, jak sadza niektérzy, by pewnik ten w isto-
cie swej podlegat zarzutom, lecz dlatego, ze w matematyce kazdy nowy
pewnik zmniejsza 0g6lno$¢ wnioskdw, my za$ powinnismy przedewszystkim
dazy¢ do tej ogdlnosci.

O wplywie matematyki pisano wiecej, niz o jej wiasnym ideale. Wptyw
jej na filozofje byt bardzo znaczny i rozmaity.. O tym, co bedzie w przy-
sztosci, trudno prorokowaé, prawdopodobnie jednak w jednym kierunku be-
dzie miata matematyka wplyw zbawienny........ Zbyt czesto styszymy, ze nie-
ma prawdy bezwzglednej, ze sg tylko mniemania i sady prywatne, ze po-
glady kazdego czlowieka sg uwarunkowane przez jego wilasciwosci, gusta
i cele, ze niema zewnetrznego krélestwa prawdy, do ktdérego moglibySmy
ostatecznie otrzymac wstep dzieki cierpliwosci i dyscyplinie, ze istniejg tylko
prawdy moja, twoja, kazdej poszczegblnej osoby. Taki natég myslowy prze-
czy jednemu z gtdbwnych celéw wysitkdw ludzkich.. Matematyka jest zy-
wym potepieniem takiego sceptycyzmu, gdyz gmach jej prawd stoi niewzru-
szony i niezdobyty przez ten watpigcy cynizm.

Surowe cnoty wywierajg na zycie moralne, na uszlachetnienie ducha
wieku i narodu wptyw o wiele wiekszy, niz cnoty, nie oswiecone i nie oczysz-
czone przez my$l. Sréd tych cnét surowych gtéwna jest mito$é prawdy...
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Kazde wielkie badanie jest nietylko celem samo dla siebie, lecz zarazem
$rodkiem do wytworzenia i podtrzymania wzniostego sposobu myslenia. Ten
wiasnie cel powinniSmy zawsze mie¢ na oku przy nauczaniu i uczeniu sie
matematyki.
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