SULLE ALGEBRE LEGATE
Al GRUPPI DI ORDINE FINITO ()

Un’algebra A di ordine n si dice legata a un gruppo G dello
stesso ordine, se € possibile trovare in A n elementi indipendenti
iquali, rispetto all’operazione di prodotto in A, costituiscano un
gruppo oloedricamente isomorfo aG. In

base ad un classico teorema di esistenza si ha subito che : Dati

comunque un gruppo d’ordiue finito G ed un corpo nume- rico
I, esistono in I algebre legate a G, tutte codeste algebre risul-
tando equivalenti fra di loro (1) ;
ed é noto che : Se

A é un’algebra in I legata al gruppo G di ordine n, perchéA
risulti semi-semplice occorre e basta che in I non sia n = 0 (2).

Di tale teorema vogliamo indicare qui una dimostrazione estre-
mamente semplice che, per quanto ci consta, non é stata ancora

rilevata.

1. Indichiamo con
ul,u2,...,un

(*) Rend. Reale Accad. dei Lincei (6) 25 (1937), pp. 683-685.

(1) VVeggasi per quanto qui e detto il mio trattato Corpi numerici e algebre.
(Messina, Principato, 1921), p. 437 e sgg. lvi il teorema cui & dedicata
guestaNota veniva dedotto applicando un classico criterio del Frobenius e
quindisolo per quei corpi cui quel criterio e applicabile. Né del resto a
quel tempo ilteorema era noto nella forma

attuale. (2)Cfr. B. L. van der Waerden: a) Moderne Algebra (Berlin,
Springer,1931), Zweiter Teil, p. 193 e p. 196; 6) Gruppen non linearen
Transformationen(Berlin, Springer,

1935), p. 54. Naturalmente, occorre appena avvertirlo, in" é n — 0, se il
sottocorpofondamentale di I" € finito e contiene p elementi, con p (primo) divisore
di n:0, come anche si dice, se I' e di caratteristica p>0, con p divisore di n.
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una base di A i cui elementi costituiscano, rispetto all’operazione
di prodotto in A, un gruppo oloedricamente isomorfo a G ¢
supponiamo, come & lecito, che wl sia I'elemento identico di
cioé il modulo di A.

Allora & noto, e si vede subito del resto, che se

x=&lul + ...+ {nun

€ un qualsiasi elemento di A le tracce, sinistra e destra, di x
inA sono date da n &1 (3).

Infatti la traccia, ad esempio, sinistra, di x in A & la somma
dei coefficienti di ul, . .., un, rispettivamente, nelle espressioni
dixul, ..., xun come combinazioni lineari

delle Ora, poiche fra i prodotti

ul ui, ..., unui

I’unico che eguagli ui e ul ui, il coefficiente di vi nell’espressione
di x ni come combinazione lineare delle u € €1 , dunque la traccia
richiesta di x €, come volevasi, n&l.

2. Cio posto, dimostriamo in primo luogo che la condizione
espressa dal teorema piu sopra enunciato & necessaria.
E infatti si consideri in A I’elemento
v=ul+.. .+un

Per I’ipotesi i prodotti

uiul, ..., uiun
al pari dei prodotti
ul ui, ..., unui

a meno, eventualmente, dell’ordine, coincidono con

dunque é

(3) Cfr. G. Scorza, loc. gia cit., p. 438.
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indi

VA=(V),

L) indicando I’insieme dei multipli scalari Vv
di Ma allora, sein" € n — O, riesce

V2=0 e (VA)2=(0)2=0

con VvV # 0, ossia Vv & per A un elemento eccezionale ; dunque sein
I é n =0 I’algebra A, come volevasi, non & certo semi-semplice.

3. Per compiere la dimostrazione del teorema supponiamo
cliein [T sian # 0 e sia

a=oalui+...+anun
un qualsiasi elemento non nullo di
A Detto

a=&ul+...+&un

I’elemento corrente di A &

Disponiamo, confo lecito, delle denominazioni delle u, cosi
che gli elementi bilaterali di siano
ul, ... ut

e le coppie di elementi inversi (supposto t < n) siano
ut+1, ut+2 ut+3,ut+4 ;. . . ;un

allora nell’espressione di ax, come combinazione lineare delle
u,il coefficiente di ul sara

o =0al&l +. .. +at&t + at+1&t+2 + at+2&t+1+ . . .+ an-1&n-2 + anén-1 ,
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e la traccia, sinistra e destra, di ax sara
na.

Segue subito allora che, nell’ipotesi ora fattasu I" , a € ne-
cessariamente non eccezionale.

Ed invero, se cosi non fosse, ax dovrebbe risultare pseudo-
nullo per ogni x di A ; ma la traccia di un elemento pseudonullo
€ necessariamente eguale a zero, dunque, essendo in I' n # 0,
se a fosse eccezionale dovrebbe riuscire o = O per ogni sistema
di valori delle & nel corpo I'. Ma cio € assurdo una volta che
ea # 0, indi le ai non tutte nulle, per conseguenza il teorema
epienamente dimostrato.





