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Einleitung.

Zwischen der optischen Ahbildung selbstleuchtender und
nicht selbstleuchtender Objekte besteht ein fundamentaler
Unterschied, auf dessen prinzipielle Bedeutung zuerst E. Abbe
hingewiesen hat.

Strahlen, die von verschiedenen Punkten eines nicht
selbstleuchtenden Objektes ausgehen, sind nimlich kohérent,
d. h. sie sind interferenzfihig und geben daher, wenn sie
durch ein Linsensystem vereinigt werden, Interferenzer-
scheinungen. Das Licht dagegen, das von verschiedenen
Punkten selbstleuchtender Objekte ausgeht, ist nicht kohirent,
d. h. nicht interferenzfihig. Treffen daher zwei solche in-
kohéirente Strahlen in einem Punkte zusammen, so summieren
sich dort einfach ihre Intensititen. Haben wir es dagegen
mit Strahlen zu tun, die von kohirenten Erregungszentren
ausgehen, so hat man, um am Orte der Beobachtung die
resultierende Intensitit zu finden, die Amplituden der beiden
Einzelstrahlen zu summieren und dann erst in bekannter
Weise (durch Quadrierung der resultierenden Amplitude) die
Intensitit zu bilden. Wenn wir z. B. unter dem Mikroskop
ein durchleuchtendes Objekt betrachten, so wird dieses ko-
hiirente Strahlen aussenden, die zu ganz verschiedenen Ab-
bildungen fithren konnen, je nach der Art der resultierenden
Interferenzerscheinungen. Die Untersuchungen A bbe’s fithrten
zu einer systematischen Betrachtung dieser Erscheinungen
deren Ergebnis auch schon zum Teil in einigen Lehrbiichern,
z. B. der Optik des ,Miiller-Pouillet dargestellt ist.
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Die mathematische Theorie dieser Abbildungserscheinungen
nach den Vorlesungen Abbe’s ist vor kurzem veriffentlicht
worden ).

In Anbetracht der Wichtigkeit, die diese Untersuchungen
haben, ist es wohl von grossem Interesse, die Abbildungs-
erscheinungen am Mikroskop fiir den typischen Fall eines
Gitters im einzelnen genauer zu untersuchen. Dies ist der
Zweck der vorliegenden Arbeit.

Wie bekannt besteht der Abbildungsvorgang aus zwei
Teilen:

1). Durch das beugende Objekt wird ein primires
Beugungsbild hervorgerufen, das bei Beleuchtung des Objekts
mit ebenen Wellen in der hinteren Brennebene des Objektivs
liegt. (Primére Abbildung).

2). In der Einstellungsebene kommen die vom Beugungs-
bild ausgehenden Wellen zur Interferenz und ergeben aunf
diese Weise das sekundire Bild oder Abbild.

Die Oeffnung der Frontlinse des Mikroskops lisst jedoch
nicht alle wirksamen Strahlen zur Interferenz gelangen, sondern
blendet einen Teil ab; stellt z. B. in Fig. 1, O das Objekt
dar, BB’ die Blende mit der beugenden Oeffnung, so wird
das primire Beugungsbild sich tiber die ganze Halbkugel abe
ausbreiten, aber nur derjenige Teil dieses Beugungsbildes
gelangt zur Wirkung und Interferenzerzeugung, der zwischen
b und b’ liegt. Es ist also klar, dass die Griosse dieses
Winkels bOb” d. h. der Apertur einen bestimmten Einfluss
auf das sekundire Bild ausiiben muss.

Es sei in Fig. 2, 00" die Objektebene, AA” die zur
Objektebene in Bezug auf das optische System konjugierte
Ebene der Aufpunkte die wir kurz die ,Aufebene“ nennen
wollen, S8’ die sogenannte ,Zwischenfliche“ sei die mit dem
Radius e um die Mitte O des Objekts beschriebene Kugel-
fliche. KEs seien die Dimensionen des Objektes im Verhiltnis
zum Radios e klein. Ein Punkt des Objekts sei bestimmt
A V‘) E. Abb ¢, Die Lehre von dex Bildentstehung im Mikroskop.
Bearbeiter und herausgegeben von O. Lummer und K. Reiche. Verlag
Fr. Vieweg und Sohn, Braunschweig 1916 (108 Seiton).
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durch seine Kordinaten X und Y. Der zum Aufpunkt kon-
jugierte Punkt in der Objektebene habe die Kordinaten x
und y. &% seien die Kordinaten eines Elementes der
Zwischenfliche. Statt der Kordinaten & und % selbst werden
in der Arbeit die angulire Hohe ¢ = /e und die angulire
Breite 7" = n/e verwendet. Die Lichtbewegung S, in einem
Punkte £% der Zwischenfliche ist dann durch folgenden Aus-
druck gegeben!?).

f f dXdY (XY)sin >«[. ¢(XY)+E,X+n/Y] 1]

Objekt

wobei K eine kounstante ist, A die Wellenlinge, ¢(XY) der
Durchlissigkeitskoeffizient des Objektes, ¢(XY) die Phasen-
verzigerung der Wellen bei Durchgang durch die Objekt-
schicht, t die Zeit und T die Schwingungsdauer ist. Die
Integration soll iiber das ganze Objekt erstreckt sein.

Die Lichtbewegung S, in dem zu xy konjugierten Punkte
des sekundidren Bildes ist durch folgende Formel gegeben 2).

'.,={5, f f dEdy f f dXdYo(XY)sin2n [,fr_q)(XY)_?(X:X)—" (y: Y)];..[-z]
Apertur Objekt
wobei die Integration nach XY iiber das ganze Objekt, die
Integration nach v’ iiber die ganze Apertur zu erstrecken
ist. Diese beiden obigen Gleichungen bilden die Grundlage
fiir die Untersuchung der Abbildung eines Gitters bei ver-
schiedner kiinstlicher Abblendung

I. Kapitel.

Die symmetrische Abblendung.
§1. Allgemeine Intensititsgleichungen fir sym-
metrische Objekte.
Das symmetrisch zu den Axen gelegene Objekt erstreckt
sich lings der X-Achse von X = — A bis X =+ A und
lings der Y-Achse von Y = — B bis Y = + B. Wir wollen

1) Loc. cit. Seite 89, Formel (72).
¥) Loc. cit. Seite 90, Formel (73).
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jetzt die Intensititsverteilung des Lichtes fiir das primire
und das sekundire Bild bestimmen.

Die Lichtbewegung S, in einem Punkte £% des priméren
Bildes ist nach der Gleichung [1]

f ay f dXp(X Y )sin2n [f XD+ X + 1 Y]

wo die Bezeichnungen dieselben sind wie in der Einleitung.
Da es sich in dieser Arbeit um ein Gitter handelt, so kénnen
wir annehmen, dass die Funktion ¢ d. h. der Durchlissig-
keitskoeffizient sich nur lings der X-Achse veriindert, dass
er aber lings der Y-Achse in dem Integrationsgebiete konstant
bleibt. Wir nehmen an, dass in dem Objekt keine Phasen-
verzogerungen stattfinden, da wir voraussetzen wollen, dass
das Licht senkrecht auf das Gitter trifft. Alsdann wiid die
Lichtbewegung fiir das primire Bild angegeben durch die

Formel:
f ay f X (X) sin 2r ll Exf?ﬂ],...m

die Funktion ¢ ist eine symmetrische und grade Funktion.
In dem Ausdruck [3] zerlegen wir den Sinus und erhalten:

S, = i de ZTT‘ deXa X) sin 2% [I EAX] +

+B
+ )\K—2 de sin [dX’P(‘() cos 2w [T ‘|“&)\X:|’
=

Wir fithren die Integration nach der Variable Y aus
und bekommen folgende Formel:

. 277'B
sin—'—

+A

—— S ‘Ji in 2= [ gX]
S, X Tl dXep(X) sin 2= O

A

http://rcin.org.pl



B R e

Jetzt zerlegen wir den Sinus unter dem Integralzeichen,
wodurch dann die Gleichung fiir die Lichtbewegung folgende
Form annimmt.

: t t
S; = A, sin 'ZTrT == Biicoz ‘ZTET; ... [4]

wobei die Koeffizienten A; und B, durch folgende Ausdriicke
gegeben sind:

e Smﬁﬂlé +A
A = 347 de,p X)cos— &—
)\
h st Ll x
B, = — oy decp(X)sm ulf
l
2nE'X

Da die Funktion sin .—k" symmetrisch und ungrade

ist, so wird B, verschwinden, da die Integrationsgrenzen
symmetrisch zu Null liegen. In Folge dessen wird die Inten-
sitit S, des primiren Bildes gegeben durch folgende Formel:

Tt‘q B +A 2
2nt’X
decp(X) cos —— Bt 1

sin? —

gRH

= A2 ="
. e M (27:1;

das ist die allgemeine Gleichung fiir die Intensitit des pri-
miren Bildes bei symmetrischem Objekt.

Jetzt gehen wir iiber zur Untersuchung des sekundiren
Bildes. Wir nehmen an, dass die Abblendung im ganzen
oder in den einzelnen Teilen symmetrisch zu den Koordi-
natenachsen liegt.

Es sei o' und §’ die angulire Hohe und Breite der Be-
grenzung. Dann haben wir fiir S, d. h. die Lichtbewegung
in dem sekundiren Bilde, folgenden Ausdruck.

_i_p' +a 4B +A ; ’
su 1 fag fax faxgosnze [ €600 g

—B' —a' —B —A
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Wir zerlegen diesen Ausdruck ebenso wie den Ausdruck
[3]und integrieren nach der variablen Y. Dadurch erhalten wir:

l 2 nfy S 2Trn,B —+—CI +A

i ey " F(x—X)
STt s o] SRR LTS

o —

Y siﬂ?ﬂn’y Q‘rrnB +a A

—_ —a' —A

Wir sehen, dass der zweite Teil der Formel verschwindet,
gin 2™ g 2B

da die Funktion o ~— eine ungrade symme-

o
trische ist und die Integrationsgrenzen symmetrisch zu Null
liegen. Fithren wir als neue Variable die Grosse u” ein,

wobei u = 27’ E ist, so. wird das Integral iiber " gleich:
2xBp'
+
A sin u y
ﬂfdu T (y/B.u)
2B’
e

Nehmen wir Bf' im Verhiltnis zur Wellenlinge X als
sehr gross an, so konnen wir die Grenzen des obigen Integrals
durch — oo und -+ oo ersetzen. Dann wissen wir, dass

das Integral gleich = ist, wenn + 1 > % > — 1; dass es
gleich Null ist, wenn - 1 < & > — 1 ist und dass es gleich

;i wird fir y = + B.

In unserem Falle wird das obige Integral zwischen den
Grenzen + B > y > — B einen konstanten Wert haben.
Ausscrhalb dieser Grenzen aber wird es gleich Null sein.

http://rcin.org.pl
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Den Teil der Objektebene zwischen den beiden Parallelen
=+ B und y = — B nennen wir die ,Gitterzone“
Dementsprechend kinnen wir sagen, dass die Lichtbewegung
nur innerhalb der Gitterzone von Null verschieden ist,
ausserhalb dieser Zone herrscht vollstindige Dunkelheit.
Nach obigen Betrachtungen wird die Lichtbewegung in
der Gitterzone durch folgenden Ausdruck gegeben:

de&de:p sm?n[t —L(’S_,X)],

Durch Zerlegen des Sinus erhalten wir folgende Form:

S, = A, sin 2r —f—Bcosz-:rt R

e
wobei die Koeffizienten A, und B, folgende Werte haben:
4o A :
= ka f g f AXG( ) og (’;';-m;
gl E=A
“+a' A ;
B = ;{fdg’deq;(X) sin ?EQ(;‘“XJ;
—a' —A

Wir sehen sofort, dass B, verschwindet, da die Funktion

o 278 (x—X).

sin f in Bezug auf £ ungrade und symmetrisch ist und

die Integrationsgrenzen + o und — o' symmetrisch zu Null
liegen. Dementsprechend wird die Intensitit des sekundiiren
Bildes:

Ly
I, = —vjdgfd‘(w(X)cosMX) )

—a' —A
Die beiden Gleichungen [5] und [8] sollen in den fol-
genden Betrachtungen auf das Gitter angewandt werden.

§ 2. Das primiare Bild bei symmetrischem Gitter.

Das betrachtete Gitter habe die Spaltzahl N. Die Breite
eines Spaltes sei 2a und die Breite eines Gitterstabes, d. h.
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des Zwischenraumes zwischen zwei benachbarten Spalten sei
2A. Dann wird die Gitterkonstante y=2 (a+A). Die
Randkordinaten des i**® Spaltes bezeichnen wir mit p; und
qi , dann wird die Funktion ¢ (X) d. h. der Durchlassig-
keitskoeffizient zwischen den Rindern p; und q; des Spaltes
gleich 1 sein. Zwischen den Réndern ¢; und pj -1 des
Gitterstabes aber wird dieser Koe ffizient gleich Null sein.
Die Integration nach X brauchen wir also nur zwischen
den Spaltkoordinaten auszutithren und die Summe iiber
simtliche Spalte zu bilden. Daher wird die Gleichung [5]
fir die Intensitit des priméiren Bildes sich folgender Massen
gestalten:
=N qi :
I, = const., E JdX oszlrtE X

=1

wo wir den konstanten Faktor mit const., bezeichnet haben.

Wir berechnen die einzelnen Integrale und konnen fiir
Qi — pi, das die Spaltbreite ist, 2a einsetzen. Dann er-
halten wir durch einfache Rechnung:

2 2_“_‘2@ onpr BT U 14
4sin =N 2z 5

(2 E) ,_ COS pucamma gl SR |

= const.,

Die Summe der Randkoordinaten eines Spaltes kann so
dargestellt werden:
Pt & =pi+p—ptq=2p ta)
Da das Gitter symmetrisch zur Y-Achse liegt, so wird p,
d. h. der Rand des ersten Spaltes im mnegativen Bezirke
durch folgenden Ausdruck gegeben:

PiiF= NY +A
und daraus:
Ny A
BT e AT )
daraus folgt:
http://rcin.org.pl
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e
Pr + @ = 0nait

Die Summe in dem Ausdruck [9] erhilt dann folgende
Form:

i=N  9nf. Pi + Qi gngfg_tpl i=N g
E RE 2 2nE'y1
e et e e Z cos —2—
=1 =1 [10]
fapr O T

Wir sehen, dass die Summen [10] die Gestalt Zsinei
und XZcosei haben, deren Summation uns bekannt ist, und °
zwar ist:

: BN Oty RN R TE
=N e 2N Ao ¢
‘E 2ng o T s R B
A 1 onEy ’
1==1 N iy

2 LN (1]
i=N SinI:I_ ..ZA“&,,Y 5 SinN + 21.{&,_
Zm?gw i e RN S
i=1 A il 2mEy ,

P R |

Setzen wir jetzt die in [11] erhaltenen Summen in den
Ausdruck [10] ein, so bekommen wir fiir die Summe in dem
Ausdruck [9] folgende Formel:

i=N ong .2 +q1 sinN_“El

CO0S 5
=1 A ET .

Die Intensitit des primiren Bildes ergibt sich dann aus
folgender Gleichung:
it sin? L‘;\EY

48in® —

o2
LA e & nEY
( X Ko e

I, = const.; -
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In dieser Formel fithren wir eine neue Variable o ein

_ 2nfa
i

dann ergibt sich die bekannte Formel:

in? Nyw

sinw 2a

I, = const., S i el [12]
sin% —
2a

Wie wir sehen, besteht die Formel fiir die Intensitit

; : sin%o
I, aus dem Produkte der beiden Funktionen —m,—,und
Lido

2a

. Yo
sin? 5

Der Verlauf der ersten Funktion ist in Fig. 3 dargestellt.
Sie hat bei w =0 den Wert 1 und nimmt ab bis o = + =,
wo die ersten Minima liegen. Die Minima liegen im all-
gemeinen in den Punkten o — -+ x=, wo x eine ganze Zahl
bedeutet.

sin?

sin? &u—)
9
Die Funktion —— i ist die bekannte Gitterfunktion.
sin? 12
9

&

Diese Funktion besitzt an den Stellen

Bidara

—, *x=10,1,2...)
. (

Hauptextremalstellen, von denen je zwei aufeinanderfolgende
durch N -1 Nullstellen getrennt sind, die in den Punkten

o=——, (x=123...)

liegen. Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen
liegt eine Nebenetxremalstelle der Funktion, sodass sich
zwischen zwei Hauptextremalstellen N - 2 Nebenextremal-
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stellen befinden. Diese Fuunktion wird also die in Fig. 4
angedeutete Form haben. Da die Periode der Funktion

in2
si:?; gleich = ist und die Abstinde der Hauptextremalstellen

I

der Gitterfunktion gleich - , so werden mehr oder weniger

Hauptextremalstellen der Gitterfunktion in eine Periode der
s ¢

Funktion -S%;—D fallen, je nachdem Verhiltnis ?.

Die Figuren Fig. 5 und Fig. 6 stellen die Intensitits-

y 2
verteilung des primdren Bildes dar fiir die Fille %a_ il
28, .2
und ? et g .

Die Hauptextremalstellen sind die Lichtmaxima, die
man in dem Beugungsbilde des Gitters sieht.

Im allgemeinen hat man bis jetzt angenommen, dass
die Nebenmaxima in dem Beugungsbilde sehr klein sind in
dem Verhiltnis zu dem Hauptmaximis und zwar um so
kleiner, je grosser die Zahl N ist. Das ist aber nicht der
Fall. Um dies zu beweisen, wollen wir die untere Grenze
eines if*" Nebenmaximums, das in der Nihe eines Haupt-
maximums liegt, berechnen.

Trotzdem die Nebenmaxima nicht genau in der Mitte
des Intervalles zwischen zwei Nullstellen liegen, kénnen wir
mit grosser Anniherung jedoch den Wert der Gitterfunktion
fiir die Mitte dieses Intervalles anwenden. Dieser Wert wird
dem Wert des Nebenmaximums sehr nahe liegen, wird aber
auf jeden Fall kleiner sein. Der Wert des von einem be-
liebigen Hauptmaximum an gerechnet i*® Nebenmaximums
ergibt sich zu

sinZw 1
= conpti == =0 Cli el
y Vet @I Dr’
L et 1 4
N
WO <
@i+ 1) &
21 T &
W, = %W + __W___ :.).
2 &
X

2X &
http://rcin.org.pl © &
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Setzen wir i als klein gegen N voraus und nehmen N
als sehr gross an, so kinnen wir schreiben

4N2
B F 1)

Da aber der Wert des I,'*® Hauptmaximums gleich CN2
ist, so ist das VerLdltnis des i*" Nebenmaximums zum

I, =0C

4
Hauptmaximum gleich GiprDm
Dieser Wert ist von der Zahl N unabhéngig und betrigt

fiir das erste Nebenmaximum ungefihr % Wir finden also,

dass die Nebenmaxima doch nicht verschwindend klein werden
im Verhiltnis zu den Hauptmaximis selbst, wenn N sehr
gross wird.

§3. DassekundireBild beisymmetrischerAbblendung
Die Intensitit I, hat nach Gleichung [8] folgende Form:

ol 4 ;
2
W jdﬁJchp (X) cos 2"‘9‘“) ...[13a]
—a' —A

Eine analoge Ueberlegung wie im vorigen Paragraph
fithrt zu folgendem Resultat :

decp(X) cos d—g },:7 f{X ZLE(_X _X_)

1__1 pi
2sin QK:EizN 2nE (x— ] )

=2

¥z gy E cos 5 -

3 =1
A

Dieselbe Rechnung wie in dem erwihnten Paragraph
ergibt

i=N '21:5’(}{— Rl-j—#) sinNﬁg—Y—

5] \ & cos?né'x .
o Y ST s,
i=1 Sin i\
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daher wird die Intensitit I, angegeben durch die Formel:

2 aa
_*_*7 . Nyw ¥
; sin— - p
w
I, = const., fdw}}_"i’_ A cosX® 3-+.[13D]
® . Yo a
2maa’ SiD—==
b 2a

wo o den Wert o —i;— hat.

Da die zu integrierende Funktion grade und symmetrisch
ist, kann man schreiben

2mao 2
e 2% sin Iiy_w
I, — 4 const., fdw R O <008 =
" .
2a
oder
I, = 4 const,, I sihlgl]

wo das obige Integral mit I bezeichnet worden ist.

§ 4. Nur das Centralbild gelangt zur Wirkung.

In diesem Falle wird die Intensitit I, mit folgenden
Formeln ausgedriickt:

2ra 2
W sl y’ﬂ
o = 4 const., fdw S—mu: - i -cosx;w
smB .
2a

Das Integral I nimmt also folgende Form an:

Qﬂn
wa
I= [dw bl L -cosx—u—);...[14]
w Y® a
sin——
2a

2%
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Da in dem kleinen Integxatlonsmtelvall N ? die Funk-

L Rino ; !
tion —— nahezu konstant ist, kann man sie vor das Inte-
w

grationszeichen setzen und ihren Wert gleich 1 annehmen.
Ferner sind in dem Integrationsintervall des Integrals I die
Werte von o sehr nahe Null, deswegen setzen wir statt

sin 72% das Argument selbst, so nimmt das Integral folgende

endgiiltige Form an:

2ma N
9 N sin—i)\im
I= —0 dw i - C0S — [15]

Um den Verlaut dieses Integrals als Funktion von x zu
bestimmen, bilden wir seine erste Ableitung nach x. Da
die Funktion unter dem Integralzeichen stetig ist, ergibt sich:

2"3
N 27rx
oI ) N(
o d ; NS
f - :m sin” 4aN No? —dgt"

Die zweite Ableitung wird dementsprechend sein:

821 4a N [ 2w

it Do e B
%2 T (NHE—4x?)? NY( 7y #—4x") cos

2nXx 2 iy ‘211)(]
X .Sl
Ny Ny

Wie man sieht, ist die erste Ableitung 6% fiir den Punkt

~OT

= 0 gleich Null. Die zweite Ableitung i

= e

diesem Falle negativ, das Integral hat hier also ein Maximum.

aber ist in

Lasst man x von dem Wert x =0 bis zum x = ~l—§?i

.4
N

ke : I ) :
variieren, so bleibt stets Z—X negativ, d. h. das Integral nimmt

vom Maximum an bestindig ab.
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2
LR L
x e
i NY s " . :
Fir x =+ — + A d. h. fir den Gitterrand wird es
sin (x — 228 M
51 Ny o
a’;'_—“iilN‘—’-“"— N :_aNN A AQ’
Nyt 4(7J —A)” 1
A S
oder da N sehr klein ist
1
2w A
31 Ny PR i
P O\ i
v Ny Ny

also negativ.
Erst ausserhalb des Gitters wird fiir

x=+ .,_.%I; (x=2,8,4 :..)

ol
ax
x=+ xN7 (x = 1,2,8 ...) positiv, d. h. dass an diesen
Stellen das Integral Minima hat. An den Stellen x =

— 0; und zwar ist die zweite Ableitung an den Stellen

izl;l.Ny, (x = 1,2,3...) ist die zweite Ableitung negativ

das Integral hat also an diesen Stellen Maxima. Mit wach-

~

: ; : ol ;
sendem x wird die erste Ableitung 3 immer kleiner und

nihert sich allmithlich dem Null. Die periodischen Schwan-
kungen des Integrals um die x-Achse werden immer kleiner,
sodass das Integral schliesslich im Unendlichen Null wird.

Einige spezielle Werte von I ergeben sich auf folgende
Weise :
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2ma N'fw
N sin—— N
2af7sm2a Qafd, 5
I = dw . e 7 Sin o =—
=8 1% 41 79
_2a.  85=37."
ol 3 1
Ferner ist mit grosser Annaherung:
2_7:3
Ny s1nh~
1 =1 fd - * CO8 N;Y:
B, G T
o) (%) T
%:—a sin N7 ' Qfd )
L & _,,__a‘,:i"Jf sin 0'=1,43
1 w B
0 0
Endlich ist
27a 2ma
e Si“’NéY‘(E N JAN{i . 3Nyw
I _=2—a do .——— .cos— Yw af(w )Y
(x=Np T¢ ® “rlo o ‘a
2na
Ny 8n
d Nywl _al do’ l_
S | i g —? . sin w” — sin o’ ;=
ls J

LD R P G L
8| f Y
Bilden wir die Verhiiltnisse der verschiedenen Werte
des Integrals I zu seinem Wert bei x = 0, so ergibt sich:

1,4
I =1 = .1 =04 I
(x

=3 (=9) ¥ e=0 =

1 oG8 I= )2

(x=N~() 37 = 0) (x=0%

Da in dem Ausdrucke fir die Intensitit I, das Inte-
gral im Quadrat steht, so werden die Intensitiatsverhilt-
nisse folgende Gestalt annehmen:
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S TR e T
(x=73-4) (xz?) (x=0)

lI = 0,041
(x=Ny) (x=0)

Der Verlauf des Integrals I als Fuunktion von x ist in
Figur 7 dargestellt. In dieser Figur stellt die punktierte
Curve das Integral oder die ihm proportionelle Amplituden-
verteilung dar. Die stark ausgezogene Kurve gibt die Inten-
sititsverteilung. Wir erhalten daher das Resultat:

BlendetmanimpriméirenBeugungsbilde
des Gitters alle seitlichenMaxima abund
laisst nur dasungebeugte Zentralbild zur
Wirkung gelangen, sozeigt dassekundire
Abbild desGitterseineetwasverbreiterte
strukturlose Fliche, deren Helligkeitvon
der Mitte nach den Riéndern dauernd ab-
nimmt. Anden beiden Seiten der struktur-
losenFliche tretenNebenmaxima vonsehr

geringerHelligkeit(é%)auf. Z

P.

§ 5. Einfluss der Nebenmaxima.

Da wir in dem § 2 gezeigt haben, dass die dem Haupt-
maximum naheliegenden Nebenmaxima nicht verschwindend
klein sind, im Verhiltnis zu den Hauptmaximis, so wollen
wir jetzt den Einfluss dieser Nebenmaxima niher unter-
suchen.

Zu diesem Zwecke fiigen wir zum nullten Hauptmaximum
noch zwei Nebenmaxima rechts und zwei Nebenmaxima links

hinzu. Dann wird die Intensitit I, durch folgenden Aus-
druck gegeben:

6ma 2
N7 si ij
I, = 4 const., jdw i kol  cos = s e igl]
Sln—'v«m y
2a

Das Integral des obigen Ausdrucks bezeichnen wir mit
J. Ebenso wie bei dem friither diskutierten Integral I konnen
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. . . X sin w
wir auch hier die Funktion

vor das Integrationszeichen

setzen und fiir sin 122 das Argument 122 einfithren. So er-
gibt sich:
6ma
9 N sin %B
D i T et [17]
Y o a

Um den Verlauf dieses Integrals als Funktion von x
niher zu untersuchen, bilden wir die erste und zweite Ab-
leitung nach x.

Die erste Ableitung ist

Gra
singg
e 2 Xo Ny
Jd sm—— sin ;e - 4aN - Nopt — dxt
Die zwelte Ableitung wird
L 4aN [()» g y 6r x]
o Ny Ny (N%y2—4x )LOS -% 8x- an{

Die erste Ableitung wird an den Stellen
X = x-%l; (x=0,1,2...)
gleich Null; die zweite Ableitung ist an diesen Stellen gleich
0%J 24ma

sz o __*“’{2’— COS %7,

Die zweite Ableitung wird also innerhalb des Gitters
fir x=0 und x =+ I—;I negativ, und fiir x = + l% positiv.
Ausserhalb des Gitters wird die zweite Ableitung bei

e G S B
3N7,Ny, 3 Ny positiv und bei x = 6 Ny; 6 Ny 6 Nyt

negativ.
Das Integral J hat also in dem Gitterintervall 3 Maxima bei

x=0; und x:-_{-l%{;
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und zwei Minima bei

Ny

6

Bei x = + % d. h. etwa bei den Punkten der Bild-

x = +

ebene, die den Gitterriindern entsprechen, hat die erste Ab-
leitung einen endlichen und zwar negativen Wert, die zweite
dagegen ist unendlich gross. An dieser Stelle hat also
das obige Integral einen Wendepunkt.

Ausserhalb des Gitters liegen abwechselnd Maxima und
Minima, und zwar fangen die Schwankungen des Integrals
am Gitterrande mit einem Mirimum an. Die Schwankungen
des Integrals werden mit wachsendem x immer kleiner, da
die erste Ableitung mit wachsendem x dem Null zustrebt.
Finzelne Werte des Integrals finden wir folgendermassen:

6ra
N gin—l-
_ 2 d(u.__._ga_: fd / im_"’___ 1,67=3834-2.
& 0) *{ g 1
0
Ferner haben wir
6ma 6ma
Ny sinNAr N sin2NY(Ju
2 ) Nyo a 3
J N'{ ‘Y'" i COS"G?{— == d & +
= ir*a)

Ny

Gna
C’Qd _____il_____ du) 0

und ausserdem

o + = f~smm —_(1J0+1 42)=2,92 - ?,

6ra 6ma

Ny singl’e o sm5 Nyw
= 2a 2a Nio __a 6a
J NT vl ey dw‘—;*—'cos—3*a—:_ (1(.0°— pon ‘+
(x = iy) 79 Lt

67a
L Si"Nsla(B "
‘% dw'—w o w‘ o+ f——s1nw——(]63+185) 348—

0
} http://rcin.org.pl
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Fiir den Rand gilt mit grosser Anniherung

67‘3

SlllNYw

(;—+N7 A) (r )*J |
61ra
_ﬁfdw f——smw~l5o — .
1

Ausserhalb des Gitters erhalten wir fiir das erste
Minimum

Nyo
S v s
2a

%N el
el N sin A——,m
2a 2a 2Nyl 6a
J ;NN\ dw. P S A P do,.————
et M P Y: Y e w
(x i 3 ) Y0 {0
6ra
—N7 Sinljtuj n T
i 6a a [fdo’ L g
Jdm.—- — —d—f:(l/ g “; gine’—2 rd g sinw —#~——(1,54— 1,85)= - 0,31 .il—;
w Y(g) W Ya m ( Y

und fiir das erste Maximum

~ N = 4N
5k Ny sm\)(w i Ny sm—d—Y8
g e i A ol :-‘jfdu) e T
6
A
N‘Y o 1\3?, 8‘-d a %d f a a
(1) < s \
2 dw. MO e’ — 2 T sine’=2(1,58-1142) = 01— .
T¢ o e e 1d Y i

~ Die Verhiiltnisse der Werte des Integrals zu seinem
Werte bei x =0 sind
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J : = s
(=130 Nl
— 04
(=471 (x=0)
0,46.J
1=} —N2—7¥A> (x=0)
== 01091
=+ (x=0)
J = 0,08.J
a=+3h (x=0)
Die Intensititen sind durch folgende Formeln gegeben:
I Ny = 0,76 o
g (x=0)
= 1,08.1
(x:—_}:NEY) i (x=0)

o= D
Sl I o2LI

et 1B 00081 __
= |
I(x:i 5%‘1) Pt (x=0)

Die Figur 8 zeigt uns den Verlauf des Integrals
und der Intensitat, und zwar stellt die punktierte Curve die
Amplitudenverteilung und die stark ausgezogene Curve die
Intensititsverteilung dar.

Wenn man die kleinen Schwankungen
der Intensitat in der Mitte, dieim Ver
hiltniszurgesamtenIntensititgeringsind,
vernachliassigt, so ergibt sich, dass der
Einfluss der hinzugefigten Nebenmaxima
sich hauptsichlich dadurch zu erkennen
gibt, dassder Abfall derIntensitit anden
RinderndesGittersvielrapideristwiebei
alleiniger WirksamkeitdesHauptmaximums.

§ 6. Die beiderseitigen it Hauptmaxima.
Wir wollen jetzt die Form des Bildes nntersuchen, fir

den Fall, das alle Maﬁiﬂ% ?})Igce}al}]elglgtg s&d ausser dem iten



L Coaile A

Maximum rechts und dem i**® Maximum links. Da wir kaum
imstande sind, die unmittelbar an ein Hauptmaximum sich
anschliessenden Nebenmaxima vollstindig abzublenden, wollen
wir zu jedem der beiden i**® Hauptmaxima noch zwei Neben-
maxima rechts und zwei links mit in Rechnung ziehen.
Die Mitte des it Hauptmaximums befindet sich in dem

Punkte o — ?‘3, woraus folgende Werte fiir die Integrations-
grenzen sich ergeben:
2ma 2ma
e (Ni—3) und 3

Die Intensitit I, wird also durch folgende Formel an-
gegeben:

(Ni + 3).

!na(Ni +2m(Ni—}-3)

. Nyo Nyo
smw Sm_"? Sln(n Lk %2a Xw
I, = const., fdw i i coa— jd e
gD N "
_21:n(N1+3) i gjd(Nl— 3) sm~%—
Ny Ny

Da die beiden Maxima symmetrisch liegen und die Funktion
unter dem Integralzeichen grade und und symmetrisch ist,
kann man setzen

!ra(Nl—]—3) 2
N]’m
ln(l) QIn B X0
b
I, =4const., fd o
2ra(Ni—3 ) sm*ﬁ
Ny

Da die Periode der Funktion ~o sehr gross ist im
w

Verhiiltnis zum Integrationsintervall, so kann man die Funktion
in diesem Gebiet als konstant betrachten. s folgt
I, = 4const.,J;%;. .. [18]

wo
9 . 2na(Ni+-3)
nai - Nyo
S N7 sin 1o
et/ Y 2a Xo
Ji= - . COS— ;
27al a
T eraNi—3) “
Ny
ist.
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Wir fithren in das Integral eine neue Variable o, ein,
wobei

i ol
0 = - =
1 2a )
dann hat das Integral die Form
3n
. 2mai +*§
. sin——
Y . 2a sinN(wi— ‘”1) 2x(ri—w,
Ji=—— .—Jdo,. .CoS ‘.
2mal v sin (ri—w, )’ Y
_—Y‘ _ 3=
N

Da aber folgende Beziehungen bestehen

sinN(ri— o)) = (=1 sinNo,

sin (ri—w,) = (—1)" . sino,
80 wird das Integral
/ . 3
. 2mail A
N 1)'Sm 2a sin No» 2x(mi—w,)
Ji =(—1).( i '_‘), T—v._—'fdml L. cos —,
Jral ¥ sinw, 56
3n
= N

@, ist in dem ganzen Integrationsgebiet sehr klein, wir
konnen also statt sinw; das Argument selbst setzen; weiterhin
zerlegen wir den Cosinus und erhalten:

3
Sm?nai +—n
3, = (=1}, N—1)i ¥ 2_3. 21rx1fd sin Nw, o 2X“’1 .
: 21ra1 Ty w, Y

+3 l
[
W :@fd( smNml Ry 2xo, |
o
Da die unter dem lntegratlonszelchen stehende Funktion
im zweiten Integral ‘symmetrisch und ungrade ist und die

Integrationsgrenzen symmetrisch zu Null liegen, so verschwindet
dies Integral und es bleibt
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3n
Sin?nal ¢ 53
N—1)i 2a 2nxi sinNw 2Xw
Ji= (-——1).( g0 cos—fdml. *.cos—2,
2wxal ¢ Y , Y
3n
X N
Als neue Variable fithren wir ein
2a
oh = mE g
und erhalten nach der Transformation
omai 6ra N
. 4Tal Ny ' (0
: gl L R e e
(N-1)i ¥ .23 2mxi 2a X,
Ji= (—1) ————.—.C0s— | duw,. — . C0S—;
2ral Y Y W, a
el 6ma
Y T

oder, da die unter dem Integrationszeichen stehende Funktion
symmetrisch ist:

X 6ma
il B i
N-—1)i 2nx1 2a O X
Ji = (—1)( )'.2.‘44.cos~~ 7"J dow, — . cos—2
2mai ,
i 4

Das obige Integral ist identisch mit dem Integral J der
Formel [17]. Wir kénnen also schreiben

N al
(N—1)i 2.s1n—r Omxi
Ji=(—1) gt ot I
'

wo Jx der Wert des Integrals fiir den Punkt x ist. Die
Intensitat I, ist also

. 2mai\ 2
gin— .
I, = 16const., Tayi_ ottt T
= T ‘
e f

Setzen wir in dem Ausdruck [19] statt x, y 4+ x, so
erhalten wir
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2mai Y T+x-

. 2mary A
kair 2nxi
[, = 16 const., — LR eont 28 Ghp

Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem vorherigen
nur in dem Wert, fiir das Integral J. Da wir aber voraus-
setzen komnen, dass dies Integral in dem Intervall y einen .
nahezu konstanten Wert hat, so folgt daraus, dass die Inten-
sitit I, in jedem v-Intervall denselben Verlauf hat.

Durch den Faktor cos? ki

ist also der Verlanf der

Intensitit in einem y-Intervall bedingt, woraus wir sehen,
dass die Intensitit in den Punkten

T
.S XET; (x = 0,1,2,. . .)

Maxima von der Grisse

9mai \ 2
e 3 §
Max.I, = 16const., " A
T
besitzt. Und in den Punkten
Wy L g S RPN,
- 2~.—2~i,(x—0,1,2...)

Minima hat und gleich Null wird. In einem y-Intervall
sind daher 2i Maxima vorhanden.

Auf diese Weiseergibt sich ein unahn-
liches Abbild des Objektes, denn an Stelle
der wirklich vorhandenen N-Gitterstriche
sehen wir deren 2Ni auftreten. Der Inten-
sitdtsabfall vom Maximum zumMinimum
folgt dem Gesetze cos?n wie wir aus [19] er-
sehen.

Die Lage der Maxima ist ganz unabhingig davon, ob N
eine grade oder ungrade Zahl ist.

Figur 9 zeigt den Verlauf der Intensitit fiir denFalli = 1.

§ 7. Diebeideni'* Hauptmaximaund das Centralbild.

- Wir untersuchen jetzt den Fall, dass die beiden ife
Maxima und das nullte Maximum zur Wirkung kommen,
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Auch in diesem Falle fiigen wir zu jedem Hauptmaximum
noch zwei unmittelbar darauf folgende Nebenmaxima rechts
und links hinzu. Folgende Gleichung gibt mithin die
Intensitit.

6ma 2"a(N1+3)
[ N*{w i N yw
smw ol ™ smw X0
I,=4const., ®,—— ,———— . COS _+;/d —_— cosfa;—
YW
si n—a 27ra(N1—3) sm—a
Ny

In diesem Ausdruck sind uns die beiden Integrale schon
bekannt, und wir bekommen
G 2mai : .
1, =4const,o| 14 (—1)" 2— 5{~.coszjf{~m 2. . .[20]
Y
Um den Ausdruck néher zu untersuchen, betrachten

wir den Faktor A:

)i PR

e e SRR L

Die Maxima und Minima dieses Ausdruckes liegen bei
x=ix2li—;(x=0,l,2 e

und zwar sind sie gleich

20 2wl
Q] He—
Max.A=l+2-—0—-.—Y—;
2 mai
7
. 2mal
sin —Y"—
— — 9
Min. A =1 g g
-

Der Abstand zweier Maxima ist d h. in dem vy-Inter-

vall sind i Maxima enthalten. Da aber der Faktor A in
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dem Ausdrucke fiir die Intensitit [, im Quadrat steht, so
kann es vorkommen, dass die negativen Minima bei der
Quadrierung zu Maximis der Intensitit werden. Dies tritt
ein, wenn

2 mai
s 2 =ai sS4
1
oder
2 mai
sin ——
Lol TR
9 ﬂ?’_i_ P /2 )
v

Die endgiiltige Bedingung ist also
Sa 2 ai
= 0,6 >'—Y—> 0.

;;3 In diesem Falle wiirden in dem y-Intervall 2i Maxima
“yorhanden sein.

Aus dem Ausdruck (21) ersehen wir, dass bei gradem
=k die Lage der Maxima unabhiingig von der Zahl N ist.
J)b N grade oder ungrade ist, die Maxima liegen immer
in den Punkten
r=4u, L, @=012..1)
= i
. Die Minima oder eventuelle Zwischenmaxima liegen in
Sflen Punkten
s _j%l‘;i-i;(x=o,1,2....)

Ist i ungrade, so ist die Lage der Maxima abhingig
von der Zahl N. Bei gradem N liegen die Maxima bei

+2x+1 Y

v (= 012000 0)
und die Minima bei

1
x= x.%; x =013..9

Da das Gitter symmetrisch zu y-Achse liegt, so liegt in
dem hier betrachteten Falle (N grade) bei x = 0 ein Gitter-
stab; die Mitten der Spalten liegen bei

) 3
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X=i2'*j—! 1(7 (x=10,12...)

d1e Mitten der Stibe dagegen bei
x=—{_—x.~i(—; (x=—10,1,2...)

Wir sehen daraus, dass immer in der Mitte jedes
Gitterstabes ein Minimum der Intensitit liegt und in der
Mitte jedes Spaltes ein Maximum.

Ist dagegen N ungrade, so liegen die Maxima bei

x_+/.,(x ON1E2ES)
und die Minima bei
=+

Da aber in dlesem Falle (N ungrade) bei x = 0 ein
Spalt liegt, fallen die Maxima wieder mit den Spaltmitten
und die Minima mit den Stabmitten zusammen. Der Inten-
sitatsabfall zwischen Maximum und Minimum ist cosinus-
formig, und zwar wird er genau angegeben durch die Formel

= (1 + Ccos u)2

Wenn wir also zudenbeiden i*"Maximas
noch das Centralbild zufiigen, Zzeigtwdas
AbbildeineStruktur. DieAnzahl derGitter-
stricheim Abbilde ist gleich Ni, derAbfall
vom Maximum zumMinimumist allmihlich
und die Maxima und Minima erscheinen
gleich breit. Ausserdem treten unter Um-
stinden in den Mitten der Minima noch
sekundire Maxima auf.

Die Figuren 10 und 11 geben den Intensititsverlauf
fir i = 1.

§ 8. Die beiderseitigen it und 2itt® Haupt-
maxima.

Betrachten wir jetzt den Fall, dass alle Maxima ausser
dem i*n und 2ite" abgeblendet sind. Wie im vorigen Para-
graph fiigen wir zu jedem Hauptmaximum noch rechts und
links zwei Nebenmaxima hinzu. Die Lichtintensitit wird

also durch folgend % Gl?/(lz’hchﬁ}]t gréebe

2‘“ li (x=0,12...)




2ra(Ni+-3) 2ra(2Ni--3) 2
T s T gglte
Slnw 2a Xw Sinw 2a Xw
I,=4const., J do.— .—— . cos—+ | dw.—— .— .C0S—
smwi) b PR s
SubiNi-- 3) 2a S 2a
Ny Ny

Indem wir die im § 6 ausgefithrten Transformationen auf
die beiden Integrale anwenden, bekommen wir

o P . 4mai e
i(N—1) ST 2mxi - 4rxi
I, = 4const., (—1)]( o —ﬁ A»—-P 41ra1{ . COS Ty Js
e 1

Wir untersuchen zur Diskussion des Intensitiitsverlaufs
den Faktor A:

2mai . 4mai
i S‘“";“ s
A= i RAS B, Sadhiduae ¥ ) SRV ISERY ks Y |
(=1 2rai oS 2 =2 y o oS ; [22]
4 %
Die ersten beiden Ableitungen des Faktors A sind:
‘; l — u‘\ 5 2 o 9. i
:é =-~[(—1)( 1 gt Lml}—l -+2sin w1 N l—ifil] =
(¢ a o Y
A I O X i(N— 2rai 2nxi |.
fﬁz_ —. Sln :zﬂ. sin z}} [(-——l)l(N 1)+8cos 2 btk . COS m“],
ox a 1 Y i %
02A 2ni . 2ma 4 2mxi i 4rxi
f:, e —El. sin ][( ])'(N 1). cos llerS cosgfil. cos LXI];
oX ¢ ay 3 Y Y Y

Die Extremalstellen werden also durch folgende Gleichun-
gen gegeben.

2nxi
sin— = 0;
14

i il ! .+ {28]
(—1)® D+ 8cos 2—2—33.0052%“ =0
Die erste von diesen Gleichungen ergibt eine Reihe
von Extremalstellen in den Punkten

x=+ x.%; (x=0,1,2...) [23a]

8*
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Diese Extremalstellen nennen wir Extremalstellen der
ersten Art. Die zweite Gleichung kann auffolgende Form
gebracht werden.

2rxi iNn—1) 1
COST PO M) 2mai’

8cos

. .[23b]

Die Extremalstellen, die aus dieser Gleichung fdgen,
nennen wir Extremalstellen der zweiten Art.
~ Die Bedingung dafiir, dass die zweite Gleichung -eelle
- Wurzeln hat, ist
1
SCOS@
T

AN

oder

|8c Pl . L4

Daraus folgt
0,46 _ 2a_ 1,54
e > .

i gt i
146 2a_ 0,54
Rl %
Im Falle, wo
8 cos Sl | =1,
1j

dann koinzidieren die Extremalstellen der zweiten Art mnit
denen der ersten.

‘Wenn man mit ¢ eine von den Losungen der Gleiching
[23b] bezeichnet, wobei ¢ << 1, dann ergeben sich folgerde
Werte fir die Abscissen der Extremalstellen der zweiten Art.

x1=i(cp+'2‘/.)2li; =01%..)

X, = i (—§°+2x) 5 (x O,1a2 )

Daraus ersehen wir, dass wir es in diesem Fall nit
zwei Serien von Extremalstellen zweiter Art zu tun haben.
Der Abstand je zweier Extremalstellen ist bei beiden Seren
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T und wir bekommen also in jedem y-intervall 2i Extremal-
i

stellen der zweiten Art. Wie wir aus [23a] gesehen haben,
fallen in jedes y-Intervall auch 2i Extremalstellen der ersten
Art.

Wir werden jetzt gesondert folgende FKille betrachten:
1.) Extremalstellen der zweiten Art sind unicht vor-

handen.

Aus der Gleichung |24] ersehen wir, dass in diesem

Falle

32A
3x?
und negativ, d. h. die Extremalstellen sind abwechselnd
Minima und Maxima, und zwar haben die Maxima den
Wert

Die zweite Ableitung ist dabei abwechselnd positiv

Max.A=T—.,sin o -+ ‘—Y — | sin el 3.0 1208]
T 1 2mal 1
die Minima
| O, PNLLLE R L T
Min.A = e R + 5ot |50 ;- -[25D]

Die Minima sind, wie wir aus [25b] ersehen, negativ,
da aber der Ausdruck A in Quadrat vorkommt, werden sie
zu neuen Maximas der Intensitit sich gestalten. -

Da die absoluten Werte der Minima kleiner sind als
die der Maxima, so werden auch die neu entstehenden Maxima
der Intensitit kleiner sein als die urspriinglichen.

Die Lage der Maxima ist von N unabhiingig, wenn i
grade ist, dagegen abhingig im Falle dass i ungrade ist,
sie ist auch davon abhingig, in welchen Quadraten der

Winkel @ liegt.

Das Abbild zeigt in diesem Falle eine
Struktur undzwarsehenwirinjedemy-Inter-
vall 2iMaxima, diegleich weitvoneinander
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ertfernt sind, aber abwechselnd heller
und dunkler hervortreten.
Die Figuren 12 und 13 stellen diesen Fall dar fiir
i=1nundi=2
2). Die Extremalstellen der zweiten Art sind vor-
handen.

Aus Gleichung [24] folgt
2mai
Y

In diesem Falle hat die zweite Ableitung in den Punkten
der ersten Extremalstellen ein konstantes Vorzeichen, sie
ist entweder fiir alle diese Stellen positiv oder negativ. Das
Vorzeichen hingt davon ab, in welchem Quadranten der

Winkel 3_’{3 liegt.

Fallt er in den ersten oder dritten Quadranten, so ist
die Ableitung negativ, fillt er in den zweiten oder vierten,
so ist sie positiv. Im ersten Falle werden die Extremal-
stellen der ersten Art alle Maxima sein; die Extremal-

stellen der zweiten Art sind dann alle Minima. Im zweiten
Falle ist es umgekehrt.

>k

| 8cos

Wenn der Winkel g’;—al in dem ersten oder dritten
Qudraten liegt, so ist die Grosse der Maxima

2 al
Gl e

Max.,A=2|—T7_ j:l+|cos
2mal

"

Die Maxima sind, wie sich aus diesem Ausdruck er-
gibt, abwechselnd positiv und negativ. Die zwischen je
zwei Maximis liegenden Minima sind immer negativ. Je
zwei Minima liegen symmetrisch zu denzwischen ihnen liegenden
Maximum. Sie liegen aber nicht in der Mitte zwischen
den Maximis, sondern ihre Entfernung von den Maximis,
die durch die Eormel

x=+ x.2li; (x=0,2,4,6...)

2nal
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gegeben werden, ist von den Maximis der Formel

T
¥+« D0 BE )

ist die Entfernung %’1 (I—o).

Da der Ausdruck A im Quadrat vorkommt bei dem
Intensititsausdrucke, so werden die beiden Minima zu neuen
Maximis der Intensitit und das negative Maximum wird
sich als ein Minimum der Intensitit gestalten. Wir er-
halten also das folgende Ergebnis:

LiegtderWinkel —Zf;imerstenoderdritten

Quadranten, so zeigt das Abbild eine
Struktur,undzwar,alsobinjedem y-Intervalli
gleichstarkeund gleichweit von einander
entfernteMaxima werden. Zu beidenSeiten
eines jeden Maximums liegen noch sym-
metrisch zwei kleineNebenmaxima. Inder
Mittezwischen je zwei Nebenmaximis liegt
ein schwaches Minimum,daskleiner istals
die Minima, die das Hauptmaximum von
dem Nebenmaximum trennen.

Die Figuren 14 und 15 stellen diesen Fall dar fir
i=1, und i = 2.

Liegt dagegen der Winkelg—;E indem zweiten oder

vierte n Quadranten, dann sind, wie schon erwiihnt, Extremal-
stellen der ersten Art alle Minima und die Extremalstellen
zweiter Art werden Maxima, Die Minima werden _durch
folgende Formel gegeben:

. 12mail
. Inai
Min.A =2. | ——| § +1 —|cosi"—-
2mal ¥
i §

Die Minima sind abwechselnd, positiv und negativ. Da
die Maxima immer grosser sein miissen wie das Minimum,
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das zwischen ihnen liegt, so werden alle Maxima positiv
sein. Die negativen Minima werden sich in dem Ausdruck
fiir die Intensitit in Maxima verwandeln. Es ergibt sich
also, dass die Struktur des Bildes @&hnlich
gestaltet sein wird wie oben.

Die Figuren 16 und 17 stellen diese Erscheinung dar
firi=1 und i = 2.

§ 9. Die beiderseitigen i*® und 2it® Maxima und
das Centralbild.

Im folgenden untersuchen wir das Abbild fiir den Fall,
dass alle Maxima abgeblendet sind, ausser den beiderseitigen
iten 2jten ynd dem nullten Maximum.

Die Lichtintensitit ist dann

6ma Irn(Nl—}—3
N S Nyw Nyw
sinw it smw 2‘1 Xo
I, =4const., jdm N o i NS +J dw.——. - . COS—
o Yo a
i an(Nl—S) 51“2’;
Ny
27:(2Ni+3) 2
N*{m ]
sinw Xw
jdm e .cos——Al.
. YW a
!"3(!N1—»3) Sm;z’a*
v

oder nach Ausfiithrung der Rerhnung

wai . 4mai g
i(N—1) sm _Y 2rxi var{f 4mxi
S . . V) CheR e B ol ey e OO N R { 2
I, =4const,| 1+ (—1) 'Z;j_l . COS ” +-2. L . [ %
x ; |
Der fir den Verlauf der Intensitit massgebende Faktor
A ist:
. 2mai . 4mail
x(N -8 2nxi m—Y— 4nxi
M it i . ———. C0S——; 6
A=1+(— Smal " €08 3 +2 yreatll : . .[26]
1f T
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Die Ableitungen dieses Faktors sind identisch mit den
Ableitungen des Faktors A im vorherigen Paragraphen. Die
Extremalstellen werden also entsprechend dem vorigen Para-
graphen durch dieselben Gleichungen angegeben.

2w xi
sin =0

..[27]

P

i(N D4 8eo 27:ai : cosgnxi
%
Wn bekommen aus den beiden vorherigen Gleichungen
wieder Extremalstellen der ersten und zweiten Art.
Im Falle, dass die Extremalstellen derzweiten
Art unmoglich sind, werden Extremalstellen erster Art
abwechselnd Maxima und Minima sein. Die Minima sind

2mai . 4mai
= sin
. Y Y
MinA=1-2.|————|+2. | ——|;
i 2mai 4mal i
Y Y
Jetzt sind dann negative Minima moglich, wenn
.. 2mail
sin——
Y > 1
2 |7 2rai |\
——— | 2{1—]Jcos )
¥ i

Diese Ungleichung kann nicht allgemein gelost werden,
und man kann nur fiir bestimmte Werte von i das Verhilt-

D

nis . berechnen.

Das Abbild zeigt jetzt wieder eine
Struktur, und zwar sind in jedem y-In-
tervalli Streifen vorhanden. Es kénnen
aberauchunterUmstindenZwischenstreifen
auftreten.

Die Figuren 18, 19, 20, 21 zeigen diesen Fall fiir
i=1undi=2.

Sind aber die Extremalstellen zweiter Art mo glich,

und liegt dabei der Winkel —l im ersten oder dritten Qua-
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dranten, so werden ebenso wie im vorigen Paragraphen die
Extremalstellen der ersten Art alle Maxima und die der
zweiten Art Minima. Die Maxima sind

. 2mai
il ral
MaxA=1+2.|— 1 (tl o )
. ¥
T

Zum Unterschied gegen den im vorigen § behandelten
Fall werden hier die Maxima immer positiv. Daraus ersehen
wir, dass dann auf jedes y-Intervall 2 i Maxima kommen.
Sie sind abwechselnd griosser und kleiner, und es
kann sich auch ereignen, dass negative Minima
von A sich zu neuen Zwischenmaximis der Inten-
sitit gestalten.

Die Figuren 22, 23, 24 und 25, zeigen den Verlauf
der Intensitat fir i = 1 und fir i = 2.

Liegt der Winkel “T4 im zweiten oder vierten Qua-
4

dranten, so werden die Extremalstellen der ersten Art zu
Minimis und die der zweiten Art zu Maximis der Intensi-
tat Veranlassung geben. Die Minima haben folgende Grisse

)

Die Minima konnen, wie wir sehen, in diesem Falle
auch negativ sein und in dem Ausdruck fiir die Intensitit
sich in neue Maxima verwandeln.

In jedem y-Intervall sind also 2iMaxima
vorhanden UnterUmstindengibtesjedoch
auch Zwischenmaxima,

Die Figuren 26 und 27 stellen den Intensititsverlauf
dar fir i = 1.

2wl
sin——
2

: TR 2mai

v Gy 4 M (+1 o l PO .
mal o Y
s
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Kapitel II

Die asymmetrische Abblendung.

§ 10. Das sekundidre Bild bei asymmetrischer Ab-
blendung.

Erfolgt die Abblendung nicht wie in dem vorhergehen-
den Kapitel symmetrisch, zu y-Achse, so sind die Integrations-
grenzen der Variablen £ in dem Ausdrucke [6] nicht symme-
trisch zu Null. Die Integrationsgrenzen der Variablen v’
mogen jedoch symmetrisch bleiben. Dann wird der Aus-
druck B, in der Formel [7] nicht verschwinden und die
Intensitit wird durch tolgende Form angegeben :

I,=A?,+B2,= —p, fd&fd‘(w (X)cos =0 E(" Y) fd”deo(X)bln -0

J.l e

Das erste Integral dieses Ausdruckes kommt schon in
der Formel [13a] vor und wurde dann auf die Form [13b]
gebracht. Das zweite Integral wird auf folgende Weise be-

rechnet.
f a¥ f AXp(X)sin “Ef(iﬁ f d“' f axiin e &) ("*X)
aly =1 pi
aly niTiaI: 9 E’(x __Ri_i:(y)
= d&2 : sin T =

J:‘ 2 E =1 A

ay

e_ smN"E* AL

A 2n§x smm 23 X0
_fdg z,f, gl . COS do .— —SI—D:.smT.
SlnT %a

,,1
Die Intensitit I ist daher
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([ w, sin e Tl sip N T®
: sin—— 2 : sin—
] sinw 2a x| e sinw Daiaty
I; = const., AuptEee o Soe e eos—— | =) do . ——— L= S
) () S Qe a e ® 1o
l wy sin J w; sing—

Wir nehmen jetzt an, dass eine Reihe von wunsymme-
trischen Maximis zur Wirkung kommt, und zwar das ite, kte,
lte . . .; jedes von ihnen besitzt noch rechts und links je
zwei Nebenmaxima. Dann wird die Intensitiit:

2ra (Nj+3)
Exe e SN g
! Ny . sin Z(m
SInm za Xw
1 = const.y{ Z fdw . cos—— |+
| i=5k,1 P e r
J=1,K, "'Qﬁa(Nj—3) Sln§‘~
Ny
2ra (Nj+-3)
NG g N‘Ym 21
» sin e X I
SInw g . Xo 9.0
+ Z de. e 0= (- -[28]
j=i,k,L... W a
ity 2ma (Nj—3) ““L’a !
Ny

Wir fithren bei beiden Integralen die bekannte Trans-
formation aus und erhalten:

( . 2maj 2
I ‘ N—1)i Sin- 5 = Pk
I, = const., 2 e e .o e . cos 4
] j=ik,l... 2maj 1
\ Y |
2maj 3
Net) oy . 2w
+ Y g R S G J
J=hkl... 2maj It [

In der ersten Klammer kommen mnach der Quadratur
Glieder von folgender Form vor:
5 Ol o
27X 2nxk 2nxl
‘1.10052;']; und A,cos ——. cos—— ;
If i i
in der zweiten
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B, sin22ix'—]; und Bysin 'Z——XE in?—n—}d;
1 1 if
Wir sehen sofort, dass die Glieder unveriindert bleiben,
wenn man x durch (— x) ersetzt.
Folglich ist das Abbild symmetrisch zum Nullpunkt.
Geht man vom Punkte x zum Punkt (y—x), so erhilt

man
A coszzﬂ—j( X)=A, cos? ()r] ————i—\i) =A, cos? ¢ jx
1 Y » H
A, cos--(y —X). cos~; (v—x)=A cos(2“k—ig) (%l_anx)_A anx
Blsintl(-(_m:};lsinz( mj— Z“J") B,s 2'“31‘.
| . 2rk
[B,smg —(y—X). qm——l(( \)——stm ’rk— Lot \m(Z 1-2“1’() SN

Auch jetzt bleiben die Glieder unveriindert. Folglich
ist das Abbild in jedem y-Intervalle zur Mitte des Intervalls
symmetrisch.

Diese nach der Theorie gefundene Symmetrie hat aber
das Experiment nicht bestitigt, vielmehr ergab sich bei asym-
metrischer Abblendung in jedem Intervall ein asymmetrisches
Abbild. Ich untersuchte eingehend den Einfluss der Art
der Beleuchtung und des Lichtes und der Lage des Objekts,
d. h. des Gitters. Es zeigt sich, dass diese Faktoren keinen
Einfluss auf die Asymmetrie haben. Es ist mir his jetzt nicht
gelungen, den Grund dieser Abweichung der Theorie vom
Experiment zu erkliren. Trotzdem seien im folgenden die
rechnerischen Resultate fiir einen Fall angegeben:

; § 11. Ein ites M aximum und das Centralbild.

Im folgenden wird die Wirkung des nullten und des
ie®  Maximums rechts betrachtet.

‘ Nach Gleichung [28] ergibt sich fiir die Intensitit:
i http://rcin.org.pl
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6ra 2 d\Nl—-3)
V*{w 3
smm \m sinw, =
b o a
23. or ﬂ\Nl——g) Sln;{
Ny
2ra(Ni-|-8)
5 . Nyo 2
i in 2‘
sinw 2a X
4| faw e 2 g |
W L a l‘
ema(Ni—3)  Siigo JJ
Ny 0

SR :
Das Integral mit sin — verschwindet fiir das nullte

e

Maximum, da die Integrationsgrenzen in dem Falle symme-

trisch zu Null liegen.
Nach der bekannten Transformation bekommen wir :

. 2mai 2
O Imxi
& i Y Z70)
I, =4const., H—(—-])( ) e aon R
2nal 0
fli
2mail £
N - 1)i ] 2nxi
i (—1)( i . sin—— JJ2 =
)le Y
.{ J
L 2malNe 8 . 2mai
sin— sin 9mxi
i 1)i i
=4const., | 1+ - +(—1) Ho) e i
4mal 2mal v
if Y

Um den Verlauf der Intensitit niiher zu untersuchen,
betrachten wir den Faktor A:

2nai, 2 . Imai
(N 1) i Y 2mxi
ol @ ol (1) '
g 2rai A l) omal o
1 b
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Die ers.e Ableitung %‘% dieses Faktors ist:

iy 2wai
oATT T Y kpal
e (—1) '2'21ri orai .sin o s
1

Die Intensitat verliuft cosinusartig und in den Punkten:

i
X =g (e =012 )

befinden sich die Extremalstellen. Die Maxima sind:

2nai |?

sin
Max.I, = 4const., | 1 4-—27:—;—— ;

1

die Minima

Dwat 19

Y

2rail
G

Min.I;=4const., |1—

In jedem vy-Intervall wird das Abbild also i Maxima
haben. Die Lage der Maxima ist unabhingig von N, wenn
i grade ist, aber abhingig von N, wenn i ungrade ist.

Jetzt hat also dasAbbild dieselbe Form,
wieindem Falle, dass beiderseits die it
Maxima zum nullten Maximum hinzukommen.
Nmr sind ‘in diem olbiglen T allekiein'e
Zwischenmaximamgéglich.

Die Figur 28 zeigt den Verlauf der Intensitit fiir i = 2.
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Schluss.

Wir fassen kurz die Resultate dieser Arbeit zusammen:

Wenn wir in die Objektebene eines optischen Systems
(Mikroskop) ein Gitter von der Spaltzahl N bringen, so be-
steht, wie schon bekannt, das primire Beugungsbild aus
einer Reihe von Hauptmaximis zwischen denen eine Anzahl
(N—2) Nebenmaxima liegen (siehe Fig. 5, 6).

Das Verhiltnis der Intensitit eines nahe an einem
Hauptmaximum liegenden Nebenmaximums zum Hauptmaxi-
mum strebt mit wachsendem N bei konstanter Breite des
Gitters einem bestimmten Grenzwert zu, der fiir das it

Nebenmaximum gleich ist.

4
(@ilsiz I ane

Das sekundire Abbild ist abhéingig von der Abblendung
des priméren Bildes und kann beil verschiedener Abblendung
durchaus verschiedene Formen annehmen.

Folgende Fialle wurden genauer betrachtet:

I. Alle seitlichen Maxima im primiren Beugungsbilde
eines Gitters werden abgeblendet und das ungebeugte Cent-
ralbild kommt allein zur Wirkung. In diesem Falle stellt
sich das sekundire Abbild des Gitters als verbreiterte struk-
turlose Fliche dar, deren Helligkeit nach den Rédndern von
der Mitte aus immer mehr abnimmt. Zu beiden Seiten der
hellen Fliache finden wir Nebenmaxima von ganz geringer
Intensitat. Fig. 7.

II. Wenn wir zu dem Centralbilde noch einige Neben-
maxima rechts und links hinzufiigen, so ergeben sich Inten-
sititsschwankungen in der eben erwihnten Fliche und der
Intensititsabfall an den Rindern wird steiler. Fig. 8.

III. Lassen wir bei der Bilderzeugung das Centralbild
fort, sodass nur die beiden i*e® Hauptmaxima zur Wirkung
kommen, so ergibt sich einunihnliches Abbild des Gitters.
Wir sehen 2Ni Striche auftreten, wihrend in Wirklich-
keit das Objekt nur N Gitterstibe besitzt. Der Intensitits-
abfall vom Maximum zum Minimum erfolgt nach dem
Gesetz cos*n. Fig. 9,
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IV. Kommt zu den beiden it" Maximis noch das
Nullte hinzu, so bekommt das Abbild eine Struktur, und
zwar ist die Anzahl der Gitterstriche im Abbild gleich Ni
und die Maxima und Minima erscheinen gleich breit. Vom
Maximum zum Minimum ist der Lichtabfall allméihlich. In
der Mitte der Minima gibt es unter Umstiinden noch sekun-
diare Maxima. Fig. 10, 11.

V. Kommen nur die ite" und 2iten Maxima zur Wirkung
und besteht die Ungleichung

2wai
T

1 >18cos

so sehen wir in jedem <-Intervall 2i Maxima, die gleich
weit von einander entfernt sind, die aber abwechselnd heller
und dunkler erscheinen. Fig. 12, 13.

Besteht aber die Ungleichung

1 | 8 cos v-Q—?}—

e
und liegt der Winkel “T i ersten oder dritten Quadranten
(i

so zeigt das Abbild des Gitters in jedem y-Intervall i
gleich starke und gleich von einander entfernte Maxima. Zu
beiden Seiten eines jeden Maximums liegen noch symmetrisch
zwei kleinere Nebenmaxima. In der Mitte von je zwei
Nebenmaximis liegt ein schwaches, unvollkommenes Minimum,
o1 4701 5

2mai
~

Liegt der Winkel im zweiten oder vierten Quadraten,

dann ist das Abbild dhnlich gestaltet wie oben. Fig. 16, 17.

VI. Lassen wir die beiden it und die beiden 2iten
Maxima mit dem Nullten zusammenwirken und besteht die
Ungleichung.

2mai

1>|8cos
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So sind in jedem Gitterintervall i Haupt-Streifen vorhanden.
Unter Umstéiuden gibt es auch noch Zwischenstreifen. Fig.18,
18, 790, 21.

e Besteht dagegen die Ungleichung
2nai ,

l<|8cos

und liegt dabei der Winkel i im ersten oder dritten
1

Quadranten, so finden sich in jedem y-Intervall 2i Maxima.
Sie sind abwechselnd stirker und schwicher, und auch hier
konnen Zwischenmaxima auftreten. Fig. 22, 23,24, 25.

2mai

Liegt bei bestehender Ungleichung 1 <|8 cos iy

: 2rai . : 5
der Winkel —— aber im zweiten oder vierten Quadranten,
i

so gibt es 21 Maxima in jedem Intervall, je nach den Um-
stinden erscheinen auch Zwischenmaxima. Fig. 26, 27.

VII. Blenden wir unsymmetrisch ab und zwar alle
Maxima bis auf das nullte und it¢, so hat das Abbild i
Maxima in jedem Gitterintervall. Der Unterschied dieses
Falles von dem Falle, wo beide i*® mit dem nullten Maximum
zusammenwirken, besteht nur darin, dass jetzt Zwischen-
maxima unméglich und die minima nicht vollstindig sind.
Fig. 28.

Bei der asymmetrischen Abblendung soll der Theorie
nach das Abbild im y-Intervall symmetrisch sein zu der Mitte
dieses Intervalls. Doch zeigt das Experiment asymmetrische
Bilder. Diese Asymmetric ist, wie das Experiment gezeigt hat,
unabhingig von der Art des Lichtes und der Beleuchtung.

GABINET M ATEMATYCZNY
Towarzystua Kaukowego Warszawskiogo
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Am Schluss meiner Arbeit mdchte ich Herrn Professor
Dr. Lummer meinen besonderen Dank aussprechen fiir die
Anregung zu der vorhergehenden Arbeit und fiir das grosse
Interesse, das er wie auch Herr Professor Dr. Pringsheim
fiir diese Untersuchung gezeigt hat.

Ebenso hat Herr Dr. Reiche mich in liebenswiirdiger
Weise bei der Arbeit unterstiitzt. Essei mir daher gestattet
ihm auch an dieser Stelle fir die wertvollen Ratschlige
zu danken, die er mir hat zu Teil werden lassen.
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Lebenslauf.

Ich, Mieczyslaw Wladyslaw Wolfke, bin am
29. Mai 1883 in Lask (Russisch-Polen), als Sohn des Kreis-
ingenieurs Karl Wolfke und seiner Frau Lucyna v. Kosminska,
geboren. Ich bin russischer Staatsangehdriger, romisch-
katholischer Konfession. Vom Jahre 1892 bis 1899 besuchte
ich das philologische Gymnasium zu Czenstochowa (Russisch-
Polen), von da an bis zum Jahre 1901 die Oberrealschule
in Sosnowice, wo ich das Zeugnis der Reife erhielt. Nach-
dem ich daselbst noch Ergiinzungsklasse durchgemacht habe,
und das Examen abgelegt habe, welches zum Eintritt in
alle Universititen berechtigt, habe ich mich im Jahre 1902
bei der Fakultit ,Faculté des Sciences“ in Liege immatri-
kulieren lassen, wo ich bis zum Jahre 1904 studierte und
die Examina der ,Candidature“ abgelegt habe. Wihrend
dieser Zeit arbeitete ich in dem physikalischen Laboratorium
des Herrn Prof. De-Heen. In den Jahren 1904—1907
habe ich an der Pariser Universitit Vorlesungen gehort und
in Laboratorien gearbeitet und war dort bis zum Jahre 1908
immatrikuliert. In dieser Zeit veroffentlichte ich eine Arbeit:
»L’¢lectron considéré comme un centre des pressions dans
Iéther“. Seit dem Jahre 1907 habe ich am hiesigen physi-
kalischen Institut bei Herrn Prof. Dr. O. Lummer gearbeitet
und mich im Jahre 1908 hier bei der Philosophischen
Faku]ti‘zﬁmmgtrikulieren lassen.

Wiihrend meines gesamten Studienganges horte ich die
Vorlesungen folgender Herren Professoren:

An d}xyer, Appell, Bouty, Curie, Goursat,
De-Heen, Langevin, De Locht, Lippmann,
Lummer, Meurice, Moissany, Neuberg,
Le Paige,Painléve, Perrin, Pellat, Spring.
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