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Stetighett

und

irvrationale Bahlen

Die BVetrachtungen, weldhe den Gegenjtand diefer fleinen Schrift
bilden, ftammen aud dem Herbit ded Jahres 1858, Jh befand mid)
pamals afs Profefior am eidgendijijhen Polytechnicum u Jiivic
jum exften Male in der Lage, die Elemente der Differentialrechnung
vortragen 3t miiffen, und fithlte dabei empfindlicher als jemals frii-
Der den Mangel einer wirtli) wiffenjdaftlichen BVegriindung der
Avithmetif.  Vei bem Vegriffe der Anndherung einer verdnderlihen
Grofe an einen feften Grenywerth und namentlich bei dem Beweije
be3 Safes, dap jede Grife, weldhe beftindig, aber nicht iiber alle
Grengen wadjt, fih gewip cinem Grenjwerth ndhern muf, nafhm
i) meine Juflucht ju geometrijhen Cvidengen. Audh jept Halte idh
ein foldhes Hevangichen geometrijeher njchauung bei dem erften Unter=
ridhte in der Differentialvechnung vom didattijhen Standpuncte aus
filv aupevordentlich niiglich, ja unentbehrlih), wenn man nidht gar
su viel Jeit verlieren will.  Aber daf diefe Art der Einfithrung in
die Diffeventialvedhnung feinen WUnjprud) auf Wifjenjdaftlichteit madhen
fanm, wird wohl Niemand leugnen. Fiir mid) war damals died Ge-
fithl der Unbefriedigung ein jo iibevidltigendes, dafy i) den fejten
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Entjdlup fapte, jo lange nadjzudenten, bis i) eine vein avithmetijce
und vollig ftrenge Vegriindbung der Principien der JInfinitefimal-
analyfis gefunden Haben wiicde. Man fagt jo Haufig, die Differen=
tialrechnung bejchiftige fih mit den ftetigen Grofen, und dod) wird
nivgends eine Crfldrung von diejer Stetigleit gegeben, und aud) die
jtrengjten Darftellungen der Diffeventialvechnung gritnden ihre Ve
weije nidt auf die Stetigfeit, jondern fie appelliven entmeder mit
mehr oder weniger BVewuptiein an geometrijdhe, oder durd) die Geo-
metrie veranlapte Vorftellungen, oder aber fie ftigen fid) auf jolde
Siibe, welche felbjt nie vein avithmetije) bewiejen find. Ju diefen
gehort 3. B. der oben erwdfhnte Sat, und eine genauere Unterjudung
itberyeugte mid), dap diefer, oder aud) jeder mit ihm dquivalente
Sap gewifjermapen als ein Hinveichended Fundament fitr die JInfi=
nitefimalanalyiis angefehen werden fann. €5 fam nur nod) davauf
an, feinen eigentlichen Urjprung in den Elementen der Arithmetit
s entdeden und Hiermit ugleich eine wirtliche Definition von dem
Wejen der Stetigteit su gewinnen. Dies gelang mir am 24. No-
pember 1858, und wenige Tage darauf theilte i) dad Ergebnif
meined Nadhdenfens meinem theuven Freunde Durege mit, wad ju
einer {angen und febhaften Unterhaltung fithrte. Spdter habe id
wofhl dem einen oder andern meiner Sciiler bdiefe Gedanfen iiber
eine mwiffenjd)aftliche BVegriindung der Arithmetit auseinandergejebt,
aud) hier in Braunjdhveig in dem wifjenjd)aftlichen Vevein der Pro-
fefjoren ecinen Vortrag iiber Ddiejen Gegenftand gehalten, aber ju
einer eigentlichen Publication fonnte i) mid) nicht vedht entjchliefen,
weil erftens die Darftellung nicht gang leicht, und weil auferdem die
Sadye felbft jo wenig frudhtbar ijt.  Jubdefjen hatte iy doch jdon
Haldb und Halb davan gedadyt, diejes Thema zum Gegenftande diejer
Gelegenbeitsichrift zu wihlen, als vor wenigen Tagen, am 14. Miir3,
die Abhandlung: ,Die Elemente der Functionenlehre.” BVon €. Heine.
(Crelle’s Journal, Bd. 74) durd) die Giite ihres Hodyverehrien
Berfajfers in meine Hinde gelangte und mid) in meinem Entjdlufje
http://rcin.org.pl
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beftdrtte. - Dem Wejen nad) ftimme i) zwar volljtindig mit dem
Jnbalte diejer Sdrift itberein, wie e5 ja nidt anderd fein fann, aber
ich will freimiithig geftehen, daf meine Darftellung mir der Form
nad) einfacher ju fein und den eigentlichen Kernpunct pracifer Her
vorjubeben jdheint.  Und wdbhrend i) an diejem Vorwort jdhreibe
(20. Miry 1872), erhalte i) die interefjante Abhandlung: ,Ueber
die Ausdehnung eines Sabes aus der Theorie der trigonometrijden
Reihen.”  Von G. Cantor. (Math. Amalen von Elebjdh) und
Neumann, Bd. 5), filv welde id) dem jdharfjinnigen Verfajjer
meinen Deften Dant jage. Wie i) bei rajdem Durd)lefen finde,
fo ftimmt das Ariom in §. 2 derjelben, abgefehen von der duperen
Form der Einfleidbung, vollftindig mit Dem iiberein, wad i) unten
in § 3 als dad Wejen der Stetigleit begeichne. Welchen Nupen
aber die, wenn aud) nur begriffliche Unterjcheidung von veellen Jahl=
geopen nod) DHohever Art gewdhren wird, vermag id) gevade nad

meiner Auffafjung des in fich vollfommenen veellen Jahlgebieted nod
nidht ju evfennen.
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Cigenjdaften der rationalen Jahlen.

Die Entwidlung der Avithmetif der vationalen Jahlen wird hier
swar voraudgefet, dod) Halte id) e3 fitr gut, cinige Hauptmomente
ofne Didcujfion hervorzuheben, nur wm den Standpunct von vorn-
herein 3u begeichnen, den id) im Folgenden einnehme. I jehe die
gange Avithmetit als eine nothendige ober wenigjtens natiivliche Folge
de3 cinfadyjten avithmetijchen Actes, ded Jibhlens, an, und dad Jihlen
felbft ift nichts Undeved ald die juccefjive Schopfung der unendlichen
Neihe der pojitiven gangen Jahlen, in welder jeded Individuum durd)
pas unmittelbar vorfergehende bdefinivt wird; der einfachite Wct ijt
der Uebergang von einem jchon exjdhaffenen JIndividuum zu dem dar=
auj folgenden neu ju erjhaffenden. Die Kette diejer Jahlen bildet
an fic) fhon ein iiberaud nitpliches Hiilfsmittel fiir den menjdhlichen
Geift, und fie bietet einen unerjchopflichen Reichthum an merkwiir=
digen Gefepen dar, yu welhen man durd) die Cinfithrung der vier
avithmetijden Grundoperationen gelangt. Die Addition ift die Ju=
jommenfafjung eciner beliebigen Wiederholung ded obigen einfachiten
Actes 3u einem eingigen Wcte, und aus ihr entjpringt auf diejelbe
Weife die Multiplication. Wdhrend diefe beiden Opevationen {tets
ausfiihrbar find, jeigen die umgefehrien Operationen, die Subtrac-
tion und Divifion, nur eine bejriintte Juldffigleit. Weldes nun
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auch) die ndacdhjte Veranlafjung gewejen jein mag, welde Vevgleichun-
gen oder Analogieen mit Erfahrungen, Anjdhauungen dazu gefithrt
haben mogen, bleibe dahin geftellt; genug, gevade dieje Vejchrintt-
Deit in der Ausfithrbarfeit der indivecten Operationen ift jedesmal
die eigentlihe Urjadje ecined neuen Schopfungsacted geworden; fo
find die negativen und gebrocdhenen Jahlen durd) den menjdhlichen
Geift evichaffen, und o8 ift in dem Syftem aller rationalen Jahlen
ein Jnjtrument von unendlich viel groperer Vollfommenheit gerwon-
nen.  Diefes Syftem, weldhed ih mit B bezeichnen will, befit vor
alfen Dingen eine Volljtdandigleit und Abgejchlofjenbeit, welche ich an
einem andern Orte®) ald Mertmal eines Jahltorpers beyeichnet
fabe, und weldje davin bejteht, daj die vier Grundoperationen mit je
jwei Individuen in B fjtet3 ausfithrbar find, d. h. daf das Rejultat
derjelben ftet5 tieder ein beftinumtes JIndividuum in R ift, wemn
man den eimigen Fall der Divifion durd) die Jahl Null augnimmt.

Bitr unfern nidyjten Swed ijt aber nod) widtiger eine andeve
Cigenjd)aft de3 Syjtems R, welde man dahin ausjprechen fann, dap
bag Spjtem R ein wohlgeordnetes, nad) ivei entgegengejesten Sei-
ten Hin unendliched Gebiet von einer Dimenfion bildet. Was damit
gemeint fein joll, ijt durd) die Wahl der Ausdriide, weldpe geome-
trijhen LVorjtellungen entlehnt find, hinveichend angedeutet; wm fo
nothendiger ift e3, die entjprechenden rein avithmetijhen Cigenthiim-
lichteiten Hervorzubeben, damit 3 auc) nicht einmal den Anjdhein be=
hilt, als bediirjte die Arithmetit jolder ihr fremden Vorjtellungen.

Soll ausgedriicdt werden, dap die Jeihen a und b eine und
diejelbe vationale Jahl bedeuten, jo et man jowohl @« = b wie
b = a. Die Verjdjiedenheit 3weier vationalen Jahlen «, b 3eigt
fi) darin, daj die Diffeveny @ — b entweder einen pojitiven oder
einen negativen Werth hat.  JIm exvjten Fall heipt @ groper als o,
b tleiner ald @, was aud durd) die Jeidhen @ > b, b < a ange-

*) Borlejungen iiber Bahlentheorie von P, . Lejeune Dirvidylet.
Jweite Auflage. §. 159.
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deutet wird *). Da im jweiten Fall b—a einen pojitiven Werth
hat, jo it b > a, @ << b.. Dinjidhtlich diefer doppelten Noglich-
feit in der Art der Verjhicdenheit gelten nun folgende Gefepe.

L3t a>0bundd>cjoift a >c Wit wollen jedes-
mal, wenn @, ¢ jwei verjdhiedene (oder ungleihe) Jahlen find, und
wenn b grofer als die eine, fleiner al3 die andeve ijt, ohne Scheu
por dem nflang an geometrijhe Vorjtellungen died fury jo aus-
dritdfen: & liegt 3wijdyen den beiden Jahlen a, c.

II. Sind a, ¢ jwei verjdyiedene Jahlen, jo giebt ed immer un-
endlid) viele verjchiedene Jabhlen b, welde swijdhen @, ¢ liegen.

L Jjt @ eine bejtimmte Zahl, jo erfallen alle Jahlen des
Syjtems R in ywei Clajjen, 4, und A, deren jede unendlid) viele
Jndividuen enthilt; die erfte Clajje 4, umfapt alle Jahlen @, welde
< a {ind, die 3weite Clajje A, umfapt alle Jahlen a,, welde > a
jind; die Jahl « jelbft fann nacd) Belieben der exften ober der 3iei-
ten Glafje sugetheilt werden, und fie ift dann entjprechend die gropte
Bahl der erften oder die fleinfte Jahl dev jweiten Clafle. JIn jedem
dall ijt die Jerlegung des Syjtems R in die beiden Clafjen A, A,
vort der Art, daf jede Jahl der erften Clafje A, fleiner als jede
3ahl der zweiten Clajje A, ijt.

§ 2.

Bergleidung der vationalen Jahlen mit den Puncten
einer geraden Linie.

Die joeben hervorgehobenen Eigenjhaften der rationalen Jah-
fen ervinmern an Ddie gegenjeitigen Lagenbeziehungen 3wijden den
Puncten einer gevaden Linie L. Werben die beiden in ihr exiftiven-
den entgegengefeten Nichtungen durch ,rechts” und ,linfs” unter-

*) 65 ift aljo im Folgenden inmer das jogenannte ,algebraijde” groper
und fleiner Sein gemeint, wenn nidht dad Wort ,abjolut” hinjugefiigt wird.
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jhieden, und find p, ¢ 3wei verjdhiedene Puncte, jo liegt entiveder
p rechtd von ¢, und gleichaeitiq ¢ (inf8 von p, oder umgefehrt, es
fiegt q vedhts von p, und gleichzeitig p linfs von ¢. Ein Ddritter
Fall it unmoglich, wenn p, g wirklid) verjdyiedene Puncte find. Hin-
fichtlich diefer Lagenverjchicdenheit beftehen folgende Gefepe.

L. Liegt p rechts von ¢, und ¢ iwieder rechtd von 7, jo liegt
auch) p vehtd von r; und man jagt, dap ¢ zwijden den Puncten p
und 7 liegt.

IL. Sind p, » 3wei verjchiedene Puncte, jo giebt e immer un-
endlich viele Puncte g, weldhe wijchen p und » liegen.

IIL it p ein Deftimmter Punct in L, jo zerfallen alle Puncte
in L in 3wei Clafjen, Py, Py, deven jede unendlich viele Jndividuen
enthilt; die erfte Clajje P, umfapt afle die Puncte p,, welche linfs
von p liegen, und die weite Clajie P, wmfaft alle die Puncte p,,
weldhe vedhtd von p liegen; der Punct p jelbjt fann nad) Belieben
der erften oder der weiten Clafje zugetheilt werden. Jn jedem
all ift die Berlegung der Gevaden L in die beiden Clajjen obder
Stiide P;, P, von der Axt, daf jeder Punct der evjten Clafje P,
[inf8 von jedem Puncte der jweiten Glaffe Py liegt.

Dieje Wnalogic 3wijchen den rationalen Jahlen und den Punc-
ten einer Geraden wird befanntlih) ju einem wirtlichen Jujammen-
Hange, wenn in der Geraden ein beftimmter nfangdpunct oder Null=
punct o umd e\inf_@mgl_tg,&mgmgmbgit jur usmefjung dev Streden
gewdhlt wird. Mit Hiilfe dev leptern fann fiiv jede vationale Jah!
@ eine entjprechende Liinge conjtruirt werden, und tragt man diefelbe
von dem Puncte 0 aud nad) rechts oder linfs auf der Geraben ab,
je nachdem @ pojitiv oder negativ ift, fo gewinnt man einen beftimm=
ten Endpunct p, weldher als der dev Jahl « entjprechende Punct
bejetchnet werden fann; bder rvationalen Zahl Null entjpricht dev
Punct 0.  Auf diefe Weife entjpricht jeder rationalen Jahl a, d. 6.
jedem JInbdividuum in R, ein und nur ein Punct p, d. §. ein Jndi-
duum in L. Gntjprechen den beiden Jahlen «, b vejp. die beiden
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Puncte p, g, und ift @ >>b, jo liegt p rechts von q. Den Ghejeiefeen
L, II, IIT be3 vorvigen Paragraphen entjprechen volljtindig diie (¢ Ge-
jege L, II, III des jepigen.

§. 3.

Stetigteit der geraden Linie.

Bon der gropten Widptigleit ift nun aber die Thatjadhe, t, daf
e in der Geraden L unendlich viele Puncte giebt, weldhe feiner v ra-
tionalen Jahl entjprechen.  Entjpricht namlich dev Punct p der rafvatio-
nalen 3ahlww, jo ift befanntlich die Linge op commenjurabel mit (it der
bei der Conftruction benuten unabinderlichen Lingeneinheit, d. d. h.
o giebt eine dritte ¥dinge, ein jogenanntes gemeinjdajtliches MM Maf,
von weldjer diefe beiben Lingen gamge Vielfache find.  Aber {d jchon
die alten Griedyen haben gerwupt und bewiejen, dap es Lingen gicgiebt,
weldye mit einer gegebenen Qiingeneinfeit incommenjurabel find, 3. 3. B.
bie Diagonale des Quadrated, defjen Seite bdie Liingeneinheit it ift.
Trigt man eine jolhe Lange von dem Puncte o aus auf der GeSera-
den ab, fo erhilt man einen Endpunct, welcher feiner vationalen JcBahl
entipridgt.  Da fid) fermer leicht beweifen [dft, dap e5 unendhdlich
viele Lingen giebt, twelche mit der Lingeneinbeit incommenjurarvabel
find, jo fonnen wir behaupten: Die Gerade L ift unendlid) viel 1l vei-
der an Punct-Individuen, ald das Gebiet 12 der rationalen Sahahlen
an Jahl=Individuen.

Wil man nun, was doch der Wunjh ijt, alle Erjcheinungenen in
ber Geraden aud) avithmetijeh verfolgen, jo reihen dagu die ratiatio-
nalen Zahlen nicht aus, und. ¢ wird daher unumginglich nothweven=
_ dig, das Jnfteument R, welched dutd) die Scdhopfung der vationahalen
Bablen conjtruivt war, wefentlidh) ju verfeinern durd) eine Schvpfufung
pon neuen Bahlen der Art, dap dag Gebiet der Bahlen Ddiejetjelbe
Bolljtindigteit oder, wie wir gleih) jagen wollen, diejelbe Stetitig-
feit gewinnt, wie die gerade Yinie.
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Die bisherigen Vetrachtungen find Wllen fo befannt und geldu-
fig, dafp LViele thre Wiederholung fitr jehr iiberflitjfig erachten werden.
Dennod) Hielt i) dieje Recapitulation fiiv nothwendig, um die Haupt-
frage geborig bovubereiten. Die bisher iiblihe CEinfithrung bder
irvationalen Jahlen fniipft ndmlich) gevadesu an den Begriff der
ertenfiven Grifen an — welder aber jelbjt nirgends ftreng definirt
itd — und erfldrt die Jahl als dag Rejultat der Mefjung einer
jolchen Grdfe durd) eine 3tveite gleihartige™). Statt defjen fordeve
id), dap Ddie rithmetit fih) aud fich) jelbjt Heraus entwideln joll.
Dap foldpe Antnitpfungen an nidht avithmetijge Vorjtellungen bie
nidyfte Veranlafjung yur Criveiterung des Jahlbegriffs gegeben haben,
mag im Allgemeinen Fugegeben werden (dodh) ift dies bei der Ein-
fithrung der compleren Jahlen entjchieden nicht der Fall getwejen);
aber Bievin liegt gany gewify fein Grund, diefe fremdartigen Be-
trachtungen felbjt in die rithmetif, in die Wifjenjdhaft von den
Bablen aufyunchmen. Soivie die negativen und gebrodjenen ratio-
nalen Zahlen durd) eine freie Shopfung Hevgejtellt, und wie die Ge-
fee der Rechnungen mit diefen Jahlen auf die Gejese der Rechnun-
gen mit gamzen pofitiven Jahlen juriidgefithrt werden miifen und
fonnen, ebenjo Hat man dahin Fu ftveben, daf aud) die ivrationaflen
Bahlen durch die rationalen Fahlen allein vollftindig definivt werden.
Nur dad Wie ? bleibt die Frage.

Die obige Bergleichung des Gebietes R der rationalen Jahlen
mit einer Geraden hat su der Crfenntnif der Litdenhaftigteit, Unvoll-
ftindigteit ober Unftetigfeit bes evfteren gefithrt, wdhrend wic der
Geraden Volljtandigteit, Liidenlofigleit ober Stetigteit ujdhreiben.
Worin bejteht denn muw eigentlich diefe Stetigleit? JIn dber BVeant-
wortung diefer Frage mup Alled enthalten fein, und nur durd) fie

*) Der jdeinbare Vorzug der Allgemeinheit diejer Definition der Jahl
jdhwindet jofort dahin, wenn man an die complexen Jahlen bentt. Nad) mei-
ner uffafjung fann umgefehrt der Vegriff ded Verhiltnifies wijdhen wei

gleidartigen Grdfen exft dann flar entwidelt werden, wenn bdie irrationalen
Bahlen jdhon eingefiihrt find.
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wird man eine wifjenjdaftliche Grundlage fiir die Unterjuchung aller
jtetigen Gebiete gevinnen. Mit vagen Neden iiber den ununter-
brodenen Jujammenfhang in den teinjten Theilen ift natiivlich Nichts
evveicht; e3 fommt davauf an, ein pricijes Merfmal der Stetigteit
amgugeben, welhes ald BVafis fiiv wirfliche Deductionen gebraudyt
werden famm.  Lange Jeit habe ich vergeblich darvitber nachgedadht,
aber endlich fand i), was i judhte. Diefer Fund wird von ver-
jchiedenen Perjonen vielleicht verjchieden beurtheilt werden, dodh glaube
i), dafp die Meiften jeinen JInhalt jehr trivial finden werden. Er
bejteht im Folgendben. Jm vorigen Pavagraphen ift davauf aufmert=
jam gemacht, daf jeder Punct p der Geraden eine Jerlegung derfel=
ben in zwei Stitde von der Art hervorbringt, daf jeder Punct des
einen Stitded [infs von jedem Puncte ded andern liegt. Jdh finde
nun dag Wejen der Stetigfeit in der Umtehrung, aljo in dem fol=
genden Principe :

: JBerfallen alle Puncte der Geraden in zwei Glafien von dev

(’ Art, bap jeder Punct der erften Glaffe linfs von jebem Puncte der

:}z,meiten Clafje liegt, jo exiftivt ein und nur ein Punct, weldper
diefe Eintheilung aller Puncte in zwei Clafjen, diefe Jerjdhneidung
der Geraden in jwei Stiide hervorbringt.”

- Wie {dhon gefagt, glaube id) nicht zu ivven, wenn ich annehme,
dap Jedermann die Wahrheit diefer Behauptung jofort jugeben wird;
die meiften meiner Lejer twerden jehr enttiujcht fein zu vernehmen,
dafp durd) diefe Trivialitdt dad Geheimnify der Stetigleit enthitllt
fein joll. Dagu bemerfe i) Folgendes. €5 ift miv jebhr lieb, wenn
Jedermann dag obige Princip fo einfeuchtend findet und jo iibevein-
ftimmend mit fjeinen Vorftellungen von einer Linie; denn id) bin
aufer Stande, irgend einen Beweid fiiv jeine Ridhtigleit beizubringen,
und Niemand ijt dazu im Stande. Die Annahme diejer Cigenjdhaft
der Linie ift nichts ald ein Ariom, durc) weldhes wir erft der Linie
ihre Stetigteit guerfenmen, duvd) weldhed wir die Stetigleit in die
Linie hineindenfen.  Hat iiberhaupt der Naum eine veale Eriftens,
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jo_braud)t er dodh) nidht nothwendig jtetig su fein; unzdhlige jeiner
lUnd wiiften wir gewip, dap der Raum unjtetig wire, jo fonnte
und dod) wieder Nichts hindern, falls e5 uns beliebte, ihn durd) Aus-
fiillung feiner Liiden in Gedanfen ju einem ftetigen 4u maden; diefe
Ausfitllung witrde aber in einer Shopfung von neuen Punct-Jndi-
piduen beftehen und dem obigen Principe gemdp auszufithren jein.

§ 4.

Sdopfung der irvationalen Jahlen.

Durd) die. lepten Worte ift jchon hinveihend angedeutet, auf
weldhe Art dag unjtetige Gebiet R der rvationalen Jahlen ju einem
ftetigen vervollftandigt werden mup. Jn § 1 ift Hhervorgehoben
(IIT), dap jede vationale Bahl a eine Jerlegung ded Syjtems R
in jwei Clafjen 4,, 4, von der Art Hervorbringt, dap jede Jahl
a; der erften Glajje A, fleiner ift, ald jede Jahl ay der jiweiten
Clafje Ay; die 3abhl « ift enteder die gropte Jahl der Clafje 4,,
oder die fleinfte Bahl der Clafje A,. It nun irgend eine Ein-
theilung ded Syjtems R in ywei Clafjen 4,, A, gegeben, welche
nur die chavafteriftijche Cigenjdhaft befitt, dap jede Bahl a; in 4,
fleiner ift, al& jede Bahl @, in Ay, jo wollen wiv der Kiivze halber
cine jolge Cintheilung cinen Sdnitt nenmen und mit (4,, 4,)
beyeichnen.  Wiv fomnen dann jagen, daf jede rvationale Jahl a
cinen Snitt oder eigentlich) 3ivei Schnitte hervorbringt, weldhe tiv
aber nidht ald wefentlich verjchieden anjehen wollen; diefer Shnitt
hat auferdem die Eigenjhaft, dajp entweder unter den Jahlen der
erften Glaffe eine grofte, ober unter den Jahlen der jweiten Claffe
eine fleinfte exiftivt. Und wmgetehrt, befipt ein Sdhnitt aud) dieje
Gigenjdhaft, jo tird er durd) dieje grofte oder fleinfte rationale Bahl
hervorgebracht.
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Aber man iiberzeugt fich leicht, daf auc) unendlid) viele Schnitte
exijtiven, welcdpe nicht durch vationale Zahlen Dervorgebradt werden.
Dag nadhitliegende Beijpiel ijt folgendes.
€5 jei D eine pofitive gange Jahl, aber niht dad Quadrat
einer ganmgen Jahl, jo giebt e3 eine pojitive gange Jahl 2 von bder
Art, dap

B<D< (A1
ird. \

PNimmt man in die jweite Clajfje 4, jede pofitive rationale
3abhl a, auf, deven Quadrat > D ift, in die erfte Clafje 4, aber
alle anderen rationalen Jabhlen a,, jo bildet dieje Eintheilung einen
Sdnitt (4;,4,), d. b. jede 3abhl @, ift fleiner ald jede Fahl a..
Jft nimlic) a; = O ober negativ, fo it a; jdon aud Ddiefem
Grunde fleiner ald jede Jahl @y, weil diefe jufolge der Definition
pofitiv ift; ift aber a, pofitiv, jo ift ihr Quadrat = D, und folg-
lih ift @, fleiner a3 jede pofitive Jahl a,, deven Quadrat > D ijt.

Diejer Shnitt wird aber durc) feine vationale Zahl hervorge-
bradht. Um bied ju betweifen, muf vov Wllem gezeigt werden, daf
ed feine vationale Jahl giebt, deven Quadbrat = D ijt. Obgleich
bied aud ben erften Glementen der Jahlentheorie befannt ift, jo
mag dod) hier ber folgende inbdirecte Veweis Plap finden. Giebt
ed eine vationale Jahl, deven Quadrat = D ift, jo giebt ¢& aud)
3twei pofitive gange Jahlen £,u, weldhe der Gleidhung

t2— Du? = 0
geniigen, und man darf annehmen, dafy » die fleinfte pofitive ganze
3abl ijt, weldhe die Cigenjdhaft befit, dafp ihr Quabdrat durd) Mul-
tiplication mit D in dad Quabdrat einer gangen Jahl ¢ verwandelt
witd. Da nmun offenbar

Au<<t<< @A+ Du

ift, jo wird die Jah!

W =1t—Au
eine pofitive gange 3ahl, und jwar fleiner ald w. Seht man ferner
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! = Du — 4%,
jo witd ¢ ebenfall8 eine pofitive gange Bahl, und es ergiebt fich
t? — Du'? = (A2 — D) (* — Du?)"= 0,
wad mit der nnahme iiber » im Widerjprud) fteht.

IMithin ift das Quadrat einer jeden rationalen 3ahl z ent-
weder < D oder > D. Hieraus folgt nun leicht, dafy ed mweber
inwwin per Clafje A, eine fleinjte
3abl giebt. Sept man mamiy

iy z(x? + 3D)

Bl 7B g
fo ift ?
y_x_Qx(D—x?)
322 4+'D
und
P 2okl 3
TR (gxxv +D)8)2’

Nimmt man Hievin fiir = eine pofitive Jahl aus der EGlaffe
Ay, jo ijt 22 << D, und folgli) witd y > z, und 2 << D, aljo
gehort y cbenfalld der Clafje 4; an.  Set man aber fitr z eine
Bahl aus der Claje 4y, fo ift 22 > D, und folglih wirh y <z,
y > 0, und y2 > D, aljo gehort y ebenfalls der Clafje 4, an.
Diefer Sthnitt wird dafer durdh feine vationale Fahl Hervorgebradht.

Sn diefer Gigenjdaft, daf nicht alle Schnitte durch rationale
Jahlen hervorgebradyt werden, befteht die Unvollftindigteit ober Un-
jtetigfeit des Gebietes R aller rationalen Zafhlen.

Jedesmal nun, wenn ein Sdnitt (A4,, 4,) vorliegt, twelcer
durd) feine vationale Sahl hervorgebradht wird, fo erjdaffen wir eine
neue, eine irrationale ah! e« welde wir als m@'&ﬁ?ﬁﬁg
(A,, 4,) vollftandig definirt anjehen; toir werden jagen, dap bdie
3ahl e diefem Schnitt entjpricht, ober daf fie diefen Snitt Hervor-
bringt. €5 entjpricht aljo von jept ab jebem beftimmien Schnitt ‘é 5‘/ TV/
eine und nur eine bejtimmte rationale ober irrationale Jahl, und
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wir jehen wei Jahlen ftetd und nur dann als verjdyieden oder
ungleid) an, wenn fie wefentlich verjchiedenen Schnitten entjprechen.

Um nun eine Grundlage fitr die Anordnung aller veellen,
d. . aller rationalen und irvationalen Sahlen ju gewinnen, miifjen
wiv junddit die Begichungen iwijden irgend zivei Schnitten (A, 4,)
und (B, Bs) unterjuchen, welde durch irgend zwei Jahlen o« und A
Hervorgebradht werden. Offenbar ift ein Sdhnitt (4, 4) jdhon voll-
ftindig gegeben, wenn eine der beiden Clafjen, 3. B. die erte "4,
befannt ift, weil die jweite A, aud allen nicht in A; enthaltenen
rationalen 3ahlen befteht, und bdie darafterijtijhe Cigenjdaft einer
folchen erften Glajje A, liegt darin, daf fie, wenn die Jahl @, in
ihr enthalten ift, auch alle fleineren Jahlen al3 a; enthalt. Vergleicht
man nun jwei joldje exjte Clajfjen 4,, B, mit einander, jo fann e3
1) fein, dap jie vollftandig identijd) find, d. ., daf jede in 4y ent:
Daltene 3ahl @, aud) in By, und dap jede in By enthaltene Bafhl
by aud) in A, enthalten ift. Jn diefem Falle ift dann nothwendig
auch A, identijy mit B,, die beiden Sdhnitte jind volljtdndig
identijd), wad wir in Jeiden durd) ¢ = B ober f = a andeuten.

Sind aber die beiden Clajjen Ay, By nidht identijd), jo giebt
3 in Dder einen, 3 B. in 4, eine Jahl o'y = ¥y, weldhe nicht in
der andern By enthalten ift, und mwelcdhe fich folglih in B, vor=
finbet; mithin find gewip alle in By enthaltenen Zahlen b, fleiner
a3 diefe Jahl @'y = 'y, und folglih {ind alle Sabhlen b, aud) in
A; enthalten.

Jft nun 2) diefe Jabhl @'y die eingige in A;, weldhe nidht in
B, enthalten ift, jo ift jede andeve in A; enthaltene Jahl @, in B,
enthalten, und folglich fleiner ald o'y, d. . oy ift die gropte unter
allen 3ahlen a;, iﬁm)in ird der Schnitt (A4, 4;) durd) die rationale
Bahl &« = a'; = ¥’y Hervorgebracht. Lon dem anderen Schnitte
(By, B,) wifien wiv jdon, daf alle Jahlen b, in By aud) in A,
enthalten und fleiner ald die Jahl o', = b’y find, welde in B,
enthalten ift; jede andere in B, enthaltene Jahl &, mufp aber griper
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ald &'y fein, weil fie jonjt aud) feiner ald 'y , alfo in 4; und
folglich audh in B, enthalten wive; mithin ift &' die Heinfte unter
alfen in B, enthaltenen Jahlen, und folglich wird aud) der Schnitt
(B,,By) durc) diefelbe rationale Jahl B = by = a'; = a*her-
porgebracht.  Die beiden Schnitte find dabher nur unwejentlich ver-
jchieden.

®iebt e3 aber 3) in A; wenigjtens 3iwei verjdiedene Jabhlen
ay = by und o’y = b, welde nicdht in By enthalten {ind, jo
giebt e5 deven aud) unendlich viefe, teil alle die unendlid) vielen
ywijden o’y und «”; liegenden Zahlen (§. 1. IL) offenbar in A4,
aber nidht in By enthalten jind. Jn diejem Falle nennen wir die
diefen beiden twejentlich) verjchiedenen Schnitten (A4;, 4;) und (B, By)
entjprechenden Jahlen « und B ebenfalls verjfd)ieden von einanber,
und 3tar jagen wiv, dap « grofper ald B, dap B fleiner ald o
iit, was wir in Jeiden fowohl durd) « > B, ald durdh) g < «
ausbdriiden. Hierbei ift Hervorzuheben, dap dieje Definition volljtindig
mit der fritheven jujammenfdllt, wenn beide Jahlen e, B vational find.

Die nun nod) itbrigen moglichen Fille find diefe. Giebt e3 4)
in B, eine und nux eine Jahl o'y =a'y, weldye nicht in A4, enthalten
ift, jo find die beiden Schnitte (4i, 4;) und (B, By) mur un-
wejentlid) verjchicden, und jie werden durd) eine und diejelbe rationale
Aahl « = a/y = b, = B DHervorgebracht.  Giebt e3 aber 5)
in B, mindeftens jwei verichicdene Jahlen, weldhe niht in 4, ent=
halten {ind, fo ift g > «, « << B.

Da hiermit alle Falle erjchopft find, jo ergiebt {ih, dap von
el verjchiedenen  Jahlen unothwendig die eine die grdpere, die
andere die fleinere jein mup, wad jwei Moglichteiten enthilt. Ein
britter Fall it unmiglich. Dies lag zwar jhon in der Wah!
pe3 Gomparvativsd (guoper, fleiner) zur Bezeihnung der Ve-
sichung ywijdhen e, B; aber dieje Wahl ift exft jebt nachtedglich ge-
vedftfertigt.  Gevade Dei joldjen Unterjuchungen hat man fich) auf
bad Sorgfiltigite yu biiten, dafp man jelbjt bei dem beften Willen,
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ehrlich au fein, durch eine voreilige Wah! von Ausdriiden, welde
anderen {dhon entwidelten Vorjtellungen entlehnt find, fid) nicht ver-
leiten laffe, unerlaubte lebertragungen aus dem einen Gebiete in das
andere borzunehmen.

Betradhtet man nun nod) einmal genau den Fall o > ﬂ fo
ergiebt fich, dafy die fleinere Jahl B, wenn fie rational ijt, getif der
Glaffe A, angehint; ba es nimlic) in A, eine Jahl o', =¥', giebt,
welcdhe der Clafle B, angehort, jo ift die Jahl B, mag fie die grdfte
Bahl in B, oder die fleinfte Jahl in B, fein, gewip = o/, und folg-
lich in A4, enthalten. Ebenjo ergiebt fid) aus «>> B, daf die grofeve
Bahl «, wenn fie vational ift, getwif der Clafje B, angehort, mweil
e = o) ift.  Bereinigt man beide Vetvadhtungen, jo -erhalt man
folgendes Mefultat: Wird ein Snitt (4, 4,) durd) die Sahl «
hervorgebracht, jo gehort irgend eine vationale Jahl su der Clafje
A, oder 3u der Glafje 4,, je nadhdem fie fleiner ober groper ift ald
o; ift die Zahl « jelbft rational, jo fann fie der einen ober der an-
peren Claffe angehoren.

Hieraus ergiebt fih endlich noch) Folgendes. Jft « > B, giebt
ed aljo unendlich) viele Jahlen in A, welde niht in B, enthalten
find, fo giebt e3 aud), unendlic) viele folche Bahlen, weldhe Fugleid
bon e« und bon B verjdhieden find; jede jolde rationale Zahl ¢ ijt
< &, weil fie in A4; enthalten ift, und fie it juglei) > B, weil
fie in B, enthalten ift.

§: 5.
Stetigfeit des Gebicted der veellen Bahlen.

Bufolge der eben feftgefesiten Unterjcheidungen bildet nun daz
Syftem R aller veellen Jahlen ein wohlgeordneted Gebiet von einer
Dimenfion; hievmit joll weiter Nichts gejagt jein, ald daf folgende
Gefese Herrichen.
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L Jft e« > B, und g > p, fo ift aud) & > p. Wir wollen
jagen, dafs die Bahl B ywifden den Jahlen «, y liegt.

IL Gind «, p jwei verjhicdene Jahlen, jo giebt e immer
unendlid) viele verjchiedene Jahlen B, welde jwijdhen e, p liegen.

IIL Jjt e eine beftimmte Jahl, jo serfallen alle Jahlen bed
Syjtemd R in zwet Claffen A; und Ay, deven jede unendlich viele
Jnbdividuen enthdlt; die erfte Claffe A, umfapt alle die Sahlen e,
weldhe < a find, die jweite Clafje WAy umfapt alle die Jahlen ey,
welde > die Bahl e felbft fann nad) Belicben der erften
oder der fje sugetheilt twerden, und fie ift dann entjprechend
die gropte er erften ober die fleinfte Jahl der jiweiten Clafje.
In jedem Fall ift die Jerlegung des Syftems R in die beiden Claffen
Ay, Ay von der Art, daf jede Jahl der exften Clafje Ay Heiner ald
jede Zahl der zteiten Claffe Ay ift, und wir fagen, daf diefe Jer=
lequng durd) die Jahl e hervorgebradht mwird.

Der Kiirze Halber, und um den Lefer nicht 3u evmiiden, unter=
driide i) die Bemweife diefer Siibe, weldhe unmittelbar aus den De-
finitionen de3 vorhergehenden Pavagraphen folgen.

Aufer diefen Eigenjdhaften Dbefit aber das Gebiet R aud
Stetigfeit, d. §. o5 gilt folgender Safp:

IV. 3Berfallt da3 Syjtem R aller veellen Jahlen in jwei
Glaffen 2A;, A, von der Art, daf jede Bahl «; der Clafie A; Heiner
ift als jede Bahl «; der Glafje Ay, jo exiftivt eine und nur eine
3ahl e, durd) welde diefe Jerlegung Hervorgebradht tird.

Beweid, Durd) die Jerlegung oder den Schnitt von N in
Ay und Ay ift zugleid) ein Scdnitt (4;, 4,) des Syjtemd R allex
tationalen Jahlen gegeben, weldher dadburd) definitt wird, daf 4,
alle rationalen Zabhlen der Clafje Ay, und A, alle iibrigen rationalen
Bablen, d. . alle rationalen Jahlen der Clajje Ay enthilt. €S fei
« die vollig beftimmte Jahl, welde diefen Scnitt (4;, 4z) Her=
borbringt. Jft nun B irgend eine bon e vetjchiedene Jafhl, jo giebt

5 immer unendlid) viele vatipnale Saf)Ien ¢, welde 3tvifden o und
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B liegen.  Jt B << @, o ift ¢ << «; mithin gehort e der Clafje
A, und folglich aud) der Clafe A, an, und da zugleih B < ¢
ift, jo gehort aud) B derjelben Glafje A; an, weil jede ahl in A,
groper ift al8 jede ahl ¢ in A, Jjt aber B > @, jo ift ¢ > «;
mithin gehort ¢ der Clajje 4, und folglich aud) der Clajje A, an,
und da juglei) B > e ijt, jo gehort aud) B derjelben Clajje A, an,
weil jede Jahl in A; fleiner ift alg jede Jahl ¢ in Wy, Mithin
gehort jede von e verjdhiedene Jahl B der Clafje A; oder der Clajje
Ay an, je naddem f << « oder g > e« ift; ift e« jelbjt
entweder die gropte Jahl in A; oder die Heinit Ay, 0. Y.
o ift eine und offenbar die einzige Jahl, durd) we e Jerlegung
Lpnn R in die Glafjen Ay, Ay Hervorgebracht wird. Was 3u be-
teifen war.

§. 6.

Redynungen mit veellen Jahlen.

Um igend cine Rechnung mit zwei veellen Jabhlen «, B auf
die Rechnungen mit vationalen Jahlen uviidzufiihren, fommt es
nur darvauf, aud den Sdnitten (A4;, 4,) und (B, B,), welde
durd) die Jahlen e und B im Syjtenme B Hhervorgebrad)t werden,
ben Sdnitt (C), C,) ju definiven, weldher dem Redynungdrejultate
y entiprechen foll. . Jch bejdhrinte midh) hier auf die Durdhfiihrung
bes einfachften Beijpieles, der Addition.

it ¢ irgend eine rationale Jahl, fo nehme man fie in die Clafje
C, auf, wenn ¢3 eine 3ahl @; in A, und eine Jahl &, in B, von
ber Art giebt, dap ihre Summe @, + b = ¢ wird; alle anderen
~ rationalen Jafhlen ¢ nehme man in die Clafie €y auf. Diefe Ein-
theilung aller vationalen Jahlen in bdie beiden Clafien €, Cy bildet
offenbar einen Schnitt, weil jede Jahl ¢; in Oy fleiner it al3 jede

Bahl ¢; in Cp. Sind nun f)elbe SGI)Ien o B ratmnaI fo ift jede
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in O, enthaltene Zahl ¢, < o0 4+ B, weil ay < @, by = B, alfo
audhy @ + b = « + B ift; wire ferner eine in C, enthaltene
3ahl e, << @ + B, aljo « + B = ¢, + p, Wwo p eine pofitive
rationale Jahl bebeutet, jo iwive
¢ = (@ — op) + (B — Yap)

was im Wiberjprud) mit der Definition der Jahl ¢, fteht, tweil
@ — 1yp eine 3ahl in A;, und g — Yy p eine Jahl in By ijt;
folglich) ift jede in C, enthaltene 3ahl ¢; = « + B. Mithin witd
in diejem Fa der Sitt (Cy, Cy) dedy die Summe a + B
hervorgebra - Man perftopt daber nidh)t gegen die in der Arith-
metit der rationalen Jahlen geltende Definition, wenn man in allen
allen unter der Summe « 4+ B von jivei beliebigen veellen ah=
len @, B diejenige 3ahl p verfteht, durd) weldhe der Schnitt (C,, Cs)
hervorgebracht wivd.  Jft ferner nur eine der beiden Jahlen e, B,
3 B. o rational, jo iiberjeugt man jidh) leicht, dap e feinen Ein-
flup auf die Summe y = a + B Hat, ob man die Jahl « in
die Clafje 4; ober in die Glajje A, aufnimmt.

Ebenjo wie die Adbdition lafjen fich audh die iibrigen Operationen
oer fogenannten Elementav-2rithmetit definiven, ndamlid) die Bildung
der Differenzen, Producte, Quotienten, Potengen, Wurzeln, Loga-
vithmen, und man gelangt auj diefe Weife zu wirtlichen Beweijen
von Sdgen (wie 3 B. V2.V 3 = V6), weldhe meined Wifjens bis-
her nie bewiejeh find. Die Weitlaufigteiten, welde bei den Defi=
nitionen der complicivteren Operationen ju befitrdhten find, liegen
theils in Dder MNatur der Sache, jum gropten Theil aber lafjen fie
fi) vevmeiden. Sehr niiglih) ijt in diefer BVeziehung der Vegrifj
eined Jntervalls, d. h. eined Syjtems A von rationalen Jahlen,
weldped folgende davacterijtijhe CEigenjdhaft befipt: find « und o
Jahlen ded Syjtems A4, fo find aud) alle jwijhen a und o' liegen-
oen vationalen Jahlen in A4 enthalten. Das Syftem R aller ra-
tionalen Zahlen, ebenjo die beiden Glafjen cines jeden Schnittes find

Sntervalle.  Giebt es aber eine vationale Zahl a,, welde fleiner
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und eine vationale Zahl ay, welde groper ift, ald jebe Jahl ded
Jntervalls A, jo heie A ein endliches Jntervall; ed giebt dann
offenbar unendlidh) viele ahlen von derjelben Bejchaffenfeit wie a,,
und unendlich biele Jahlen von bderjelben Bejdaffenbheit iie ay;
bag gange Gebiet R jerfidllt in drei Stiide A;, 4, A,, und o3
treten jtoei vollftindig beftimmte rvationale oder irrationale Zahlen
oy, ay auf, welde refp. die untere und obeve (oder die fleineve und
grifere) Grenge bed Jntervallds A genannt werden fonnen; die un-
tere Grenge e, ift durc) den Schnitt beftimmt, bei weldhem die erfte
Claffe durd) dad Syjtem A, gebildet wird, und die obeve Grenge oz,
purd) den Schnitt, bei weldem A, die jweite Clajje bildet. Von
jeder rationalen oder irvrationalen ahl e, weldhe 3wijchen o und o,
liegt, mag gefagt werben, fie liege innerhalb des JIntervalls A.
Sind alle 3ahlen eined Jntervalls A auch) Jahlen eined Jntervalls
B, jo heife 4 ein Stitd von B.

Nod) viel grofeve Weitldufigleiten jdheinen in Ausficht ju ftehen,
wenn man dazu itbergehen will, die unzihligen Sike der Arithmetit
der rationalen Bahlen (iwie 3. B. den Sa (@ + b) c=ac + be)
auf beliebige reelle 3ahlen ju iibertragen. Dem ijt jedodh nicht fo;
man iiberzeygt fich bald, daf hier Alled davauf anfommt, nadzu-
teifen, daf die arithmetijdyen Opevationen jelbjt eine getvifje Stetig-
feit befien. Was id) hiermit meine, will i) in die Form eined
allgemeinen Saged eintleiden: !

LJft die Bahl 4 dag Rejultat einer mit den Jahlen «,B,7...
angejtellten Rechnung, und liegt A innerhalb des Jntervalls L, fo
laffen fich Jntervalle 4, B, C ... angeben, innerhalb bdeven bdie
3ahlen e, B, p . . . liegen, und von der Art, dap das Rejultat der=
felben Rechnung, in tweldher die Jahlen e, B, p . . . durd) belicbige
Bahlen der JIntervalle 4, B, C ... erfeht twerden, jedesmal eine
innerhalb des Jntervalls L liegende ahl wird.” Die abjchrecende
Sdwerfilligleit aber, welde dem Ausjpruche eines jolhen Saked

anflebt, itberzeugt un3, dap bHiev etwad gejdhehen muf, um der
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Spradhe 3u Hiilfe su fommen; died wird in der That auf die voll-
fommenite LWeife evreicht, wenn man die Begriffe der verdnderliden
Grofen, der Functionen, der Grenzwerthe einfiihrt, und 3war
witd e das Jwedmipigite jein, jhon die Definitionen der einfachiten
avithmetijhen Operationen auf dieje BVegriffe ju griinden, wad Hier
jedoc) nidht weiter ausgefithrt werden famn.

§ 1
Snfinitejimal=Wnalyjis.

€& foll hier nur noch) jum Shlup der Jujammenhang beleud)-
tet werden, welder wijhen unfeven bisherigen Vetrachtungen und
gewifjernt Hauptjiagen der Jnfinitefimal-AUnalyiis Lejteht.

Man jagt, dap eine verdnderlihe Gripe =, welde jucceffive
beftimmte Jahlwerthe durchliuft, fih einem feften Grenjwerth o ni-
ert, wenn 2 im Lauf bes Procefjed definitiv jwijden je zwei Jah-
len ju liegen fommt, jwijen denen « felbft liegt, oder wad dafjelbe
ijt, wenm bdie Differeny 2 — « abjolut genommen unter jeden gege-
benen, von Null verjdhiedenen Werth definitiv Herabiintt.

Giner der widtigiten Siige lautet folgendevmagen: ,Widft eine
Grdfe x beftindig, aber nidht iiber alle Gremzen, jo ndhert fie fich
einem Grengtoerth.”

Jch beweife ihn auf folgende Art. Der Vorausjepung nad
giebt e3 eine und folglich auch unendlich viele Sahlen e; von ber
Art, dap ftets = < «p bleibt; i) bejeichne mit A, dad Syjtem
alfer diefer Jahlen e, mit A; dad Syjtem aller anderen Jahlen e, ;
jede der lepteren Hat die Gigenjdhaft, dap im Lauf ded Procefjes
definitiv 2 = e« wird, mithin ijt jede 3ahl ey fleiner ald jede Sah!
oy, und folglid) exiftict eine ahl e, weldpe entiweder die griofte in Ay
oder die fleinfte in Ay ijt (§. 5. IV.). Das Erijtere fann nicht der Fall

fein, teil 2 nie aufhort yu wad)jen, alfo ift e die feinfte Sahl in As.
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Weldge 3ahl «, man nmun aud) nehmen mag, jo twird jdhlieplich
definitiv e, << 2 < o fein, d. §. 2 nihert fih dem Grengiwerthe o.

Diefer Sap ift dquivalent mit dem Princip der Stetigteit, d. h.
ev verliert jeine Giiltigteit, jobald man aud) nur eine veelle Jahl
in dem Gebiet R als nicht vorhanden anfieht; oder anderd duégc:
driidt: ift diefer Sap vichtig, fo ift aud) der Sap IV in §. 5 ridhtig.

Gin anberer, mit diefem ebenfalls dquivalenter Saf der JInji-
nitefimal=Analyfis, welder nod) siter yur Anwendung fommt, lautet
folgendermagen: ,Lift fich in dem Aenderungzprocefje einer Groje
x fiir jede gegebene pojitive Grofe 0 aud) eine entjprechende Stelle
angeben, von welder ab  fih um Weniger als & dndert, jo ndhert
fih 2 einem Grengierth.”

Dieje Umfehrung des leiht zu beteijenden Sabes, dap jede
peviinderliche Grofe, weldhe fih einem Grengwerth nibert, fich ju-
lept um Weniger dnbdert ald irgend eine gegebene pojitive Grofe,
fann cbenjorwohl ausd Ddem vorhergehenden Sape wie Ddivect aus
dem Princip der Stetigleit abgeleitet werden. Jd) jhlage den lebte-
ren Weg ein. €3 fei 0 eine beliebige pofitive Groge (d. h. d.>> 0),
jo witd der Annahme jufolge ein Augenblid eintreten, von wel-
dem ab z fih um Weniger ald & dndern wird, d. h. wenn z
in diefem Augenblit den Werth « bejit, jo wird in der Folge ftets
z>a—0udz<a-+ 0 fin. Jd laffe mun einjtweilen die
urfpriingliche Annahme fallen, und Halte nur die joeben betviefene
Thatjacdhe fejt, daf alle jpdteren Werthe der Verdnderlichen 2 wi-
jhen 3wei angebbaven, endlichen Werthen liegen. Hievauf griinde
i) eine doppelte Cintheilung aller veellen Sahlen. Jn das Syjtem
Ay nehme i) eine Jahl ey (3. B. @ + 0) auf, wenn im Laufe des
Procefjes definitiv z = a, Wird; in das Syftem A; nehme idy jede
nidht in Wy enthaltene Jahl auf; ijt «; eine jolche Jahl, jo wird,
wie weit aud) der Procef vorgejdhritten fein mag, s nod) unendlich
oft eintreten, dap z > e ift. Da jede Jahl ey fleiner ift ald jede
Bahl &y, jo giebt es eine vollig beffimmte Jahl «, welde diefen
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Sdmitt (A;, Ay) des Spitems R Hervorbringt, und weldpe id) den
oberen Gremgiwerth dev ftets endlid) bletbenden Vevdnderlidyen = nen=
nen will.  Ebenjo witd durd) dag Verhalten der Verdnderlihen z
ein yweiter Shnitt (B, By) des Syjtems N Hervorgebracht: eine
3ahl B, 3. B. @ — 9) wird in B; aufgenommen, wenn im Lauf
ve3 Procefjes definitiv # = B, wird; jede andere, in By aufzunel-
mende Jahl B, hat die Eigenjchaft, dap niemald definitiv z = B,
alfo immer nod) unendlich oft z < B, wird; die Jahl B, durd)
welche diefer Sdhnitt Hervorgebracht wird, heife der unteve Greny-
werth dev Vevinderlichen 2. Die beiden Jahlen «, B find offenbar
aud) durd) die folgende Eigenjchaft davatterifivt: ift & eine beliebig
fleine pofitive Grife, o wird ftetd definitiv 2 < « + & und z >
B — &, aber niemals wird definitiv # << @ — &, und niemald defi-
nitiv > B + & Jm {ind wei Fille moglid). Sind o und B
verjdyieden von einander, jo ift nothwendig o > B, weil ftets «y = f,
ift; bie Vevanderliche z odcillivt und erleidet, wie weit dev Procef
aud) vorgejchritten jein mag, immer nod) Aendevungen, deven Vetrag
oen Werth (¢ — B) — 2 & iibertrifit, wo & eine belicbig fleine pofi-
tive Grope bedeutet. Die urjpriingliche Wnnahme, yu dev idh) exft
jebt juriidfehre, jteht aber im Widerjprud) mit diefer Confequeny; es
bleibt dabher mur der tveite Fall =7 iibrig, und da jhon bewiefen
ift, dap, wie flein aud) die pofitive Grope & fein mag, immer defi-
nitib 2 < @ + e und 2 > B — & wird, o nihert fih z dem
Grengierth «, was 3u beweifen war.

Diefe Veifjpiele mogen geniigen, um den Jujammenhang 3wi-
jhen dem Princip dev Stetigleit und der JInfinitefimal-Unalyiis dar-
julegen.
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