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Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der Mathematischen,
der Technischen und Naturwissenschaften nach allen Richtungen hin
weiter auszubauen, ist mein stetes durch das Vertrauen und Wohlwollen
zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Gebiete von Erfolg begleitetes
Bemithen, wie mein Verlagskatalog zeigh, und ich hoffe, dafs bei gleicher
Unterstiitzung seitens der Gelehrten und Schulmiinner des In- und Auslandes
auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden in Wissen-
schaft und Schule jederzeit forderlich sein werden. Verlagsanerbieten ge-
diegener Arbeiten auf einschligigem Gebiete werden mir deshalb, wenn
auch schon gleiche oder ihnliche Werke iiber denselben Gegenstand in
meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein.

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders
auf die von den Akademien der Wissenschaften zu Miinchen und Wien und
der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen herausgegebene Encyklo-
piidie der Mathematischen Wissenschaften aufmerksam, die in 7 Binden
die Arithmetik und Algebra, die Analysis, die Geometrie, die Mechanik,
die Physik, die Geodisie und Geophysik und die Astronomie behandelt und
in einem Schlufsband historische, philosophische und didaktische Fragen
besprechen, sowie ein Generalregister zu obigen Binden bringen wird.

Weitester Verbreitung erfreuven sich die mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe-
matischen Annalen, die Bibliotheca Mathematica, das Archiv der
Mathematik und Physik, die Jahresberichte der Deutschen Mathe-
matiker-Vereinigung, die Zeitschrift fiir Mathematik und Physik
und die Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen
Unterricht.

Seit 1868 verdffentliche ich in kurzen Zwischenriumen: , Mitteilungen
der Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner*. Diese ,Mitteilungen®, welche
unentgeltlich in 20000 Exemplaren sowohl im In- als auch im Auslande
von mir verbreitet werden, sollen das Publikum, welches meinem Verlage
Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen, unter der Presse befindlichen
und von den vorbereiteten Unternehmungen des Teubnerschen Verlags in
Kenntnis setzen und sind ebenso wie das bis auf die Jiingstzeit fortgefiihrte
jﬁhr]jch zwei- bis dreimal neu gedruckie Verzeichnis des Verlags von
B. G. Teubner auf dem Gebiete der Mathematik, der technischen
und Naturwissenschaften nebst Grenszgebieten, 96. Ausgabe [XL u.
168 S. gr. 8], in allen Buchhandlungen unentgeltlich zu haben, werden
auf Wunsch aber auch unter Kreuzband von mir unmittelbar an die Be-
steller {ibersandt.

Lewzic, Poststrafse 3. B. G. Teubner.
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BIMET 14 AT § S

Yorwort.

Die Vorlesungen iiber Determinantentheorie, deren ersten Band
ich hiermit der Offentlichkeit iibergebe, bildeten den zweiten Teil in
dem Cyklus akademischer Vortriige iiber allgemeine Arithmetik, welche
Leopold Kronecker in den Jahren 1883 —1891 an der Berliner Uni-
versitit zu halten pflegte. Der Stoff war in diesen drei Vorlesungen
iiber Zahlentheorie, Determinantentheorie und Algebra so verteilt, dals
jede von ihnen ein Ganzes fiir sich bildete und ohne Kenntnis der
beiden anderen vollstindig verstanden werden konnte. Diese Kigen-
schaft ist auch bei der vorliegenden Herausgabe erhalten geblieben.

Die Determinantentheorie hat sich sowohl bei Lebzeiten Kroneckers
und unter seiner erfolgreichen Mitwirkung, als auch in den zwdlf
Jahren nach seinem Tode so stark und so bedeutsam entwickelt, dals
die bisher veriffentlichten Lehrbiicher dieser Disziplin nicht mehr eine
vollstindige Darstellung ihres reichen Inhaltes geben. In dieser Be-
ziehung bildeten die Universititsvorlesungen Kroneckers bereits einen
wichtigen Fortschritt. Aber auch er hielt die Zeit noch nicht fiir
gekommen, die Resultate seiner eigenen tiefergehenden Untersuchungen,
insbesondere iiber die Theorie der bilinearen und quadratischen Formen,
in seinen Vorlesungen zu geben; ebenso konnte er eine Reihe von
Untersuchungen von Frobenius, Minkowski, Hurwitz und anderen
Forschern, welche gerade in den letzten Jahren abgeschlossen wurden
und die so viel zur Vertiefung und Vereinfachung dieser Theorie bei-
getragen haben, noch nicht in den Kreis seiner Betrachtungen ziehen.

Eine langjihrige eingehende Beschiiftigung mit diesen neueren
Problemen der Determinantentheorie hat mir aber gezeigt, dafs man
gerade diese in besonders einheitlicher und einfacher Weise durch Be-
nutzung und konsequente Ausgestaltung der Gedanken behandeln kann,
welche Kronecker in seinen letzten Vorlesungen und Arbeiten iiber
diesen Gegenstand dargelegt hat. Aus diesem Grunde habe ich mich
entschlossen, die Vorlesungen Kroneckers unter sorgfiltiger Erhaltung
seiner Grundprinzipien und unter Benutzung seiner einfachen und wirk-
samen Methoden so zu bearbeiten und fortzufiihren, dals dieses Werk
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VI Vorwort.

eine systematische Darstellung der modernen Determinantentheorie und
ihrer wichtigsten Anwendungen enthilt.

Fiir den grifsten Teil des vorliegenden ersten Bandes konnten nun
die Kroneckerschen Vorlesungen selbst der Bearbeitung zu Grunde gelegt
werden; ich mochte noch kurz angeben, welche Teile desselben ich neu
dargestellt habe, und was die Griinde waren, die mich hierzu bewogen.

Fiir Kronecker ist die Determinantentheorie ein Teil der all-
gemeinen Arithmetik, nimlich der, welcher sich mit den Eigenschaften
der linearen Funktionen mehrerer Variablen beschiftigt. So kehrte
einer der hervorragendsten Forscher in diesem Gebiete am Ende des
neunzehnten Jahrhunderts wieder zu derjenigen Auffassung der Deter-
minanten zuriick, welche zweihundert Jahre frither ihren Entdecker
Leibnitz und seinen Nachfolger Kramer auf die Bildung dieser merk-
wiirdigen Ausdriicke hingefiihrt hatte; denn auch sie betrachteten
dieselben als Zi#hler und Nenner der Briiche, welche sich bei der Auf-
lsung von # linearen Gleichungen mit # Unbekannten ergeben.

Wie einfach, durchsichtig und naturgemifs sich bei diesem durch
Leibnitz gewiesenen Eingange die elementare Theorie der Determinanten
aufbaut, wenn der Weg durch die reichen Hilfsmittel der modernen
Wissenschaft geebnet wird, das werden die Leser dieses Werkes
hoffentlich erkennen. Kronecker legte in seinen Vorlesungen be-
sonderen Wert darauf, diese Einfachheit recht deutlich hervortreten
zu lassen; und so gab er vor der Darstellung der allgemeinen Theorie
eine sehr eingehende Untersuchung der Determinanten zweiter, dritter
und vierter Ordnung und ihrer Anwendungen auf die Geometrie,
die Arithmetik und die Formentheorie. So erreichte er, dafs seine
Hérer bereits mit dem Determinantenkalkul wohl vertraut waren,
wenn er nun dazu iiberging, aus der Betrachtung der Losung eines
Systemes von n linearen Gleichungen mit # Unbekannten alle Grund-
eigenschaften der Determinanten n'** Ordnung mit einem Schlage in
Evidenz zu setzen.

Durch die immer erneute Durcharbeitung und Vereinfachung der
Deduktion wurde dieser erste Teil der Vorlesung ein Meisterwerk an
Klarheit und Einheitlichkeit. Die ersten sechzehn Vorlesungen des
vorliegenden Bandes, sowie die beiden ersten Paragraphen der sieb-
zehnten (S. 1—299) wurden im Anschlusse an diese Darstellung
Kroneckers bearbeitet. Dagegen wurde der nunmehr noch kurz zu
besprechende letzte Teil dieses Bandes von mir hinzugefiigt.

Aus der Theorie der linearen Gleichungen ergibt sich das Haupt-
resultat, dafs die Determinante eine Funktion der »* Elemente eines quadra-
tischen Systemes (u,,) ist, welche durch zwei leicht angebbare Eigen-
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schaften bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt ist. Mit seiner
Hilfe konnen alle elementaren Siitze dieser Theorie ohne jede Rechnung
erschlossen werden.*) Ks liegt nun nahe, statt des quadratischen Systemes
ein rechteckiges System oder eine Matrix (u;;) von m Horizontalreihen
und n Vertikalreihen zu Grunde zu legen, und nach denjenigen Funk-
tionen @ (u;;) dieser mn Elemente zu fragen, welche in Bezug auf sie
dieselben beiden charakteristischen Eigenschaften besitzen. So gelangt
man in konsequenter Erweiterung jener Kroneckerschen Fragestellung
zu einem ganz allgemeinen Satze, aus dem sich das Multiplikations-
theorem fiir rechteckige Matrizen, die Sitze {iber die Unterdeterminanten
eines Systemes, die Jacobischen Determinantenrelationen, der Laplace-
sche Determinantensatz u.a.m. als fast selbstverstindliche Folgerungen
ergeben.

Die grofse Zahl dieser Determinantenrelationen lifst sich durch
wenige sehr einfache Gleichungen ersetzen, wenn man zugleich mit
einem Systeme U = (u,,) die sogenannten abgeleiteten Systeme
U = (), UP = (u}), ... einfiihrt, deren Elemente die Unterdeter-
minanten zweiter, dritter, ... Ordnung von (u,,) sind. Dann kann
das allgemeine Multiplikationstheorem durch den Satz ersetzt werden,
dafs aus jeder Gleichung UV = W fiir drei beliebige Systeme die
n Kompositionsgleichungen U® V¥ = W fiir die abgeleiteten Systeme
notwendig folgen.

Durch die Arbeiten neuerer Forscher war das Gebiet der Deter-
minantentheorie in der zweiten Hilfte des vorigen Jahrhunderts wesent-
lich erweitert worden, so dals es jetzt das grofse Gebiet der Systeme
oder Matrizen, die zwischen ihnen bestehenden Bezichungen, ihre Ein-
teilung in Klassen und die zu ihnen gehdrigen Invarianten umfalst.
Besonders durch die grofsen und gedankenreichen Arbeiten von Stephen
Smith und Frobenius wurde das Rechnen mit diesen Systemen so aus-
gebildet und vereinfacht, dafs alle diese kompliziertesten und tiefsten
Resultate der Determinantentheorie zu ganz einfachen Sitzen einer
Arithmetik werden, welche nur etwas schwerer ist, als die elementare
Zahlenlehre.

Ein den Anforderungen der modernen Wissenschaft entsprechendes
Lehrbuch der Determinantentheorie darf diese Untersuchungen jetzt
um so weniger iibergehen, als neuere Arbeiten von Frobenius gezeigh
haben, wie wunderbar einfach sich mit ihrer Hilfe die wichtigen und

# Die beiden charakteristischen Eigenschaften der Determinanten, welche
sich hier als eine Folgerung aus der Theorie der linearen Gleichungen ergeben,
benutzte Weierstrals schon frither in seinen ersten Vorlesungen iiber diese Dis-
ziplin zur Definition der Determinanten.
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schwer beweisbaren Resultate von Weierstrals und Kronecker iiber die
Aquivalenz von Formenscharen ablesen lassen. Gerade bei diesen Vor-
lesungen konnte aber auf jene Fragen besonders leicht eingegangen
werden, da Kronecker in seinen letzten Arbeiten iiber diese Disziplin
einen Weg zu betreten angefangen hat, auf welchem fortschreitend
die hier auftretenden Fragen der hoheren Determinantentheorie vielleicht
noch einfacher behandelt werden kinnen, als dies frither moglich war.

Kronecker hat in seinen Vorlesungen von vornherein das Multipli-
kationstheorem fiir die Matrizen in den Vordergrund gestellt, und zwar
nicht nur fiir die Komposition dieser Systeme, sondern besonders fiir
ihre Dekomposition. Ebenso néimlich, wie sich eine ganze Zahl in ein
Produkt von Primfaktoren zerlegen lilst, kann eine Matrix als Produkt
einfachster Elementarsysteme dargestellt werden; und diese spielen dann
in der Arithmetik der Systeme genau dieselbe Rolle, wie die Prim-
zahlen in der elementaren Zahlentheorie. Bildet man nun die Lehre
von diesen Elementarsystemen weiter aus, so lassen sich alle die
schinen Sitze von Stephen Smith und Frobenius iiber die Bedingungen
fiir die Teilbarkeit der Systeme durcheinander und iiber die ver-
schiedenen Arten der Aquivalenz sowie ihre zahlreichen Anwendungen
auf die Formentheorie rein arithmetisch ableiten. Einem Teile dieser
Untersuchungen sind die beiden letzten Vorlesungen dieses Bandes ge-
widmet; dieselben werden im Anfange des zweiten Bandes vollstiindig
durchgefiihrt werden.

Mit besonderem Danke méchte ich auch an dieser Stelle der
Hilfe gedenken, welche mir Herr E. Netto durch die sorgfiltige Durch-
sicht der Korrekturbogen und seine wertvollen kritischen Bemerkungen
geleistet hat. Auch Herr Heinrich Jung hat mich bei der Korrektur
dieses Bandes in dankenswertester Weise unterstiitzt.

Mschten diese Vorlesungen, deren Herausgabe und Bearbeitung
das Ergebnis mehrjihriger Beschiiftigung mit dieser Disziplin gewesen
ist, auch anderen deutlich machen, wie naturgemiifs und anwendbar
die Prinzipien sind, welche Kronecker in der allgemeinen Arithmetik,
diesem seinem eigensten Gebiete, entwickelt hat, und mdchten sie An-
regung geben zur weiteren Erforschung der hier noch ihrer Lisung
harrenden Fragen.

Marburg, den 28. Juli 1903.
K. Hensel.
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Erste Vorlesung.

Einleitung: Die Determinanten sind ein Werkzeug zur Auflésung linearer Glei-

chungen — Thre Erfindung durch Leibnitz und Cramer.— Vandermonde und Lagrange.—

Gaufs und seine arithmetische Behandlung der Determinanten, — Systematischer

Aufbau der Theorie durch Cauchy, Jacobi und dessen Schiiler. — Die Determinanten
als Invarianten. Cayley und Sylvester.

§ L

In der Vorrede zu seinem wertvollen Lehrbuche der Determinanten
bezeichnet Richard Balzer dieselben als ein , miichtiges Instrument der
Algebra und Analysis“. In der Tat waren sie dies urspriinglich und
sind es auch heute noch, ja ihre Bedeutung nach dieser Richtung hin
ist sogar mit jedem Jahre gréfser geworden. Wiiren die Determinanten
aber weiter nichts als ein wertvolles Werkzeug, so hitten sie eine
lediglich formale Bedeutung, und ihr Studium besiifse kein selbstindiges
wissenschaftliches Interesse; in Wahrheit ist dies nicht der Fall, son-
dern die jetzige Stellung dieser Theorie in der Gesamtwissenschaft
geht weit hinaus iiber den Zweck, der sie urspriinglich ins Leben
rief; in der Tat treten bei den Determinanten zum ersten Male und
in ihrer einfachsten Erscheinung Eigenschaften hervor, welche den
wichtigsten und hochsten Gebieten der Algebra und Analysis zukommen,
und das Studium derselben hat zur Erschliefsung dieser grofsen Be-
reiche die Anregung und das Vorbild gegeben.

Urspriinglich waren die Determinanten aber wirklich ein Instru-
ment, und in diesem Sinne kann man auch sagen, sie seien nicht wie
eine Schopfung der Natur entdeckt, sondern wie ein wichtiges Werk-
zeug erfunden worden, und die merkwiirdige Geschichte ihrer Ent-
stehung erinnert sehr an diejenige anderer grofser Erfindungen.

Vor ungefihr zweihundert Jahren néimlich wurde Leibnitz bei Ge-
legenheit der Auflisung eines Systems von Gleichungen ersten Grades mit
mehreren Unbekannten auf Ausdriicke gefiihrt, welche in einfacher
und gesetzmiilsiger Weise aus den (leichungskoeffizienten zusammen-
gesetzt sind, und welche eben heute Determinanten genannt werden.
Mit ihrer Hilfe konnte dann das Resultat der Elimination von » Un-

Kronecker, Determinanten., ) |
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2 Erste Vorlesung.

bekannten aus (# + 1) linearen Gleichungen unmittelbar hingeschrieben
werden. Nach einer vorbereitenden Mitteilung vom Mirz 1693 setzt
Leibnitz in einem Briefe vom 28. April desselben Jahres seinem
Freunde I'Hospital diese neue Erfindung sehr genau auseinander¥),
gibt eine ausfiihrliche Vorschrift fiir die Bildung dieser Ausdriicke
und spricht sich in diesem und in einem folgenden Briefe dahin
aus, dafs er sich von seinem Gedanken fiir den Fortschritt der
Wissenschaft viel verspreche, ja sogar, dafs er ihn fiir einen der
wichtigsten in der Analysis halte. Obwohl nun Leibnitz seine Er-
findung auch durch den Druck bekannt gemacht hat, besonders in
einer Abhandlung, welche im Jahre 1700 in den Acta Eruditorum ver-
offentlicht worden ist**), und auch hier seine Uberzeugung von der
Fruchtbarkeit der zu Grunde liegenden Idee nochmals in lebhaften
Worten aussprach, so geriet diese demnoch vollstindig in Vergessen-
heit, so vollstindig, dals erst Dirichlet diese Erinnerung wieder ans
Licht gefordert, und damit nachgewiesen hat, dafs in gewissem Sinne
Leibnitz als Erfinder der Determinanten anzusehen ist.

Der Grund dafiir, dafs eine Erfindung von diesem hohen Werte
so vollstindig verloren gehen konnte, liegt wohl darin, dafs zu dieser
Zeit die Ausbildung der Differential- und Integralrechnung die Kraft
und das Interesse der Geometer vollstindig absorbierte; die erste
Entdeckung dieses gewaltigen Hilfsmittels, welches Leibnitz auch ganz
in seiner Weise lediglich als ein solches angesehen hat, fiel eben in
eine Zeit, als ein Bediirfnis, dasselbe zu beniitzen, noch nicht vorlag,
und infolgedessen geriet sie in Vergessenheit, wie dies ja in der Ge-
schichte der Erfindungen nicht selten geschieht.

So dauerte es denn linger als ein halbes Jahrhundert, bis die
Determinanten von Cramer wieder entdeckt und in der im Jahre 1750
veriffentlichten , Introduction & I'analyse des Courbes algébriques®,
Genéve 1750 p. 65Tflg. bekannt gemacht wurden. Wenn nun aber
auch auf der einen Seite hervorgehoben werden mulfs, dafls Cramer
durch’ die vollstindig vergessene Leibnitzsche Erfindung in keiner
Weise beeicflulst werden kornto, am allerwenigsten durch die in
Leibnitz” Brief an I'Hospital ausgesprochene Bildungsregel der Deter-
minanten, dals also seine Erfindung ihm und ihm allein zuzuschreiben
ist, so mufs doch anderseits bemerkt werden, dals auch Cramer seine
Ausdriicke nicht um ihrer selbst willen, sondern einzig und allein
zur Auflssung der linearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten

*) Lettres & I'Hospital (28. April 1693).
**) Acta Eruditorum, Leipzig (1700) p. 208.
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§ 1. Die Erfindung der Determinanten durch Leibnitz. 3

studiert hat, also genau denselben Ausgangspunkt genommen und
genau denselben Zweck im Auge gehabt hat wie Leibnitz. Cramer be-
trachtete niimlich, dhnlich wie dies auch in diesen Vorlesungen zuniichst
geschehen soll, ein System von #» linearen Gleichungen mit » Un-
bekannten, und zeigte, dafs sich ihre Werte als Quotienten von
Koeffizientenausdriicken ergeben, deren Bildungsgesetz er erkannt
und in der spiiter so beriilhmt gewordenen sogenannten Cramerschen
Regel ausgesprochen hat. Diese Ausdriicke, die spiteren Deter-
minanten, waren ihm aber nichts anderes, als ein Mittel zum Zweck,
und so fand er es auch nicht nétig, ihnen einen besonderen Namen
zu geben.

Von nun an war dafiir gesorgt, dals die einmal gefundenen Re-
sultate nicht wieder in Vergessenheit gerieten; denn abgesehen davon,
dafs jetzt die Entwicklungsperiode der Wissenschaft herannahte, in
welcher ihre Jiinger begannen, sich an formalen Resultaten zu erfreuen,
erwachte auch das Bediirfnis nach denjenigen Hilfsmitteln, welche
die Determinantentheorie zu geben imstande war, jedoch ging man
in den niichsten beiden Menschenaltern noch nicht an die Aufgabe
heran, diese Gebilde um ihrer selbst willen systematisch zu behandeln.

In besonders hervorragender Weise wurde die Hinsicht in dies
Gebiet gefordert durch die ausgezeichneten und auch heute noch im
Originale hichst lesenswerten Abhandlungen von Vandermonde und
Lagrange. Der erstere entwickelt in einem ,Mémoire sur I'élimination*,
das am 12. Januar 1771 der Pariser Akademie vorgelegt und im folgen-
den Jahre unter ihren Publikationen verdffentlicht wurde®), unter
Einfiithrung einer neuen symbolischen Bezeichnung mehrere wichtige
Eigenschaften dieser neuen Ausdriicke, und wendet die hier gefundenen
Ergebnisse an zur Auflésung linearer Gleichungen mit mehreren Un-
bekannten, sowie zur Liosung der Aufgabe, aus zwei Gleichungen des-
selben Grades die Unbekannte zu eliminieren. Lagrange beschiiftigt
sich besonders in der Abhandlung vom Jahre 1773: , Solution analy-
tiques de quelques problemes sur les pyramides triangulaires“®¥) zwar
ausschliefslich mit speziellen Determinanten, niimlich mit solchen von
9 und 16 Elementen, auf die er durch ein Problem der analytischen
Geometrie gefiihrt wird, mit diesen aber so eindringend und ausfiihrlich,
dafls jene Arbeit fiiglich fiir eine vollstindige Darstellung aller hier
iiberhaupt in Betracht kommenden Beziehungen, welche die moderne
Theorie gibt, angesehen werden kann.

*) Histoire de 1’Académie Royale des sciences, année 72, seconde partie,
p. H16.

**) Nouvelles mémoires de I'Académie Royale de Berlin, annde 1773, p. 149.
1*
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4 Erste Vorlesung.

Von ganz anderen Gesichtspunkten als den bis jetzt angegebenen
ausgehend wurde Gaufs auf diese Ausdriicke hingefiihrt, und er war
es, welcher ihnen den jetzt gebriuchlichen Namen beilegte, wenn auch
unter einem ihm eigentiimlichen Gesichtspunkte. In der Theorie der
quadratischen Formen von zwei und von drei Variablen, also bei einem
rein arithmetischen Probleme wurde niimlich Gau/s darauf gefiihrt, einen
aus den Koeffizienten gebildeten Ausdruck besonders zu bezeichnen,
weil von ihm die Haupteigenschaften jener Form vorziiglich abhiingen,
und er wihlte zuniichst nur fiir diese den Namen Determinante (numerus
determinans). So beschiftigt sich Gauwfs im Artikel 154 seiner Dis-
quisitiones arithmeticae bei der Theorie der biniiren quadratischen
Formen im wesentlichen mit den Determinanten von 4 Elementen,
withrend er im Artikel 267 bei Gelegenheit der Untersuchung der
terniiren quadratischen Formen der Hauptsache nach die Eigenschaften
der Determinanten von 9 Elementen darlegt.

Durch die ganz eigentiimliche Betrachtung der hier auftretenden
Determinanten hat Gawfs den Anstols zu der arithmetischen
Behandlung dieser Theorie, insbesondere fiir die allgemeine Unter-
suchung der quadratischen und auch der héheren Formen gegeben,
welche heute eine der wichtigsten Anwendungen der Determinanten-
theorie bildet.

Besonders hervorzuheben ist es aber, dals Gaufs gerade durch
seine Darstellungsweise einen grofsen Einfluls auf die spiteren Arbeiten
in diesem Felde ausgeiibt und damit den grofsen Fortschritt vor-
bereitet hat, welcher besonders durch Cauchy und spiiter durch Jacobi
in der ersten Hilfte des neunzehnten Jahrhunderts im wissenschaft-
lichen Aufbau der Determinantentheorie gemacht worden ist.

Bis jetzt waren nimlich die Determinanten wirklich nur ein
reines Werkzeug gewesen, durch dessen Hilfe die Ausfithrung
anderer Arbeiten erleichtert werden sollte; sie waren so bei der Auf-
lésung eines Systemes linearer Gleichungen, bei dem Problem der
Elimination, bei Aufgaben aus der analytischen Geometrie und der
Zahlentheorie mit gutem Erfolge beniitzt, aber niemals weiter ver-
vollkommnet oder eingehender untersucht worden, als es der jedesmal
vorliegende Zweck unbedingt erforderte.

Cauchy war der erste, der die Determinanten um ihrer selbst
willen eingehend untersuchte und damit den Grund legte zu einer
systematischen Entwicklung dieser neuen Theorie. In einer umfang-
reichen Arbeit, die er am 30. November 1812 im Institut de France las
(Mémoire sur les Fonctions, qui ne peuvent obtenir que deux valeurs
égales et de signes contraires par suite des transpositions opérées entre
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§ 1. Aufbaun der Theorie durch Cauchy und Jacobi. 15}

les variables quelles renferment), gibt er eine ausfiihrliche Ent-
wicklung der wichtigsten Siitze iiber die Determinanten auf Grund
einer eingehenden Untersuchung der sogenannten alternierenden
Funktionen. Der merkwiirdige Umstand, dafls diese grundlegende Ab-
handlung Cawuchys seinerzeit fast unbeachtet geblieben ist, Lilst sich
vielleicht zum Teil auch darauf zuriickfithren, dals Cauchy, wie dies
seine Art war, noch Ofter auf diesen Gegenstand in erneuter Behand-
lung zuriickgekommen ist, und es dem Leser hierdurch, sowie auch
durch veriinderte Bezeichnungen, mitunter etwas erschwert hat, die
bleibenden Resultate zu finden. So bezeichnet Cauchy in spiiteren
Arbeiten die Determinanten auch als ,fonctions alternées®, oder als
,resultants“; es sind dies alles sehr geeignete Namen fiir die Deter-
minanten, da die in ihnen hervorgehobenen HEigenschaften denselben
wirklich charakteristisch zukommen, aber es hat stets seine Bedenken,
den einmal eingefiihrten Namen eines Gegenstandes ohne zwingende
Griinde zu veriindern.

Obwohl somit Cauchy die erste systematische Untersuchung der
Determinanten durchgefiihrt hatte, war es doch erst Juacobi, der schon
seit dem Jahre 1826 die neuen Methoden beniitzt und sie in wesent-
lichen Punkten ausgebildet hatte, welcher der Determinantentheorie
das Biirgerrecht in der Mathematik erwarb. Den Inhalt seiner hier-
hergehorigen Untersuchungen und zugleich eine vollstindige syste-
matisch geordnete Zusammenfassung der Grundlagen dieser ganzen
Theorie legte er in den beiden grofsen Abhandlungen: ,De formatione
et proprietatibus determinantinm® und ,De Determinantibus functionali-
bus“ nieder und gab ihnen mit seiner gewohnten Priizision und Weit-
sichtigkeit eine mneue Basis; namentlich erscheinen erst von da an
Namen und Bezeichnungen im wesentlichen so wie heute*) Man hat
diese als die Grundlage fiir die Weiterentwicklung der wissenschaft-
lichen Determinantentheorie anzusehen, und ihr Entstehungsjahr 1841
bezeichnet den Zeitpunkt, in welchem die Determinanten auf festem
Grunde in die Wissenschaft eingefiihrt worden sind.

Von nun an ergielst sich ein breiter und weit verzweigter Strom
von Abhandlungen iiber diesen Gegenstand, welche sowohl auf den
Einflufs jener beiden Jucobischen Abhandlungen, als auch auf die von
ihm selbst ausgehende Anregung unmittelbar zuriickgefithrt werden
konnen; man kann sagen, dals sich auf der von Jacobi geschaffenen
Grundlage eine ganze Schule entwickelt hat. So kam es, dafs durch

*) Crelles Journal Bd. 22 p. 285—318, ibid. p. 319—3859, Werke Bd.III
p. 855 —438.

¥
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6 Erste Vorlesung.

die Arbeiten Jacobis und seiner Schiiler diese neue Richtung noch
eher in Deutschland bekannt und geliufig wurde, als in Frankreich,
obwohl sie dort schon ein Menschenalter friiher wissenschaftlich be-
griindet worden war.

So grofs war die Popularitit dieser neuen Ideeen und so weit ihre
Verbreitung, dafs schon im Jahre 1854 ein Lehrbuch der Deter-
minantentheorie erschien, nimlich das sehr lesenswerte Werk des
italienischen Mathematikers Brioschi ,la teoria dei determinanti®
(Pavia); dasselbe gibt eine kurze und prizise Zusammenstellung der
Haupteigenschaften der Determinanten; im Jahre 1856 wurde es durch
eine deutsche Ubersetzung mit einem Vorworte von Sehellbach weiteren
Kreisen zugiinglich. Endlich erschien im folgenden Jahre das erste
deutsche originale Lehrbuch: ,Die Theorie und Anwendung der Deter-
minanten von R. Bualzer. Dieses Werk kann zwar nicht in dem Sinne
als Lehrbuch aufgefalst werden, dals es eine einheitliche systematische
Entwicklung des Gegenstandes gibt, aber es ist dadurch von hervor-
ragender Wichtigkeit fiir die Verbreitung dieser Lehre geworden, dals
es eine knappe, jedoch leicht falsliche Zusammenstellung der Resultate
der Theorie nebst ihrer Herleitung und eine Fiille historischer Notizen
enthiilt. So ist es auch bis auf den heutigen Tag das beste Nach-
schlagebuch iiber diesen Gegenstand geblieben, obwohl seitdem in
Deutschland und im Auslande eine grofse Zahl kleinerer und grifserer
Lehrbiicher der Determinanten erschienen sind, wie z B. die Werke
von Hesse (1872), Dilp, Giinther (1875), das sehr kompendidse von
Mansion (4° éd. Paris 1883) u.a.

Auch sonst ist seit dieser Zeit die Literatur iiber diesen Gegen-
stand miichtig angeschwollen, und jetzt ist die Kenntnis des Deter-
minantenkalkuls, welche um die Mitte des vorigen Jahrhunderts fast nur bei
den Schiilern Jucobis zu finden war, ganz allgemein unter den Mathe-
matikern verbreitet. Eine grofse Menge einzelner formaler Resultate
wurden nun gefunden, so dafs es jetzt bereits micht mehr leicht ist,
sie iibersichtlich der Theorie einzuordnen. Besonders wurde aber eine
Anzahl neuer symbolischer Methoden weit ausgebildet, und es ent-
wickelte sich immer mehr die Hinneigung zu einem Schematismus,
welcher den Zweck verfolgt, durch eine einmalige Anstrengung die
kontinuierliche Anspannung des Geistes, das Denken, iiberfliissig zn
machen.

§ 2.
Aber so sehr auch gerade in der Theorie der Determinanten die
Ausbildung des Schematismus berechtigt ist, da durch ihn ihre Ent-
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¢ 2. Die Determinanten als Invarianten. 1

wicklung erst eigentlich angeregt wurde, so mufs man sich doch
immer bestreben, zur Gedankenentwicklung zuriickzukehren. Hier sind
es nun die Englinder, deren Verdienste in erster Linie zu nennen
gind. Sehr bald nach dem Erscheinen der beiden Abhandlungen
Jacobis hatten sie sich mit Eifer und Glick dieser neuen Theorie zu-
gewandt, und wihrend gerade sie auf der einen Seite den Schematismus
sehr weit ausbildeten, waren sie es auch, welche diese Bildungen mit
feinem Takte auffalsten und den ihren Beziehungen zu Grunde liegenden
gedanklichen Inhalt auffanden, welcher der Keim einer der wichtigsten
Begriffe der modernen Mathematik geworden ist.

Es war in den vierziger Jahren, als einige Abhandlungen des
englischen Mathematikers Cayley iiber ,, Hyperdeterminanten® erschienen.®)
Dieser Name driickt nicht genan das aus, was Cayley mit ihm sagen
wollte; in diesen kleinen aber vom historischen Gesichtspunkte aus
sehr bedeutungsvollen Anufsitzen ging Cayley nimlich von der
gliicklichen Idee aus, gewisse wesentliche Kigenschaften der Deter-
minanten auch bei anderen algebraischen Gebilden aufzusuchen, und
entdeckte so ein grofseres Gebiet algebraischer Grifsen mit gemeinsamen
charakteristischen Eigenschaften, von dem die Determinanten nur einen
Teilbereich bilden. Cayley fihlte mit grolsem mathematischen Taktgeftihl
die wirklich bestimmenden Eigenschaften der Determinanten heraus und
begriindete durch seine gliickliche Verallgemeinerung die Theorie der
Invarianten. Diesen Namen hat den Cayleyschen Hyperdeterminanten
der englische Mathematiker Sylvester beigelegt, welcher unmittelbar
nach Cayley und in stetem Zusammenwirken mit ihm seine Grund-
gedanken mit grofsem Scharfsinn und bedeutendem Erfolge weiter
entwickelt hat.

Die Determinanten sind mit die ersten und die einfachsten
Invarianten, die in der Geschichte der Mathematik aufgetreten sind;
alle Bigenschaften, die fiir die allgemeinen Invarianten charakteristisch
sind, findet man bei ihnen gleichsam in nuce zusammen, und so kann
man die Determinanten gedanklich am vollstindigsten als die einfachsten
Invarianten charakterisieren. :

§ 3.
Ein naturgemilfser Eingang in die Theorie der Determinanten wird
sich aber nicht unter diesen weiten und hochsten Gesichtspunkten
darbieten, da sie ja erst durch das Studium der Determmanten

* Cayley Cambridge mathematical journal t. IV p. 1193, t. VI p. 87.
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8 Erste Vorlesung.

selbst gewonnen werden komnen. Die meisten Lehrbiicher, wie z. B.
Balzer, gehen nach dem Vorgange Cauchys und Jacobis direkt von
der allgemeinen Definition der Determinanten aus, um dann aus dieser
ihre Eigenschaften zu entwickeln. So einfach und sicher aber auch
dieser Weg ist, so ist er historisch nicht begriindet, und er diirfte
sich auch vom piidagogischen Standpunkt aus schon deshalb nicht em-
pfehlen, weil dem Lernenden nicht die Griinde angegeben werden
konnen, warum gerade diese Gebilde einer Untersuchung unterworfen
werden. Der pidagogisch empfehlenswerteste Weg scheint der zu
sein, welcher durch die historische Entwicklung der Determinantentheorie
selbst gewiesen wird.

Wie wir im Eingange dieser Vorlesung bereits hervorhoben,
wurden Leibnitz und Cramer mit Notwendigkeit auf die Determinanten
gefiihrt, als sie ein System linearer Gleichungen auflésen wollten, und so
bilden diese Ausdriicke das letzte Glied einer Kette von Abstraktionen, deren
Anfang unmittelbar auf Diophantus zuriickreicht. Er war nimlich —
soweit wir wissen — der erste, der fiir eine unbekannte Gréfse einen
Buchstaben, niimlich das Schlufssigma einfiihrte, um sie aus einer vor-
gelegten Gleichung berechnen zu kénnen. Dagegen vermochte er nicht
den weiteren Schritt zu tun, ndmlich auch eine zweite Unbekannte
ebenfalls durch einen neuen Buchstaben zu bezeichnen, um so in
gleicher Weise ein System von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten
aufzulosen. Was ihm versagt blieb, leisteten die Araber. Sie be-
zeichneten auch die anderen etwa noch gesuchten Gréfsen mit Buchstaben
und schufen so ein System linearer Gleichungen mit mehreren Un-
bekannten und mit bestimmten Zahlenkoeffizienten. Ein weiterer Schritt
bestand darin, dals man derartige Gleichungen nicht fiir bestimmte,
sondern fiir literal gegebene Werte der Koeffizienten betrachtete, wobei
aber immer noch die Anzahl der gegebenen Gleichungen eine véllig
bestimmte Zahl war. Von dem Augenblicke an, wo auch noch die
Anzahl der Gleichungen und der Unbekannten gleich einer beliebigen
unbestimmten Zahl » angenommen wurde, ist zu ihrer einheitlichen
Losung die Einfiilhrung der Determinanten unmittelbar gefordert.

Aber die moderne Mathematik begniigt sich nicht damit, ein der-
artiges System von # linearen Gleichungen lediglich aufzulosen, wie
dies das einzige Ziel der fritheren Untersuchungen war. Sie betrachtet
vielmehr die linearen Funktionen, welche die linken Seiten jener
Gleichungen bilden, und die Grifsen, welche aus diesen zusammen- |
gesetzt werden konnen, und damit erhebt sich die moderne Arithmetik
weit iiber die Betrachtung der blofsen Zahlen, welche frither ihr
einziges Feld war. Erst in diesem Zusammenhang findet die Theorie
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§ 3. Die Determinantentheorie als Teil der allgemeinen Arithmetik. 9

der Determinanten ihre volle Wiirdigung als der zweite Teil der all-
gemeinen Arithmetik.

Aus den soeben hervorgehobenen Griinden sollen nun die linearen
Gleichungen mit mehreren Unbekannten untersucht werden, um zunichst
den Charakter ihrer Losungen festzustellen. Anstatt aber gleich auf
den allgemeinen Fall von n Gleichungen mit » Unbekannten einzugehen,
was im wesentlichen ohne besondere Hilfsmittel geschehen kinnte,
werden wir zuerst die Systeme von zwei und drei Gleichungen mit
ebensovielen Unbekannten einer eingehenden Betrachtung unterwerfen,
obwohl diese Aufgaben bereits im Gymnasialunterricht so eingehend
behandelt werden, dals es zunichst schwer erscheinen konnte, noch neue
Gedanken an sie anzukniipfen. Der hier gewihlte Eingang hat aber
einmal den Vorteil, dafs man bei diesen elementarsten Fragen schon
die Probleme und Gesichtspunkte deutlich hervorheben kann, die in
der allgemeinen Theorie von prinzipieller Bedeutung sind; dann aber
lassen sich bereits an die hier gefundenen Resultate unmittelbar die
Anwendungen kniipfen, welche in der analytischen Geometrie von
zwei und von drei Dimensionen seit Lagrange und in der héheren
Arithmetik seit Gaufs von den Determinanten gemacht wurden, und
die ihrerseits wieder die Anregung geben werden zu entsprechenden
geometrischen Untersuchungen innerhalb eines Raumes von » Dimen-
sionen und zu der arithmetischen Betrachtung der linearen und
quadratischien Formen von beliebig vielen Variablen.
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Zweite Vorlesung.

Anflésung von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten. — Genauere
Formulierung der Aufgabe. — Aquivalenz der Gleichungssysteme. — Die Deter-
minanten zweiter Ordnung. — Darstellung der Lisung eines Gleichungssystemes
durch Determinantenquotienten. — Die Koeffizientensysteme oder Matrizen. — Der
Rang der Systeme. — Auflisung =zweier homogenen Gleichungen mit drei
Unbekannten.
G

Den Ausgangspunkt fiir unsere Untersnchungen bildet die einfache
Aufgabe, die beiden unbekannten Griofsen 2 und y aus den beiden
linearen Gleichungen

ax +by +¢=0

i de+by+¢=0
zu bestimmen. Die sechs Koeffizienten sollen als unbestimmte Grilsen vor-
ausgesetzt werden; man kann daher jene Aufgabe auch so aussprechen:
Es sollen diejenigen Funktionen der sechs Grifsen (Zi g: z,)
lptale ol |
gefunden werden, welche fiir z und y in die Gleichungen (1)
eingesetzt, diese identisch befriedigen.

Der gewthnliche Weg, aus den Gleichungen (1) die Werte der
Unbekannten # und y zu berechnen, besteht bekanntlich darin, dafs
man aus ihnen zwei neue sogenannte reduzierte Gleichungen her-
leitet, von denen die eine nur #, die andere nur y enthilt, dals man
also das System (1) auf zwei Gleichungen mit je einer Unbekannten
reduziert, die dann unmittelbar aufgelost werden kiomnen. In der Tat
gehen so aus (1) die Gleichungen:

(2) (ab'—a'b)z = (be'—b'c), (ab'—a'b)y= (ca'—c'a)
hervor, aus denen sich fiir # und y unmittelbar die Werte

(2a) x_bc'—b’c _ca'—c'a
“ab' —d'b Y=av—ad

ergeben. Bei dieser Art der Reduktion muls jedoch jedesmal die Frage
beantwortet werden, ob ebenso wie die abgeleiteten Gleichungen (2)
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§ 1. Auflosung von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten. 11

eine notwendige Folge der urspriinglichen sind, diese auch unbedingt
aus jenen hervorgehen, ob also die Losung der abgeleiteten Gleichungen
auch die urspriinglichen befriedigen. Ferner aber wiirde diese Methode
in dem speziellen Falle, wo ab'— a'b =0 ist, zu den Gleichungen

(2b) be' —b'e=0, ca'—cla=0

filhren, welche durch keinen Wert von # und y befriedigt werden kinnen,
man wiirde also bei dieser Art der Behandlung das Auftreten so-
genannter unmdoglicher Gleichungen niemals auszuschlielsen imstande sein.

In der gesamten Mathematik ist es aber von grundlegender Wichtig-
keit, dafls eine jede ihrer Fragen von vornherein so gestellt werde,
dafs man eine Antwort notwendig erhalten mufs; erst dann kann man
sagen, dals die I'rage selbst eine naturgemiilse ist. Zu einer solchen
Fragestellung fiihrt in diesem Falle die folgende Uberlegung: Falfst
man die Grolsen z und y nicht als bestimmte aber noch unbekannte
Grofsen auf, betrachtet man sie vielmehr, wie dies stets im folgenden
geschehen soll, als variable Gréfsen, welche unabhingig voneinander
alle positiven und negativen endlichen Zahlenwerte durchlaufen knnen,
s0 kann man das Problem der Auflésung der beiden Gleichungen (1)
folgendermalsen ansprechen:

Welche Beschriinkung wird der Veriinderlichkeit der

beiden Variablen @ und y durch die Forderung auferlegt, dals
zwei lineare Funktionen derselben

20) f=azx +by +¢
fl=adz+by+¢c
den Wert Null haben sollen?

Bei dieser Art der Fragestellung mufs man stets eine positive Antwort
erhalten, denn gelangt man dyrch Verbindung der wurspriinglichen
Gleichungen etwa zu einem Systeme der Form (2b), so wird jetzt eben
nur ausgesagt, dals kein einziges Wertsystem (z, ) in dem gesamten
Wertbereich der beiden Variabeln jene beiden Ausdriicke zum Ver-
schwinden bringen kann.  Aufserdem Iifst sich aber bei dieser
Formulierung der Aufgabe auch leicht die Beziehung der urspriinglichen
Gleichungen zu den reduzierten feststellen, und damit das erste oben
geiiufserte Bedenken beseitigen, und gerade diese Untersuchung fiihrt
zu einem der wichtigsten Begriffe in diesem Gebiete, dem Begriffe
der Aquivalenz der Systeme.

Bildet man niimlich aus den beiden Funktionen (2c) zwei neue
homogene lineare Ausdriicke:
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i2 Zweite Vorlesung.

1.gt
3) pbiiis 34w
deren Koeffizienten (e, «', §, #") ganz beliebige endliche Konstanten sind,
so erkennt man sofort, dafs jedes System (z, y), durch welches / und /'
zum Verschwinden gebracht wird, auch F und F' zu Null machen
mufs, dagegen braucht das Umgekehrte nicht notwendig der Fall zu
sein, wie man z B. unmittelbar in dem Falle sieht, wo alle Koeffi-
zienten (&, «', §, ") gleich Null sind. Kann man aber auch die Funktionen
(f; f') etwa durch Auflésung von (3) homogen und linear durch (F, F")
darstellen, so dafs auch
f=F+ aF

(3a)
fi: ﬁ1F+ ﬁlrF’

ist, so folgt, dafs auch jedes Wertsystem, welches 7' und 7' zum Ver-
schwinden bringt, auch die beiden Funktionen f und /' zu Null macht.
Unter dieser Bedingung wird daher die Variabilitit von # und y durch
die Bedingungen, dafs entweder die Funktionen (f,f'), oder die Funk-
tionen (F, ") verschwinden sollen, genau in derselben Weise beschriinkt;
fiir diese Frage sind also die Funktionenpaare (f,f) und (F, F")
absolut dquivalent. Wir wollen diese Beziehung folgendermafsen

schreiben: ¢, f) ~ (F, F"),
und das bis jetzt erlangte Resultat in dem Satze aussprechen:
Zwei Paare linearer Funktionen von z und y (f, /') und
(F, F") heilsen #iquivalent, wenn die Funktionen f und f'
homogen und linear durch (F,F") darstellbar sind und um-

gekehrt. Ist (. f) ~ (F, F"),

so wird die Variabilitit von (z,y) durch die beiden ,diqui-
valenten Gleichungssysteme

f=0, fl=0 und F=0, F'=0
genan in der gleichen Weise beschriinkt.

Die im Anfange dieses Abschnittes erwihnte Auflosungsmethode
der Gleichungen (1) besteht nun einfach darin, dafls das System (f, ")
durch ein #dquivalentes (F, F'') von zwei linearen Funktionen ersetzt
wird, von denen die eine nur die Variable #, die andere nur y ent-
hilt. Ein solches System soll ein reduziertes genannt werden. Hierzu
hat man in (3) die noch vollstiindig willkiirlichen Konstanten (e, ¢', 8, ")
80 zu bestimmen, dafs in ' und F' die Koeffizienten von # beziehungs-
weise von y gleich Null sind. Zu diesem Zwecke braucht man offen-
bar nur:
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§ 2. Aquivalenz der Gleichungssysteme. 13

e=a', ¢'=—a

=1, f'=—1
zu setzen. Dann erhdlt man an Stelle des urspriinglichen Systemes
(f,f") das folgende:
F=af—af'=(@b—aby+ (a'c—ac)
F'=bf—bf'=(ab —a'b)z+ (b'c—0be"),
und die Auflsung der beiden ,reduzierten Gleichungen“ (F'= 0, F'' = 0)
ergibt dann die in (2a) gefundenen Werte von # und y.

4)

§ 2.

Es fragt sich nun, ob die aus (4) sich ergebenden Losungen mit
denjenigen von den urspriinglichen Gleichungen
(1) =90, f'=0
notwendig identisch, d.h. ob die beiden Systeme (f,f") und (F, F')
iquivalent sind. Um diese Frage zu entscheiden, losen wir die vorher
gefundenen Gleichungen (4):
F=da'f—af'
(1a) F’—b'f— f,
=blf =87
nach f und f' auf, indem wir sie, beziehlich mit (— b,a) und mit
(— b',a') multipliziert, addieren, und erhalten:
' (ab'— a'b)f =a F'— b F,
(ab'— a' b)f'=a'F'— b'F.
Wiihrend also das erste Gleichungssystem (4) besagt, dals die
Gleichungen F'= F''=0 eine notwendige Folge sind von f=f'=0,
zeigt die zweite nur, dafs aus '= F"'=0 nur geschlossen werden kann:
(ab'—a'b)f=0, (ab'—a'b)f'=0.
Ist also der aus den Koeffizienten von 2 und y gebildete Ausdruck
(ab'—a'b) von Null verschieden, so ist in der Tat jede Losung des
einen Gleichungssystems auch eine solche des anderen und umgekehrt,
das System (f, f’) ist also dem reduzierten (F, F") dquivalent.
Ist dagegen
2) ab'—a'b =0,
so erkennt man sofort, dafs ein System zu (f, /) diquivalenter reduzierter
Funktionen nicht existiert. Soll nimlich
F=af+df'=(@a+a'a)e+ (e¢b+ b))y + (ec+ a'c)
eine Funktion sein, in welcher der Koeffizient von z gleich Null,
der von y aber von Null verschieden ist, so muls

(1b)
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14 Zweite Vorlesung.

ea+c¢'a'=0, also e=ta' o' ===in

sein, wo ¢ eine beliebige Grifse bezeichnet. Dann verschwindet aber

unter der Voraussetzung (2) auch der Koeffizient — ¢(ab'—a'b) von y,

man erhilt also in diesem Falle keine reduzierte Funktion dieser Art.
Es ergibt sich also der wichtige Satz:

Das System (f, /') ist dann und nur dann einem reduzierten
Systeme (F, F') #quivalent, wenn der aus den Koeffizienten
von « und y gebildete Ausdruck
(3) ab'—a'b
von Null verschieden ist.

Schon hier zeigt sich also der Ausdruck (ab'— a'b), welcher aus
den vier Koeffizienten des Systems

2 (i)

in leicht verstiindlicher Weise gebildet ist, als eine ,determinierende*
Funktion, weil sie und nur sie dariiber entscheidet, ob das urspriing-
liche Gleichungssystem durch ein ,reduziertes® direkt auflosbares
ersetzt werden kann oder nicht. Da derselbe somit den Charakter des
Gleichungssystems (f=0, f'=0) bestimmt, oder determiniert, so wollen
wir ihn als Deerminante bezeichnen, und ihn, um gerade seine Be-
a, b
al.b!
und auch um seine Entstehungsart aus den Funktionen f und /' zu
kennzeichnen, durch:

()

ziehung zu jenen 4 Grifsen ( ) deutlich hervortreten zu lassen,

|a, b
‘ a', b'
bezeichnen. Mitunter soll, wo kein Milsverstiindnis zu befiirchten ist,
jene Determinante auch in der Form

(5a) la, b

geschrieben werden. Die vier Koeffizienten (a, b, a', b") heilsen die
Elemente der Determinante. Dieselben sind so geordnet, dals die
Koeffizienten (a, b) und (a',b") einer und derselben Funktion f und f'
nebeneinander, d.h. in derselben Horizontalreihe oder Zeile stehen,
withrend die Koeffizienten (a, ") und (b, b') einer und derselben Variablen
2 und y untereinander, d.h. in derselben Vertikalreihe oder Kolonne
stehen. Zeilen oder Kolonnen werden auch als Reihen bezeichnet.
Da die Determinante (5) aus zwei Zeilen und zwei Kolonnen gebildet
ist, so soll sie eine Determinante zweiter Ordnung genannt werden.

‘=ab’ —a'b
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§ 2. Die Determinanten zweiter Ordnung. 15

Um aus dem Koeffizientensystem (:: g,) seine Determinante zu
7 )

bilden, multipliziere man die beiden in einer Diagonalreihe stehenden
Elemente («,?") und (b, a’) miteinander und ziehe das zweite Produkt
von dem ersten ab. Vertauscht man in der Determinante die beiden
Horizontalreihen oder die beiden Vertikalreihen, so folgt aus diesem
Bildungsgesetze, dals die Determinante ihrem absoluten Werte nach
ungeiindert bleibt, aber das entgegengesetzte Vorzeichen erhilt; es
ist also:
a, |5, a a b' I

CHENE 1< bl ool L

Jb‘ ’a_r_

Die Reihenfolge der Horizontalreihen und der Vertikalreihen der Deter-
minante ist also nicht auf den absoluten Wert, wohl aber auf das
Vorzeichen derselben von Einfluls.

Es sei nun zuniichst die Determinante ad'— a'b von Null ver-
schieden, d. h. es sei das System (f, ') dem reduzierten (F, F') in (4)
dquivalent. Lost man dann an Stelle der urspriinglichen Gleichungen
(1) die reduzierten:

F=0, F'=0

auf, und beriicksichtigt dabei, dafs in ibnen die Koeffizienten von «
und y, abgesehen vom Vorzeichen, die nicht verschwindende Deter-
minante |a, b| sind, so erhilt man als einzige Losung dieses und
damit auch des urspriinglichen Gleichungssystems die schon oben ge-
fundenen Quotienten

be'—b'e ca'—c'a
™M Z=zv—ad Y=av—avd

In diesem, dem sogenannten allgemeinen Falle besitzt also das
Gleichungssystem (1) eine und nur eine Losung.

Auch die beiden Zihler von z und y lassen sich als Determinanten
schreiben, nimlich als diejenigen, welche aus den Koeffizientensystemen

(o) me (23

gebildet sind und welche in der oben angegebenen abgekiirzten
Schreibweise durch |5, ¢| und | ¢, a | bezeichnet werden kinnen. Hier-
nach erhalten die Ausdriicke fiir » und y die folgende iibersichtliche
Gestalt

(i S eyia]
(Ta) %% B, B
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16 Zweite Vorlesung.

Diese Losung kann auch in der Form einer Doppelproportion geschrieben
werden:
(Th) z:y:l=|b,¢|:|c,a|:|a, b|

=(be'—b'c): (ca'—c'a): (ab'— a'b).

Setzt man die Werte von # und y, welche die urspriinglichen Glei-
chungen (1) identisch befriedigen, in dieselben ein, und multipliziert nun
mit ihrem gemeinsamen Nenner, so ergeben sich die beiden Identitiiten,
von deren Richtigkeit man sich auch durch direkte Ausrechnung leicht
{iberzeugen kann:

(Tc) @ (be'—b'e) + g,(ca*— ¢'a) + & (ab'—a'b) =0,

wo diese Schreibweise andeuten soll, dals jene Gleichung sowohl fiir
(a, b, ¢), als aunch fiir (a',d',¢") als Koeffizienten gilt, und das zuerst
von Riemann eingefiihrte Zeichen = besagt, dals jene Gleichungen
identisch, d.h. fiir unbestimmte Werte der 6 Koeffizienten bestehen.
In der Symmetrie und Gesetzmilsigkeit dieser Identitiit liegt eine grofse
isthetische Befriedigung, welche gerade in diesem Gebiete geweckt
und gepflegt werden mufs, obwohl es ein rein formales Resultat ist.

Die drei Determinanten
b, 6
(8) v, e

welche auf der rechten Seite der Proportion (7b) auftreten, sind die
einzigen dem absoluten Werte nach verschiedenen, welche man aus
dem Koeffizientensysteme

a, b

e,
! F’
a, b

?

I ]
¢,a

@, b, ¢
e» G55
der linearen Funktionen f und f' bilden kann, und zwar erhilt man
die Elemente der drei zu 2, y und 1 proportionalen Determinanten,
wenn man aus dem obigen Systeme beziehlich die Koeffizienten
von #, y und 1 fortlifst. Aber auch die Anordnung der Elemente
in jenen drei Determinanten |b,¢|, (¢, a/, |a, b| ergibt sich in ein-
facher Weise aus der ersten. Vertauscht man nimlich die Buchstaben
(a, b, ¢) und natiirlich auch die gestrichenen Buchstaben so, dals man
jeden von ihnen durch den folgenden, und den letzten wiederum durch
den ersten ersetzt, ersetzt man also die Buchstaben (a, b, ¢) beziehlich
durch (b, ¢, @), so geht die zweite Determinante aus der ersten, die
dritte aus der zweiten, die erste wiederum aus der dritten hervor.
Eine derartige Vertauschung dreier oder mehrerer Elemente heifst eine
cyklische Permutation. Um also die zu #, y, 1 proportionalen
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§ 2. Die Determinanten zweiter Ordnung. 17

Determinanten zu erhalten, hat man der Reihe nach aus dem Koeffi-
zientensysteme (9) die erste, zweite oder dritte Vertikalreihe zu streichen
und die iibrigen Kolonnen ecyklisch anzuordnen.

§ 3.

Aus den soeben durchgefiihrten Untersuchungen hatte sich ergeben,
dafs die Gleichungen (1) eine und nur eine Losung besitzen, falls die
Determinante (ab' — a'b) von Null verschieden, falls also das System
(f, f') einem reduzierten dquivalent ist. Es sei nun diese Determinante

ab'—a'b=0;
dann ergeben sich aus (4) auf S. 13 fiir alle Werte der Variablen (z, y)
die beiden Gleichungen
F=df—af'=a'c—ac

(£ Fleb'f—bf =bc—be,
denen sich noch die dritte Gleichung
(1a) F'=cf—c¢f'=('a—ca)z+ (c'b—cb)y

an die Seite stellen lifst. Da nun fiir jedes Wertsystem (z, y), welches
f und /' zum Verschwinden bringt, auch F' und F' gleich Null ist, so
folgt aus (1), dals unter dieser Voraussetzung jene Gleichungen nur
dann eine endliche Liosung haben konnen, wenn zugleich

(2) ab'—a'b=0bc'—be=ca'—c'a=0

sind, d.h. wenn aufser | @, b | alle anderen Determinanten |5, ¢| und
| ¢, @ | verschwinden, welche man aus dem Koeffizientensysteme

(z,’ gf z,) durch Weglassung je einer Kolonne bilden kann. Ist dies
¥ ?

aber der Fall, so gehen die drei Gleichungen (1) und (1a) iiber in

(22) df=af, f=bf, cf=cf.

Von den sechs Koeffizienten von f und f' mdge nun mindestens
einer von Null verschieden sein. Ist dies z B. @, so ergibt sich aus (2a)

(2h) Py
und aus den Gleichungen (2) folgt, dals die beiden anderen Gleichungen
b! - '
r=2r r="r

mit (2b) identisch sind.*) Jede Lésung von (f=0) ist also auch eine
solche von (f=0, f'=0) und umgekehrt. Fiir die Beschriinkung der
Variabilitit besteht also in diesem Falle die Aquivalenz
(5 ) ~ ()
*) Wire etwa b=0, so folgt aus ab'=a'b, dals auch b'=0 sein muls, dals
dann also die zweite Gleichung in (2a) einfach fortgelassen werden kann.

Eronecker, Determinanten. 2
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18 Zweite Vorlesung.
a, O, ¢ ‘)
e, b, ¢'/
gleich Null, so ist fiir die Beschrinkung der Variabilitit die eine
Gleichung, hier f'= 0, iiberfliissig.

Die Gleichung mit zwei Unbekannten

f=azx+ by +¢c=0,

welche in diesem Falle den beiden urspriinglichen fHquivalent ist,
besitzt, wenn nicht beide Koeffizienten (a, b) der Variablen gleich
Null sind, eine einfache Mannigfaltigkeit von Losungen. Ist niimlich, wie
oben angenommen wurde, @ % 0, so folgt aus ihr

Sind also alle Determinanten zweiter Ordnung des Systems (

® g=—20Ee,

wihrend y véllig beliebig bleibt. Sind dagegen a, b gleich Null,
withrend ¢ 20 ist, so geht f=0 fiir jedes Wertsystem von (z, y)
iiber in ALl

eine Gleichung, der durch kein endliches Wertsystem (z, y) geniigt
werden kann, Ist endlich auch noch ¢ gleich Null, d.h. verschwinden
alle Koeffizienten von f und f', so sind # und y durch diese Be-
dingungen in ihrer Variabilitit gar nicht beschrinkt, und man erhilt
alsdann eine zweifache Mannigfaltigkeit von Losungen.

Die simtlichen Moglichkeiten, welche sich bei der Auflosung der
beiden Gleichungen

f=axz +by +¢ =0

fl=ad'z+by+e=0

darbieten konnen, sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt, wobei
bemerkt werden mag, dals unter der Bezeichnung (4, B..)20
oder (4, B...) =0 verstanden werden soll, dals von den Grofsen des
Systems (A, B...) entweder mindestens eine von Null verschieden ist,
oder dafls sie alle verschwinden.

L (la,b], |b,¢], |¢,al) 2 0
a) |a, b| 2 0 eine einzige endliche Losung,
b) |a,b|=0 keine endliche Ldsung.
IL (|a,b], |¥,¢], |c,a])=0 (a,b],c; &', ¥, ¢") 20
Eine Gleichung ist iiberfliissig.
a) (a,b; a’,b') 2 0  eine einfache Mannigfaltigkeit end-

licher Lsungen,
b) (a,b; a',b") =0  keine endliche Losung.
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§ 3. Die Koeffizientensysteme oder Matrizen. 19

L (%,5,¢; a8l e)=0 eine zweifache Mannigfaltigkeit von
Liésungen; beide Gleichungen sind
iiberfliissig.

Zunichst ergibt sich aus dieser Zusammenstellung, dafs bei der
urspriinglichen Auffassung des Problemes auch hier in den speziellen
Fillen Ib und IIb sogenannte unmogliche Gleichungen auftreten.
Fragt man aber wieder nach der Beschrinkung der Variabilitit, welche
den Veriinderlichen z und y durch die Gleichungen (f= 0, f'= 0) auf-
erlegt wird, so ist in jenen beiden Fillen die Antwort einfach die, dals
durch sie eben alle Wertsysteme der Variablen ausgeschlossen werden.

Ferner leitet aber diese Einteilung unmittelbar zu den beiden
wichtigsten Begriffen iiber, welche die moderne Wissenschaft in diesem
(tebiete gefunden hat, zu dem Begriffe des Systemes oder der Matrix
und dem ihres Ranges. Betrachtet man die sechs Koeffizienten
(a,b,¢; a', b, ¢") der beiden Funktionen f und f’, so ordnen sich diese
von selbst einmal in zwei Gruppen zu je dreien, entsprechend den
beiden Gleichungen, sodann entspricht jedem Elemente der einen Gruppe
ein ganz bestimmtes der anderen, welches in der anderen Funktion
denselben Multiplikator @, y oder 1 besitzt. So diirfte die passendste
Schreibweise fiir das Koeffizientensystem unter Beriicksichtigung jener
beiden Beziehungen die folgende sein

( a, b, ¢ )

a, ¥, ¢')’

denn hier entsprechen die beiden Horizontalreihen oder Zeilen den

zu f und /' gehirigen Koeffizienten, wihrend die drei Vertikalreihen

oder Kolonnen die einander zugeordneten Elemente aus jenen beiden

Funktionen enthalten. Ein so geordnetes rechteckiges System von

Elementen nennt man nach dem Vorbilde der Englinder eine Matrix.
Durch Weglassung je einer Vertikalreihe kann man aus dieser

Matrix, wie bereits auf S. 16 erwiihnt wurde, genau drei aus verschiedenen
Elementen bestehende Determinanten zweiter Ordnung

|ﬂ-,b|, lb}cly !ciai

ableiten, und durch Weglassung je zweier Kolonnen und je einer Zeile
findet man dann die sechs Gleichungskoeffizienten

- ] P ool
a,b,e; a,b,c

selbst. Wir wollen im folgenden auch einen solchen einzelnen Koeffi-

zienten z. B. ¢ mitunter als eine Determinante auffassen und ihn als-

dann durch |a| bezeichnen; da dann | @ | nur eine Zeile und eine Kolonne
2‘
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20 Zweite Vorlesung.

besitzt, so soll sie eine Determinante erster Ordnung genannt werden.
Diese Einfiihrung ist nicht blofs aus formalen Griinden geschehen,
sondern jene einfachsten Ausdriicke besitzen in der Tat alle Deter-
minanteneigenschaften, nur sind sie eben hier trivial.
a, b, c)
a', b, ¢
in {iibersichtlicher Weise zu kennzeichnen, stellen wir die folgenden
Definitionen auf:
. ey b e
1. Die Matrix (u', g
zwei, wenn wenigstens eine ihrer Determinanten zweiter Oxrd-
nung von Null verschieden ist.

Um die hier zu unterscheidenden Eigenschaften der Matrix (

,) ist vom Range oder von der Stufe

2. Diese Matrix hat den Rang eins, wenn alle ihre Determinanten
zweiter Ordnung verschwinden, wihrend mindestens eine Deter-
minante erster Ordnung, d.h. einer der sechs Koeffizienten von
Null verschieden ist.

3. Die Matrix ist vom Range Null, wenn alle ihre Elemente
verschwinden.

Diese drei Definitionen kann man folgendermafsen in eine einzige
zusammenfassen:

e L (SR

Die Matrix (a', 31 o

eine ihrer Determinanten #** Ordnung von Null verschieden

ist, wiihrend alle ihre Determinanten von héoherer als der

r*** Ordnung verschwinden. Diese Eigenschaft soll durch die

Gleichung

,) ist vom Range », wenn mindestens

R Y 9=

charakterisiert werden, wo r eine der Zahlen 0, 1, 2 bedeutet.

Mit Hilfe dieses Begriffes lassen sich die Fille I, II, IIT der obigen
Zusammenstellung in hochst einfacher Weise folgendermalsen zu-
sammenfassen:

Ist » der Rang des Koeffizientensystemes der beiden
Gleichungen f=0, f'= 0, so sind (2 —») von ihnen iiber-
fliissig, d. h. jenes System kann durch eines von nur r Glei-
chungen vollstiindig ersetzt werden, und ihre Liosungen bilden
eine (2 — r)-fache Mannigfaltigkeit, falls diese Gleichungen
iiberhaupt endliche Losungen zulassen.

Ein fiir die Folge wichtiger spezieller Fall ist der, dals c=¢'=0,
dafs also die beiden homogenen Gleichungen
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§ 3. Der Rang der Systeme. 2N

f=az+by=0
(4) B A g
fl=a'z+b'y=0

gegeben sind. Ist ihre Determinante ad'— a'b 20, so haben sie nur
die eine selbstverstiindliche Lisung

z2=0, y=0.

Ist dagegen |a,b|=0, aber mindestens einer der Koeffizienten etwa
a von Null verschieden, so ist das System (f =0, f' = 0) iiquivalent der
einen Gleichung

[f=ax+by=0,
und die vollstindige Losung ist dann

z=—Dbt, y=at,

wo t eine Variable bedeutet. Sind alle Koeffizienten gleich Null, so
wird die Variabilitit von x und y iiberhaupt nicht beschrinkt. Hieraus
folgt der Satz, welcher die charakteristische Bedeutung der Deter-
minante erkennen lifst:

Die beiden homogenen Gleichungen (4) haben dann und nur
dann eine Losung, aufser der selbstverstindlichen (z=0, y=0),
wenn ihre Determinante |a@, b| verschwindet.

§ 4
Aus dem soeben gefundenen Satze geht bereits hervor, in wie
naher Beziehung der Rang des Koeffizientensystemes zu dem Charakter
der Losungen linearer Gleichungen steht. Noch deutlicher wird dieser
Zusammenhang, wenn man an Stelle von zwei nicht homogenen Glei-
chungen mit zwei Unbekannten zwei homogene Gleichungen mit drei
Unbekannten

g=azx+by+cz=0
)

g=adz+by+cz=0

untersucht. Fafst man hier (x, y, 2) als reelle endliche Variable auf, so
kann jede von ihnen unabhiingig von den beiden anderen alle positiven
oder negativen endlichen Zahlenwerte annehmen. Man sagt dann, die
Gesamtheit aller so sich ergebenden Zahlensysteme bildet eine drei-
fache Mannigfaltigkeit, weil hier drei Grifsen auftreten, welche un-
abhiingig voneinander alle ihnen zukommenden Werte annehmen, Mit
der Anwendung der vorhin benutzten Fragestellung kann man diese
Aufgabe jetzt folgendermafsen aussprechen:
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29 Zweite Vorlesung.

In welcher Weise wird die Veriinderlichkeit der drei
Variablen #, y, z durch die Forderung beschriinkt, dafs die
beiden homogenen Funktionen

g=ax+by+tcz

1
(19) g=a'zs+by+c'z

gleich Null sein sollen?

Offenbar gehen die beiden homogenen Gleichungen (g =0, g'=0)
aus den in (1) auf S.10 betrachteten, abgesehen von der Bezeichnung
der Unbekannten, dadurch hervor, dafs man in ihnen

setzt und alsdann mit dem gemeinsamen Nenner z' multipliziert. Ein
Gleiches wird also auch im allgemeinen von den Losungen gelten.
Da jedoch der Bereich von # und y von vornherein auf endliche
Werte beschriinkt worden war, so wire hier der Wert 2'=0 ans-
zuschliefsen, und diese weitere und unsymmetrische Beschrinkung der
Variabilitit von 2’ fiihrte in der Zusammenstellung auf S.18 die
speziellen Fille Ib und IIb ein, welche bei homogenen Gleichungen gar
nicht auftreten konnen. Aus diesem Grunde ist es einfacher, die
homogenen Gleichungen direkt zu untersuchen.

Aus den Funktionen (la) kann man niimlich jetzt ein System
von drei ,reduzierten“ Funktionen G, G,, G, herleiten, von denen
jede nur zwei Variable homogen enthilt; bildet man nimlich drei
homogene Funktionen von g und ¢', in denen beziehlich z, y und z
nicht auftritt, so erhilt man

Gi=ag'—a'g=|a,b|ly—|c,a|z
2 Gy=0bg'—b'g=|b,c|lz—|a,b|z
Gy=cg'—c'g=|c,a|z—|b,c|y.
Ist nun zunichst der Rang der aus den Koeffizienten von g und g’
gebildeten Matrix

vy By €
3) @)= 3 o)
gleich zwei, so ist das System (g,¢') dem reduzierten (G, Gy, &)
iquivalent, d.h. die Variabilitdit von (z, y, #) wird in beiden Filen
durch die zugehorigen Gleichungen genau in der gleichen Weise de-
schrinkt. Ist ndmlich auch nur eine der drei Determinanten zweier
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§ 4. Auflosung zweier homogenen Gleichungen mit drei Unbekannten. 23

Ordnung von (M), etwa |b, ¢|, von Null verschieden, so ergibt sich
durch Auflosung der beiden letzten Gleichungen in (2) nach g und ¢’
bel.g =¢6G;— 0 @G
@ A B

|b,¢|.9'=¢"Gy— b Gy
Multipliziert man ferner die Gleichungen (2) mit den Determinanten
\b,¢l, l¢,al, |a,b| und addiert sie dann, so folgt wegen (Tc) auf S. 16

(4a) |b,¢| G+, a|Gy+a,b|Gy=0.

Jedes Wertsystem (z, y, 2) also, welches g und g’ zu Null macht,
bringt nach (2) auch Gy, Gy zum Verschwinden, und aus (4) folgt das
Umgekehrte. Es ist also

(9, 9") ~ (G, Gs).

Da endlich wegen (4a) jede Losung der Gleichungen (Gy=0, Gy=0)
auch G, zum Verschwinden bringt, da also durch die Hinzunahme der
Gleichung G,= 0 die Variabilitit von (z, y, #) nicht weiter beschriinkt
wird, so ist wirklich ; .

i (9, 9") ~ (Gy, G, G).

Die Gleichungen (2) kann man nun leicht vollstindig auflsen.
Ist niimlich ¢ eine neue unabhiingige Variable, so folgt zuniichst aus
der letzten Gleichung
z=|b,clt, y=|c,alt,
und durch Einsetzen dieser Werte in die erste und zweite Gleichung
(5) z=|b,c|t, y=|c,alt, z2=|a,blt
oder in Form einer Proportion geschrieben
(ba) z:y:2=|b,c|:|¢c,a|:|a, b,
ein Resultat, dessen Richtigkeit man a posteriori unmittelbar aus den
Identititen (7¢) auf S. 16 erschliefsen kann.
Ist also die aus den Koeffizienten gebildete Matrix vom
Range zwei, so sind die Werte der Losungen durch eine un-
abhiingige Variable ¢ eindeutig bestimmt, dieselben bilden also
eine einfache Mannigfaltigkeit.

Aus der symmetrischen, einfachen, iibersichtlichen Form dieses
Resultates erkennt man schon hier den Wert der Einfiihrung der
Determinanten, aber auch die Wichtigkeit der richtigen Bezeichnung
der Gleichungskoeffizienten.

Ist der Rang jener Matrix nicht gleich zwei, so verschwinden die
drei reduzierten Funktionen G,, G,, G, identisch. Ist jene Matrix
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24 Zweite Vorlesung.

vom Range eins, ist also auch nur einer der sechs Koeffizienten von
g wnd g', etwa @, von Null verschieden, so folgt aus der ersten
Gleichung (2)

(6) 9'=%y,
d. h. jede Liosung von (g =0) ist auch eine solche von (g =0, g' = 0)
oder es ist (g, gr) .14 (g)

Nun verschwindet aber g offenbar fiir beliebige Werte von y und &,
unter der Annahme ;
(6a) x=—— (by + c2).

Ist also das Koeffizientensystem (M) vom Range eins, so
ist von den zwei Gleichungen (g =0, g'= 0) eine iiberfliissig;
die Werte ihrer Losungen sind durch zwei unabhiingige Variable
(y, #) eindeutig bestimmt, dieselben bilden also eine zweifache
Mannigfaltigkeit.

Sind endlich alle Koeffizienten von g und g' gleich Null, so sind
beide Gleichungen iiberfliissig, da die Variabilitit von (z,y, z) durch
sie gar nicht beschriinkt wird; die Losungen bilden also eine dreifache
Mannigfaltigkeit.

Alle diese Resultate lassen sich in dem einen Satze zusammen-

fassen:
Ist der Rang der aus den Koeffizienten zweier homogenen

Gleichungen g=az+by+ce=0

g=adz+by+ez=0
gebildeten Matrix gleich 7, so besitzen sie eine (3 — #)fache
Mannigfaltigkeit von Losungen, und 2 — » dieser Gleichungen
sind fiir die Beschriinkung der Variabilitit von (z,y, 2) iiber-
fliissig. Das System (g =0, ¢'= 0) ist also #quivalent einem
solchen von zwei Gleichungen oder nur einer Gleichung, je
nachdem das Koeffizientensystem vom Range zwei oder eins ist.
Eine fiir die Folge wichtige Bemerkung mag gleich hier an-
gekniipft werden. Da die Liosungen der beiden Gleichungen (g =0, g'=0)
mindestens eine einfache Mannigfaltigkeit bilden, so besitzen sie stets
eine gemeinsame Losung, aufser der trivialen (z =0, y =0, z=0).
Bezeichnet man eine solche Losung, in der nicht alle drei Unbekannte
gleich Null sind, als eine wesentliche, so kann man also den folgen-
den Satz aussprechen:

Zwei homogene Gleichungen mit drei Unbekannten be-

sitzen stets eine wesentliche Losung.
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Dritte Vorlesung.

Geometrische Anwendungen der Determinanten zweiter Ordnung. — Die Schnittfigur
zweier geraden Linien. — Aquivalenten Gleichungssystemen entspricht dieselbe
Schnittfigur. — Die Schnittfigur zweier geraden Linien ist ein Punkt oder eine
Gerade, je nachdem ihr Koeffizientensystem vom Range zwei oder eins ist. — Die
Schnittfigur zweier durch den Anfangspunkt gelegten Ebenen ist eine Gerade,
eine Ebene, oder der ganze Raum, je nachdem ihr Koeffizientensystem vom

Range zwei, eins oder Null ist. — Inhaltsbestimmung eines Dreiecks und eines
beliebigen #7-Ecks. — Das Multiplikationstheorem fiir Determinanten zweiter
Ordnung.

§ 1.

Die in der vorigen Vorlesung eingefiihrten Begriffe der Aquivalenz
von (Gleichungssystemen und des Ranges von Matrizen finden eine
wichtige Anwendung in der analytischen Geometrie, und zugleich tritt
die Bedeutung dieser rein arithmetischen Begriffe hier noch deut-
licher hervor.

Falst man jedes Zahlenpaar (z, ) als Abscisse und Ordinate eines
Punktes in Bezug auf ein beliebiges Koordinatensystem auf, so wird in
der analytischen Geometrie durch elementare Betrachtungen nachgewiesen,
dafs alle Losungen (z,y) einer linearen Gleichung

(1) f=ax+by+c¢=0

den siimtlichen Punkten P einer ganz bestimmten geraden Linie ! ent-
sprechen, und daher heifst f= 0 die Gleichung jener Geraden. Nur
in dem singuliren Falle, wo alle Koeffizienten (a, b, ¢) gleich Null
sind, geniigen selbstverstindlich die Koordinaten eines jeden Punktes
der Ebene der Gleichung 0 = 0; man kinnte daher sagen, dafs alsdann
die ganze Ebene durch sie dargestellt wird. Der leichteren (bersicht
wegen soll fiir die niichsten Uberlegungen dieser triviale Fall aus-
geschlossen werden, ebenso soll auch der andere Fall nicht betrachtet
werden, dafs @ =b=0, aber ¢ 0 ist; denn der dann sich ergeben-
den Gleichung

http://rcin.org.pl



26 Dritte Vorlesung.

(1a) ¢c=0

geniigt kein einziges endliches Wertsystem (z, y), und daher wird (1a) be-

kanntlich als die Gleichung der unendlich fernen Geraden interpretiert,

welche keinen einzigen im Endlichen liegenden Punkt enthilt. Man er-

kennt aber leicht, dafs die im folgenden abgeleiteten Resultate auch

auf diese beiden ausgeschlossenen Fille angewendet werden kinnen.
Betrachtet man nun wie vorher die beiden Gleichungen

= f=az+by+c=0
("’) f;= a'm+ bry o C'=0,
so entsprechen ihnen zwei im Endlichen liegende gerade Linien  und (4
und die vorhin gestellte Frage, in welcher Weise durch jene Gleichungen
die Variabilitit von z und y beschriinkt wird, kann hier offenbar
folgendermalsen ausgesprochen werden:

Es sollen alle den beiden Geraden ! und !' gemeinsamen

Punkte bestimmt werden.

Zwei gerade Linien konnen entweder einen einzigen im Endlichen
oder, falls sie parallel sind, im Unendlichen liegenden Punkt gemeinsam
haben, oder aber sie fallen zusammen. In jedem Falle ist ihre Schnitt-
figur durch das Gleichungssystem (2) vollstindig bestimmt, und es
handelt sich darum, aus der Natur des zugehorigen Koeffizientensystemes
zu erschliefsen, welcher unter jenen moglichen Fillen eintritt.

Betrachtet man nun anstatt der Gleichungen (2) ein anderes
Gleichungssystem e
(3) ;r-—tx}"—l— a'f.:—()

o Bf + B'f =0,

so stellen auch sie stets zwei gerade Linien L und L' dar, und aus (3)
geht hervor, dafs jeder gemeinsame Punkt von ! und !' auch ein solcher
von L und L' ist, dafs also jedenfalls die Schnittfigur von (7,1') einen
Teil der Schnittfigur von (L, L') bildet. Indessen folgt daraus noch
keineswegs, dafs beide Geradenpaare dieselbe Schnittfigur besitzen,
hierzu miifste vielmehr auch umgekehrt gezeigt werden konnen, dals
auch die Schnittfigur von (L, L') ein Teil derjenigen von (I,1') ist.
In der Tat, sind z.B. I und !’ zwei verschiedene sich kreuzende Ge-
raden, wihrend Z und L' zwei zusammenfallende Linien sind, welche
durch den Schnittpunkt des ersten Paares hindurchgehen, so ist der
erste Schnittpunkt wirklich nur ein Teil der Schnittlinie, welche
L und L' gemeinsam ist. Sollen aber beide Gleichungen (2) und (3)
dasselbe Losungssystem haben, so miissen die beiden Systeme
(f=0, f'=0) und (F=0, F'=0) #quivalent, d.h. es muls die
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§ 1. Die Schnittfigur zweier geraden Linien. 21

Determinante «f’' — «'f von Null verschieden sein. Man erhilt also
den Satz: .
Aquivalente Gleichungssysteme (f =0, f' = 0) und
(FF=0, F'=0) stellen gerade Linien dar, welche dieselbe
Schnittfigur besitzen.

Bei der in der vorigen Vorlesung auseinandergesetzten Auflésungs-
methode der Gleichungen (2) wird nun, falls die Determinante
la,b| 2 0 ist, jenes System durch ein iquivalentes reduziertes

F=|ably—|c,a|=0
F'=|a,blz—|b,e|=0

ersetzt, dessen Gleichungen nur je eine Koordinate enthalten, und diese
entsprechen zwei Geraden, welche bezw. der z- und der y-Achse parallel
durch den Schnittpunkt von / und I’ gezogen sind. Die bei der Auflésung
der Gleichungen (2) befolgte Methode kommt also darauf heraus, dafs
man jenen Schnittpunkt durch die Parallelen I und L' auf die beiden
Achsen projiziert und dann die Abscissen der beiden Projektionspunkte
aufsucht, d. h. diese Methode stimmt genau mit dem in der analytischen
Geometrie stets angewandten Verfahren iiberein.

Der im vorigen Abschnitte eingefiihrte Begriff des Ranges be-
sitzt nun ebenfalls eine einfache geometrische Bedeutung. Um diese
deutlicher hervortreten zu lassen, wollen wir das der Untersuchung zu
Grunde gelegte Koordinatensystem als rechtwinklig voraussetzen und
die beiden Gleichungen f und f' von vornherein in der sogenannten
Hesseschen Normalform annehmen, bei welcher jeder ihrer Koeffizienten
eine leicht angebbare geometrische Bedeutung hat.

Ist ndmlich 7 eine beliebige Gerade, p ihr senkrechter Abstand
vom Koordinatenanfangspunkte und « = (z, p) der Winkel, welchen p
mit der positiven z-Achse macht, so ist ihre Gleichung bekanntlich

weose + ysine — p=0.
Ist die Gleichung von ! in der Form gegeben
az+ by +¢=0,

so gelangt man dadurch zu dieser Normalform, dafs man sie mit dem

Faktor = —

or o
gesetzt dem von ¢, also so zu wiihlen ist, dafs das konstante Glied
negativ wird.

multipliziert, wobei das Vorzeichen von A entgegen-

http://rcin.org.pl



28 Dritte Vorlesung.
Fiihrt man nun die Gleichungen
az+by+¢=0, a'z+by+c'=0

durch Multiplikation mit den beiden Konstanten 1 und A’ in ihre
Normalformen

4)

zcosa + ysine —p =0

zeosa'+ ysineg'— p'=0

iiber, so indert sich der Rang des zugehirigen Koeffizientensystemes
nicht, denn in den beiden Systemen

(o ) wa G g o)

unterscheiden sich die entsprechenden Determinanten zweiter Ordnung
nur durch den Faktor 11’ und die Determinanten erster Ordnung durch
A oder A, welche simtlich endlich und von Null verschieden sind.

Da nun in dem Gleichungssysteme (4) nicht alle Koeffizienten
verschwinden konnen, so sind hier nur die beiden Fille zu unter-
scheiden, dafs das Koeffizientensystem

cos ¢, sine, —
(49) L )

cose', sine', —p
vom Range zwei oder vom Range eins ist. Dasselbe ist dann und
nur dann vom Range zwei, wenn von den drei Determinanten zweiter

Ordnung

sin (¢ — «'), pcosa’ —p'cose, psina'—p'sine,

welche aus ihm gebildet werden konnen, mindestens eine von Null
verschieden ist, und hier bieten sich leicht die folgenden Fille dar:

I. Das System (4a) ist vom Range zwei,

a) wenn sin (¢ — &) = sin(p, p") 2 0 ist, wenn also p und p'
weder die gleiche noch die entgegengesetzte Richtung haben.
Offenbar haben beide Geraden dann einen im Endlichen
liegenden Schnittpunkt.

b) wenn sin (¢ — ') =0, also «'= « oder &' =& + = ist, d. h.
! und I' parallel laufen, withrend p cos «' — p' cos & und
psine’ — p'sin e nicht beide Null sind. Ersetzt man dann
aber in jemen beiden Ausdriicken cos ¢' und sin ¢’ durch
+ cos ¢ und + sin @, je nach den beiden unterschiedenen
Fillen, so gehen sie iiber in
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§ 1. Die Schnittfigur zweier Ebenen. 29

(p Fp')cose bezw. (p Fp')sin«,
und diese konnten, da p» und p' beide nicht negativ sind,
nur dann zugleich verschwinden, wenn p=p' ist, wenn
also ! und !' zusammenfielen. In diesem Falle sind also
I und I' parallel, ohne zusammenzufallen.

II. Das System ist vom Range eins, wenn jene drei Determinanten
zweiter Ordnung Null sind, und dieser Fall tritt nach den
soeben gemachten Bemerkungen dann und nur dann ein, wenn
! und !' zusammenfallen.

Ubertriigt man also dieses Ergebnis auf das urspriingliche Koeffi-
zientensystem, so ergibt sich der einfache Satz:
! ay, b, ¢
Ist das Koeffizientensystem (a', B o
Gleichungen (f=0, f'=0) vom Range zwei, so stellen sie
stets zwei nicht zusammenfallende gerade Linien dar, welche
einander dann und nur dann parallel laufen, wenn die Deter-
minante (ab'— a'b) gleich Null ist. Ist dagegen jenes System
vom Range eins, so fallen beide Geraden zusammen.

Noch deutlicher tritt die geometrische Bedeutung des Ranges bei
der Interpretation der homogenen Gleichungen mit drei Unbekannten

,) von zwel linearen

5 g=azx+by+cz=0
®) g=adz+by+c2=0

und ihrer Lésungen hervor. Falst man jetzt ndmlich jedes Wertsystem
(z,y,2) als die Koordinaten eines Punktes P im Raume auf, so
entsprechen bekanntlich alle Lésungen jener Gleichungen den simtlichen
Punkten zweier Ebenen F und E', welche beide durch den Anfangs-
punkt (0, 0, 0) hindurchgehen. Nur in dem trivialen Falle, dals alle
Koeffizienten a, b, ¢ von g verschwinden, wird jener Gleichung durch alle
Punkte des ganzen Raumes geniigt. Den gemeinsamen Lisungen beider
Gleichungen entspricht auch hier die Schnittfigur beider Ebenen; die-
selbe ist eine durch den Anfangspunkt gehende Gerade oder eine Ebene,
je nachdem beide Ebenen sich schneiden oder zusammenfallen; endlich
ist die Schnittfigur, der ganze Raum, wenn alle sechs Koeffizienten
von f und f' gleich Null sind. Vergleicht man dieses Ergebnis der
geometrischen Anschauung mit der vorher durchgefithrten Rechnung,
so ergeben sich die Sitze:

L Ist das Koeffizientensystem (a: bf c'
@l e
haben die beiden zugehorigen Gleichungen (5) eine einfache

) vom Range zwei, so
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30 Dritte Vorlesung.

Mannigfaltigkeit von Losungen gemein, und hier schneiden
sich die beiden Ebenen F und E' in einer durch den An-
fangspunkt gehenden Geraden, deren Gleichungen sind

ziyiz=|b,cl:|c,al:|a,bl.

II. Ist das Koeffizientensystem vom Range eins, so fallen beide
Ebenen zusammen und haben somit eine zweifache Mannig-
faltigkeit von gemeinsamen Punkten.

II1. Ist jenes Koeffizientensystem vom Range Null, so haben die
Gleichungen (5) eine dreifache Mannigfaltigkeit von Losungen.

Auch in diesem Falle ist die vorher geschilderte Aunflosungs-
methode der beiden Gleichungen genau diejenige, welche in der ana-
lytischen Geometrie angewandt wird. Haben jene Ebenen nimlich eine
durch den Anfangspunkt gehende Schnittlinie gemeinsam, so bestimmt
man ihre Lage dadurch, dals man ihre drei Projektionen auf die
Koordinatenebenen aufsucht, welche selbst drei in diesen Ebenen durch
den Anfangspunkt gehende Linien sind; von ihnen reichen stets zwei
zur Bestimmung jener Geraden hin, die dritte ist durch sie eindeutig
bestimmt. In der auf S.22 auseinandergesetzten Theorie wurde das
System (g, =0, g,= 0) ersetzt durch das fiquivalente reduzierte System
von drei Gleichungen

Gx=0: Gs=0! G5=09

und sie sind die Gleichungen der drei durch ! hindurchgelegten Pro-
jektionsebenen, weil sie | enthalten und von je einer der drei Koordi-
naten unabhiingig sind; oder, was dasselbe ist, sie sind die Projektionen
von ! auf den Koordinatenebenen. Auch hier folgt aus der Identitit

|b,e|G,+c,a|Gy+|a,b|G;=0,

dafs durch zwei von diesen Projektionen die dritte eindeutig be-
stimmt ist.

§ 2.

Die deutlichste geometrische Veranschaulichung der Determinante
selbst erhilt man bei der Untersuchung des Flicheninhaltes ebener,
geradlinig begrenzter Figuren, speziell bei der Inhaltsbestimmung der
Dreiecke aus den Koordinaten ihrer Eckpunkte. Hs seien

(gu 1?1\7 (gir '?s), (gs’ 7?8)

die Koordinaten von drei Punkten 1, 2,3, bezogen auf ein beliebiges
rechtwinkliges Koordinatensystem, welches jedoch zuniichst so an-
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§ 2. Inhaltsbestimmung eines Dreiecks. 31

genommen werden mag, dafs das Dreieck ganz in seinem ersten
Quadranten liegt, dafs also alle seine Koordinaten positive Zahlen
sind, so gelangt man zu der gesuchten Inhalts-
bestimmung des Dreiecks (1,2,3) auf folgendem
Wege: Fillt man von den drei Eckpunkten |
die Lote (1,1), (2,1II), (3,1II) auf die z-Achse, :.
so erhilt man drei Paralleltrapeze (1,2, II, I),
2, 3, 10, II), (3, 1, I, III), welche durch |
je eine Dreiecksseite, ihre Projektion auf die '
x-Achse, und die beiden zugehorigen Lote Fig. 1.

begrenzt werden, und deren Inhalte aus den Koordinaten der ent-
sprechenden Dreiecksecken leicht berechnet werden kénnen. Setzt man

niimlich 1
T,,= ) (& — &) (m+ ),
so stellt dieses Produkt eine Zahl dar, deren absoluter Wert gleich
dem Inhalte
: L@ maD + m]

des einen Trapezes (1,2, II,I), und deren Vorzeichen positiv oder
negativ ist, je nachdem & — & 20, d.h. je nachdem bei einem Um-
laufe um das Trapez in der Richtung (1, 2,II,I) das Innere desselben
links oder rechts liegt. Bildet man nun dieselben Ausdriicke Ty
und 7}, fiir das zweite und das dritte Trapez und aus ihnen die Summe

A=Tyy+ Tyt Iy = ; [(&,— &) (o, +70) + (Ea— &5) (e + m5) + (Bs—5:) (g + my)]
Z; [gl To—Eam+ Eans— &+ Esm — E nl,

so heben sich aus ihr alle Flichenteile mit Ausnahme des gesuchten
Dreiecks fort, weil sie in jener Summe zweimal aber mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen auftreten. Die zum Dreieck selbst gehorigen Teile
dagegen kommen einmal und nur einmal vor, und zwar mit dem positiven
oder mit dem negativen Vorzeichen, je nachdem in dem zugehdrigen
Trapeze das Innere desselben links oder rechts liegt. Da aber fiir diese
Trapeze ihr Inneres mit dem Dreiecksinneren zusammenfillt, so kommen
diese Stiicke mit dem positiven oder negativen Zeichen vor, je nach-
dem bei einem Umlaufe um das Dreieck in der Richtung 12, 23, 31
oder (1, 2, 3) das Innere desselben links oder rechts liegt. Wir
wollen die Umlaufsrichtung (1, 2, 3) positiv oder negativ nennen,
je nachdem bei ihr das Inmere des Dreiecks links oder rechts sich
befindet. Dann stellt die Summe A in (1) den Dreiecksinhalt dar,
aber mit dem positiven oder dem negativen- Vorzeichen, je nachdem
die Umlaufsrichtung (1, 2, 3) um das Dreieck positiv oder negativ ist.

(1)

http://rcin.org.pl



392 Dritte Vorlesung.

In dem vorher gefundenen Ausdruck fiir 2A kann man jedes der
drei Aggregate in Form einer Determinante schreiben; tut man das,
so ergibt sich

gs; gl

(1a) on=|fv &[4
Msy

i‘ES) g3|+
|71 7o

|"r’s: s |

2

aber man erkennt auch leicht, dafs derselbe sich folgendermalsen auch
als eine einzige Determinante darstellen lifst

av) 2a= 875 Bh_ @ )6 —w) -G R a—m),
: (Th—%3 Me—Ms

in welcher nur die Differenzen der Koordinaten auftreten. Aus dieser
letzten Form geht hervor, dals A auch den Inhalt unseres Dreiecks
mit dem oben angegebenen Vorzeichen darstellt, wenn dasselbe nicht
im ersten Quadranten liegt, da man es ja in diesem Falle durch eine
parallele Verschiebung der Abscissen- und der Ordinatenachse dorthin
bringen kann, und da sich der Ausdruck (1b) bei jeder von beiden
Verschiebungen nicht #ndert, weil in ihm nur die Differenzen der
Abscissen bezw. Ordinaten auftreten.

Aus diesem wichtigen Satze kann man eine ganze Reihe von
Folgerungen ziehen: Sind wieder (£, 7,), (&, n,) die Koordinaten zweier
beliebigen Punkte, und ist I die durch beide bestimmte gerade Linie, so
wird ein Punkt P dann und nur dann auf / liegen, wenn der Flichen-
inhalt des Dreiecks (P, 1, 2) gleich Null ist; seine Koordinaten (z, y)
miissen demnach der Gleichung

&, x z, &
Nas Y Y, M

(g —my) —y(E — &) + &y — En =0

geniigen. Dieses ist also die Gleichung der durch die beiden Punkte
(1, 2) bestimmten geraden Linie.

Fillt die dritte Ecke mit dem Anfangspunkte zusammen, sind also
ihre Koordinaten & = 17,=0, und bezeichnet man dann jene dritte Ecke
durch 0, so erhilt man fiir den doppelten Flicheninhalt des Dreiecks
(0,1, 2) mit dem oben bestimmten Vorzeichen den Ausdruck

& &
N1s N2

oder

gu U
&, My

und dies ist wohl die einfachste und anschaulichste geometrische Dar-
stellung der Determinante, welche es gibt.

:
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§ 2. Inhaltsbestimmung eines n-Ecks. 33

Gehen wir endlich zu einem n-FEck iiber, dessen Ecken 1,2,...n
die Koordinaten (&, 1,),-. . (E:, .) haben mdgen; wir nehmen wiederum
das Koordinatensystem so gewiihlt an, dals das
Polygon ganz im ersten Quadranten liegt, und
setzen weiter voraus, dals es sich nirgends
durchsetzt. Projizieren wir dann seine simtlichen
Eckpunkte auf die x -Achse und nennen die

Projektionen Py, ... P,, so erhalten wir jetzt
n Paralleltrapeze (i, i + 1, P;, P;1,), durch 3 I O s
deren Inhalte wir auch hier den des gesuchten Fig. 2.

Polygones darstellen konnen. Fiihrt man nimlich wieder die Zahlen
Ty, Tys, - - - Tny durch die Gleichungen

2T 1= (6i— Eig1) (i Migr) (i=1,3,...n)
ein, so gibt auch jetzt die Summe

2P=— 22T. .+1——-Z(E_§+l)(’?l+ql+l)

- 3|& |

» Ni }
= Bt 1y Mt

durch ihren absoluten Wert den doppelten Inhalt unseres Polygons
und durch ihr Vorzeichen an, ob die Umlaufsrichtung (1,2,...n) die
positive oder die negative ist. Durch dieselbe Uberlegung, wie vorher
im Falle des Dreiecks, iiberzeugt man sich endlich, dafs die Beschrinkung,
das Polygon solle im ersten Quadranten liegen, entbehrlich ist.

§ 3.
Die im § 1 der zweiten Vorlesung dargelegte Mathode zur voll-
stindigen Auflosung der beiden Gleichungen

1) f=az+by+c=0
fl=a'z+by+c'=0
beruht im wesentlichen darauf, dafs das Funktionensystem (f f') durch
ein ihm iiquivalentes ,reduziertes“ (I, F") ersetzt wird, aus dem die
Losungen unmittelbar hergeleitet werden konnen; diese Methode fiihrte
auf einem gedanklich hichst einfachen Wege zu jenen Lisungen und zu
einigen charakteristischen Eigenschaften der Determinanten, aus welchen
sie sich zusammensetzen. HEs liegt nun sehr nahe, an Stelle von
(f,f") ein beliebiges #quivalentes System

e 1 gt
@) (p’: af + a’f
9'=p6f+B'f

Kronecker, Determinanten. 3
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34 Dritte Vorlesung.

zu betrachten. Aus dem Umstande, dals dann die Losungen von
(p =0, ¢'=0) mit denen der Gleichungen (1) iibereinstimmen, folgt
dann unmittelbar der Fundamentalsatz dieser Theorie, der sogenannte
Multiplikationssatz der Determinanten.

Zuniichst erkennt man leicht, dafs das System (f, /") dann und
nur dann dem abgeleiteten (@, ¢') #dquivalent ist, wenn die Deter-
minante ‘a, B | N
(3) ]ﬁ,ﬁl _"(“ﬁ “ﬁ)<0
ist. In der Tat folgt ja aus dem Satze auf S. 21, dafls nur unter dieser
Bedingung die beiden homogenen Gleichungen fiir / und f’

g =caf+e'f=0
9'=Bf+p'f'=0
einzig und allein durch die Losungen von (f=0, f'= 0) befriedigt werden.

Es seien nun die Koeffizienten (z,’ :,’ z,) von f und f' vollig
) 3

unbestimmte Gréfsen; dann besitzen die Gleichungen (1) die Losung
(4) z:y:l1=|b,¢|:|¢c,a|:|a,b],

und die Unbekannten sind durch diese Proportion eindeutig bestimmt.
Betrachtet man nun die beiden dquivalenten Gleichungen

) p=caftdf'=(eatda)e+(ab+ b )y+(ac+d ¢ )=A4 2+ B y+C
¢'=Bf+Pf'=(Ba+p'd)z+(Bb+p'V)y+(Bc+pc)=A"z+B'y+C",

in denen auch die Substitutionskoeffizienten villig unbestimmt sind, so

ergibt sich aus ihnen fiir die Unbekannten die Proportion

(6) z:y:1=|B,0C|:|C, A|:| 4, B|;

und da diese Liosung mit der oben gefundenen notwendig iibereinstimmt,

so miissen die Ausdriicke auf den rechten Seiten von (4) und (6) einander

proportional sein; hieraus ergeben sich die identischen Gleichungen

[AaBil 0 By @ o g

U Ta,®] — [oe] — [e,a]

Da nun die Koeffizienten 4, A" und B, B' beziehlich nur (a, a")
und (b, b") enthalten, so erkennt man leicht, dals der erste Quotient
in (7) von den Koeffizienten ¢ und ¢' villig unabhiingig ist. Ebenso
folgt, dals der zweite Quotient a und «', der dritte b und b’ gar nicht
enthilt. Der gemeinsame Wert A der drei Briiche in (7) ist daher
von den Werten der Koeffizienten von f und f' véllig unabhingig

und ist daher eine ganze Funktion von den vier Koeffizienten (“’ a,)
H

allein. Um ihn zu bestimmen, kann man also in der Identitit
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§ 8. Der Multiplikationssatz fiir die Determinanten zweiter Ordnung. 85

catda, ebtl

|4,B| _ |patpa, potpv|
(79 578 b | s
|, b

fir die vier Koeffizienten (a, b, a',b") beliebige Werte annehmen, fiir
welche nur Zihler und Nenner nicht gleichzeitig verschwinden diirfen.
Setzt man aber speziell das System

Lsd
G 2 =( 2

A5 B T
(4, 2)=(5 ﬁf)’

IZ

so wird offenbar

und aus (7a) ergibt sich daher ¥ -
(Ta) die fundamentale Identitiit ﬁ’ '6

®) a, b| |ea+teo'd, ab+a'd
a', br = ﬁa+ﬁ’a',ﬁb+ﬂ'b’
oder ausgefiihrt

(8a) («p'—d B)(ab'—a'b)=(ea+d'a) (Bb+p'Y)—(eb+ V) (Ba+ f'a)).
Diese Identitit, welche der Multiplikationssatz der Deter-

minanten genannt wird, liifst sich in unserem einfachen Falle natiirlich
durch direkte Ausrechnung leicht verifizieren, und man erkemlt so auch,

la, «
=0 ebenfall
8, B ’

besteht. Bei der hier gegebenen Herleitung erhillt man aber zugleich
die Einsicht, dafs dieser Satz eine notwendige Folge davon ist, dafs
dquivalente Gleichungssysteme gleiche Lisungen haben; und man ge-
langt so, wie sehr hiiufig in dem Gebiete der Determinanten und dem
hoheren der Invarianten, dazu, derartige Identititen a priori durch
einfache gedankliche Entwickelungen zu erschliefsen. Dieser Weg
ist dem anderen, der direkten Ausrechnung, stets bei weitem vor-
zuziehen, da wir in der Mathematik gerade den Zweck verfolgen,
uns durch Gedanken die Rechenarbeit zu ersparen. Hier hat uns die
Algebra der Miihe iiberhoben, die komplizierte Rechenvorschrift, welche
in der Determinante auf der rechten Seite von (8) enthalten ist, aus-
zufiihren, indem sie jenen Ausdruck durch das Produkt auf der linken
Seite ersetzte, und diesen Vorteil konnten wir uns nur dadurch
verschaffen, dafs wir fiir die hier auftretenden Zahlen unbestimmte
Grofsen, Buchstaben, zu setzen imstande waren. Aufserdem mag
gleich an dieser Stelle hervorgehoben werden, dals nur deshalb der
3.

So erhilt man also aus

lee, o'

B, B’

dafs sie in dem vorher ausgeschlossenen Falle
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36 Dritte Vorlesung.

Satz (8) hier so einfach abgeleitet werden konnte, weil wir vor vorn-

herein zu den in ihm auftretenden Unbestimmten (a, 1\‘J) noch die Kon-

a!) bl’
stanten ¢ und ¢’ hinzugenommen, also das Gebiet der Unbestimmten
erweitert hatten; denn sonst hitten wir nicht die Unabhiingigkeit der
Quotienten (7) von den Koeffizienten der Funktionen (1) erschliefsen
konnen. Auch diese ,Erweiterung des Bereiches der Unbestimmten*
ist in der ganzen Arithmetik und Algebra von hoher Bedeutung und
grofsem Nutzen.

Der Beweis des Multiplikationstheoremes lilst sich auch in einer
anderen Weise fithren, welche einen Einblick gewithrt in die arith-
metische Behandlung der ganzen Funktionen mehrerer Variablen, auf
welche im folgenden die Determinantentheorie gegriindet werden soll.
Aus dem Satze auf S. 21 folgte, dals zwei homogene Gleichungen mit
zwei Unbekannten

f=az4+by=0

©) f=ad'z+by=0

dann und nur dann eine wesentliche d. h. eine von der trivialen
# =1y =0 verschiedene Losung besitzen, wenn ihre Determinante
(ab' — a'b) verschwindet. Ist dies der Fall, und bildet man aus f und f’
zwei andere Formen
9a) o =af+ed'fl=Ax+ By
a
: §'=Bf + B =4'z + By,
wo die neuen Koeffizienten die in (5) angegebene Bedeutung haben,
80 hesitzen diese offenbar ebenfalls eine wesentliche Losung, d. h. ihre
Determinante verschwindet ebenfalls. Diese zweite Determinante
A, B ¥y ea+ a'a', ab+ «'b'|
Ar, B = ﬁa+ﬂ'0‘a', ﬁb_!_ﬁfbr
ist also eine ganze Funktion von (a, b, @', "), welche identisch ver-
schwindet, sobald |a,b| =0, d. h. falls

y__a'b

Bl
ist. Betrachtet man nun D fiir den Augenblick als Funktion von b'
allein, so folgt aus ihrem Ausdruck in (10), dafs sie die Form hat

D" = Pb'+ @,
wo P und @ ganze Funktionen von (a,b,a’) sind; da nun
a'b a'b
D(7) =P +@=0

@

(10)  D(a, b, a',b") =

ist, so ergibt sich
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§ 3. Zweiter Beweis des Multiplikationssatzes. 37
'b b
D(®)=D@')— D(* P.(r—=
d. h. es ist Gr I “)

(10a) a.D= P(ab'— a'b).

Diese Gleichung zeigt, dafs das Produkt P (ab'— a'b) als Funktion von «
allein betrachtet, durch den Faktor ¢ teilbar ist. Da aber der zweite
Faktor |a, b| nicht ein Vielfaches von a ist, so mufs P durch a teil-
bar, d. h. P=aP, sein, wo P, wieder eine ganze Funktion von
a, b, a' bedeutet. Dadurch geht jene Gleichung iiber in

(10b) D(a,b,a',b") = P,(ab’ — a'd).

Da die linke Seite, wie sich aus der Entwickelung von (10) ergibt,
eine ganze homogene Funktion der zweiten Dimension von (a,b,a’,b")
ist, und ein Gleiches von der Determinante (ad'— a'b) gilt, so ent-

hilt der erste Faktor P, diese Koeffizienten gar nicht; um ihn zu be-
stimmen, kann man also fiir diese beliebige spezielle Werte wiihlen.

Setzt man also wie vorher (f:;' b,) = (1’ 0); so ergibt sich mit Be-
b (e
nutzung von (10)

le, o

8,8
man erhiilt also wieder aus (10b) das Multiplikationstheorem

R'

b

P~ D(1;0,0,1) =

ca+c'a', ab+ a'd'|
|

Ba+p'a’, Bb+ p'D’|

Die beiden vorangegangenen Beweise des Multiplikationssatzes
beruhten im wesentlichen auf der Transformation eines Funktfionen-
systemes in ein #quivalentes und auf der Vergleichung ihrer Losungen.
Ebenso wichtig und fruchtbar wie diese ist die Transformation der
Variablen. Fiihrt man in den Funktionen
f@y)=az+by+ec
flz,y)=a'z +b'y+ ¢
an Stelle von z, y neue Variable £, 7 ein durch die Gleichungen

z=2185+pn

y=""E+u'n,

so verwandeln sich dieselben in lineare Funktionen von (£, )
fOE+pn YE+un)=9@En=(01+b2)E+ @p+bu)n+e
['AE+pn, VE+ wn) =¢'(§ ) = (@A + V) E+ (dp + V)0 + .

?

a' b"‘“—

(11)

(11a)
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38 Dritte Vorlesung.

Lost man nun die Gleichungen (f =0, f'=0) nach z und y, die
Gleichungen (p =0, ¢'=0) nach (£, %) auf, so erhilt man die
folgenden Werte

ap+bp e ic,al-l—bl"
adutby, ¢, d i+ b

adfbd,aptdp |’ adfbid,aptbdy |’
a'd+b'¥, a'u+b'1u'| a4, a’#+b':f‘

£E=

_ 1b, el _ e a]
L 7 7 Y= Ta, o[
und diese sind fiir unbestimmte Werte der Koeffizienten (a: b;' o '1': # ,)
a,b,e |1, u

eindeutig bestimmt. Ersetzt man also in der ersten Transformations-
gleichung (11a) z, &, 4 durch ihre hier gefundenen Werte, so ergibt
sich die folgende Identitit

ap.+by,',c|+ e, adl+bid
18, ¢| adutbu,c| T | antvw
TR aitb ¥, aptby

dA+ U, dpt by
Fiir unsere Zwecke geniigt es, diese Gleichung fiir irgendwelclhe be-
sonders einfache Werte von ¢ und ¢' zu betrachten. Setzen wir
¢=0, ¢'=1, so ergibt sich

b _ Map+ bp)—p(@d +02) bAp' —1'y)

|a, b |a?.+b1’,ay,+bp' i al-l-bl'.ay.{-bp.’l

laa 402, o'+ b adA4 bV, a'pt by
und durch Multiplikation mit den Nennern erhalten wir die Gleichung
(12) la, b ').,p‘_'-ait—l—bl',a,u+bp’
’a', b2, p'|  |a'a+3'2 a'n+bs

Die drei hier auftretenden Determinanten gehiren zu den Systemen

a, b IR al+bi, aptby
(ar’ br); (‘-lr, ‘up) und (a'l. "3 b'l', as# Z brp:)’
von denen das dritte offenbar in dem oben angegebenen Sinne aus den

beiden ersten komponiert ist; folglich haben wir in (12) zum dritten
Male den Multiplikationssatz erwiesen.
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Vierte Vorlesung.

Die Komposition der Systeme. — Grundregeln fiir das Rechnen mit Systemen. —

Das Einheitssystem. — Reziproke und transponierte Systeme. — Elementare

Systeme. — Die Fundamentaleigenschaften der Determinante. — Dekomposition

der Systeme. — Die Determinante als Invariante fiir die Reihenfolge der Kom-

position. — Geometrische Anwendungen: Eindeutige Abbildung zweier Ebenen

aufeinander. Koordinatentransformation. — Die Determinante als Korrelations-
faktor der Abbildung. — Orthogonale Systeme.

§ L

Der am Ende der vorigen Vorlesung abgeleitete Multiplikationssatz
fiir die Determinanten lehrt, dafs die Determinante des aus den Elementen
zweler Systeme ¥

a, b i, o /
1) (a', b') e (}.', p,")
gebildeten neuen Systemes
@) (al-}-bl',a,u.-{-bp’)
= a’l-{-brlr, aipl_+_bfpr

gleich dem Produkte der Determinanten jener beiden ersten ist.

Wir lernen so eine eigentiimliche Rechnungsvorschrift kennen,
durch welche aus zwei Systemen ein drittes erzeugt werden kann; die
weiteren Untersuchungen werden nun lehren, dafs in allen Anwendungen
der Determinantentheorie zwei Systeme immer nur auf diese Weise
miteinander verbunden werden; und zwar gilt dies nicht blofs fiir
diese einfachsten Systeme der zweiten Ordnung, sondern ganz allgemein
fiir die Systeme von n Zeilen und » Kolomnen. Daher soll diese
Rechnungsvorschrift schon jetzt genauer studiert und zur Grundlage
des Rechnens mit den Systemen gemacht werden.

Der blofse Anblick des Systemes (2) lehrt, dals jedes seiner
Elemente aus denjenigen der Systeme (1) dadurch gebildet wird, dals
man die Elemente je einer Zeile des ersten mit den entsprechenden
Elementen je einer Kolonne des zweiten Systemes multipliziert und
die so entstehenden Produkte addiert. Bezeichnet man zur Abkiirzung
mit H, und H, die erste und die zweite Zeile des ersten Systemes, und
entsprechend mit V] und ¥, die beiden Vertikalreihen oder Kolonnen

¥
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40 Vierte Vorlesung.

des zweiten Systemes in (1), so kann man das komponierte System
symbolisch so schreiben
(H1 Vi L V;)’
H;f Vlr’ H? ]7;
indem allgemein unter H, V] die Summe der Produkte der Elemente
von H, und der entsprechenden Elemente von ¥ verstanden wird.
Wir nennen das so gebildete dritte System (2) aus dem ersten und
zweiten Systeme in (1) komponiert; und die beiden Systeme (1) werden
die Komponenten des dritten genannt. Bei dieser Bezeichnung kann
also der Multiplikationssatz der Determinanten einfach folgender-
malsen ausgesprochen werden:
Die Determinante eines aus zwei anderen komponierten
Systemes ist dem Produkte der Determinanten seiner Kom-
ponenten gleich.
In neuerer Zeit pflegt man ein solches System abgekiirzt durch
einen Buchstaben zu bezeichnen; man setzt also z. B.
a, b i, w
S= (a." b:),- T = (l’, l"'r)
und bezeichnet dann das aus beiden komponierte System (2) durch
das Symbol ST. Die Gesetze, welche dem Rechnen mit diesen
Systemen zu Grunde liegen, sollen im niichsten Abschnitte auseinander-
gesetzt werden.

§ 2.

_(a, b (A u
S— (ar, br); T"‘ (1', #r)
zwei beliebige Systeme von je vier Elementen, und bildet man aus ihnen
nach der Vorschrift des vorigen Abschnittes das dritte

_(al—i—bj.’, ap+by.')
= arl_i_bfl:, a'p+b'p' €
so heifst V" das aus S und 7' (in dieser Reihenfolge) komponierte
System. Diese Operation ist der Multiplikation sehr nahe verwandt,
und man bezeichnet daher diesen Zusammenhang auch entsprechend
durch die Gleichung S7' = ¥V oder ausgeschrieben

(a, b) (J., ,u)___(a A+0 2, alu-l-by,')'

al, bl‘ 1-‘, | Jf i afj' + bf;lf, GJ# + bfp'f

Ein wichtiger Untersthied zwischen dieser Komposition der Systeme

und der Multiplikation der Zahlen besteht aber darin, dafs man hier

Sind
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§ 2. Grundregeln fiir das Rechnen mit Systemen. 41

nicht die Reihenfolge der Komponenten vertauschen darf; denn das in
umgekehrter Reihenfolge komponierte System

e , b " '
TS= (i:’ i:) (21, b!) — (i:i i i!zr’ i:i i zrgr)

ist offenbar in seinen Elementen von dem obigen vollstindig ver-
schieden. Hierauf beruht die gréfsere Schwierigkeit, aber auch das
weit hohere Interesse, welches die Komposition der Systeme vor der
Multiplikation der Zahlen voraus hat. Sie erinmert hierin an gewisse
zusammengesetzte Worte (wie Stammbaum, Hausrat, Zahlwort), welche
eine vollig andere Bedeutung erhalten, wenn man ihre Bestandteile in
umgekehrter Ordnung zusammensetzt. Sind zwei spezielle Systeme S

und 7' so beschaffen, dals
S TE—="T8

ist, so heifsen S und 7' miteinander vertauschbar.

Hat man drei Systeme S, 7, U, so kann man das neue System V,
welches man erhiilt, indem man zuerst S mit 7 und das Resultat
wieder mit U komponiert, kurz durch

V=8T)U

bezeichnen. Die einfache Ausrechnung lehrt aber, dals man zu
genau demselben Resultate gelangt, wenn man S mit dem Kompositions-
resultate von 7' und U komponiert, d. h. dafs auch

(1) V=(81) U=8(TT)

ist; denn wie man jene Komposition auch ausfithrt, man erhilt immer
eine und dieselbe Gleichung

(a, b) (l, w ) (ct, B )z__(a Aat+bVetrapd+by'd, a AB+b A B+app'+b ,u’ﬁ')
a0\ W\ B \a'ha+ b et dpd+b 0 o, A+ A B+a uf+b W B
ein anderer nicht auf die Ausrechnung gegriindeter Beweis fiir diese
Tatsache wird auf S. 60 gegeben werden. Offenbar gilt ein Gleiches
auch fiir die Komposition von mehr als drei Systemen. Also teilt ein
aus beliebig vielen Komponenten zusammengesetztes System mit einem
Produkte die Eigenschaft, dals das Resultat immer dasselbe ist, wie
auch unter Festhaltung der Reihenfolge der Komponenten diese bei der
Komposition zusammengefalst werden.

Aus diesem Grunde kann und soll der gemeinsame Wert jener
beiden Systeme (1) durch

V=871TU
bezeichnet werden.
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49 Vierte Vorlesung.

Ist
8T =V,
80 besagt der Multiplikationssatz der Determinanten, dafs
18] |T|=|7]

ist, wenn man allgemein unter | U| die aus dem Systeme U gebildete
Determinante versteht; eine gleiche Beziehung besteht offenbar bei der
Komposition von drei und mehr Systemen, z. B. folgt aus der Glei-
chung V=8TU

| VI=I|8]|T]|U].

Es ist also eine und zwar eine besonders merkwiirdige Eigen-
schaft der Determinante eines Systemes S, dals sie eine Funktion
seiner vier Elemente ist, fiir welche die Reihenfolge der Kompositionen
gleichgiiltig ist, denn es ist ja

|8 =|T8|=|8].17].

Schon hier dringt sich die Frage auf, ob es noch andere Funk-
. @, b
tionen J (a', y'
dieselbe Eigenschaft zukommt. Im § 5 dieser Vorlesung wird diese
Frage eingehend untersucht und nachgewiesen werden, dafs dies im
wesentlichen nicht der Fall, dals vielmehr die Determinante die einzige
»Invariante® fiir die Reihenfolge der Kompositionen ist.

In der gewthnlichen Zahlentheorie bezeichnet man als die Einheit
diejenige Zahl, mit der jede Zahl multipliziert werden kann, ohne dals
sich ihr Wert veriindert, d. h. fiir welche .1 = @ ist. Ebenso wollen
wir ein System F ein Einheitssystem nennen, wenn jedes andere
System mit ithm komponiert werden kann, ohne dafs sich sein Wert
andert. Setzt man also

B=(" £,

ll', f"'r

) von den vier Elementen (a,b,a’,b") gibt, welchen

wo die vier Elemente noch zu bestimmen sind, so miilste

b b1, bu\_ (a, b
sE= (3 5) G ) = Ga S st ey o) = @i 3)

sein. Und hieraus folgt unmittelbar, dals jener Forderung fiir un-

bestimmte (z: ;:,) dann und nur dann geniigt wird, wenn
3
o0
E=(y )

genommen wird.
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§ 2. Reziproke Systeme. 43

Aus der fiir jedes System bestehenden Gleichung

1,0 b AL b
(oj 1) (fif, b') i (:',b') (0, (1))= (zf,b')
folgt noch weiter, dals ES—= SE ist, d. h. dals das Einheitssystem

mit jedem anderen vertauscht werden kann.

Zu einer jeden von Null verschiedenen Zahl ¢ existiert eine andere
endliche Zahl —;— oder @™, die mit ihr multipliziert die Einheit ergibt
und welche aus diesem Grunde die zu @ reziproke Zahl genannt wird.
a, b
a!) bf

Ganz ebenso gehért zu jedem Systeme S=(
ein anderes (i: i,) , welches mit jenem komponiert das Einheitssystem
)

) im allgemeinen

ergibt, fiir welches also . .
? 1? 1’
(2) (Z, ) (;u, i,) : (o, )

ist. Soll ein solches System existieren, so mufs notwendig die Deter-
minante a, b
al, bl
des vorgelegten Systemes von Null verschieden sein, wie man sofort
einsieht, wenn man in der Kompositionsgleichung (2) zu den Deter-
minanten {iibergeht und beachtet, dafs die Determinante des Einheits-
systemes gleich Eins ist. Ist aber A von Null verschieden, so existiert
stets ein und auch nur ein solches System. Fithrt man nimlich in (2)
die Komposition aus und setzt das so sich Ergebende dem Einheits-
systeme gleich, so erhilt man zur Bestimmung der unbekannten Elemente
(2, ") und (@, u'"), die beiden Paare von Gleichungen

=ab —a'db

(2a) ad+bA=1|ap+bu=0
a'A4+b'V =0 au+bp=1,
und diese ergeben als einzige Auflésung die Werte
v b
a. — — |u‘ = —
A A
(3) ' a' ' a
V=2 pl= 2
Zu jedem Systeme S= (a: b,) mit nicht verschwindender
a'y b v b
Determinante A gehért also ein und nur ein anderes 2, ‘: 3

i e
welches die Higenschaft hat, dafs das erste mit dem zweiten
komponiert das Einheitssystem ergibt.
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44 Vierte Vorlesung.

Wegen der Analogie mit den gewdhnlichen Zahlen nennt man
dasselbe das zu S reziproke System und bezeichnet es durch S~
Durch direkte Ausrechnung iiberzeugt man sich aber ferner, dals das
reziproke mit dem urspriinglichen Systeme vertauschbar ist, d.h. dafs auch
@) 8S7'8=88"'=E
ist. Man kann also das zu S reziproke System auch als dasjenige defi-
nieren, welches mit jenem in irgend einer Reihenfolge komponiert
das Einheitssystem ergibt. Aus der letzten Gleichung folgt endlich noch,
dafs das reziproke System von S~ wieder S ist, dafs hier also die
volle Analogie mit der gewohnlichen Multiplikation besteht.

Geht man in der Gleichung (4) von den Systemen zu ihren
Determinanten iiber, so ergibt sich

AA=1,

wenn A' die Determinante des reziproken Systemes bezeichnet, ein
Resultat, welches durch direkte Ausrechnung sofort bestétigt werden kann.
Die Determinanten reziproker Systeme sind also reziproke

Zahlen.
Durch die Einfithrung der reziproken Systeme wird das Rechnen
mit den Systemen betrichtlich erleichtert. Aus einer Gleichung von

der Form PSQ=T

kann man z. B. das System S unmittelbar ausrechnen, wenn die Deter-
minanten |P| und | Q| der beiden Systeme P und ¢ von Null ver-
schieden sind. Bezeichnet man niimlich mit P~' und @' die zu
P und @ reziproken Systeme, so erhiilt man, indem man beide Seiten
dieser Gleichung vorn mit P~ ' und hinten mit @' komponiert, die

folgende Darstellung von S
S=P'TQ

Von dieser Auflésungsmethode wird im folgenden ein ausgedehnter
Gebranch gemacht werden.

Komponiert man ein System S mit sich selbst, so soll das
Resultat S S mit S* bezeichnet werden. Es ist also

a, b\* (a,b\ (a, b\ (a*® +ba', ab+ bV
(a', b') i (a', b') (a’, b') _ (a'a+ b'a', a'b+ b’g)’
und entsprechend soll allgemein S“ das Resultat der p-maligen Kom-

position von S mit sich selbst angeben. Dann ist allgemein fiir irgend
welche zwei positive Zahlen g und »

() S8 = =8,
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§ 2. Reziproke Systeme. 45

d. h. zwei Potenzen eines und desselben Systemes mit positiven Ex-
ponenten sind miteinander vertauschbar. Diese Gleichung bleibt auch
richtig, wenn einer der Exponenten u und » oder beide gleich Null
sind, falls man analog wie bei den Zahlen

o o (10
$'=2=(y )
setzt. Hs sei endlich die Determinante von S nicht Null und S~* das
zu S reziproke System, so ist auch

S8 '=8S"'S=E.
Ebenso werde mit S™* das Resultat der zweimaligen Komposition von
87" mit sich selbst bezeichnet, also S™* = (87")(S™") gesetzt; dann
ist aber

B8 = (88 8 =S ES =88 =,

d. h. 8% ist das zu S reziproke System. Bezeichnet man entsprechend
mit ST das Resultat der »-maligen Komposition von S~' mit sich
selbst, so folgt genau ebenso
8"'87"=1,

d. h. 877 ist das reziproke System zu S

Dann folgt ohne weiteres, dals bei diesen Festsetzungen die
Fundamentalgleichung (5) giiltig bleibt, wenn w und » beliebige posi-
tive oder negative ganze Zahlen oder auch Null sind. Sind nimlich
beide negativ, so braucht man ja nur S™ =% zu setzen, um diesen Fall
auf den Fall positiver Exponenten zuriickzufiihren; ist aber p=—m
und » = »n und ist etwa m < n, so ergibt sich

Sw—m Sﬂ= S_m(Sm Sﬂ—-m) — Sn—-—-m = Sﬂs-—'m,
und genau ebenso wird dieser Satz fiir m > n bewiesen.

Zwei Potenzen eines und desselben Systemes mit nicht
verschwindender Determinante und beliebigen ganzzahligen
Exponenten sind also stets vertauschbar.

5= (3 3,

) dadurch hervorgeht, dals man in ihm die

Das System

a, b
a', bl
Zeilen mit den Kolonnen vertauscht, heifst das zu S konjugierte
oder das transponierte System (Jacobi, Crelles Journal, Bd. 53,
S.265; Werke, Bd. I1I, S. 583). Es soll vorliufig nur darauf aufmerksam

welches aus S = (
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46 Vierte Vorlesung.

gemacht werden, dals die Determinanten jemer beiden Systeme iiber-
einstimmen, denn man erkennt sofort, dafs
|8|=|8|=ab' —a'd

1st.
§ 3.

Durch die nahen Beziehungen, welche zwischen der Komposition
der Systeme und der Multiplikation der Zahlen bestehen, wird man
naturgemils darauf gefiihrt, die allgemeinen Systeme von vier Elementen
in derselben Weise in elementare, nicht weiter zerleghare Systeme zu
dekomponieren, wie man in der Arithmetik jede zusammengesetzte
Zahl als Produkt ihrer Primfaktoren darstellt. Hierdurch wird dann
von selbst die Untersuchung der allgemeinen Systeme auf die viel
einfachere der elementaren reduziert.

Die Frage, welche Systeme als elementare anzusehen sind, ist hier
keine vollstindig bestimmte, weil wir die Elemente der Systeme vor-
liufig als vollstindig beliebige Grifsen voraussetzen; die Bestimmung
dariiber hiingt vielmehr von dem Charakter der speziellen Unter-
suchung ab. Die einzige Forderung, welche man an diese Elementar-
systeme zu stellen hat, ist die, dafs sich alle anderen aus ihnen zu-
sammensetzen lassen, und dals keins von ihmen durch alle anderen
darstellbar ist.

Fiir die Untersuchung der Systeme von vier Elementen konnen
und wollen wir als elementare die folgenden drei Systeme ansehen

R |
o)

I1. (é: i)

1L (g’, ‘1)),

LJ=(

wo die in dem dritten Systeme auftretende Grifse p eine ganz beliebige
Zahl bedeutet. Die Determinanten der beiden ersten Systeme sind
offenbar gleich eins, die des letzten gleich p. Wir werden zeigen,
dals sich jedes beliebige System aus diesen zusammensetzen lilst, dals
sie also in gewissem Sinne die Rolle von Primfaktoren im Gebiete der
Systeme spielen. Zuerst wollen wir aber die Higenschaften dieser
Elementarsysteme selbst untersuchen und dann fragen, wie ein be-
liebiges System geiindert wird, wenn man es mit einem der drei
Elementarsysteme vorn oder hinten komponiert.
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§ 3. FElementare Systeme. 47

Das erste System ist dem Einheitssysteme sehr nahe verwandt,
denn es bestehen fiir dieses offenbar die folgenden Kompositions-

gleichungen 4 A5
7= (o) = (o -0)
Fod  m=UB=CY 4

\ /J o (o, _1)42( 1, 0) et

N P T g9, 1

Durch viermalige Komposition dieses Systemes mit sich selbst er-
hilt man also das Einheitssystem. Aus diesen Gleichungen folgt mit
Beriicksichtigung von (5) des vorigen Abschnittes die allgemeinere

((1): _(1))h+d: (?; Lé)a @=0,1,3,3).

Auch das zu o reziproke System ist durch J darstellbar, denn es ist
offenbar
-1_ (0,—1\* (0,—1 3__( 9, 1
& *(1, 0) _(1, 0) TR 0)‘
Komponiert man das zweite System ein oder mehrere Male mit
sich selbst, so ergibt sich
1. 13" 41,9
0 )= 9
und allgemeiner fiir jede positive ganze Zahl ¢
1, W ., t)
(0, 1)—(0, 1"
Das reziproke System zu dem System II ist offenbar (é’ = i), weil
1pbin'd — 1y 206
(0, 1) (0, 1) N (0, 1)
ist; und man erkennt ebenso, dalfs allgemein fiir jedes ganzzahlige ¢
1, 6=t 1, —¢
(0, 1) B (0, 1)’
1.1 ‘]"‘1_ s s 5
d. h., dals [(O, 1) _(0, 1) ist.

Auch hier kann man das reziproke System (O, _;) zwar nicht

durch das zweite Elementarsystem allein, wohl aber durch das zweite
und erste darstellen.
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Bildet man niimlich das System

=3 "0) (0 )= ("0

so ergibt sich leicht, dafs

Rs_( = )
ist, und hieraus folgt
[ 7o) G D] =@ 7o)
durch hintere Komposition mit ( : ) und vordere mit (O’ _1)?

0, 11 R )
findet man daher die zu beweisende Gleichung

)™= @70 () @ 7o) () (2 7o)
Fiir ein beliebiges auch nicht ganzzahliges { kann man aber das

System (é’ i) nur unter Hinzuziehung auch des dritten Elementar-
?

systemes darstellen, und zwar durch die Kompositionsgleichung
1
L, e 5,0y A4, 1N e B
(0, 1)—(0, 1) (0, 1) (5 1)’
¥
also speziell fiir = —1

o 1= 160 o)

2

Das reziproke System zu ( 4 0) ist ein System derselben Art,
R
denn man hat

Wl
@9;@9-

Wir wollen nun zuniichst die Wirkung untersuchen, welche die

Komposition mit einem dieser drei Elementarsysteme auf ein beliebiges

b

System S = ( b

man dasselbe zunachst vorn oder hinten mit dem ersten Elementar-
system, so erhilt man die beiden Gleichungen

e i A R g
e T B
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§ 3. Elementare Systeme. 49

Im ersten Falle werden also die beiden Horizontalreihen des Systemes S
vertauscht, wobei die neue erste Zeile das negative Zeichen erhilt. Bei
der hinteren Komposition mit demselben Elementarsystem vertauschen
sich die beiden Vertikalreihen, und die neue zweite Kolonne erhiilt das
negative Zeichen. Die Komposition mit diesem Systeme bewirkt also
jedesmal eine Vertauschung der Zeilen oder Kolonnen; aus diesem
Grunde wird ((1):_(1)
Geht man in den beiden letzten Gleichungen von den Systemen zu
ihren Determinanten iiber und beriicksichtigt dabei, dafs die Deter-
minante des Vertauschungssystemes gleich eins ist, so ergeben sich die
Identititen y i )
| Gy b — &5 — b Y T :

(8) lal 8 ol . w Th s e
Die Determinante bleibt also ungeéindert, wenn man ihre
Zeilen oder ihre Kolonnen vertauscht und der neuen ersten
Zeile oder der zweiten Kolonne das negative Zeichen beilegt.

) das Vertauschungssystem genannt.

Betrachtet man an Stelle des zweiten Elementarsystemes ((1}’ ;)
2
gleich das allgemeinere ((1)’ i), welches sich ja aus den drei Elementar-

systemen zusammensetzen lifst, so ergeben sich hier entsprechend die
Kompositionsgleichungen

Hjsbaldepti

(a, b (1, t)_(a, at-{-b).
a6, DY NG, 177 et gt p

Im ersten Falle werden also zu den Elementen der ersten Horizontal-
reihe die mit / multiplizierten entsprechenden der zweiten, im zweiten
Falle werden zu den Elementen der zweiten Kolonne die mit ¢ mul-
tiplizierten entsprechenden der ersten addiert.

Geht man auch hier zu den Determinanten iiber, so ergeben sich
die beiden Identitiiten

) la; 8| latta, 0110 g, at+b |
(23) : ! - I I g : I I

a', b a b a',a't+b
Fiir das dritte System endlich erhiilt man die Kompositionsgleichungen

, Oy (a, b b
©, 1) Go)=Car %)

b b
Ghw) G D= Ga 0

Kronecker, Determinanten. 4

(2)

.

(3)
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50 Vierte Vorlesung.
und beim Ubergange zu den Determinanten
a, b
a!’ bl’

Durch Verbindung der Gleichungen (la), (2a), (3a) ergibt sich
jetzt folgendes System von Determinantenrelationen

_|pa »?
| &' B

_|pa, b

33 = 1 7l
(08) pa', b’

a,b|__ a',b’]__ [, a
a,b'| a, b{ b, a
_:a—}—ta',b+tb'I___ a , b
= & , b | |a'+ta, b +1b|
(4) , :
_a,b+ta_a+tb,b!
e, b+ ta'|  |a'+ 0,0
la, b _|pas b l=\a,pb g pa,pb‘= & D
la',d'| " |pat,d'| |a,pb' | |a', b | |pa!, pb'[

und aus ihnen ergeben sich als unmittelbare Folge des Multiplikations-
theorems die folgenden Fundamentalsitze fiir die Determinanten zweiter
Ordnung, welche hier auch leicht durch direkte Ausrechnung verifiziert
werden kinnen:

L. Die Determinante wechselt nur ihr Zeichen, wenn in ihrem
Elementensystem die beiden Zeilen oder die beiden Kolonnen
vertauscht werden.

II. Die Determinante bleibt ungeiindert, wemn man zu den
Elementen einer Reihe gleiche Multipla der entsprechenden
Elemente der Parallelreihe addiert.

III. Multipliziert man alle Elemente einer Zeile oder einer Kolonne
mit derselben Zahl p, so erhilt man das p-fache der vorigen

Determinante.
P Schon in § 2 der dritten Vorlesung wurde hervor-
A gehoben, dafs man das geometrische Bild einer Deter-

,’, Ib)'| erhalten kann, indem man in der

Ebene zwei Punkte P und P' mit den Koordinaten

(a,b), (¢',b") und durch diese und den Anfangspunkt

P ein Dreieck O P P' bestimmt. An diesem geome-

Fig. 8. trischen Bilde kann man, wie hier nur kurz erwihnt

werden mag, alle Determinantensiitze speziell die drei soeben ge-
fundenen anschaulich deuten.

it la
_p minante !a
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§ 4. Zerlegung eines beliebigen Systemes in Elementarsysteme. 51

So sagt z. B. der Satz
a,b| |—a,—0
oy I R
aus, dafs der Inhalt und die Umlaufsrichtung des Dreiecks O P P' un-
gedndert bleibt, wenn man statt des Punktes P'= (', ') seinen in Be-
zug auf den Anfangspunkt symmetrischen P = (— a', — b') wiihlt, und
zugleich die Reihenfolge von P und P, vertauscht.
a: E, 2 -:,m 4 + tb ‘ besagt, dafs alle die-
jenigen Dreiecke, deren gemeinsame Grundllme OP' ist, und deren
Spitzen auf der durch P zu OP' gezogenen Parallelen liegen, mit
OPP' inhaltsgleich sind und dieselbe Umlaufsrichtung haben, d. h.
er ist der Elementarsatz iiber die Inhaltsgleichheit von Dreiecken
mit gleicher Grundlinie zwischen denselben Parallelen.
[ pb]
Der dritte Satz p ;;’ g,. = 'P;’ ‘%?' spricht aus, dafs Dreiecke
3 | |
von gleicher Hohe sich verhalten wie ihre Grundlinien.

Der zweite Satz

§ 4.

Es soll nun gezeigt werden, dals jedes System (;:, :,), dessen
Determinante A — ab’'— a'b nicht gleich Null ist, als das Resultat
der Komposition elementarer Systeme darstellbar ist. In diesem ein-
fachsten Falle kann man nun jene Zerlegung direkt angeben. Zu-
niichst kann man ein System mit der Determinante A als Produkt
eines Elementarsystemes und eines solchen mit der Determinante eins
darstellen; denn auf der rechten Seite der Identitiit

b
(a, b) ( A, 0 a o
a',b' 0, 17°\ 2. ut
ist ja das erste System bereits ein elementares, wihrend das zweite
die Determinante w =1 hat.

Zur Dekomposition dieses letzten Systemes kann man aufser den
elementaren Systemen auch solche von der Form ((1) i) benutzen,
weil diese ja aus den elementaren in bekannter Weise komponiert
sind. Aus diesen und den Vertauschungssystemen kann nun das
soeben betrachtete leicht zusammengesetzt werden. Bildet man nim-
lich das Kompositionsresultat der fiinf Systeme

4!
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592 Vierte Vorlesung.

® (1) @) @ D@00 D)= 52,

so ist dieses ein System, dessen Determinante gleich eins ist, weil
dasselbe von allen seinen Komponenten gilt. Damit dieses aber mit

a b
(K’ E) iibereinstimme, braucht man nur die bis jetzt noch willkiir-
(] I
a', b
lichen Grifsen «, 8,y so zu bestimmen, dafs

b
B—1=%0 wby—e—y=}
p=d, By —1=10'

wird. Aus der ersten, dritten und vierten Gleichung ergeben sich
unter der Voraussetzung @' 20 fiir diese Gréofsen die folgenden Werte:

_a+4A b' 1
a+A p=d, Vi +

und die zweite Gleichung ist dann von selbst erfiillt, weil sie eine
Folge der drei iibrigen und des Umstandes ist, dals die Determinante
gleich eins ist.

Ist also a'2=0, so erhilt man die folgende Dekomposition des

Systemes (zf g,)

@ (4 b )_(A, 0)( “"’“)(u —1) (1, a') (0, ¥ 1)(1, %)

a’, b' 0, 1 O, 1 1, 0 0, 1 1, 0 0’ 1 !
von diesen sind das erste und die beiden Vertauschungssysteme bereits
selbst elementar, von den drei anderen zerfillt nach S. 48 jedes noch in
drei elementare Systeme, so dals hier eine Dekomposition in zwolf
elementare Komponenten gegeben ist.

Ist a' =0, so gilt die soeben gegebene Zerlegung nicht unmittelbar.
Geht man aber hier von der Identitit

a, b 037 al s

(a', b') N (1’ 0) (— a,,— b )
aus und zerlegt dann die zweite Komponente auf der rechten Seite
weiter, so ist hier das dem a' entsprechende Element — @ sicher von
Null verschieden, weil ja andernfalls ab’' — a'b gleich Null sein miilste.
Die Zerlegung in Elementarsysteme ist aber hier keine eindeutige,
und hierauf beruht die fundamentale Verschiedenheit derselben von der
Zerfillung der Zahlen in ihre Primfaktoren. So kann z B., wie die
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§ 5. Die Determinante als Invariante fiir die Reihenfolge der Kompositionen. 58

a, b

@) b') auch folgendermalfsen

einfache Ausrechnung zeigt, das System (
in 17 Elementarsysteme zerlegt werden

AT
E0-C G ICAEICTE)CT)

0, 1 0, 1

WG S e Y S o T
GICEEE)EIE)

Der Grund dieser Verschiedenheit liegt eben darin, dafs hier die Reihen-
folge der Komposition nicht gleichgiiltig ist.

§ 5.

Mit Hilfe der im vorigen Abschnitte gefundenen Zerlegung eines
Systemes in Elementarsysteme kann jetzt auch die schon vorher (S.42)
aufgeworfene Frage beantwortet werden, wie eine Funktion der vier
Elemente eines Systemes beschaffen sein mulfs, damit fiir sie die Reihen-
folge der Komposition gleichgiiltig ist. Sind also

_(a, b 0
S= (al" bi‘)? S'= (ﬁ; ﬁr)
a, b
a', b’
dafs fiir unbestimmte Werte der Elemente von S und S’ die Gleichung
(1) F(S8)=F(S'S)
oder, was dasselbe ist, dals

aac+bp, ad+bp"\ _(ea+da, ab+ a'd
(15.) F a;“ + brﬁ’ ﬁrl'“l'_]_ b:ﬁr) T F(ﬁﬂ + ﬁraf’ ﬂb + ﬂrb!)
besteht. Ist ferner S” irgend ein drittes System, so mufs F so beschaffen
sein, dafs auch

@) F(S8'S") = F(88" 8"

ist; ist diese Bedingung aber erfiillt, so bleibt F' auch ungeiindert,
wenn man die drei Komponenten auf alle sechs iiberhaupt mégliche
Arten vertauscht. In der Tat ist ja wegen (1)

F(88'8")=F[(88")8"]=F[S"(88")]=F(8"8S")
= F[8(8'8")] = F[(S'S")8) = F(S'8"8),
und genau ebenso findet man

F(S8" 8" = F(S8"8'8)=F (S 88",

zwei Systeme, so soll die Funktion F ( ) so bestimmt werden,
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wegen (2) sind also wirklich alle jene sechs Funktionen einander
gleich.

Ist aber F' eine solche Funktion der vier Elemente von S, dals
die beiden Gleichungen (1) und (2)

F(S8)Y=F(S'S)
F(SS8'8"y=F(88"8")

erfiilllt sind, so zeigt man leicht induktiv, dals fiir beliebig viele
Systeme S;, S;, ... S,

(3) F(8,8...8)=F(8,8,...8)

ist, wenn S;, S,,...5; die Systeme S,, S;,... S, in irgend einer
Vertauschung bedeuten. Zuniichst erkennt man nidmlich ohne weiteres,
dafs eine jede solche Vertauschung (;,...S;) dadurch erhalten
werden kann, dals man hintereinander immer zwei benachbarte
Elemente Si, Siy; miteinander vertauscht; denn durch eine Anzahl
von solchen Vertauschungen kann man zuerst S; successive an die
Stelle von S;, —1, S;,—s, ... S; bringen, dann S;, an die zweite Stelle u.s.w.
Also ist die allgemeine Gleichung (3) bewiesen, wenn man zeigen
kann, dafs allgemein

F(S ... 8—18:8418k42...8n) =F(8 ... Si—1Sip18: ... 8,)
ist. Setzt man aber die beiden links und rechts auftretenden Produkte
B oo Sp—y=8,, Sits...8=128,
so reduziert sich die zu beweisende Gleichung aunf
(4) F(8y Sk Si18) = F (S, Sa418:8);
nun ist aber nach der Voraussetzung (2)
F (8, 8 Si1) = F (S Sit18);
ersetzt man hier Syy; durch S;y;S, und benutzt dann wieder die
Voraussetzung (2), so ergibt sich endlich in der Tat
F (8y 81 8k+180)=F (So k415, 5%) =F ([SySe+1] 5, S) = F (8 Sr-418: S,)-
Mit Hilfe unserer Dekompositionsgleichungen (2) auf 8.52 fiir ein

beliebiges System (i: z,) zeigt man nun leicht, dafs fiir eine Funktion
jener vier Grofsen dann und nur dann die Reihenfolge der Kompositionen
gleichgiiltig ist, wenn dieselben nur in der Verbindung (ab' — a'b) auf-

treten, wenn also F' (:: Z') eigentlich nur von der einen Variablen A
abhingt. ;
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§ 5. Die Determinante als Invariante fiir die Reihenfolge der Kompositionen. 55

In der Tat war ja
1 1
oGN-GHEICIE)CIEICH(E )0
1
GAGIG?)

wo «, 3, y drei rationale Funktionen der Elemente sind, auf deren

, g ) eine solche Funktion
der vier Grdfsen (a, b, a', b") sein, dals eine Anderung der Reihenfolge
der Kompositionen an ihrem Werte nichts iéindert, so muls F' auch un-

Werte es jetzt nicht ankommt. Soll also F(

geiindert bleiben, wenn man das System (z,’ 2,) durch seinen Wert

in (D) ersetzt, und dann die Reihenfolge der Kompositionen ganz beliebig
wihlt. Ordnet man nun die Systeme rechts in der Reihenfolge

SEIGEENE EDG ) GDEDTED

so reduziert sich die erste eckige Klammer offenbar auf das Einheits-
1,—-1\* 0,—1
1, 0) o (1, —1

a, b A0 0,—1y 1, 1 0, —A

F () =F Lo 1) (1) o D=7 o)
d. h. die Funktion F' mufs notwendig eine solche sein, in der die vier
Variabelen (a, b, @', b') nur in der Zusammensetzung A= ab' - a'b
auftreten, oder F' mufs von A allein abhiingen. Anderseits haben
wir aber erkannt, dals die Determinante A, also auch natiirlich jede
beliebige Funktion derselben, wirklich von der Reihenfolge der Kom-
position unabhingig ist. Wir sind also zu dem fundamentalen Satze
gelangt:

system, die zweite auf ( ); es muls also sein

Der Wert einer Funktion der vier Grifsen eines kom-

ponierten Systemes ist dann und nur dann von der Reihen-
folge der Systeme unabhiingig, wenn diese einzig und allein
von der Determinante des Systemes abhingt.

In diesem Satze ist somit die charakteristische Invarianteneigenschaft
der Determinante ausgesprochen, da sie wirklich nur Funktionen der
Determinante selbst zukommt.
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514 Vierte Vorlesung.

§ 6.

Von der hier betrachteten Komposition der Systeme kann man
sich wieder ein sehr anschauliches geometrisches Bild machen. Zu
diesem Zwecke betrachten wir zwei Ebenen F und E', nehmen in
jeder von ihnen ein rechtwinkliges Koordinatensystem an und ordnen
jedem Punkte P'= (z', y') der zweiten denjenigen Punkt P der ersten
Ebene zu, dessen Koordinaten (2, y) mit denen von P’ durch die

Gleichungen YT S eI

y=a'm'+ b'y'—l-c’
zusammenhingen. Dann entspricht offenbar jedem Punkte von E' ein
und nur ein Punkt von E; die zweite Ebene ist also auf der ersten
abgebildet. Damit aber diese Beziehung eine umkehrbare sei, ist noch
eine Bedingung zu erfiillen. Um diese aufzufinden, wollen wir der
Einfachheit wegen ¢ =¢'= 0, d. h. jene beiden Abbildungsgleichungen

in der Form
z=az'+by'
(1) L8 g
y=a'az'+0b'y
annehmen, was ja offenbar durch eine parallele Verschiebung des ersten

Koordinatensystemes, d.h. ohne jede Anderung in der Natur der Ab-
bildung, erreicht wird. Ist dann die Determinante

A=ab —a'b

von Null verschieden, so besitzt das Gleichungssystem (1) fiir jedes
endliche Wertepaar (x,y) eine und nur eine endliche Losung, jedem
Punkte P = (z, y) von E entspricht also auch ein einziger Punkt P’
von E', d. h. beide Ebenen sind eindeutig aufeinander abgebildet.

Ist dagegen A = 0, aber mindestens ein Element, etwa a = 0, so

folgt aus den Gleichungen (1) sofort
(2) a'z —ay=0,
d. h. jedem Punkte von F' entspricht stets ein Punkt der bestimmten
Geraden (2), also ist hier die ganze Ebene E' auf jener Geraden ab-
gebildet; umgekehrt entspricht aber keinem aufserhalb der Geraden (2)
liegenden Punkte von F ein Punkt von E'; in diesem Falle ist also
die Abbildung beider Ebenen keine eindentige.

Wir wollen nun die Natur dieser Abbildung beider Ebenen in
dem Falle genauer untersuchen, dals sie eine eindeutige, dafls also
A 20 ist. Wiahlt man in E' zwei Punkte 1' und 2’ mit den Koordi-
naten (z;, ;) und (], y;) beliebig aus, so wird durch sie und den
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§ 6. Eindeutige Abbildung zweier Ebenen aufeinander. AT

Koordinatenanfangspunkt O’ ein Dreieck bestimmt, dessen doppelter
Inhalt und dessen Umlaufssinn nach S. 32 durch die Gleichung

24, Yy |

gy Ys

gegeben ist. Sind 0, 1, 2 die entsprechenden Punkte von E, so
sind ihre Koordinaten beziehlich

0, 0), (aw;+ by, a'z;+b'y), (azi+ by, a'zi+b'y,y),
also ist der entsprechende Ausdruck fiir den doppelten Dreiecksinhalt

3) (0, 1, 2) =

az,+ by;, a'z;+ by,
azy+ by, a'zy+b'y;|
d. h. unter Berlicksichtigung des Multiplikationssatzes

(0, 1, 2) =

©1,2=|% V-0, 1204
Z;, £}
Es ist also stets e
(0!1!2) o
[

Ganz ebenso folgt aus dem Ausdrucke (1a) auf S. 32, dals wenn
(1, 2, 3) und (1', 2', 3") die Ausdriicke fiir den doppelten Inhalt von zwei
beliebigen entsprechenden Dreiecken sind, auch hier die Proportion
besteht

(1 L] 2! 3)
(4) El‘i"‘—?; 3!} —— &‘

Das Verhiltnis der Flicheninhalte entsprechender Drei-
ecke ist also stets gleich der Transformationsdeterminante, und
die Umlaufsrichtungen sind einander gleich oder entgegen-
gesetzt, je nachdem diese Determinante positiv oder negativ ist.

Hieraus ergibt sich unmittelbar, dafs den Punkten einer Geraden [
in F die einer Geraden !' in E’' eindeutig entsprechen; denn aus der Glei-
chung (4) folgt ja, dafls der Punkt 3 dann und nur dann auf der Ge-
raden 1,2 liegt, wenn sein Bild 3' auf der Geraden 1',2' sich be-
findet. Weil bei dieser Abbildung das Bild jeder geraden Linie wieder
eine solche ist, nennt man die hier betrachtete Beziehung der beiden
Ebenen eine kollineare.

Betrachtet man endlich in F ein beliebiges, sich selbst nicht
schneidendes Polygon P, so entspricht diesem ein ebensolches Poly-
gon P' mit gleichviel Ecken, und aus dem Ausdruck fiir den Inhalt
von P, dargestellt als eine Summe von #» Determinanten, ergibt sich
leicht unter Anwendung des Multiplikationssatzes:

(cl

http://rcin.org.pl



5%} Vierte Vorlesung.

Das Verhiiltnis der Flicheninhalte von zwei entsprechenden
Figuren in den Ebenen E und E' ist gleich der Trans-
formationsdeterminante, und ihre Umlanfsrichtungen sind ein-
ander gleich oder entgegengesetzt, je nachdem diese Deter-
minante positiv oder negativ ist.

Man kann aus diesem Grunde die Transformationsdeterminante,
welche das Inhaltsverhiiltnis entsprechender Figuren bestimmt, den
Korrelationsfaktor nennen.

Dies Resultat ist besonders wichtig, weil der Inhalt in einer
Ebene nichts anderes als die in zwei Dimensionen iibersetzte Malszahl
ist. In der Geraden kann das Mafs entstanden gedacht werden aus
der Vorstellung der Anzahl gleichweit voneinander entfernter Punkte.
Ahnlich kann man sich das Messen in der Ebene entstanden denken,
aus einem Zihlen in zwei Dimensionen. Unsere Beziehung entspricht
also einer Veriinderung der Malseinheit in der Ebene, deren Gréfse
durch die Determinante bestimmt ist.

§ 7.
Durch die Transformationsgleichungen
z=az'+by
(1 gL S
y=a'z' +by
wurde die Ebene E' auf der Ebene E Punkt fiir Punkt abgebildet,
und diese Beziehung war, falls die Substitutionsdeterminante A = Z: ;:,

von Null verschieden ist, eindeutig umkehrbar, wie man auch aus den
durch direkte Auflésung sich ergebenden Gleichungen

' v b
zg'= Zz—xy

(13) ' a' a

gtk 1Y

unmittelbar erkennt. Der besseren Ubersicht wegen sollen die Trans-
formationsgleichungen (1), vermittelst deren (z, y) durch (z', y') aus-
gedriickt werden, in der folgenden leicht verstindlichen symbolischen
Form

@) @9 =(3 ;)@ )

oder auch, falls das System (Z: Z,

(S) bezeichnet wird, in der Form

) der Substitutionskoeffizienten durch
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§ 7. Eindeutige Abbildung zweier Ebenen aufeinander. 59

(2a) @ ) =8, ¢)
geschrieben werden. Bedeutet dann, wie friiher, S~ das zu S rezi-
proke System, so lilst sich die Auflésung (1a) von (1) offenbar schreiben

(2b) @', )= 8" (=, y).
Wird nun auf der zweiten Ebene E' eine dritte F" durch die neuen
Gleichungen

(3) @=1z"+py"
y?= ;'!xl'l + pfy”’
oder in der einfacheren Schreibweise
Ay w
3& xi, r = : i xﬂ, "
(3a) @, 9)= (3 ) @" v

abgebildet, so ergeben sich unter Benutzung von (1) und (3) die
folgenden Gleichungen zwischen (z, y) und (2", y")

z=(@i+bA)z"+(@p+bu)y"
y=(a'2+0'2)2"+ (a'u +b'u")y";

: g a, b Ayt
oder, da das hier auftretende Substitutionssystem auns (“,’ b') und ( i lu,)
komponiert ist, so lilst sich die durch die beiden Gleichungssysteme

br) (=, ¥
@ y) = G ::) ", y")

vermittelte Beziehung zwischen (z, y) und (2", ") folgendermaflsen
schreiben

(6) @9 =[( 3) (3 5] v,

Sind entsprechend eine Reihe z. B. von vier Ebenen E, E', E", E"
durch die Gleichungen

(4)

a,

(.’L‘, y)= (ar,

()

(@, ) =(P) (@', y")
(6a) (@, ¥') = (@) (", y")
(x:r’ yn) n KR) (xm, ym)
aufeinander bezogen, so erkennt man direkt, dals die letzte auf die
erste durch die Gleichungen

6b) (@, y) = (P E) (=", y")

abgebildet ist, wo wie vorher P @ R das aus den Komponenten P, ¢, I
in dieser Reihenfolge zusammengesetzte System bedeutet.

http://rcin.org.pl



60 Vierte Vorlesung.

Aus diesem Resultate kann man einen nicht auf die Ausrechnung
gegriindeten Beweis des wichtigen Satzes ableiten, dafs fiir die Kom-
position der Systeme das sogenannte assoziative Gesetz gilt, dals nim-
lich das System P @ R dasselbe bleibt, wie man auch die drei
Komponenten unter Wahrung ihrer Reihenfolge zusammenfassen mag.
Bildet man nimlich durch die erste der Gleichungen (6a) die Ebene E
vermittelst P auf F' ab und dann ' durch die komponierte Sub-
stitution Q@ R auf E'', so erhiilt man die Abbildung von E auf E"
durch P (Q R). Dieselbe Abbildung erhdlt man aber, wenn man
von E durch P @ zuerst zu E" und von E" durch R zu E" iiber-
geht; und so ergibt sich die Gleichung

PQR=P(QR) =(PQ)R,
welche eben das assoziative Gesetz fiir die Komposition der Systeme
ausspricht, und dieser Beweis kann ohne weiteres auf die Kom-
position beliebig vieler Systeme ausgedehnt werden.

Die Gleichungen (1) ergaben dann und nur dann eine eindeutige
Abbildung der Ebenen E und E' aufeinander, wenn der Korrelations-
faktor | P| = | @, b| von Null verschieden war, und ein Gleiches muls fiir
die Determinante | Q| = |4, p| der Fall sein, damit £’ auf E" eindeutig
abgebildet sei. Ist das aber der Fall, so mufs auch zwischen ¥ und E"
eine eindeutige Beziehung bestehen, und das ist auch in der Tat der
Fall, da ja nach (6) und dem Multiplikationssatze der hier auftretende
Korrelationsfaktor

Ay |

; | qay by Ay py| a, b
(7) PQ!=!(a',b]) (xr’“r);=||ar,br" 1r,pf_=.P |Q]
ist. Hieraus ergibt sich, dafs bei dieser successiven Abbildung das
Inhaltsverhiltnis entsprechender Figuren gleich dem Produkte der
beiden Korrelationsfaktoren ist, ein Satz, der auch direkt erschlossen,

und auf den dann ein neuer Beweis des Multiplikationstheorems leicht
gegriindet werden konnte.

§ 8.

Von besonderer Wichtigkeit fiir die analytische Geometrie ist
diejenige Abbildun .
i § T=ALE+un

1
o y=~=4'E+u'n,

bei welcher nicht nur je zwei entsprechende Flichenteile inhaltsgleich
sind, sondern auch entsprechende Strecken gleiche Linge besitzen.
Ist dies der Fall, so wird S = (if i,) ein orthogonales System ge-
nannt. Da alsdann zwei entsprechende Dreiecke gleiche Seiten besitzen,
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§ 8. Orthogonale Systeme. 61

also kongruent sind, so ist die erste Annahme eine Folge der zweiten.
Da bei dieser Abbildung die Anfangspunkte O und O' beider Koordi-
natensysteme einander entsprechen, so miissen zunichst, falls P und P’
zwei beliebige entsprechende Punkte beider Systeme sind, die beiden
Strecken OP und O'P' gleiche Liinge besitzen. Sind also (z, y) und
(&, n) die Koordinaten zweier entsprechender Punkte, so muls die Sub-
stitution (1) so beschaffen sein, dals

@ 24 =
ist, d. h. es muls

B4ar=1
(20) w1
lp+A'p'=0

sein. Diese notwendige Bedingung ist aber auch hinreichend; ist sie
nimlich erfiillt, so zeigt man leicht, dafs irgend zwei entsprechende
Punktpaare P, P, und P], P} dieselbe Entfernung besitzen. In der
Tat seien (2, y,), (%, ¥;) die Koordinaten von P; und P, und
(&, my), (&3, my) die der entsprechenden Punkte P], P}, so hiingen
dieselben beziehlich durch die Gleichungen (1) zusammen, und aus
ihnen ergibt sich

Ty —ay=4(E—§)+ u(m—n)

Yo— Y =4(&— &) + o' (ne — n)-
Hieraus folgt aber mit Benutzung der Gleichungen (2a)

2
2, u
‘ A
also die Ebenen F und F' dann und nur dann kongruent abgebildet,
wenn die Gleichungen (2a) erfiillt sind, oder, was dasselbe ist, wenn

, & 5 1,.0
®) e =)

ist. Bezeichnet man aber wieder das zu S gehorige transponierte
System durch S, so kann unsere Gleichung in der Form

(4) S8=E

geschrieben werden. Es muls also zuniichst, wie der Ubergang zu den
Determinanten lehrt, die Substitutionsdeterminante | S| von Null ver-
schieden sein. Ist dies aber der Iall, so existiert ein und nur ein
System, néimlich das reziproke S, fiir welches die Gleichung

(4a) 8 '8=E

Durch die Abbildung mit dem Koeffizientensysteme ( ,) werden
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erfiillt ist; und durch Vergleichung von (4) und (4a) ergibt sich also

der Satz: ) .
Ein System S ist dann und nur dann ein orthogonales,

wenn das ihm konjugierte System dem reziproken gleich ist.
Setzt man in der Bedingungsgleichung fiir die orthogonalen Systeme
S=8""
die einzelnen Koeffizienten einander gleich, so ergibt sich

’

W
. a, 1 &' T A
() (#, :u')_ I 5

A A

wo A= Aiu'— A'u ist. Geht man aber in der Gleichung (4) zu den
Determinanten iiber, so folgt weiter
A= 1, A=+ 1,

Es gibt also zwei verschiedene Arten kongruenter Abbildungen, nim-
lich solche, fiir weleche A = + 1 ist. Und zwar sind diese vollkommen
dadurch charakterisiert, dafs fiir A =4 1 die Umlaufsrichtungen ent-
sprechender Dreiecke und allgemeiner entsprechender Flichenteile gleich,
fiir A = — 1 entgegengesetzt sind.

Ist A =1, und legt man die Ebene E' so auf F, dals ihre An-
fangspunkte O und 0' sich decken, und dreht die Ebene E' dann so,
dafs irgend zwei entsprechende Punkte P und P' koinzidieren, so
liegen alle entsprechenden Punkte @ und @' ebenfalls iibereinander,
weil jedes Dreieck P O ¢ dem entsprechenden Dreieck P’ O' Q" kongruent
ist und gleichen Umlaufssinn besitzt. Diese Transformation entspricht
also einer einfachen Drehung des rechtwinkligen Koordinatensystemes um
den Anfangspunkt. Ist dagegen A= — 1, und bringt man wieder O P
mit O'P’ zur Deckung, so liegen je zwei entsprechende Punkte @, @'
symmetrisch zu jener Linie, da hier jene beiden Dreiecke entgegen-
gesetzten Umlaufssinn haben. Die beiden Ebenen sind erst dadurch
zur Deckung zu bringen, dals man die zweite um O'P' herumklappt.
In dem zweiten Falle sind die beiden Ebenen also durch Aufeinander-
legen und blofse Drehung nicht zur Deckung aller entsprechenden Punkte
zu bringen, sondern man mufls, um dies zu erreichen, noch die dritte
Dimension zu Hilfe nehmen.

Betrachten wir zuniichst nur die Transformation mit der Deter-
minante + 1, welche also einer Drehung des rechtwinkligen Koordi-
natensystemes entspricht, so ergibt sich aus (5) die Gleichung

2y A ul, —w S
R R
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d.h.es ist u'=12, 2'= —pu. Man erhiilt also alle und nur die ortho-
gonalen Systeme der ersten Art in der Form
2, u
S == f B4 ur=1,
! (_ &,
wahrend fiir alle Systeme der zweiten Art sich ebenso
1’ Lu' ] 2
S’Z(p,—l) k=

ergibt. Hier kann 1 in dem Intervalle zwischen — 1 und + 1 beliebig
angenommen werden, wihrend dann g durch die Gleichung A% + p?=1
bestimmt ist.

Um alle reellen orthogonalen Systeme der ersten und zweiten Art
vollstindig darzustellen, beachten wir, dals man eine reelle Zahl ¢ stets

so wihlen kann, dals
p_1—4

T14a
ist; dann wird

1— ¢ T

o T L

Man erhilt also alle orthogonalen Systeme und nur sie folgender-
mafsen in rationaler Form ausgedriickt

1—tf 2t 1—¢* 2t

1+ 142 ¢ 1|
8, = 2t 1—¢|” P2 | g4 1

T 1 148 " 1§

Setzt man hier, was stets gestattet ist, ¢ = tg ‘:: so werden jene beiden
Systeme beziehlich

s =( cos «, sina) S — (cosa:, sintx)
' \—sine, cose/’ " \sinw, — cosa/’

und von den zugehérigen Transformationsformeln
z= Ecosa+ 7 sine x=Ecose + 7 sina
y=—Esine + 5 cosw y=_Esine — ycose

entsprechen die beiden vorderen der Drehung des Achsensystemes um den
Winkel ¢ und die beiden hinteren einer ebensolchen Drehung nebst
Vertauschung der positiven Richtung der alten y- Achse.
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Fiinfte Vorlesung.

Arithmetische Anwendungen der Determinanten zweiter Ordnung. — Die ganz-
zahligen Systeme. — Gittersysteme in der Ebene. — Eindeutige Abbildung der
Gitterpunkte zweier Ebenen aufeinander. — Reduktion ganzzahliger Systeme durch
vordere Komposition mit Elementarsystemen. — Die reduzierten Systeme. — Die
Aquivalenz der ganzzahligen Systeme, — Die Grundeigenschaften iiquivalenter
Grofsen. — Die Klassenzahl der ganzzahligen Systeme. — Die verschiedenen Arten
der Aquivalenz ganzzahliger Systeme. — Hintere Komposition mit unimodularen
Systemen. — Vordere und hintere Komposition. — Bilineare Formen und ihre
Transformation. — Die reduzierten Systeme.

§ L

Die in der letzten Vorlesung gegebenen Uberlegungen sollen nun
zuniichst dazu beniitzt werden, um auf die von Gaufs eingefiihrten
arithmetischen Prinzipien {iberzugehen, welche die Grundlage fiir einen
grofsen Teil der neueren Arithmetik gebildet haben. Bis jetzt waren
die Konstanten stets als beliebige positive oder negative Zahlen an-
genommen, und ebenso war als der Bereich der Variablen das ganze
Gebiet der endlichen Zahlen angesehen worden. Geometrisch konnte
so das Gebiet zweier Veriinderlichen mit allen Punkten einer Ebene
identifiziert werden.

Nimmt man jetzt die Konstanten nicht mehr als beliebige reelle
Grofsen, sondern als willkiirliche positive oder negative ganze Zahlen
und betrachtet auch als das Gebiet der Veriinderlichen nicht mehr
alle endlichen, sondern nur noch alle positiven oder negativen ganzen
Zahlen, so treten hier durch die Forderung der Ganzzahligkeit ganz
neue Prinzipien hinzu, deren systematische Darstellung und Aus-
gestaltung zuerst von Gaufs in seinen Disquisitiones arithmeticae durch-
gefiihrt worden ist. Den Bereich einer Variablen z kann man dann
mit dem Systeme von Punkten identifizieren, deren Abscissen ganze
Zahlen sind, d.h. mit einer Punktreihe, welche den Nullpunkt enthilt
und fiir die die Entfernung benachbarter Punkte gleich der Lingeneinheit
ist. Dem Gebiet zweier Variablen (z, y) entspricht hier das Gitter-
system aller Punkte, deren Koordinaten ganze Zahlen sind. Dieselben
sind die simtlichen Schnittpunkte der durch die ganzzahligen Punkte
jeder Achse zu der anderen gezogenen Parallelen.
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Es seien nun in den beiden Abbildungsgleichungen
r=az'+by', y=a'z'+0b'y

die vier Substitutionskoeffizienten des Systemes

B B0

ganze Zahlen, dann entspricht jedem Gitterpunkte (2, y') der Ebene E'
offenbar ein und nur ein Gitterpunkt (z, ) von E, jedoch diese Be-
ziehung ist auch dann nicht notwendig umkehrbar, wenn die Determinante
von S von Null verschieden ist. Damit niimlich auch ganzzahligen
Werten von (z, y) ebensolche von (z', y') entsprechen, ist offenbar not-
wendig und hinreichend, dafs auch die inverse Substitution

e B, W
el BT

a' a
Y=gk

ganzzahlige Koeffizienten besitze, d. h. dafs nicht nur das System S
in (1), sondern auch sein reziprokes

(1a) S 1=

ein ganzzahliges sei. Also ist jedenfalls notwendig, dafs die Deter-
minanten A und -i— von S und 8" von Null verschiedene ganze Zahlen
sind. Dies ist aber nur unter der Bedingung

1
A= =+1

der Fall, und aus der Darstellung (1a) des reziproken Systemes geht
hervor, dafs dieses alsdann auch wirklich ganzzahlig, d.h. dafs die
beiden Gittersysteme von F und E' unter dieser Bedingung und unter
ihr allein eindeutig aufeinander abgebildet werden.

Bei dieser spezielleren Art der Abbildung besitzen also entsprechende
Polygone stets denselben Flicheninhalt, und der Umlaufssinn ent-
sprechender Figuren ist derselbe oder der entgegengesetzte, je nachdem
A=-+1 oder A=—1 ist. Spiiter werden wir beide Arten der Ab-
bildung genauer zu unterscheiden haben, vorderhand wollen wir nur
die erste, fiir welche

A=+1
ist, genauer ins Auge fassen.

Kronecker, Determinanten, b
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§ 2.

Im vorigen Abschnitte wurde gezeigt, dals wenn zwei ganzzahlige
Variablenpaare durch die ganzzahligen Gleichungen

(1

zusammenhiingen, der gesamte Bereich des einen dann und nur dann anf
dem des anderen abgebildet wird, wenn die Determinante ab'—a'b=+1
ist. Hiernach liegt die Frage nahe, in welcher Beziehung der Bereich
von (z,y) zu dem von (z',y") steht, wenn jene Determinante eine
beliebige ganze Zahl ist. Aus jenen Gleichungen geht unmittelbar
hervor, dafs jedem ganzzahligen Systeme (z', ¥') ein und nur ein
ebensolches System (z, y) entspricht. Dagegen wird einem ganzzahligen
(z, y) im allgemeinen ein gebrochenes (z', y'), d.h. dem ganzzahligen
Gittersysteme der (z, y) ein rational gebrochenes Gittersystem der (z', y')
entsprechen.

Bei dieser Untersuchung kann man sich die Aufgabe auf dem
folgenden Wege erleichtern, und dies bildet eben den Eingang in die
Fragen, mit deren Beantwortung wir uns jetzt beschiiftigen wollen.
Ersetzt man die Variablen (z, y) durch neue Variablen (2, y,) ver-
mittelst der ganzzahligen Gleichungen

z=az' +by'
y=aJx!+bry!

L}
0, &

2) (2, y) = (ﬁ, ﬁr) (z, y),

deren Determinante ap' — «'f =1 ist, so entspricht das Gebiet von
(z, y) vollstindig dem Gebiete von (z,, y,), und auch der Umlaufssinn
entsprechender Polygone ist derselbe; man erhilt also auch die Losung
unserer Aufgabe, wenn man die Beziehung der (z,, y;) zu den (z', y')
untersucht. Diese wird aber vermittelt durch die Gleichungen

(% «'\(a@, b A
) @ =[(5 5) )] @ 9
Man kann also das gestellte Problem, ohne es im geringsten zu iéndern,

@, b FIGRE

a:, b') vorn mit einem

beliebigen ganzzahligen Systeme mit der Determinante eins komponiert.
Diese Bemerkung leitet nun zu der Aufgabe iiber, ein vorgelegtes

dadurch vereinfachen, dafs man das System (

ganzzahliges System (:;' z,) durch vordere Komposition mit einem

beliebigen ganzzahligen Systeme mit der Determinante eins auf eine
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moglichst einfache, nicht weiter reduzierbare Form zu bringen. Diese
Aufgabe ist der frither durchgefiihrten Dekomposition der allgemeinen
Systeme analog; sie fiihrt jedoch hier zu vollkommen anderen Resultaten.

Auch hier wollen wir die gestellte Aufgabe nicht auf einmal,
sondern schrittweise dadurch 16sen, dafs wir mit , elementaren* Systemen
der Determinante eins so komponieren, dafs das resultierende System in
einem gleich anzugebenden Sinne moglichst einfach wird. Als
Elementarsysteme wollen wir auch jetzt die auf S.46 betrachteten von
der Determinante eins nehmen

0, —1 1544
4) (1 o) wd (o, )
Jedoch kinnen wir gleich das allgemeinere
1, ¢
4 !
(48) (0, 1)

hinzarechnen und zwar sowohl fiir ein positives, als auch fiir ein
negatives, aber ganzzahliges . Im ersten Falle ist nimlich

o, 0=, 2)

ist dagegen ¢ eine negative ganze Zahl — z, so ist

1, — — 1y*

(0, D= ((1): 1)’
und aus der auf S.48 angegebenen Gleichung

1,—-1 Lysnend a0 — IX% /T —1y /1, 1y /0,—1

@ ;") =) =6 7o) 60 6 060 @7
ergibt sich direkt, dafs ((1)’ i) auch in diesem zweiten Falle durch die

beiden Systeme (4) darstellbar ist.
Ich bemerke gleich, dafs die zu den Elementarsystemen 4)

reziproken Systeme . ;
? 1 1} i
(—1, o) MO (0, 1)

offenbar ebenfalls durch die Systeme (4) darstellbar sind. Geht also
ein System S durch vordere Komposition mit einer Anzahl von
Elementarsystemen (4) in ein anderes S' iiber, besteht also eine

Gleic}lun 7
g EE..E” S48

wo die E© irgendwelche Elementarsysteme (4) bedeuten, so folgt aus
thr durch Auflésung nach S eine andere

5%
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68 Fiinfte Vorlesung.

=1 e qy—1 Az
B=ET BTN BTN

welche lehrt, dafs auch umgekehrt S’ durch vordere Komposition mit
Elementarsystemen in S iibergefiihrt werden kann.
Komponiert man ein beliebiges System vorn mit einem der beiden

Systeme e ] 1.4
("o (o 1)
so bewirkt das erste eine Vertauschung der Zeilen mit einer Zeichen-
inderung der ersten, das zweite bewirkt, dals zur ersten Zeile das
{-fache der zweiten addiert wird.
Es kommt nun hier keineswegs darauf an, diese Zerlegung in

jedem einzelnen Falle wirklich anzugeben, sondern allein darauf, zu
entscheiden, welches die einfachste Form ist, auf die das allgemeine

System (Z;' z,) durch successive Kompositionen dieser Art stets ge-
»

bracht werden kann. Zunichst kann man durch eine solche Kom-
position erreichen, dafs das Element a' verschwindet. Ist das nimlich
nicht der Fall, so kann man zuerst durch eine Komposition der ersten
Art, also eine Zeilenvertauschung, erreichen, dafls |&'| <|a| wird, falls
dies nicht schon von selbst der Fall ist. Alsdann kann man in einem

Elementarsysteme der zweiten Art L9 die ganze Zahl ¢ so bestimmen
y 0 1 g ?

dafs in dem komponierten Systeme

b ', b+ tb' a, b
GG =0 =)

)

das neue erste Glied @ absolut genommen kleiner ist als «'. Bringt
man nun durch Komposition mit einem Vertauschungssysteme

0,— 1y sa, b —a', —b'

(1, 0) (a', b’) & ( a, fJ)
die erste Zeile wieder an die Stelle der zweiten, so erhilt man ein neues
System, in welchem das an Stelle von a' stehende Glied @ seinem ab-
soluten Werte nach verkleinert ist; und diese Verkleinerung kann man
offenbar so lange fortsetzen, bis man nach einer bestimmten Anzahl
yon Kompositionen an Stelle von a' die Null erhilt, bis man also zu
d, v
0, d'
gestalten, dafs das erste Glied nicht negativ ist. Sollte dies néimlich nicht
schon der Fall sein, so geht das System durch eine Komposition mit

({;’ 5 é)2= (“{1): _(1)) {iber in

einem Systeme ( ) gelangt. Dieses System kann man noch so um-

2
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§ 2. Die reduzierten Systeme, 69

=1, O, ry (—d, —7

("o, —1) (o, a)= ("0, Zar)
in welchem das erste Glied das entgegengesetzte Vorzeichen hat.
Endlich kann man, und dies ist der letzte mogliche Schritt, aus dem

bis jetzt erhaltenen Systeme (g’ ;,
S

Zahl r positiv und kleiner als der absolute Wert von d' ist; durch
Komposition mit einem Systeme der zweiten Art erhilt man niimlich

1, &\ d, r\ _(d, r+td'

0, 1) (0, a) =0, ")
und man kann nunmehr die ganze Zahl ¢ so bestimmen, dals » 4 ¢d’
positiv und kleiner als der absolute Wert von d' ist. Man erhilt

also das wichtige Resultat, dafs jedes ganzzahlige System durch vordere
Komposition mit einer Anzahl der beiden Elementarsysteme

@70 ()

in ein ,reduziertes” System

) ein neues herleiten, in welchem die

o, 7
(0; a7

transformiert werden kann, welches durch die beiden Eigenschaften
d>0

A

@) 0 r<|d|

vollstéindig charakterisiert ist.
Nach der auf S. 67 unten gemachten Bemerkung geht dann aber
auch umgekehrt das reduzierte System durch vordere Komposition mit

Elementarsystemen in das gegebene (a: i,) iiber; es besteht also
a 2’
der Satz:

Fiir jedes ganzzahlige System (z}' z,) besteht eine Glei-
chung von der Form ?

® (p) =2 ()

(% B\ (d, r

i (y, é‘) (O, d')’
wo (:’ g) aus lauter Elementarsystemen besteht. Man kann
also jedes ganzzahlige System (:: g,) dadurch bilden, dafs man

ein bestimmtes reduziertes System vorn mit einer Folge aus
den beiden Elementarsystemen komponiert.
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70 Fiinfte Vorlesung.

Geht man in dieser Gleichung von den Systemen zu ihren Deter-
minanten iiber und beriicksichtigt dabei, dafs die Determinante

w$d—fy=1

ist, weil sie ja aus lauter Systemen mit der Determinante eins
komponiert ist, so ergibt sich fir d und d' die Gleichung

(6) dd' = ab' — a'b.

Diese beiden ganzen Zahlen d und d' sind also komplementire Divisoren
der Determinante.

Es besitze das betrachtete System (2: g,) speziell die Deter-
]

minante eins; ein solches werde ein unimodulares System genannt.
Dann folgt aus den drei Gleichungen

dd'=1
a>0
0<r<d,
dafs d =d'=1 und r =0, d. h. dafs hier das reduzierte System das
Einheitssystem ist.

In diesem Falle geht also unsere Transformationsgleichung (5)
iiber in

ba a, b _ 7 (r)
(5a) (a,,b,) EE.. . E
Jedes ganzzahlige System mit der Determinante eins
ist gleich dem Produkte aus einer Folge von Elementar-
0,—1 1 (|

systemen (1, 0) und (0’ 1)-

Der letzte Satz liefert einen sehr einfachen Weg zur Lisung der
wichtigen Diophantischen Gleichung

) ab'—a'b=1

in ganzen Zahlen; da man nimlich jedes System (:: ?E;') mit der

H
Determinante eins nach dem vorigen Satze dekomponieren kann in die

beiden Elementarsysteme ((1): a ;) und (1; i), so wird man alle Systeme
mit der Determinante eins, d. h. alle Lisungen der Gleichung (7) und
nur sie erhalten, wenn man diese beiden Systeme beliebig oft und in
beliebiger Reihenfolge miteinander komponiert. Freilich ist es aunf
diesem Wege nicht zu vermeiden, dals dasselbe Wertsystem mehr als
einmal auftritt.
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§ 3. Die Aquivalenz der ganzzahligen Systeme. 71
Bildet man z. B. das Kompositionsresultat
T, 15(0,—1 1, -3y 0,—1* 16,5
(0, 1) I, o) (0, 1) (1, 0)‘( 3, 1)’
so besteht in der Tat die Gleichung

16.1—5.3=+41.

Anderseits gelangt man aber zu demselben Systeme durch die Kom-
position

6, b 1,6, 0, —1, /1,1, 0, —1)41,—2 0,—1
(13, 1)=(0: 1) (1’ n) (0: 1) (1: 0) (0: 1) (1’ 0)’
welche von der vorigen vollig verschieden ist.

§ 3.

Der Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen des vorigen Ab-
schnittes war die Frage, welche Wertsysteme (z', ") dem vollstindigen
Gittersysteme der Variablen (z, y) entsprechen, wenn diese mit jenen
durch die Gleichungen

® @9 = 3) @

zusammenhiingen. Wenn nun das Variablenpaar (z,, y,) mit (z, y)
durch ein Gleichungssystem

(@ w) = §) @ 9)

verbunden ist, dessen Determinante «d — fy =1 ist, so entspricht dem
ganzzahligen Bereiche von (z, y) eindeutig der von (z,, y,). Betrachtet
man jetzt das Gleichungssystem

(1a) @ w=[C 9 ¢ )] @9,

durch welches (z,, %,) mit (', ") in Verbindung steht, so entspricht dem
ganzzahligen Bereiche der (z,, y,) genau derselbe Bereich von (', y')
wie dem von (z, y). Durch die villig verschiedenen Gleichungen (1)
und (1a) oder was dasselbe ist, durch die ganz verschiedenen Systeme

a, b w, B\ (a, b
2) (41 ) nd (y, 5) (a',b')
wird in diesem Falle daher wortlich dieselbe Aufgabe gestellt. Fiir

diese Aufgabe also sind alle jene Systeme (2) einander #quivalent.
Dieses gedankliche Resultat reehtfertigt die folgende Definition:
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72 Fiinfte Vorlesung.

Ein ganzzahliges System soll einem anderen iquivalent
heifsen, wenn das erste in das zweite iibergeht, indem es vorn
mit einem ganzzahligen Systeme von der Determinante eins
komponiert wird.

Diese Definition kann in der folgenden Formel dargestellt werden

a, b o, B ra, b . "
@ 3)~ G 8) @ w) A7
Fiir die @quivalenten Systeme bestehen die folgenden Siitze, welche
iiberhaupt fiir jede andere Art von Aquivalenz erfiillt sein miissen:

L Ist ein System S, ~ S, so ist auch S, ~ S,

Denn die Voraussetzung S, ~ S, fillt zusammen mit der Existenz
einer Kompositionsgleichung

5= 3) 5

wo (¢d — fy)=1 ist. Komponiert man aber diese Gleichung vorn

mit dem zu (:’ g) reziproken Systeme, welches nach S. 43 gleich
-]
( 6; Ll ﬁ
et A
und dessen Determinante auch gleich eins ist, so folgt

S,= (_ :: - 5) "Sl?

d. h. nach unserer Definition S, ~ S,.
IL. Jedes System ist sich selbst dquivalent, da ja

1, 0
ta He= (0: 1) 8

III. Sind zwei Systeme S, und S, einem dritten S, Aquivalent, so
sind sie auch untereinander fquivalent.

)

Denn nach der Voraussetzung ist ja

(:, g) Sl " Ss= (::: g:) Sz!

?
a, f = a'a ﬁr
(?, §) %= (?', ) S
ad—fy=cda'd'—g'y'=1
ist, und hieraus folgt, wenn man wieder vorn mit dem reziproken Systeme

(_ ::’ i g:) komponiert

d. h. es ist

wo
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§ 3. Die Aquivalenz der ganzzahligen Systeme. 73

o', —B'\ (1
oy 2 G o) s=s
d. h. es ist in der Tat S, ~ S;.

Bei dieser Auffassung der Aquivalenz kann man die im vorigen
Paragraphen gefundene Dekomposition eines ganzzahligen Systemes in
elementare und ein reduziertes durch folgenden Satz charakterisieren:
a, b
bt

»

Jedes System ( ) ist einem reduzierten (g r,) dqui-

valent, in welchem
dd'=ab'—a'd, d>0, 0<r<|d'|
ist.

Denn in der Tat wird ja das eine gleich dem anderen, wenn man
es vorn mit einem geeignet gewiihlten unimodularen Systeme kom-
poniert.

Bei dieser Festsetzung der Aquivalenz ist immer eine grofse
Anzahl von Systemen als dquivalent zu betrachten. Ob zwei Systeme
in dieser Weise zusammengehéren, kann man dadurch entscheiden,
dafs man fiir beide die #quivalenten reduzierten Systeme aufsucht;
sind diese dann einander gleich, so sind auch die urspriinglichen
Systeme fquivalent. Indessen kinnten aber auch zwei solche reduzierten
Systeme einander Hquivalent sein, ohne identisch zu sein. Man kann
aber sehr leicht zeigen, dals diese letzte Annahme unzulissig ist.

Zum Beweise dieses Satzes zeigen wir, dafs ein reduziertes System
bei einer weiteren Komposition mit einem unimodularen Systeme nicht

«, B

reduziert bleiben kann. Wire nimlich (y 3
?

fiir welches das komponierte
«, B\ (@, r\ (ad, ar+ pd’
(y, d‘) (0, d') i (yd, yr+ ﬁd’)
wieder reduziert, fiir welches also

ad>0, yd=0

) ein unimodulares System,

ist, wihrend
d>0

ist, so miifste y =0, « > 0 und also wegen «d — fy =1
ev=g=1 p=0
sein; alsdann geht aber jene Kompositionsgleichung iiber in

6,9 Ga=6"")

?
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und da in dieser Gleichung beide Systeme reduziert sein sollen, so

bestehen die beiden Ungleichungen
r -
<7y pul <101
d. h. es mufs auch § notwendig gleich Null, jenes Kompositionssystem
also das Einheitssystem sein. Man erhilt also jetzt den wichtigen Satz:
Zwei Systeme sind dann und nur dann #dquivalent, wenn

ihre reduzierten identisch sind.

Eine notwendige Bedingung fiir die Aquivalenz zweier ganzzahligen
Systeme S und S' ist offenbar die Gleichheit ihrer Determinanten.
Aber nach den soeben gefundenen Ergebnissen ist diese Bedingung
keineswegs hinreichend. Wir stellen uns nun die Frage, wie viele
nicht #quivalenten Systeme einer wund derselben Determinante A
existieren. Zur Losung derselben brauchen wir jetzt nur alle ver-
schiedenen reduzierten Systeme der Determinante A aufzustellen, da
jedes andere einem und nur einem reduzierten #quivalent ist.

Ist zuniichst A =1, so miissen, wie bereits oben erwihnt wurde,

fiir ein reduziertes System ( die Bedingungen

0, )
dd'=1, d>0

d=d'=1,
und aus 0 <r <1 folgt »=0. Fiir diesen Fall existiert also nur ein

erfiillt sein, d. h. es ist

0
0, 1)'

Aber schon wenn A = p ist, wo p eine Primzahl bedeutet,
erhilt man aus den Bedingungen fiir die reduzierten Systeme die
folgenden Miglichkeiten

demp, d'=1, r=0
d=1, d'=p r=0,1,...p—1.
Die Anzahl der reduzierten Systeme ist also hier gleich p 4 1.

Ist A gleich dem Produkte zweier verschiedener Primzahlen p und ¢,

so liefert eine entsprechende Diskussion die Fille

reduziertes System, das Einheitssystem (1’

d=pg, ad=1, r=0

d=up, d'=q, r=0,1...4—1

d=gq, d'=p, r=0,1...p—1

d=1, A=pg, r=0,1..c.000s. pg—1;
die Anzahl R der reduzierten Systeme ist also

B=1+p+q+pq
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Auch im allgemeinen Falle kann man leicht durch eine ent-
sprechende Diskussion eine vollstindige Reihe der reduzierten Systeme
aufstellen und ihre Anzahl finden. Zu diesem Zwecke hat man nur fiir
eine positive Determinante diese auf alle méglichen Weisen in das Produkt
zweier komplementiren positiven Divisoren dd' zu zerlegen und fiir
jede Zerlegung r die d' Werte 0, 1,...d" — 1 beizulegen. Die Anzahl
R (A) aller reduzierten Systeme der positiven Determinante A ist also

im allgemeinsten Falle
R(A)=ZXd,

d. h. sie ist der Summe aller verschiedenen Teiler der Determinante
gleich. Ist A = p} p... p,*, die Zerlegung der Determinante in ihre
Primfaktoren, so ergibt eine einfache Uberlegung fiir R (A) die folgende
Darstellung W1y bty

§ ke = o
Ist die Determinante negativ und gleich — A, so gehen die reduzierten
Systeme der Determinante — A aus denjenigen fiir 4+ A einfach dadurch
hervor, dals man in allen fiir d' den negativen Wert — d' setzt, und
alles iibrige unverindert lilst. Die Anzahl R (—A) der reduzierten
Systeme ist also dieselbe wie fiir die Determinante A.

In den Naturwissenschaften pflegt man Objekte, die durch irgend
eine gemeinsame Kigenschaft miteinander verwandt sind, in eine
Klasse oder Gattung oder Familie zu vereinigen. In derselben Weise
sollen hier alle éiquivalenten Systeme zu einer und derselben Klasse ge-
rechnet werden. Alle ganzzahligen Systeme ordnen sich dann zuniichst
nach dem Werte ihrer Determinanten, und die Systeme gleicher Deter-
minante zerfallen dann wieder in die Klassen iiquivalenter Systeme,
deren Anzahl mit der soeben ermittelten Anzahl reduzierter Systeme
{ibereinstimmt.

Obwohl die im § 2 betrachtete Abbildungsaufgabe zunichst nur
darum Interesse fiir uns besals, weil sie uns in die Komposition der
Systeme einfithrte, so mag sie doch noch mit den hier gefundenen
Hilfsmitteln vollstiindig untersucht werden, weil sie ein gutes Beispiel
fiir die Verwertung derselben gibt. HEs sei also die Abbildung der
Ebene E' auf die Ebene E durch die Gleichungen

(3) @ 0= ) @ o)

gegeben, und wir fragen, welches Punktsystem (z', ') in E' dem
ganzzahligen Gittersysteme in F entspricht. Dann kénnen wir an
Stelle der Gleichungen (1) von vornherein die reduzierten
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@, 9) = ( 2) & )

d:l' :r:=dx + ry'
( ) y= dFy'

& d, ¥ a3 b i :
wihlen, wenn (0, d*) das zu (a',b’) dquivalente reduzierte System
bedeutet, oder seine Auflésung

' 1 r
a'=g%— gy
(4a) ; 1 1 1
o — 3—:‘?! aa’ A |laa

Dann entsprechen den drei Grundpunkten (0, 0), (1, 0), (0, 1) der
Ebene E mit den Koordinaten

(I=0,y=0), (x:],y:O), (:6‘=0, y=1)
die drei Grundpunkte (0,0)', (1,0)", (0,1)" der Ebene E' mit den
Koordinaten

@=0,4=0), (=l o= 0), (=i =)

Wir fixieren diese Punkte in der E'-Ebene, konstruieren das
Parallelogramm, dessen drei Ecken (0,0), (1,0)', (0,1)" sind, be-

zeichnen seine vierte Ecke

\ m_}\ \(,,,' durch (1, 1) und ziehen
: nun alle dquidistanten Pa-

rallelen zu den Seiten dieses

-\ 2 X Grondparall
rundparallelogrammes.
Dadurch erhalten wir in
\ \ \ E' ebenfalls ein voll-
Fig. 4. stindiges Gittersystem; be-

zeichnen wir dann mit (4, u)' den Schuittpunkt der i**" Parallele zu
(0,0),, (0,1)" und der p'* Parallele zu (0, 0)', (1,0)', so sind ihre
Koordinaten offenbar: (:c'zél H&i;“"" y*=dl, p), d. h. der Punkt (4, u)'
in E' entspricht nach (1a) dem Gitterpunkte (1, p) in E, das quadratische
Gittersystem in F ist also eindeutig auf das parallelogrammatische System
in E' abgebildet. Ebenso leicht erkennt man, dafs die Grundlinie
und die Hohe dﬂs Grundparallelogrammes ((0, 0)', (1, 0)', (1, 1)’, (0, 1)

in E' bezw 3 ! and dl, sind, also sein Inhalt und seine Umlaufsrichtung
durch  bestimmt sind, und dafs fiir den Neigungswinkel ¢ seiner

Seiten dle Gleichung

-8

T =——
besteht.
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§ 4. Die verschiedenen Arten der Aquivalenz ganzzahliger Systeme. i |

§ 4.

Dem im vorigen Abschnitte erdrterten Begriffe der Aquivalenz
haftete entsprechend der Natur der speziellen Aufgabe die Willkiir
an, dafs zwei Systeme nur dann als Aquivalent bezeichnet wurden,
wenn das eine in das andere durch vordere Komposition mit einem
unimodularen Systeme iibergefiihrt werden konnte. Mit gleicher Be-
rechtigung kann man auch ein System einem zweiten idquivalent
nennen, wenn es in jenes durch hintere Komposition mit einem
unimodularen ganzzahligen Systeme iibergefiihrt werden kann. Diese
Definition der Aquivalenz wire somit durch die Gleichung

8 ED-GNEY e

erklirt. Hier kann man genau wie vorher zeigen, dals jedes ganz-
zahlige System mit der Determinante A einem und nur einem ,redu-
zierten® Systeme von der Form

@) (d, 0 )

r, d'
dquivalent, dessen Elemente durch die drei Bedingungen
dd'= A
(2a) d>0

@'| =220
vollstiindig bestimmt sind.

Auf diese Art der Aquivalenz wird man z. B. gefiihrt, wenn man
sich die der vorigen entgegengesetzte Aufgabe stellt, zu bestimmen,
welche ganzzahligen Systeme (2',y') dem ganzen Bereich der ganzzahligen
Variablen (z,y) unter der Voraussetzung der Gleichungen

(3) (:‘9" yr)= (z:, ir) (.Z‘, ?f)

entsprechen. Ersetzt man nimlich hier (2, ) durch neue Variable
(z, y), welche mit ihnen durch eine beliebige unimodulare Sub-

stitution
_fe B\ = =
(,y)= (?} a) (@, y)
zusammenhiingen, so entsprechen die vollstindigen Gittersysteme beider

Variablenpaare einander eindeutig. Vergleicht man also die Glei-
chungen (3) mit den anderen
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i i o (NSNS
(30) @ =0y (2 5) @ v,
durch welche (z', ') mit (Z, y) zusammenhiingen, so entspricht dem
ganzzahligen Bereich von (7, y) und (z,y) genau derselbe Bereich von
(2, y"); fiir diese Aufgabe besteht also in der Tat die Aquivalenz (1).
Um nun jene Aufgabe zu losen, kann man ebenso wie vorher

von der reduzierten Form des Systemes (Z’: z,) » d.h. von den Gleichungen
" z'=dz
( y'=rz+dy

ausgehen, und man zeigt ganz ihnlich, dafs auch hier dem quadra-
tischen Gittersysteme der Punkte (4, u) in E ein parallelogrammatisches
Gittersystem (1, u)' in E' entspricht. Hier entsprechen niimlich den
drei Grundpunkten (0,0), (1,0), (0,1) die Punkte: (0,0)’, (1,0)', (0, 1)

mit den Koordinaten
(:I.": 0, 3/’= 0), (.‘E’= d, y'= r), (2'=0, yf_:' d');

teilt man also, von diesen Punkten ausgehend, die ganze Ebene E'
durch #quidistante Parallelen in lauter
kongruente Parallelogramme und be-
zeichnet wie oben ihre Ecken durch
(4, u)', so ist wieder das ganzzahlige
Gittersystem (4, u) in E eindeutig
auf das Gittersystem in E' abgebildet,
und hier sind Héhe und Grundlinie

e 18 eines Grundpolygones bezw. gleich d
und ', sein Inhalt ist dd'= A, und der Neigungswinkel ¢ seiner Seiten
ist durch die Gleichung

d
| tgp="
bestimmt.

Auf eine dritte Erklirung der Aquivalenz ganzzahliger Systeme,
welche in gewissem Sinne die beiden oben gegebenen als spezielle
Fille enthilt, wird man durch die folgende Aufgabe gefiihrt:

Betrachtet man nicht mehr die beiden linearen Funktionen

E=ar+by, yn=daz+by

fiir sich, sondern bildet aus ihnen wiederum eine homogene Funktion
mit variablen Koeffizienten

(5) B=azz'+a'zy' +byz'+b'yy,
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so hat diese die charakteristische Eigenschaft, dafs sie homogen und
linear ist, sowohl in Bezug auf (z, y), als auch auf (z, y'). Aus
diesem Grunde hat Jacobi eine solche Funktion eine bilineare Form

genannt. Die Determinante des Koeffizientensystemes (Zf g,)
a, b 4

A= af, bl

heifst hier die Determinante der bilinearen Form.
Die Form B kénnen wir in leicht verstindlicher Weise durch
a, b
B (a"rb')(x’ylx’y)
ausdriicken; falst man das eine Mal die mit x, y, das andere Mal die

mit 2', y' multiplizierten Glieder zusammen, so kann sie in jeder der
beiden Formen dargestellt werden

B=£ta'+qy'=¥8z+17'y,
wo fiir die homogenen Funktionen (, ) bezw. (&', 4") die Gleichungen
5 f=az+by, E=as'+ay
(:)a) = ' o [ 1ot
n=a'z+by, n'=ba'+b'y
bestehen. Wir wollen x, y das erste, z', y' das letzte Variablenpaar
und S = (2: !Z:') das Koeffizientensystem der bilinearen Form nennen.
’
Ist d der grofste gemeinsame Teiler der vier Koeffizienten
(a, b, a',b"), so dals also a=da, b=db,, a'=da,, b'=db, und
(@gy by, ag, by) relative Primzahlen sind, so heilst ¢ der Teiler der
bilinearen Form, und es ist

Bz,y|2',y)=d.By(z,y |z, y') = d(aza’ + ayzy’' + byyz'+ byzy"),

wo By(z, y|2', y') eine sogenannte primitive Form, namlich eine
Form ist, deren Teiler eins ist. HEs soll auch d der Teiler des Systemes
(Z;' g,) genannt werden.

"

Man kann sich nun wieder die Frage vorlegen, welche Werte
von B den ganzzahligen Bereichen von (z, %) und von (2/, y') ent-
sprechen, und hier kann man offenbar jedes der beiden Variablen-
systeme durch ein #quivalentes ersetzen, ohne dafs die Aufgabe und
ihre Losung im geringsten geiindert wird.

Wir wollen daher zuerst untersuchen, wie sich die bilineare Form
findert, wenn man die ersten oder die zweiten Variablen linear trans-
formiert.
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Fihrt man zunichst an Stelle von (z, y) die neuen Variablen (y, y)

durch die Substitution
z=er+fY

y=rr+9dy
ein, so wird das Koeffizientensystem von &, 4 in (5a), mithin auch
das mit ihm ibereinstimmende der Form B in (5) nach den oben ge-

machten Bemerkungen hinten mit dem Substitutionssystem komponiert;
also geht B iiber in

a, b 24 '
i ((a’ ) (y’ g))(z, ylz,y)=(ae+bp)ra'+ (@'« + b'p)ry'
+ (@B +bd)ya'+ (a'f + §'6)yy'.
Ersetzt man dagegen in der urspriinglichen Form z', ' durch die neuen
Variablen ', y', welche mit ihnen durch die Transformation
xlzarzl_}_ ﬂFDF
yl___?FEI_I_a\IUF
zusammenhingen, so geht B = 2'E + y'y iiber in
(@E+p'n)r'+ (BE+ )Y =('a+ty'a)or'+ (B'a+d'a)ay
+ @b+ W) yr' + (B'b+0'V)yy".
Jene neue Transformation entspricht also einer Substitution der &, 7,
Jedoch mit dem transponierten Koeffizientensysteme

(“', ?’).
B, o'
Nach den vorher abgeleiteten Sitzen geht aber durch eine solche

a, b
a',b'

e, y'\ 1a, b
(& &) G )
Es ergeben sich also die beiden Sitze:

Transformation das Koeffizientensystem ( ) iiber in das folgende

L. Transformiert man das erste Variablenpaar (z, y) durch eine
lineare Transformation, so geht das Koeffizientensystem der
neuen Form aus dem der urspriinglichen Form durch hintere

Komposition mit dem Substitutionssysteme (:’ g) hervor.

II. Transformiert man dagegen das zweite Variablenpaar (z', y'), so
geht das Koeffizientensystem der neuen Form aus dem urspriing-

! !
lichen durch vordere Komposition mit dem Systeme (;,’ g,)
e, g' ’

hervor, welches zum Substitutionssysteme (?, 6') konjugiert ist.
3
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Transformiert man nun einmal die ersten Variablen #, ¥ und dann die
zweiten Variablen z', ', so erhilt man eine neue Form B(r, y|z',y'),
deren Koeffizientensystem jetzt offenbar das folgende ist

'y y'\ @, by (e, B
(ﬁ’, 6') (a',b') (y, a)'

Besitzen nun jene beiden Transformationsgleichungen speziell ganz-
zahlige Koeffizienten, und sind ihre Determinanten gleich eins, so
entsprechen dem vollstéindigen Bereich dieses ganzzahligen Variablen-
paares (r, Y, ¢, ') genau dieselben Werte der transformierten Form,
wie sie die urspriingliche Form fiir alle ganzzahligen Werte der Variab-
len (z,y, «',y") besals. Die beiden Koeffizientensysteme der urspriing-
lichen und der transformierten Form sind also fiir diese Aufgabe
absolut #quivalent. Da nun sowohl das erste Substitutionssystem als
auch das zweite ein ganz beliebiges unimodulares ganzzahliges System
ist, so kann man diese neue Aquivalenzbestimmung folgendermalsen in
Worte fassen:

Zwei Systeme sollen #quivalent genannt werden, wenn
das eine dadurch in das andere iibergefiihrt werden kann, dals
man es vorn und hinten mit einem beliebigen ganzzahligen
unimodularen Systeme komponiert.

Man kann sich nun ebenfalls die Aufgabe stellen, fiir ein beliebiges
ganzzahliges System ein méglichst einfaches reduziertes aufzusuchen.
Hierzu gelangt man entweder durch Beniitzung der vorhin gefundenen
reduzierten Formen bei der vorderen und bei der hinteren Komposition,
oder aber auf dem folgenden direkten Wege, dessen Prinzip auch auf
das allgemeinste analoge Problem angewendet werden kann.

Wir beweisen nidmlich den folgenden Satz:

Jedes ganzzahlige System ‘a: z,) ist einem eindeutig be-

i 0

- . . 'y 1’
stimmten , reduzierten Diagonalsystem (0’ : Z)

dessen erstes Element positiv und ein Teiler des letzten ist.

dquivalent,

Man gelangt zu diesem Systeme, indem man das erste Element o
durch die gestatteten Elementartransformationen so klein als mdglich
zu machen sucht, ohne dafs es Null wird. Zuniichst kann man
erreichen, dafs @ positiv und nicht kleiner wird, als der absolute
Wert von jedem der anderen von Null verschiedenen Elemente; demn
zuerst kann man durch Reihenvertauschungen unter gleichzeitiger
Zeicheninderung einer Reihe das absolut kleinste unter den vier Ele-
menten an die erste Stelle bringen, und falls es dann negativ sein

Kronecker, Determinanten, 6
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sollte, sein Vorzeichen durch Komposition mit (__ (1)’ ,"(1)) umkehren.

Ist dann eines der beiden Nachbarelemente & und ¢, etwa b, von Null
verschieden, also absolut genommen > a, so kann man die ganze Zahl ¢

so wihlen, dafs in dem #quivalenten Systeme (z: g,) = (Z’, E,_ izr)
? ? o

b=b—ta>0 und kleiner als a ist. Ist b nicht Null, so kann
man dieses Element an die erste Stelle bringen, also das Anfangs-
element weiter verkleinern, und dann in derselben Weise fortfahren.
Da aber jedesmal a verkleinert wird, so muls man nach einer endlichen
Anzahl von Operationen zu einem #quivalenten Systeme (g’ g) gelangen,
in welchem beide Nachbarelemente b und ¢ Null sind. Ist dann a
noch nicht ein Teiler von d, so kann das Anfangselement noch weiter
dadurch verkleinert werden, dafs man in dem #quivalenten Systeme

a, dy (1, 1y (@, 0
(0, d)_(o, 1) (0, d)
das zweite Element wiederum successive auf Null reduziert. So gelangt

man zuletzt zu einem dquivalenten Systeme (g" dO P ), in welchem d, >0
- Jiead Bhee |

und ein Divisor des letzten Elementes ist, und damit zum Beweise unserer

Behauptung.

Ist also S = (a, b

a', b’
man stets zwei unimodulare Systeme E und E' finden, fiir die
dy, O )
0, d, d,

Geht man in dieser Gleichung zu den Determinanten iiber, so folgt
(6) A=ab —a'b=did,

und aus dieser Gleichung bestimmt sich d,, sobald d, gefunden ist.
Ich zeige nun leicht, dals dieses reduzierte Diagonalsystem ein-
deutig bestimmt ist, indem ich beweise, dals das erste Element d; der
grifste gemeinsame Teiler der vier Elemente (a, b, @', b'), also der
Teiler der Form und als solcher eindeutig bestimmt ist; dann gilt ja

dasselbe auch fiir d,= %, und unsere Behauptung ist erwiesen.

1
Zu diesem Zwecke beweise ich den Satz:
Fiir zwei dquivalente Systeme S = (f:: 2,) und S, = (
b

sind die Teiler { und ¢, ihrer Elemente einander gleich.

) ein beliebiges ganzzahliges System, so kann

ESE’=(

ist.

ay,y 51)
r (]
a;, by
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In der Tat, sind S und S, iquivalent, ist also ESE'=S, oder
ausgeschrieben 4 . 5 :
%, a, s ayy Oy
(M (a’, ﬁ’) (a’, ) (,ﬂ, 5) = (a;, b;)’
wo die beiden Kompositionssysteme E und E' links unimodular sind,
so braucht man nur zu zeigen, dafs ¢ ein Divisor von {, ist; denn
wegen der Symmetrie der iiber S und S, gemachten Voraussetzung
folgt dann auch, dafs ¢, in ¢ enthalten, dafs also beide Teiler identisch
sind. Fithrt man aber in (7) die Komposition links aus, so sieht man,
dafs die Elemente von S, homogene lineare Funktionen der Elemente
von S mit ganzzahligen Koeffizienten sind; also sind alle vier Elemente
(ay, by, al, b)) von S, durch den Teiler ¢ von (a, b, a', b") teilbar; ihr
grofster gemeinsamer Teiler 4 ist also wirklich ein Multiplum von ¢,

was zu beweisen war.

In dem zu S iquivalenten reduzierten Systeme (g“ dod) ist aber
8 g e

der Teiler der Koeffizienten offenbar gleich d,; also ist d; auch der
gemeinsame Teiler von (a, b, @, b'), und damit ist bewiesen, dals jenes
reduzierte System eindeutig bestimmt ist. Also ergibt sich der Sata:

Jedes ganzzahlige System, dessen Teiler d und dessen

d, 0
Determinante A ist, ist dem reduzierten Systeme (O, A)

diquivalent. d.
Auch hier ist es leicht, die Klassenanzahl der Systeme (ZI’, g,)
»

von gegebener Determinante A zu bestimmen, wenn man wie vorher
alle dquivalenten Systeme in eine und dieselbe Klasse rechnet. Nach
der obigen Bemerkung ist nimlich wieder jedes System einem und

auch nur einem reduzierten Systeme (gt’ d? 2
anzahl stimmt also auch hier mit der Anzahl der reduzierten Systeme
iiberein.

Da nun fiir ein reduziertes System A =d?d, ist, so erhilt man
fiir eine gegebene Determinante A genau so viele verschiedene reduzierte
Systeme, als es moglich ist, A in der Form d? d, darzustellen. Es sei

A=P1g,

wo P? das grofste in A enthaltene Quadrat bezeichnet, @ also keine
gleichen Faktoren mehr enthilt und positiv oder negativ ist, je nach-
dem dasselbe fiir A gilt; dann kann offenbar eine Gleichung

A=P2Q=did,

) iquivalent. Die Klassen-

6‘
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84 Fiinfte Vorlesung.

nur bestehen, wenn d; ganz in P enthalten ist, denn aus ihr folgt
P2
7)-e=a;
i

bliebe also auch nur eine Primzahl p im Nenner von = {ibrig, ohne

d
sich fortzuheben, so miifste ihr Quadrat in @ enthalten sein, was nicht

moglich ist, weil @ keine gleichen Faktoren enthilt. Demnach ist
(dn 0
0, d,dy
minante A, wenn d, ein Teiler von P ist.

) dann und nur dann ein reduziertes System der Deter-
: a, b .

Die Klassenanzahl der Systeme (a’ b*) fiir eine gegebene

3

Determinante A = P*@ ist hiernach genan gleich der Anzahl
der Divisoren des quadratischen Faktors P von A.

Enthilt also A iiberhaupt keine mehrfachen Faktoren, so existiert

nur eine einzige Klasse, deren reduziertes System ((1)’ 2) ist.
)
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Sechste Vorlesung.

Die Aquivalenz beliebiger Systeme. — Systeme von nicht verschwindender und

von verschwindender Determinante. — Reduzierte Systeme. — Die bilinearen

Formen von vier Variablen mit ganzzahligen und mit beliebigen Koeffizienten. —

Kquivalente Formen. — Die kongruenten Transformationen. — Aquivalenz der

quadratischen Formen. — Aquivalenzbedingungen fiir die kongruenten Trans-

formationen. — Die Hamiltonschen Quaternionen. — Die charakteristischen Eigen-
schaften der Determinante.

S

Viel einfacher sind die Resultate, wenn man die in der vorigen
Vorlesung gegebenen Aquivalenzbestimmungen nicht auf ganzzahlige,
sondern auf beliebige Systeme anwendet, wobei dann natiirlich die zur
Komposition verwandten unimodularen Systeme ebenfalls nicht mehr
ganzzahlig zu sein brauchen.

: F " a, b " O L TR

Nennt man hier zuniichst zwei Systeme (a', b’) und (u', f)') iqui

valent, wenn das eine in das andere durch vordere Komposition mit
einem unimodularen Systeme iibergefithrt werden kann, wenn also

«, B\ (@, by _(a, D
G o) (@,0) = (a} v)
wird, wo «, B, 7, 0 beliebige Konstanten bedeuten und
ad—pfy=1

ist, so ist hierzu wiederum notwendig, dals die Determinanten der

Systeme gleich sind; wiihrend aber bei ganzzahligen Systemen hierzu

noch die weiteren Bedingungen hinzukamen, dafs die ihnen entsprechenden
; d, r

reduzierten Systeme (0, d

dals fiir diese neue Aquivalenz die Gleichheit der Determinanten die not-

wendige und hinreichende Bedingung wird, falls A 20 ist. b
In der Tat erkennt man unmittelbar, dafs jedes System (3: b')

2

,) einander gleich sind, erkennt man hier leicht,

mit nicht verschwindender Determinante A dem reduzierten Systeme
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A, O) sk : : : : o,
( 0, 1 dquivalent ist, indem stets ein unimodulares System (?, 6)
80 bestimmt werden kann, dafs die Gleichung

Gr o) Gha)= (0 )

erfiillt ist. Komponiert man namlich diese Gleichung hinten mit dem

v b
reziproken Systeme o o | so erhilt man fir das gesuchte

p R
System (rx, ) die Bestimmung
y, 0 !

gy

@, By (D, 00| 2T A

( a)=(o 1) @ a

v ’ .

A A

b, —b
= a' a |
T A’ A

und die Determinante dieses Systemes ist evident gleich eins. Genau das-
selbe gilt natiirlich auch fiir die hintere Komposition mit unimodularen
Systemen und auch dann, wenn man vordere und hintere Komposition
zulilst,

Es ergibt sich also fiir den Fall einer nicht verschwindenden
Determinante der Satz:

Die Gleichheit der Determinanten zweier Systeme ist die
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dals sich jedes
System in das andere umformen lifst, indem man es vorn
oder hinten mit einem unimodularen Systeme komponiert. Jedes
3‘: {1)) dquivalent.

Wegen dieser Eigenschaft der Determinante, fiir fquivalente
Systeme denselben Wert zu haben, heifst die Determinante mit der
von Sylvester eingefiihrten Bezelchnung eine Invariante fiir die hier
erklirte Aquivalenz, und zwar wird sie eine charakteristische In-
variante fiir diese genannt, weil sie einzig und allein fiir fiquivalente
Systeme denselben Wert besitzt. Denkt man sich auch jetzt wieder
alle iquivalenten Systeme in eine Klasse vereinigt, so ist jede Klasse

System ist in diesem Sinne dem reduzierten (

eindeutig durch ihre reduzierte (‘g’ (1)), oder also, was hier dasselbe
: |

ist, durch ihre Determinante bestimmt. Da somit jede andere In-
variante der Klasse eine eindeutige Funktion der Determinante sein
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miifste, so kann diese als einzige Invariante der Klasse betrachtet
werden. Ist ihr Wert bestimmt (aber wie in dieser ganzen Unter-
suchung als eine von Null verschiedene Zahl), so konnen noch drei
Elemente fiir die der Klasse angehorigen Systeme ganz willkiirlich ge-
wiihlt werden (mit Ausnahme spezieller Wertsysteme, welche die
Determinante zum Verschwinden bringen wiirden). Jede Klasse mit
nicht verschwindender Determinante umfalst somit eine dreifache
Mannigfaltigkeit von Systemen.

Bei dieser Entwickelung wurde vorausgesetzt, dals die Deter-
minante des betrachteten Systemes von Null verschieden sei. Nur
dann existieren ja die reziproken Systeme, durch deren Beniitzung die
Systeme ineinander transformiert wurden. Nimmt man dagegen A=0
an, so erhilt man wieder verschiedene Aquivalenzbedingungen, je nach-
dem man nur vordere oder nur hintere oder endlich vordere und
hintere Komposition zulifst. Wir trennen daher diese Fille wieder
und fragen zunichst: Welches sind die notwendigen und hinreichenden

Bedingungen, damit ein System (Z;’ g,) aus einem anderen von ver-
a, b
a',b'
einem unimodularen hervorgehe, d.h. damit die Gleichung bestehe
e, B\ (@, b\ (a, b
G o) G o) = (v

60 —fy=1, ab'—a'b=0

schwindender Determinante ( ) durch vordere Komposition mit

ist. Geht man in dieser Gleichung von den Systemen zu ihren Deter-
minanten fiber, so ergibt sich zunichst als notwendige Bedingung fiir
diese Aquivalenz die, dafs auch ab’'—a'b=0 ist, d. h. auch hier
miissen beide Systeme gleiche Determinanten haben. Indessen reicht
diese Bedingung hier nicht hin, wie die folgenden Betrachtungen
lehren: Es werde zuerst angenommen, dafs nicht alle Elemente von
(z:, g,) gleich Null sind, dafs also dieses System den Rang eins hat; dann
kann man stets voraussetzen, dafs mindestens ein Element der ersten
Zeile (a, b), etwa a, von Null verschieden ist, da man dies sonst durch

vordere Komposition mit dem Vertauschungssysteme (?’ o (1)) stets er-
E

reichen kann, Setzt man dann % =k, so folgt aus der Gleichung
ab'— a'b=0 sofort
a'=ka, b=k,
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und auch hier kann man %<0 voraussetzen, da man sonst vorher

;") komponieren konnte.

vorn mit einem beliebigen Systeme (0 i

Soll nun ; 6
@ Gr &) G, )= G 5)

sein, so miissen die Gleichungen bestehen
a(e+kf)=qa, a(y+kd)=a'
b(a+kp)=Db, b(y+kd)=D>;

es muls also notwendig

® G

sein, d. h. fiir den Fall A =0 ist auch der Quoblent — eine Invariante
fir die Aquivalenz dieser Systeme,

Nun ist aber leicht zu zeigen, dafs in diesem Falle auch keine
andere Invariante existiert. Wir beweisen niimlich, dafs jedes System

(zf 2,), falls z = A endlich ist, dem reduzierten (0 0) dagegen fiir
)

A= oo, also fiir a =0, dem reduzierten Systeme (g O) dquivalent ist.
In der Tat folgt aus der Identitiit 2

1 1, 0 b
G )02 )en-G )
0, a/ \— g’ 1/ \a,b 0, A

in welcher die beiden ersten Systeme links unimodular sind, in dem

Falle
a20, A=0, 23

a, b - 1 ) 4
G 5)~ 0, o)
Ist dagegen a = 0, also, da alsdann b0 vorausgesetzt werden kann,

A= % = 00, so ergibt sich aus der analogen Identitiit

1 1. . 0 a
@I )en-CE)
0, b —?} 1 a , b __'&, 0
wegen A =a =0 die Aquivalenz
a, b 0, 1y
(a’, b’)"’ (0, 0) ‘
jedes System vom Range eins ist also einem und nur einem reduzierten
dquivalent.

die Aquivalenz
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Ist das System endlich vom Range Null, verschwinden also alle
seine Elemente, so mufs offenbar ein anderes denselben Rang haben,
damit es diesem #quivalent sei.

Ganz entsprechende Resultate ergeben sich natiirlich bei der hinteren
Komposition; nur ist in diesem Falle, sobald der Rang gleich eins ist,

der Quotient pu = %J die zweite Invariante, und die zugehdrigen redu-

zierten Systeme sind dann (;’ g) oder (fiir u = o) (0 g)

Sieht man endlich zwei Systeme als #quivalent an, wenn sie
durch vordere und hintere Komposition mit Einheitssystemen ineinander
iibergefiihrt werden kénnen, so besteht der einfache Satz:

Zwei Systeme sind dann und nur dann #quivalent, wenn
sie gleiche Determinante und gleichen Rang haben.

Dieser Satz ist nur noch fiir den Fall zu beweisen, wo A =0
und der Rang gleich eins ist. Alsdann kann aber jedes System durch

vordere Komposition in (é’ é) oder in (8’ é) und dieses durch hintere
] )

Komposition mit den Einheitssystemen
| 0 ~1
(0, 1) oder (1, 0)

transformiert werden, und damit 1at die aufgestellte Behauptung be-
wiesen.

§ 2.
Die wichtigste Anwendung, welche die oben eingefiihrten Begriffe

der Aquivalenz erfahren, ist die auf die Theorie der bilinearen Formen.
Es sei wieder

®  Bayld )= (5 ;) @ylahy) =@ @yla,y)

=azz'+ a'zy' + byz' + b'yy'
eine beliebige Form mit den Variablenpaaren (z,y) und (2, y') und
dem Koeffizientensysteme A; ersetzt man dann z, y und z', y' durch
neue Variable x, y und ', y', vermittelst der Gleichungen

@H=( e v -®6v

@ i
@, )= (5 5) @) = @, )

http://rcin.org.pl



90 Sechste Vorlesung.

so erhilt man eine neue bilineare Form
a, b .
@22) B lrhy) = () 5) @0, =@ @ vz, )
2
= axx'+a'zy’ + byr'+ b'yy),
deren Koeffizientensystem 2 aus dem urspriinglichen 4 dadurch her-

vorgeht, dafs man jenes hinten mit dem Substitutionssysteme S und
vorn mit dem aus 7 transponierten 7' komponiert; d. h. es ist

3) A=TAS,
oder ausgeschrieben : v 5
(38) (ﬁiy) e (;: 3) (Zf, b') (:’ g)

Durch Ausfilhrung dieser Kompositionsgleichungen ergeben sich
fiir die Koeffizienten der transformierten Form die Gleichungen

a=ada+ a?rar_l_ ya'b-l— J’J’rb;
b=pc'a+ py'a’ + da'b + 0p'd'
a'=ap'a+ ad'a"+ yp'b + yo'd’
b'=pp'a+ pd'a'+ 0p'b + 04'Y'".
Geht man in den Gleichungen (3) oder (3a) von den Systemen zu
den Determinanten iiber, so erhilt man
. ﬁ|
v, o1

a, b _|"xr= v ||a b |
a,b'| (g, d'l la, b

Betrachtet man zunichst ganzzahlige Formen, so wird man zwei
solche dann als iquivalent, anzusehen haben, wenn die eine in die
andere durch eine ganzzahlige Substitution tibergefithrt werden kann und
umgekehrt, oder, was im wesentlichen dasselbe ist, wenn die eine in die
andere durch ganzzahlige unimodulare Substitution iibergeht. Da dasselbe
dann auch von den Koeffizientensystemen (j:,z,) und (2:, g,) gilt, so
fillt diese Aquivalenz ganzzahliger bilinearer Formen vollstindig mit
der auf S. 81flg. behandelten Aquivalenz der Systeme zusammen, auf
welche wir ja auch dort durch die Untersuchung der Formen ge-
fithrt wurden.

Beniitzt man das dort abgeleitete Resultat hier fiir die Formen,
so kann man sofort die folgenden Sitze aussprechen:

(3b)

I. Jede ganzzahlige Form der nicht verschwindenden Deter-
minante A ist einer und nur einer reduzierten Form

dy(zy + dy'y’)
iquivalent, wo A = djd, ist.
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IL Ist A= P*Q, wo @ lauter einfache Teiler enthiilt, so ist die
Anzahl der Klassen bilinearer Formen von der Determinante A
gleich der Anzahl der Divisoren von P.

Gehen wir jetzt zu Formen mit beliebigen Koeffizienten iiber, so
lehren die im § 1 gegebenen Aquivalenzbetrachtungen, dafs falls A 20
ist, jede Form #quivalent ist der Hauptform

Azz'+yy',
und zwar wird die Transformation in diese z. B. durch die Kom-
positionsgleichung

g B e g
(2', b') ta 8 =(0: 1)
2O

geliefert; hieraus geht hervor, dafs jede Form in die Hauptform auch
dadurch transformiert werden kann, dafs man nur ein Paar der Variablen
transformiert, das andere ungeiindert lilst.

Dies letztere ist aber nicht mehr méglich, wenn A =0 ist.
Transformiert man hier beide Variablenpaare, so kann man jedes

System (Z;' g,) mit verschwindender Determinante auf die reduzierte

Form ((1)’ g), also auch jede Form in die Form Bj=ux7' transformieren.
E

Dies ist aber nicht méglich, wenn man nur die vordere oder nur die
hintere Komposition zulifst. Lifst man nur vordere Komposition mit uni-
modularen Systemen zu, oder was dasselbe ist, transformiert man in der

Form nur das zweite Variablenpaar (', '), so sind zwei Formen (2’ b)

i, bt
und (2: E,) von verschwindender Determinante dann und nur dann
i uival;nt wenn | % o |a, b ’—0 und zugleich

q ’ a',b' = [1', ﬁr == g
b_5_g
a a

also b =aJ, b=a.J ist; und ebenso ist wegen des Verschwindens der
Determinanten auch b '
BB e

a a’

oder b'=a'J und B'=a'.J. Die beiden Hquivalenten Formen lassen
sich also in diesem Falle folgendermalsen schreiben

z'(az + by) + y'(a'z + b'y) = (az' + a'y") (z + Jy)
t'(az +by) +9'(a'e + b'y) = (ar' + a'y’) (z + Jy).
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Hier besitzen somit die zu allen fquivalenten Systemen gehorigen bilinearen
Formen einen und denselben von z, y allein abhiingigen linearen Teiler,
der sich bei einer linearen Transformation der z', ' allein selbst-
verstindlich nicht #indert. Schreiben wir die Form B wieder in der
Form £2'+ ny', und filhren wir den griolsten gemeinsamen Teiler der
beiden Linearfaktoren & und % ein, mit denen z' und y' multipliziert sind,
so ist derselbe gleich eins, wenn A 2 0 ist, aber gleich z + Jy, wenn
A verschwindet. Wir kénnen also die beiden fiir die Transformation
der Variablen 2z, y' allein erhaltenen Resultate in den folgenden Satz
zusammenfassen:

Zwei bilineare Formen B(z,y|2',y") und B(z,y|r',p") sind
dann und nur dann durch unimodulare Transformation der
letzten Variablen ineinander iiberfithrbar, wenn sie erstens
gleiche Determinanten haben und wenn zweitens ihre Divisoren
fiir variable z', y' bezw. r', )’ identisch sind.

Dabei ist der triviale Fall, dafs (z‘: g,) vom Range Null ist, aus-
H

geschlossen. Wir sehen aber, dafs der sogenannte allgemeine Fall
einer nicht verschwindenden Determinante hier insofern als Spezialfall
auftritt, weil dann die Form fiir unbestimmte 2, ' den Teiler 1 hat.

Ganz anders gestalten sich die Resultate, wenn wir, statt die

: . s «, B o'y B’
beiden unimodularen Substitutionen (y, 6) und (7,, 6') fiir (z, y) und

(z', y") willkiirlich zu lassen, Beziehungen zwischen ihnen annehmen.
Diese Beziehungen kénnen sehr mannigfaltiger Natur sein; wir wollen
hier nur die besonders betrachten, wo die Substitutionen fiir beide
Variablensysteme einander gleich sind; d. h. wo

e, B Y b B
(y', 6") i (y, 5)
Wir nennen jetzt also zwei bilineare Formen
(6) aza'+ a'zy' + byz'+ b'yy' wnd ary'+ a'ry’ + byr'+ b'yy’
dquivalent, wenn die erste in die zweite durch die Transformationen
! ' « o
Gy @=(Hay, @o=( He

iibergefithrt werden kann, deren Determinante gleich eins ist, wenn
also zwischen den Koeffizientensystemen die Beziehung

o, ; b o, ) B
© (5 G2 G =G5

ist.
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besteht. Man sagt dann, zwei solche bilineare Formen kinnen ,durch
kongruente Substitutionen® ineinander transformiert werden. Vor allem
erkennt man ohne weiteres, dafs auch hier jene beiden Fundamen-
talsitze fiir die Aquivalenz bestehen, auf welche wir auf S. 72 hin-
gewiesen hatten.

Der grofse Vorteil, den die Anwendung der kongruenten Sub-
stitutionen bei den bilinearen Formen darbietet, besteht darin: Setzt
man in einer bilinearen Form die beiden Variablenpaare einander
gleich, d. h. 2'=2z, y'=1y, so erhilt man eine neue Form

Q=az’+ (b+a)zy+ 'y

welche in den beiden Variablen (z, y) homogen von der zweiten
Dimension ist. Eine solche Funktion wird eine quadratische Form
genannt. Auch hier kann man zwei Formen @ und
Q=ay’+ (b +a’)xy + b'y?

dquivalent nennen, wenn die eine durch eine unimodulare Transformation
in die andere iibergeht. Setzt man aber in den beiden Formen (5)
die Variablenpaare einander gleich, so gehen sie iiber in @ und £,
und man erkennt, dals die beiden quadratischen Formen stets dquivalent
sein miissen, wenn die zugehorigen bilinearen Formen durch kongruente
Transformationen ineinander iibergehen sollen. Durch diese Trans-
formationen werden also auch gleichzeitig die zu den bilinearen ge-
hirigen quadratischen Formen ineinander transformiert.

Um nun die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
diese Aquivalenz aufzustellen, gehen wir zuerst in der Gleichung (6)
zu den Determinanten iiber, und finden da zunfichst die frithere Be-
dingung
(63) o

a', b’

Indessen erkennt man leicht, dafs fiir den so verengerten Aquivalenzbegriff
diese Gleichung nicht die einzige Bedingung ist. In der Tat haben wir
fir eine solche kongruente Transformation drei ganz willkiirliche Kon-
stanten zu unserer Verfiigung, nimlich drei der Transformationskoeffi-
zienten (weil der vierte wegen der Bedingung «d — gy =1 durch
jene drei eindeutig bestimmt ist). Diese drei Grilsen haben den vier
Gleichungen zu geniigen, welche sich aus (6) ergeben, wenn man
dort die Kompositionen links ausfiihrt und das so erhaltene System dem
rechtsstehenden gleichsetzt. Diesen vier Gleichungen sind aber nur drei
von ihnen dquivalent, weil nach der Voraussetzung die Determinanten
beider Systeme einander gleich sind. Obwohl wir somit nur drei

a, b
ol b
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Gleichungen zur Bestimmung jener drei unabhiingigen Grifsen haben,
ist ihre Auflésung im allgemeinen nicht méglich; es mulfs in der Tat
noch eine neue Beziehung zwischen beiden Systemen hinzukommen.

Um dies zu zeigen, vertauschen wir sowohl in den Formen (5),
als auch in den Transformationsgleichungen (5a) die Variablenpaare
(#, y) mit (2, y') und zugleich auch die entsprechenden (r, y) mit (¢, v');
dadurch erhalten wir zwar an Stelle von (5) zwei andere Formen,
dagegen hat diese gleichzeitige Vertauschung auf die Transformations-
gleichungen (5a) keinen Einfluls. Da es auf die Bezeichnung der
Variablen gar nicht ankommt, so finden wir, dafs von den so ent-
stehenden beiden Formen

(M az'z+a'z'y +by'2+b'y'y und ar'c +a't'y + by'z + b'y'y

die erste in die zweite iibergeht durch dieselben Transformationen

@ = e @@= 5 e

Jene beiden Formenpaare unterscheiden sich von den entsprechenden
in (5) nur dadurch, dals ihre Koeffizientensysteme die transponierten
der fritheren sind. Aus diesem Grunde nennt man sie die zu jenen kon-
jugierten Formen. Man kann dieses Resultat also auch so aussprechen:

Geht von zwei bilinearen Formen
azz'+ a'zy' + bya'+ b'yy'  arz'+ a'zy'+ byz'+ b'yy’

die erste in die zweite durch eine kongruente Transformation
iiber, so geht auch die erste der beiden konjugierten Formen
durch dieselbe Transformation in die zweite iiber.

Multiplizieren wir nun die konjugierten Formen (5) und (7) mit
Unbestimmten » und v und addieren sie, so erhalten wir zwei neue
Formen

afu+v)z'z + (bu +a'v)z'y + (@'u + bo)y'z + b' (v + v) yy'

(8) a(w+o)r'r+ (bu+a'v)r'y+ (a'u+ b2)y'y + b'(w + v)yy/,

welche offenbar ebenfalls und zwar fiir unbestimmte u, » durch die
unimodularen Substitutionen (5a) ineinander iibergehen. Hieraus folgt
aber, dafs ihre Determinanten fiir unbestimmte (u, v) notwendig ein-
ander gleich sein miissen; man hat also

a(u+v), bu+a'v

a(u + v), bu +a'v
a'u + 6o, 0’ (u + v) |’

a'u + bv, b'(u + v)

-
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und diese Gleichung lifst sich nach leichter Umformung folgender-
malfsen schreiben

(9) (ab'— a'b) (u + v)*— (a' —b)*uv = (ab’ —a'b) (u + v)*— (a’'— b)*uv.

Da diese Gleichung fiir unbestimmte u, v, also auch fiir jeden Wert
von (% + v)* und uv bestehen muls, so ergeben sich als notwendige
Bedingungen fiir diese Art der Aquivalenz bilinearer Formen die
folgenden beiden Gleichungen

ab'—a'b=ab'—a'b

(@' — b= (@' — B},

von denen wir die erste schon vorher abgeleitet hatten.

Nunmehr kann man leicht zeigen, dals die als notwendig er-
kannten Bedingungen (10) auch hinreichend sind, wenigstens wenn
man kongruente Transformationen mit der Determinante + 1 zulilst,
d. h. dafs die beiden Grofsen ab’ — a'b und (a' — b)?, oder, was dasselbe
ist, |a' — b/, ein System charakteristischer Invarianten fiir diese Aqui-
valenz bilden. Wir fithren diesen Beweis auch hier dadurch, dafs wir
zeigen, wie sich jede Form in eine dquivalente Reduzierte kongruent
transformieren lifst, in der nur jeme beiden Invarianten vorkommen;
damit ist dann auch die Aquivalenz von zwei solchen Formen un-

mittelbar dargetan, da beide derselben reduzierten fiquivalent sind.
Wenden wir nimlich auf die Form

(10)

az'z +bz'y+a'y'z+b'y'y

die folgende kongruente Substitution mit der Determinante eins an
i s} a —|— b J o - g a a'+b ,
Ve 2 }/a 2]/1'1

y= lﬁwv J y' = Var/,

wobei aber vorausgesetzt ist, dafs « <=0 ist, was stets durch eine
vorgingige geeignete kongruente Transformation erreicht werden kann,
so geht jene Form, wie eine leichte Rechnung lehrt, iiber in

(1) g8+ ("5 6 — &) — [(“5) ~ @' = a'n)]uy

Die urspriingliche Form ist demnach in eine solche transformiert,
welche nur die Koeffizienten a' —b und ab'— a'b enthilt. Alle

Formen also, fiir welche diese beiden Invarianten gleich sind, fiir
welche also

(12)

ab'—a'b=ab'—a'b
a'—b=a'—D
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ist, gehoren sicher in eine und dieselbe Klasse, weil sie sich durch
kongruente unimodulare Substitutionen in die Form (11) und demnach
auch ineinander transformieren lassen. Jedoch ist damit noch nicht
der Beweis erbracht, dafs schon die Bedingungen (10) fiir die Aqui-
valenz der beiden Formen (5) notwendig und hinreichend sind. In der
Tat ist dies auch nur der Fall, wenn man solche kongruente Trans-
formationen zulifst, deren Determinante nicht nur -+ 1, sondern auch
— 1 ist. Sind nidmlich die Bedingungen (10) erfiillt, ist also

(13) o' — b s (0" — B),

wo ¢ =+ 1 ist, und transformiert man jetzt die Variablen (r, y) und
(x',v') der zweiten Form durch die kongruenten Substitutionen mit
der Determinante ¢ = + 1
- AP O AL .
t VYa 2:Va 1 & Ya 2:Va 1
Yo sVan | y'= Var

so geht die zweite Form, wie man sofort erkennt, in die reduzierte
F_ ]_ 2
(14)  EE+ e ' —nE) — [(55) — @b’ —a'D)|n7),

d. h. nach (13) ebenfalls in die Form (11) iiber.

Da aber somit beide Formen (5) durch kongruente Transformationen
mit den Determinanten 1 und & in dieselbe reduzierte iibergehen,
so folgt leicht, dals die eine in die andere durch eine kongruente
Transformation mit der Determinante & iibergeht. Sind nimlich
A= (g:, z,) , A= (2:’ Iﬁ;') die Koeffizientensysteme jener beiden Formen,
und sind ¥ und F, die beiden soeben betrachteten Substitutionssysteme
mit den Determinanten 1 und &, durch welche dieselben beide in das
reduzierte System {ibergehen, so ist ja

EAE—FE4E,
und hieraus folgt durch vordere Komposition mit ;' und hintere

Komposition mit £, y
Eir'E.A.EE'=9,
oder wenn man EE7'= € setzt und beachtet, dafs dimn € =E'E
ist, so erhiillt man die Gleichung
CAC=9;

und da |€|=|E;'|.|E|=e ist, so ist die aufgestelte Behauptung
bewiesen.
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§ 3.

Eine interessante Anwendung der Theorie der Komposition bildet
die sogenannte Multiplikation der Hamiltonschen Quaternionen. Um
Vereinfachungen bei gewissen Rechnungen zu erzielen, hatte Hamilton
eine Art never imagindrer Grofsen in die Mathematik einzufiihren
gesucht. Wir gelangen zu diesen am einfachsten, wenn wir Systeme
mit komplexen Elemenjn von der Form a - bi betrachten, wo ¢ wie
gewohnlich gleich J/— 1 ist. Wir wollen im folgenden nur Systeme
von der folgenden Form betrachten

a+bi,ci+dy ¢ a9
N (ca‘— d, a— bz') m (_y, &)’
wobei z B. durch @ die zu « konjugierte komplexe Zahl bezeichnet
wird; wir bezeichnen diese Systeme der Einfachheit wegen durch das
Symbol

(a, b, ¢, d).

Die Determinante eines solchen Systemes ist

ez+yy=a*+ b+ c*4 d
Komponiert man zwei solche Systeme (a, b, ¢, d), (¢, b/, ¢/, d") mit-
einander in derselben Weise, wie vorher, so lilst sich, wie schon
Euler erkannt hat, das Resultat wieder als ein ebensolches System
schreiben
@) (a + bi, ¢t + d) (a' + b'i, ¢'i + d') A (A + Bi, Ci+

si—a, a—bil \di—d, o'—b4/ " \Oi— D, 4— B

dessen Elemente die folgenden bilinearen Funktionen von den Elementen

des Systemes (a, b5 d) sind

a, bl el d
3) A=aa —bb' —ee'—dd', C=ac' + bd'+ ca' — db'
B=ab'+ ba'—cd'+ de', D=ad'— be'+ cb'+ da',

wie man durch Ausfiihrung der Komposition leicht erkennt. Jene
Gleichung kann demnach bei unserer Bezeichnungsweise folgender-
mafsen geschrieben werden

(3a) (a, b, ¢, d)(a', ¥, ¢, d") = (4, B, C, D),
wo die Elemente des Kompositionsresultates durch (3) gegeben sind.

Geht man run in (2) von den Systemen zu ihren Determinanten iiber,
so erhiilt man die merkwiirdige Gleichung

@) @44+ d) (@2 402+ 24 d') = 42+ B 4 O+ D,

Kronecker, Determinanten. i
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Diese Identitiit zeigt z. B., wenn man alle Konstanten als ganze Zahlen
ansieht, dals das Produkt zweier Summen von je vier Quadraten sich
stets wieder als Summe von vier Quadraten darstellen lifst. Hier-
nach braucht jener beriihmte von Fermat herriihrende Satz, dals sich
jede ganze Zahl als Summe von vier Quadraten darstellen lifst, nur
fiir Primzahlen bewiesen zu werden; denn ist dieser Beweis einmal
fiir alle Primzahlen erbracht, so gilt er nach (4) auch fiir das Pro-
dukt von zwei solchen Primfaktoren, also auch fiir alle zusammen-
gesetzten Zahlen.

Die Gleichung (4) steht nun in einer merkwiirdigen Beziehung zu
einer sehr bekanunten Identitit aus der Theorie der komplexen Zahlen.
Betrachtet man nimlich das Produkt zweier Zahlen a + bi und a'+40'7)
so lilst sich auch dieses wieder als komplexe Zahl schreiben; in der
Tat ist ja

(5) (@ +bi) (a' +b'?)= A + Bi,
wenn
(6) A=aa'—bb', B=ab'+ ba'

ist. Setzt man in (5) — ¢ an Stelle von ¢, so erhdlt man auf beiden
Seiten die konjugierten Zahlen, und multipliziert man dann die beiden
so entstehenden Gleichungen miteinander, so ergibt sich die Identitit

© (@4 b%) (a'*+ b'?) = A*+ B,

mit deren Hilfe in der Arithmetik gezeigt wird, wie man das Produkt
zweier Quadratsummen wieder als Quadratsumme darstellen kann.

Die naheliegende Analogie zwischen den Gleichungen (4) und (7)
einerseits und (5) und (7) anderseits fiihrte nun Hamilton dazu,
eine Erweiterung dieser letzten Beziehung auf die Systeme (a, b, ¢, d)
zu geben. Zu diesem Zwecke setzte er
(a + bi, ci + @

ThLe, o) =a+bitcj—dk

(8)

und suchte die beiden neuen Elemente (j, k) so zu bestimmen, dals fiir
unbestimmte (a, b, ¢, d), (a', b', ¢', d') die Gleichung
9) (a+bi+cj—dk)(a'+b'i+c'j—dk)=A+ Bi+ Cj— Dk

besteht, wo 4, B, C, D die in (3) angegebenen Werte haben.
Fiihren wir die Multiplikation auf der linken Seite von (9) unter

Beibehaltung der formalen Rechnungsregeln aus, jedoch ohne in dem

Produkte je zweier Elemente ¢, j, & die Reihenfolge der Faktoren zu
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vertauschen, und ordnen wir dann das Resultat nach den in 4, B, C, D
auftretenden Produkten, so wird dasselbe gleich

(aa' + bb'i* + cc'j + dd'k?) + (ab'i + da'i — cd'jk — de'kj)
+ (ac'j — bd'ik + ca'j — db'ki) — (ad'k — be'ij — eb'ji + da'k).

Hieraus folgt, dafs jene Gleichung dann und nur dann bestehen kann,
wenn die Elemente ¢, j, & den folgenden Gleichungen geniigen
%'g=j5= E9— — 1.

(10) tj==Fk, jk=1, ki=j,

Jji=—1j, kj=—jk, ik=—Fki.
Ordnet man also die drei Elemente cyklisch in der Folge (i, j, k) an,
so mufs das Produkt von zwei aufeinanderfolgenden gleich dem dritten
sein, wihrend dasselbe Produkt in umgekehrter Folge dem negativen
Werte des dritten gleich ist.

Unsere neuen Einheiten 7, j, & befolgen also nicht mehr die gewhn-
lichen Rechnungsregeln, wonach die Reihenfolge der Faktoren bei der
Multiplikation gleichgiiltig ist; und dies ist auch gar nicht zu verwundern,
weil wir es ja eigentlich gar nicht mit einer Multiplikation von Zahlgré[sen,
sondern mit einer Komposition der Systeme zu tun haben, wo die
Reihenfolge der Komposition eine wichtige Rolle spielt. In der Tat
erhilt man, indem man in (8) jedesmal den Koeffizienten von i, j, k
bezw. gleich 1, 1, — 1 und alle anderen gleich Null setzt, fiir ¢, j, & die

Gleichungen : o . &t
Sicei ¥y i O (Os t AR o e B
‘“(0, —z')’ I=\; 0)’ k (1, 0)’
die in (8) rechts stehenden Elemente 7, j, k sind also in Wahrheit Systeme

mit komplexen Koeffizienten, und zwischen diesen bestehen wirklich die
hier gefundenen Gleichungen (10), wenn das Einheitssystem durch 1,

—1, O ; :
e 1) durch — 1 bezeichnet wird.

Besonders werde noch der interessante Spezialfall hervorgehoben

das negative Einheitssystem (

a'=a, b'=—0b, ¢'=—c¢, d'=—d.

Dann sind B= C= D =0, wihrend 4 =a*+ b+ ¢*+ d*® wird. Es
ist also

(11) (a4 bi + ¢j — dk) (a — bi — ¢j + dk) = a®+ b*+ ¢ + d%
diese Relation, welche man aus der Kompositionsgleichung
(a’-{- b+ ¢+ d?, 0 )
o, a*+ b+t + d®
1-‘&

(j+b.af, c-$+d)( a — bi, —ci—d)_

i—d, a—bil\—ci+d, a+bi”
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leicht direkt erschliefsen kann, bildet das Analogon zu de: bekannten
Gleichung
(11a) (a + bi)(a — bi) = a*+ b°.

§ 4.

Die charakteristischen Eigenschaften der Determinante eires Systemes
von vier Elementen konnen auf verschiedenen Wegen gefunien werden.
Das Nichstliegende ist, dafs man jene Eigenschaften aus der Natur
der Losungen zweier linearer Gleichungen mit zwei Unbekannten her-
leitet, da man durch diese ja {iberhaupt zuerst auf die Deserminanten
gefihrt wird. Hat man aber auf diesem oder einem anderen Wege
einmal jene Eigenschaften gefunden, so kann man.dann auch um-

gekehrt nach Funktionen J (Zi z,) der Elemente eines Systemes fragen,

welche jene vorgeschriebenen Eigenschaften besitzen, und untersuchen,
welche Bedingungen die Determinante selbst vollstindig bestimmen,
d. h. welches System von Eigenschaften fiir die Determinanie charakte-
ristisch ist.

Auf solche Bedingungen werden wir von selbst durch die vorher
durchgefiihrten Untersuchungen iiber die Aquivalenz von Systemen
und ihre Invarianten hingefiihrt. So wurde z. B. schon frither gezeigt,
dafs eine Funktion der vier Grolsen eines komponierten Systemes
(z‘;,z,) (;: g), welche fiir die Reihenfolge der Komposition eine In-
variante ist, notwendig eine Funktion der Determinante jemer vier
Gréfsen sein muls. Soll aber jene Funktion die Determinante selbst
werden, so miissen noch weitere Forderungen hinzugefiigt werden, und
diese sind nunmehr aufzusuchen.

Ahnlich kann man zu charakteristischen Bedingungen fiir die
Determinante gelangen, wenn man beachtet, dafls dieselbe die einzige
Invariante des Systemes fiir die vordere oder fiir die hintere Kom-
position mit unimodularen Systemen ist. Wir zeigten nun, dafs jedes
System, also auch ein unimodulares, als Kompositionsresultat aus einer

Reihe von Systemen . gh £
((1)’ _0)’ (o: 1)’ (ﬁj 1)

: |

dargestellt werden kann, von denen die beiden ersten selbst unimodular
sind; wir brauchen daher nur zu bestimmen, wie sich J (Z: g,) bei
-

vorderer Komposition mit jedem dieser drei Elementarsysteme fndert,

http://rcin.org.pl



§ 4. Die charakteristischen Eigenschaften der Determinante. 101

um seine Anderung bei der Komposition mit jedem beliebigen Systeme
zu erhalten. Da die beiden ersten Systeme unimodular sind, so werden
wir voraussetzen miissen, dals J bei der Komposition mit diesen un-

gedndert bleibt. Wir suchen daher zuniichst eine Funktion J (z,’ g,)
;

der vier Elemente eines Systemes, welche ihren Wert nicht #ndert,
wenn das System vorn mit einem dieser beiden Elementarsysteme kom-
poniert wird, fiir welche also die beiden Gleichungen bestehen

b A
@ J(:', p) =7 ( Z, )
® o ke g

diese beiden Bedingungen muls jene Funktion notwendig erfiillen,
wenn sie die Determinante sein soll.
Die Komposition mit dem dritten Elementarsysteme (‘g’ (1)) wird
:

jene Funktion aber verindern, weil seine Determinante ja nicht Eins
ist. Wir wollen die dritte Bedingung stellen, dafs fiir diese Komposition

Ak, rr-,b\__ pa, pby a, b
® (D)) -TC ) e (5 )
sein soll, wo @(p) eine analytische Funktion von p sein soll. Eine
Eigenschaft dieser Funktion kommen wir sofort angeben. Aus der

Identitit
0 0 0
(0: 1) ({q),, 1) =(p0q,’ 1)
folgt nimlich

, O\ 7q, O\ sa, ' " x X
A€ 96 VD) -ewewiC; ) -7(CF O CY)

a, b
= @(m)J(ai, 2:)
also mufs jene analytische Funktion notwendig so beschaffen sein, dals
(3a) e(p) () = 6(p 9)
ist. Ferner muls
(3b) o) =1
: b o w (0, 0

sein, da das System (7 durch Komposition mit (7 fir p=1

? y (a’,b') P (0, ) fir p

keine Anderung erleidet.
Den beiden Bedingungen (3a) und (3b) geniigt die Funktion
O (p) = p”, wenn « ein beliebig aber fest gegebener Exponent ist. Gleich-
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zeitig erwihne ich, dafs, wie in der Funktionentheorie gezeigt wird*),
die Funktion p* die allgemeinste ist, welcher diese beiden Eigenschaften
zukommen. Wir konnen und wollen daher @ (p) durch p¢ ersetzen.

Nun fanden wir auf 8. 52 fiir jedes System mit von Null ver-
schiedener Determinante folgende Dekomposition

@, b _A,O) 1, 0,-1, 1, 8 O0,—1\ A, n (1, 0
) (a’,b')_(o, 1 (0, D (1, 0) (0, 1) (1, 0) (0, 1) (o, 1)’
wo «, f, y bestimmte und fiir ' 2 0 endliche Zahlen sind; ist a'= 0,
so war bei dieser Darstellung eine unwesentliche Verinderung an-

zubringen. Beachtet man nun, dafls jedes der Systeme ((1)’ ;) in das
g )
t, /A, 1\ (5> 0
H t ~
Produkt (0’ 1) (0’ 1) (0‘ 1) zerlegt werden kann und setzt den

a, b
a!, b

folgt aus der Voraussetzung des Bestehens der Gleichungen (1), (2), (3)

dann aus (4) sich ergebenden Ausdruck fiir ( ) in J ein, so

fiir die gesuchte Funktion J (;: g,) die folgende Darstellung

(4a) JG:’ 2:) =0(A)0(«)® (%) CIGXC (]13_) 6(y)@ (_;_) J((l): ?),

und mit Beriicksichtigung der Eigenschaft (3a) der Funktion @ erhilt
man schliefslich

@ TG =e@I(y ) =ama() )

Den konstanten Faktor J ({]i’ 2
2

schieden sein mufs, wenn die Funktion J nicht identisch Null sein soll,
wollen wir gleich Eins annehmen, also

(40) J(E) = J((l): =1

setzen. Wihlen wir endlich noch den Exponenten « in (4a) gleich
Eins, so ergibt sich

), welcher notwendig von Null ver-

J(zi’ g,) = A =gb' — a'b.

Wir haben also das Resultat:

*¥) Vergl. z. B. Bicrmann, Theorie der analytischen Funktionen, S.239flg.
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§ 4. Die charakteristischen Eigenschaften der Determinante. 103

Die einzige Funktion von vier Elementen J (i: 2')’ fiir
welche ’
" ®, Oy pr—al, —by a+da,b+b\ 1 . mpa,pb
) ®) J(a’,b')_J( a, b)‘-J( ol b )_PJ(a', b’)
' 1,0

und aulserdem J ( )= 1 ist, ist die Determinante des

0, 1
Systemes, Durch die drei Gleichungen (5) allein ist also die
Determinante bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt.

Offenbar wiren wir auf demselben Wege ebenfalls zur Determinante
gelangt, wenn wir die gleichen Bestimmungen fiir die hintere Kom-
position mit Elementarsystemen getroffen hiitten. Den entsprechen-
den Satz konnen wir folgendermalsen aussprechen:

Eine Funktion 3 (Z g,), fiir welche
b b, — b b
3 (2: b') -3 (b:, = Z) -3 C:, Z*i b') yu % 3 (ﬁz', b')

und aufserdem

(D)

, 0
3(:), 1)=1

ist, ist notwendig mit der Determinante identisch.

Jedes dieser beiden Resultate kann man zu einem einfachen nenen
Beweise des Multiplikationstheoremes benutzen. Es ist die Funktion
J (z,’ z,)=ab'—a.'b durch die Bedingungen (5) eindeutig bestimmt.

?

Suchen wir nun ihren Wert fiir ein komponiertes System

(a, b)(l, p,)_ (a A+b A, ay.—}-b,,;’)'

a, b))\, u') T @A+ VN, dp+ b

Wir wollen den Wert von J fiir dieses Kompositionssystem, als Funktion
@ b # . — {0 b . -

von (a:, b') allein betrachtet, gleich J (a:, b’) setzen, und die Eigen-

schaften von

—a, b b, by
. (:', b') . JC; i v, Zﬁi i b'i*)

aufsuchen. Dann ist nach (5) offenbar

i b ! e —
(e =7 (@ TG G ) = TG )

)
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und ebenso findet man fiir J (:‘,' g,

Gleichungen (5), so dafs man erhilt

=902 =00 - ot

) die tibrigen charakteristischen

Daraus ergibt sich nach dem oben ausgesprochenen Satze (I)
7B by =71, 0\ 1,0)1,;:,
J(a’, b') i aJ(O, 1) o AJ((O, 1 (l', y.')
%y
ol AJ(A,, ﬁ,) -—A A,

wenn Au'— A'u=A' gesetzt wird, und damit ist der Multiplikations-
satz bewiesen.
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Siebente Vorlesung.

Determinanten und Systeme von neun Elementen. — Auflésung von drei linearen

Gleichungen mit drei Unbekannten. — Darstellung ihrer Losung durch Deter-

minantenquotienten. — Die Grundeigenschaften der Determinanten dritter
Ordnung.

§ 1
Wir gehen nun zur Untersuchung eines Systemes von drei linearen
Gleichungen mit drei Unbekannten fiber; hierdurch werden wir dann
von selbst auf die Bildung und die Eigenschaften der Determinanten
von neun Elementen hingefiihrt werden.
Es seien also die drei Gleichungen gegeben

f=azxz+by+cz+d =0
(1) : fl=daz+by+cdz+d =0
f”=a”x+b”y+c”£+d”= 0,

wo die zwdolf Koeffizienten wiederum vollig unbestimmte Grofsen sind,
und wir stellen uns die Aufgabe, aus ihnen die Unbekannten z, y, z
zu bestimmen.

Die gewdhnliche Auflgsungsmethode besteht nun darin, dafs man
aus je zwei von diesen Gleichungen eine Unbekannte, etwa 2z, eliminiert;
dadurch erhilt man zwei lineare Gleichungen fiir # und y allein, deren
Auflésung wir dann direkt hinzuschreiben imstande sind. Zu diesem
Zwecke bilden wir aus den linken Seiten von (1) die beiden folgenden
Funktionen

f¢'!—f'e und fe"—f"e,
in denen die Koeffizienten von 2 offenbar gleich Null sind. Diese
neuen Gleichungen komnen folgendermalsen geschrieben werden

'
fc!_frc_ia) ‘ '\y+ii1 A’x+B'y+D'
’
(2) a, arr] b, b d"
fe'—f'e = ‘ ' + : c’,l_Afrx+Brry+ D"=0;
’
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106 Siebente Vorlesung.

ihre Koeffizienten

Al', BF, DF
(23) (A”, B”’ le)
sind also leicht zu bildende Determinanten zweiter Ordnung aus den
urspriinglichen Gleichungskoeffizienten.

Lost man nun diese beiden Gleichungen nach z und y auf, so

ergibt sich nach dem Satze (7b) auf 8. 16

|B', D' D, A' | 4!, B'
(3) ziy:l= | B" D" . D" A" : L A" B" ’
oder also

| B, D] D, Ak
(3a) =14 B ¥ 4", B"|

Auf #hnliche Weise kionnte man etwa durch Elimination von z eine
entsprechende Proportion fiir y:2:1 erhalten und aus ihr 2 finden,
oder auch diese letzte Unbekannte mit Hilfe einer der urspriinglichen
Gleichungen berechnen.

Die Gleichungen (3a) lehren uns nun, dafs sich auch hier 2 und y
als Quotienten von je zwei ganzen ganzzahligen Funktionen darstellen
lassen, deren Zihler und Nenner diejenigen Determinanten zweiter
Ordnung sind, welche sich aus dem Koeffizientensysteme (2a) bilden
lassen, und welche in Bezug auf die Koeffizienten der urspriinglichen
Gleichungen von der vierten Dimension sind.

Es ist unnétig, diese Funktionen wirklich auszurechnen, da wir
die gesuchten Werte der Unbekannten sofort auf einem viel natur-
gemii(seren und fibersichtlicheren Wege finden werden. Der hier be-
tretene Weg ist niimlich deshalb fiir die Erkenntnis der Form und
der Eigenschaften jener Funktionen sehr wenig geeignet, weil alle drei
Determinanten in der Proportion (3) infolge der Unvollkommenheit
und Unsymmetrie der angewandten Methode mit einem und demselben
iiberfliissigen Faktor behaftet sind, welcher sich von selbst forthebt.
Wir erhalten also auf diesem Wege nicht die Werte der Unbekannten
in ihrer reduzierten Form, sondern miissen zu dieser erst durch Weg-
heben der gemeinsamen Faktoren zu gelangen suchen.

Durch die Auswertung jener drei Determinanten wiirde man sich
direkt tiberzeugen kinnen, dafs die drei Determinanten | B, D' |, | D', 4’|
und | 4', B'| in der Tat siimtlich den Faktor ¢ enthalten. Leichter
gelangt man zu diesem Ziele durch den Nachweis, dafs jene Deter-
minanten fiir ¢ =0 simtlich verschwinden. Dies folgt unmittelbar daraus,
dafs sich fiir ¢ = 0 die beiden Gleichungen (2) auf f¢'=0 und f¢"=0
reduzieren, d. h. dals sie sich alsdann nur durch den konstanten
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Faktor g; unterscheiden. Ist das aber der Fall, so mufs nach dem

auf S. 20 bewiesenen Satze ihr Koeffizientensystem (2a) vom Range
Eins sein, d.h. die drei aus ihm gebildeten Determinanten |B’, D'|,
D', A'|, |A', B'| miissen fiir ¢ =0 notwendig verschwinden; und
hierdurch ist jener Beweis erbracht.

Aus der soeben gegebenen Darlegung folgt nun sofort, dals bei
dieser Art der Auflosung die Ausdriicke fiir die Zihler und Nenner
der Unbekannten stets einen solchen iiberfliissigen gemeinsamen Teiler
enthalten miissen. Abgesehen also von der Unsymmetrie dieses Ver-
fahrens, welches in der Bevorzugung einer Unbekannten vor den
beiden anderen liegt, liefert dasselbe niemals die reduzierten Aus-
driicke fiir die Zihler und Nenner der Unbekannten und kann deshalb
fiir unseren Zweck, die Erforschung der Eigenschaften jener einfachsten
Ausdriicke nicht als geeignet angesehen werden.

§ 2.

Ein Verfahren, welches von den soeben hervorgehobenen Mingeln
vollig frei ist, finden wir, wenn wir, dhnlich wie im § 1 der zweiten
Vorlesung unsere Aufgabe folgendermafsen aussprechen:

Welche Beschriinkung wird der Veriinderlichkeit der drei

Variablen x, y, z durch die Forderung auferlegt, dals die drei
linearen Funktionen derselben

f=azxz+by+cz+d
(1) fl=dz+by+cz+d

fl=a'z+b'y+c'z+d"
den Wert Null haben sollen?

Auch hier wollen wir versuchen, das System (f, /', f") durch ein
anderes (¥, F', F'") zu ersetzen, durch welches die Variabilitit von
(z,9, 2) in gleicher Weise beschriinkt wird, und welches im Gegen-
satze zu dem ersten von moglichst einfacher Form ist.

Bildet man die drei homogenen linearen Funktionen von (f,f",f")

F =pof+9f +2"f"
@) F'=gf+df' +d'f"
FFI’= 'P‘f—}— ?.ffl' _{_ r”ffl',

wo die neuen Substitutionskoeffizienten
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», 7, "

(2a) 0 4, 4"

¥, ¥
ganz beliebige Konstanten sind, so wird offenbar jedes Wertsystem
(#, y, 2), welches die Funktionen (f, /', f"") zum Verschwinden bringt,
auch (F, F', F") zu Null machen. Man kann also sagen, dafs der
durch (f=0, f'=0, f"=0) bestimmte Bereich der drei Variablen
z, y, z sicher ein Teil des durch das abgeleitete Gleichungssystem
(F=0, F'=0, F"=0) bestimmten ist. Hingegen wiirde in jedem
einzelnen Falle noch der Nachweis zu fithren sein, dals auch um-
gekehrt jede Losung des abgeleiteten Gleichungssystemes (F'=0, F'=0,
F"=0) auch das urspriingliche (f=0, f'=0, f”"=0) befriedigt.
Erst dann kann man sagen, dafs beide Systeme die Variabilitit von
(#,y, 2) in gleicher Weise beschrinken, d. h. dafs in diesem Sinne
die beiden Systeme (f, /', f"") und (F, F', F") dquivalent sind. Dieser
Beweis wird in dem hier zu betrachtenden Falle sehr leicht zu
fithren sein.

Wir wollen nun die bis jetzt ganz willkiirlich angenommenen
neun Substitutionskoeffizienten (2a) so zu bestimmen suchen, dafs das
abgeleitete System (F, F', F") von moglichst einfacher Gestalt wird,
dafs niamlich F' nur die eine Variable z, F' nur y und F" nur 2
enthiilt. Ein solches System linearer Funktionen wollen wir auch hier
ein reduziertes nennen. Kann man das urspriingliche System durch
ein #quivalentes reduziertes ersetzen, so findet man die zugehorigen
Werte von z, y, 2 unmittelbar durch die Auflésung von diesen drei
Gleichungen mit je einer Unbekannten.

Damit nun die erste abgeleitete Funktion F' nur z enthalte,
miissen die drei Komstanten (p, p', ") so bestimmt werden, dals die
Ausdriicke

b +prbr+pnbu und pc+p'c’+p"c"

verschwinden, welche in F' die Koeffizienten von y und z sind; und
ganz entsprechende Bedingungen fiir (¢, ¢, ¢") und (», », #") erhilt
man aus der Forderung, dafs F' und F"' bezw. nur y und nur z ent-
halten sollen.

Es ergeben sich also fiir die Substitutionskoeffizienten (2a) die
folgenden drei Systeme von je zwei Gleichungen

Pb +p'b'+p"b"=0, qc+grcr+qrrclr=0, ra+r’a’+r”a"=0

®)
pc+Plc!+prrcH.=0, ga_i_qjal'_l_q”a”:o’ rb +rfbl+rﬂ'b”=0l
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Diesen Gleichungen wird nach S. 23 (5) identisch geniigt, wenn
wir fiir die neun Substitutionskoeffizienten die folgenden Werte etzen

br b” gt b”, b A b, Y
c,c P=lg el 27, o
¢! |¢" ¢| ¢, ¢
0] ; o, 3 pllit
©) 1= d,al 7 | ¢ a, a
P - al o
=le, v’ b" AR

Man erkennt sofort, dals in diesem Systeme die Elemente einer Zeile
durch cyklische Vertauschung der oberen Indizes, dagegen die Elemente
einer Kolonne durch cyklische Permutation der Buchstaben a, b, ¢ aus-
einander hervorgehen.

Gibt man den Koeffizienten p, p/, p" die in (4) gefundenen Werte,
so geht die abgeleitete Gleichung F'= 0 iiber in

e (ap + a'p' _I__ a”P”)x _I_ (dp + dfpl' + d”p”) — 0
und entsprechende Gleichungen erhilt man fiir ' und F". Aus ihnen
ergeben sich fiir die Unbekannten z, y, # die Werte

_ dptad'g+arp” | Y, ¥ |+d'|d", 0] +d" b, ¥

T T aptdy Y T T a8 0+ (650 4 (5,0

) R IR ool oL G L LA T E LA DT
ba+Ud+b ¢ b, | +6 [ e|+b" (¢, ¢

g _drtdrid'y _ dld.a|+d'|d"a|+d" |a,d]

— ertdr c|a a" |+ ¢ |dhal+c |a,d]|

Was zuniichst die Nenner jener drei Briiche anbetrifft, so erkennt
man ohne weiteres, dals sie drei ganze Funktionen von den neun
Koeffizienten

a, b, ¢
® o %, o
aﬂ', bl‘l, c”

allein, d.h. von d, d', d" unabhiingig sind, und dals der zweite und
dritte aus dem ersten hervorgeht, indem man die Buchstaben (a, b, ¢)
cyklisch permutiert. Bezeichnet man also den ersten Nenner mit
®(a, b, ¢), wo zur Abkiirzung nur die erste Zeile des Koeffizienten-
systemes (6) hingeschrieben ist, so konnen jene drei Nenner folgender-
mafsen geschrieben werden

@(a, b,c), @0,c,a), O(c, a,b).

Der Zihler von z unterscheidet sich von seinem Nenner nur
dadurch, dafs (a, a', ") durch (&, d', d") ersetzt ist, und das Ent-
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sprechende gilt von den beiden Zihlern von y und z. Bei derselben
Bezeichnungsweise konnen diese also in der Form

0, b, ¢), 6(d,c,a), 6(d,a,b)

geschrieben werden.
Die vollstindige literale Auflésung der drei Gleichungen
F=0, F'=0, F"=0
ist also die folgende
__9@dbeo ,__ 0@dca __ _ 6dab
To@s9 YT T 60,00 FT T 06w’
wo unter @(a, b, ¢) die folgende homogene Funktion der dritten
Dimension von den neun Elementen (6) verstanden ist

|o', o' |8 B 2 b b’
(M 6@, b 0=a|y | +a || +a|
= a(br A ¢ b”) + af(bH bal FFb) + a” (bc.‘_ cbr)

b abfc"_i_ anch + aﬂ'bcl_ abncf =1 = a!‘bcﬂ__ a”bfc.
Alle drei Unbekannte sind also Quotienten je zweier homogenen
Funktionen der dritten Dimension, jedoch sind Zihler und Nenner
immer dieselben Funktionen ©, aber von verschiedenen Elementen.
a, b, ¢
a’, brJ ¢! )
a", o, c"
welche uns so durch die Auflosung eines Gleichungssystemes geliefert

wird, wollen wir hier die Determinante jenes Koeffizienten-
systemes nennen und sie durch

Die in (7) aufgestellte Funktion @ der neun Elemente

&, by e
a:, bf’ cl‘
au, b”, ¢!

oder, wo keine Verwechselung zu befiirchten ist, auch durch
| @, b, ¢

bezeichnen. Da sie aus drei Zeilen und Kolonnen besteht, so wird sie
eine Determinante der dritten Ordnung genannt.

§ 3.

Die im vorigen Abschnitte als Determinante bezeichnete Funktion
kann in sehr einfacher Weise aus ihrem Koeffizientensysteme gebildet
werden. Zu diesem Zwecke schreibe man hinter die dritte Vertikal-
reihe desselben noch einmal die erste und zweite und multipliziere
in dem so entstehenden Systeme
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b
\ WA
R ey

a”/ brr/\ CHX a”\‘ B

jedesmal die in einer Diagonale stehenden Elemente miteinander. Da-
durch erhilt man zwei Systeme von je drei Produkten
(ab'c", be'a", ca'd") und (a"b'c, b"¢'a, c"a'd),

welche den beiden Richtungen der Diagonalen entsprechen. Aus dem
Ausdruck (7) fiir die Determinante ergibt sich dann, dals man die
Determinante erhilt, wenn man von der Summe der drei ersten Pro-
dukte die Summe der letzten abzieht. Doch mulfs gleich darauf hin-
gewiesen werden, dafs diese Methode der Auswertung auf die Deter-
minanten der dritten Ordnung beschrinkt ist.

Die Determinante ist, wie man aus ihrem Ausdruck in (7) des
vorigen Abschnittes erkennt, eine ganze Funktion ihrer neun Argumente
von der dritten Dimension, welche in Bezug auf die Elemente einer jeden
Zeile und auch einer jeden Kolonne homogen und linear ist. Ordnet
man dieselbe niimlich einmal nach den Elementen (a, b, ¢) der ersten
Zeile, das andere Mal nach denjenigen (a, @', a”) der ersten Kolonne,
so erhilt man die beiden Darstellungen

I

. Y, ¢ |
(1) ]arb:c|=a b” fr|+b \‘l‘c u B
1” b
ly cﬂ\+ 2+l ol

und entsprechende Darstellungen wurde man fiir die Entwickelung
derselben nach einer der vier anderen Reihen erhalten.

Diese Darstellungen kann man nun beniitzen, um sofort einige
wichtige Bigenschaften der Determinante abzuleiten, und mit ihrer
Hilfe die im vorigen Abschnitte gefundene Ldsung

d,b,e| d,c,a d,a,b
@) x=_!_a_b_é'|’ y=- 1bc alg =_‘1|'c,a,b]|
des abgeleiteten Gleichungssystemes (F'=0, F'=0, F""=0) wesent-
lich zu vereinfachen.

Zuniichst zeigt man, dafs die drei Nenner von (z, y, #) mitein-
ander identisch sind; denn aus der ersten Darstellung der Determinante
in (1) geht hervor, dals sie unverindert bleibt, wenn man die Buch-
staben (a, b, ¢) cyklisch permutiert, weil dadurch nur ihre drei Sum-
manden miteinander vertauscht werden; es ist also

la, b, ¢c|=|b, ¢, a|=|c, a, bl
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Ebenso folgt, was hier beiliufig bemerkt werden mag, aus der zweiten
Darstellung der Determinante ihre Unveriinderlichkeit bei einer cyklischen
Permutation der drei oberen Indizes. Vertauscht man auch in den
Zihlerdeterminanten die Buchstaben entsprechend, so kann man die
Werte von (z, y, #) auch folgendermalsen schreiben

_Adsbyel. . |8.dye]l o &b, 8]
la, b, ¢’ P ) e T Y

(2a) z=

Vertauscht man die entsprechenden Elemente zweier Vertikalreihen
oder zweier Horizontalreihen miteinander, so #ndert die Determi-
nante nur ihr Vorzeichen, nicht aber ihren absoluten Wert. Fiir
die Vertauschung der beiden letzten Vertikalreihen, d. h. fiir die
Permutation der Elemente (b, b, b") mit (c, ¢, ¢") erhellt dies sofort
aus der zweiten Darstellung in (1), weil alsdann alle drei dort auf-
tretenden Determinanten zweiter Ordnung nur ihr Vorzeichen #ndern,
und das gleiche ergibt sich aus der ersten Darstellung fiir die Ver-
tauschung der beiden letzten Horizontalreihen. Dasselbe wiirde sich
aus den entsprechenden anderen Entwickelungen der Determinante fiir
die Vertauschung von zwei beliebigen Zeilen oder von zwei Kolonnen
ergeben, Man hat also den Satz:

Die Determinante #ndert nur ihr Vorzeichen, wenn man
die Elemente von zwei beliebigen Parallelreihen miteinander
vertauscht.

Infolge dieser Eigenschaft kann man nun der Lisung (2a) unseres
Gleichungssystemes eine Form geben, welche der fiir zwei Gleichungen
mit zwei Unbekannten gefundenen villig analog ist. Da nidmlich

|d, b, ¢|=|b,¢,d|, |a,d,c|]=—]|¢c,d,a|, |a,b,d|=|d,a,b|
ist, so lifst sich die Losung unseres Gleichungssystemes folgender-
mafsen als eine fortlaufende Proportion schreiben
(2b) z:y:z:1=—|b, ¢, d|:|c,d,al:—|d, a,b|:|a,b,c|
Auch hier sind die vier Determinanten, die auf der rechten Seite

dieser Gleichung auftreten, die einzigen ihrem absoluten Werte nach
verschiedenen, welche aus dem Koeffizientensysteme oder der Matrix

a, b, ¢, d
(3) A A
arr, brr’ C”, d”

der drei linearen Funktionen (f, /', /") durch Weglassung je einer
Kolonne gebildet werden konnen; und auch hier sind ihre Vertikal-
reihen so angeordnet, dafs die vier Determinanten aus der ersten durch
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cyklische Vertauschung der Buchstaben (@, b, ¢, d) hervorgehen. Nennt
man also die Determinante | b, ¢, d|, deren Elemente aus dem Systeme (3)
durch Weglassung der Koeffizienten von z erhalten werden, die z ent-
sprechende Determinante und bezeichnet analog die drei anderen als
beziehlich y, 2z, 1 entsprechend, so kann man das soeben gefundene
Resultat folgendermalsen aussprechen:

Es verhilt sich z:y:2:1 wie die vier entsprechenden
Determinanten des Systemes (3), aber mit abwechselnden Vor-
zeichen.

Aus den Entwickelungen des vorigen Abschnittes ging bis jetzt
nur hervor, dafs durch die Gleichung (2b) die Losung des ab-
geleiteten Gleichungssystemes (F' =0, F'=0, F"=0) bestimmt ist;
wir hatten aber bereits erkannt, dafs das urspriingliche System
(f=0, f'=0, f"=0) jedenfalls keine andere Losung haben kann.
Besitzt dasselbe also iiberhaupt eine Lisung, so mufs es die hier ge-
fundene sein. Um nun zu zeigen, dals durch die in (2b) gefundenen

Werte
|8, ¢, d| le, d, a|

|d, a, b
o 0 RO -5 5 Al e 1

|

|

jene Gleichungen erfiillt werden, setzen wir diese Werte in dieselben
ein; multiplizieren wir dann noch mit dem gemeinsamen Nenner |a, b, ¢/,
so ergeben sich die folgenden drei Gleichungen

r=—

a|b,e,d| ble, d, a| ¢cl|ld, a, b | d |a, b, ¢
4) -d |b, ¢, a|+V |, d, d |-C|d, d, ¥ |+d |d, ¥, |=0,
a" b", L‘”, a" B crf’ dﬂ" a" ¢! d”, arr, b a" an’ b", !

wo durch die Schreibweise angedeutet werden soll, dafs jene Glei-
chung fiir jedes der drei Koeffizientensysteme (a, b, ¢, d), (¢, V', ¢, d"),
(@", b, ¢", d") gilt. Von der Giiltigkeit dieser Identititen kann man
sich zwar auch durch Ausrechnung iiberzeugen, jedoch folgt sie auch
unmittelbar aus den obigen Determinanteneigenschaften. Ist sie zu-
niichst fiir das erste Koeffizientensystem (a, b, ¢, d) bewiesen, so gilt
sie auch fiir das zweite und dritte; denn wenn die Indizes cyklisch
vertauscht werden, so bleiben die vier Determinanten ungeiindert,
wihrend die vier Koeffizienten (a, b, ¢, d) in (d, ', ¢, d') iibergehen.
Betrachtet man also nur die erste Gleichung

(5) —a|b,c,d|+b[c,d,a|—c|d,a,bi+d]a,b,0|=0

so ist ihre linke Seite in den vier Elementen (a, b, ¢, d) offenbar
homogen von der zweiten Dimension; betrachtet man nun nur die-

Kronecker, Determinanten. 8
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jenigen Glieder, welche je zwei dieser Elemente enthalten, etwa @ und b,
8o heben sich diese gegenseitig fort; setzt man nimlich ¢ =d =0, so
geht jene Gleichung iiber in

el el e 6, o
—al|b, d, d |+0b|c, d, d =0,
b”, CFF’ rjll‘”| G'f’ d”, a”

und ein Gleiches gilt fiir alle Teile des Ausdruckes ().
Es ergibt sich also der Satz:

Die drei linearen Gleichungen

f=az4+by+cz+d =0
fl=dz+by+ce+d =0
['=d'z+b0'y+c'z+d"'=0
besitzen fiir unbestimmte Werte der Koeffizienten eine und
nur eine Auflosung, welche durch die Gleichung
z:y:2:1=—|b,¢,d|:|¢c,d, a|:—|d, a, b|:|a, b, ¢]

gegeben ist; und zwar sind die Ausdriicke auf der rechten
Seite die beziehlich z, y, z, 1 entsprechenden Determinanten
dritter Ordnung, welche aus dem Koeffizientensysteme der drei
Funktionen (f, /', f") gebildet werden konnen, mit abwechseln-
den Vorzeichen.
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Herleitung der Eigenschaften der Determinanten dritter Ordnung aus dem Charakter

der Liosung dreier linearer Gleichungen. — KEindeutigkeit der L&sung. — Unter-

suchung der Nenner in jenmer Liosung. — Die Beziehung der Zihler in der

Losung zun ihrem gemeinsamen Nemner O (a, b, ¢). — Die Fundamentaleigen-

schaftem der Funktion @(a, b, ¢) — Beweis des Multiplikationstheoremes fiir die

Funktion @(a, b, ¢). — Anderer Beweis desselben Theoremes. — Die Funktion
@(a, b, ¢) ist mit der Determinante | @, b, ¢| identisch.

g1,
Durch die Auflésung der drei linearen Gleichungen

f=az+by+ce+d=0
9] ff=dz+by+cdz+d =0
.”=aup:{:+bt]y+c:|z+drr=0

waren wir von selbst auf die Determinanten dritter Ordnung gefiihrt
worden, weil sich z, ¥ und z als Determinantenquotienten ergaben.
Wir fanden dann die Grundeigenschaften dieser Gebilde im wesent-
lichen durch eine direkte Ausrechnung, also auf einem Wege, welcher
uns bei dem Falle von n Gleichungen verschlossen ist. Da sich aber
bei der Auflosung der Gleichungen (1) z, ¥ und z als Quotienten von
Det-rminanten ergaben, so miissen wir die charakteristischen Eigen-
gchaften der Determinaten finden, wenn wir die Losung jener drei
Gleichungen betrachten.

Fiir den allgemeinen Fall von n Gleichungen mit » Unbekannten,
wo uns die direkte Methode der Ausrechnung nicht mehr zu Gebote
steht, ist es mun von grofser Wichtigkeit, die vorher gefundenen
Eigenschaften der Lésung direkt aus der Natur der Aufgabe, nicht
aus der von uns befolgten Methode der Auflosung zu erschlielsen, und
wir wollen diese Untersuchungen deshalb schon hier durchfiihren, weil
sie mit denen fiir den allgemeinen Fall im wesentlichen identisch sind,
hier aber leicht auf rechnendem Wege verifiziert werden konnen.

Wir wollen daher iiber die Lésung der Gleichungen (1) nur
den folgenden Satz voraussetzen, welcher sich schon aus den elemen-
tarea Betrachtungen des § 1 der vorigen Vorlesung, nimlich aus der
suceessiven Elimination von z und von y aus (1) unmittelbar ergibt:

8‘
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Sind die zwolf Koeffizienten (a, b, ¢, d) der linearen
Gleichungen (1) unbestimmte Grilsen, so besitzen diese
mindestens eine Losung, in welcher z, ¥ und 2 rationale Funk-
tionen jener Koeffizienten sind.

Oder was dasselbe ist:

Es gibt drei rationale Funktionen von (a, b, ¢, d,...),
welche fiir z, y, # in die Gleichungen (1) eingesetat, dlese
identisch befriedigen.

Um uns aber von den vorher durchgefiihrten Betrachtungen iiber
die Determinanten zweiter Ordnung unabhiingig zu machen, wollen
wir weiter in unsere Voraussetzungen aufnehmen, dafs auch zwei
lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten mindestens eine und zwar
eine rationale Lisung besitzen, sobald ihre Koeffizienten unbestimmt
sind, und wir wollen jetzt aus diesen fast selbstverstindlichen Siitzen
alle Eigenschaften der Losung von (1) allein durch sorgfiltige Unter-
suchung jener Gleichungen herleiten.

§ 2.
Wir machen also die Voraussetzung, dafs jedes System
f=axz+by+cez+d =0
1) ff=daz+Vy+dz+d =0
fl=d"z+b"y+c'2+d"=0
mit unbestimmten Koeffizienten mindestens eine Losung besitzt, und
beweisen zuniichst, dafs diese Gleichungen nur eine Losung haben, d. h.
dafs z, y, z durch sie eindeutig bestimmt sind. Um dies zwerst fiir
2 zu beweisen, betrachten wir an Stelle des Systemes (1) die eine ab-
geleitete Gleichung
@) F=Pf+Pf+["=0,

welche offenbar durch jede Losung von (1) befriedigt wird, und be-
stimmen die noch willkiirlichen Gréfsen P und P' so, dafs die Koeffi-
zienten von y und z verschwinden, d. h. so, dals die beiden Bedingungs-

gleichungen
Pb+4+ Po+3"=0

2
(28) Pe4 Pcd+¢"=0
erfiillt sind. Da die sechs Koeffizienten dieser beiden Gleichungen un-

bestimmte Gréfsen sind, so besitzen sie nach unserer allgemeinen Vor-
aussetzung mindestens eine Losung, und P und P' hingen allein
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: . b, Y, ¥\ oL
und zwar rational von den Koeffizienten (c ¢ c”) , nicht aber von
’ )

d, d' und d" ab. Es sei nun (P, P') eine Liosung der beiden Glei-
chungen (2a), so muls z auch notwendig die abgeleitete Gleichung
F={Pa+ Pd+ad)o+ (Pd+ Pd+d")=0

in (2) befriedigen, und da der Koeffizient von 2 fiir unbestimmte (a, @, a")

nicht identisch verschwindet, so erhilt man fiir z den einen Wert
__ Pa4Pata,

(2b) ~ Pat+Pa'+a"?

es gibt somit in der Tat nur einen einzigen Wert fiir 2. Ganz ebenso

lifst sich beweisen, dafs unter der gemachten Voraussetzung auch y

und 7z eindeutig bestimmt sind.

Nimmt man nun noch die zweite im vorigen Abschnitte gemachte
Voraussetzung hinzu, so kann man den Satz aussprechen:

Unter der Voraussetzung, dafls jedes System (1) von zwei
oder drei linearen Gleichungen mit unbestimmten Koeffizienten
tiberhaupt rationale Losungen besitzt, hat sich ergeben, dals
ein solches System eine und nur eine Losung hat, und dals
diese eine rationale Funktion der Gleichungskoeffizienten ist.

Bei diesem Beweise war nur vorausgesetzt worden, dafls die neun

@ibiie
Koeffizienten [a,', U, ¢ | Unbestimmte sind, wihrend die konstanten
aﬂ, b", c"!

Glieder d, d', d" auch beliebige spezielle Zahlwerte haben kinnen.
Wir konnen daher auch den fiir die Folge wichtigen Satz aussprechen:

Durch drei lineare Gleichungen, in denen die Koeffizienten
der drei Unbekannten Unbestimmte sind, withrend ihre kon-
stanten Glieder d, d', d" beliebige Zahlwerte haben konnen,
sind die Werte der Unbekannten eindeutig bestimmt.

Sind speziell d = d'= d" = 0, betrachtet man also die drei homo-
genen linearen Gleichungen
az+by+ez=0
dz+4+by+cz=0
d'lz+b'y+d'z2=0,
80 besitzen diese nach dem soeben bewiesenen Satze fiir unbestimmte
(a, b, ¢) die Losung (z =0, y =0, z=0) und keine andere.
Die einzige Losung der drei Gleichungen (1) besitzt hiernach die
folgende Form
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® (a,b,c, @, (a, b, ¢, b, (a, b, e, d
B emgated Y-eEied ‘et
wo die Zihler und Nenner ganze ganzzahlige Funktionen der zwdolf
Gleichungskoeffizienten sind und nicht identisch verschwinden; der
Einfachheit wegen sollen immer nur die vier ersten Buchstaben an-
gegeben werden. Wir wollen nun untersuchen, welche Higenschaften
diese sechs ganzen Funktionen haben miissen, welche als Zihler und
Nenner der Losung auftreten.

Hier soll aber von vornherein vorausgesetzt werden, dafs jene
Briiche in der sogenannten reduzierten Form hingeschrieben sind, dals
nimlich etwaige gemeinsame Faktoren von Zihler und Nenner jener
drei Briiche bereits durch Heben beseitigt sind. So hatte sich ja z. B.
im § 1 der vorigen Vorlesung ergeben, dals bei der dort charakterisierten
Auflssungsmethode Zihler und Nenner von x und y den gemeinsamen
Faktor ¢ enthielten, welcher erst durch Heben beseitigt werden mulste,
um die reduzierte Form zu erhalten. Ahnlich konnte es geschehen,
dafs Zihler und Nenner entweder eine Zahl oder eine ganze Funktion
der Gleichungskoeffizienten als gemeinsamen Teiler enthalten. In einer
spiteren Vorlesung wird ein Verfahren angegeben werden, durch das
man den grofsten gemeinsamen Teiler von zwei solchen ganzen Funk-
tionen bestimmen und diese in ihre unzerlegharen oder Primfaktoren
dekomponieren kann; wir wollen dieses Verfahren schon hier als bekannt
voraussetzen, und denken uns mit Hilfe desselben jene drei Briiche
von vornherein in ihrer reduzierten Form gegeben.

Wir wollen nun zuniichst die Unbekannten x, %, # als Funktionen
von (d, d', d") allein betrachten und allein aus der Betrachtung der
Gleichungen (1) beweisen, dals z, y, z homogene lineare Funktionen von
d, d', d" sind. Diese Tatsache folgt auch aus der Gleichung (2b) und
den entsprechenden fiir y und 2z, sie soll aber jetzt noch einmal aus
der Natur der linearen Gleichungen erschlossen werden.

Bezeichnet man mit

@1 Y 21)y (@2 B0y 20), (@, Uy %)
die drei ebenfalls eindeutig bestimmten L&sungen der einfachen
Gleichungssysteme

az;+by+czy+d=0, a 2,4+ b y+c 2z =0

adz + by +d e =0, da+Vy+cdz+d=0

@ "z, + by + 'y =0, a"z, + 0"y, + 'z =0
a xs+b y;+e oz =0
a ag+ by, + ¢ 2 =0

ﬂ”-’fs—i- brlys_l_ C”zs"‘ d"=0,
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und nennt man (z, ¥, z) wie vorher die Losung der allgemeinen
Gleichungen (1), so erhilt man sofort die Gleichungen

2=+ %+
(%) Y=y +Y%+Ys

2=z ++ 2, + 2.

Jede der Unbekannten stellt sich also als Summe von drei Funk-
tionen von je einer der drei Grofsen d, d', d" allein dar. Um nun
zu erkennen, wie jene Funktionen von ihren Argumenten abhingen,
zerlegen wir z. B. d in zwei Summanden d, und dy, und betrachten die
Lésungen der beiden Gleichungssysteme

ab+dby+eb+d=0|ab+bntel+d=0
6) adE+Vn+cg =0 d&E+Vntdh =0
aﬂgl + b'f”?l + E”;], == 0 a'!gz + b"]}i + cl’! ;.s — 0.
Dann ist offenbar
o=8+&, Hh=mtmn =+
Setzt man also
z, = @(d), Yy =v(d), 2= y(d),
=gd,+dy), =v(d+dy), =z(d+d),

E=od), wm=v(d), &=1(d)
&= 'P(d?)? ny = 9(dp), b= Z(dg);
so hat jede dieser Funktionen die Eigenschaft, dals z. B.
¢(d, + dy) = ¢(dy) + @(dy)
ist. Hieraus folgt speziell, dafls

9d+dy)—9@d) _ p(dy)
d, i 1

also unabhiingig von d, ist. Dasselbe gilt also auch fiir ein unendlich
kleines d, von dem Differentialquotienten von ¢(d,), d. h. es ist
CP! (d) = c,
7 =g@(d)= Cd,

wo C eine von d, d',d" unabhingige Grofse bedeutet, welche also
nur von den neun Koeffizienten (a, b, ¢, o, V/, ¢, ...) abhingt.

Da nun fiir jede der beiden Funktionen z, und z; Ahnliches be-
wiesen werden kann, so folgt aus der Gleichung (5)
) z=@(d,d,d")=Cd+C'd +C"d",
wo C, €', C" nur noch von den neun Koeffizienten (a, b, ¢) abhiingen.
Ganz dasselbe gilt offenbar auch von y und .

also auch

oder
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In den Ausdriicken (3) fiir #, y, # sind also die drei Nenner simt-
lich von d, d', @" unabhiingig, wihrend die Zihler homogene lineare
Funktionen dieser drei Gréfsen sind. Wir kénnen die Gleichungen (3)
jetzt also folgendermalsen schreiben

@, (a,b,¢,d) _ dC+ad'C'+a"c”

e N A Y o,
) _ @b ed_ aD4dD +a"D"
( V= "a a0 o,
_®,(a,b,e,d)  dE+d' E'+a"E"
S e lne e, y

wo die 0, D, E und @ ganze Funktionen der neun Grifsen (a, b, ¢)
allein sind.

§ 3.

Es soll nun der grundlegende Nachweis gefiihrt werden, dafs bei
der soeben gefundenen Darstellung der Losung unseres Gleichungs-
systemes

(1) f=azx+by+cz+d=0,

wo jetzt der Kiirze wegen jedesmal nur die erste Gleichung hin-
geschrieben werden soll, d. h. bei der Darstellung

__ P (a,b, e, d _ Dy(a, b, c, d) _ ®(a, b, ¢, d
B e= gt Y= omtio " T

die drei Nenner identisch sind; zu diesem Zwecke wollen wir zeigen,
dafs jeder dieser Nenner durch jeden anderen teilbar ist. Bs geniigt
hier nachzuweisen, dafs z. B. der zweite Nenner ®, den ersten @, als
Faktor enthilt, da die Beweise fiir die anderen Nenner ganz ent-
sprechend gefiihrt werden kénnen.

Um dies zu zeigen, fiihren wir an Stelle von (z, y, ) die neuen
Unbekannten (2, 3/, #/) durch die Gleichungen

(2) z=2, y=y+itd, eo=1¢

ein, wo ¢ eine unbestimmte Grifse bedeutet; dann ist umgekehrt

(2a) =z, y=y—tz, =32,

und (7', ¢/, #') sind durch die neuen Gleichungen bestimmt
(3) fi=(@+ b))+ by + ¢’ +d=0.

Setzt man also zur Abkiirzung

(3a) at+bt=a, d+bt=a;, a'+Vt=al,

so werden (7, 4/, 2) durch die Gleichungen
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a2 +by +cd +d =0
(3b) g+ by +dd +d =0

rr '+b”y”+c”" +dr!_0
ebenfalls eindeutig bestlmmt und zwar wird nach (1a)

fﬁ(al,bcd) _ Pa(ay, b, c,d) z,_d’)(a“bcd)
6,(a, b, ¢ 0, (a,, b, o’ 0,(a;, b, 0)
wo nur die dort auftretenden Koeffizienten a, a', ¢ durch die neuen
ay, dy, @) ersetzt sind. '

Da nun y'=y —{z ist, so muls fiir ein unbestimmtes ¢ die
Identitiit bestehen

4 o=

@, (a,) @ D (a
®) Bre) = o0~ ! oL@
wo der Einfachheit wegen die Argumente b, ¢, d in der Bezeichnung
fortgelassen sind.

In dieser Identitit bringen wir die rechte Seite auf gleichen
Nenner. Es sei 7' der grolste gemeinsame Teiler der beiden Nenner,
so dafs also

(6) O,=T%, uwd 6,=T%F,

ist, und ¥, und ¥, keinen gemeinsamen Faktor mehr besitzen. Dann
kann die Gleichung (5) folgendermalsen geschrieben werden

D, (a,) D, T, —tB,d,
(7) GE_EEI% T i T l’p.l l‘p-! :
wo die Funktionen, welche auf der rechten Seite im Zihler und
Nenner stehen, ¢ gar nicht enthalten.

Man kann nun zeigen, dals der Bruch auf der rechten Seite in
geiner reduzierten Form erscheint, d. h. dafs Zihler und Nenner keinen
gemeinsamen Teiler haben konnen, der sich fortheben wiirde. Da
nimlich der Nenner ¢ gar nicht enthilt, so miifste jener Teiler in jedem
der beiden Terme des Zihlers enthalten sein, d.h. es miilsten die
drei Produkte
(8) (Tw®, o, @ 0)

einen und denselben Faktor besitzen. Nun hat aber keines der fiinf

Paare von Funktionen
(@, T), (@, T)

9) (2, #), (9 %)

(%, &)
einen Teiler; die beiden ersten und die beiden zweiten Paare haben
keinen Teiler, weil %: 'T‘pillf, und g‘ ﬁ;—r— nach der Voraussetzung
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in der reduzierten Form gegeben sind, das letzte Paar, weil %, und %,
die von dem gemeinsamen Divisor 7 befreiten Teile von @, und @, sind.

Angenommen nun, es existierte ein selbst nicht weiter zerlegharer
Teiler P der drei Produkte (8), so miifste er auch in 7'%, ¥, also in
einer der Funktionen @, ¥, oder in 7' enthalten sein. Wire aber P
z. B. in ¥, enthalten, so miifste er ferner in dem Produkte @, ¥, vor-
kommen, und das ist nicht méglich, weil ¥, weder mit @, noch mit
P, einen gemeinsamen Teiler hat. Ganz dasselbe gilt, wenn P ein
Faktor von %, wire. In 7 kann endlich jener Teiler auch nicht
enthalten sein, denn da 7' zu @, und @, relativ prim ist, so miilste
jener Teiler zugleich in @, und %, enthalten sein, und das streitet
mit der Voraussetzung, dals ¥, und %, relativ prim zueinander sind.

Damit ist also bewiesen, dals der Bruch auf der rechten Seite von (7)
in der Tat in der reduzierten Form erscheint. Da aber nach (5) der

Bruch ?"Ea]% jenem reduzierten Bruche identisch gleich ist, so folgt,

dafs sein Zihler und Nenner sich von den entsprechenden Ausdriicken auf
der rechten Seite von (7) nur durch einen gemeinsamen Faktor unter-
scheiden konnen, der sich dann eben forthebt. Es ist also der Nenner
0, (a,) des ersten Bruches fiir einen unbestimmten Wert von ¢ durch
den Nenner 7%, ¥, der rechten Seite, also a fortiori durch 7%, = @, (a)
teilbar, d. h. es ist fiir ein variables ¢

@2(651) - 81(0’)' G(ﬂ, b! ¢, t);
wo (+ eine ganze ganzzahlige Funktion von (a, b, ¢, t) bedeutet.
Hieraus ergibt sich speziell fiir t=0, weil da a,=a, a\=d', aj =d"

wird, @,(a, b, ¢) = 06,(a, b, ¢c)-G(a, b, c, 0).

Es ist also ®, durch @, teilbar. Da man nun ganz ebenso zeigen
kann, dafs @, auch ®, enthiilt, so folgt, dals ®, sich von ®, hochstens
durch das Vorzeichen unterscheiden kann, da jeder Teiler der einen
Funktion (auch die Zahlenteiler) in der anderen enthalten ist. Wir
konnen und wollen nun das Vorzeichen von @, so bestimmen, dals
jene beiden Nenner einander gleich sind; und da auch fiir ®; ganz
dasselbe gilt, so ist dann in der Tat

6,(a, b, c) = 0,(a, b, ¢) = B4(a, b, c).
Setzen wir also diesen gemeinsamen Nenner gleich @(a, b, c), so erhilt
man jetzt fiir , y, 2 die folgende Darstellung
P, (a, b, c, d) b (a, b, c,d) @(ubcd}

= 0w b9 YT 6@b g’ ‘T 6wbo
wo @, @, @, in (d, d', d") simtlich homogen und lmear sind, wihrend

der gemeinsame Nemner von (d, d', d"') unabhingig ist.

__?
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§ 4.

Wir wollen endlich untersuchen, in welcher Beziehung die Zihler
der vorher gefundenen Losung

{ ~%@dbed . _S@bded _ $abed
1) =" 0@,b,0 =~ @, b, e S Oa, b, e

des Gleichungssystemes
(1a) az+by+ecz+d=0

zu ihrem gemeinsamen Nenner stehen. Auch hier ersetzen wir die
Unbekannten (z, y, #) durch neue (2, ¥, 2') vermittelst der Gleichungen

¥ 1 Y ' 4 1 y’ z

2 = - '— = = = = =L = ..
(...) x x: y a:, b4 e x a:’, y :c" 2 e,

Dieselben sind dann die ebenfalls eindeutig bestimmten Losungen des
Gleichungssystemes

(2a) dz' + by' + ¢Z +a=0,
welches man aus (la) erhilt, indem man dort (z, y, z) durch ihre
Ausdriicke in (2, y, 2') ersetzt und alsdann mit dem gemeinsamen
Nenner z' multipliziert.

Dieses Gleichungssystem geht aber offenbar aus dem gegebenen
in (la) durch Vertauschung der Koeffizienten (a, o/, ') und (d, d', d")
hervor. Durch dieselbe Vertauschung wird man demnach die Werte
von (2, ¥, #) aus den in (1) gefundenen von (z, y, 2) erhalten.

Es ist also
_B@bea _ B@bea) ,_ 8dDbea
(2b) B _QEI._!),_C} ! y o G(d1 b\ {..') i Q\d‘ b‘ C)

Da aber 2'= ;7 ist, so ergibt sich durch Vergleichung von (2b) mit
(1) die Identitiit
(3) @, b.0,0)  _6(a,0,0
6, b,0 _ ®(a,b,ec d
Nun sind aber beide Ausdriicke nach der Voraussetzung in der
reduzierten Form, denn sowohl in 2’ als auch in z haben Zihler und
Nenner keinen gemeinsamen Teiler. Es kénnen sich somit in (3) die
Zihler und auch die Nenner nur durch das Vorzeichen unterscheiden,
d. h. es mufs sein

(4) P (a,b,c,d)=+ 0(d, b, c).

Der Zihler von x geht also, abgesehen von dem noch unbestimmt
bleibenden Vorzeichen, dadurch aus dem Nenner hervor, dals man dort
die Elemente (a, @', a") beziehlich ersetzt durch (d, d', d").
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Offenbar kann man denselben Beweis auch fiir ¥ und # fiihren;
nur tritt da an Stelle von (a, @/, ¢") das System (b, V', b") bezw.
(¢, ¢, "), und man erhilt

D, (a,b,¢c,d)=+0(a, d, c)
D,(a, b, c,d) =+ 0 (a, b, d).

Demnach erhilt man fiir die Losung unseres Gleichungssystemes

nunmehr die Ausdriicke

0@, b, 0@ d ¢ __ , @b, d
06.5.9 Y=TeEt, 9 =Lt ee.9

(®) ik

wo nur noch die Vorzeichen zu bestimmen sind.

Diese letzte Frage kann num sehr einfach durch die folgende Be-
trachtung entschieden werden. Um das Vorzeichen von # zu bestimmen,
betrachten wir die Gleichungen, welche aus (1) hervorgehen, wenn wir
die konstanten Glieder (d, d', d") beziehlich gleich (a, d, ") setzen,
d. h. die drei Gleichungen

azx+by+ce+a=0
(6) dz+by+cde+d=0
d'z+V'y+ 'z 4 d'=0.

Auch diese Gleichungen besitzen nach dem zweiten Satze auf S. 117 fiir
unbestimmte (@, b, ¢) eine und nur eine Lisung, und diese geht dem-
nach aus der allgemeinen in Nr. (5) dadurch hervor, dafs man dort die d
durch die a ersetzt; da der gemeinsame Nenner sicher von Null ver-
schieden ist, so erscheint diese Losung nicht etwa in der unbestimmten

0 ‘
Form T Es muls also sein

006,59 " i O R

6@ b,¢) =T @@be)

(M e=t5@sng—tl y==%

Nun erkennt man aber sofort, dals jeme Gleichungen (6) durch das
Wertsystem

(7a) zg=—1, y=0, z=0

befriedigt werden. In dem Ausdrucke fiir « ist also das negative Vor-

zeichen zu wihlen. Ganz analog findet man dasselbe Resultat fiir y
und fiir 2. Man erhilt also den folgenden wichtigen Satz:

Unter der Voraussetzung, dals drei lineare Gleichungen
mit drei Unbekannten fiir unbestimmte Werte der Koeffi-
zienten mindestens eine rationale Losung haben, besitzen sie
auch nur eine, und diese mufs notwendig die Form haben

[
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O, b, 0 O(@,d,¢) __  O(a,b,d

C) r="%@,b,0 =—0@b,o *T " 6@bd0

wo ©(a, b, ¢) eine ganze ganzzahlige Funktion der neun
@&, b; ©
Elemente (a', (i c’) ist. Die Werte der Unbekannten stellen
a', b", ¢
sich also dar als Quotienten einer und derselben Funktion @
fiir verschiedene Argumente.

§ b.

Aus diesem Satze ergibt sich nun eine Reihe wichtiger Eigen-
schaften der Funktion @. Zunichst kann diese Funktion keine Zahlen-
faktoren besitzen, weil nach der Voraussetzung die oben in (8) ge-
fundenen Briiche in der reduzierten Form gegeben sind, und entgegen-
gesetzten Falles die Zihler dieselben Zahlenfaktoren haben miilsten.

Ferner war vorher bewiesen worden, dals die Zihler @(d, b, ),
6(a, d, ¢), O(a, b, d) von z, y, z simtlich in Bezug auf (d, d', d")
homogen und linear sind. Da nun diese drei Zihler aus dem gemein-
samen Nenner @(a, b, ¢) dadurch hervorgehen, dafs man beziehlich die
Koeffizienten (a, d', a"), (b, b, b"), (¢, ¢, ¢') ersetzt durch (d, d', d"),
so folgt hieraus, dafs der gemeinsame Nenner @(a, b, ¢) sowohl in Bezug
auf die drei Koeffizienten a, als auch auf die b und die ¢ eine homogene
lineare Funktion ist. Man hat also den Satz:

Die Funktion @(a, b, ¢) ist eine ganze ganzzahlige Funk-
tion der neun Argumente

a, b, ¢
(1) (a’, o, ¢ )
aff, b”, c'f

ohne gemeinsame Zahlenfaktoren, welche in Bezug auf die
Elemente einer jeden Kolonne des obigen Koeffizientensystemes
homogen und linear ist.

Da @ eine ganze Funktion von den neun Elementen (a, b, ¢) ist,
welche in Bezug aunf die Elemente a, b und ¢ homogen und linear ist,
so muls jedes ihrer Glieder ein und nur ein Element aus einer jeden
Kolonne von (1) enthalten, also aus lauter Termen von der Form abc
znsammengesetzt sein. Man hat also als Korollar den Satz:

Die Funktion @ ist in ihren Elementen (@, b, ¢) homogen
und von der dritten Dimension.
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Aus der Vergleichung der beiden Wertsysteme (7) und (7a) des
vorigen Abschnittes, welche notwendig identisch sein miissen, kann man
nun noch eine weitere wichtige Eigenschaft der Funktion @ herleiten.
Vergleicht man niimlich die Werte von y und von 2z miteinander, so

erhilt man, da @(a, b, ¢) 2 0 ist, die beiden Gleichungen
(2) @®(a, a,¢)=0, ©(a,b,a)=0,

d. h. die Funktion @ verschwindet identisch, wenn die Elemente der

zweiten oder der dritten Vertikalreihe denen der ersten gleich werden.

Ganz entsprechend kann man diesen Satz fiir je zwei Vertikalreihen
beweisen; man erhilt also den Satz:

Die Funktion @& verschwindet identisch, wenn die ent-

sprechenden Elemente zweier Kolonnen einander gleich sind.

Dieser Satz in Verbindung mit dem vorletzten liefert eine weitere
charakteristische Eigenschaft der Funktion . Ersetzt man niimlich
in @ die Elemente a, a/, a" beziehlich durch a + ¢, a + &, a" + &"
und beriicksichtigt, dafs @ linear und homogen in den Elementen der
ersten Vertikalreihe ist, so ergibt sich

@a+ea b c)=0(a,b,c)+ @(a, b, ¢),

wo zur Abkiirzung wieder jedesmal nur die erste Horizontalreihe der
Elemente hingeschrieben ist; ersetzt man auf beiden Seiten dieser
Gleichung die Elemente (b, b, b') beziehlich wieder durch

(b+p,0+p, 0 +p"
und berticksichtigt, dafs @ auch fiir die Elemente der zweiten Vertikal-
reihe homogen und linear ist, so ergibt sich
®a+« b+ p,c)=06(a,b, c)+ @(a, b, ¢)+ O(a, B, ¢c)+ O(e, B, ).

Setzen wir in dieser Identitit («, «, «") beziehlich gleich (b, b/, b")
und (B, g, ") gleich (a, d, a"), so geht sie iiber in
@la+b,a+b,c)=0(a,b,c)+ O0b,b,c)+ Oa, a, c) + O, a, ¢),
oder wenn man diejenigen Funktionen @ fortlifst, in denen zwei Argu-
mente, d. h. hier zwei Vertikalreihen einander gleich sind,

@, b,c)+ B0, a,c)=0

@(a, b, ¢c)=— 6(b, a, c).

Ganz ebenso konnte man beweisen, dafls die Funktion @ nur ihr
Zeichen @ndert, wenn man die Elemente irgend zweier Vertikalreihen
vertauscht. Man erhiilt also den Satz:
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Die Funktion @ iindert nur ihr Zeichen bei der Ver-
tauschung von zwei beliebigen Kolonnen.

Hiernach kann man die Losung unseres Gleichungssystemes in (8)
des § 4 auch folgendermalsen schreiben

@) z=-_8Ccd . _ ., 6Cda 6@ aD

=T 9@ YT=Teab,eo T 0G0 0

2

oder in Form einer Proportion
(Ba) z:y:2:1=—0(b,¢,d): O, d,a): —O(d, a, b): &(a, b, c).

Die beiden letzten fiir die Vertikalreihen des Koeffizientensystemes
von @ bewiesenen Sitze gelten auch fiir seine Horizontalreihen.
Wir gehen zum Beweise dieser wichtigen Tatsache wiederum aus
von dem urspriinglichen Gleichungssysteme
f=az4+by+cz+d =0
ff=dz+by+cdz+d =0
[l=ad"'z2+b'y+c'24d"=0
und leiten aus ihm eine neue Gleichung ab
4) F=pf+pf +p"f"=0,
wo jetzt p, p', p” so bestimmt sein sollen, dafs der Koeffizient von z
gleich (— 1), die von y und z gleich Null sind. Dann miissen p, p/, p"
die drei Gleichungen befriedigen
pa+pd+pad+4+1=0
(4a) pb+p'b+p'd" =
pe+pc+p'cd =0;
aus diesen drei Gleichungen bestimmen sich p, p/, p" eindeutig, da ja
ihr Koeffizientensystem lauter Unbestimmte enthilt.
Das hier auftretende Koeffizientensystem

a, @, a"
(5) (b, b, b")
e, ¢, ¢
geht aus dem der urspriinglichen Gleichungen

&, by e
(ba) (a', b, ¢ )
a-” bfr’ c'f

H

offenbar dadurch hervor, dafs man in ihm die Horizontalreihen mit den
Vertikalreihen vertauscht; man nennt daher dasselbe das transponierte
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System des urspriinglichen (vergl. 8. 45 unten). Die Losung jener
drei Gleichungen kann dann folgendermalsen geschrieben werden
4. o (a, bv c) ot cp'(a,b,c) e @”(at b! C}

(6) B 0@, d,a) 2= 8(a, d,a") ~ 0@, d,ad)
wo der gemeinsame Nenner jetzt die Funktion ® von dem trans-
ponierten Systeme (D) ist.

Setzt man nun fiir (p, p, p") die hier gefundenen Werte ein, so
geht die Gleichung F'= 0 offenbar iiber in

m_@d+prdl+Perfl)=0,
und man erhilt fir z den folgenden Wert
6 pdetdvtdy"

@, d, a")

Da aber vorher fiir # die Losung gefunden war

8, b, 0

== %659
und da diese die reduzierte Form hatte, so muls der Nenner des
Bruches (7) durch @(a, b, ¢) teilbar sein, d. h. es besteht eine Identitiit

6(a, d, a") = 0(a, b, ¢)-k(a, b, ¢),
wo k(a, b, ¢) eine ganze ganzzahlige Funktion von a, b, ¢ sein mufs.
Vertauscht man aber hier nochmals die Horizontal- und Vertikalreihen
miteinander, so ergibt sich

6(a, b, ¢)=0(a, d, a")-k(a, d, a");
und wenn man diesen Wert von @ (a, b, ¢) aus der zweiten Gleichung in
die erste einsetzt und mit der nicht verschwindenden Grélse @(a, a', a")
dividiert, so mufls sein

k(a, b, ¢)-k(a, @, a") = 1.
Hieraus folgt, dals % notwendig gleich 4+ 1 sein mulfs; denn da

das Produkt jener beiden ganzen ganzzahligen Funktionen gleich eins

sein soll, so miifste jeder Teiler von k, auch jeder Zahlenteiler, ein
Teiler der Einheit sein. Also ist

a, a, a" &, B
@ =0\ a,
(8) (b, v, b") ( TR c’),
¢ ¢, ¢ a', b", J

wo § =+ 1 ist.

Es ist leicht, die Bestimmung dieses Vorzeichens durch Aus-
rechnung zu finden. Die folgende Uberlegung zeigt aber ohne jede
Rechnung, dafs stets das positive Vorzeichen zu wihlen ist.
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Ersetzt man niimlich in (8) das System (a, b, ¢) durch ein so-
genanntes symmetrisches System
A, D, F
(D, B, E ),
F, E C
d. h. durch ein solches, dessen Horizontalreihen seinen entsprechenden

Vertikalreihen gleich sind, so ist das transponierte System dem ur-
spriinglichen gleich, und die Gleichung (8) geht iiber in

7 e s A, D, F
@(D, B, E)=s(~)(D, B, L)
F, E, C F, B O

Es muls also ¢ =+ 1 sein, es sei denn, dafs die Funktion @ fiir jedes sym-
metrische Elementensystem identisch verschwindet. Im niichsten Abschnitt
(auf 8.133) werden wir aber zeigen, dafs die Funktion ® von Null ver-
schieden sein mufs, wenn man (a, b, ¢) gleich dem sogenannten Ein-
1.0,
heitssysteme (0, 1, g) setzt; und da dies offenbar symmetrisch ist, so
[ (o)t
ist damit bewiesen, dafs @(a, b, ¢) = @(a, a', ¢") ist, und man hat
den Satz:
Die Funktion @ bleibt ungeéindert, wenn man in ihrem
Elementensysteme die Zeilen mit den Kolonnen vertauscht.

Spricht man jetzt die vorher gefundenen Sitze fiir die Funktion
®(a, d, a") aus, so gelten sie nach (8) auch fiir die urspriingliche
Funktion @ (a, b, ¢); da aber die Vertikalreihen des ersten Systemes die
Horizontalreihen des letzten sind, so ergibt sich, dafs alle vorher in
Bezug auf die Kolonnen ihres Elementensystemes gefundenen Eigen-
schaften der Funktion ® wortlich auch fiir die Zeilen desselben gelten.
Bezeichnet man also wiederum eine Zeile oder eine Kolonne mit dem
gemeinsamen Ausdruck ,Reihe“ so kann man das vollstindige Resultat
dieser Untersuchung folgendermalsen aussprechen:

Die Funktion @ ist eine ganze Funktion der neun Argu-

ay byhc
mente (a’, b, ¢ ), deren ganzzahlige Koeffizienten keinen

arr, b", "
gemeinsamen Zahlenfaktor haben; dieselbe ist homogen und
linear in Bezug auf die Elemente einer jeden Reihe, und sie
indert nur ihr Vorzeichen, wenn zwei Parallelreihen mit-
einander vertauscht werden.

Kronecker, Determinanten. 9
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§ 6.

Ebenso wie fiir die Determinanten zweiter Ordnung besteht auch
fir die hier untersuchte Funktion @(a, b, ¢), welche, wie gleich
gezeigt werden wird, mit der Determinante dritter Ordnung |a, b, ¢|
vollig identisch ist, ein sogenanntes Multiplikationstheorem, durch
welches der Wert jener Funktion @ fiir ein sogenanntes , komponiertes
System angegeben wird. Zunichst soll auch bei den Systemen von neun
Elementen der Begriff der Komposition kurz erdrtert werden.

Sind zwei Systeme von je neun Elementen

&, o, ¢ &8, €
(ﬁ, i 13”) und (a', b, c')
¥, ¥, ¥ a", V', o'

gegeben, so wollen wir auch hier das System betrachten, dessen Ele-
mente entstehen, wenn man die Elemente je einer Zeile von (¢, &, «")
mit den entsprechenden Elementen je einer Kolonne von (a, b, ¢) mul-
tipliziert und die Produkte addiert. Das so entstehende System wollen
wir aus (¢, «, ¢') und (a, b, ¢) (in dieser Reihenfolge) komponiert
nennen und diese Bezeichnung durch die Gleichung

et b e
GEHEEY)

Vs ¥ ?’r a’, V', ¢

1) ea+ odd + d'a", ab+ b+ 'V, ac+ o'cd+ o'
=(ﬂa+ ﬁ'&'—I— ﬁﬂaﬂ, ﬁb + ﬁibl+ ﬂ"b”, ﬁc + ﬁl’cF+ ﬁ’fc”)

?a+?ra:+7r1ar:’ ?b+?rb’+‘}’”bﬂ, ;VC—I-}"C'*P?”C"

ausdriicken. Wir werden sofort sehen, dals es allein diese Art von
Komposition ist, welche in den Anwendungen vorkommt, und deshalb
soll sie allein im folgenden beriicksichtigt werden.

Zuniichst soll aber noch eine Erweiterung des Begriffes der Kom-
position gegeben werden, welche im folgenden viel beniitzt wird.
Komponiert man néimlich genau in der oben angegebenen Weise das
System (e, «, ¢") mit einer Matrix

a, b, ¢, d
(a’, b, ¢, d’)
a", b'f, c”, dlf
von drei Zeilen und vier Kolonnen, so erhilt man als Kompositions-

resultat wiederum eine Matrix von zwolf Elementen, und auch sie
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wollen wir als das Resultat der Komposition des Systemes («, o, ¢
mit der Matrix (a, b, ¢, d) betrachten, und diesen Zusammenhang wie
in (1) durch die Gleichung

o & o 2as b0 d
(7 % 7) (%% %0
7, yr, ?rr au, b”, crr, dil’

@) wa+da+o'a", ab+d b+ 'V, we+dd+ o', ed+od'+d'd"

=(ﬂa+ﬁ'a'+,&”a”, Bo+BU+p"Y, Be+ B+, pd+pd'+p"d"
ya+ya+ya", yb+y' b+ ", e+ d+ ", pd+yd'+ A"

bezeichnen. Hs mag gleich hier hervorgehoben werden, dafs die Ele-

mente einer und derselben Kolonne der Matrix (a, b, ¢, d) und der

komponierten Matrix dieselben Elemente enthalten; so enthilt die erste

Kolonne des komponierten Systemes nur (g, a', a"), die zweite (b,4,b") u.s.w.
Wir gehen nun aus von dem Gleichungssysteme

f=az+by+cz+d =0
(3) fl=dz+by+cdz+d =0
f'l=d'z4+b'y+ "2+ d"=0,

dessen einzige Losung fiir unbestimmte Koeffizienten (a, b, ¢, d) wir
in der Form schreiben konnten

CICRCR O(c, d, O, a,b
Be) o=——5Lcd, . 0eda oGl

@@, b,o °T " 8@b, 0
Leiten wir nun aus diesem ein neues (leichungssystem ab

b =-.‘.'tf+ “rf:_l_“rrfu:o
@) F'=Bf+ff +8'f"=0
F'=yf+/f +7'f"=0,

80 ist leicht zu zeigen, dals unter unseren allgemeinen Voraussetzungen
die beiden Gleichungssysteme (3) und (4) genau dieselbe Lisung be-
sitzen, d. h. dals sie Hquivalent sind, falls das Koeffizientensystem
(@, ¢, &") aus lauter unbestimmten Konstanten besteht.

Betrachtet man niimlich in den Gleichungen (4) zunichst (£, /', )
als Unbekannte, so besitzen sie nach dem Korollare auf S. 117 unten
die eine und nur die eine Lisung f=0, f'=0, f"=0, d. h. jene
beiden Gleichungssysteme (3) und (4) sind einander fquivalent.

Lost man also die drei Gleichungen (F=0, F'=0, F"=0)
direkt nach z, y, z auf, so konnen sich die so gefundenen Werte nur
der Form nach von den in (3a) angegebenen unterscheiden.

9‘

http://rcin.org.pl



132 Achte Vorlesung.

Ordnet man nun die linearen Gleichungen (4) nach den Un-
bekannten z, y, z, so moge man erhalten

F =of+df'+d'f'=4A2+By+Cz+D=0
(6) F =pf+B+F " =Aa+By+C e+ D=0
Frf=?f'+?'fl+ ‘J)"f”ZA”.T—f— Bfry + 0”3 + Drr__;o-
Man erkennt dann ohne weiteres, dals das neue Koeffizientensystem
(4, B, C, D) dadurch aus dem alten (a, b, ¢, d) hervorgeht, dals man
es vorn mit dem Systeme (¢, ¢, «") komponiert; es besteht also
die Gleichung
o, o, o'\ sa, b, ¢, d s BT
(5a) (ﬁ! ﬁ: ﬁ”)(ar, bl? C’F d')= (A!, Br} OF’ I)r);
?, yl, y” a”', b'r’ c'f, dﬂ A_”_‘ B”’ C”’ DN

und aus der oben iiber die Komposition gemachten Bemerkung geht
bervor, dafs die KElemente (4, A', A") nur (a, a', ") enthalten, aber
von den Elementen (b, ¢, d) unabhiingig sind; das Entsprechende gilt
von den iibrigen Kolonnen der komponierten Matrix. Setzt man nun
die aus (D) sich ergebenden Werte der Unbekannten

Bh) e 0D, ec,n,4) ___ 6D,4,B
b8, B,0 Y- TeWd, B0 T 8ABO

gleich den in (3a) gefundenen Ausdriicken, so kann das Resultat
offenbar folgendermafsen geschrieben werden

©) ©4,B,0) 0B, C,D)_6¢C, D, 4 _ 6®D4,B5
@a,b,¢) O@b,c,d  O,d,a) O, a,b)

Der gemeinsame Wert dieser vier Quotienten ist nun von den Elementen
des Koeffizientensystemes (a, b, ¢, d) vollig unabhingig; denn in dem
ersten Quotient kommen die Elemente (d, d', d"), im zweiten (a, a', a"),
im dritten (b, b, b") und im vierten endlich die Elemente (¢, ¢, ¢")
gar micht vor. Dieser Quotient hiingt also nur von den neun Ele-
menten (e, «', ¢") ab.

Handelt es sich also darum, den Wert des ersten Bruches in (6)
zu bestimmen, so kann man (a, b, ¢) ganz beliebig spezialisieren.
Es war nun (4, B, C) das Kompositionsresultat aus («, «', «) und
(a, b, ¢); es ist niamlich

o, ¢ '\ 4, b, ¢ A B
?, ?J’ ?” a”, b”, c” “4", B”’ 0”

Wihlen wir nun speziell
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a, b, ¢ TR
(M (a’, b, c’)=(0, g [ ) |
a", b", ¢" 0, 0, 1

so geht offenbar (4, B, C) iiber in

o, &, a' 1,0, & oy &
(ﬁ: B, ﬂ")(o, 1, 0 =(ﬁ, ', ﬁ")'
v, ¥, ¥/ N0, 0, 1 7, ¢ 2"

Bezeichnet man also das in (7) eingefiihrte , Einheitssystem* kurz
8o, o &)
0 (E)
dem vorangegangenen Beweise auch der Wert des Quotienten
ist, so ergibt sich die wichtige Identitit
®) 6(4,3,0) _ 0 ¢\ )

@a, b, ¢ O (E)
In dieser Gleichung sind nun nach der allgemeinen Voraussetzung
®(a, b, c) und @(«, «', «") beide nicht identisch Null; folglich kann
auch @(E) nicht identisch verschwinden, sondern es ist notwendig

» und da dies nach
@(4, B, C)
@a,b,c)

durch E, so wird jener Quotient gleich

1, 05 Oy
(9) @(0, i 0)20.

@,.a, 1
Multipliziert man also in (8) mit den Nennern herauf, so ergibt sich
(10) 6(4, B, C)0(E)=0(a, ¢, «")B(a, b, ¢).

Die rechte Seite dieser Identitit enthilt keine Zahlenfaktoren; dasselbe
mufs demnach auch von der linken Seite und speziell von der ganzen
Zahl ©(E) gelten; es muls demnach @(F)= + 1 sein. Welchen von
diesen beiden Werten wir wiihlen, ist gleichgiiltig. Wir wollen stets
(11) O(E)=+1
annehmen.

Da das Argumentensystem (4, B, ') aus den beiden (e, «', ")
und (@, b, ¢) komponiert ist, so kann man nunmehr der Gleichung (10)
die folgende Form geben

o, o« e’ ra b ¢ w, o'y ol a, b, ¢
(12) & ((ﬂ, B ﬁ")(ﬂ': b, ¢ ))=@(ﬁ; B, ﬁ”)@(a;s b, ¢ );
?, ?" ?” a'", b”, C” y’ ?" ?” a”} b”, c"

d. h. die Funktion @ eines komponierten Systemes ist gleich dem Pro-
dukte der @-Funktionen ihrer Komponenten.

An dieser Stelle mag noch bemerkt werden, dafs durch die Glei-
chung (11) der auf S. 129 antizipierte Nachweis erbracht ist, dals @(E)
notwendig von Null verschieden ist.

http://rcin.org.pl



134 Achte Vorlesung.

§ 1.

Den im vorigen Paragraphen hergeleiteten Multiplikationssatz fiir
die Funktion @ erhilt man auch, wenn man wieder, anstatt das Glei-
chungssystem
(1) f=azx+by+ez+d=0

durch ein #quivalentes zu ersetzen, die Unbekannten (z, y, z) durch
andere ersetzt, welche aus ihnen durch eine lineare Transformation

x=2E+pn+v§
@) y=2E+p'n+'§
i 1!!5 + Frr,q + vlrg
hervorgehen. Setzt man némlich diese Werte fiir #, y, # in die obigen

Gleichungen ein und ordnet sie mach (£, %, {), so erhidlt man ein
neues Gleichungssystem

g =AEtE+Byn+C¢+d=0
(3) o' =A"E4+B' 94+ C'{+4+d' =0

9= A"t + By + C"g +d"=0,
in welchem die konstanten Glieder wieder (d, d', d") sind, wihrend
das Koeffizientensystem (4, B, C) von (&, %, {), wie man sofort er-
kennt, aus dem Koeffizientensysteme (a, b, ¢) von (z, y, z) dadurch hervor-

geht, dafs man dieses hinten mit dem Substitutionssysteme (4, u, v)
komponiert. Es ist also

a0 h, e Ay p, v Ao B €
(4) af, bf’ cf lF, #J’ vl’ e AF, Bf’ OF 5
an bl! crr l” “rr 1}” A" Bn Gm
) ? 2 H H 2
Die Gleichungen (2) lehren wieder, dals der Lésung
@@, d ., 0@, da) ___ O@da,b
RIS e L Y- Y gt T TR he

fiir unbestimmte Werte der Substitutionskoeffizienten (1, g, ») ein und
nur ein Wertsystem (&, %, {) entspricht. Lost man nun das Gleichungs-
system (3) direkt auf, so kénnen die Werte

OB, 0, d) e, d, 4) i ed, A, B)
® t=—s@moy ""e@m oy ‘T 6@ B0

nicht identisch Null sein, weil sonst dasselbe fiir jedes spezielle Sub-
stitutionssystem (4, u, ), also auch fiir (4, u, v) = (E) der Fall sein
miifste; und das kann nicht sein, weil dann einfach (z=§, y=17, 2={)
wird. Anderseits hiingen aber die Lisungen (5) und (6) durch die
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Gleichungen (2) zusammen. Setzt man also diese Werte speziell in die
erste jener Gleichungen ein, so folgt

i &, c,d) __—10(B,C,d)+p06(C,d, 4)—v6(@, 4, B)
) TRt "0, B, 0)

Da aber der links stehende Bruch in der reduzierten Form erscheint,
so mufs der Nenner des auf der rechten Seite stehenden Bruches durch
den linken Nenner teilbar sein; ferner ist die Funktion ©(a, b, ¢)
in Bezug auf (@, b, ¢) homogen und von der dritten Dimension, und
dasselbe gilt von @(4, B, C), weil @ lauter Terme von der Form
ABC enthilt, und jeder dieser Faktoren wieder in den (a, b, ¢)
homogen und linear ist. Bildet man also den Quotienten %é "Ig:g),
so ist derselbe ganz unabhingig von (a, b, ¢); berticksichtigt man also
die Gleichung (4), so mufls eine Gleichung von der Form bestehen

0 ((@. b, ) (4, u,7)
O(a,b,c

= G(l; i, y),

wo G eine noch zu bestimmende ganze ganzzahlige Funktion von
(i, w, v) ist. Um diese zu finden, wiihlen wir jetzt fiir (a, b, ¢) das
Einheitssystem F, und da offenbar wieder

1, 0, O 72, ity ¥ A, p, v
(0, 1 0)(1', u' v')=(1', w', v')
0, 0, 1 1.”, !.L”, 1}” 1”, Fv”, 1"‘l'r

und @(FE)=1 ist, so geht unsere Gleichung iiber in

O, u, v) =G, p, v).
Hieraus ergibt sich also die Identitit

@((a, b, ) (&, u, »)) = @(a, b, ¢)- O(1, u, v),
d. h. wiederum der Multiplikationssatz.
Die hier gefundenen Eigenschaften der Funktion

a, b, ¢
@(a', b, c')
a!l', bl'f, G"

geben uns nun das Mittel, diese Funktion wirklich darzustellen und den
Nachweis zu fiihren, dals sie mit der Determinante |a, b, ¢| tibereinstimmt.

Da niimlich @ eine ganze ganzzahlige Funktion der neun Elemente
des Systemes (a, b, ¢) ist, welche homogen und linear in den Elementen
jeder Kolonne und jeder Zeile ist, so enthilt jeder Term von @ lauter
verschiedene Buchstaben und lauter verschiedene obere Indizes; es
mufs @ daher die folgende Form haben
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@(a, b, c)=A,ab' ¢" + A,be'a" + Ayea'b"
®) + Aa"b'e + Ab"c'a + Age"a'b,
wo die Koeffizienten A4,,... 4, noch zu bestimmende ganze Zahlen
sind. Da nun durch zweimalige Kolonnenvertauschung die Gleichung

erhalten wird 8(a; B, 1) =85, c, 0),
so erkennt man, dafs die rechte Seite von (8) bei cyklischer Ver-

tauschung der Buchstaben (a, b, ¢) ungeindert bleiben mulfs; und dies
ist dann und nur dann der Fall, wenn

4, =A4,=4; und A= Ad;= 4,
O(a, b, c) = A,(ab'c" + be'a" + ca'b")
+4,0a"b'c+b"c'a+ c"a'b)
ist. Und endlich folgt aus der Bedingung
@(a,b,c)=—0(a, c, b),
Ad=—4,=4

wenn also

dafs
sein mufs. KEs ist also
6(a, b, c)=A|a, b, c|,
wo |a, b, ¢| die im § 2 der vorigen Vorlesung eingefiihrte Determinante
bezeichnet, d. h. durch jene Bedingungen wird die Funktion ® bis auf
eine multiplikative Konstante villig bestimmt. Da @ endlich keinen
ganzzahligen Teiler haben soll, so muls 4=+ 1 sein. Wir wollen
A=+ 1 annehmen. Offenbar fillt diese letzte Festsetzung mit der
auf 8. 133 aufgestellten Forderung zusammen, dals

1, 0, 0
@(0, 1, o)=1
0, 0, 1

sein soll; in dieser Form wollen wir diese letzte Bestimmung der Funk-
tion @ aussprechen. Dann ist also
O, b, ¢c)=|a, b, ¢,

und die Losung unserer Gleichungen (f=0, f'=0, f"=0) wird
dann dieselbe, welche wir in der vorigen Vorlesung gefunden hatten,
und von der wir uns durch einfache Substitution iiberzeugten, dafs sie
die vorgelegten Gleichungen wirklich befriedigt. Wir sehen hiernach,
dafs die von uns vorher eingefiihrte Voraussetzung berechtigt ist, dafs
Jenes Gleichungssystem fiir unbestimmte (a, b, ¢, d) wirklich mindestens
eine rationale Losung besitzt; und daher gelten alle iiber die Funk-
tion @ gefundenen Sitze auch wirklich fiir die Determinanten, mit
denen sie vollkommen iibereinstimmen, weil jene Sitze nur aus jener
einzigen soeben als richtig erwiesenen Voraussetzung abgeleitet waren.
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Neunte Vorlesung.

Theorie der Systeme von neun Elementen. — Die Einheitssysteme und die Diagonal-
systeme. — Die reziproken und die adjungierten Systeme; ihre Haupteigenschaften.
— Die Dekomposition der Systeme. — Die elementaren Systeme erster Art und
ihre Eigenschaften. — Dekomposition eines Systemes in Elementarsysteme erster
Art. — Die Elementarsysteme zweiter Art. — Zerlegung eines Systemes in Ele-
mentarsysteme zweiter Art. — Anwendungen: Die Determinante als Invariante fiir
die Reihenfolge der Komposition. — Die charakteristischen Eigenschaften der
Determinante.

§ 1L

Der in der vorigen Vorlesung bewiesene Multiplikationssatz fiir
die Determinanten dritter Ordnung, welche ja mit den Funktionen &
absolut identisch sind, bietet auch hier ein Mittel zur systematischen
Untersuchung der Systeme von neun Elementen, ihrer Zerlegung in
Elementarsysteme und zu ihrer Einteilung in Klassen auf Grund von
Aqulvalen?bedmgungen Wir kénnen und wollen hier die in der vierten
Vorlesung angegebenen Bezeichnungen und Resultate fiir diese Unter-
suchungen gleich beniitzen.

Betrachtet man zwei Systeme von neun Elementen

a, b, e el gl A
(1) S=(a', b', c') und T=(1’, T v'),

{!.”’ b”: c”’ lﬂ, #"’ vh‘
so soll wieder unter S7' das aus S und 7' komponierte System ver-
standen werden. In diesem symbolischen Produkte sind die Faktoren
im allgemeinen nicht vertauschbar; dagegen zeigt man leicht z. B. durch
wirkliche Ausrechnung, dafs auch hier bei den Kompositionen von drei
und mehr Systemen das sogenannte assoziative Gesetz gilt, dafs nimlich
(2) V=B8T)U=8STU)=8TU
ist; und aus dem Multiplikationssatz ergibt sich, wenn man in (2) von

den Systemen zu ihren Determinanten iibergeht, die Gleichung
(3) | V|=|8T|.|0|=|8||T|| U]
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Das einfachste System ist dasjenige, welches schon auf 8. 129 be-
niitzt und dort als Einheitssystem bezeichnet wurde, nimlich das System

1, 0, 0
@ £=(0] 1, 0)
0, 0, 1
Dasselbe hat mit der Zahl eins die charakteristische KEigenschaft ge-

mein, dafs jedes beliebige System durch die Komposition mit £ nicht

geiindert wird, d. h. dals

(5) SE=ES=S

ist; man erkennt leicht, dafs durch diese Eigenschaft das Einheits-

system eindeutig bestimmt ist. Seine Determinante ist gleich eins.
Dem Einheitssysteme am nichsten stehen die sogenannten Diagonal-

systeme, d. h. diejenigen, welche aulserhalb der Diagonale lauter Nullen
enthalten, welche also die Form

d, 0, 0
(d)z({], d', 0)
0, 0, d"

d, 0, 0 e, 0, 0
(d)=(0, d', 0), (e)=(0, &) 0)
0, 0, d" 0, 0, e"

zwei solche Diagonalsysteme, so ist ihr Produkt

besitzen.
Sind

de, 0, O
@) ()= (@)= (d8)=(0, d'e', 0 ),
0, 0,d"e
und hieraus folgt speziell
(@) = @").

Wir wollen auch hier untersuchen, wie ein System S beschaffen
sein mufs, damit ein zu ihm ,reziprokes“ System R existiert, d. h. ein
solches, welches, mit S komponiert, das Einheitssystem ergibt. Damit
die Gleichung
(6) ' RS=E
iiberhaupt bestehen kann, ist notwendig, dals die Determinante |S|
von Null verschieden sei; denn geht man in (6) zu den Determinanten
iiber, so folgt ‘
(6a) |R||S]=1.

Ist nun |S| 20, so existiert stets ein und nur ein zu S reziprokes
System. Ist ndmlich
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’ P'; P" a, b: ¢
R:(g, q', g"), Sz(a', b, C'),
r, r’, ‘r” a”’ b”, c”

so ist die Forderung

v, 9, o'\ 7@, B, ¢ 1, 0, 0
(g; qlr Q") (a'? b’a CJ)=(0; 16 O)
r, e Ngh v o 0.0 1

gleichbedeutend mit den folgenden drei Systemen von Bedingungs-
gleichungen fiir die neun unbekannten Elemente von R

ap+dp'+ad'p'=1, ag+dqd+a"¢d"=0, ar+dv+a'r"=0
() bp+¥p'+0"p"=0, bg+¥q+0"¢"=1, br4+¥'r+¥'r"=0
ep+dp+d'p"'=0, cqg+dd+c"¢"=0, cr+dr+dy=1

Nur das erste dieser Gleichungssysteme braucht aufgelést zu werden,
da das zweite und dritte aus jenem hervorgeht, wenn man die Buch-
staben (a, b, ¢) und zugleich (p, ¢, ») cyklisch vertauscht. Nun ergibt
sich aber aus den beiden letzten homogenen Gleichungen fiir p, p', p"
die Losung

br b"
(Ta) p=t|/

'._
! n =2
iyt

b". b b, b'
tc",c" L= tc '’

]

wo ¢ noch aus der ersten Gleichung zu bestimmen ist. Ersetzt man
aber in ihr die Grolsen p, p', p" durch ihre Werte (7a), so erhilt man

[} n
lbb b‘+ ”bbl)-—l

4

.+.

und da der Koeffizient von ¢ gleich der Determinante D = |a, b, ¢/
. L 1
von S ist, so ergibt sich f=-—— .
la, b, c|
Damit sind (p, p', p") eindeutig bestimmt; und da die anderen
Losungen aus dieser durch cyklische Vertauschungen hervorgehen, so

erhilt man die folgende Darstellung des zu S reziproken Systemes

(1. | b, B 1|b", b b, b" ]
SR, S e
D¢ " Dle" ¢ Dle, ¢
| &t " n !
(®) Rl 1|5 _1_c,cL 1 c,c
Diga"|" Dla" al D|a a'
1 a',a”" 1|e",a| 1|a,d'|
551 L LR (T A ]
b Dip", 6" Db, d'| )

Zn jedem Systeme S von nicht verschwindender Determinante existiert
also ein und nur ein reziprokes System R. Seine Elemente sind
simtlich Determinanten zweiter Ordnung, dividiert durch die ganze
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Determinante; und zwar sind jene neun Zihler die sém:lichen neun
Determinanten zweiter Ordnung, welche man aus dem Koeffizienten-

systeme von a, b, ¢
s=(o) 0, )
arr’ bl'." cn

durch Fortlassung je einer Zeile und einer Kolonne bilden kann. Man
erhilt allgemein den Zihler desjenigen Elementes von R, welches in der
iten Zeile und der k'*» Kolonne steht, dadurch, dafs man in S die k' Zeile
und die it Kolonne fortlifst und aus den iibrigbleibenden vier Elementen
die Determinante zweiter Ordnung bildet. Durch diese Angabe sind die
Elemente von R bis auf ihre Vorzeichen gegeben, wir werden auch
diese im allgemeinen Falle durch eine einfache Vorschrift bestimmen.

Hier erhilt man eine leichtere vollstindige Vorzeichenbestimmung
durch die folgende Uberlegung: Ersetzt man in denjenigen Gleichungen (7),
deren rechte Seiten gleich eins sind, die neun Unbekannten durch ihre
Werte aus (8) und multipliziert dann mit dem gemeinsamen Nenner,
so ergeben sich die Identititen

. bl', b”l r‘b”,b b, b!'_

+a + a' D
&y 6" liely. € ¢, ¢
] (] n I
A e 2 ¢ ¢
9 6|7 Blils 7 dihel-Bi =D
( ) {tf’ a” + a'”, a a, !
o n " | '
ay.a" | y|a", @ vla, @
¢ + ¢ = D.
W, b 5 5] T ¢ [s,

Es sind also die gesuchten Zihler der Elemente von R nichts anderes als
die Entwickelungskoeffizienten von ) nach den Elementen ihrer ersten,
zweiten und dritten Horizontalreihe, oder, was dasselbe ist, jede dieser
neun Determinanten ist der Koeffizient eines der Elemente in der Ent-
wickelung der Determinante D). Man nennt diese neun Determinanten
zweiter Ordnung, welche man aus den Elementen der Determinante D
bilden kann, Unterdeterminanten von D, auch Subdetermi-
nanten oder Partialdeterminanten. Und speziell bezeichnet man
den Koeffizienten eines bestimmten Elementes in der Entwickelung von 1)

als die diesem Koeffizienten adjungierte Unterdeterminante
"

!
oder seine Adjunkte. So ist z B. c: c” die Adjunkte des Ele-
! b
mentes b, die Determinante ;’ ;, ‘ die Adjunkte von ¢” u.s. w.; man
bezeichnet diese Beziehungen kurz durch die Gleichungen
e, o : a, a :
a', a =ad) b, b, BT a'd.] c.

http://rcin.org.pl



§ 1. Die reziproken und die adjungierten Systeme. 141

Dann kamm man das zn S reziproke System auch folgendermalsen

schreiben: wiiat akia
1 R 5 SL R o
adjb adjb’ adjp”
s SR I
adje adje’ adje”
DT T AN )

Abgesehen von dem gemeinsamen Nenner /) sind also die Elemente der
Horizontalreihen von R die Adjunkten der Elemente der entsprechen-
den Vertikalreihen von S.

Aus der Natur der adjungierten Unterdeterminanten ergibt sich
aber noch eine andere Schreibweise derselben. Falst man niimlich die
Elemente von S als Variable auf, so erhiilt man offenbar durch partielle
Differentiation der ersten Gleichung (9) nach (a, a', a”)

b, b"| 8D |b",b| oD P

5 : 3 éD
adja = =< adja’'= =7 adja =
J 1ol da J |8’: ¢l GG" ] ¢, ¢! | da’’

und entsprechende Gleichungen gelten fiir die anderen sechs Zihler.

Hiernach ist p = 11) : Baf - GLD

Logarithmus von D bezeichnet; und da entsprechende Gleichungen fiir
die iibrigen Elemente von R gelten, so erhilt man auch die folgende
Darstellung des zu S reziproken Systemes

u.s.w., wenn D den natiirlichen

81D 21D 21D
e’ da’’ da"
alD alD é1D
26’ 9% 3"
élD 81D 9ID

de 7c de'

(10) p

Wir hatten das zu S reziproke System zuniichst einseitig durch
die Gleichung RS = E definiert. Es ist aber leicht zu zeigen, dals
diese Systeme vertauschbar sind, und hierdurch erst wird der Name
yreziprokes System“ gerechtfertigt.

Es sei nimlich @ das reziproke System zu R, d.h. das System,
fiir welches QR=E

ist. Komponiert man nun beide Seiten dieser Gleichung hinten mit
dem Systeme S, so erhilt man

QRS = Q(RS)=QE=ES=3;
Q=8

es 1st also
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Das reziproke System ¢ des reziproken Systemes R von S
ist also das urspriingliche System S.

Oder das zu S reziproke System R ist mit S vertauschbar, denn es ist
(10a) RS=SR=_EFE.

Man kann demmnach das reziproke System zu S als das-
jenige definieren, welches mit S in irgend einer Reihenfolge
komponiert das Binheitssystem ergibt.

Geht man in der Definitionsgleichung (10a) von R zu den Deter-
minanten tiber, so ergibt sich

i 1 1
B =157 =%

Die Determinante des reziproken Systemes ist das Reziproke
der Determinante des urspriinglichen Systemes.

Sind P, und @, die zu P und @ reziproken Systeme, so ist das
zu PQ reziproke System gleich @, P;, denn es ist
(& P)(PQ) = (P P)Q=QEQ=E,
und das Entsprechende gilt fiir mehr als zwei Systeme. Man hat
also den Satz:
Das reziproke System zu einem aus zwei oder mehreren

anderen komponierten Systeme entsteht durch Komposition
der Reziproken in umgekehrter Reihenfolge.

Dem reziproken Systeme sehr nahe steht das sogenannte adjungierte
System

|87,.8" |, | 5% B], |b;,¥| adja, adja’, adja"
(11) A= |[¢, "], [¢", ¢l, |e, ¢'[|=]adjb, adjb’, adjb"],
|&',a"|, |a", a|, |a&,a'| adje, adje’, adje"

welches direkt aus den adjungierten Unterdeterminanten gebildet ist.
Dasselbe geht aus dem Reziproken dadurch hervor, dafs man jedes seiner
Elemente mit der Determinante D multipliziert, oder, was offenbar
dasselbe ist, indem man jenes System mit dem Diagonalsysteme

D, 0, 0
(D)=(O, D, o)

9, 0, D
vorn oder hinten komponiert. Es ist also
(12) A= (D)R=R(D)

die Gleichung, durch die das reziproke und das adjungierte System
zusammenhiingen. Aus den beiden Gleichungen
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RS~ E, SR=E

folgt, indem man die erste vorn, die letzte hinten mit dem Systeme (D)
komponiert und (12) beriicksichtigt

(13) Af—84= (D)

Das zu S adjungierte System ist also dasjenige, welches,
mit S in irgend einer Reihenfolge komponiert, das ,zu S ge-

D, 8,0
horige“ Diagonalsystem (0, D, O) ergibt.
0, 0, D
Geht man in der Gleichung (13) zu den Determinanten tiber und
beachtet, dals die Determinante des Diagonalsystemes (D) offenbar
gleich D? ist, so ergibt sich | 4|.D = D% oder
o, 8", 8", B, [b, b’

|4|= |cf.! e[, |e" e, le, ¢'||=D*

] " ] | I
|a', a"|, |a", al|, |a, a'|

Diese merkwiirdige Determinantenrelation ist zuerst von Lagrange ent-
deckt worden.

Da sich das reziproke System von dem adjungierten nur durch
den Nenner D unterscheidet, so besteht auch fiir dieses der Satz:

dafs das adjungierte System eines Produktes mehrerer Systeme
gleich dem Produkte aus den adjungierten Systemen der Fak-
toren, aber in umgekehrter Reihenfolge, ist.

Wir wollen endlich noch versuchen, das adjungierte System zu 4,
d. h. dasjenige System A zu bestimmen, welches, mit 4 komponiert,

73 A ARl o
das zu A gehorige Diagonalsystem, also das System (0, 2 0)
ergibt. Es muls also sein L1 O A )

4 A= (D? = (D) (D).

Komponiert man aber diese Gleichung hinten mit S und beriick-
sichtigt, dals 48 = (D) ist, so ergibt sich

A(D) = (D)S(D),
oder wenn man auf beiden Seiten hinten mit (D) "= (11)) komponiert,

"4 = (D)8 = (Da, Db, De).
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144 Neunte Vorlesung.

D. h. das adjungierte System des zu S adjungierten Systemes entsteht
aus dem Systeme S dadurch, dals man jedes seiner Elemente mit der
Determinante multipliziert. Also es ist

adjadj ', adjadjb’, adjadjc Da', Db', D¢

(adj adja, adjadjb, adjadjc ) (Da, Db, De
adj adj a”, adj adjb", adjadjc” Da'ls DY, Dc")

Jede Unterdeterminante des Systemes (11) der Adjungierten ist also
gleich der ganzen Determinante multipliziert mit einem Elemente der-
selben. So ist z. B.

|a, b,

adjb', adjd"| |la"a| |a,a'| R0 1]
a'd‘]at‘l‘la“|s.d_]c adj ¢" =] a", al aa‘ al“" b, e |
! ik a", b, "]

Auf diesem Satze beruht die merkwiirdige Tatsache, dafls bei der
ersten Auflosungsmethode der Gleichungen f=0, f'=0, f"=0 in
§ 1 der siebenten Vorlesung die Ausdriicke, welche sich fiir  und y
ergaben, im Zihler und Nenner aufser einer Determinante dritter
Ordnung beide den iiberfliissigen Faktor ¢ enthielten.

Komponiert man ein System S » Male mit sich selbst, so soll das
Resultat mit S” bezeichnet werden. Dann besteht fiir alle positiven
ganzzahligen Exponenten » und ¢ die Gleichung

-[-f SJ’ S:‘
Diese Gleichung bleibt auch fiir negative oder verschwindende Werte
der Exponenten bestehen, wenn man wieder

8'=FE

setzt und das zu S reziproke System mit S bezeichnet; nur mufs
dann natiirlich die Determinante von S als von Null verschieden vor-
ausgesetzt werden. Dann ist nimlich (vergl. die Ausfithrungen auf S.45)

S8 e 8% B, S~°.8°=E,
wemn S~ “=(ST")* ist. Es ist also auch S™“ das reziproke System

zu S%

a, b, ¢

Ist S=(a', b', c') ein beliebig gegebenes System, so soll das
a”’ b”’ c”

transponierte oder konjugierte System stets durch S bezeichnet werden,

so dafs also
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§ 2. Die Dekomposition der Systeme von neun Elementen. 145

a, a.-’ a"
S=(b, b, b”)
! n

R

ist. Ein System heilst symmetrisch, wenn es seinem konjugierten
gleich ist, d. h. wenn seine Horizontalreihen den entsprechenden
Vertikalreihen gleich sind.

Sind S=(a, b, ¢), T'= (e, &, ¢") zwei beliebige Systeme, so
folgt aus der Gleichung

. gyt e e ca+pfb+ye,...
1 =((ah 0 ) (0,87 00 )) = (ot pot e )
aH, bﬂ', c” ,Y’ ?F, ?”' aﬂa+ﬁﬂb+ ?”c,

o, B, y a, a) el -
S “1, ﬁl’ ?f b, bl, b" ___TS
a” ﬁ”, y” ¢ CF c"

der Satz:

Ist ein System aus mehreren Faktoren zusammengesetzt,
so ist das konjugierte System aus den konjugierten Faktoren,
aber in umgekehrter Reihenfolge, zusammengesetzt.

Ist S ein beliebiges System von nicht verschwindender Deter-
minante, S~ das reziproke System, und geht man in der Gleichung
S7'S = E zu den konjugierten Systemen iiber, so folgt aus dem soeben
bewiesenen Satze, da das Einheitssystem symmetrisch ist: S(S™") = E;
da aber anderseits S(S)”'=F ist, so folgt die Gleichung

_—1
($™H=0S) .

Ist also S ein beliebiges System von nicht verschwindender Deter-
minante, so ist das reziproke System zu seinem konjugierten gleich
dem konjugierten System zu seinem reziproken; die beiden Ubergiinge
zu dem konjugierten und zu dem reziproken Systeme sind also mit-
einander vertauschbar.

§ 2.

Die hier betrachteten Systeme kinnen ebenso wie diejenigen von
der zweiten Ordnung in elementare dekomponiert werden, wenn man,
was zuniichst stets geschehen soll, ihre Determinante als von Null
verschieden voraussetzt. Jedoch werden wir hier, entsprechend dem
jedesmaligen Zwecke der Untersuchung, zwei verschiedene Arten von
Systemen als elementar ansehen und durch sie alle anderen darzustellen
suchen.

Kronecker, Determinanten. 10
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146 Neunte Vorlesung.

Fiir eine erste Art der Dekomposition wollen wir die folgenden
Systeme

r—l.- ] 0:_1 11 1; » 0:
Mgl 05 0k {0 1, 0); (0, 1801 (0, 1)
O 0F 2 DM ity 0, 0, 1 T

als elementare Systeme ansehen.
Sie entsprechen vollkommen den bei den Systemen zweiter Ord-
nung eingefiihrten Elementarsystemen, nur treten hier der Natur der

Sache nach statt des einen Vertauschungssystemes (0’ A é) deren zweli,

1,
nimlich die beiden ersten der Reihe (I) auf. Mit Ausnahme des zweiten
Systemes dieser Reihe gehen alle anderen unmittelbar aus den ent-
sprechenden fritheren Elementarsystemen

Gy P
0

durch hintere Rinderung mit den Elementen 0 hervor. Nun
O

ergibt sich aber aus der Kompositionsgleichung fiir zwei so gerinderte

Systeme

e, o, O @, b, 0 ca+o'a', ab+a'd, O
(1) (ﬁ; B’ 0) (“’: b, 0)=(ﬁa+ﬁ'9', B+ p'Y, 0)’
0, 10,474,490, .0, 1 0o , 1 IR

dafs das neue System genau ebenso geriindert ist, wie das urspriingliche,

und dafs die vier iibrigen Elemente durch Komposition der beiden Systeme
I

(g’ a,) und (a, b) entstehen. Genau dasselbe gilt fiir zwei Systeme
H

p a', o'
«, 0, o
von der Form (0, 1, O); auch hier besteht die analoge Kompositions-
B, 0, '

gleichung

«, 0, ¢\ sa, 0,0 ca +e'a, 0, af + o'B’
(1a) (0, 1,0)@, 1,0)=( 0 o 1y 0 )

B, 0, ' , 0,0 fa+ p'a', 0, pb + 'Y’
Man erhiilt demnach die Regeln fiir die Komposition dieser Elementar-
systeme miteinander einfach aus den entsprechenden fiir die Systeme
zweiter Ordnung.

Zunichst konnen zu den Systemen (I) sofort auch die beiden

anderen
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§ 2. Die elementaren Systeme erster Art. 147

1, ¢ O [N
(Ia) (0, 0) und (0, 1 O)

0, 0, 1 (35 B8
hinzugenommen werden. Fiir ein ganzzahliges positives ¢ folgt nimlich
mit Riicksicht auf die soeben gemachte Bemerkung unmittelbar

1, % 0 1 ST O
(2) (0, 1 0)=(0, ) 0)-

0,0 1/ ‘o, 0, 1
Fiir jeden anderen reellen Wert von ¢ kann jenes System vermittelst
der schon frither fiir Systeme zweiter Ordnung bewiesenen Gleichung

1, ¢ 0 t, 0, 0\ /1, 1, O\ [3+ 0, O
(3) (0, 1l 0)=(0, 1, O) (O, 15 0) 0, 1, 0

0, 0, 1 0, 0, 1/ 20, 0, 14 1g o %
durch drei Elementarsysteme dargestellt werden, wihrend das zweite
System (Ia) mit dem ersten durch die Gleichung

1, 0, ¢ 0, —1, O\ O, 0,1y 0,1, 0 4 S Ve
(o, 1, o)=(1, 0, 0)(0, T 0)(1, 0, 0)(0, 1, 0)
0, 0, 1 0o, 0, 1/\1, 0o, 0/\o, 0, 1/\0, 0, 1-

(8a) 0, —1, &0, 0 1, 0.=1F 0
(1, 0, o) (o, 1 0) (1, 0, 0)
0, 0, M, 0 0 %o 0.1

?

zusammenhiingt. Hier bewirken die drei vorderen Elementarsysteme zu-
sammengenommen eine Vertauschung der zweiten und dritten Zeile
nebst Anderung aller Vorzeichen, die drei hinteren eine Vertauschung
der beiden letzten Kolonnen nebst einer Zeicheniinderung aller Elemente.

Die beiden ersten Systeme der Reihe (I) werden Vertauschungs-
systeme genannt, einmal weil sie aus dem Einheitssysteme durch
Vertauschung der ersten mit der zweiten bezw. dritten Kolonne
und darauffolgender Zeicheniinderung der letzteren hervorgehen, dann
aber auch, weil, wie gleich gezeigt werden wird, eine vordere oder
hintere Komposition mit ihnen nur eine Vertauschung zweier Zeilen
oder Kolonnen nebst Anderung des Vorzeichens einer derselben herbei-
fihrt. Aus den Sitzen, welche fiir das entsprechende Vertauschungs-
system ((1)’ —(1)) fiir vier Elemente hergeleitet wurden, ergeben sich

1
fir das erste Vertauschungssystem die Gleichungen
10*
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Erd
- - e

(4)

e
Or‘O

D= O
- e -

Neunte Vorlesung.

_1) 0,

( 0, -1, 0
I
0,

(-—1
0

0,

o Ui C —a', —b', —¢'

0 (3', b, c') ( a, b, c)

1 H, b lf, ¢ n a Ff, b Il', ¢ n

¢ , —1, b, —a, ¢

£ c’) 15 10 0 ——-(b', — al, c')-

n C” O 0, 1 b”, _al]’ c”’

? 3

Loy
e

-

|

o O - CJ:D_H O O =
P-‘Op
e

I
Emd
s
NP

|

-

2

—_— O
\u/’f_
uo \-H
oo
i gl
Il
RS

-

cor

~

-

o o O

Die entsprechenden Gleichungen fiir das zweite Vertauschungssystem

unterscheiden

sich von den hier fiir das erste gegebenen nur dadurch,

dafls die zweiten Parallelreihen mit den dritten vertauscht sind. Es
ergibt sich also zuniichst unter Benutzung von (1a)

-

-

iR

gt

4
O):E,
0

i

-

1, 0,

D, 1, (0;)
0, 0, —1
0, 0, 1 0, 0, —1
IR o):(o, 1, 0)
{30 1 0

-

-

.

Q= O C:—-O =y =]

-

und fiir die vordere bez. hintere Komposition mit diesem Elementar-
systeme erhdlt man die beiden Gleichungen

n

0, —1\ sa, b, ¢ —a", —b", —¢
1, 0) (a’, b', c') == ( g, b c')
0, O%N\g" ", e a, b, c
b, ¢ 0, 0, —1 c, b —a

b, c') (0, - 0)=(c', b, —a’)-

b", C" 1, 0, 0 C", bn’ _arr
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§ 2. Die elementaren Systeme erster Art. 149

Komponiert man die beiden Systeme (Ia) mit einem beliebigen anderen
Systeme, so geht das neue System aus dem alten dadurch hervor, dals
zu einer Reihe das f-fache einer Parallelreihe addiert wird. Und

zwar ist
a, b, a + ta', b+ tb', ¢ + tc'
a', b' i, B et
0 0 I’I' bi'l' al‘l y b” ; cl‘r
a, b, c a b +at, c
a, b, ¢ b'+a't, ¢ )
I'.F’ bﬂ, ”' 0 0 H bﬂ+ a"t cl’f

und die entsprechenden Gleichungen bestehen fiir das zweite System (Ia),
nur dafs an die Stelle der ersten und zweiten Zeile bezw. Kolonne
1B
die erste und dritte tritt. Das reziproke System zu (0, 1 g) ist
1, —t¢ 0,9 %
(0, 1, O); nach (3) ist dasselbe also ebenfalls direkt durch die
it gy A
Elementarsysteme darstellbar.
Komponiert man endlich ein System vorn oder hinten mit einem
p, 0,
Elementarsysteme (0, I g), so entsteht das Kompositionsresultat aus
0, 0, 1
dem urspriinglichen Systeme dadurch, dals die erste Zeile oder die erste
Kolonne mit p multipliziert wird. Ferner ist das reziproke System

0, Oy~
) (o, 1 0) e
0, 0, 1

also auch ein Elementarsystem von derselben Art.
Nunmehr kann wiederum leicht gezeigt werden, dals jedes System

(6)

4 3

0, 0
, 1, o)
1 |

2

o oRt|m

2

a, b, ¢
(n', b, c’) mit nicht verschwindender Determinante in lanter Ele-
a" b" "
mentarsysteme von der Form (I) dekomponiert werden kann.

Wir kénnen zu diesem Zwecke schon voraussetzen, dafls in dem
betrachteten Systeme das erste Element @ von Null verschieden ist, da
dies entgegengesetzten Falles stets durch Komposition mit einem der
beiden Vertauschungssysteme erreicht werden kann.
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150 Neunte Vorlesung,

Wir wollen zuniichst zeigen, dals dieses System durch Komposition
a, b5
mit Elementarsystemenjauf die Form (a’, b % gebracht werden kann.
(), =0
Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt unmittelbar aus der Gleichung

1, 0, £} 0,-1, 0, —1 b, ¢
r
0,1, 0 (1), g, a, gr: C")
0,0 1)0 0 0 0 1

(8)1 ’ )

1! i 0 1, 0, _Z Tt
oo 1, oflo, 1, o]={% = *)'
bt A ¢ Y O y 0, 0

»

Die beiden letzten Kompositionen bringen niimlich die Elemente b
und ¢ zum Verschwinden, wihrend die vier vorderen a, a', a" durch
0,0, a ersetzen; die vier neuen durch Sterne bezeichneten Elemente sind
rationale Funktionen der neun urspriinglichen, deren Nenner nur eine
Potenz von a ist. Komponiert man das so erhaltene System noch
hinten mit dem zweiten Vertauschungssysteme, so tritt die erste Kolonne
an die letzte Stelle, und man erhilt ein in der oben angegebenen Art
gebildetes System, welches nunmehr folgendermalsen bezeichnet sein
moge b

a? Y
(9) (a', B, 0)
0, 0, ¢"

In der vierten Vorlesung war nun gezeigt worden, wie man ein

System von vier Elementen (2: g,) durch Komposition mit Elementar-
2

systemen zweiter Ordnung in ein Diagonalsystem (0’ g) transformieren
‘

0

kann. Rindert man nun alle dort auftretenden Systeme mit 0,

0, 0, 1

wodurch sie in Systeme dritter Ordnung iibergehen, so erhilt man

unter Benutzung von (1) die Uberfiilhrung des Systemes (9) in ein

Diagonalsystem dritter Ordnung. Nimmt man néimlich a 20 an, was

eventuell durch Komposition mit dem ersten Vertauschungssysteme stets
erreicht werden ka.nn, so ergibt sich die folgende Dekomposition

—1 , B, e , 0, 0
vy Qllo. . 3, e (0 gy, 0
0 O C" 1 0 O 7

0, 0O,
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§ 2. Zerlegung eines Systemes in Elementarsysteme erster Art. 161

wo die Elemente p, ¢, » rationale Funktionen der urspriinglichen neun
Elemente sind, welche nur die Nenner ¢ und a haben kinnen, und
auf deren Werte es nicht weiter ankommt. Zieht man diese Gleichung
mit (8) zusammen, dann kann man das so sich ergebende Resultat

folgendermalsen schreiben
,—1\ A, 1, 9, I 00, ¢
3 0)(0, 110 (0, 1 0) (a', b', c')
y 04 ND, 0, L/ N0, 0 1/ Yl 8" el
0
1
0

(r/0, —1, , 0
1, 0, 1
L\0, O, 0 !
-1, , 0, =1\ 1, &, 1, > O
1, 0, 0 (0, ) O)(O, 1; @ (0, =(0, q,0)
L\, O, 0, 0/\0, 0, 1/ \0, 0, 0, r
wo jede der eckigen Klammern ein Produkt von Systemen bedeutet,

welches nur aus den beiden Vertauschungssystemen und den in (Ia)
angegebenen Systemen besteht.

Endlich kann das Diagonalsystem auf der rechten Seite von (10)
noch in Elementarsysteme von der Form (I) zerlegt werden; doch

-

(10)3

2 O,
miissen hier auch die Systeme von der Form (O, 15 8) notwendig
! R ¢

explicite hinzugenommen werden. Zuniichst ist nimlich

p! 0! ] 01 1, O, 1, 0,
(0: g 0 =‘(0; 1, O (O: g, 0 (01 L, 0}
0,0,/ \0,0 1/\0, 0 1/ \o, 0, ¢

das erste von diesen Systemen ist bereits elementar, das zweite und
dritte kann durch vordere und hintere Komposition mit den Ver-
tanschungssystemen auf dieselbe Form gebracht werden; in der Tat ist

810, T —1
(0,- 7 0 :(1, 0,
0, 0, 1 D e 0 0 1

und die entsprechende Gleichung gilt fiir das dritte System.
Bezeichnet man also jetzt ganz allgemein jedes System mit

(€],

welches das Resultat der Komposition einer Anzahl der vier Elementar-
systeme (I), d. h. von
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152 Neunte Vorlesung.

0) _1) 0 ) 0: = 1; 1, ] »
(1, 0, 0), 0; i, o), (0, Y (f;, 1, 0
] 0.1 LeEai e K 9,0, 1

)

=

ist, so sind die Systeme (Ia) auch unter diesen enthalten, und es ist
zunichst 0. 0

(0, q, 0)=[@]
0, 0, r

Ferner kann die Hauptgleichung (10) dann in der Form geschrieben

werden
a, b, ¢
[@]1 (z" br, cr) [@13 S [@J

n n n
S e

Diese Gleichung kann nun dadurch vereinfacht werden, dals man
die beiden Systeme [€], und [€], von ihrer linken Seite auf die rechte
bringt. Zu diesem Zwecke komponieren wir auf beiden Seiten vorn mit
dem reziproken Systeme von [€], und hinten mit dem reziproken von [€],.
Dann bleibt links nur das urspriingliche System stehen, rechts aber erhiilt
man wieder ein Kompositionsresultat von der Form [€], weil ja die
Reziproken zu [€], und [€], aus den Reziproken der vier Elementar-
systeme in umgekehrter Reihenfolge bestehen, und diese nach (3), (4),
(5) und (7) ebenfalls aus Elementarsystemen zusammengesetzt sind. So
ergibt sich also zuletzt die Gleichung

a, b, ¢ 1y Ok 405 0 il 1N 08 B
(:', b, c’)=[ RS n)(o, 1 0)(0, 1, 0)(0, 1, 0 }
"oyt ! 0, 0,0 1/\1, 0, 0/\0, 0, 1/\0, O, 1

und damit ist die am Anfange dieses Abschnittes aufgestellte Be-
hauptung bewiesen.

§ 3.
Bei einer zweiten Art der Dekomposition sollen von den soeben
betrachteten Systemen (I) nur die drei ersten als elementar angesehen

0

2 ’

werden, dagegen soll statt des vierten COI gl g) das folgende System
0. 10,1

{7,000, 10
0, izs) 0
T
0. 0.1

hinzugenommen werden. Jetzt sollen also die vier Systeme
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§ 8. Die Elementarsysteme zweiter Art. 153

0 m1 0, -1 D - 5
(II) , 0 1, 0); (0, 1, 0) |0,
0, 0/ °\o, 0, 1 0, 1

als elementare angesehen werden. Auch hier kénnen die beiden vor-
her unter (Ia) aufgefiihrten Systeme

{ =1, 1, 0, ¢
(I1a) (o, 1, 0) und (o, 1, o)
0. "0 it 0, 0, 1

hinzugezogen werden, denn aus der leicht verifizierbaren Kompositions-

gleichung

b,
0

oalr o

7 ?’ N 1,41, o (2 0, 0] 1,+4
e L (0, T, 0) 0, ¢, 0 =(0, 150
090, /1 0, 0, 1/ Oy illsn 1 (g ()l
folgt ja, dals fiir ein positives oder negatives ¢ = + 7° das erste jener
- 1,—1, 0
Systeme durch die elementaren und (O, 1. U) darstellbar ist; da
0; 0, i1

aber jenes letzte System nach der aus (4b) auf S.67 durch Rinderung
folgenden G'rleichung

1-1 =3,
0, (ﬂ o(ﬁ 010 1,03)
001 0, 001 00100

seinerseits durch dle Elementarsysteme darstellbar ist, so ist unsere
Behauptung fiir das erste System (Ila) erwiesen. Fiir das zweite folgt
ihre Richtigkeit ganz analog unter Beniitzung von (1a) auf S.146. Auch
die Reziproken zu diesen sechs Elementarsystemen konnen wieder durch
elementare dargestellt werden; dies war fiir alle friiheren bereits be-
wiesen worden; fiir das neu eingefiihrte folgt dieselbe Tatsache aus der

Gleichung % 0 Oy 1o
=3
1 T
0, v’ 0] i [0, T,
0, 0,1 0, O,

Um nun die Darstellbarkeit eines Systemes durch diese Elementar-
systeme (II) zu untersuchen, gehen wir aus von der vorher gefundenen
Kompositionsgleichung (10) auf S. 151, wo auf der linken Seite in den
eckigen Klammern bereits lauter Elementarsysteme auftreten. Schaffen
wir diese Elementarsysteme wieder dadurch auf der linken Seite fort,

mih
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154 Neunte Vorlesung.

dafls wir auf beiden Seiten mit ihren Reziproken vorn bezw. hinten
komponieren, und beriicksichtigen wir, dals auch die reziproken Systeme
durch elementare darstellbar sind, so erhalten wir eine Gleichung

a, b, ¢
(1) (3", b', c'):(E) 0 q, (E),
n b!l‘ C”
) ?

wo jetzt zur Abkiirzung mit E irgend ein aus den Elementarsystemen (II)
komponiertes System verstanden werden soll. Das Diagonalsystem rechts
kann nun noch folgendermafsen dekomponiert werden: Es ist

ar, 0, O\[5o o, o[t % 0)
0 q, C] 1, 0) O, g?‘, 0 'U’ 7: O .
0 0, r o, o, 1Jlo, o, »

Hier ist das zweite System rechts bereits elementar; das dritte ist
wegen der Gleichung

1, 0, 0 0, 0, R} r, 0, 0 O, O, S
0, = 0 =(0, t, o) 0, = 0 (0, 1, 0)
0, 0, ) M 0 0lg o 1)M. 0, ©

aus elementaren zusammengesetzt; nimmt man diese vier Systeme
also in (1) zu denmi hinteren Systeme (E) hinzu, so erhilt man die
Gleichung

a, b! ¢ Par, 01 -
()] a, b, ¢ |=E) 0, 1, O]})(E).

" b” c”' 0, 0’ 1
Geht man nun in dieser Gleichung von den Systemen zu ihren
Determinanten iiber und beriicksichtigt dabei, dafs die Determinanten

der vier Elementarsysteme (II), mithin auch die der beiden Systeme (E)
gleich eins sind, so erhilt man die Gleichung

(2a) par—|a,b,c|=A

d. h. das Produkt pgr ist gleich der Determinante des zur Dekom-
position vorgelegten Systemes; jene drei Grifsen p, ¢,  sind also fiir
nicht verschwindende Determinanten notwendig von Null verschieden.

Es sei nun die Determinante des vorgelegten Systemes zunichst
gleich eins, so ist pgr =1, d. h. in der Gleichung (2) ist das mittlere
System das Einheitssystem und kann also fortgelassen werden. Unter
dieser Voraussetzung geht demnach die Gleichung (2) iiber in
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§ 8. Zerlegung eines Systemes in Elementarsysteme zweiter Art. 155

g, 0 e L
(zr: b': cr)ﬁ (E)}
H, b!l, c”
d. h. jedes System mit der Determinante eins, oder was dasselbe ist,

jedes ,unimodulare® System ist in Elementarsysteme von der Form (II)
dekomponierbar.

Ist nun das System kein unimodulares, d.h. ist A eine von eins
verschiedene nicht verschwindende Zahl, so ist jedes der beiden Systeme

1

1 0, 0 a, b, ¢\[5 0, 0
0, ]-; (z 3 br, C l]Ild (z«', b’, Gr) 0, 1, 0
0 0 l'] bFl’ C H’ b!l', c” 1

’ ; lOJ 0;

offenbar ein unimodulares; jedes dieser beiden Systeme kann also in
elementare dekomponiert werden. Komponiert man nun die beiden
so sich ergebenden Gleichungen

x» 0, 0] sa, B, ¢ 5 oo i By el 2006l biak
0. 1, olla’ ¥, ¢ )=(&), a', b, ¢ 6 1,0 = (E)
* ’ noph el U NP !

0, 7g ey @0 Ry GG g g

H 2

vorn bezw. hinten mit dem Systeme

K6
(A)=(0, 1, @h
0, 0; 1

so ergeben sich die beiden fiir die Folge sehr wichtigen Gleichungen

&, Oy ¢ PR
(3) (u', b, c')=(A)CE)=(E)(A)-

a”, b”, cﬂ

§ 4.

Die im vorigen Abschnitte zuletzt durchgefiihrte Dekomposition
eines Systemes von neun Elementen kann nun in doppelter Weise zur
Herleitung der Invarianteneigenschaften der Determinante benutzt
werden. Wir wollen zuniichst wieder nach einer Funktion der neun
Elemente eines aus zwei anderen S und 7' komponierten Systemes fragen,
fir welche die Reihenfolge der Komposition ohne Einfluls ist, d. h. nach
einer Funktion F'(ST), fir die
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(1) FST)=F(TS)
ist. Die Funktion F soll also eine Invariante der Aquivalenz
(1a) ST~TS

fiir zwei oder mehr komponierte Systeme sein.

Fiir eine solche Funktion F'sind somit zwei Systeme als dquivalent
anzusehen, wenn sie, abgesehen von der Reihenfolge, als Kompositions-
resultate derselben Systeme dargestellt werden konnen.

Wir denken uns nun das betrachtete System S mit der nicht
verschwindenden Determinante A nach (3) des letzten Paragraphen
zerlegt; dann ist

(1b) 8= (E)(8),

wo (E) nur aus den Elementarsystemen zweiter Art in (II) auf S. 153
a, 0,

komponiert, und (A) = (0, 1; g) ist. Dann zeige ich sofort,
0, 0, 1

dafs jedes der vier Elementarsysteme (II), also auch das System (E)
in (1b), fiir die Funktion F, d.h. bei Abstraktion von der Reihenfolge
der Kompositionen dem Einheitssysteme oder einem Vertauschungssysteme
dquivalent ist. Offenbar braucht diese Tatsache nur fiir das dritte und
das vierte von diesen Elementarsystemen bewiesen zu werden, da die
beiden ersten selbst Vertauschungssysteme sind.

Dieser Beweis ergibt sich zuniichst fiir das vierte Elementar-
system aus der Dekomposition

t, 0, 0} 4 0, i, 0, 0 0, 1,
0, 1,0_(0, L5900 , 00 24 105107
0; 0, 1] 0,0, 1 0, 0, 1

denn es ist ja hiernach bei Abstraktion von der Reihenfolge der
Kompositionen

b 0, 0 4,0, 0\[50 0,0
o,;,0~(0,1 100 =,
0, 0, 1J YO0 0 0 1 0,0,1
Um nun dasselbe auch fiir das dritte Elementarsystem (O, 16 g)

0, 0, 1
zu zeigen, beachten wir, dafs dasselbe aus ({1)’ i) durch die auf

S. 146 angegebene Riénderung entsteht, und dafs es deshalb geniigt,
den Beweis fiir dieses System zweiter Ordnung zu filhren. Nun ist aber
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6,00 D6 )0 D=0 1)

o 2

also bei veriinderter Reihenfolge der Komponenten, da ( (1}’ (1}) =F ist,
Rl

) (0, 1) i

ferner ist

0, — 1k 71, 1y 10— Ta8 o, Iy (0 —1
(0, i)(f 0) ((l}, 1)(1, 0) (0, 1)(1i 0)=E'
Also folgt bei Abstraktion von der Reihenfolge der Kompositionen die

andere Aquivalenz
50, — 1\° y
1) ("0~

1, 1,® 0, 1
(oi D "“(*1, 0)’

0
und wenn man (2) beriicksichtigt und mit O riindert, so ergibt
sich in der Tat OOt

1) 1,- 0; 1} 0; N i ]-, ?
(0} 1, 0 A"'('_l’ 0, 0 =(11 0, 0)-
0, 0, 1 0,0, 1/ oz 0 3

Unter Benutzung dieses Resultates folgt also aus der Gleichung (1b)

die Aquivalenz
A0
(o 1 o)
0 0, 1

R R

wo das in gewundenen Klammern stehende System aus einer beliebigen
Anzahl von Vertauschungssystemen besteht. Jedes dieser Systeme

A, 0,
bewirkt aber nur eine Permutation der Zeilen von (0, 1, g); die

(1 A |
gesuchte Invariante F'(S) kann somit nur eine Funktion der Determi-
nante A von S sein. Da aber der Produktsatz lehrt, dafs die Determi-
nante A und damit auch jede Funktion von A in der Tat von der
Reihenfolge der Komposition unabhiingig ist, so ergibt sich das wich-
tige Resultat:
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Eine Funktion der neun Elemente des Systemes

&y D,
af’ bf’ CF
" " "
y 00l

ist dann und nur dann von der Reihenfolge der Komponenten
unabhiingig, wenn sie eine Funktion seiner Determinante A ist,
wenn also jene Elemente allein in der Verbindung A auftreten.

§ 5.

Die Dekomposition in Elementarsysteme von der Form (II) kann
zweitens beniitzt werden, um weitere Invarianteneigenschaften der De-
terminante hervortreten zu lassen, welche dann zu einem vollstindigen
Systeme charakteristischer Eigenschaften derselben fiihren.

Bringt man niimlich in der Gleichung (3) auf S. 155 die Elementar-
systeme auf die linke Seite, was ja durch Komposition mit den
Reziproken geschehen kann, so erhiilt man zwei Gleichungen, welche
folgendermafsen geschrieben werden kinnen

)
1

e, b, ¢ A,

» s 3 )= (&
’ %
1

" n "
, by ¢ 0,
’

By by N A,
(@) (Z’, v, c')(£)=(0,
H', bﬂ’ c” 0,

Definiert man also zuniichst zwei Systeme als dquivalent, wenn das
eine in das andere durch hintere Komposition mit den Elementar-
systemen (II) iibergefiihrt werden kann, so folgt aus der zweiten Glei-
chung die Aquivalenz

&, b, ¢ A, 0,
(3) (:', b, c')m((}, .0
J'l', bﬂ', cH 0, 0’ 1

Sucht man daher eine Invariante dieser Aquivalenz, d. h. eine Funktion

-

.

-

O O OO

a, b, ¢
J(a,b,c) der neun Elemente (a’, b, c'),- welche ihren Wert nicht
afl’ b”’ cl']

indert, wenn sie hinten mit einem der vier Elementarsysteme (II)
komponiert wird, so kann das nur eine Funktion der Determinante
sein, denn nach (3) ist notwendig

0, b e AN, 0
4 J(f, b, c')=J(0, 1, 0}
H’ b”, C” 0, 0, 1
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§ 5. Die charakteristischen Higenschaften der Determinante. 159

Da nun jene Funktion J nur ungeiindert zu bleiben braucht bei der
Komposition mit jenen vier Elementarsystemen, so ist fiir das Bestehen
der Gleichung (4) nur das der folgenden vier Gleichungen erforderlich

%, b, ¢ 1, Dye 0,—1, b, —a, ¢

(5a) J(j', b', c')=J ({;', b', c')(l, 0, g) =J(;J’, —a, c’)
H', b",crl !l’ b”, C” 0, O, 1 H’ =ty GH, C”
@y DG @ b..c , 0,—1 ¢, b, —a

(5b) J(:', Bl c’)=J (:', b!, c')@, 15 0) =J(c’, b', —a')
”, bﬂ, c” H', bﬂ’ c”‘ 1 0 0 C”, b”, = aﬂ

}

@, b, ¢ a, b; ¢ 1 a, a +0b, ¢
(5e) J(::', b, c’)=J (;1’, b', c')(O, g W =J(:j', a' +b', c')
"’ b!f’ c” fF’ b”,cH OJ 0 1 ”, a"+ b”’ c”

1
ap, b — ¢
a, b, ¢ a, b, ¢ P, ?’0 i 11’
(bd)J{a, b,e' )=T|(a',b,c" }J){0, =50 =dJ|a'p, b — ¢
n b”’ cl'f I-” bﬂ C” p p
300y 19, 0, 0,1 a"p, b" 1 "
p

Ist also J(a, b, ¢) eine Funktion der neun Elemente (a, b, ¢), welche sich’
nicht dndert, wenn fiir die erste Kolonne die zweite oder die dritte gesetzt
wird und zugleich fiir diese die negativ genommene erste, wenn ferner
die erste Kolonne zur zweiten addiert wird, und wenn endlich die
erste Kolonne mit p multipliziert und zugleich die zweite durch p
dividiert wird, so mufs J eine Funktion der Determinante sein.

Fiir die vordere Komposition mit Elementarsystemen, d. h. fiir die

Aquivalenz
@, b, ¢ s b e
(La', b, c') ~ (E)| a, b, c')
" " n " ] n
Subil e sLblie

ergibt sich ganz ebenso: Ist J(a, b, ¢) eine Funktion der neun Ele-
mente (a, b, ¢), fiir welche die vier Gleichungen erfiillt sind

a, b, c L ar, ) b', L cr vl an, - b", =15 C"
(6) J (j', b, c') = J( a, b, c ) = J( aly, b c')
”, bﬂ', C” aﬂ', b”, CH' a, b, e
a+a', b+, e+ 24, ipb, f’c
=J| o, b, ¢ )=J|=a, =0, =}
a il c" P " . " ’P’
2 ’ a’, b 3 i f
so besteht notwendig die Gleichung

http://rcin.org.pl



160 Neunte Vorlesung.

@, Byee A, 0,
J(j", b, c')——~J(0, 155 104
.”, b”, cfr 0’ 0} 1

d. h. eine Funktion .J(a, b, ¢), welche ungeindert bleibt, wenn man
die zweite oder die dritte Zeile durch die erste und zugleich die erste
durch die negativ genommene zweite oder dritte Zeile ersetzt, wenn
man ferner zu der ersten Zeile die zweite addiert, und wenn man end-
lich die erste Zeile mit p multipliziert und zugleich die zweite durch p
dividiert, kann nur eine Funktion der Determinante sein.

Setzt man schlielslich noch in beiden Fillen fest, dals

A, 0,
(62) J(O, 1,004 =
0. 0 1

sein soll, so ist durch diese und durch jede der beiden obigen Be-
stimmungen jene Funktion als die Determinante selbst charakterisiert.
Dafs umgekehrt die Determinante |a, b, ¢| die hier angegebenen beiden
Klassen von charakteristischen Eigenschaften wirklich besitzt, ist schon
oben aus der Auflosung der linearen Gleichungen hergeleitet worden.

Man hat somit in der Determinante eines der in der Mathematik
nicht hiiufigen Beispiele dafiir, dafs eine Funktion durch eine Anzahl
von Eigenschaften véllig eindeutig bestimmt ist.

Diese beiden Klassen von charakteristischen Eigenschaften kénnen
auch durch fquivalente ersetzt werden, welche fiir die Anwendungen
vielfach bequemer sind. Man kann nimlich den Satz aussprechen:

Qg D5 C
Eine Funktion J (;t', b', c'): welche in den Elementen
FI', b”, cﬂ

der ersten Zeile homogen und linear ist, und bei Vertauschung
der ersten Zeile mit der zweiten oder dritten nur ihr Vor-
zeichen #indert, unterscheidet sich von der Determinante nur

durch einen konstanten Faktor.
In der Tat kann man zeigen, dafs aus diesen Eigenschaften die in (6)
angegebenen unmittelbar folgen. Offenbar sind niimlich die folgenden
Gleichungen nur eine Folge der soeben iiber ./ gemachten Voraussetzungen

AR al, b, ¢ —a', -0, —¢
(7a) J(a’, b', c’)=—J(a, b, c):J( a, b, c)
aﬂ', b", 8" a”, b”, c” H, b”, c”

23

a b ¢ a”, b”, G" __an, -—b”, —"G”
) 7
(Tb) J(a’, b', c’)=—J(a', b', c’)=J( al, o, c’),

a”, ", ¢ d; b, @ Gy ¢ ¢
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§ 5. Die charakteristischen Eigenschaften der Determinante. 161

ferner folgt aus denselben Annahmen sofort
e, b, ¢ a, b, ¢
J(a’, b, c')-———J(a’, b', c') = 0;
aﬂ} b”, cﬂ' .a"’ b"’ c”

und da J in den Elementen (a, b, ¢) homogen und linear ist,

a+ta', b+b, c+ ¢ a, b, ¢ al, b o
(1¢) J( ST ):J(a’, b, c')-}-J(a’, b c’)

ﬂ-”, b”’ c” al!, bﬂ, ch a”, bﬂ', cl’F
a, b, ¢
=J(a', b, ¢ |;
a,”, bn, e
aus derselben Eigenschaft von J ergibt sich endlich
ra, Pbr be @, b: 4 _l_a' lb" icf
: 1 1 1 1 1 1 R T
1d) J |=a!, =0, —c'|=pJ|-a', =V, —¢'|=—
( ) %727 3 p % p pd a, b, ¢
a”, bH’ c” ﬂ”, bll’ cﬂ aﬂ, b”, "
) a', b, ¢ a, b, ¢ -
e 'J(a, b; ¢ =+ J ﬂ-’, br, ¢! )'
2 -a”,b",c" a", b", e,

Da aber diese Gleichungen mit den entsprechenden in (6) iiberein-
stimmen, so mufs die Gleichung bestehen

a; b o A )0
J(a,’, b, c'):J(O, 15 0);
A 0, 0,

alobl. e

aus dieser Gleichung folgt endlich nach der ersten Eigenschaft von J

a, by ¢ 10, 0
J(a’, b, &' =AJ(0, 1, 0)=A.C’.
a", b" " 0, 0, 1

Damit ist dieser Satz bewiesen.

Fiigt man zu den obigen Eigenschaften noch als letzte Bedingung
hinzu, dafs J (£)=1 sein soll, so ist auch durch sie die Determinante
eindeutig bestimmt.

Ganz ebenso kann man, wie man ohne weiteres erkennt, die
Determinante auch durch die entsprechenden Eigenschaften in Bezug
auf ihre Vertikalreihen vollstindig definieren. Es gilt nimlich der
Satz, der durch die analogen Schliisse bewiesen wird:

Kronecker, Determinanten. 11
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@&, b,
Eine Funktion J (a’, b, c') der neun Elemente eines
a", b" "
Systemes (a, b, ¢), welche homogen und linear ist in Bezug
auf ihre erste Kolonne, welche bei der Vertauschung der
ersten mit einer anderen Vertikalreihe nur ihr Zeichen iindert,
und welche fiir das Einheitssystem den Wert eins hat, ist der
Determinante jener neun Grofsen gleich.

Aus diesen beiden Siitzen flielst ein sehr naturgemiilser Beweis des
Multiplikationstheoremes: Ist nimlich die Funktion J(S) gleich der
Determinante von S, so besitzt sie die soeben charakterisierten Kigen-
schaften und zwar fiir die Zeilen und fiir die Kolonnen. Betrachtet
man nun dieselbe Funktion fiir ein komponiertes System

a, b, ‘e s, o, o
J((&’, br, C;)(ﬁ) ﬁr: ﬁ”))
“”: b"; e" 7 ?]: ?’”

aa+bBtecy ad+bp+cy,ac+bp"+cy"
=J(al o + bf ﬂ + cF y, aF “f+ b! ﬁf+ cl' ?]’ al’ a”_!_ b! ﬁ”_l__cf ?”),

a”a + b"ﬁ _,’__ c”?, al’FaF_i_ b”’ﬁi’+cﬂyf, aﬂa”_l_ b”ﬁ""i_ C”?”
so ist sie, als Funktion der Elemente des ersten Systemes betrachtet,
homogen und linear in Bezug auf die erste Zeile desselben, weil
die drei Elemente a, b, ¢ rechts nur in der ersten Zeile auftreten; ferner
indert sie ihr Zeichen, wenn z B. (a, b, ¢) mit (a', b', ¢") vertauscht
werden, weil ja dann auf der rechten Seite die erste mit der zweiten
Zeile vertauscht wird. Es ist also J ((a-, b, ¢)(e, «', ")) gleich J (a, b, ¢),
multipliziert mit einem von dem ersten Systeme unabhingigen Faktor.
Da aber diese Funktion in Bezug auf die Vertikalreihen des zweiten
Systemes genau dieselben Eigenschaften hat, so ist jener zweite Faktor
durch J(«, «', «") teilbar; es ist also

J((a, b, ¢)(a, &', «"))=C-J(a, b, ¢) J (e, e, "),

wo der Faktor C von den Elementen beider Komponenten unabhingig
ist. Setzt man also, um ihn zu bestimmen, die beiden Systeme (a, b, c)
und (e, «', ") gleich dem Einheitssysteme, wodurch ja (a, b, ¢) (¢, ', «")
ebenfalls gleich E wird, so ergibt sich

C=1,
und damit ist der Multiplikationssatz vollstindig bewiesen.
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Zehnte Vorlesung.

Die Reduktion ganzzahliger Systeme. — Die verschiedenen Arten der Aquivalenz. —

Bestimmung der Klassenzahl fiir vordere oder hintere Komposition mit unimodularen

Systemen. — Die Auflésung von drei homogenen linearen Gleichungen mit vier

Unbekannten und konstanten Koeffizienten. — Der Rang der Systeme. — Anwendung

auf drei nicht homogene lineare Gleichungen und auf die Schnittfigur von Ebenen
im Raume.

§ 1.

Wir gehen jetzt zu den arithmetischen Anwendungen unserer
Theorie iiber, d. h. wir nehmen die Elemente der betrachteten Systeme
als ganze Zahlen an und untersuchen die Verinderungen, welche sie
durch Komposition mit ganzzahligen FElementarsystemen erfahren.
Ebenso setzen wir den Bereich der drei Variablen z, y, 2 als die Ge-
samtheit aller ganzzahligen Werte derselben voraus; dann entspricht
diesem Bereiche geometrisch nicht mehr der ganze Raum, sondern nur
noch die Gesamtheit aller Gitterpunkte P, deren rechtwinklige Ko-
ordinaten (2, y, 2) ganze Zahlen sind.

Betrachtet man nun drei andere Variablen (£, %, {), welche mit
(@, y, 2) durch die linearen ganzzahligen Gleichungen

E=i1a2+tpy+v 2
(1) n=>Az+u'y+v'z
="z + u"y + "8

zusammenhingen, so entsprechen allen ganzzahligen Wertsystemen
(#, y, z) auch ganzzahlige (£, 5, §), jedoch wird das Umgekehrte im
allgemeinen nicht stattfinden. Ist niimlich die Determinante des Systemes
(4, w, v) von Null verschieden, und ist

A T
(m, m', m-")
n, #, a"
das zu (4, u, v) reziproke System, so dafs also

11%
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L, ¥, s /A Bw Iy 0, 0
(m, m', m") (A', ', v’):(o, 1, 0)
n, n', ﬂ" J.”, .un’ ‘b‘” 0’ 0, 1
ist, so erhilt man, wenn man die Gleichungen (1) beziehlich mit 7, I', 1"

multipliziert und addiert und dann entsprechend mit m,m', m" und
n, n', n"" verfihrt, die folgenden Ausdriicke von (z, y, #) durch (&, 7, {)

=184+ Un+ 1"¢
(1a) y=mE+m'y+m"§
s=nkE+n'n+n"§,

und man erkennt sofort, dafs allen ganzzahligen Werten von (&, %, §)
dann und nur dann ganzzahlige (, y, 2) entsprechen werden, wenn
auch das zu (1, u, ¥) reziproke System (I, I', I") ein ganzzahliges ist.

Da nun die Determinanten der reziproken Systeme |4, u, »| und
|1, 1',1"| stets reziproke Zahlen sind, so sind sie dann und nur dann
beide ganz, wenn sie den Wert + 1 haben. Ist das aber der Fall,
so ist das reziproke System sicher ganzzahlig, weil die Determinante der
einzige moglicherweise in demselben auftretende Nenner ist. Man er-
hiilt also den Satz:

Hiingen die ganzzahligen Variablen (z, y, ) mit (§, %, §)
durch eine ganzzahlige Substitution zusammen, so entsprechen
sich ihre Bereiche dann und nur dann eindeutig, wenn die
Substitutionsdeterminante gleich + 1 ist.

Auch hier wollen wir der Einfachheit wegen nur solche Sub-
stitutionssysteme betrachten, deren Determinante -+ 1 ist, und diese wie
frither unimodulare Systeme nennen. Hier tritt nun bei arith-
metischen Untersuchungen, z B. bei der Theorie der bilinearen und
der quadratischen Formen, wieder die Frage auf, welches die einfachste
Form ist, auf welche ein ganzzahliges System

y: Uy le
(al’ bF’ c.‘)
a.”} bﬂ, C”
von nicht verschwindender Determinante durch Komposition mit uni-
modularen ganzzahligen Systemen reduziert werden kann, und zwar
entweder durch vordere oder durch hintere Komposition, oder endlich
durch Anwendung beider Kompositionen zugleich.

Auch die unimodularen Systeme kénnen aus elementaren zu-
sammengesetzt werden, wie gleich gezeigt werden soll, und zwar aus
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denjenigen unter den Systemen (I) auf S, 146, deren Determinante
gleich eins ist, d. h. aus

0,—-1, 0 0, 0,—1 L]0
(11I) (1, 0, 0).- (0, 1 0), (0, 1A 0)-

0 s 0 OO 0, 9,1
Zu ihnen koénnen unmittelbar wieder hinzugenommen werden die beiden
anderen

Sl Rl
(Ila) (0, 1, 0), (0, 1, 0),
0, 001/ \o, 0 1

in welchen f eine positive ganze Zahl ist; das erste System, weil

1,+¢ 0 1,41, O
0, 1, 0)=(0, i 0)

0, 0, 1 0, 0, 1
1,—-1, 0
ist, und da ferner (0, 138 0) vermige der Gleichung auf S. 153 aus
0, 0, 1

Elementarsystemen komponiert werden kann. Das zweite System in
(IITa) endlich hingt ja mit dem ersten und den tibrigen Elementar-
systemen durch die Gleichung (3a) auf S. 147 zusammen.

Erklirt man nun zwei ganzzahlige Systeme zuniichst fiir iquivalent,
wenn das eine dadurch in das andere iibergefiihrt werden kann, dafs
man es vorn mit einem oder mehreren ganzzahligen Elementar-
systemen (III) und (IIla) komponiert, so dals also

S~ (€S

ist, wo (&) irgend ein aus jenen Systemen (IIT) komponiertes System be-
a, b, ¢

zeichnet, dann lilst sich jedes System S = (a’, b', c') von mnicht ver-
a", b", ¢"

schwindender Determinante auf ein #quivalentes von besonders ein-

facher Form reduzieren.

Wir konnen zuniichst in diesem Systeme &' als von Null ver-
schieden voraussetzen, da ja nicht ¢ =a'=a" =0 sein kann, und wir
somit entgegengesetzten Falles durch vordere Komposition mit einem
Vertauschungssysteme ein nicht verschwindendes Element der ersten
Kolonne an die zweite Stelle bringen kionnen. Alsdann kénnen wir
die ganze Zahl ¢ so bestimmen, dafs in dem Kompositionsresultate
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58 Oy a8 @ a+ta', b+ tb'; ¢+ tc'
(0, i, 0) (a', b, c')=( a', b', s )
0, 0, 1 aﬂ', b", C” aﬂ', bl'f, CH‘
an die Stelle von @ ein Element (a + fa') tritt, welches nicht negativ
und kleiner ist als der absolute Wert von a'. Bringt man dieses dann
an die Stelle des zweiten Elementes, so hat man dasselbe seinem ab-
soluten Werte nach verkleinert, und diese Verkleinerung kann so lange

fortgesetzt werden, bis an der ersten Stelle das Element Null er-
scheint. Bringt man diese Null an die dritte Stelle, so erhilt man

ein System
o ® *
| -]
(rx’, Ny t);
0? ®,

und durch genau dasselbe Verfahren kann man jetzt auch das Ele-
ment «' ebenfalls zu Null machen. So erhilt man zuletzt ein dqui-

valentes System
¥ 0, B, 7 -
(0: ﬁJ; ?F )
a”’ ﬂ”, ?FI

Da die Determinante dieses Systems nicht verschwindet, so mufs mindestens
eine der Zahlen p und f' von Null verschieden sein. Das vorher an-
gegebene Verfahren kann also auch auf p und g’ angewendet und
eine dieser Zahlen dadurch zu Null gemacht werden. Durch geeignete
Zeilenvertauschung ergibt sich so eine Aquivalenz von der Form

9, &, ¢ o
(a’, b, @ Yeul O, B, ¢ s
a!l’ bﬂ" c” 0 0 C”

Das auf der rechten Seite dieser Aquivalenz stehende System kann

noch dadurch reduziert werden, dafs man a und b’ als positiv voraus-

setzen darf, da ja entgegengesetzten Falles das erste durch vordere
-1, 0, 0

Komposition mit ( 0,1, 0), das zweite durch Komposition mit
R | N |

s e st G 0 1l D
( 0,1, 0)( 0, 1, o)=(0,~1, 0)
0, =10, | 0 i) il

erreicht werden kann. Das dritte Element ¢” wird dann offenbar
positiv oder negativ sein, je nachdem dasselbe fiir die Determinante
der Fall ist.
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Endlich kann man noch jedes der aulserhalb der Diagonale
stehenden Elemente so reduzieren, dafs es nicht negativ und kleiner
ist als der absolute Wert des unter ihm stehenden Diagonalgliedes,
d. h. dafs die folgenden Ungleichungen bestehen

0<b<, 0<;,<[e"].

Das erste erreicht man nimlich dadurch, dals man das ¢ -fache der
zweiten Zeile zur ersten addiert und f#, so bestimmt, dafs b 4 £b' der
fiir b gestellten Bedingung geniigt. Die zweite und dritte Bedingung kann
man dadurch erfiillen, dafs man das 4,-fache der dritten Zeile zur ersten
und, was offenbar ebenfalls erlaubt ist, das #;-fache der dritten zur
zweiten Zeile addiert und ¢, und #, ebenfalls geeignet bestimmt. Man

erhiilt also den Satz: R T
Jedes ganzzahlige System ( ey b c') kann durch vordere
" b”, e

Komposition mit einem unimodularen Systeme in ein reduziertes
0, blie
0, ¥, c')
0,10, el

iibergefithrt werden, welches dadurch charakterisiert ist, dals

@ a>0, >0

(I 0<BH<H, 0<° <"
> ==

1st.,

Man zeigt endlich leicht, dals jedes System auch nur einem redu-
zierten in diesem Sinne iquivalent ist. Der Beweis beruht einfach
auf der Tatsache, dafs zwei reduzierte Systeme nur dann #quivalent
sind, wenn sie gleich sind, d. h. dafs ein System

@, oy a on Be
(ﬁ; ﬁr; ﬁ”)(o; b'; t‘,'):
) ?r! ?” O) 0; C"
dessen erste Komponente unimodular ist, nur dann wieder reduziert

ist, wenn («, ¢', «") das Einheitssystem ist. Den sehr einfachen Be-
weis dieses Satzes konnen wir dem Leser iiberlassen.

Somit ergibt sich der wichtige Satz:

Jedes ganzzahlige System ist einem und nur einem re-
duzierten dquivalent.
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Dieser Satz gibt uns nun die Méglichkeit, die Anzahl der Klassen
nicht #quivalenter Systeme einer gegebenmen Determinante A zu be-
stimmen; dieselbe ist néimlich genau gleich der Anzahl der reduzierten

a, b, ¢
Systeme (0, b’, c') fiir diese Determinante. Die gesuchte Klassen-
0, 0, ¢

anzahl ist genau gleich der Anzahl der Systeme von sechs ganzen
Zahlen, fiir welche

@ ab'c"=A4,

(1) a>0, b >0,

(IIT) 0<b<H, 05 <|[c"|.
I ==

Ist zunichst A =1, ist also das betrachtete System selbst ein
unimodulares, so existiert offenbar nur das eine reduzierte System

)y 0, D

(0, 1 O)E jedes unimodulare System ist also dem Einheitssysteme
By 0 1

dquivalent, oder es besteht die Gleichung

g, b,
(a', b', c') = (€) E = (6€).
aﬂ, b”’ c”
Jedes unimodulare System kann also aus den drei Ele-
mentarsystemen (III) S. 165 komponiert werden.

Das Diophantische Problem, neun ganze Zahlen zu bestimmen,
deren Determinante gleich eins ist, kann mithin keine Losung be-
sitzen, die nicht durch eine solche Komposition zu erlangen wiire;
allerdings erhiilt man auch hier jene Lésungen mehrfach.

Um die Klassenanzahl im allgemeinen Falle zu bestimmen, be-
merken wir zuniichst, dals dieselbe fiir zwei entgegengesetzt gleiche
Determinanten A und — A denselben Wert besitzt; denn jedes re-
duzierte System fiir die Determinante A geht durch die Anderung des
Vorzeichens von ¢ in ein reduziertes fiir die Determinante — A iiber.

Ist also A eine positive Zahl und

(2) A =d,d,d,

eine beliebige Zerlegung derselben in drei positive Faktoren, so ent-
sprechen gerade dieser Zerlegung die folgenden reduzierten Systeme
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a =d0,
AP T N
LS SR e I TR o

Die Anzahl dieser reduzierten Systeme ist also d,d, und da das
Analoge fiir jede Zerlegung (2) von A gilt, so hat man den Satz:

Die Klassenanzahl K (A) der Systeme von der Deter-

minante A ist
K(A)=ZXdld!d}=1Xd d},

wenn A =d,d, d, ist und iiber alle Zerlegungen von A in
drei Faktoren summiert wird.

Ist also A gleich einer Primzahl p, so hat man die drei Zerlegungen
A=p.1.1=1.p.1=1.1.p,
K(p)=1+p+p*

Ebenso folgt fiir A = p* aus den sechs Zerlegungen

d h

A=p'1.1=1p"1=1.1.p°
=p.p.l=p.1.p=1.p.p
Eip)y=1+¢+ 94+ 9"+ 9
=1 +p+p)(1+2).

Man kann leicht die Klassenanzahl K (A) der nicht #quivalenten
Systeme fiir eine beliebige positive Determinante A bestimmen. Ist
nimlich zunéchst

A=PQ
irgend eine Zerlegung von A in zwei teilerfremde Faktoren, so ist stets
E(A) = K(P) E(Q).

Sind némlich P=d,d,d,, Q@ =e¢ye,¢, irgend zwei Zerlegungen von

P und @, so ist
A =(d,e) (dye) (dyey)

eine Zerlegung von A = P @, und umgekehrt kann, da P und @ teiler-
fremd sind, in jeder Zerlegung A —d,0,0, von A jeder der drei
Faktoren 0, auf eine einzige Art in ein Produkt d;e, zerlegt werden.
Also ist in der Tat

K(P)K(Q) = (2d, d3) (T e, €) = Z(d; &) (dy ¢)* = 26,07 = K(),

was zu beweisen war.
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170 Zehnte Vorlesung.

Hiernach braucht also die Klassenanzahl nur fiir den Fall bestimmt
zu werden, dafs A = p” eine beliebige Primzahlpotenz ist. Alsdann
ist aber

K(p)=Zpn.p*- (r=rotri+ ),
wenn 7,4 7+ r,=7r alle Zerlegungen von # in drei nicht negative
Summanden bedeutet. Trennt man die rechts stehende Summe in zwei
andere, je nachdem #,>0 und r,=0, oder je nachdem 7 + r,<<»
oder = r ist, so ergibt sich

E(pr) =D prtin4 D pntin;

r1+r.,£r—1 ridra=r

beachtet man aber, dafs die erste Summe nach der obigen Definition
gleich K(p7—?), fiir die letzte aber

Zpr1+5r =p Z’p, - Pr+1

ryro=r ry=0
ist, so ergibt sich fiir die gesuchte Klassenanzahl die einfache Re-

kursionsformel
. pr—{—l —1 .

E@p)—E@—")=p p—1
Bildet man dieselben Gleichungen fiir » —1, » — 2,...1 und addiert
sie dann, so erhilt man endlich fiir die gesuchte Klassenanzahl die
Gleichung

K@p)=1= Ltp? --+p Lty
(P’““ 1)(p’+' =1

—-1) =
wie eine leichte Rechmmg ergibt. Also ist fiir eine beliebige positive
oder negative Determinante A = + TTp~
(p" 1 —1}@’“—11
-1 @)
wo die Multiplikation iiber alle in A enthaltenen Primzahlpotenzen
auszudehnen ist.

Ganz #hnlich kann fiir beliebige ganzzahlige Systeme von n* Ele-
menten die Klassenanzahl bestimmt werden, worauf aber hier nur hin-
gewiesen werden mag.

Die Gestalt der reduzierten Systeme #ndert sich entsprechend,
wenn statt der vorderen Komposition mit Elementarsystemen die
hintere betrachtet wird, d. h. wenn zwei Systeme dann als dquivalent
angesehen werden, wenn das eine in das andere durch hintere Kom-

Pr+1__ 1

K(&)=
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§ 2. Die Aufldsung von drei homogenen linearen Gleichungen. 1|

position mit Elementarsystemen iibergefiihrt werden kann. Macht man
hier dieselben Operationen mit den Kolonnen, wie vorher mit den
Zeilen, so gelangt man zu einem reduzierten Systeme, welches sich
von dem obigen auch nur dadurch unterscheidet, dals die Zeilen mit
den Kolonnen vertauscht sind. Also ist auch die Klassenanzahl fiir
diese reduzierten Systeme genau dieselbe wie vorher.

Der Verlauf der wichtigen Reduktion bei der Erklirung

S~ (€)S(€),
d. h. bei Zulassung der vorderen und hinteren Komposition mit Ele-

mentarsystemen wird bei der allgemeinen Theorie ausfiihrlich erdrtert
werden.

§ 2.

o Die vorausgeschickten Untersuchungen iiber die Systeme und ihre

J‘Determmanten geben uns nun die Moglichkeit, ein System von drei
;;Glelchungen nicht blofs im allgemeinen Falle, d.h. fiir unbestimmte

»- =Koeffizienten, sondern auch fiir jedes besondere Koeffizientensystem

'gvoﬂstﬁndig aufzulésen; und die Untersuchung der hier miglichen Fille
~wird uns von selbst auf einen der wichtigsten Begriffe in der ganzen
“Theorie, den bereits in einem fritheren Abschnitte eingefiihrten Rang
der Systeme hinfihren. Um die Unterscheidung der mdglichen Fille
“iibersichtlicher darstellen zu kinnen, wollen wir zuerst drei homogene
;,lineare Gleichungen mit vier Unbekannten betrachten. Die ent-
~gprechenden Resultate fiir nicht homogene Gleichungen konnen dann
d)h.ne Schwierigkeit aus den hier gefundenen hergeleitet werden.
_ =- Entsprechend der schon frither angewandten Art der Fragestellung
betrachteu wir jetzt die folgende Aufgabe:

In welcher Weise wird die Variabilitiit der vier Verinder-
lichen (z, y, 2z, w) durch die Bedingung beschrinkt, dals die
drei homogenen linearen Funktionen derselben

f=az+by+ecz+4+d u
(1) ff=a'z24+by+cet+du

ff=a"z+b"y+¢"2+d"u
simtlich verschwinden sollen?

Die Koeffizienten dieser Funktionen sollen jetzt bestimmte Zahlen
sein; dann kionnen die folgenden vier Fille eintreten:

I. Von den vier Determinanten dritter Ordnung, welche aus dem
Koeffizientensysteme
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172 Zehnte Vorlesung.

@, b, ¢ dix
(2) S=(a', b, ¢, d’)

a" b" " d"
gebildet werden konnen, ist mindestens eine von Null verschieden; man
sagt dann, das Koeffizientensystem ist vom Range Drei. Dann kann
das Funktionensystem (f, f', f") durch ein sogenanntes reduziertes
(F, F', I'") ersetzt werden, von dem jede Funktion nur zwei der Variablen
enthilt. Ist niimlich eine jener vier Determinanten des Systemes S von
Null verschieden, so konnen wir, ohne die Allgemeinheit zu beeintrich-
tigen, die erste, d. h. die Determinante |a, b, ¢| als von Null ver-
schieden voraussetzen, da ja hier keine Variable vor der anderen be-
vorzugt wird. KEs sei nun

a’ a f’ a”’
(3) (b, b, b”)
¢ t', "

das zu (a, b, ¢) adjungierte, d. h. das aus den Unterdeterminanten
zweiter Ordnung von |a, b, ¢| gebildete System; dann besteht die
Kompositionsgleichung

a, b, ¢t - el |a, b, ¢|, 0, 0
(3a) (a', rs c')(b, b, IJ")=( 0, |a,bd, ¢l 0 )
I e e, e .0, 0, |a,b,c|

Betrachtet man nun die drei Funktionen
F =af+ al'f‘!_i_ a”f”
(4) F'=bf+0b'f+0"f"
F”= c/"+ cff"f+ tfr.!"”,
so befriedigt jede Losung von (f=0, f'=0, f""=0) auch das Glei-
chungssystem (F=0, F'=0, F"=0). Aber das Umgekehrte gilt
auch: Multipliziert man nidmlich die Funktionen (4) mit (a, b, ¢), bezw.
(@', b, ¢'), (a", b", ¢") und beachtet dabei die aus (3a) sich ergebenden
neun Gleichungen, so ergibt sich die folgende Darstellung von (f, /7, /")
durch (F, F', F")
la,b,c|f =a F+b F'+c¢ F"
(4a) la, b, ¢|f'=a' F+b' F'+c' F"
|a’ b’ c[f‘ﬂz a”F+ b"Fi + c” F"’
und hieraus ergibt sich, dals auch jede Lésung von (F=0, F'=0, F"=0)
die urspriinglichen Gleichungen befriedigt. Die beiden Funktionen-
systeme (f, /', /") und (F, F', F") beschrinken somit durch ihr Ver-
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schwinden die Variabilitit von (z, y, #, u) in genau derselben Weise;
sie sind also in diesem Sinne #dquivalent.

Ersetzt man aber in (4) die Funktionen f, f', /" durch ihre Aus-
driicke in (1), so erkennt man leicht, dafs F' die folgende Gestalt
erhilt
F=(aa+a'a"+a"a"z+ (ab +a'd'+ a"b")y+ (ac+a'e'+a"c")z

+ (ad +a'd" + a" d")u;
und da (a, a’, a") das zu (a, b, ¢) adjungierte System ist, so ist
F=|a,b,clz+|b b, cly+|ec, b,clz+|d, b, c|u
Beachtet man nun, dafs hier die Koeffizienten von y und z ver-

schwinden, und bildet man die analogen Ausdriicke von F' und F",
so ergibt sich fiir das System (F, F', F'") die folgende Darstellung

F =|a,b,c|z +|d,b,¢clu=0
(5) F' = |a, by cly +la,d,elu=0
Fl— |a, b,¢|z+ |a, b, d|u=0.

Durch Auflésung dieser drei Gleichungen (F'=0, F'=0, F"=0)

erhilt man die schon frither gefundenen Ausdriicke
(6) z:y:z:u=—|b,¢,d|:|¢,d,a|:—|d, a,b|:|a, ], ¢,

und das ist die einzige Losung, welche das urspriingliche Gleichungs-
system in diesem Falle hat. Ist ¢ eine neue Variable, so kann die
vollstindige Losung auch in der folgenden Form geschrieben werden

(6a) z=—|b,¢,d|t, y=|c¢,d,alt, 2=—|d,a,b|t, u=|a,b,c|t.

Da sich in diesem Falle alle vier Variablen durch eine einzige ¢
ausdriicken, so sagt man, jene Gleichungen besitzen eine einfache
Mannigfaltigkeit von Losungen.

II. Der zweite mogliche Fall ist der, dals alle vier Determmanten
dritter Ordnung der Matrix S gleich Null sind, dals aber mindestens
eine der Determinanten zweiter Ordnung, welche aus S gebildet werden
konnen, von Null verschieden ist. Wir sagen dann, die Matrix S ist
vom Range Zwei. Wegen der Vertauschbarkeit der Variablen und
der Gleichungen konnen wir wieder ohne Beeintriichtigung der All-
gemeinheit voraussetzen, dals die erste Determinante zweiter Ordnung

a, b |
|arr, b'
von S von Null verschieden ist. Dann kann man leicht zeigen, dafls das
System (f, /', f") dquivalent dem einfacheren (f, ) ist, d. h., dals von

— C"
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den drei Gleichungen (f=10, f'=0, /"= 0) die dritte eine notwendige
Folge der beiden ersten ist.

Da niimlich alle vier Determinanten dritter Ordnung der Matrix S
identisch verschwinden, so folgt aus (5) das gleiche fiir die drei Funk-
tionen (F, F', F"). Betrachtet man nun speziell die in (4) gegebene
Darstellung von F" durch f, f', f", so ergibt sich, dafs unter der ge-
machten Voraussetzung zwischen jenen drei Funktionen die identische
Gleichung besteht

Cf‘_!_ c]fl'_i_ c”fﬂ':O}
und hieraus folgt, da nach der Voraussetzung ¢" sicher von Null ver-

schieden ist, f of +ef
c”

Jede Losung von (f =0, f'=0) befriedigt also auch die urspriinglichen
Gleichungen (f=0, ['=0, f"=0), und da die Umkehrung dieses
Satzes selbstverstindlich ist, so folgt, dafs in diesem Falle die Aqui-

valenz besteht ¢ f, "~ F)

Um die beiden ersten Gleichungen, welche somit allein in Betracht
kommen, aufzulésen, schreiben wir sie in der Form

az+by+(ce+du)y=0
a'z+by+ (c'z 4 d'u)=0.

Betrachten wir in ihmen 2 und y als die einzigen Unbekannten, so
erhalten wir die vollstindige Losung

b,ecz4d u [&, e b, d
v, c'z—i—d’u! e | v, d"
i @, bl 2 " la, b |
a', b'l a, b
lez+d u,a | c, G d, a
il !c'z—i—d'u,a'| | . ¢, a e d', a'
== [T ) T wllite=dh
a', v al, b'J

wo z und w vollig willkiirlich bleiben. Ist also die Matrix S vom
Range zwei, so ist von den drei Gleichungen eine iiberfliissig, und von
den vier Unbekannten sind zwei durch die beiden iibrigen vdllig be-
stimmt; die Losungen bilden somit eine zweifache Mannigfaltigkeit.
III. Ferner kénnen aufser den Determinanten dritter Ordnung auch
alle Determinanten zweiter Ordnung verschwinden, wihrend von den
Determinanten erster Ordnung, d. h. von den Elementen selbst mindestens
eine von Null verschieden ist. Man sagt dann, das Koeffizienten-
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system (S) ist vom Range Eins. Alsdann sind von den drei Glei-
chungen (1) zwei iiberfliissig.

In der Tat, ist z. B. das erste Element ¢ von Null verschieden,
so ist

a, b | @, ¢ | [Faisdi|
! ! ’ » | ? =T
af' —a' f= y + z+ u=0
4 a', b’ | al, el | &', &'
la, & | th; G a, d
] ] 1 ) H -
af'— a"'f= Y+ 2+ u=0
| ah’} bf? | J _GFF, cﬂ a”’ d” L

d. h. es ist .
fl==f =%
die beiden Gleichungen /'=0, /"= 0 sind somit liberfliissig, oder es
besteht die Aquivalenz
61 ") ~ (F).

Aus der Auflésung der somit allein zu betrachtenden ersten Gleichung
f=0 ergibt sich aber
= bYytostde
a
withrend y, z, u vollig willkiirlich sind. Da hier also die Losungen
noch drei unabhiingige Variablen enthalten, so bilden sie eine dreifache
Mannigfaltigkeit.

IV. Sind endlich auch alle Elemente von S selbst gleich Null, ist
also, wie man sich ausdriickt, das System vom Range Null, so be-
schrinken die Gleichungen die Variabilitit von (z, y, z, u) gar nicht;
alle drei Gleichungen sind iiberfliissig, die Losungen bilden eine vier-
fache Mannigfaltigkeit.

Das Gesamtresultat dieser Untersuchung kann man also in dem
folgenden Satze zusammenfassen:

Ist » der Rang der aus den Gleichungskoeffizienten ge-
bildeten Matrix, so wird die vierfache Mannigfaltigkeit der
Variablen (z, y, 2, u) durch die Forderung des Verschwindens
der drei linearen homogenen Funktionen (7, /', /") auf eine
(4 — r)-fache herabgemindert, und das System (7, /', f"") ist
einem Systeme von nur » unter ihnen dquivalent.

Aus diesem Resultate konnen nun leicht die Ergebnisse fiir drei
nicht homogene Gleichungen
f=ax+by+ez+d =0
(7) fl=a'z2+by+c'z+d =0
f”= a"z + bfry+ "z 4+d"=0
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abgeleitet werden. Hierzu fiihrt die folgende einfache I"Iberleg'ung:
Aufser dem vorher betrachteten Systeme (a, b, ¢, d) aller Gleichungs-
koeffizienten wollen wir noch das System (@, b, ¢) der neun Koeffi-
zienten von z, ¥, # in jenen drei Gleichungen betrachten und ihren
Rang beziehlich durch
R(a,b,¢,d) wund R(a,b,c)
bezeichnen. Ist nun zuniichst der Rang beider Systeme gleich, ist also
R(a, b, ¢, d)=R(a, b, ¢),

so kann wortlich dieselbe Uberlegung durchgefiihrt werden wie vorher,

nur mufs in dem gefundenen Resultate natiirlich u =1 gesetzt werden.
Ist jener gemeinsame Rang niéimlich zuerst gleich Drei, so ist

|a, b, | % 0, und man erhilt genau wie vorher als einzige Lisung

(8) z:y:2:1=—|b,¢,d|:|¢c,d,a|:—]|d, a,b|:|a,b, ¢l
Ist der gemeinsame Rang beider Systeme gleich Zwei, ist also

mindestens eine Unterdeterminante zweiter Ordnung von (a, b, ¢) von
Null verschieden, so kann man wieder ohne Beeintriichtigung der All-

gemeinheit Z: g, 2 0 voraussetzen und erhilt durch dieselben Uber-
legungen wie vorher

gz|b,el+|b,d]| zle,a|l+|d, a
(8&) T = :?b_—'-“-‘l" th=s = Il’ bl —_—)

withrend z ganz willkiirlich bleibt; man hat also eine einfache Mannig-
faltigkeit von Losungen.

Ist der gemeinsame Rang gleich Eins, und nimmt man wie vorher
a2 0 an, so sind die zweite und die dritte Gleichung iiberfliissig, und
aus der ersten folgt als allgemeine Losung
(8b) @ — LTS,

d. h. es existiert eine zweifache Mannigfaltigkeit von Losungen.

In dem selbstverstindlichen Falle endlich, dafs der Rang von
(a, b, ¢, d), also auch der von (a, b, ¢) gleich Null ist, erhilt man
eine dreifache Mannigfaltigkeit von Losungen, da jedes Wertsystem
diese identisch verschwindenden Gleichungen befriedigt.

Ist dagegen der Rang von (a, b, ¢) kleiner als der von (a, b, ¢, d),

d. h. ist R(a, b, ¢) <R(a, b, ¢, d),

so zeigt man leicht, dafs jene drei Gleichungen iiberhaupt nicht durch
endliche Werte von (z, y, #) befriedigt werden kinnen. Man kann niimlich
in diesem Falle drei Zahlen », »', »" so finden, dals fiir variable z, y, 2
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rf‘_;_ Irl.r'l__!_‘ r”’f'”=1

ist. Damit das ndmlich der Fall sei, miissen 7, », " die vier Glei-

chungen befriedigen
ra -+ ,r:arr_i_ a"=0

rb + ?.fbl'_!_ 'T”b”:- 0
re+re+r"e¢"=0
rd+r'd'+r"d"=1.

Von den drei ersten Gleichungen ist aber mindestens eine, etwa die
erste, iiberfliissig, weil der Rang des Koeffizientensystemes (a, b, ¢) kleiner
ist als drei; und wir zeigten schon friiher, dafls es stets moglich ist, der
vierten Gleichung in Verbindung mit zwei von den anderen homogenen
Gleichungen zu geniigen, da wegen R(a, b, ¢) < R(a, b, ¢, d) nicht alle
Elemente d, d', d" verschwinden konnen.

Denkt man sich aber », #', »" so bestimmt, dafs

’.f_‘__ ?.l'fl'+ ’.”f"= 1
ist, so folgt sofort, dafls kein endliches Wertsystem (z, y, #) jenen drei
Gleichungen geniigen kann, da ja fiir dieses ».0+ 2.0+ +".0=1
sein miilste. Ist also R(a, b, ¢) <R(a, b, ¢, d), so besitzt das Glei-
chungssystem (f=0, f'=0, f"=0) keine endliche Losung. Man er-
hilt somit das wichtige Ergebnis:
Drei nicht homogene lineare Gleichungen mit drei Un-

bekannten fm a4 by + o8+ d =0
besitzen dann und nur dann iiberhaupt endliche Lésungen,

L R(a, b, ¢)=R(a, b, ¢, d)
ist. Ist dann » der gemeinsame Rang jener beiden Koeffi-
zientensysteme, so sind jene drei Gleichungen fquivalent einem
Systeme von nur » unter ihnen, und ihre Losungen bilden
eine (3 — r)-fache Mannigfaltigkeit.
Nimmt man speziell d =d'=d" =0, betrachtet man also die
drei homogenen linearen Gleichungen
f=az+by+ecz=0
fl=d'24+b'y+c2=0
f"= a'z EX b"y i ey = 0,
so besitzen diese dann und nur dann eine Losung aulser der trivialen
xr=0,y=0,¢2=0,

Kronecker, Determinanten. 12
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wenn ihre Determinante |a, b, ¢| verschwindet; ist nimlich
|a, b, ¢| 20, so folgt aus (6) (x=y=2=0) als einzige Losung.
Ist aber |a, b, c| =0, so ist von jenen drei Gleichungen mindestens
eine iiberfliissig, und wir zeigten schon friiher, dafs die beiden iibrig-
bleibenden homogenen Gleichungen stets eine von Null verschiedene
Losung haben. KEs mag beiliufig erwiihnt werden, dals aus dieser
Bemerkung leicht ein neuer Beweis des Multiplikationssatzes erschlossen
werden kann.

Betrachtet man wieder (z, v, 2) als die Koordinaten eines Punktes
im Raume, bezogen auf ein rechtwinkliges oder schiefwinkliges Ko-
ordinatensystem, so wird in der analytischen Geometrie gelehrt, dafs
die Lissungen einer nicht homogenen linearen Gleichung f = 0 die simt-
lichen Punkte einer ganz bestimmten Ebene E erfillen. Man nennt
deshalb f= 0 die Gleichung von E. Sucht man also die gemeinsamen
Losungen der drei Gleichungen (f=0, f'=0, f"=0), so heilst das
geometrisch gesprochen, man soll alle jenen drei Ebenen gemeinsamen
Punkte, d. h. man soll ihre Schnittfigur bestimmen. KErsetzt man jenes
Gleichungssystem durch ein #quivalentes (F'=0, F'=0, F"=0), so
besitzt dies dieselben Losungen, d. h.:

Zwei #dquivalente Systeme linearer Gleichungen ent-
sprechen zwei Systemen von Ebenen, welche dieselbe Schnitt-
figur besitzen.

Ist nun zuniichst R(a, b, ¢, d)= R(a, b, ¢)=3, so kann das
Gleichungssystem durch ein #quivalentes ersetzt werden, dessen erste
Gleichung nur z, die zweite nur y, die dritte nur 2z enthilt, und deren
Auflésung unmittelbar auf die Proportion (8) fiihrt. Die durch jene
Gleichungen dargestellten Ebenen gehen aber alle durch den gesuchten
Schnittpunkt und sind beziehlich der Y Z-, der ZX- und der X Y-Ebene
parallel; aus ihren Gleichungen kann der gesuchte Schnittpunkt sofort
gefunden werden.

Ist also R(a, b, ¢, d) = R(a, b, ¢) = 3, so schneiden sich
jene drei Ebenen in einem im Endlichen liegenden Punkte,
dessen Koordinaten durch die Proportion gegeben sind

2:y:2:1=—|b, ¢, d|:|¢c, d, a|:—|d, a, b]|:]|a, b, ¢]|.

Ist dagegen R(a, b, ¢, d) =3, aber R(a, b, ¢) <3, d. h. ist
|a, b, ¢| =0, so erkennt man durch Grenzbetrachtungen leicht, dafs
mit unbegrenzt abnehmendem |a, b, ¢| der eindeutig bestimmte Schnitt-
punkt der drei Ebenen ins Unendliche riickt, aber so, dafs seine Ko-
ordinaten z, y, z in dem vollig bestimmten Verhiltnis
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—|b,e,d|:|le,d,a|l:—]|d, a, b]

stehen. Alle drei Ebenen sind dann einer und derselben Geraden durch
den Anfangspunkt parallel; ihr Schnittpunkt ist ein ganz bestimmter,
aber im Unendlichen liegender Punkt.

Ist R(a, b, ¢, d)=2, so ist eine der drei Gleichungen (7)
iiberfliissig. Ist dies fiir /" = 0 der Fall, so geht E" durch die
Schnittfigur von E und E'. Ist auch R (a, b, ¢) = 2, so besitzen
jene beiden Ebenen eine einfache Mannigfaltigkeit im Endlichen
liegender gemeinsamer Punkte, d. h. alle drei Ebenen schneiden
sich in derselben geraden Linie, deren Gleichungen in (8a) ge-
geben sind. Ist dagegen R(a, b, ¢, d) =2, aber RE(a,b,¢) <2,
0 besitzen jene beiden Ebenen F und E' keine im Endlichen
liegende Schnittlinie, dieselbe riickt vielmehr ins Unendliche;
jene beiden Ebenen F und E’ und somit auch die dritte E"
sind in diesem Falle parallel, ohne aber in eine einzige Ebene
zusammenzufallen.

Ist endlich R(a, b, ¢,d)=1, so sind zwei der Glei-
chungen iiberfliissig; alle drei Ebenen fallen also aufeinander.
Ist zugleich R(a, b, ¢)=1, so liegen diese drei zusammen-
fallenden Ebenen im Endlichen, ist dagegen E(a, b, ¢) =0,
so liegen sie im Unendlichen.

12*
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Elfte Vorlesung.

Anwendung der Determinanten dritter Ordnung auf die analytische Geometrie der
Ebene. — Die homogenen Punktkoordinaten. — Die Gleichung der geraden Linie
in homogenen Koordinaten. — Bestimmung des Dreiecksinhaltes aus den homogenen
Koordinaten der Dreiecksecken. — Die Gleichung des Kegelschnittes, welcher durch
fiinf gegebene Punkte geht. — Die homogenen Linienkoordinaten. — Die Gleichung
des Punktes in homogenen Linienkoordinaten. — Die Relation zwischen den drei

homogenen Koordinaten einer geraden Linie. — Die Gleichung des Kreises in
homogenen Linienkoordinaten.
§ 1.

Die Determinanten dritter Ordnung liefern ein Mittel, um die Auf-
lssung von zwei homogenen Gleichungen mit drei Unbekannten in sehr
eleganter und fiir die analytische Geometrie besonders brauchbarer

Form zu geben.
Durch zwei homogene Gleichungen fiir drei Unbekannte

) f=az+by+cz=0
fl=ad'z+by+c'z2=0,
deren Koeffizientensystem vom Range zwei ist, sind die Verhiltnisse

der Unbekannten eindeutig, diese selbst also bis auf eine multiplikative
Konstante 4 bestimmt, Daher ist auch eine jede lineare Funktion
(1a) F=uz+ vy + wz,
deren Koeffizienten u, v, w beliebig gegebene Konstanten sind, bis auf
einen konstanten Faktor bestimmt, wenn z, y, z den beiden Glei-
chungen (1) geniigen sollen. Anstatt also x, y, z einzeln zu berechnen,
kann man sich gleich die Aufgabe stellen, den Wert dieser linearen
Form F fiir unbestimmte %, v, w zu finden; alsdann kann man aus ihm
die einzelnen Unbekannten durch Spezialisierung bestimmen.

Der Wert dieser Funktion F kann nun folgendermalsen als
Determinante dritter Ordnung geschrieben werden

a, b, ¢
2 F=1|a,b,c'|=2aulbc|+v|c,a|+w|a,bl),
U, v, W
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§ 1. Anwendungen auf die analytische Geometrie der Ebene. 181

wo 4 eine willkiirliche Konstante hedeutet; denn diese Determinante
ist homogen und linear in den Elementen u, », w und verschwindet
identisch, sobald (u, v, w) beziehlich gleich (a, b, ¢) oder gleich
(a', b', ") gesetzt wird.

Vergleicht man diese Darstellung von F' mit der in (la) ge-
gebenen, so erhilt man durch Koeffizientenvergleichung auf einmal die
vollstindige Auflésung der beiden Gleichungen (1) in der Form

a

b,c" J—l" a, b

3) B b, ¢ le!, af zzlla',b"

Sucht man nun den Wert einer nicht homogenen Funktion der
beiden Variablen # und y

F=ux + oy +w
unter der Voraussetzung, dals z und y durch zwei lineare Gleichungen
4) az+by+c¢=0, adaz+by+c=0

eindeutig bestimmt sind, so kann diese Frage unmittelbar auf die
soeben geldste reduziert werden.

In der Tat geniigt F, als Funktion von (u, v, w) betrachtet, genau
denselben Bedingungen, wie F' in (2), jedoch ist der dort auftretende
willkiirliche Faktor 4 hier so zu bestimmen, dals der Koeffizient von w
gleich Eins wird. Hieraus ergibt sich die Gleichung

a, b, e
a:‘ b!! ci’
%, ¥, W 2 le, a|
(5) > a, b : |a,b| “F Ta, b +w,
a, b

und durch Koeffizientenvergleichung erhilt man die bereits friither ge-
fundene vollstindige Lésung der Gleichungen (4)

|5, ¢ |e, |
©) i T Y M A TR T

Wir wollen das erste der hier abgeleiteten Resultate zur Be-
stimmung der Gleichung einer durch zwei Punkte 1 und 2 gehenden
geraden Linie beniitzen. Sind (z,, %) und (2, ¥,) ihre Koordinaten,
wihrend z, ¥ die lanfenden Koordinaten der Geraden sind, so kann
nach (2) jene Gleichung folgendermafsen in Determinantenform ge-
schrieben werden

1, z, ¥ l
() L, @, 4| =0;
1, 2, 9,
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denn diese Gleichung ist linear in (z, ), und sie wird erfiillt, sobald
diese Variablen durch die Koordinaten eines der beiden Punkte 1
und 2 ersetzt werden.

Der Punkt p, dessen Koordinaten (z,y) sind, liegt somit dann
und nur dann auf der Geraden 1,2, wenn die Determinante (7) ver-
schwindet. Ist nun ein Punkt 3 beliebig in der Ebene angenommen,
und setzt man seine Koordinaten (z;, %;) in die Determinante auf der
linken Seite von (7) ein, so besitzt diese, falls die Punkte 1, 2, 3
nicht in gerader Linie liegen, einen von Null verschiedenen Wert, und
aus der Darstellung dieser Determinante in der Form

1

1’ 2’ gi _ | %2 Ys !,373: Ys Zyy Y
’ y I3 JSG )

1, 2, ¥s gy Ys 10 Y1 2 g

ergibt sich mit Benutzung von (la) auf S. 32, dafs sie dem doppelten
Inhalte des Dreiecks 1, 2, 3 gleich ist, und zwar positiv oder negativ
genommen, je nachdem die Umlaufsrichtung (1, 2, 3) die positive oder
negative ist. Der Einfachheit wegen soll im folgenden der Wert dieser
Determinante mit (1, 2, 3) bezeichnet werden.

Hieraus folgt unmittelbar, dafs alle Punkte 3, deren Koordinaten
z, y die Gleichung
(8) 1,2,3)=c

befriedigen, auf einer Parallelen zu der Geraden 1,2 liegen, welche
durch die positive oder negative Konstante ¢ eindeutig bestimmt ist.

§ 2.

Wenn man in der analytischen Geometrie der Untersuchung ein
gewohnliches rechtwinkliges oder schiefwinkliges Koordinatensystem zu
Grunde legt, so zeigen die durchzufiihrenden Rechnungen und die
Endresultate einen gewissen Mangel an Symmetrie, welcher die Uber-
sicht und Einsicht erschwert. Das erste und einfachste Beispiel hierfiir
bietet der im vorigen Abschnitt gefundene Determinantenausdruck fiir
den doppelten Dreiecksinhalt; in ihm ist die erste Kolonne von den
beiden letzten verschieden gebildet.

Um diesen Ubelstand zu vermeiden, hat man in der analytischen
Geometrie eine neue Art der Koordinatenbestimmung eingefiihrt, welche
wir zuniichst kurz auseinandersetzen wollen.

Wir legen der Untersuchung drei gerade Linien I, II, III, die
sogenannten Fundamentallinien zu Grunde, von welchen nur an-
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§ 2. Die homogenen Punktkoordinaten. 183

genommen werden soll, dals sie nicht durch einen und denselben Punkt
gehen und dafs nicht eine einer anderen parallel ist. Ihre Schnittpunkte
seien mit 1, 2, 3 und zwar so bezeichnet, 1

dafs der Punkt 1 der Fundamentallinie I
gegeniiberliegt u.s. w. Die Eckpunkte

1, 2, 3 des durch die drei Fundamental- /H $
linien gebildeten sogenannten Funda- v

mentaldreiecks mbgen in Bezugaufein -~ - -
beliebiges rechtwinkliges Achsensystem Fig. 6.

die Koordinaten (&, n,), (&, u), (&, %) haben. — Ist dann p ein be-
liebig gegebener Punkt (siehe Fig. 7) und sind (z, y) seine Koordinaten,
so ist derselbe eindeutig bestimmt, wenn man die Werte von nur zwei
der drei Determinanten

1Ty 1,2, y 1,2, ¥
(1) @,2;3)2 1, &, 5|, 0,3, )=|1, &, 5|, (»,1,2)=|1, &, 0
3 gs: N 1, En L 1, Es; s

kennt, denn durch jede von ihnen wird eine Parallele zu einer der
drei Fundamentallinien bestimmt, und durch den Durchschnitt je zweier
Parallelen ist ja der Punkt p eindeutig gegeben. Durch den Wert
von nur zwei unter diesen Determinanten mufls also der der dritten
eindeutig bestimmt sein. Dies kann man analytisch sofort nachweisen
und auch die zwischen jenen Determinanten bestehende Relation finden.
Da dieselben néimlich lineare Funktionen von x und y sind, so besteht
zwischen ihnen notwendig eine lineare Relation von der Form

?’(P: 2, 3) 3 m(p, 3, 1) ok ”(P, 1, 2) =0
wo [, m, n, ¢ noch zu bestimmende Konstanten sind. Um diese Kon-
stanten zu finden, lassen wir den bis jetzt ganz beliebig angenommenen
Punkt p successive mit jedem der drei Fundamentalpunkte 1, 2, 3
zusammenfallen. In den drei so sich ergebenden Gleichungen sind
dann jedesmal zwei von den drei Determinanten (p, 2, 3), (p,3,1),
(p, 1, 2) gleich Null, weil die zugehtrigen Dreiecksinhalte verschwinden;
dagegen wird die dritte gleich (1, 2, 3), d. h. gleich dem doppelten
Inhalt des Fundamentaldreiecks, welcher ja von Null verschieden ist.
Den drei so sich ergebenden Gleichungen

11,2,3)=m(1,2,3)=n(1,2,3)=¢,
durch welche das Verhiltnis der vier Konstanten eindeutig bestimmt
wird, geniigt man aber, wenn man

l=m=n=1, ¢c=(1,2,3)
setzt. Die gesuchte Determinantenrelation lautet also folgendermalsen
@ (»,2,3)+ 3,1+ 1,2)=(1,2,3)
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Liegt der Punkt p innerhalb des Fundamentaldreiecks, so ist die
Richtigkeit dieser Gleichung unmittelbar einleuchtend, denn sie sagt
dann aus, dafs die Summe der drei Dreiecksinhalte
22,3, p31, p 1,2 gleich dem Fundamental-
dreiecke, und dafs die Umlaufsrichtung in allen die-
selbe ist. Geometrisch gesprochen lifst sich der Inhalt
z 7 % der Relation so ausdriicken, dals die algebraische

B Summe der Inhaltsdeterminanten links gleich der
Inhaltsdeterminante des Fundamentaldreiecks ist, wo auch der Punkt p
innerhalb oder aufserhalb des Fundamentaldreiecks angenommen werde.

Die Relation (2) konnen wir in der Form schreiben

»238 6 ®3,1, (1,2
(2a) iesntTazs tTa a1

Dann wollen wir die auf der linken Seite dieser Gleichung stehenden

Quotienten als die homogenen Koordinaten des Punktes p ein-
fithren, und zwar wollen wir

, 2,8 .8, 1 T
@) W= T PTEEY T Eny
setzen. Die homogenen Koordinaten sind dann ihrem absoluten Werte
nach beziehlich dem Verhiltnis der drei durch p bestimmten Drei-
ecke p,2,3, p,3,1, p, 1,2 zu dem Inhalt des Fundamental-
dreiecks gleich, und jede gibt durch ihr Vorzeichen an, ob die Umlaufs-
richtung des entsprechenden Dreiecks mit der des Fundamentaldreiecks
iibereinstimmt oder nicht.*) Von diesen drei Zahlen bestimmen schon
zwei die Lage des Punktes p eindeutig, wihrend die dritte mit den
beiden anderen durch die aus (2a) folgende Gleichung
(4) Uy + v+ wp=1
zusammenhingt. Die drei Zahlen (u,, v,, w,) sind fiir alle Punkte
innerhalb des Fundamentaldreiecks positive echte Briiche, da alsdann
die Vorzeichen der drei Determinanten im Zihler von (3) mit dem
der Determinante (1, 2, 3) iibereinstimmen und die Summe der drei
Koordinaten gleich Eins ist. Uberschreitet aber der Punkt p eine der
Fundamentallinien, so wird die zugehirige Koordinate offenbar negativ.
Durch die drei Fundamentallinien wird die Ebene im ganzen in sieben
Felder zerlegt, welche durch die Vorzeichen der homogenen Koordinaten
ihrer Punkte eindeutig charakterisiert werden. Wihrend néimlich fiir
jeden Punkt innerhalb des Achsendreiecks alle drei Koordinaten positiv

*) Oder, was dasselbe ist, es ist z. B. u, positiv oder negativ, je nachdem
der Punkt p und der Fundamentalpunkt 1 auf derselben Seite der Fundamental-
linie I liegen oder nicht.
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§ 2. Die homogenen Punktkoordinaten. 185

sind, haben die Punkte, welche in einem der drei Scheitelwinkel des
Achsendreiecks liegen, zwei negative und eine positive Koordinate;
hingegen ist fiir die den Dreiecksseiten anliegenden Felder immer nur
einer der drei Quotienten negativ. Ausgeschlossen ist mithin, dafs
alle drei Koordinaten negativ werden kénnen; sonst kénnte ja auch
nicht fiir jeden Punkt p die Relation u,+ v, + w,= 1 bestehen. Fillt
p mit dem ersten, zweiten oder dritten Fundamentalpunkte zusammen,
so sind die Koordinaten von p offenbar beziehlich

®) (1, 0, 0), (0, 1,0), (0,0,1).

Die homogenen Koordinaten (u,, v,, w,) eines Punktes p konnen
geometrisch in sehr verschiedener Weise definiert werden. Bezeichnet
man z B. die senkrechten Abstinde eines Punktes » von den drei
Fundamentallinien I, II, IIT beziehlich durch (p, I), (p, II), (p, 1)
und die Seitenlingen des Achsendreiecks durch (2, 3), (3, 1), (1, 2)
und beachtet man, dals z. B. die beiden Dreiecke (p, 2, 3) und (1, 2, 3)
dieselbe Grundlinie 2, 3 besitzen, dafs sich also ihre Inhalte wie die
Héhen (p, I) und (1, I) verhalten, so ergibt sich fiir u, der Ausdruck

v 2228 _ (@0
£ 11,2,8) @,

Dieses Verhiiltnis hat das positive oder negative Vorzeichen, je nach-
dem die beiden Punkte p und 1 auf derselben oder auf verschiedenen
Seiten der Fundamentallinie I liegen, je nachdem also die Richtungen
von (p, I) und (1, I) gleich oder entgegengesetzt sind. An Stelle der
senkrechten Abstinde hiitte man, was hier beiliufig erwiihnt werden
mag, fiir (1,I) und (p, I) auch die Abstinde jener Punkte von der
Achse I, gemessen auf irgend zwei durch 1 und p gezogenen Parallelen,
wihlen konnen, da ja ihr Verhiltnis dem der senkrechten Abstinde
gleich ist.

Da sich nun fiir die beiden anderen Koordinaten v, und w, ganz
analoge Ausdriicke ergeben, so erhiilt man die folgende Darstellung
fir die homogenen Koordinaten des Punktes p

F LI LI
© W= Ey =Gy e G
Es bedeuten also die homogenen Koordinaten eines Punktes p auch die
mit den richtigen Vorzeichen genommenen Verhiiltnisse seiner Abstiinde
von den drei Achsen zu den zugehdrigen Hohen des Achsendreiecks.
Die zwischen den Koordinaten bestehende identische Relation (4) geht

jetzt iiber in (D, (1D , (p, 1)
antemtem—L
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Jede gerade Linie P teilt die ganze Ebene in zwei getrennte Halb-
ebenen. Wir wollen diese beiden Seiten der Geraden als die positive
und die negative voneinander unterscheiden, und wollen den Abstand
eines Punktes p von jener Geraden mit dem positiven oder negativen
Vorzeichen versehen, je nachdem er auf der positiven oder negativen
Seite von P liegt. Welche von jenen beiden Seiten wir als die
positive bezeichnen wollen, ist vollstiindig beliebig. Fiir die drei
Fundamentallinien wollen wir jene Bestimmung so getroffen denken,
dafls das Innere des Fundamentaldreiecks stets auf der positiven Seite
liegt. Dann sind die Abstinde (1, I), (2, II), (3, III) simtlich positive
Zahlen, und die einzelnen Koordinaten (u,, v, ,) eines Punktes sind
positiv oder negativ, je nachdem p auf der positiven oder negativen
Seite der betreffenden Fundamentallinie liegt.

§ 3.

Wihrend man die homogenen Koordinaten (u,, v,, w,) eines
Punktes p, wie im vorigen Abschnitte dargelegt wurde, in sehr ver-
schiedener Weise geometrisch interpretieren kann, sind sie analytisch
betrachtet nichts anderes als drei lineare Funktionen der rechtwinkligen
Koordinaten (z, ) von p

wy = a, & + by + ¢,
(1) vp =% + byy + €
wy = ag + b3y + ¢,
deren Determinante |a;, b;, ¢;| von Null verschieden ist, und deren

neun Koeffizienten von der Lage des Achsendreiecks abhingen und
der Bedingung

(1a) Up + Vp + wp =1
geniigen. Man kann daher die Grofsen z, y und mit Hilfe von (1a)
auch die Zahl 1 homogen und linear durch (u,, v,, w,) ausdriicken.

Aus der Auflésung von (1) und aus (la) ergeben sich also drei
Gleichungen von der Form

x = aytp + Byvp + ¥1%p
2) Y = gty + By 0p + P30
1= wu,+ v+ Wy
Hieraus folgt, dals die Gleichung einer jeden algebraischen Kurve
f(z, y) =0 durch Einfiihrung der Koordinaten u,, v,, w, homogen

gemacht werden kann, und diesem Umstande verdanken die homo-
genen Koordinaten ihren Namen. Stellt némlich f(z, y) =0 eine

http://rcin.org.pl
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algebraische Kurve vom #n'*® Grade dar, so ist ihre linke Seite eine
Summe von lauter Gliedern
f(x} y) =Ea‘,mxlym,
m
fiir welche die Summe [+ m < ist. Schreibt man also f(z, y) in

der Form f(@, y) = Za, ,zym. (1)r—0+m

und fithrt dann an Stelle von z, y, 1 ihre Ausdriicke (2) durch die
homogenen Koordinaten (uy, v,, w,) ein, so erhilt man offenbar einen
Ausdruck von der Form

— A
F(uy, vy, wp) =X 4, , wiokw,

in welchem die Dimension (1 4+ g + ») jedes Summanden dieselbe und
zwar gleich n ist.

So mufs z. B. die homogene Gleichung jeder geraden Linie von
der Form sein A“’p o va 3 O‘pr —1

Wir wollen dieses Resultat beniitzen, um die homogene Gleichung
der geraden Linie aufzustellen, welche durch zwei beliebig gegebene
Punkte 4 und 5 mit den Koordinaten (u,, v,, w,) und (us, vs, w;) hin-
durchgeht. Diese Gleichung kann folgendermalfsen in Determinanten-
form geschrieben werden

(3)

Uy, Uy, Wy
Us, Up, Wy
Upy Up, Wp

denn dieselbe ist homogen und linear in wu,, v,, w, und ist offenbar
erfiillt, wenn der Punkt p mit einem der beiden Punkte 4 oder 5
zusammenfillt. Addiert man in dieser Determinante die beiden ersten
Kolonnen zur letzten, so werden alle Elemente derselben nach (2)
gleich 1, und man erhilt die folgende Darstellung der gesuchten Glei-
chung in nicht homogener Form
Uy, vy 1
Us, U5, 1
Uy, vy, 1
Sind (ug, v5, w,;) die Koordinaten eines dritten festen Punktes 6,
so wird die Determinante

(4)

(3a) =0.

Ugy Vyy Wy
Us, U5, Ws
Ug, Vs, Ws
nach (3) dann und nur dann verschwinden, wenn die drei Punkte 4, 5, 6
in gerader Linie liegen.
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188 Elfte Vorlesung.

Es liegt jetzt nahe, nach der Bedeutung dieser Determinante zu
fragen, fiir den Fall, dafs 4, 5, 6 drei ganz beliebig in der Ebene
angenommene Punkte sind. Sind nun (zy, v,), (2, %), (2, ;) die
rechtwinkligen Koordinaten der drei Punkte 4, 5, 6, und ersetzt man
in der Determinante (4) die homogenen Koordinaten vermittelst der
Gleichungen (1) durch ihre Ausdriicke in den rechtwinkligen Koordi-

naten, so erhilt man
| iy viy Wi| = | @2+ by Y+ €1, Q@i+ byyi+ €3, 37+ byyi- ¢,
und hieraus ergibt sich unter Anwendung des Multiplikationssatzes

Uy, Vyy Wy Ty Yoy 1| |0y, @3, ag Qyy Oy (g
U, Vs, Wy|=|Tg, Y55 1| | by, by, by = (4, 5, 6) by, b,, ZI’s|'
Ugy Vs, W Ty Yoy 1| |€y) Cos G [€1r Cay G5

Um nun noch die Substitutionsdeterminante auf der rechten Seite
dieser Gleichung zn bestimmen, lassen wir die bis jetzt ganz willkiir-
lich angenommenen Punkte 4, 5, 6 bezw. mit den Eckpunkten 1, 2, 3
des Fundamentaldreiecks zusammenfallen. Da alsdann die Determinante
| %, v;, w;| nach (5) des vorigen Abschnittes in

1,050

8, 1, 0j=1

0, 0, 1
iibergeht, so ergibt sich zur Bestimmung jener Substitutionsdeter-
minante die Gleichung

ayy Oy, Oy
1=(1, 2, 3)|b,, by, Bgh
€y Gy G

dieselbe ist also dem reziproken Werte von (1, 2, 3) gleich. Hieraus
folgt fiir die gesuchte Determinante (4) die Gleichung

tyy Vgy W,
(5) Usy Ugy Wy | = %:%:‘g’
U, Vg, Ws
sie ist demnach gleich dem Verhiltnisse des Dreiecks (4, 5, 6) zum
Achsendreieck, positiv oder negativ genommen, je nachdem der Um-
laufssinn jener beiden Dreiecke derselbe oder der entgegengesetzte ist.
Bedeuten wieder u,, v,, w, die Koordinaten eines beliebigen
Punktes p, so stellt die Gleichung

Ugy Vg W, |
s, Vg Ws|=cC=c(Up+ ¥+ 10p)
Upy Vp, Wp
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§ 8. Die Gleichung des durch fiinf Punkte gelegten Kegelschnittes. 189

nach (8) auf S. 182 eine ganz bestimmte Parallele zu der durch 4 und 5
gelegten Geraden dar, da sie auch in der Form

4,5,p)=¢-(1,2,8)=C
geschrieben werden kann. Speziell stellen die drei Gleichungen
, = const, v, = const, w, = const

Parallelen bezw. zur ersten, zweiten oder dritten Achse dar, wihrend
die Achsen oder die Fundamentallinien selbst durch

u, =0, v, =0, w, =10
charakterisiert sind.

Als zweite Anwendung der homogenen Koordinaten wollen wir
die Gleichung des durch fiinf gegebene Punkte 1, 2, 3, 4, 5 hindurch-
gehenden Kegelschnittes aufsuchen. Schreibt man die Gleichung eines
Kegelschnittes in homogenen Koordinaten, so wird ihre linke Seite eine
homogene Funktion der Koordinaten u,, v,, w, von der zweiten Dimen-
sion. Kann man also eine solche Funktion bestimmen, welche fiir fiinf
gegebene Wertsysteme von u,, v,, w, verschwindet, so stellt sie, gleich
Null gesetzt, den gesuchten Kegelschnitt dar, da dieser im allgemeinen
durch fiinf seiner Punkte eindeutig bestimmt ist.

Eine solche Gleichung kann aber leicht gebildet werden. Es
seien allgemein .

Uiy Uiy W; (F=1,23,4,5)
die homogenen Koordinaten der fiinf gegebenen Punkte, bezogen auf
ein beliebiges Koordinatendreieck, und u,, v,, w, die Koordinaten
eines beliebigen Punktes. Setzt man dann zur Abkiirzung

Up, Vp, Wp
[p, 1, 2] = |u, v, w0,
Ug, Uy, W,
und bezeichnet die anderen ihnlich gebildeten Determinanten ent-
sprechend, so stellt die Gleichung

(6) Alp, 1, 21[p, 3, 4] — u[p, 1, 8][p, 2, 4] =0

offenbar fiir jeden Wert der Parameter 2 und u einen Kegelschnitt dar,
welcher durch die Punkte 1, 2, 3, 4 hindurchgeht; denn die linke
Seite ist in den laufenden Koordinaten von p vom zweiten Grade, und
die Gleichung ist erfiillt, sobald man p mit einem jener vier Punkte
zusammenfallen lifst, weil alsdann in jedem der beiden Produkte ein
Faktor verschwindet. Soll nun der Kegelschnitt auch durch den letzten

Punkt 5 hindurchgehen, so ist das Verhiltnis —;- so zu bestimmen, dals
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190 Elfte Vorlesung.
i[5, 1, 21[5, 3, 41=u[5, 1, 31[5, 2, 4]

wird, und wenn man den so gefundenen Wert von 2 in die obige

Gleichung einsetzt, so ergibt sich fiir die Gleichung des gesuchten
Kegelschnittes der folgende elegante Ausdruck

[p,1,2][»,8,4] _[p,1,3][p 2 4]
() 5,1, 2[6,3,4] _ [5,1,8][5,2,4]
Die hier beniitzte Methode wird in mneuerer Zeit in der analytischen
Geometrie vielfach angewendet.
Will man die Gleichung des Kegelschnittes in rechtwinkligen
Koordinaten haben, so geniigt es, die Determinanten [p, 1, 2] u.s.w.

Doy Yy 1
durch die entsprechenden Determinanten (p, 1, 2) = |2, ¥, 1| w.s.w.
Ly Yszy 1
zu ersetzen, da sich diese von jenen mach (5) nur durch den reziproken
Wert der Inhaltsdeterminante des Fundamentaldreiecks unterscheiden,
welche sich in der Gleichung von selbst forthebt.

§ 4.

Tn der Ebene steht dem Punkte die Gerade in der Weise gegen-
iiber, dafs im allgemeinen aus jeder Beziehung zwischen einer Anzahl
von Punkten eine entsprechende zwischen einer gleichen Anzahl von
geraden Linien entspricht. Aus diesem Grunde ist es zweckmifsig, den
kartesischen oder den homogenen Koordinaten eines Punktes die Linien-
koordinaten gegeniiberzustellen, und auch hier kann man homogene
und nicht homogene Linienkoordinaten der Untersuchung zu Grunde
legen. Hierdurch gelangt man zu einer zweifachen geometrischen

Interpretation von micht

homogenen Gleichungen mit

zwei oder von homogenen

Gleichungen mit drei Variab-

len und gewinnt ein Uber-

tragungsprinzip fiir geome-

trische Sitze, welches man

< als das Prinzip der Du-

Fig. 8. alitit bezeichnet hat, und

das fiir die ganze neuere Geometrie von fundamentaler Bedeutung ge-
worden ist.

Die homogenen Koordinaten einer Geraden kann man ganz
analog den Punktkoordinaten folgendermafsen definieren. Bezeichnet
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¢ 4. Die homogenen Linienkoordinaten. 191

man wiederum die drei Ecken des Fundamentaldreiecks mit 1, 2, 3,
die ihnen gegeniiberliegenden Seiten beziehlich durch I, II, III, und
ist P irgend eine gerade Linie in der Ebene, so ist ihre Lage eindeutig
bestimmt, wenn man ihre kiirzesten Entfernungen

&1, (P,2), (P,3)

von den Ecken des Fundamentaldreiecks kennt, da die Gerade P ja
die gemeinsame Tangente an die mit jenen Lingen als Radien um die
drei Eckpunkte beschriebenen Kreise ist.
Fiihren wir also die Verhiiltnisse dieser drei Abstinde zu den
senkrechten Abstéinden
I, 1), L, 2), (I, 3)

der entsprechenden Dreiecksecken von ihren Gegenseiten als Koordi-
naten der Geraden P ein, setzen wir also

’ Vp = (&2 Wp =,

) g =@ @2 (I, 3)

so ist die gerade Linie P durch ihre Koordinaten (Up, Vp, W3) ein-
deutig bestimmt. Diese Gleichungen sind vollig analog den in (6)
auf S. 185 aufgestellten fiir die homogenen Koordinaten eines Punktes.

Sind von den drei Koordinaten (1) der Linie P nur zwei, etwa
die beiden ersten, gegeben, so ist P bereits als eine der vier gemein-
samen Tangenten an die beiden mit (P, 1) und (P, 2) um 1 und 2 be-
schriebenen Kreise bestimmt. Auch hier kimnen also die drei homo-
genen Koordinaten einer Geraden nicht willkiirlich angenommen werden,
sondern es besteht eine identische Beziehung zwischen ihnen, welche
aufzusuchen der Zweck der folgenden Uberlegungen ist.

Ist p ein beliebiger Punkt in der Ebene mit den homogenen
Koordinaten (u,, v,, w,) und (p, P) sein senkrechter Abstand von der
Geraden P, so ist dieser eine lineare Funktion der kartesischen, also
eine homogene lineare Funktion der Dreieckskoordinaten (u,, v,, w,)
von p. Es besteht also fiir diesen Abstand eine Gleichung

(P, p) = Au, + By, + Cw,.

Die noch unbekannten Konstanten 4, B, C bestimmen sich leicht,
wenn man den willkiirlich angenommenen Punkt p successive mit den
Ecken 1, 2, 3 des Fundamentaldreiecks zusammenfallen lifst. Beriick-
sichtigt man nimlich wieder die Gleichungen (5) auf S. 185, so ergibt
sich

A=(P, 1), B=(P,2), C=(P8),
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192 Elfte Vorlesung.

oder wenn man die homogenen Koordinaten (1) der Linie P einfiihrt,
A= kl Up, B = kc‘; VP, C = }13 Wp,

wo die Dreieckshohen (I,1), (II,2), (III,3) zur Abkiirzung mit
Jiyy by, hs bezeichnet sind.
Hieraus ergibt sich die wichtige Fundamentalformel

() Byt Up + by v, Vo + iy w0, Wp = (P, p),

durch welche der senkrechte Abstand eines beliebigen Punktes p von
einer beliebigen Geraden P durch ihre homogenen Koordinaten aus-
gedriickt wird.

Haben der Punkt p und die Gerade P vereinigte Lage, d. h. liegt
der Punkt p in der Geraden P, so wird in dieser Gleichung die rechte
Seite zu Null, und dieselbe stellt dann ebensowohl die Gleichung der
geraden Linie P in Punktkoordinaten, als die Gleichung des Punktes p
in Linienkoordinaten dar, wihrend die Koeffizienten, die im ersten
Falle (hy Up, hy Vi, hs W), im zweiten (kyuy, hyvy, hytw,) sind, ihre un-
mittelbare geometrische Bedeutung haben. Speziell stellen
(3) ty =0, v, =0, w, =0,

beziehlich die Gleichung der ersten, zweiten oder dritten Fundamental-
linie in Punktkoordinaten, und
(33} Up = 0, Vp = 0, WP =0
die Gleichungen der drei Fundamentalpunkte in Linienkoordinaten dar.

Um nun die gesuchte Fundamentalrelation fiir die drei homogenen
Koordinaten (Up, Ve, Wp) der Linie P zu erhalten, schreiben wir
die Gleichung (2) in der Form

(B, p)=Uer(L,p) + VU, p) + Wp (1L, p)

und lassen hierin » mit zwei beliebig angenommenen Punkten 4 und 5
zusammenfallen. Subtrahiert man dann die beiden so entstehenden
Gleichungen voneinander, so erhilt man

” (P, 4) — (P, 5)) = Up((, 9 — (1, 5)) + Vo({1L, 4) — (IL, 5))
+ Wp((IlL, 4) — (I, 5)).

Bezeichnet man aber mit V eine zu der beliebig gewihlten Linie 4,5
senkrechte Gerade, so besteht fiir jede Lage der Geraden P die Gleichung
(P, 4) — (P, b) = (4, b) cos (P, V),
und zwar kann man die Seiten von V von vornherein so bestimmen,
dafs in dieser Gleichung (4, 5) den absoluten Wert der Entfernung der
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§ 4. Die Relation zwischen den homogenen Linienkoordinaten. 193

beiden eingeklammerten Punkte bedeutet, wihrend unter (P, V) ein
fiir allemal derjenige Winkel zu verstehen ist, welcher durch die
positive Seite der einen und die negative Seite der anderen Geraden
gebildet wird. Beachtet man also diese Gleichungen, sowie die drei
entsprechenden fiir die auf der rechten Seite von (4) auftretenden
Differenzen fiir ((I, 4) — (I, 5)), ..., so ergibt sich die Relation

(5) cos (P, V)= Upcos (I, V) + Vpcos (II, V) + Wpecos (III, V),

und in ihr kann offenbar wieder die positive Richtung der willkiirlich
angenommenen (Geraden V ebenfalls ganz beliebig gewihlt werden.
Diese wichtige Gleichung bestimmt also den Winkel (P, V) der ge-
wiihlten Geraden P mit einer ganz beliebigen Geraden V aus den Ko-
ordinaten von P und den Winkeln (I, V), (II, V) und (III, V), welche
jene Gerade V mit den drei Fundamentallinien bildet.

Lifst man nun zuniichst die Gerade V mit P zusammenfallen, so
ergibt sich
(6) 1= Upcos (I, P)+ Vpcos (II, P) + Wpcos (III, P),
und wein man ferner in (5) die Gerade V mit jeder der drei Achsen
I, II, III zur Deckung bringt, so erhiilt man fiir die drei in (6) auf-
tretenden Kosinus die Gleichungen

cos(I, P) =1Up, + Vpeos (I, II)  + Wy cos (I, III)
(7) cos(l, P) = Upcos (II, )+ Vp + Wpeos (11, III)

cos (III, P) = Upcos (III, I) 4+ Vp cos (III, IT) + Wop.
Setzt man diese Werte in die Gleichung (6) ein, so erhilt man die
gesuchte Relation zwischen den homogenen Koordinaten einer jeden
geraden Linie

1= Uf% + Vg -k Wﬁ + QL"prCOS (I, I.I) + 2 VPWPCOB (H, I]I)

+ 2 WpUp cos (111, 1),

oder wenn wir den Index P fortlassen und die Dreieckswinkel (I, II),
(II, IIT) und (III, I) durch (3), (1), (2) bezeichnen,

@) 1=U+4V24 W2+ 20UV cos (3) + 2V Weos (1)+2 WUeos (2).

Diese fiir die Linienkoordinaten (U, ¥, W) bestehende Gleichung
lifst sich noch auf eine andere Form bringen. Hs sei P! die durch 1
zu P gezogene Parallele und U', V' und W' ihre Koordinaten. Da
U' offenbar gleich Null ist, so geht fiir sie die obige Relation iiber in

(8a) 1=Vt W24 27 W' cos (1).

Kronecker, Determinanten. 13
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194 Elfte Vorlesung.

Nun kann man aber leicht V' und W' durch die Koordinaten von P
ausdriicken. In der Tat folgt aus den fiir die parallelen Geraden P
und P’ bestehenden Gleichungen

P, )—-(EP,1)=(P,2)—-(P,2)=(P,3)—(H3)
und aus dem Umstande, dafs (P’, 1) gleich Null ist,

P, 2)=F2)— (P 1), (P,3)=(P3)—(51),
und hieraus ergibt sich

P _» @D 41 @ i 31
=TT co="" Tan—7 U3

da die Hohen (I, 1) und (II, 2) des Achsendreiecks den entsprechenden
Dreiecksseiten 23 und 31 umgekehrt proportional sind. Genau ebenso
erFaltornan USSR 0T L e

(I 1

V=

Setzt man diese Werte von 7' und W' in (8a) ein, so ergibt sich
fiir die urspriingliche Relation nunmehr der folgende einfachere aber
nicht symmetrische Ausdruck i

(7-vEY+ (W0 E) s 2(v- v L) (W-U2)eon(t)—1.

Mit Benutzung dieser identischen Relation zwischen den Koordinaten
einer beliebigen Geraden kann nun éhnlich wie bei den Punktkoordi-
naten jede Gleichung zwischen (U, ¥, W) homogen gemacht werden.

Als Beispiel fiir diese Anwendung der homogenen Linienkoordinaten
betrachten wir die Gleichung eines Kreises vom Radius R, dessen
Mittelpunkt p die homogenen Koordinaten (w, v, w) hat, d. h. wir
suchen die Bedingung fiir die Koordinaten (U, ¥V, W) einer geraden
Linie I, damit diese von p = (u, v, w) den senkrechten Abstand R habe.
Nach (2) lautet diese aber

9) hauU+ hyvV+ hyw W= R,

wo hy, hy, hy wieder die Hohen des Achsendreiecks sind; und dies ist
daher die gesuchte Gleichung des Kreises, jedoch noch nicht in homo-
gener Form. Um dieselbe homogen zu machen, erheben wir beide
Seiten ins Quadrat und formen ihre rechte Seite mit Hilfe der iden-
tischen Relation (8) um. Dann geht die Gleichung in die folgende
iiber, welche homogene Form hat

©a) (hywU+hyoV+hyw W)*=R*(U*+ V2+ W2+ 2U Veos (3)
+2V Weos (1) 4+ 2 W Ucos (2)).
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Betrachtet man speziell den dem Fundamentaldreieck eingeschrie-
benen Kreis, so muls die Gleichung (9) befriedigt sein, wenn man die
Linie | mit einer der drei Achsen I, II, IIT zusammenfallen Lifst, d. h.
wenn man je eine der Koordinaten U, V, W gleich Eins, die beiden
anderen gleich Null setzt. Aus den drei so sich ergebenden Gleichungen

(10) hyw=hyv=hyw= R,

welche aussagen, dals der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises
von den drei Achsen eine und dieselbe Entfernung hat, ergibt sich
nun die gesuchte Gleichung in der nicht homogenen Form

(11) U+V4+W=1

Setzt man die in (10) gefundenen Werte von u, v, w in die Gleichung (9a)
ein, so geht diese nach leichten Umformungen iiber in

(11a) Uvsint® + v WsintD 4 WU sint@ = 0;

dies ist also die Gleichung des dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen
Kreises in ihrer homogenen Form.

13*
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Zwolfte Vorlesung.

Die Determinanten vierter und fiinfter Ordnung. — Ihre Haupteigenschaften. —
Anwendungen der Determinanten vierter Ordnung in der Geometrie der Ebene. —
Das Produkt zweier Dreiecksinhalte. — Beide Dreiecke sind demselben Kreise
einbeschrieben. — Kongruente Abbildung zweier Kiorper aufeinander. — Die kon-
gruenten Abbildungen erster und zweiter Art. — Orthogonale Bysteme. — Ihre
Haupteigenschaften. — Dekomposition der orthogonalen Systeme.

&

Wir wollen nun eine Auflésungsmethode von drei homogenen
Gleichungen mit vier Unbekannten geben, welche der im § 1 der elften
Vorlesung fiir zwei Gleichungen mit drei Unbekannten gegebenen voll-
stindig analog ist; durch diese Auflosung werden wir von selbst auf die
Determinanten vierter Ordnung gefiihrt, deren charakteristische Eigen-
schaften hier nur deshalb noch hervorgehoben werden sollen, weil
sie in der analytischen Geometrie des Raumes genau dieselbe wich-
tige Rolle spielen, wie die Determinanten dritter Ordnung in der
Gieometrie der Ebene.

Durch die homogenen linearen Gleichungen

fi=az+by+cez+du=0
(1) fai=ax 4+ by + g2 + dyu =0

fi=azx + byy + ¢z + dyu =0,
deren Koeffizientensystem vom Range drei sein moge, werden die vier
Unbekannten bis auf eine multiplikative Konstante vollstindig be-

stimmt. Hs ist ndmlich
(2) le]bn Cys d |: et 2'|av €y (?1 [0 = +'a'.hau bu dl. |r
Bl l.ra':: bu 01|J
wo A eine willkiirliche Konstante bedeutet.
Infolgedessen ist auch der Wert einer jeden linearen Funktion
(3) f=ax4by+cz+ du

mit beliebigen Koeffizienten (@, b, ¢, d) bis auf eine multiplikative Kon-
stante vollig bestimmt, wenn die vier Variablen den Gleichungen (1)
Geometrie bei der eindeutigen Abbildung dreifacher Mannigfaltigkeiten
aufeinander.
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§ 1. Die Determinanten vierter Ordnung. 197

geniigen sollen. Setzt man nimlich die vorher gefundenen Werte der
Unbekannten in den Ausdruck von f ein, so geht derselbe iiber in

(4) f=2a(alb, e, di|—blay, ¢, di|+clay, by, d|—d|a, by, ¢ ).
Es ist also f bis auf den willkiirlich anzunehmenden Faktor i gleich

einem ganz bestimmten aus den 16 Koeffizienten von f, f,, £, /5 ge-
bildeten Ausdruck, welcher ausgeschrieben folgendermafsen lautet

|
bu ¢, & |4y, €y dy |(£1, I’u l'i‘r1 |au b,[, €y
(B) a|by, ¢, dy| —b ay, ¢, dy| +¢ag, by, dy| — d|ay, by, |-
| bs, €3, ds | Gy, Cgy dy | g, by, dy ‘ﬂs’ by, ¢

Wir wollen ihn die Determinante des Koeffizientensystemes

fa, b, ¢, d)
ay, bl? ¢, d
ay, by, G, dy
ag, by, ¢, dy)
nennen und ithn durch
a, b; ¢ d
@, b, ¢, d
yy by, €3, dy
Gy, by, €, dg

oder, wo kein Milsverstindnis zu befiirchten ist, kiirzer durch
|a, b, ¢, d|

bezeichnen. Diese Determinante besitzt vier Zeilen und vier Kolonnen
und soll deshalb eine Determinante vierter Ordnung genannt
werden.

Aus dem Ausdrucke (5) der Determinante vierter Ordnung kann
nun mit Leichtigkeit gefolgert werden, dafs sie genau dieselben
charakteristischen Eigenschaften besitzt wie die Determinanten zweiter
und dritter Ordnung.

Zuniichst ist sie eine homogene lineare Funktion der Elemente
einer beliebigen Horizontalreihe; denn dieses lehrt der Augenschein
fiir die erste Zeile, wihrend dasselbe fiir die iibrigen Zeilen aus der
analogen Eigenschaft der Determinanten dritter Ordnung folgt. Ferner
verschwindet | a, b, ¢, d |, wenn die Elemente zweier Zeilen beziehlich
gleich sind. Sind niimlich von den drei letzten Zeilen zwei einander
gleich, so verschwinden die vier Determinanten dritter Ordnung, welche
in (5) die Koeffizienten von a, b, ¢ und d sind, und somit auch |a,b,c,d|
selbst. Ist aber die erste Zeile etwa der zweiten gleich, so geht der
Ausdruck (5) iiber in

o |
= AP
_'-‘." -
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198 Zwilfte Vorlesung.

ay | by, ¢, dy| — b |ay, ¢, di |+ ¢ |ay, by, dy| —dy|ay, by, ¢,
und dieses ist identisch Null, wie in (5) auf S.113 bewiesen wurde.

Hieraus folgt aber genau wie auf S. 126, dafs die Determinante
bei Vertauschung zweier Zeilen nur ihr Vorzeichen #ndert, und dafs
sie ungeiindert bleibt, wenn man zu den Elementen einer Zeile ein be-
liebiges Vielfaches der entsprechenden KElemente einer anderen addiert.

Ganz dieselben Siitze gelten aber auch fiir die Vertikalreihen oder
Kolonnen der Determinante vierter Ordnung. Aus ihrer Darstellung
in (b) geht niimlich unmittelbar hervor, dals sie in den Elementen
einer jeden Kolonne linear und homogen ist, und fast ebenso einfach
folgt, dals sie verschwindet, sobald die Elemente zweier Kolonnen
einander beziehlich gleich sind. Sind ‘nimlich z. B. die Elemente b
gleich den entsprechenden @, so verschwinden in (5) die beiden letzten
Summanden identisch, wihrend die beiden ersten einander aufheben.
Aus diesem Satze fliefsen dann sofort alle oben fiir die Verbindung
zweier Zeilen gezogenen Folgerungen auch fiir die Kolonnen.

Auch hier kann man nun genau so wie dies in der neunten
Vorlesung fiir Systeme von 9 Elementen geschah, beweisen, dals
a, b, e, @
a;, by, ¢, d,
ag, by, ¢, &
ag, by, €3, dy
welche linear und homogen ist in Bezug auf die Elemente jeder Zeile
desselben, und welche verschwindet, sobald zwei Zeilen einander gleich
sind, sich von der Determinante |a, b, ¢, d | nur durch einen konstanten
Faktor unterscheiden kann; und genaun dasselbe gilt auch fiir die Vertikal-
reihen. Nimmt man also zu diesen Eigenschaften noch die aus (5) un-
mittelbar folgende Tatsache hinzu, dafs die Determinante gleich Eins wird,
sobald man das System (a, b, ¢, d) durch das Einheitssystem vierter
Ordnung ersetzt, so ist durch sie die Determinante eindeutig bestimmt.
Hieraus folgen nun alle weiteren Eigenschaften dieser Determinanten.
Wir wollen nur zwei von ihnen erwihnen, welche im folgenden be-
niitzt werden sollen. Da die Determinante in Bezug auf ihre Vertikal-
reihen genau dieselben charakteristischen Eigenschaften besitzt wie fiir
die Horizontalreihen, so bleibt sie ungeéndert, wenn man ihre Zeilen
und Kolonnen vertauscht, d. h. es ist

eine Funktion der 16 Elemente des Systemes

gk, e ad @, G, O G
(6) a, by, ¢, d i b, by, by, by |
G, by, €3, dy ¢, €, C C

as, by, 5, ds | d, dy, dy, ds
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§ 1. Die Determinanten vierter Ordnung. 199

Komponiert man ferner zwei beliebige Systeme vierter Ordnung

Ol LA a, b, e d

8, 85 p", " thd ay, by, ¢, d,

7y Pyl gl ay, by, ¢y, dy

s, &', 8", a" asy by, ¢35, dy
genau in derselben Weise miteinander, wie dies frither fiir Systeme
zweiter und dritter Ordnung angegeben wurde, so erhdlt man ein

g angeg )

neues ,komponiertes System“

(«, o', ", «") (a, b, ¢, d) = (Zaa, Zab, Zac, Zad),

wo sich die Summation immer auf alle oberen Indizes beziehen
soll. Die Determinante dieses neuen Systemes ist nun offenbar eine
lineare homogene Funktion der Elemente jeder Kolonne der ersten
Komponente und verschwindet identisch, sobald zwei Kolonnen des ersten
Systemes {ibereinstimmen. Dieselbe unterscheidet sich daher von der
Determinante |, ¢/, ", ¢"'| nur durch eine von den (e, o', ¢", &)
unabhiingige Grifse, d. h. es ist

| (e, ¢, ", e (a, b, ¢, d)| = |, &', ¢", " | D(a, b, ¢, d).
Ersetzt man aber, um den Faktor @ zu bestimmen, das erste System
durch das Einheitssystem, so geht die linke Seite tiber in |a, b, ¢, d,
withrend die rechte gleich @(a, b, ¢, d) selbst wird. Es besteht somit
auch fiir Determinanten vierter Ordnung der Multiplikationssatz

Taa, Tab, Tac, Tad & ¢, wly w” e b e
(7 Zfa, ZBb, Tfc, Tfd i 8, 8, 8" " | % by, ¢, dy _
Zya, Tyb, Tyc, Tyd v, ¥ ¥ " | | gy by 6, dy

*da, Z0b, Tde, Tdd 3, &' 8", 3" | |ay, by, ¢, dy

Endlich will ich noch kurz auf die entsprechenden Sitze fiir die
Determinanten fiinfter Ordnung hinweisen, weil wir auch diesen
mitunter bei unseren geometrischen Anwendungen begegnen werden;
jedoch wollen wir auf sie nicht ausfiihrlich eingehen, da die beziig-
lichen Resultate ebenso einfach aus der allgemeinen Theorie folgen
werden.

Betrachtet man vier homogene lineare Gleichungen mit fiinf Un-
bekannten und unbestimmten Koeffizienten

fi=az+by+ez+du+ev=0
(8) fo=0a2+ by + ¢,z + dyu + 60 =0
fi=asz+ byy + ¢,z + dyu + e =0
fi=a,x+ by + ¢,2 + dyu + e =0,
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200 Zwilfte Vorlesung.

so kann man ihre Losung mit Hilfe der Determinanten vierter Ordnung
leicht angeben. Aus dem zugehorigen Koeffizientensysteme
a, by, ¢, d;, ¢
(a, b, ¢, {f, e)= A3y Oy, Gy, dﬂ: €a

agy by, c5, dy,
agy by, ¢y, dy, €

kann man nimlich fiinf verschiedene Determinanten vierter Ordnung
dadurch bilden, dafs man je eine Kolonne fortlifst und dann die
iibrigen zu einer Determinante vierter Ordnung vereinigt. Bezeichnen
wir diese Determinanten wieder nach ihrer ersten Zeile durch

|Byy €15 iy &y |, |0y, €05 dyy ey ]y | @y, by dyy 6], @y, 04,6,6 ], |ay, 8,654, |,
so zeigt man wieder leicht, dals die fiinf Unbekannten in (8) bis
auf eine multiplikative Konstante 4 vollstindig durch die Gleichungen
= l[bucu d],!c.l !, i ‘Ila'ncv (31,61 |, &=+ ‘1‘“1; budnezi

u=—=ala, b, ¢, 6|, v=+1|a,b, ¢, d|

©f

bestimmt sind. Denn eine einfache Ausrechnung zeigt, ebenso wie
frither auf S. 196, dafls jene Determinanten unsere Gleichungen be-
friedigen, da die vier Identitiiten

Ay, Cyy Ayy & |+ ci| ay, by, dy, G| — d; |ay, by, €y 91!
+eay, by, ¢, dy | =0

ﬂl'illbn ¢, dx; [ | =

(10)

fir i=1, 2, 3, 4 erfiillt sind; und zweitens beweist man genau wie
auf S.116, dafs jene Gleichungen sicher nicht mehr als eine Losung
haben kionnen, sobald die Koeffizienten als Unbestimmte angenommen

werden.
Infolgedessen ist der Wert einer linearen homogenen Funktion

(11) f=ax+by+cz+ du+ev

jener fiinf Grofsen mit beliebigen Koeffizienten bis auf eine multipli-
kative Konstante A eindeutig bestimmt, wenn man verlangt, dals
z, Y, z,u,v jene vier Gleichungen (8) befriedigen sollen. In der Tat
ergibt sich ja durch Substitution jener finf Werte in (11) fiir £ der
Ausdruck

‘=},(a |byy €15 dy, € | —blay,c,dy, e | +CI“'1) by, dy, e | _'d|a1)bvcn31 :I
+ e‘a'l: bi; cl! dl l}

Wir nennen den Koeffizienten von 4 wieder die aus dem Koeffi-
zientensysteme
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§ 1. Die Determinanten fiinfter Ordnung. 201

. By e, vdy e
ay, by, ¢, di, ¢
g, by, ¢y, dy, e
as, by, ¢ dyy e
agy by, ¢y, dy, e

gebildete Determinante fiinfter Ordnung und bezeichnen sie so, dals
wir jenes Koeffizientensystem zwischen Determinantenstriche einschlie(sen,
oder kiirzer nur durch die erste Horizontalreihe

|a, b, ¢, d, e].

Wertlich ebenso wie vorher auf S. 197 figd. beweisen wir jetzt mit Hilfe
der Kigenschaften der Determinanten vierter Ordnung, dals fiir den
Ausdruck

la, b,¢,d,e|=alb,e,d, e|—blay,c,d,e|+---
die folgenden Fundamentalsiitze bestehen:

Die Determinante ist eine homogene lineare Funktion der
Elemente einer beliebigen Reihe (Zeile oder Kolonne); sie
verschwindet, wenn die Elemente zweier Parallelreihen ein-
ander beziehlich gleich sind, und sie #ndert nur ihr Zeichen,
wenn zwei Parallelreihen vertauscht werden. Sie bleibt un-
geiindert, wenn man zu einer Reihe ein Vielfaches einer
Parallelreihe addiert.

Die Determinante bleibt ungeiindert, wenn man die Zeilen
mit den Kolonnen vertauscht, d. h. wenn man das System
(@, b, ¢, d, ¢) durch das konjugierte (a, a,, a,, ay, a,) ersetzt,

Definiert man endlich die Komposition zweier Systeme
finfter Ordnung genau ebenso, wie dies vorher fiir Systeme
niedrigerer Ordnung geschah, so ist wieder die Determinante
eines komponierten Systemes gleich dem Produkte der Deter-
minanten seiner Komponenten.

§ 2.

Wir wollen die entwickelte Theorie der Determinanten vierter
Ordnung zuerst beniitzen, um einen eleganten Ausdruck fiir das Pro-
dukt der Flicheninhalte von zwei Dreiecken 1, 2, 3 und 4, 5, 6 her-
zuleiten, deren Eckpunktkoordinaten

@, %)y (@, %), (%5, 9;) wund (z,, Ys)y (%5 ¥5)y (%6 Ye)

beliebig gegeben sind. Bezeichnet man wieder mit (1, 2, 3) und
(4, 5, 6) die doppelten Inhaltszahlen jener beiden Dreiecke, so
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202 Zwolfte Vorlesung.

folgt aus den soeben bewiesenen Siitzen fiir die Determinanten vierter
Ordnung fiir das gesuchte Produkt die Gleichung
1, @, 4, 0 0, 0, 0, 1
1, %, Yse 0| | % %5 %D
s 1’ 2’3 4 5 ) — ’ » J2 4r 52 “B7
( 1% 519) 1, @5, 95 O | | % ¥ss ¥ O
0, 0, 0: 1 140l 3,0

@&+ Y Y O+ Y15, Ta%s+ Yy 1
Ty + YolYsy Ba%s+ YoUs) LT+ Yol 1|
Ty + YUYy Loyt YpYsy Lals+ YsYsr 1

1 3 1 ; 1 =)
Subtrahiert man aber allgemein fiir i =1, 2, 3 von der i*" Zeile die
mit %(xf + 9*) multiplizierte letzte Zeile und dann von der ersten,

zweiten und dritten Kolonne die mit
T@+9), G+, @+
multiplizierte letzte Kolonne, so tritt an die Stelle jedes der neun
inneren Elemente offenbar das folgende
Zit+ g — 5 @+ 92) — 5 (@ + ) = — 5 [(@— 2)*+ (i— 0]

== — _'; (3'; k)g (i=1,2,5; k=4,5,6),

wenn durch (7, %) die Entfernung des Eckpunktes ¢ des ersten Dreiecks
von dem Eckpunkte % des zweiten bezeichnet wird; es ergibt sich also
die Gleichung

1 g 1 1 |
'__2_(1; 4)% — g (1, 5), _'2"(1: 6)% 1]

—5 @4, — 52,5, —5(2,67 1]

(1,2, 3) 4,5, 6)=— 2
1 ? 1,

—53, 9, —56,5), —53, 64 1

- - . R

Schafft man endlich noch die Koeffizienten ——é— dadurch fort, dals
man die drei ersten Zeilen mit — 2 multipliziert und dafiir die letzte
Kolonne durch — 2 dividiert, wodurch die ganze Determinante mit 4 4

multipliziert wird, so ergibt sich die Formel
(1, 47 (1,50, (1, 6)},
1@ 45 (2,55 (2, 6))
3,47 (3,5)% (3, 6)%
hiis g gve Togs

(1) 4'(1f 2! 3)'(41 5, 6) =T

O
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§ 2. Das Produkt zweier Dreiecksinhalte. 208

Von dieser eleganten Determinantenformel fiir das Produkt zweier
Dreiecksinhalte wollen wir noch zwei spezielle Fille betrachten. Liegen
die drei Punkte 1, 2, 3 nicht in einer Geraden, so verschwindet die
obige Determinante dann und nur dann, wenn der Inhalt des Dreiecks
(4, 5, 6) gleich Null ist. Das Verschwinden der obigen Determinante
gibt uns somit die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dals
die drei Punkte 4, 5, 6 in einer geraden Linie liegen, oder also sie
liefert uns die Beziehung, welche zwischen den neun Entfernungen
dreier Punkte einer beliebigen Geraden von irgend drei Punkten der
Ebene bestehen muls.

Lifst man ferner die Punkte (4, 5, 6) beziehlich mit (1, 2, 3)
zusammenfallen, so ergibt sich der folgende Ausdruck fiir das Quadrat
des Dreiecksinhalts (1, 2, 3)

0, (1,27 (1,3)1 0, ¢, B 1
1,24 0, (2,351 ¢, 0, % 1
9 grL ( k) ) b ;] 2 e ) ’ ?
(el it 2 5 (1,3)% 2,387, 0, 1 ¥, a} 0, 1
1r 1: 1! 0 1’ 1’ 1' 0

wenn die Liingen der Seiten (2, 3), (3, 1), (1, 2) beziehlich durch @, b, ¢
bezeichnet werden.

Das Verschwinden dieser Determinante gibt die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, dafs drei Punkte 1, 2, 3 auf einer Ge-
raden liegen; je drei Punkte einer beliebigen Geraden und nur sie sind
somit durch diese Relation miteinander verbunden.

Subtrahiert man in der Determinante (1a) die erste Kolonne von
den beiden folgenden und verfihrt dann ebenso mit den Zeilen der so
umgewandelten Determinante, so geht sie iiber in

e, b2 1
—c a—c 1
(=B S =a al|

=4bct— (0 — b — )P =[— a*+ (b + ¢)*][a*— (b — ¢)?]
=16s(s—a)(s—b) (s —¢) =1 (atb4a);

| — ey ol Td o
+ la*—b*—¢Y, — 20°

4(1,2, 3=+

wir sind somit hier zu der bekannten Formel der Trigonometrie fiir
den Dreiecksinhalt, ausgedriickt durch die drei Seiten, gelangt.

Wir wollen nun noch den speziellen Fall betrachten, dafs beide
Dreiecke (1, 2, 3) und (4, 5, 6) einem und demselben Kreise mit dem
Radius » einbeschrieben sind. Es sei der Mittelpunkt jenes Kreises
der Koordinatenanfangspunkt; sind dann J und oJ; die Dreiecksinhalte,
so ist identisch
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204 Zwotlfte Vorlesung.

PSR R B | |7 % — 4 ¥, ] r ‘
4Jd,= |1, , ¥y | |, @5, %5 =ga|0h —% —Y| |t % +%, +a,
L, @3, Ys| |Yss Ysr Yo Yy =3, —Ys| |+ Yo + Y5y + Y5

2 2 2
4 =2 — Y V" =% — Y V8% — Y
o Ll
= | P =Bk — Y Yy Pl — Yoy TP— Ty — Ys Ys

r
g 2 Tl 5
P =Ty Xy — YUYy T — Ly Xy — Yglfpy V" — T3Tg— Y Yy
1, 2 i=1,32
=il — Zi %k — Yi Y| k=a,5,r,,1'
oder da

(@ B’ = (@ — @' + (4 — 9)* = (@] + ¥)) + (@ + 9) — 2(zize + yiy)
=2 — ziz— Yi )
ist, so ergibt sich, wenn man auf beiden Seiten mit 8 multipliziert
und rechts die Entfernungen (7, &)* einfiihrt
(L, 4% (1, 5)%
(2) B2J, =5 (2,45 (2,5} (2,6
(3, 4% (3, 5)% (3, 6)* |

Diese Determinante unterscheidet sich von der oben gefundenen (1)
nur durch das Fehlen des Randes.

Fallen die beiden Dreiecke (1, 2, 3) und (4, 5, 6) zusammen, so
geht unsere Gleichung (2) iiber in

y 5 CS, bz
4J2= g;il\fg, 0, ﬂ;s L)
B ad 0 ‘

oder wenn man in dieser Gleichung die Kolonnen beziehlich mit a?, b2, ¢*
multipliziert und dafiir die Determinante durch a*b%c¢* dividiert

1 0, B, W 0, 1, 1]
A==t = A% O %2 = atbie? 1RO Sy

8rt The et H] 2 | 8r

T e vy, 0 | B 1, 1, 0

und da jene letzte Determinante offenbar gleich 2 ist, so folgt die
Gleichung
a-b-c=4r-J.

In jedem Dreiecke ist also das Produkt aus den drei
Seiten gleich dem vierfachen Produkte aus seinem Inhalte und
dem Radius des umschriebenen Kreises.

§ 3.

Eine besonders wichtige Anwendung und Veranschaulichung er-
fahren die Sitze iiber die Komposition der Systeme in der analytischen
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Wir betrachten irgend zwei beliebig im Raume liegende Korper
X und K', nehmen in jedem von ihnen ein fest mit ihm verbundenes
rechtwinkliges Koordinatensystem an, deren Anfangspunkte beziehlich O
und O' sein mdgen. Dann wollen wir einem beliebigen Punkte P
von K den Punkt P’ von K' zuordnen, wenn zwischen ihren Koordi-
naten (z, y, 2) und (2, y', 2') die Gleichungen bestehen

=2 a+p y+v e
1) yY=AVaot+uy+v'z

2'=A"z 4+ u"y + 0"z
Jedem Punkte P des Kdrpers K entspricht dann ein und nur ein Punkt
P'von K', jedoch braucht das Umgekehrte nicht notwendig stattzufinden.

i, u, v
Ist nimlich die Determinante des Systemes (1', fIs v') gleich Null,
1”, p'ff’ vfl'

dann kann man drei nicht simtlich verschwindende Zahlen p, ¢, » so
bestimmen, dafs in der Gleichung
pz'+ gy’ +re'=(pA+ ¢ +ri")z + (pu + qu' + ru")y
+(pv+qv +rv")z
die Koeffizienten von z, y, z auf der rechten Seite identisch ver-
schwinden, d. h. dals die Gleichung
2) pa' 4+ qy' +rz'=0

fir jedes Wertsystem (z, y, 2) identisch erfiillt ist. Daraus folgt, dals
allen Punkten P des Korpers K nur solche Punkte P' von K' ent-
sprechen konnen, welche in der durch (2) bestimmten Ebene E' liegen.
In diesem Falle ist demnach das Entsprechen kein eindeutiges.
Dagegen erkennt man leicht, dafs falls die Determinante des Sub-
stitutionssystemes von Null verschieden ist, jedem Punkte von K ein
Punkt von K' entspricht und umgekehrt. Ist nimlich die Determinante

|2, u, v| 20, und ist il
¥ 2
(m, m/, m”)
n, n', n"

das zu (4, g, v) reziproke System, so dafs also

b ¥, Isords B, %, 0,
(m, m', m")(l', B v')=(0, | %
n, nf) nﬂ' ln, pfr’ v" O, O, 1
ist, so erhiilt man, wenn man die Gleichungen (1) beziehlich mit 7, ', 1"

multipliziert, die Produkte addiert, und dann entsprechend mit m, m', m"
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und n, n/, n" verfihrt, die folgenden Ausdriicke von z, y, z durch
.’El', yr’ z' £=Ixr+£ryr+zlfzf
(3) y=mz'+m'y'+m"z

z=nz'+n'y +n"2.

Die Punkte von K und K' werden einander also dann und nur
dann durch die Gleichung (1) eindeutig zugeordnet, wenn die Sub-
stitutionsdeterminante von Null verschieden ist.

Von besonderer Wichtigkeit fiir die analytische Geometrie sind
nun diejenigen Abbildungen, bei welchen je zwei entsprechende Punkte
gleiche Entfernung haben. Eine solche eindeutige Zuordnung heiflst eine
kongruente Abbildung, die zugehtrige Transformation (4, u,») wird
eine orthogonale genannt. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die
Substitution (1) so zu bestimmen, dafs dieser speziellen Bedingung
gentigt werde.

Nun kann man sich zunichst ohne jede Rechnung iiberzeugen,
dafs jene Abbildungen in zwei voneinander véllig verschiedene Klassen
zerfallen miissen. Zu diesem Zwecke betrachten wir drei Punkte 1, 2, 3
von K, welche nicht in einer Geraden liegen, und suchen die ihnen
entsprechenden Punkte 1', 2/, 3’ von K'. Dann sind die beiden durch
sie gebildeten Dreiecke (1, 2, 3) und (1', 2, 3') einander kongruent,
weil ihre Seiten nach der iiber die Substitution gemachten Voraus-
setzung einander gleich sind. Wiahlt man ferner einen beliebigen
Punkt 4 in der durch (1, 2, 3) bestimmten Ebene E, so liegt der
entsprechende Punkt 4' in der das Dreieck 1/, 2', 3' enthaltenden
Ebene E', weil seine Entfernungen von den Punkten 1', 2', 3' mit
denen des Punktes 4 von 1, 2, 3 iibereinstimmen. Legt man also, was
stets moglich ist, die Ebene E' so auf E, dafs die Punkte 1, 2/, 3'
auf die ihnen entsprechenden 1, 2, 3 fallen, so fillt von selbst jeder
Punkt 4' von E' auf den ihm entsprechenden 4 von Ej die einander
zugeordneten Punkte in den beiden entsprechenden Ebenen konnen
also stets durch Aufeinanderlegen der Ebenen zur Deckung gebracht
werden.

Wir denken uns nun K' so bewegt, dafs E' auf E fillt, und
betrachten nunmehr zwei einander entsprechende Punkte 5 und 5/,
welche nicht in E bezw. E' liegen. Dann erkennt man sofort, dafs 5'
entweder mit 5 zusammenfallen, oder aber zu 5 in Bezug auf die
Ebene E' symmetrisch liegen muls; denn nach der in Bezug auf die
Abbildung gemachten Voraussetzung besitzen ja 5 und 5' dieselbe
Entfernung von jedem der zusammenfallenden Punkte 4 bezw. 4’ in
der Ebene F.
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Es sei nun zuniichst die Abbildung eine solche, dals zwei be-
stimmte einander entsprechende Punkte 5 und 5' zusammenfallen; dann
erkennt man leicht, dafs dann auch alle entsprechenden Punkte zu-
sammenfallen miissen, dafls also in diesem Falle der Korper K' in eine
solche Lage gebracht werden kann, dals alle entsprechenden Punkte
sich decken. Betrachtet man niimlich zwei beliebige entsprechende Punkte
6 und 6', so besitzen beide von den vier Ecken der beiden zusammen-
fallenden Tetraeder (1, 2, 3, 5) und (1', 2', 3/, 5') dieselbe Entfernung,
und dies ist dann und nur dann méglich, wenn sie zusammenfallen.

Ist dagegen 5' das Spiegelbild von 5 in Bezug auf E, so ist auch
jeder andere Punkt 6’ das Spiegelbild seines entsprechenden Punktes 6;
denn fiele er mit diesem zusammen, so miilsten ja nach dem soeben
gefiihrten Beweise alle anderen, also auch 5 und 5' zusammenfallen,
was nicht der Fall ist.

Hiernach zerfallen also die kongruenten Abbildungen eines
Korpers K auf einen anderen K' in solche, bei welchen alle ent-
sprechenden Punkte derselben zur Deckung gebracht werden konnen,
und in solche, bei welchen dies nicht méglich ist. Bei letzterer Ab-
bildung kénnen zwar zwei beliebige entsprechende Ebenen Punkt fiir
Punkt zur Deckung gebracht werden; dann miissen aber je zwei nicht
in ihnen liegende entsprechende Punkte in Bezug auf jene Ebene sym-
metrisch liegen.

Die einfachsten Fille dieser beiden Abbildungen sind die folgenden

z=2z' =z
(4) y= y' Y= y'
2= z' Z = — g,

Bei der ersten entsprechen den Punkten der drei Achsen von K die
entsprechenden Punkte der Achsen von K', bei der zweiten entsprechen
sich die Punkte der zy-Ebene und z'y'-Ebene, welche gleiche Abscissen
haben, wihrend jedem Punkte der z-Achse mit positiver Abscisse der-
jenige Punkt der z'-Achse mit negativer Abscisse entspricht, welcher
die gleiche Entfernung vom Anfangspunkte hat.

Es ist nun leicht, dhnlich wie im § 8 der vierten Vorlesung, die
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir zu finden, dafs die durch
die Gleichungen (1) vermittelte eindeutige Abbildung eine kongruente,
d. h. dafs die zugehdrige Transformation eine orthogonale ist, so dals
also je zwei entsprechende Punktepaare gleiche Entfernung haben. Sind
nimlich P und P’ zwei beliebige entsprechende Punkte, (z, y, 2) und
(«', y', 2") ihre Koordinaten, so miissen, da die beiden Anfangspunkte
O und O' sich gegenseitig entsprechen, die Entfernungen OP und O'P'
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einander gleich sein, d. h. es miissen die Koeffizienten in (1) so gewiihlt
werden, dals

(5) 4y 4 P=x'2 '+ 22

ist. Geometrisch heilst das: Eine Abbildung von X auf K' kann nur
dann kongruent sein, wenn diejenigen Punkte, welche auf zwei um die
Anfangspunkte mit gleichem Radius beschriebenen Kugeln liegen, ein-
ander eindeutig entsprechen. Geniigen aber anderseits die Koeffizienten
dieser Forderung, so ist die Transformation eine orthogonale. In der
Tat sind (P;, P,) und (Py, P}) zwei beliebige entsprechende Punktepaare
und (25, %, #21), (@, Yoy %) bezw. (2], y;, 27), (%, Yy, 23) ihre Koordi-
naten, so hiingen dieselben ebenfalls durch die Gleichungen (1) zu-
sammen. Bezeichnet man also die Koordinatendifferenzen

@e— @y Yo— Y, 2—2) und  (Z— 2, Ys— Yy, 55— %))
beziehlich durch
(X, Y. Z) uwd (X ¥, 2

80 bestehen auch zwischen ihnen die Gleichungen

X'=2X+4+u Y+v Z

Y=VX+u' Y+ 2

"X Ly Hrr Y + N7
Sind nun die Substitutionskoeffizienten so gewiihlt, dals die Glei-
chung (5) erfiillt ist, so ist also auch

die Abbildung ist also eine kongruente.
Um nun die Bedingungen zu erhalten, welchen die neun Koeffi-
zienten der in (1) betrachteten Transformation

Ly w, v
S=(l;, .Iu'r, vr)
1.”, ‘urr’ vrr

geniigen miissen, damit die Substitution eine orthogonale sei, ersetzen
wir in (5) die Variablen 2/, y', 2' durch ihre in (1) angegebenen Aus-
driicke. Setzt man in der so sich ergebenden Gleichung

4y + P=Az+py+ve)’+ Ao+ p'y+ 00+ ("4 u"y 20" 2)*

die Koeffizienten der einzelnen Variablenprodukte auf beiden Seiten ein-
ander gleich, so erhiilt man ein System von neun Gleichungen fiir die
Substitutionskoeffizienten, welche man unter Beniitzung der fiir die Kom-
position zweier Systeme gegebenen Regeln folgendermalfsen schreiben kann
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§ 8. Orthogonale Systeme. 209

PR AL 1, 03
(6) (lu; ', E"”)(l,r u', y'):(o, 1, 0)
v, v, ¥"/ \a" u" o 0, 0, 1

oder kiirzer, wenn mit S wieder das zu S konjugierte System be-
zeichnet wird
(6a) §.8=F.

Ein System S ist demnach dann und nur dann ein ortho-
gonales, wenn es mit seinem konjugierten komponiert das
Einheitssystem ergibt.

Da die Determinante von S von Null verschieden ist, so existiert
ein und nur ein zu S reziprokes System ST, fiir welches
) 8§~ 1.8=8.8"'=FE
ist; hieraus ergibt sich aber durch Vergleichung mit (6a)
(Ta) S™'=3§,

d. h. das System S ist dann und nur dann orthogonal, wenn
das reziproke System dem zu S konjugierten gleich ist.

Ersetzt man in den beiden Gleichungen (7) das reziproke System

durch das transponierte S, so ergeben sich die beiden Gleichungs-
systeme S:-S= 8-S = E, oder

bk ANorL, om, @ Ao onm, v A R A 100
(8) (.u'! P"s P”)(lr, .lu'" ”r)=(lr’ u' ”r)(#p xu'rr p”)=(0, 1, 0)’
v, ', v" AT u o A" ul " v, v, v" 0,0,1

welche ausgeschrieben folgendermalsen lanten
12+ 1?2+ l”2=lu5+ F’F2+ iu)"3=1)2+ v'3+ ‘.I!”g:].
Ap 2" p 4+ A" =gy 4 @ 4w = w4 V' A  0"A" =0
12_‘_ ‘u2+ 1’2:1’2‘{"[&'2-{- vFS': '1”2__'__ p"9+ 'l-'"2= il
A pp v =2"2"4 @ " V" ="+ p " p+ v" v =0,
von denen die sechs letzten eine Folge der sechs ersten sind, wie auch

leicht direkt verifiziert werden kann.
Es gilt also zuniichst der Satz:

~ Ist S ein orthogonales System, so ist auch das konjugierte
S ebenfalls orthogonal.

Aus der Definitionsgleichung (6a) fiir die orthogonalen Systeme
ergeben sich ferner die beiden wichtigen Folgerungen:

Kronecker, Determinanten, 14
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210 Zwolfte Vorlesung.

Sind S und 7' zwei orthogonale Systeme, so ist es auch
ihr Produkt S 7.

Ist nimlich SS=7 T =E, so ist in der Tat
B®T)(ST)=TS8ST=TT=E.

Ist S ein orthogonales System, so ist auch das reziproke
System orthogonal.

In der Tat folgt ja aus der Gleichung S8 = E durch Ubergang

zu den reziproken Systemen
B8) = (8" (8~ ) =E.

Geht man endlich in den Gleichungen (8) von den Systemen zu
den Determinanten iiber und beriicksichtigt, dals die beiden dort auf-
tretenden konjugierten Systeme gleiche Determinanten haben, so er-
gibt sich 2
| 8] =1
oder
A w, v
iy pwly v
l”, ‘u'ﬂ'} T}”

!

=1

5| =

Die orthogonalen Systeme zerfallen also in zwei wesentlich verschiedene
Klassen, je nachdem ihre Determinante 4 1 oder — 1 ist. Die ein-
fachsten orthogonalen Systeme beider Klassen sind die folgenden

1, 0; .0 § g LG EERN,
9 E=(O, 1S O) und ED=(O, 1 0)-
0, 0, 1 0, 0,-1

Ihnen entsprechen die vorher betrachteten orthogonalen Substitu-
tionen (4). Bei der ersten von ihnen bringt man die entsprechenden
Punkte von K und K' zur Deckung, indem man die drei Achsen
von K' mit den entsprechenden von K nach Lage und Richtung zur
Deckung bringt; bei der zweiten mufs man noch die positive Richtung
der z-Achse umkehren, damit alle entsprechenden Punkte sich decken;
bei dem zweiten Systeme konnen also die beiden Korper K und K'
nicht so aufeinander gelegt werden, dafs je zwei entsprechende Punkte
sich decken.

§ 4.
Im folgenden soll nun die Zerlegung der orthogomalen Systeme
in elementare dargestellt und im Anschlusse hieran ihr geometrischer
Charakter gepriift werden.
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§ 4. Die Dekomposition der orthogonalen Systeme. 211

Da das Produkt beliebig vieler orthogonaler Systeme wieder
orthogonal ist, so liegt der Gedanke nahe, dieselben ebenfalls als Pro-
dukte von Elementarsystemen darzustellen. Wir wollen dies tun und
zwar wollen wir unter Elementarsystemen die folgenden drei Systeme
verstehen, welche eine sehr einfache geometrische Bedeutung haben,

@, B, O ¢, 0, B, o 1o
(1) E12=("‘ﬁ, o, 0)’ Em:‘( 0, 1, 0)’ -E23=(0; Gy, ﬂ;‘)’
0, 0, 1 — B, 05 o 0,—6;, &
wo die Konstanten (¢, f), (¢, f;), (¢, p,) nur den Bedingungen
&+ =+ =24+ pf=1

geniigen miissen. Diese Systeme F,,, FE,;, E,, gehen aus dem ortho-
gonalen Systeme zweiter Ordnung dadurch hervor, dafls eine dritte,
zweite oder erste Zeile und Kolonne mit den entsprechenden Gliedern
des Einheitssystemes hinzugefiigt werden. Die Determinante aller dieser
Systeme ist offenbar gleich + 1. Aus der zum ersten Systeme gehorigen
Transformation

z'= ax+ By
y'=—pz+ay
Sf— p

erkennt man mit Hilfe der auf S. 63 unten gemachten Bemerkungen,
dafs hier die entsprechenden Punkte von K' und K dadurch zur
Deckung gebracht werden konnen, dafs man die Achsen von K' auf
die von K legt und hierauf XK' um die s-Achse um denjenigen
Winkel ¢ dreht, fiir welchen

cos @ = «, sing = f

ist. Kbenso sieht man, dafs bei den beiden anderen elementaren ortho-
gonalen Transformationen die Koinzidenz durch eine Drehung um die
Y-, bezw. um die z-Achse herbeigefiihrt werden kann.

Die Komposition mit einem FElementarsysteme entspricht also
geometrisch einer Drehung des Koordinatensystemes um eine der drei
Achsen um einen bestimmten Winkel ¢, Offenbar ist auch das zu
einem Elementarsysteme reziproke System ebenfalls elementar; es ent-
spricht der Drehung um dieselbe Achse um den negativen Winkel — g.

Nennen wir wieder zwei orthogonale Systeme S und 7' #iquivalent,
wenn sie sich nur um Elementarsysteme von der Form (1) unter-
scheiden, so besteht der Satz:

14*
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212 Zwolfte Vorlesung.

Jedes orthogonale System ist einem der beiden reduzierten

1, 0, 05
(o ( 0, 1, o)
VO 0 e
iquivalent, wo auf der rechten Seite & =+ 1 ist.

Es sei nimlich S ein ganz beliebiges orthogonales System, dann
kann es so mit den elementaren Systemen (1) hinten komponiert werden,
dafs alle Glieder oberhalb der Diagonale verschwinden. Zuniichst
kénnen wir voraussetzen, dafs in der ersten Zeile mindestens ein Glied
20 ist, da ja die Determinante von S von Null verschieden ist. Es
sei also etwa A oder p nicht gleich Null. Dann bestimme man zu-
niichst die Konstanten «, p des Systemes FE,, so, dafs in dem Kom-
positionsresultate

A, p, v a, B, 0 he—p B, L p+p o v
("‘-rr .u'r; vr)(_'ﬁ? o, 0)-—"(}"“_!’) B, lrﬁ“i‘.u'r O,y V’)
l”, .uﬂ’ 1?'" 0, 0, 1 _l”a_y’”ﬁ’ lnﬁ-i—y,"a, v”

das in der ersten Zeile an zweiter Stelle stehende Glied verschwindet,
wihrend das erste positiv ist, d. h. so, dafs die drei Bedingungen

le—up>0, Af+pe=0, o+ =1
erfiillt sind. Diesen Bedingungen wird durch die Bestimmung
[x:l ] —_—— — F‘ =
Vit ut Viitu®
geniigt, wo unter }/A*+ u?® der positive Wert dieser nach der Vor-

aussetzung nicht verschwindenden Quadratwurzel verstanden werden soll.
Hierdurch geht das System, S iiber in eines, dessen erste Zeile die

Form a0, 1"

besitzt, und in welchem auflserdem I positiv ist.

Dieses neue System kann man nun durch Komposition mit dem
zweiten Elementarsysteme so umformen, dafs auch an die Stelle von 1"
die Null tritt, wihrend das erste Glied das positive Vorzeichen behilt.
Dadurch erhiilt man also ein neues orthogonales System von der Form

0%
(E', m!, n' )
" m", "
In diesem muls mindestens eine der beiden Grofsen m' und n' von
Null verschieden sein, da andernfalls die Determinante verschwinden
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§ 4. Die Dekomposition der orthogonalen Systeme. 213

wiirde. Durch Komposition mit einem geeigneten dritten Elementar-
systeme F,; kann man also auch »' zum Verschwinden bringen, und zwar
so, dals m'> 0 bleibt. Jedes orthogonale System kann also durch
Komposition mit den drei Elementarsystemen auf die Form

[, 0, 0
o=t v )

1", mFF, nl‘F

gebracht werden, wo [ und m' positive Zahlen sind. Da aber &
ebenfalls orthogonal ist, so muls

a1 0, Oy, S 1.1, 10
_@3'@=({', m', 0)(0, m', m”)=(0, 12 0)
U wml nNQ, 0, Q; 0; 1

sein, und hieraus folgt, es muls von selbst
P=1, m"=1, 1n"=1, [=["=m"=0
sein; da aber aufserdem [ und m’' positiv sind, so folgt
[=m'=1, n=s=+1.

Fiir jedes orthogonale System besteht also in der Tat eine Kom-
positionsgleichung von der Form
1, 0, O
S‘Elz'Esl‘Ezsz(O; 1, 0)=(5);
0, O, &

oder auch, wenn man die Elementarsysteme auf die rechte Seite schafft,
S = (¢) Ex E}, E!

127
wo jetzt die rechts stehenden orthogonalen Systeme wieder elementar
sind, da sie bezw. zu E,,, F,,, FE,, reziprok sind.

Geht man endlich von den Systemen zu ihren Determinanten iiber,
so ergibt sich, da die drei Elementarsysteme die Determinante 1 haben
und |&|=¢ ist sdig) g

Je nachdem also das orthogonale System S die Determinante -+ 1
oder — 1 besitzt, geht dasselbe aus einem der beiden reduzierten
Systeme (&) auf S.212 durch Komposition mit drei geeignet gewiihlten
Elementarsystemen hervor.

Hat nun S zuniichst die Determinante 1, so dals also

S = By By, Yo
ist, so entspricht jede der drei Substitutionen EJ,, Ej, B}, fir sich
betrachtet einer Drehung von K' um die z-, y-, 2-Achse um einen
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bestimmten Winkel. Ist also |S| =1, so kann der Kérper K' aus der
vereinigten Lage seiner Achsen mit denen von K durch drei Drehungen
um seine z'-Achse, hieranf um seine y'- und endlich um seine z'- Achse
so gedreht werden, dafs die entsprechenden Punkte koinzidieren.

Ist dagegen |S|=—1, so mufs vor der Vornahme jener drei
Drehungen zuniichst die Richtung einer der Achsen, z. B. der z-Achse,
geindert werden; in diesem Falle kann K' nicht durch Drehung mit K
in zusammenfallende Lage gebracht werden.

Denkt man sich K und K' im ersten Falle in der Lage, dals alle
entsprechenden Punkte zusammenfallen, und besitzt derselbe Punkt P in
Bezug auf K und K' die Koordinaten (z, y, 2) und (2', ¢, 2'), so be-
stehen zwischen ihnen die Gleichungen

2=z + py +ve,

wo S:8=1 und |S|=+1 ist. Diese Gleichungen reprisentieren
also die allgemeinste Koordinatentransformation fiir rechtwinklige Ko-
ordinaten mit Beibehaltung des Anfangspunktes. Ist dagegem |S|=—1,
so hat man aufser der Drehung noch eine Richtungsinderung, etwa
die der z-Achse, vorzunehmen, um K in K' iiberzufiihren.

Ist O der Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystemes &,
und withlt man auf der positiven z-, - und z-Achse je einen Punkt 1,
2 und 3, so erhilt man ein Fundamentaltetraeder 0, 1,2, 3. Wir wollen
K als ein Koordinatensystem der ersten oder der zweiten Art bezeichnen,
je nachdem von dem Punkte 3 aus gesehen die Umlaufsrichtung 0...1...2
um das Dreieck O, 1, 2 die positive oder die negative ist.

Ist dann K' ein anderes System mit dem Anfangspunkte 0', und
withlt man 1/, 2/, 3" auf den drei Achsen mit den gleichen Abstinden
von 0’ wie bezw. 1,2, 3 von 0, so lehren die Betrachtungen auf 8. 206
und 213, dafs man durch Verschiebung und Drehung von K' die Punkte
0,1',2" und 0, 1, 2 zur Deckung bringen kann, und dafs dann 3' und 3
und damit auch A' und K dann und nur dann koinzidieren, wenn beide
Systeme nach der obigen Definition von derselben Art sind. Zwei Ko-
ordinatensysteme K und X' sind also von derselben Art oder nicht, je
nachdem in den Transformationsformeln |S|= + 1 oder | S| = —1 ist.
Wir werden im folgenden immer ein Koordinatensystem erster Art
voraussetzen, d. h. annehmen, dafs von einem Punkte oberhalb der
zy-Ebene aus gesehen der Umlaufssinn 0...1...2 der positive ist.
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Dreizehnte Vorlesung.

Berechnung des Tetraedervolumen aus den Koordinaten seiner Ecken. — An-
wendungen. — Die Gleichung der Ebene im Raume. — Die Hessesche Normal-
form fiir die Gleichung der Ebene. — Das Tetraeder, — Berechnung des Tetraeder-
volumen aus Linge und Richtung von drei zusammenstolsenden Kanten. — Der
Sinus einer korperlichen Ecke. — Grundeigenschaften des Staudtschen Sinus. —
Bestimmung des Produktes zweier Tetraedervolumina aus Liinge und Richtung der
Kanten je einer Ecke. — Berechnung des Tetraedervolumen aus der Grifse und
Stellung von drei zusammenstofsenden Flichen. — Das Produkt zweier Tetraeder-
volumina aus der Grifse von je drei zusammenstofsenden Flichen und den Winkeln
derselben. — Berechnung des Tetraedervolumen aus seinen sechs Kanten. —
Folgerungen.

§ L

Die Entwickelungen des vorigen Abschnittes sollen nun beniitzt
werden, um das Volumen eines Tetraeders aus den Koordinaten seiner
vier Eckpunkte zu berechnen.

Zuniichst wihlen wir das rechtwinklige Koordinatensystem erster
Art K' so, dals jener Inhalt mit Hilfe eines bekannten Satzes der
Stereometrie berechnet werden kann. Es sei die eine Ecke des Tetraeders
der Koordinatenanfangspunkt O unseres Koordinatensystemes, die positive
g-Achse desselben gehe durch die zweite Ecke 1. Ferner moge die
gy-Ebene die Ebene des Dreiecks 0, 1, 2 sein, und zwar mige die
positive Richtung der 7-Achse so gewiihlt sein, dafs der Punkt 2 auf
der positiven Seite der &-Achse liegt, also eine positive Ordinate #,
besitzt. Dann ist das Koordinatensystem eindeutig bestimmt, und die
Koordinaten der Eckpunkte 0,1, 2, 3 in Bezug auf dasselbe sind

heziehlich
©, 0, 0), (61, 0,0), (&, 7> 0): (ES; gy G3)-

Hier sind £ und 1, nach der iiber das Koordinatensystem gemachten
Festsetzung positiv, wihrend § positiv oder negativ ist, je nachdem
der Punkt 3 in jenem Koordinatensysteme oberhalb oder unterhalb der
£y-Ebene liegt, oder was nach der am Schlusse der vorigen Vorlesung
gemachten Bemerkung offenbar dasselbe ist, je nachdem von 3 aus
gesehen die Umlaufsrichtung O...1...2 um das Dreieck 0, 1, 2 als
die positive oder als die negative erscheint.
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216 Dreizehnte Vorlesung.

Das Volumen des Tetraeders ist nun bekanntlich
1
59 h,

wenn ¢ die Grundfliche, & die Hohe des Tetraeders bedeutet.
Wihlen wir also fiir die Grundfliche g

das Dreieck 0, 1, 2, so ist dessen Inhalt
gleich ; £ -my; die Hohe das Tetraeders ist
dann gleich der Entfernung des Punktes 3
Zvon der Ebene 0, 1, 2, d. h. gleich + &, je
nachdem der Punkt 3 oberhalb oder unterhalb

der £7-Ebene liegt. Setzt man also
P 7, & =l§” ?’ g

g =1 %2=8 6 | =22 2s
‘&, M G
so ist diese Determinante ihrem absoluten Werte nach gleich dem
Volumen des Tetraeders, und ihr Vorzeichen ist positiv oder negativ,
je nachdem der Punkt 3 in dem Koordinatensysteme K' auf der

positiven oder auf der negativen Seite der (£7)-Ebene liegt.
Man hat daher den Satz:

)

&, 0, 0
&, my O

Ea; Ns» gs
absoluten Werte nach den sechsfachen Inhalt des Tetraeders

0,1, 2,3 darstellt und durch ihr Vorzeichen angibt, ob die
Umlaufsrichtung 0...1...2, von 3 aus gesehen, die positive
oder die negative ist.

Die Determinante ist eine Zahl, welche ihrem

Beziehen wir nun die Tetraederecken auf ein beliebiges recht-
winkliges Koordinatensystem K erster Art, dessen Anfangspunkt aber
wieder mit 0 zusammenfallen mége, so kann dasselbe durch Drehung mit
K' zur Deckung gebracht werden. Sind also (z, y, 2) und (&, %, £) die
Koordinaten eines und desselben Punktes P in Bezug auf K und auf K,
so sind diese durch Gleichungen von der folgenden Form miteinander

b
verbunden e RRL g G
y=aE+u'n+2'§
o= 1"+ p'y + 0",
A, u, v
wo S-——(l', T v') ein orthogonales System der ersten Art, d. h.
‘1” n vl’]’
» By :
ein solches ist, dessen Determinante gleich + 1 ist. Sind nun die
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§ 1. Berechnung des Tetraedervolumen aus den Koordinaten seiner Ecken. 917

Koordinaten der vier Eckpunkte 0, 1, 2, 3 in Bezug auf dieses System
beziehlich gleich

(0,0,0), (z,9,5), @& % &) @ 6% %),

so hiingen die Koordinaten der drei Punkte 1, 2, 3 in jenen beiden
Systemen miteinander durch die folgenden Gleichungen zusammen

Tyy Y, & £y mo & e
(xz: Yas f.)=(§:; Nas Cz)(#; u' H*")
L3y Ys» 43 &, 13y & vy ¥y ol
£ 0- 00 g e
=(Ea, g 0)(#; w' p”)-
Esy Ts) & vy ¥y ol

Geht man nun hier von den Systemen zu ihren Determinanten iiber,
so erhilt man die Gleichung

(™

3

Ty Yy % &, 0, O]
Ty, Yoy & | = mby= &, m, O)
T3y Ys) % &, s & |

und hieraus folgt durch Vergleichung mit dem Theoreme auf S. 216
der Satz:

Sind (zy, 9y, #1), (%2 Y5 %), (@5, Y5, 25) die Koordinaten
dreier beliebiger Punkte 1, 2, 3 im Raume, so gibt die
Determinante |

[%1> Y15 %

Tgy Yoy %o

| T35 Yas %y
durch ihren absoluten Wert das sechsfache Volumen des durch
die drei Punkte und den Anfangspunkt gebildeten Tetraeders,
wihrend ihr Vorzeichen das positive oder negative ist, je
nachdem von 3 aus gesehen die Umlaufsrichtung 0...1...2
positiv oder negativ ist, je nachdem also der Punkt 3 auf der
positiven oder auf der negativen Seite des Dreiecks 0, 1, 2
liegt. Der hier gefundene sechsfache Inhalt mit dem soeben
bestimmten Vorzeichen soll zur Abkiirzung durch das Symbol

©, 1, 2, 3)
bezeichnet werden.

Hieraus kann man unmittelbar den Inhalt eines Tetraeders
0,1,2,3 finden, dessen Ecken O, 1,2, 3 in Bezug auf ein recht-
winkliges Koordinatensystem die Koordinaten (z,, %, %), (%1, %, 21),
(g) Y35 25), (@5, Y5, 25) besitzen. Betrachtet man dasselbe nimlich in
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Bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Achsen dem vorigen parallel
sind, und dessen Anfangspunkt in O liegt, so sind fiir dieses die Koordi-
naten jener vier Punkte beziehlich

(0,0, 0), (@ — Y1—Yor &1— %)y (%a— Ty, Y2 — Yo 22— %),
(@5 — @y Ys— Yor % — %),

und das gesuchte sechsfache Volumen ist demnach

Ly— % Y1— Y% 51— %
0,1,2,3)=|%—% Y%~ Y% — 4%/
[ %5 — %oy Ys— Yo» &3 %
Diese Determinante kann viel einfacher als Determinante vierter
Ordnung geschrieben werden, denn sie ist offenbar gleich

- I 0, 0 |1, %oy Yoy 2|

; 1, 2, — 2y, Yy — Yy & — 2| 1, @y, 4, 4
(1) (O’ 1,2, 5)= 1, Ty— Lo, Yo— Yoy Ba— & | 1, =, s, 32i'
1, Ty— oy Ys— Yoy %3 — & 1, &, Y5, 2 |

Aus den Grundeigenschaften der Determinanten vierter Ordnung geht
hervor, dafls der Ausdruck (0, 1, 2, 3) sein Zeichen wechselt, sobald
irgend zwei Tetraederecken miteinander vertauscht werden; ferner
folgt, dafls

©0,1,2,3)=-(3,0,1, 2)=+(2,3,0, 1)=_(1: 2,3,0)
ist.

Ersetzt man die Koordinaten einer Tetraederecke, etwa die von 0,
durch die laufenden Koordinaten z, ¥, z eines Punktes P, so liegen
alle Punkte P, deren Koordinaten der Gleichung

z, Y, # |

y Ty Yy &) 0

» T3y Ysr 5|

y Tss Y %

geniigen, auf der durch das Dreieck (1, 2, 3) bestimmten Ebene;
denn fiir sie und nur fiir sie verschwindet der Inhalt des Tetraeders
(P, 1, 2, 3). Ebenso stellt die Gleichung

(2a) (P, 1, 2, 3) = const.

die Gleichung einer ganz bestimmten Ebene dar, welche der durch das
Dreieck (1, 2, 3) bestimmten parallel ist; denn ihr gentigen die Ko-
ordinaten aller und nur derjenigen Punkte, fiir welche das sechsfache

Volumen des Tetraeders (P, 1, 2, 3) einen und denselben Wert besitzt,
und welche zugleich auf einer und derselben Seite jener Ebene liegen.

(2) (1,2 8)=

ot o I
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§ 1. Die Gleichung der Ebene im Raume. 219

Entwickelt man diese Gleichung (2a) nach der ersten Horizontal-
reihe, so erhilt man eine Gleichung von der Form

(3) ax + by +cz+d=0,

d. h. eine lineare Gleichung zwischen den rechtwinkligen Koordinaten
von P. Umgekehrt stellt jede solche Gleichung eine ganz bestimmte
Ebene dar. Um den Nachweis dafiir zu geben, bringen wir die Glei-
chung (3) auf die fiir die Anwendungen ganz besonders brauchbare
sogenannte FHessesche Normalform, in der jeder der vier Gleichungs-
koeffizienten eine anschauliche geometrische Bedeutung besitzt. Wir
setzen voraus, dals nicht alle drei Koeffizienten a, b, ¢ zugleich Null
sind, da sonst die Koordinaten keines endlichen Punktes die Gleichung
befriedigen wiirden, dividieren die Gleichung durch denjenigen Wert
von Ya®+ b+ ¢*, dessen Vorzeichen dem von d entgegengesetzt ist,
und setzen dann

@ b

c
Varrre % Varure P Varere 0
) B0 iy
VA ES L
so dafs die Gleichung iibergeht in
(5) weose 4+ yeosf + zeosy —p =0,
hias cos*e 4 cos®p + cos’y =1
1st.

Ist nun OP = eine beliebig gerichtete Strecke, deren Anfangs-
punkt mit dem Nullpunkt zusammenfallen mége, und sind (4, u, »)
die Winkel, welche » mit den positiven Achsenrichtungen bildet, so

ist bekanntlich stets
cos A% 4 cos u® 4 cos v® = 1;

sind umgekehrt 4, u, » drei Winkel, zwischen deren Kosinus diese
Gleichung besteht, so bestimmen sie eindeutig eine Richtung OZP,
nimlich die der Diagonale desjenigen rechtwinkligen Parallelepipedon,
dessen eine Kcke O ist, und dessen Kanten OA4, OB, OC in den drei
Koordinatenachsen liegen und bezw. gleich cos i, cos g, cos v sind.
Also wird auch durch die drei in (4) eingefiihrten Winkel «, §, y eine
Richtung ¢ eindeutig bestimmt.

Es sei nun P ein beliebiger Punkt, dessen Koordinaten (z, y, z)
der Gleichung (5) gentigen, es sei ferner OP=r und 1, u, » die
Winkel von OP mit den Koordinatenachsen. Dann ist

Z=rcosl, Yy=rcosy, £Z=7rCcosv,
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und die Substitution dieser Werte in (5) ergibt
r(cos A cos e + cos pcos § + cosvcosy) =p,
d. h. fiir alle diese Punkte P besteht die Gleichung

. rcos(r, o) = p.
Die Entfernung eines beliebigen Punktes I’ vom Koordinatenanfangs-
punkte ist also stets griofser als p, und dann und nur dann gleich p,
wenn 7 mit ¢ zusammenfillt. Der Gleichung (1) geniigen also alle
und nur die Punkte P derjenigen Ebene I, die auf der Linie ¢ im
Abstande p vom Anfangspunkte senkrecht steht.

Jede Gleichung zcose + ycosf + 2cosy —p =0 stellt
also eine Ebene dar, deren senkrechter Abstand vom Anfangs-
punkte gleich p ist, und die mit den Achsen die Winkel «, 8, »
bildet.

Wir wollen nun weiter untersuchen, welchen Wert der Ausdruck
xzeose -+ ycosff+ zcosy —p
erhillt, wenn man fiir z, y, # die Koordinaten &, %, { eines aufserhalb
FE liegenden Punktes P substituiert.

Betrachten wir diejenige Ebene I', welche parallel zu der urspriing-
lichen £ durch den Punkt P = (&, 5, ) gezogen ist, so wird deren
Gleichung
(ba) weose + ycosf + zeosy — p'=0,

wo p' ihren senkrechten Abstand vom Anfangspunkte bedeutet. Ist aber &
der senkrechte Abstand des Punktes P von der urspriinglichen Ebene,
positiv oder negativ genommen, je nachdem P auf derselben oder auf
der entgegengesetzten Seite der Ebene liegt, wie der Koordinaten-
anfangspunkt, so ist stets p'=p — 0.

Ersetzt man also (z, y, z) in der Gleichung (5a) durch die Ko-
ordinaten (&, #, §) von P, und p' durch p — &, so ergibt sich aus ihr
fiir 0 die Darstellung

0=— (Ecosa + ycosp + Ecosy — p).
Es gilt also der Satz:

Substituiert man in die linke Seite der Gleichung (5)
einer Ebene F in der Hesseschen Normalform die Koordinaten
eines beliebigen Punktes P, so stellt sie den senkrechten Ab-
stand desselben von jener Ebene dar und zwar mit dem
negativen oder dem positiven Vorzeichen, je nachdem P auf
derselben oder auf der entgegengesetzten Seite von E liegt,
wie der Anfangspunkt.
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g 2.

Durch die im vorigen Abschnitte durchgefiihrte Betrachtung des
Tetraedervolumen fanden wir die Gleichung einer durch drei ihrer
Punkte 1, 2, 3 bestimmten Ebene in der folgenden Form

1, =, y, 2z
1’ Zyy Yy 31 =0
1, z, ¥ % k
1, x5, ¥, %

oder
(1) x!yi! £y 1| et yl‘?lr Zyy li i 5‘|le Y1y 11| - lxl’ Yis 2‘-1]=0,
wo die Koeffizienten die Unterdeterminanten der obigen Determinante
vierter Ordnung bei ihrer Entwickelung nach den Elementen der ersten
Zeile sind.

Um die geometrische Bedeutung jener vier Koeffizienten zu finden,
bringen wir die Gleichung (1) durch Division mit

.wr:]/ :’.ﬁ; 2, 112+ |2, y, :|--|=+ | @y 435 1|?
auf die Hessesche Normalform. Da in dieser Form das konstante

Glied gleich dem senkrechten Abstande p der Ebene vom Nullpunkte
ist, so ergibt sich die Gleichung

9= = 'Ifrir LA

Nun ist aber die im Zihler stehende Determinante gleich dem sechs-
fachen Inhalte (0, 1, 2, 3) des Tetraeders, und da dieser anderseits
auch gleich dem doppelten Produkte aus seiner Grundfliche, d. h. dem
Dreieck 1, 2, 3 und seiner Héhe p ist, so ergibt sich aus der obigen
Gleichung
(2) TF’:=]/!y1, 21 lls+ 1511_:;1! 1i2+ | Tyy Yy 1 ;2= (1) 27 3)1
wenn (1, 2, 3) wieder wie auf S.182 den doppelten Inhalt des Drei-
ecks 1, 2, 3 bezeichnet. Der Ausdruck W stellt also den doppelten
Flicheninhalt des beliebig im Raume angenommenen Dreiecks 1, 2, 3 dar.

Um pun die geometrische Bedeutung der in dieser Gleichung auf-
tretenden Quadratwurzel zu finden, projizieren wir das Dreieck 1, 2,3
auf jede der drei Koordinatenebenen. Betrachten wir nur das Pro-
jektionsdreieck 1', 2/, 3’ in der yz-Ebene, so sind die Koordinaten
seiner Ecken beziehlich (y,, 2,), (%, 2,), (s, %); also wird seine doppelte
Inhaltszahl durch die Determinante |y, z,, 1| ausgedriickt. Da nun
fiir die Inhaltszahlen der beiden anderen Projektionsdreiecke offenbar
die analogen Ausdriicke gelten, so ergibt sich der Satz:
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Die Inhaltszahl (1,2, 3) irgend eines Dreiecks im Raume
ist gleich der Quadratwurzel aus der Quadratsumme seiner
Projektionen auf die drei Koordinatenebenen.

Da ferner bei der Division der Gleichung (1) durch W= (1, 2, 3)
die Koeffizienten von z, y und z bezw. gleich cose, cosf und cosy
werden, wenn z. B. ¢ den Winkel der Ebenennormalen mit der z-Achse
oder, was dasselbe ist, den Winkel der Dreiecksebene mit der yz-Ebene
bedeutet u.s.w., so ergeben sich die Gleichungen

(1; 2, 3) cosa = |y, 2, 1|, (13 2, 3) cos § = lzn zy, 1],
(1, 2, 3)COS?= | @y Yyy 1 |!
und aus ihnen folgt unmittelbar der Satz:
Projiziert man ein beliebig im Raume liegendes Dreieck
1, 2, 3 senkrecht auf eine beliebige andere Ebene, so ist die
Inhaltszahl des Projektionsdreiecks 1, 2', 3' gleich der des

urspriinglichen, multipliziert mit dem Kosinus des Neigungs-
winkels der Dreiecksebene und der Projektionsebene.

Derselbe Satz gilt dann, wie leicht zu beweisen ist, auch fiir die
Projektion einer beliebigen ebenen Figur auf eine andere Ebene, da
diese stets in Dreiecke zerlegt werden kann.

Wir stellen uns nun die weitere Aufgabe, den Inhalt eines
Tetraeders 0, 1, 2, 3 aus den Lingen und Richtungen von drei zu-
sammenstofsenden Kanten desselben zu berechnen, eine Aufgabe, welche
sofort auf die frither geloste zuriickgefithrt werden kann. Wir nehmen
an, dals die Ecke O des Tetraeders der Koordinatenanfangspunkt ist.
Bezeichnen wir dann in dem Tetraeder 0, 1, 2, 3 die Liingen der drei
Kanten (0, 1), (0, 2), (0, 3) mit r,, 7y, r; und die Winkel jener drei
Kanten mit den Koordinatenachsen beziehlich durch (e, f,,7,), (¢, Bss 72)s
(e, By 75), s0 sind die Koordinaten (2, ¥, 2,), (@, ¥s, %)y (T35 Ysy 2s)
der Punkte 1, 2, 3 gegeben durch die Gleichungen

Z;=1r;C08¢;, Y;=1;C08f3;, Z=7r;C08Y; (i=1,2,8).
Setzt man aber diese Werte in die Determinante |z, i, 2| ein,

welche den sechsfachen Inhalt ¥ des Tetraeders 0, 1, 2, 3 angibt, so

erhiilt man die Gleichung
cosa,, cos fi;, cosy,

(3) 6V=r,ryry|cosey, cO8 f3,, COBY, |-
oS &y, €08 f35, COS Yy

Das sechsfache Volumen des Tetraeders 0, 1, 2, 3 ist also gleich
dem Produkte dreier zusammenstofsender Kanten, multipliziert mit
einer Determinante, deren Elemente nur von den Richtungen der
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Kanten abhiingen. Um ihre geometrische Bedeutung zu suchen, be-
trachten wir den Inhalt V, eines Tetraeders, dessen Kanten den vorigen
parallel sind, die aber simtlich die Linge 1 haben; fiir dieses Tetraeder
liegen also die Punkte 1, 2, 3 auf der Fliche der mit dem Radius 1
um den Nullpunkt beschriebenen Kugel. Dann ist 6 ¥, genau gleich
jener aus den Richtungskosinus gebildeten Determinante.

Diese Determinante besitzt in der Geometrie der Ebene ein voll-
stindiges Analogon: Sind nimlich », und 7, die Seiten eines Dreiecks
und (e, f,), (e, f;) die Winkel, welche 7, und 7, mit den Achsen
eines rechtwinkligen Koordinatensystemes in der Ebene des Dreiecks
bilden, so ist der doppelte Dreiecksinhalt

cos e, , cos 3

2d =17y = 1y 7y sin (ry, 1y),

COS ¢y, €OS fi,
wo sin (7, 7;) nur von der Richtung der beiden Seiten abhiingt und
als der doppelte Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks definiert werden
kann, dessen Seiten den vorigen parallel sind, die aber die Linge 1
besitzen.

Die Analogie dieses Ausdruckes mit der beim Tetraederinhalte auf-
tretenden Determinante hat nun . Sfaudt im Jahre 1842 dazu ge-
fiihrt, jener Determinante einen besonderen Namen zu geben; er nennt
sie den Sinus der durch die Kanten », n, ; gebildeten Ecke
und schreibt dieselbe in der Form

cos ey, cos f;, cosy,
(4) sin (ry, 1y, 73) = [ cos &y, cos B,, cosy, |-
| cos g, cos fi;, cosy,

Dann schreibt sich der vorher gefundene Ausdruck (3) fiir das Volumen
des Tetraeders, villig analog dem vorher fiir das Dreieck angegebenen,
folgendermalsen

(3a) 6V =ryryrysin (ry, 1y, 73).
Denkt man sich endlich das Koordinatensystem parallel mit sich selbst
verschoben, wobei sich weder die Seitenlingen, noch der Sinus der
Ecke #ndert, so ergibt sich der Satz:
Das sechsfache Volumen eines Tetraeders ist gleich dem
Produkte der drei von einer beliebigen Ecke ausgehenden
Kanten, multipliziert mit dem Sinus jener Ecke.
Aus der geometrischen Bedeutung des Staudfschen Sinus geht her-
vor, dals sin (ry, 7y, 7;) wie der gewdhnliche Sinus stets zwischen =+ 1

liegh, und aus (4) folgt ferner, dafs die obere Grenze fiir die recht-
winklige Ecke erreicht wird.
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Um uns von diesen Tatsachen durch blofse Rechnung zu iiber-
zeugen, beweisen wir, dals das Quadrat dieser Determinante héchstens
gleich Eins ist. Komponieren wir aber die Determinante (4) hinten
mit der ihr gleichen Determinante des konjugierten Systemes, so er-
gibt eine einfache Rechnung die Gleichung

sin? (r,, 7y, 73) = |cos &, cosf;, cosp, |-|cos e, cosay, cos ey |

1. ¢ B
=l¢, 1, a|=1—(a®*+b*+ ¢*) 4 2abe,
b, @, i
wenn
@ = COS &, COS oty + €08 3, CO8 s -+ €08 p, €08 p3 = cos (ry, 7y)

ist und entsprechend b = cos (r;, 7,) und ¢=cos (r,, r,) gesetzt wird. Die
drei Zahlen @, b, ¢ sind demnach positive oder negative echte Briiche.
Ist also abc negativ, so ist sin®(r,, 7y, 75) sicher < 1. Ist aber jenes
Produkt positiv, so mufs mindestens einer seiner drei Faktoren positiv
sein. Ist das @, so ist auch b¢ > 0, und aus der Gleichung

sin®(ry, 1y, r5) = (1 —@®) — (b — ¢)*— 2be(1 — a)

folgt wieder, dals jene Grifse sicher kleiner ist als Eins. KEbenso
leicht erkennt man aus diesen Gleichungen, dals sin®(r,, 7y, 7y) dann und
nur dann den hochsten Wert 1 erreicht, wenn ¢ =b =¢ =0 ist, d. h.
wenn die Richtungen r,, »,, ; aufeinander senkrecht stehen.

Das Rechnen mit den Staudfschen Sinus ist nichts weiter als ein
Rechnen mit speziellen Determinanten, oder was dasselbe ist, mit
Tetraedern auf der Einheitskugel, ebenso wie in der Trigonometrie das
Rechnen mit gewGhnlichen Sinus nur ein Rechnen mit gleichschenkligen
Dreiecken im Einheitskreise ist; auch hier wird durch die Determinanten-
theorie die Trigonometrie entbehrlich gemacht.

Als erste Anwendung stellen wir uns die Aufgabe, mit Hilfe
der Staudtschen Sinus das Produkt zweier Tetraedervolumina 0,1, 2, 3
und 0, 1/, 2/, 3" durch die Liingen und Richtungen der Kanten je
einer Heke auszudriicken.

Es seien (s, s, 53) und (¢, 6,, 6;) die von den Ecken O und 0’
ausgehenden Kanten und

o, By 7 “;r ﬁl’! ylr
o, Ps, ?”2) und (“sr 3 ﬁ; ) J’g)
3y Py, Vs a5y By 7s

die Winkel, welche dieselben mit den Koordinatenachsen bilden. Mul-
tipliziert man dann die Inhaltsdeterminante

http://rcin.org.pl



§ 2. Das Produkt zweier Tetraedervolumina. 295

cos ey, eosf;, cosy,
COS ¢y, €08 f3,, €08 Y,y
cos &zg, CO8 f3;, COS Y,

6V=s,s,s,

mit der Inhaltsdeterminante fiir das zweite Tetraeder
lcos e, coseay, cosa,
cos f3;, cosf;, cosf,
COS 1, COS 7y, COSY,

-

] I
67V'=g¢, 06,0,

so ergibt sich wie vorher nach dem Multiplikationssatz die Gleichung

cos (s,, 6,), cos(s;, 6,), cos(s;, 6;)
36V V' =s,8,8:6,6,6; cos(s,, 6,), cos(sy, 6;), cos(s,, 6)
cos (sy, 6,), cos (83, 6,), cos(s;, ;)

| |
|G11) C13) Cig |
= 5183830, 0, 05 |Cy, Cygy Cyg 7
| G310 C3zy Cgs |
wo zur Abkiirzung allgemein

cix = €08 (8;, 6;) = CcOs &; cos ¢t + cos fB; cos Bi + ¢os y; cos yi

gesetzt ist.
Fallen speziell beide Tetraeder zusammen, so erhilt man genau
wie oben
1, ¢, b
36V =sisist|c, 1, a|=sisisi(1— (a*+ b*+ c?) + 2abe),
N L

wenn wieder a, b, ¢ die Kosinus der Winkel (r,, ry), (75, r,) und (r, r,)
bedeuten.

Ebenso wie wir den Inhalt eines Tetraeders aus drei zusammen-
stofsenden Kanten und dem Sinus der eingeschlossenen Ecke berechnet
haben, sind wir auch imstande, den Inhalt desselben aus drei zu-
sammenstofsenden Seitenflichen und aus der von ihnen eingeschlossenen
Ecke zu berechnen.

Zu dem Zwecke betrachten wir wieder das Tetraeder 0, 1, 2, 3,
dessen Spitze 0 im Koordinatenanfangspunkte liegen mége. Dann ist
sein sechsfacher Inhalt gleich der aus dem Systeme

Ty Yy 4
(5) (xs, Yo 3'2)
T3y Ys» Py
gebildeten Determinante. Bildet man nun das zu diesem adjungierte
System
Kronecker, Determinanten. 15
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Xy, X5, X
(5a) (Yu ¥, Ys)’
Zys Ly 2y
dessen Elemente also die Unterdeterminanten zweiter Ordnung des
vorigen Systemes sind, so ist nach der auf S. 143 bewiesenen Lagrange-
schen Determinantenrelation
| Xy X, Xs] = ixlr Y, % ]:s= 6. 72,

Nun kann man aber leicht die neun Unterdeterminanten (5a) aus-
driicken durch die drei in O zusammenstofsenden Seitenfliichen (0, 1, 2),
0,2,3), (0,3,1) und deren Neigungswinkel zu den drei Koordi-
natenebenen. So ist z. B. :

X e |Y2r %5

1Yss %3

die doppelte Projektion des Dreiecks (0, 2, 3) auf die ¥ Z-Ebene, und
entsprechende geometrische Bedeutung besitzen alle anderen acht
Unterdeterminanten. Bezeichnet man also die Inhaltszahlen der drei
Dreiecke

0,2,3, 0,31, 0,1,2 beziehlich durch £, f;;f;

und die Winkel dieser drei Tetraederebenen mit den Koordinatenebenen
beziehlich durch ;

a, by, o
ag, by, ¢
ag, by, ¢,
so dafs also z. B. a,=(f;, YZ) der Winkel ist, den die Tetraeder-

fliche f; mit der YZ-Ebene bildet, u.s.w., so ergibt sich fiir das ad-
jungierte System die folgende Darstellung

X X, X5 2f, cosa,, 2f, cosa,, 2f;cosag
(Yl, 0 Y3)=(2f'1 cosb,, 2f,cosb,, 2f;cos ba);
2y, Zy, Z 2fycos¢y, 2f;c086, 2f;cos g

und wenn man auf beiden Seiten zu den Determinanten iibergeht, so
erhilt man

(6) BVi=2fffs

COS @,, COSd,y, COSdy
cosb,, cosb,, cosb,
COSC;, COSCy, COSCy

Die hier auftretende Determinante kann offenbar ebenfalls als ein
Staudfscher Sinus geschrieben werden. Wir wollen ihn durch
sin (fy, fa, ;) bezeichnen. Sind R,, R,, R, die drei Normalen zu

fis fas Ty 80 ist z. B, a, = (f,, YZ) = (R,, X), also
cos (fy, YZ)=rcos(R,, X),...,
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und infolgedessen geht jeme Determinante in sin (R,, R,, R,) iiber.
Denkt man sich also im Anfangspunkte O jene drei Senkrechten
R,, Ry, Ry mu f,, fy, f; errichtet, so erhilt man eine neue dreiseitige
Ecke (R,, R,, R,), welche wir die zu (f}, fi, f3) polare Ecke nennen
wollen. Dann zeigt sich also, dals der hier aunftretende Staudtsche Sinus
gleich dem Sinus der polaren Ecke ist; man erhilt somit die Gleichung

(1) FV:=2f fofssin(fi, fi, fs) = 2f, s fssin (By, Ry, Ry),

und dieselbe Gleichung bleibt offenbar bestehen, wenn man den Ko-
ordinatenanfangspunkt beliebig verlegt.

Betrachtet man endlich, wie vorher, das Produkt V- V' der Vo-
lumina zweier Tetraeder 0, 1, 2, 3 und 0', 1/, 2', 3/, deren in 0 und 0’
zusammenstofsenden Flichen beziehlich f,, f,, f; und £}, 7J, f; sein
mogen, so ergibt sich aus (6)

(®) BV = AL £y fy £ £ R cos (F, £1)],
wo z. B.
cos(f}, fi) = cosa, cosa] + cosb, cosb; + cose, cosc]
den Kosinus des Neigungswinkels der beiden Flichen f; und f! be-

deutet u.s. w., oder aus (7), wenn die zu 0' polare Ecke mit
(R{, R;, R;) bezeichnet wird

(8a) 3'-VEV': =Aff,fy- fiffisin (B, By, By)-sin (R}, B;, By).

Betrachten wir endlich wieder den speziellen Fall, dafs beide Tetraeder
zusammenfallen, so erhalten wir aus der soeben gefundenen Glei-
chung (8) nach Ausziehung der Quadratwurzel

9 1’ cos (ﬁ: f?): cos (fl? fs) ';'
(8h) 5 Vi=fififs|cos (£, 1), 1, cos (fyy fs) |-
icos (fu fs): cos (fe! fs)) 3

Stellt man die gefundenen Ausdriicke fiir das Tetraedervolumen zu-
sammen, so ergeben sich die folgenden Gleichungen

i i R A R
6V = Zyy &gy Tgy Ty

Y Yoy Y3y Yy
By Ry, By #y

1 -g- V2=f1f2f35in(fu fes fs)

Ahnlich wie der Inhalt eines Dreiecks auch aus allen drei Seiten,
kann der Inhalt eines Tetraeders aus allen seinen sechs Kanten ge-
15*

=TTy sin ("'1; LETS “"s)

9) J
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funden werden. Um diese wichtige Gleichung herzuleiten, verfahren
wir genau wie bei der entsprechenden Frage in der Ebene.
Es seien (1, 2, 3, 4) und (5, 6, 7, 8) zwei ganz beliebige Tetraeder
im Raume, und es seien
(@ s %) G=139

allgemein die Koordinaten ihrer Eckpunkte. Dann kann das Produkt
ihrer sechsfachen Imhalte (1, 2, 3, 4) und (5, 6, 7, 8) folgendermalsen
als eine Determinante fiinfter Ordnung geschrieben werden

1, #, ¥, %, 0/]0, 0, 0, 0, 1
1, @y, Yy 2, 0| %, % %, 7, O
—(1,2,3,40,6,7,8) =1, =, ¥ % 0| % % ¥, ¥ O
1, 2 Yo 2 0| |2, 2, &, %, 0|
o 0, 0, 0, 1f|1, 1, 1, 1, O]
%5+ YoYs + 4%, - 1 i
Ty s+ Yo Ufs + %%, - 1
= | Zy% + YsYs + 2%, - . . . .1},
T+ YoYs + 2425, - - o . o1
1, P OOl
oder in leicht verstiindlicher Bezeichnung
i=1,8,8,4

(X ; 22
-1,2,3,4(0,6,1, 8) = t i+J1y&+ s 0‘ k_s,s,'z,s'

Diese Determinante kann aber, da allgemeiu
@5+ 9ta5) — g @+l + ) — 3 @ +oi+ ) =— g I(e—2)"

1 i=1,8,8,4\
—— 3G =— s k=56,1,8)

ist, genau wie auf S. 202 in die folgende Determinante umgeformt werden

[ 2
_1,2,3,46,6,7,8=| 7% 1|
1l 1 %0

Wenn also ¥ und V' die Inhaltszahlen jener beiden Tetraeder sind, so
folgt nach einfachen Umformungen

2
(10) 8(1,2,3,4)(5,6,7,8)=2887VV'= S"I*’ ; -
Hier ist das Produkt beider Tetraeder durch die 16 Strecken s, aus-
gedriickt, welche von den Ecken des einen zu denen des anderen hin-
fithren.
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Betrachten wir nun den speziellen Fall, dafls beide Tetraeder zu-
sammenfallen, so werden bei der Determinante in (10) die Diagonalglieder
zu Null, wihrend die iibrigen s;; gleich den Kanten 2
des Tetraeders werden. So ergibt sich fiir den Inhalt
eines Tetraeders mit den Kanten «,b,¢, «, 8,y (siehe 4
die Figur) der folgende Ausdruck

a/ P
v ¥
9 Sl

b et R “2.!
i CQ, 0, a_E, ﬂ2,
(11) 288 Vi=\0% a? 0, 4%
| CC2, 2} 72.1' 0:'
b7 T N

[ e g Y
Il
>

|

Fallen die vier Punkte in eine Ebene, so verschwindet diese Deter-

minante; die Gleichung
A=0

enthiilt also die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dals
die vier Punkte 1,2,3,4 in einer Ebene liegen.

Ganz auf demselben Wege wiirde man bei fiinf beliebigen Punkten
1,2, 3,4,5 im Raume finden, dals die analog aus den zehn Ent-
fernungen derselben gebildete Determinante 6'* Ordnung identisch
verschwindet.

Betrachten wir endlich noch den speziellen Fall, dals die beiden
Tetraeder (1, 2, 3, 4) und (5, 6, 7, 8) einer und derselben Kugel mit
dem Radius » einbeschrieben sind, deren Mittelpunkt der Koordinaten-
anfangspunkt ist. Dann ist identisch

Yy, — %, — Y, — & Ly Ay Tyt T

ST T _1’ Yy — gy — Y5y — % gy Tgy 7, Ly
Ty, — %y — Y — A | | Ysy Yer Y Ys

| Ty — %y — Y — 24 %5y gy %y %

) i=1,9,3,4)

',,'x";?‘?* @+ v+ 2:31) | E=5,6,T,8

oder da
sh=@i—x) + (W — )’ + (zi — 2:)* = 2[r*— iz + vi s + 2:21)]

ist, so ergibt sich, wenn man auf beiden Seiten mit 16 multipliziert
und dann rechts die Entfernungen s;; einfiihrt,

(12) 36-16 VV'=— 1|,

wo sich die Determinante von der in (10) gefundenen nur durch das
Fehlen der Rinder unterscheidet.
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230 Dreizehnte Vorlesung.
Fallen beide Tetraeder zusammen, so geht unsere Gleichung iiber in
0, & b, o
- 1 ek 0,8t 3
(13) 36.16. V= — b;, a;’ 0: s
o, % 9% 0

wenn wieder «, f§, 7 drei zusammenstofsende und @, b, ¢ die drei
«, f und y gegeniiberliegenden Kanten des Tetraeders bezeichnen; und
durch Ausrechnung erhilt man die folgende elegante Formel fiir das
Tetraedervolum

(24.7)2 =% [2(a0) (0B) + 2(bF)*(c7)* + 2(cp)*(@w)* — (ac)*— (BBY'— (e7)"]
= (ae+bp +cp) (—ac+bp+ey)(aa—bp+cp)(ae+bf—cy).
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Vierzehnte Vorlesung.

Definition der homogenen Punkt- und Ebenenkoordinaten. — Die Bedingungs-

gleichung fiir die vereinigte Lage eines Punktes und einer Ebene. — Die lineare

Gleichung zwischen den homogenen Koordinaten eines Punktes. — Die quadratische

Gleichung zwischen den homogenen Koordinaten einer Ebene. — Die Gleichung

der Kugel in Ebenenkoordinaten. — Das Tetraedervolumen in homogenen Punkt-
und Ebenenkoordinaten.

g1

Die durchgefiihrten Untersuchungen {iiber die Inhaltsbestimmung
des Tetraeders legen es nahe, auch im Raume an Stelle der Carfesischen
Koordinaten eine neue Art der Koordinatenbestimmung einzufiihren,
um die auch hier auftretende Unsymmetrie in den analytischen Aus-
driicken zu vermeiden; und zwar wollen wir, éhnlich wie dies in der
elften Vorlesung geschah, gleichzeitig fiir die Punkte und fiir die
Ebenen diese neuen sogenannten ,homogenen Koordinaten® einfiihren.

Zu diesem Zwecke gehen wir von einem beliebig im Raume an-
genommenen Tetraeder aus; seine Fcken wollen wir mit 1, 2, 3, 4 und
die ihnen gegeniiberliegenden Ebenen mit I, II, III, IV bezeichnen;
wir wollen jene Ebenen die Fundamental- oder Koordinatenebenen
nennen. Auf jeder der vier Fundamentalebenen setzen wir eine positive
und eine negative Seite willkiirlich fest, und den Abstand eines Punktes
von einer jener Ebenen rechnen wir positiv oder negativ, je nachdem er
auf der entsprechenden Seite liegt. Der Einfachheit wegen wollen wir
diese Festsetzung so machen, dafs das Innere des Tetraeders immer auf
der positiven Seite der betreffenden Fundamentalebene liegt, so dals also
die Abstdnde (1,I), (2, II), (3, III), (4, IV) der Tetraederecken von
den gegeniiberliegenden Fundamentalebenen positive Zahlen sind. Nimm$
man dann einen Punkt 5 beliebig im Raume an, so bestimmt er mit
den Flichen (2, 3, 4), (1, 3, 4), (1, 2, 4) und (1, 2, 3) des Fun-
damentaltetraeders zusammen vier Tetraeder, und seine Lage ist voll-
stindig bekannt, wenn von den vier Inhaltszahlen

1 6,234, 1,534, 1,2,54), (1,2,3,5)
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232 Vierzehnte Vorlesung.

nur drei gegeben sind; denn durch die Gleichung
(5, 2, 3, 4) = const.

z. B. wird ausgesagt, dals der Punkt 5 auf einer ganz bestimmten
Parallelebene zu I sich befindet; und da das Analoge fiir die {ibrigen
Gleichungen gilt, so wird durch drei solche Gleichungen jener Punkt
als Durchschnittspunkt von ebensovielen Ebenen bestimmt, welche drei
unter den vier Koordinatenebenen I, II, III, IV parallel laufen, also
nur einen Schnittpunkt besitzen.

Sind daher die Werte aller vier Inhaltszahlen (1) gegeben, so mufs
zwischen ihnen notwendig eine Relation bestehen, welche eine dieser
Zahlen als Funktion der drei anderen eindeutig bestimmt.

Man konnte diese vier Inhaltszahlen selbst als die homogenen
Koordinaten des Punktes 5 in Bezug auf das Fundamentaltetraeder
bezeichnen; fiir die Anwendungen ist es aber bequemer, statt ihrer
ihr Verhiiltnis zu der Inhaltszahl des Fundamentaltetraeders einzufiihren;
wir setzen deshalb
) ul=(5, 2, 8, 4) _(1,5,8,4) _(.2,54 (1,2 8,5)

RS c_

(1,%5,40 21234) “arnd Y aerd

und bezeichnen (u;, u,, ug, u,) als die homogenen Koordinaten des
Punktes 5 in Bezug auf das Koordinatentetraeder 1, 2, 3, 4.

Diese Koordinaten besitzen noch eine leicht angebbare geome-
trische Bedeutung. Betrachtet man z B. die beiden Tetraeder 5, 2, 3, 4
und 1, 2, 3, 4, so haben sie die Grundfliche 2, 3, 4 gemeinsam, ihre
Volumina verhalten sich also wie die Abstinde (I, 5) und (I, 1) ihrer
Spitzen 5 und 1 von der gemeinsamen Grundebene I, und zwar ist jenes
Verhiiltnis positiv oder negativ, je nachdem jene beiden Punkte auf der-
selben oder auf entgegengesetzten Seiten der Ebene I liegen; das Ent-
sprechende gilt offenbar fiir die drei anderen Tetraederverhiltnisse.
Bezeichnet man also allgemein mit

@, 8), I, 5), (1L, 5), (IV,5)

die Abstinde irgend eines Punktes 5 von den vier Tetraederfiichen, so
kionnen die vier homogenen Koordinaten des Punktes 5 auch folgender-
malsen dargestellt werden

[¢8 5) (EDS 5} (I, 5) n} (I, 5)
C) W Ty “wWTay BT s BTy

wo die vier positiven Zahlen
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§ 1. Die homogenen Punktkoordinaten. 233

Ba) I, 1=h, (U,2)="h, (I,3)=h, AV,4)=h,
die vier Hohen des Fundamentaltetraeders bedeuten.

Statt der obigen Quotienten hiitte man auch die Abstéinde (I, ), ...
des betrachteten Punktes von den vier Tetraederflichen selbst als Ko-
ordinaten desselben einfiihren und dabei statt der kiirzesten Abstinde
auch Abstinde nehmen kénnen, welche in vier von vornherein bestimmten
Richtungen zu messen sind; aber die obige Definition der homogenen
Punktkoordinaten ist fiir die folgenden Ausfithrungen bequemer.

Bei dieser Definition der homogenen Koordinaten sind die Ko-
ordinaten der Eckpunkte 1, 2, 3, 4 des Fundamentaltetraeders selbst
beziehlich

1, 0, 0, O fiir den Eckpunkt 1
(4) 0’ 1’ 0) 0 » » » 2
0,0,1,0 , , y 8
8P LERD A e o . 4,

Ferner sind die Koordinaten aller im Inneren des Tetraeders liegenden
Punkte stets positive echte Briiche, wiihrend, falls der Punkt aus dem
Inneren des Tetraeders durch eine der Ebenen hinausgeht, die ent-
sprechende Koordinate offenbar vom Positiven ins Negative iibergeht.
Die homogenen Koordinaten (u,, u,, u;, u,) eines Punktes 5 sind
lineare Funktionen seiner Carfesischen Koordinaten (z, y, z) in Bezug
auf ein beliebig gewihltes rechtwinkliges Koordinatensystem. In der

Tat, sind
zeosa;+ ycos i+ zcosy;— pi=0 (i=1,2,3,4)

die Gleichungen der vier Tetraederebenen in der Normalform, so ist auch
nach dem auf S. 220 unten bewiesenen Satze

o @ cose; -+ ycos f,+ zcosy,— p,
(5) — U= — (i=1,2,3,4).

i

Die aus den Koeffizienten gebildete Determinante

cos ¢, cosf,, cosy,, —p,
(6) 1 cos &, cos f,, cosyy, — Py
hyhy by by | cos ey, cOS By, COS Y5, — Py

CO8 &y, COS ﬁ-i} CO8 Yy, — Uy

ist hier notwendig von Null verschieden. Wire sie namlich gleich
Null, so kénnte man vier nicht simtlich verschwindende Zahlen
Q15 Qo5 s, @5 80 bestimmen, dals

QU + Gotty + gyttg + quuy =0

http://rcin.org.pl



234 Vierzehnte Vorlesung.

wiire fiir jede Lage des Punktes 5; lifst man aber 5 successive mit den
vier Eckpunkten zusammenfallen, so ergibe sich wegen (4) der Reihe

nach
G=¢=q=q=0,

was mit der vorher gemachten Annahme im Widerspruche steht.

Infolgedessen kann man nunmehr durch Auflésung der Glei-
chungen (5) auch die Grilsen z, y, z, 1 homogen und linear durch die
homogenen Koordinaten w,, u,, u,;, u, ausdriicken.

Ganz analog wie die Koordinaten eines Punktes kann man jetzt
auch diejenigen einer Ebene durch ihre senkrechten Abstinde von den
Ecken des Koordinatentetraeders definieren. Zu diesem Zwecke be-
trachten wir eine Ebene V und fixieren auf ihr wieder willkiirlich, aber
fest, die positive und negative Seite. Bezeichnet man dann ihre positiv
oder negativ gerechneten senkrechten Abstiinde von den vier Eck-
punkten 1, 2, 3, 4 des Fundamentaltetraeders beziehlich durch

(1, V)’ (2, V)) (3; V): (43 V)s

so ist durch drei von ihnen die Ebene V, allerdings nicht eindeutig,
als gemeinsame Tangentialebene an drei um jene Eckpunkte mit den
betreffenden Abstinden als Radien beschriebene Kugeln bestimmt.
Durch den vierten Abstand wird, da die Eckpunkte nicht in einer
Ebene liegen, die Bestimmung der Ebene V zu einer eindeutigen.
Auch hier wollen wir nicht jene senkrechten Abstinde selbst,
sondern ihre Verhiltnisse zu den Tetraederhéhen betrachten, d. h.
wir wollen
. SN
OREA ooy

4, V)

@,V
A €™

asn ¢~ (2,1’ Uy =

U,=

als die homogenen Koordinaten der Ebene V bezeichnen.
Betrachtet man speziell die Ebenen I, II, ITI, IV des Fundamental-
tetraeders selbst, so sind ihre Koordinaten beziehlich gleich

1, 0, 0, O fiir die Ebene I

8 0 1 O, 0 »n » » I‘[
®) 0,0,1,0 , , , II
0.65,50) Tl 4 IV

Sind ferner V und V' zwei parallele Ebenen und (U, U,, U;, U)),
(U{, U}, U}, U/) ihre Koordinaten, so ist

,n-av) "V)_ V)

Ul_ UI: (1, D T Iy
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§ 1. Die homogenen Ebenenkoordinaten. 235

und analoge Gleichungen bestehen fiir die drei anderen Koordinaten-
differenzen. Bezeichnet man also die vier Seitenflichen des Koordi-
natentetraeders mit ¢,, @,, ¢, ¢, und beachtet, dals
1
Phy= @yhy = pyhy = 95’4.;‘4‘."—"?(1’ 2,38, 4)

ist, so ergibt sich die Proportion

R R L RN e )
) 0,—U:0,— U;:Uy— U;: U,— U, = R T RN h P
d. h. die Differenzen entsprechender Koordinaten von zwel parallelen
Ebenen verhalten sich wie: die vier Seitenflichen des Fundamental-
tetraeders.

§ 2.

Durch drei der homogenen Koordinaten u,, u,, u,, u, eines Punktes
ist seine vierte Koordinate eindeutig bestimmt, und ebenso ist durch
drei der Koordinaten U,, U,, U;, U, einer Ebene die vierte, aber
allerdings nicht eindeutig, bestimmt. Es mufls daher sowohl zwischen
den vier Koordinaten eines jeden Punktes, als auch zwischen denen
einer jeden Geraden eine identische Relation bestehen, zu deren Her-
leitung wir jetzt iibergehen wollen.

Zu diesem Zwecke betrachten wir eine Ebene V, deren Koordi-
naten U, U,, U;, U, gegeben sind, und suchen den senkrechten Ab-
stand eines Punktes 5 von ihr, dessen homogene Koordinaten u,, u,, u,, u,
sein mogen. Dieser Abstand ist eine lineare Funktion seiner recht-
winkligen, also eine homogene lineare Funktion seiner homogenen
Koordinaten. Bezeichnen wir mit (V, 5) den gesuchten senkrechten
Abstand, so ist also
(1) Aju, + Ayu, + Agug + Ayu, = (V, b),
wo die Koeffizienten A,, 4,, 4,, 4, zu bestimmende Zahlen sind,
welche von der Lage des Punktes 5 unabhiingig sind. Dieselben er-
geben sich am einfachsten dadurch, dafs man den willkiirlich an-
genommenen Punkt 5 beziehlich mit den vier Ecken des Fundamental-
tetraeders zusammenfallen lifst. Dadurch erhilt man wegen (4) des § 1

4,=(, 1), 4,=(V, 2), 4=(V, 3), 4,=(V, 4);
und die gesuchte Relation kann somit bei Beriicksichtigung von (3) auf
S. 232 in der Form geschrieben werden

(I, 5) (V., 1) (II, B) (V, 2) (IH, 5) (V, 3] (IV, 5) (V, 4) -
@ tyEntay T Ty MH T s =Y

oder wenn man mit (V, 5) multipliziert und die homogenen Koordinaten
des Punktes 5 und der Linie V einfiihrt

(3) hywy Uy + horty Uy + hyug Uy + hyu, U= (V, 5).
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236 Vierzehnte Vorlesung.

Diese Gleichung kann, je nachdem die Koordinaten des Punktes oder
der Ebene gegeben sind, in einer der Formen geschrieben werden

(I, 5) U, + (L, 5) U, + (11, 5) Uy + (IV, 5) Uy = (V, 5)
V, 1) uw+(V,2) w4+ (V,3) ug+ (V, 4) u,=(V, 5).
Die rechte Seite der Gleichung (3a) ist dann und nur damm gleich
Null, wenn der Punkt 5 in der Ebene V liegt, wenn also Punkt und

Ebene vereinigte Lage haben. Nimmt man also die Ebene V als ge-
geben an, so sind die Losungen der Gleichung

(3b) hy w, Uy + hyu, Uy + hgug Uy + hyu, Uy= 0

(3a)

die Koordinaten (u,, u,, g, w,) aller und nur der Punkte, welche in
der Ebene V liegen. Hilt man umgekehrt den Punkt 5 fest, nimmt
also seine Koordinaten als gegeben an, so ergibt dieselbe Gleichung
die Koordinaten aller derjenigen Ebenen, welche durch 5 hindurch-
gehen und nur diese, d.h. die Gleichung des Punktes 5 in Linien-
koordinaten.

Umgekehrt stellt aber auch jede homogene Gleichung

(3¢) a uy + a,uy + aguy+ au,=0

eine ganz bestimmte Ebene dar, wie man leicht erkennt, wenn man
Uy, Uy, Uy, u, durch ihre Ausdriicke durch die rechtwinkligen Koordi-
naten ersetzt; und eine genau entsprechende Uberlegung lehrt, dals
jede Gleichung

(3d) -‘11U1'-L'A2U.*+A3U3+A-1U4=0

einen ganz bestimmten Punkt darstellt. Schreibt man die vorher ge-
fundene Gleichung (3b) in jeder der beiden Formen

VM Du+V,2u+ (V,3)uy+ (V,4)u,=0

1, 3) Uy + (L, 5)T, + (IIL, 5) Uy + (IV, 5)U, =0,
so erkennt man weiter, dals im ersten Falle die Koeffizienten a,, a,, ag, a,
in (3c) den Abstinden der dargestellten Ebene V von den Ecken, im
zweiten Falle, dals die Koeffizienten A4,, 4,, 4,, A, in (3d) den Ab-
stinden des dargestellten Punktes 5 von den Seiten des Fundamental-
tetraeders proportional sind.

So sind speziell

4) th=0, =0, u=0, u,=0
die Gleichungen der vier Koordinatenebenen I, II, III, IV in Punkt-
koordinaten, withrend

(4a) B=0, =0, Um0, Tj=0
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§ 2. Die lineare Gleichung zwischen den homogenen Koordinaten eines Punktes, 9237

die Gleichungen der vier Eckpunkte 1, 2, 3, 4 in Ebenenkoordinaten
darstellen.

Die Gleichung (1) liefert uns nunmehr in einfacher Weise die
identische Relation, welche zwischen den homogenen Koordinaten eines
beliebigen Punktes besteht. Lifst man niéimlich jetzt die Ebene V
ins Unendliche riicken, und beachtet dabei, dafls sich alsdann die vier
Quotienten V1) (V.2) (V.3) (V.4

V5 V5 5 (V.9

dem gemeinsamen Werte eins nihern, wo auch der Punkt 5 im End-
lichen liegen moge, so geht die Gleichung (1) in die einfachere iiber

(5) Uy + Ug + Uy + Uy, =1,
und dieses ist die gesuchte Identitiit.

Dieselbe Relation kann auch direkt aus der Entwickelung der
identisch verschwindenden Determinante

P2 E IS (s | o
5 S N [ S |
| @y, Ty, Ty, Ty T
i:f)"n Yoy Ysy Yo Y5 :
| %15 %35 %3y B4y %5 |
nach den Elementen der ersten Zeile hergeleitet werden. Hierdurch
ergibt sich nimlich die Gleichung

(2, 3,4, O)= (1; 3,4, 5) +(1:2:4: 5) “(112)31 5)']' (1r2: 3: 4)20

und diese geht in die soeben gefundene Identitit iiber, wenn man sie
in der Form schreibt

(=11

5,2,8,4 1,5,3, 4 2, 5,4) , (1,9,8,8

G ErRetasTetaietaae=L
Geometrisch sagt dieselbe aus, dals die algebraische Summe der Volum-
zahlen derjenigen vier Tetraeder, deren gemeinsame Spitze im Punkte 5
liegt, und deren Grundflichen die vier Seitenflichen des Fundamental-
tetraeders sind, gleich der Volumzahl des letzteren ist. Dieser Satz ist
unmittelbar evident, sobald der Punkt 5 innerhalb des HFundamental-
tetraeders angenommen wird, da dann diese Inhaltszahlen dem sechs-
fachen positiven Volumen jener vier Tetraeder gleich sind; aber auch
im allgemeinen Falle wird er selbstverstindlich, wenn man beachtet,
dafs, falls z B. der Punkt 5 die Fundamentalebene (2, 3, 4) iiber-
schreitet, die zugehdrige Inhaltszahl (5, 2, 3, 4) das negativ genommene
sechsfache Volumen des betreffenden Tetraeders darstellt.
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238 Vierzehnte Vorlesung.

Weniger einfach gestaltet sich die Herleitung der identischen
Relation fir die Koordinaten (U, U,, U, U,) einer Ebene; dieselbe
kann auch nicht linear sein, da ja durch die Werte von drei Koordi-
naten die vierte nicht eindeutig bestimmt ist.

Um diese zweite Relation herzuleiten, betrachten wir die Ebene V,
also auch ihre homogenen Koordinaten (U, U,, U, U,) als gegeben,
und gehen aus von den beiden aus (3a) sich ergebenden Gleichungen,
welche den Abstand zweier ganz beliebiger Punkte 5 und 6 von jener
Ebene ausdriicken

1,5 U,+ (10, 5) U,+ (111, 5) U; + (V, 5) U,= (V, b)
{, 6) U, + (1L, 6) U, + (1L, 6) U + (1V, 6) U,= (V, 6);
aus ihnen ergibt sich durch Subtraktion
6) (d,5)—(1,6) 0, + (I, 5) — (1, 6)) T, + (I, 5)— (111, 6)) T,
+ ((IV, 5) — (IV, 6)) U,= (V, ) — (V, 6).

VI Ist nun VI eine Ebene, welche auf der
/ Geraden D, 6 senkrecht steht, so sind
/ die in diesen Gleichungen auftretenden

Differenzen den Kosinus der Neigungs-
7 winkel von VI mit den Ebenen I, IT, IIL IV, V
/ proportional. In der Tat lehrt ein Blick
A = auf die nebenstehende Figur, dafs fiir jede
K e beliebige Lage der Ebene V die Gleichung
Fig. 11.
besteht

(6a) (V, 5) — (V, 8) = B, 6 cos (V, VI).
Hier bedeutet 5,6 den absoluten Wert der Entfernung der beiden
iiberstrichenen Punkte, und unter (V, VI) soll ein fiir allemal der
innere Winkel jener beiden Ebenen, d.h. derjenige verstanden werden,
welcher von der positiven Seite der einen und der negativen der
anderen Ebene gebildet wird. Damit die Gleichung (6a) bei dieser
Festsetzung auch dem Vorzeichen nach bestehe, ist die positive Seite
von VI passend zu wihlen. Ist dies geschehen, und beachtet man
alsdann, dafls die beiden Seiten jener Gleichung bei einer Drehung der
Ebene V gleichzeitig durch Null hindurchgehend ihr Zeichen wechseln,
so erkennt man, dals jene Gleichung bestehen bleibt, wenn man die
Ebene V mit einer der vier Tetraederebenen so zusammenfallen lifst,
dafs ihre positiven Seiten iibereinstimmen. Ersetzt man also in (6) die

Differenzen

1, 5) —(, 6), (I, 5) — (II, 6), (Ill, 5) — (IIL, 6), (IV,5) — (IV, 6),
(V,5)—(V, 6)
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§ 2. Die quadratische Gleichung zwischen den homogenen Ebenenkoordinaten. 939

durch die ihnen proportionalen Kosinus
cos (I, VI), eos(Il, VI), ecos(III, VI), cos(IV, VI), cos(V, VI),
so geht diese Gleichung iiber in die folgende
(1) Uyeos(, VI) + T, cos (II, VI) 4 T, cos (III, VI) 4 U, cos (IV, VI)
= cos (V, VD).

Diese Gleichung besteht fiir jede Ebene V= (U,, U,, U,, U,) und eine
ganz beliebige Ebene VI, da diese nur senkrecht zu der beliebigen Ge-
raden 5, 6 angenommen wurde; sie ist ferner erfiillt, wie auch die
positive Seite der Ebene VI gewiihlt sein moge, da ihre beiden Seiten
zugleich das entgegengesetste Vorzeichen annehmen, wenn die positive
Seite von VI mit der negativen vertauscht wird.

Bezeichnet man also die vier Tetraederebenen wie auf S. 235 durch

P1s P2 P35, ¢4 und die ganz willkiirlich angenommenen Ebenen V und VI
mit 9 und z, so geht die Gleichung (7) iiber in

(8) U-l cos(‘pl ’ Z) 5 o UE cos (’«Pg; x) + USGDS(QJS, x) 3 U;COS (‘P-ir 1) =Cos (#’J Z)}

wo U, U, Uy, U, die Koordinaten der Ebene ¢ sind.

Aus dieser Gleichung, welche fiir jede Lage der Ebene gilt,
kann die gesuchte Relation zwischen den homogenen Koordinaten
(U, Uy, U, U)) einer beliebigen Ebene p mit Leichtigkeit abgeleitet
werden. Lilst man nimlich die beliebig zu wihlende Ebene y suc-
cessive mit ¢ und dann mit jeder der vier Tetraederebenen ¢, @, ¢, @,
zusammenfallen, so erhiilt man die fiinf Gleichungen

Uy cos (g, ¥) + U, cos (¢,, ¥) + U cos (95, ¥) + Ugcos (@, ¢) =1
c0s (¢, ¥) = U cos (¢, 9:) + U cos (9y, 9:) + Uy cos (g5, 9))

+ U, cos (g, @) (1=1,2,3,4),
und wenn man die Werte der cos (¢;, 1) in die erste dieser Gleichungen
einsetzt, so ergibt sich die gesuchte Relation in der folgenden Form
9 2 U; Uy cos (g, gp) = 1.

Die linke Seite dieser identischen Relation ist eine quadratische Form

der Koordinaten (U, U,, Uy, U,) einer Ebene v, deren Koeffizienten-

system
¥ 1, cos (p;, ®;), cos (@, @;), cos(qp,, @)

cos (s, @), 1, cos (gs, @5), cos(ps, @)
cos (@3, @), cos(@;, @y), 1, cos (@3, @)
cos (@y, @), cos(@,, @,), cos (94, 95), 1

aus den Kosinus der sechs Neigungswinkel der Seitenflichen des
Fundamentaltetraeders besteht. Diese Relation findet sich niemals in
den dlteren Lehrbiichern der analytischen Geometrie.

(cos (s, @) =
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Die fiir die Ebenenkoordinaten bestehende Relation (9) lifst sich
noch auf eine andere Form bringen. Zu diesem Zwecke betrachten
wir dieselbe fiir eine Ebene o', welche parallel zu ¥ durch den Punkt 1
gelegt ist und deren Koordinaten U/, U,, U;, U, sein mégen. Dann
bestehen nach (9) auf S. 235 die drei Gleichungen

(Ui = U) g, = (U — U) 9 (i=3,3,4)
und da U; nach der Voraussetzung gleich Null ist, so ergibt sich
(10) o Ul=Uep,— Ug;, U=0 (i=2,3,4).
Multipliziert man also die fiir die Koordinaten von ¢' bestehende Relation

1=2U] U/ cos(p, @, (i, k=2,3,4)

mit ¢? und ersetzt die Grifsen ¢, U/, ¢, U;, ¢, U, ¢, U/ durch ihre
in (10) gefundenen Werte, so ergibt sich

(108) ¢} =" (Uigs— U,9)(Usg, — Uy s) cos (9, 9s)-
i,k=235,4

Wendet man diese Gleichung speziell an auf die erste Tetraederebene,
fiir welche oL G W IS R
sind, so erhilt man die Identitit

91 = @5 + 2995 03 (92, 93) + 93+ 2929, cos (92, 94)
+ 259, cos (@3, @) + 93,
und sie gibt den Inhalt einer Tetraederfliche ¢,, dargestellt durch die
drei anderen und deren Neigungswinkel gegeneinander.

Vermittelst der hier gefundenen identischen Relation zwischen den
Koordinaten (U,, U,, U;, U,) kann nunmehr, wie leicht ersichtlich,
die Gleichung einer Fliche in Ebenenkoordinaten

F(Uy, U,y Uy, U)=0
homogen gemacht werden. Wir wollen als Beispiel die Gleichung
einer Kugelfliiche angeben, deren Mittelpunkt die Koordinaten (u,, uy, ug, u,)
hat, und deren Radius gleich R ist. Dann ist nach (3) auf S. 235 die

Gleichung aller Tangentialebenen der Kugel, d. h. die Gleichung jener
Kugel selbst die folgende

hyuy Uy + by uy Uy + g ug Uy + hyu, U= R,
denn ihr geniigen alle und nur die Ebenen, deren senkrechte Ent-
fernung von dem Punkte (u,, 4y, 4y, u,) gleich R ist. Um sie homogen

zu machen, erheben wir sie ins Quadrat und ersetzen ihre rechte Seite
mit Beniitzung von (9) durch den mit ihr tibereinstimmenden Ausdruck
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§ 3. Das Tetraedervolumen in homogenen Punktkoordinaten. 241

R3 (Z U, Uy cos (g;, qa;))
und hierdurch erhalten wir die Gleichung der Kugel in der homo-
Form
D Z(k,-hku(-u& — R?cos (gi, ¢r)) U; U= 0.

§ 3.

Um das Volumen eines Tetraeders durch die homogenen Koordinaten
seiner Eckpunkte auszudriicken, schicken wir die folgenden einfachen
Bemerkungen voraus. Es seien

5.6, 7,8 wad 'V, VI, Vil Vil
vier beliebige Punkte und vier beliebige Ebenen; dann soll der Kiirze

wegen die aus den 16 Abstinden der vier Punkte 5, 6, 7, 8 von den
V, VI, VII, VIII

vier Ebenen gebildete Determinante mit 5 6 1 3 bezeicknet
werden, so dafs also Tz ’
Nl Nl e NS
1) Y, NI, ViI, YEI l Vi,5, VI8, VI,7, VI8
b, 6, 7, 8 VII,5; VII,6, VII,7, VII, 8

VIII, 5, VIII, 6, VIII, 7, VIIIL, 8

ist. Sind dann zuniichst jene vier Punkte die Ecken des aus den vier
Ebenen gebildeten Tetraeders, so reduziert sich die Determinante aunf
das Produkt ihrer Diagonalglieder, und man erhilt in diesem Falle

a) |3 7 s | =V 5)(VL 6)(VIL 7)(VIL 8).

Es seien nun wie vorher 1, 2, 3, 4 die Ecken und I, II, III, IV die
gegeniiberliegenden Seiten des Fundamentaltetraeders, so ist nach (1a)

11, 10, III, IV
.2, 8, 4

Ferner seien 5, 6, 7, 8 vier beliechige Punkte und

(1h) | =@, na, 2, 5av, 4.

Uyy  Ugy Ugy Uy

r r I
Uy, 'Efrg, Ugy, Uy
w,, %/, w, 4

(L T ey || |
Uy 'y Ug, Ug , Uy

ihre homogenen Koordinaten; wir bilden nun die Determinante
@ L0 0 =
|4, ud, o) | (1=0,1,2,3)
Kronecker, Determinanten. 16
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242 Vierzehnte Vorlesung.

ihrer Koordinaten, wobei der Gleichmilsigkeit wegen durch den oberen
Index ¢ =0 die Koordinaten des ersten Punktes bezeichnet werden;
ersetzen wir dann die Koordinaten durch ihre Ausdriicke in (3) auf
S. 232 und setzen die gemeinsamen Nenmer der Kolonnen in den

Nenner, so ergibt sich

1 EREH G 1 i 9
5,6, 7, 8 |

(@ 1) (1, 2) (L, 3) IV, 4

@ @ 0 0
|“1! Ug'y Uy Uy |=

oder mit Beniitzung von (1b)

|1, I, I, IV | Uy, Ugy Ug, Uy
. syl o o |

1, 3L, A0 IV\ Uyy Ug, Ug, U,

L il 4 ;u, ‘if,;", ‘!t-;", “‘;u

Bedeuten ferner V, VI, VII, VIII vier beliebige Ebenen im Raume,
deren homogene Koordinaten beziehlich

U, U, U, U,
U, U, U, U
Ulrrl' UEHJ' U'S"’ U;'
Lrlr r, U—::u, [}rsm, U;”

sind, so ergibt sich unter Benutzung von (7) auf S. 234 genau ebenso
die Gleichung

V, VI, VII, VIII | U, Uy, Uy, U

1, 2, 8, 4 | v, 0, U, U,
(28) eI S, O U B

:1‘ g2, 8, 4| ‘Ulm’ U;n’ Uﬂm, U;H

Bildet man nun nach dem Multiplikationssatze das Produkt der beiden
Determinanten

Yol W2 V.8, W, 4
Vi, 1, VL2, VL8, VL &| |ty 8, uf,u
VI, 1, VI, 2, VI, 3, VIL, 4| |t ts, %, ts |

viII, 1, Vi, 2, VIII, 3, VI, 4‘ %,, Ui, w), ul'

Vv, VI, VII, VIIL |,
5.6, %, 8 F

t [ It
Ugy Uy, Uy Uy

so wird dasselbe bei Beachtung von (3a) auf S. 236 gleich

also ergibt sich zundchst die Gleichung

Vv, VI, VII, VII ‘
8

|5, 6, 1,
(3) |“1! Uy, Uy Uy | = V, V1, VI, VII

[ By By i

’
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§ 8. Das Tetraedervolumen in homogenen Punktkoordinaten. 243

wenn man jetzt die links stehende Determinante durch ihren Wert aus (2)
ersetzt, so kann diese Gleichung folgendermalsen geschrieben werden

a4 |1 1L 1L, IV| |V, VI, VIL, VII| _|L, 11, I, IV| |V, VI, VII, VIIL
Gailse s, alli'e s '« "398, &5 6, 1, 8
oder wie man auch schreiben kann

{701 0 IV‘ Vv, VI, VII, VIII
: D8 T 8 b, 6, T 8 |
Bb) T IV = VOV VI var) = | st .

!!, 2, 3,4‘ 1, 2, 8, 4|

Nimmt man in (3a) wiederum 5, 6, 7, 8 als die Durchschnittspunkte
der Ebenen V, VI, VII, VIII an, und beachtet, dafs die analoge Vor-
aussetzung fiir die Punkte 1, 2, 3, 4 und die Ebenen I, II, III, IV gilt,
so erhilt man den speziellen Satz:
Sind 1, 2, 3, 4 bezw. 5, 6, T, 8 die Ecken und I, II, ITI, IV
bezw. V, VI, VII, VIII die Seitenflichen zweier beliebigen
Tetraeder im Raume, so besteht die Gleichung

|1, 1L, I0I, IV| |V, VI, VII, VII|
(3¢) 15.8 7 81 {12 9" e
= (I, 1) (I, 2) (111, 3) (IV, 4) (V, 5) (V1 6) (VIL 7) (VIIL, 8).

Es seien nun V, VI, VII speziell drei beliebige aufeinander senk-
recht stehende Ebenen, welche wir als Koordinatenebenen eines recht-
winkligen Systemes auffassen wollen. Sind dann

(@15 915 21); (22 Y25 23), - - - (Ts, Ys» 2)

die Koordinaten der Punkte 1, 2, ... 8 in Bezug auf dieses System, so
sind dieselben einfach den entsprechenden senkrechten Abstinden der
betreffenden Punkte von jenen drei Ebenen gleich. Liifst man ferner
die Ebene VIII ins Unendliche riicken, und beachtet, dafs alsdann fiir
zwei beliebige im Endlichen liegende Punkte, das Verhiiltnis ihrer Ab-
stinde von jener Ebene sich der Grofse 1 niihert, so erkennt man, dals
der Quotient auf der rechten Seite von (3) den Wert erhilt

| %5y Ysv 20 1] _(5,86,1,8
@ v, 1) (1,2,3,9)
und aus (3) ergibt sich somit die merkwiirdige Gleichung
(5,6,17,8)
(4) |y, g, g, | = A, 5,5, 8

d. h. die aus den 16 homogenen Koordinaten von vier beliebigen
Punkten gebildete Determinante vierter Ordnung stellt das Verhiltnis
der Inhaltszahl des durch jene Punkte bestimmten Tetraeders zu der
des Fundamentaltetraeders dar.

16*
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244 Vierzehnte Vorlesung.

Ersetzt man die Determinante |u,, u, ug, u,| durch den ersten
von den Determinantenquotienten in (3b) und schreibt dann die Glei-
chung (4) in der Form

1, I, I, IV 1, I, I, IV
51 6! 7’ 8 Ak 1‘ 2 3‘ 4
(4a) G800 L e

so ist ihre rechte Seite von den Punkten 5, 6, 7, 8 ganz unabhingig.
Schreibt man also dieselbe Relation fiir vier neue Punkte 5, 6', 7', 8/,
so ergibt sich unmittelbar die Gleichung

1 n I, w I, I, O, IV
7 G s Y
(5 s 7, 8) T AL T
oder auch
| I, IO, I, IV
6ING. w7 R 5, 6, 7, 8)
(4b) L. O MIV| &, 6.7.8)
lsr‘ ﬁ', 7!, 8!1

Die rechte Seite dieser Gleichung ist von der Wahl der Ebenen
I, II, TII, IV vollig unabhiingig. Schreibt man also dieselbe Gleichung
fiir vier andere Ebenen V, VI, VII, VIII, so ergibt sich die merk-
wiirdige Relation

I, I, IV Vv, VI, VI, VIII
n ‘5, B BN 1a & ot .8
(40) I I, 00, IV| |V, VI, VI, Vi |’
5, ¢, T, 8 5,6, 7, 8
oder auch
I, II, I, IV 1, I, I, IV
(4d) ‘5, 6, 7, 8 lﬁ" 6, 7, 8

IFV,_VI',_?H , Vil I I

V, VI, vO, vOI|
5,06, Ty 8 \

5!" 6’, 7', 8!‘
Diese Gleichungen (4c) und (4d) beweisen die folgenden sich
dual entsprechenden Sitze:

I. Das Verhiiltnis der Abstandsdeterminanten aus vier beliebigen
Ebenen (I, I, III, IV) von den Ecken zweier Tetraeder (5, 6, 7, 8)
und (5', 6, 7', 8") besitzt einen von der Lage jener vier Ebenen
unabhiingigen konstanten Wert.

IL Das Verhiiltnis der Abstandsdeterminanten aus vier beliebigen
Punkten (5, 6, 7, 8) von den acht Flichen zweier Tetraeder
(I, I, I, IV) und (V, VI, VII, VIII) besitzt einen von der
Lage der vier Punkte unabhiingigen konstanten Wert.

Dies sind die allgemeinsten derartigen Sitze iiber Tetraeder, und
zugleich das erste Beispiel von wirklichen Invarianten im Raume.
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§ 8. Das Tetraedervolumen in homogenen Ebenenkoordinaten. 245

Gerade in der analytischen Geometrie kann man wohl mit Recht
sagen, dafs das Auffinden von Invarianten der Weg zur wahren Er-
kenntnis ist.

Wie in der Formel (4a) die Inhaltsdeterminante (5, 6, 7, 8) eines
Tetraeders durch die Abstinde seiner vier Eckpunkte von vier festen
Ebenen I, II, ITI, IV dargestellt erscheint, so lilst sich dieselbe auch
durch die Abstinde seiner vier Seitenflichen von vier festen Punkten,
d. h. also auch durch deren Ebenenkoordinaten einfach ausdriicken.

Sind némlich w,, u,, u;, u, die Koordinaten eines beliebigen
Punktes 5, so kann die zweite Relation (3a) auf S. 236 unter Be-
niitzung der zwischen den Koordinaten des Punktes 5 bestehenden
identischen Relation (5) auf S. 237 folgendermalsen geschrieben werden
Uy (V, 1=V, 5) +uy(V,2—V,5) 4+ u(V,3—V, 5) +u,(V,4—V, 5)=0.
Fiigt man zu dieser Gleichung die entsprechenden fiir drei andere
Ebenen VI, VII, VIII hinzu, so erhilt man ein System von vier
homogenen linearen Gleichungen fiir die Koordinaten w,, w,, us, u, des
Punktes 5, deren Determinante notwendig verschwinden mulfs, da die w;
nicht zugleich den Wert Null haben kénnen; man erhdlt also die
Gleichung

v,1—- V,5, V2- V5 V,3- V5, V44— Vb
vl,1— V1,5, VI,2-— VL5, VI, 83— VI,5, VI,4— VI,5b
vii,1- VII,5, vi,2— VIil,5, VI,3-— VII,5, VII,4— VII,5
viII, 1—-VII1, 5, VI, 2 —VII, 5, VIII, 3 —VIII, 5, VIII, 4—VIII, 5
Es seien nun speziell V, VI, VII, VIII die Seitenflichen und 5, 6, 7, 8
beziehlich die gegeniiberliegenden Ecken des zu untersuchenden Te-
traeders. Dann fallen in jener Determinante die Subtrahenden der
zweiten, dritten und vierten Zeile fort, weil sich der Punkt 5 auf den
Ebenen VI, VII, VIII befindet. Entwickelt man also jene Determinante
jetzt nach ihrer ersten Zeile, so geht die Gleichung iiber in die folgende

D= (V: 5) ‘Du
in welcher D die Determinante
V; Vi, VII, VII
1, 258, 4

und D, diejenige Determinante bezeichnet, welche aus D entsteht,
wenn man in ihr die erste Horizontalreihe

v,1, ¥,2, V,8, V,4

= ().

durch die Reihe
i 1, B

http://rcin.org.pl



246 Vierzehnte Vorlesung.

ersetzt. Wenn nun D,;, D, D, analog definiert und die drei iibrigen
Eckpunkte des aus den Ebenen V, VI, VII, VIII gebildeten Tetraeders
durch die Ziffern 6, 7, 8 bezeichnet werden, so gelten also die vier
Relationen
() D=(V,5)-D,=(VL, 6)-D,= (VIL 7)- D, (VILL, 8). D,
Vertauscht man nun in (4a) die Punkte 1, 2, 3, 4 und 5, 6, 7, 8 und
zugleich die Ebenen I, II, III, IV und V, VI, VII, VIII, und ersetzt
N, VL VLT Ak
1,2 3, 4 durch D, so geht sie bei Be-
achtung der Gleichung (1a) auf S. 241 iiber in

D(,6,7,8)=(1, 2, 3, 4)-(V, 5)-(VI, 6)-(VL, 7)-(VILI, 8),
und aus (5) ergibt sich die gesuchte Gleichung

- D3
(6} (3, 6, 7, 8) =(1, 2, 3, 4)W?
in welcher die Determinanten D, D,, D,, D,, D, nur die 16 Abstiinde
der Ebenen V, VI, VII, VIII von den Punkten 1, 2, 3, 4 enthalten.
Die fiinf Determinanten D, D,, D,, D,, D, lassen sich auf eine

iibersichtlichere Form bringen, wenn man von einer Ecke des Fun-

damentaltetraeders z. B. vom Punkte 4 ausgehend, die drei anliegenden
Kanten desselben

dann die Determinante

(14) =z, (24)=y, (34)=¢
und die Abstinde derselben Ecke von den Ebenen V, VI, VII, VIII
V,d=p,, Vl,4=p,, VIi[,4=p,, VI, 4=p,
setzt. Nach . 238 gelten nimlich alsdann die Gleichungen
: {V,l—v,4=xcos(p1,x), V,2—V,4=yeos(p,, 9),
41, V,3 —V,4=2zcos(p,, 2),
sowie die analogen Gleichungen fiir die Ebenen VI, VII, VIIL. Sub-
trahiert man also in den fiinf Determinanten D, D,, ... D, jedesmal

die letzte Kolonne von den drei ersten und ersetzt die dann sich er-
gebenden Abstandsdifferenzen durch ihre Ausdriicke in (7), so ergibt sich

cos (py, %), cos (py,9), cos(py,2), Py
(8) D cos (P, ), cos(?ﬁsy)’ cos(fje:z): P -

TY 5 cos (pg, ), cos(ps,Yy), cos(Ps’z): Ds

cos (py, @), cos(py,y), cos(py,2), Py
und
D, dR

(8a) m=m—ﬂk (k=1,2,8,4).
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§ 3. Das Tetraedervolumen in homogenen Ebenenkoordinaten. 247

Hiernach nimmt unsere Gleichung (6) die Form an
= _ (1,338,484 B
®) 66,7 8)=eney REEE,
Hierbei ist zu bemerken, dafls die Determinantenausdriicke R; eine
einfache geometrische Bedeutung haben. Nach S. 225 ist z. B.

cos (py, z), cos(py,y), cos(py, 2)
R, = | cos (s, z), cos(ps,¥), cos(ps, 2) | = sin(z, y, 2) - sin (p, ps, Py,
| cos (P4, @), cos(py, ), cos(py, 2)
wo (z, y, ) die Ecke 4 ist und (p,, py, p,) die durch die Lote
(ps, Py, i) gebildete Ecke bedeutet. Da die drei letzten Linien aber
auf den Flichen VI, VII, VIII der Ecke 5 senkrecht stehen, so ist

sin (py, Py, py) = sin b’

wo 5' die zu 5 polare Ecke bedeutet. Da nun analoge Ausdriicke fiir
die iibrigen drei Determinanten bestehen, so ergibt sich
R, =sin(z,y,2)sin(5"), Ry=sin(z,y,2)sin(6"),... R,=sin(z,y,2)sin(8"),
und durch die Entwickelung von R nach der letzten Vertikalreihe er-
hélt man

R =sin (z, ¥, 2) (p, sin 5’ + p, sin 6" + pysin 7' 4 p, sin 8").
Beachtet man ferner, dals nach (3a) auf S. 223

1,2,3,4) .
aeneEy =@ Y 9

ist, so geht die gefundene Gleichung (9) iiber in
(5, 6, 7, 8) sin (5") sin (6") sin (7") sin (8")
= (pysin (') + p, sin (6') + pysin (7') + p, sin (8"))*.

In dieser Gestalt kann jene Gleichung unmittelbar verifiziert werden,
wenn man beachtet, dals infolge der Gleichung 6 V'= (5, 6, 7, 8) und
nﬂ.ch s. 227 (9) 1 (5‘ o 8)2

sin b' = —;
28 @ 9; 9,

ist, wenn mit g, g, ¢;, @ wieder die Seitenflichen das Tetraeders
b, 6, 7, 8 bezeichnet werden, und dafs analoge Gleichungen fiir die
anderen Eckensinus bestehen. Fiihrt man diese Ausdriicke ein und be-
achtet, dafs infolge der Gleichung u, + u, + w3+ u,=1

(10)

2]
D15+ PP+ DsPr + PPy =5 (5,6,7,8)

ist, so geht (10) in eine reine Identitit iiber.
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Die Zerlegung der ganzen Griifsen eines natiirlichen Rationalitiitsbereiches in ihre
irreduktiblen Faktoren. — Die natiirlichen Rationalitiitsbereiche (R, R/, ... RW). —
Die ganzen rationalen Funktionen. — Aufsuchung aller Teiler einer ganzen Grilse
des Bereiches (R, R',...R™). — Die Primteiler des Bereiches (R, R, ..). —
Jede ganze Grilse des Bereiches (R, ®’,...) kann auf eine einzige Weise in Prim-
faktoren zerlegt werden. — Teilerfremde Funktionen des Bereiches (), R',...).

&1,
Bei der speziellen Betrachtung von drei linearen Gleichungen
ax + by +ce+di=0 (i=1,2,38)

mit unbestimmten Koeffizienten (a;, b;, ¢;, d;) in der achten Vorlesung
hatten wir die Voraussetzung zu Grunde gelegt, dals ihre Lésungen
rationale ganzzahlige Funktionen der zwélf Gleichungskoeffizienten sind,
dafs also jede der drei Unbekannten ein Bruch von der Form
" @(a,b,ec,d)
Ll) O(a, b, c;, d)

i L

(1=1,2,3)

sei, dessen Zihler und Nenner ganze Funktionen der zwolf Grolsen
(@i, byy €, d;) mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Wir hatten dann
aber diese Briiche in ihrer reduzierten Form angenommen, d.h. vor-
ausgesetzt, dals etwa auftretende gemeinsame Faktoren ihrer Zihler
und Nenner durch einfaches Heben bereits beseitigt sind, dals also die
beiden Funktionen @ und @ in (1) weder Zahlen noch auch ganze
Funktionen von (a;, b;, ¢;, d;) als gemeinsame Teiler enthalten. Dieser
Voraussetzung liegt die bis jetzt noch unbewiesene Annahme zu Grunde,
dafs es moglich ist, den grifsten gemeinsamen Teiler jenes Zihlers
und Nenners aufzufinden, um ihn dann ebenso wie bei Zahlenbriichen
durch Heben zu beseitigen.

Da nun auch die allgemeine Theorie der linearen Gleichungen
und der Determinanten #'** Ordnung, zu der wir jetzt iibergehen, im
wesentlichen auf der arithmetischen Behandlung ganzer ganzzahliger
Funktionen von beliebig vielen Unbestimmten beruht, so will ich
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§ 1. Die Zerlegung der ganzen rationalen Funktionen in Primfaktoren. 949

diesem Hauptteile eine kurze Untersuchung jener Funktionen voraus-
schicken, obwohl sie eigentlich schon in der allgemeinen Arithmetik
durchgefiihrt werden sollte. Ich werde nur zeigen, dals man die
ganzen ganzzahligen Funktionen beliebig vieler Unbestimmten genau
ebenso behandeln kann, wie die ganzen Zahlen in der elementaren
Zahlentheorie, dals insbesondere jede solche Funktion auf eine und
auch nur auf eine Weise in ein Produkt von Primfunktionen zerlegt
werden kann, welche ihrerseits aulser der Einheit gar keinen Teiler
mehr enthalten.

Diese Eigenschaft ist in dem einfachsten Falle der ganzen Zahlen
aus dem Grunde leicht zu beweisen, weil man alle Divisoren einer
vorgelegten Zahl » durch eine endliche Anzahl von Versuchen stets
bestimmen kann. Da niimlich jeder Teiler ¢ von » kleiner als die
Zahl n sein mufs, so braucht man nur je zwei unterhalb » liegende
Zahlen miteinander zu multiplizieren und diejenigen unter diesen Pro-
dukten aufzusuchen, welche gleich # sind. Ist keines dieser Produkte
gleich n, so ist % unzerleghar oder eine Primzahl, und hieraus ergibt
sich leicht der Fundamentalsatz, dafs jede Zahl auf eine einzige Weise
in das Produkt von Primzahlen zerlegt werden kann*).

Dieses Verfahren lifst sich aber schon auf die ganzen ganzzahligen
rationalen Funktionen

(2) FR)=ay+a, R+ a, R+ + a,R"

von nur einer Variablen 3 nicht ohne weiteres iibertragen, weil in
diesem Gebiete der Begriff des Grilserseins verloren geht; das einzige,
was wir von vornherein wissen, ist, dafs der Grad eines Teilers D(R)
von F(R) niedriger sein muls, als der Grad jener ganzen Funktion
selbst. Da aber die Koeffizienten jener Teiler nur ganze Zahlen zu
sein brauchen, sonst aber a priori beliebig grofs sein konnen, so
erscheint die Anzahl derjenigen ganzen Funktionen D(R), welche als
Teiler von F(R) in Betracht kommen konnen, zuniichst unendlich
grofs. Allerdings miissen auch die Koeffizienten der Teiler bestimmten
Bedingungen geniigen; soll nimlich F'(R) das Produkt zweier ganzen
ganzzahligen Funktionen niederen Grades von R sein, so setzen wir
diese zuniichst mit unbestimmten Koeffizienten an, und erhalten so
eine Anzahl von ganzzahligen Gleichungen zur Bestimmung derselben,
deren ganzzahlige Lisungen eben die gesuchten Teiler liefern. Um
aber diese Methode auch in dem Falle mehrerer Variablen durch-
zufithren, bedarf man der Eliminationstheorie und der Theorie der

-

= e —_—
*) Vergl. L. Kronecker, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Band I, fiinfte Vor-
lesung.
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algebraischen Gleichungen, da es schliefslich immer darauf ankommt,
zu entscheiden, ob gewisse Gleichungen mit mehreren Unbekannten in
ganzen Zahlen losbar sind, oder nicht.

Der Grund davon, dafs das soeben angegebene Verfahren #ulserst
schwierig und umstiindlich ist, liegt einfach darin, dafls die in (2) zu
Grunde gelegte Entwickelung der Funktion F(R) nach den Potenzen
1, R, R, ... R" fiir unseren Zweck wenig geeignet ist; dagegen wird
die Bestimmung der Primteiler der ganzen ganzzahligen Funktionen,
wie gleich gezeigt werden soll, aufserordentlich einfach, wenn wir jene
Funktionen in einer anderen geeignet gewiihlten Weise darstellen.

Wir wollen diese Untersuchung gleich allgemein fiir ganze ganz-
zahlige Funktionen beliebig vieler Unbestimmten (%, %, ... R™) fithren
und schicken zu diesem Zwecke einige Definitionen voraus, welche
fiir das Folgende von Wichtigkeit sind.

§ 2.

Es seien R, R',... R™ (n 4 1) unbestimmte veriinderliche Gréfsen;
betrachten wir dann alle diejenigen Funktionen, welche aus ihnen
durch Zusammensetzung vermittelst der elementaren Operationen der
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division entstehen, so er-
halten wir einen in sich abgeschlossenen Bereich, welcher alle ratio-
nalen Funktionen dieser Variablen mit ganzzahligen Koeffizienten um-
fafst, und dessen Elemente sich durch die elementaren Rechnungs-
operationen wieder erzeugen; es soll dieser als der durch die Grofsen
(R, R’ ... R™) konstituierte Rationalititsbereich, oder kiirzer
als der Rationalititsbereich (R, R',... R™) bezeichnet werden.
Hierin ist auch der Fall mit inbegriffen, wo die Variablen i iiberhaupt
fehlen, d. h. der Fall, in welchem der Rationalititsbereich derjenige
der rationalen Zahlen ist; dieser soll der ,absolute® Rationalitits-
bereich genannt und durch (1) bezeichnet werden.

Betrachten wir spezieller diejenigen Elemente des Rationalitits-
bereiches (R, R, ... R™), welche aus diesen Grofsen nur durch die
drei elementaren Rechenoperationen der Addition, der Subtraktion und
der Multiplikation hervorgehen, so erhalten wir einen Teilbereich dieses
Rationalitiitsbereiches, welcher aus allen und nur den ganzen ganz-
zahligen Funktionen jener Grifsen besteht. Er soll der durch
(R, R, ... R™) konstituierte Integrititsbereich genannt, und durch
[R, R, ... R™] bezeichnet werden. In dem einfachsten Falle, wo die
Variablen R fehlen, umfalst der zugehdrige Integrititsbereich [1] offen-
bar alle und nur die positiven und negativen ganzen Zahlen und die Null.
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Ebenso nun wie in diesem einfachsten Falle alle rationalen Zahlen
als Quotienten ganzer Zahlen dargestellt werden konnen, erhilt man
fiir jede Grofse des Rationalititsbereiches (R, R',... R™) die folgende

Darstellung o, R, ... RO

oGk, R',... %)’
wo Zihler und Nenner ganze ganzzahlige Funktionen von (R, R/,... R™),
d. h. ganze Grofsen des Rationalitiitsbereiches sind. Man braucht daher
nur die ganzen Grofsen dieses Rationalititsbereiches weiter zu unter-
suchen.

Mit der Fixierung des Rationalititsbereiches wird die Frage nach
der Zerlegbarkeit der ganzen Funktionen @ (R, R',... R"™) desselben
zu einer vollig bestimmten, insofern dabei verlangt wird, dafs auch
die Faktoren von @ ebendemselben Bereiche angehéren sollen. In
diesem Sinne soll nun stets eine ganze Grifse unseres Bereiches
schlechthin als irreduktibel, unzerlegbar oder als Primfunktion
bezeichnet werden, wenn sie keine ebensolche ganze Funktion desselben
Bereiches, d.h. weder eine ganze Zahl, noch eine ganze ganzzahlige
Funktion unseres Bereiches als Faktor enthiilt.

In dem einfachsten Bereiche [1] der gew&hnlichen ganzen Zahlen
besteht nun der Fundamentalsatz, dafs jede ganze Zahl m auf eine
einzige Weise als ein Produkt von gleichen oder verschiedenen Prim-
faktoren dargestellt werden kann, d. h. dafs stets eine Gleichung

— ph pt 3
m=pppp...ph

besteht, wo p,, py,...p, nicht weiter zerlegbare oder Primzahlen be-
deuten, welche man, wie bereits erwiihnt, durch eine endliche Anzahl
von Versuchen bestimmen kann.

Wortlich derselbe Satz besteht nun auch fiir die ganzen rationalen
Funktionen von beliebig vielen Variablen. Wir wollen den Beweis fiir
diese wichtige Tatsache, welche die Grundlage fiir die ganze Theorie
der rationalen Funktionen mehrerer Variablen und speziell fiir die
Determinantentheorie bildet, induktiv in der Weise fiihren, dafs sie als
wahr und bekannt fiir alle ganzen ganzzahligen Funktionen eines Be-
reiches [R', RN, ... R™] von nur n Variablen angenommen wird; und
wir wollen dann beweisen, dafs dasselbe fiir den Bereich [); R', R",... R"™]
gilt, welches noch eine Variable @ mehr enthiilt. Da unser Satz
nimlich fiir den Bereich [1] der ganzen rationalen Zahlen gilt, so
folgt hiernach seine Richtigkeit auch fiir Funktionen von einer,
zwei, ... Verinderlichen, d. h. er ist auch in dem allgemeinsten
Falle bewiesen.

http://rcin.org.pl



252 Fiinfzehnte Vorlesung.

§ 3.

Es seien also R, R",...R™ n Variable und [R', R",... ®™]
oder kiirzer geschrieben [R'’] der durch sie konstituierte Integritits-
bereich. Es sei dann M irgend eine Grifse desselben, d.h. eine be-
liebige ganze ganzzahlige Funktion dieser n Variablen, so wollen wir
annehmen, dals wir bereits den folgenden Satz bewiesen haben:

Jede Grofse M des Integritiitshereiches [R] kann auf
eine und nur auf eine Weise in der Form

M=+ PPP...P»

dargestellt werden, wo P, P,, ... P, voneinander verschiedene
unzerleghare oder Primfunktionen desselben Bereiches bedeuten;
und zwar gibt es ein endliches Verfahren, um die Primfaktoren
einer beliebigen Funktion M zu bestimmen.

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich aus diesem Satze:

Jede Grofse M des Bereiches [R”] besitzt nur eine end-
liche Anzahl von Divisoren

1 2 i)
_Dl ), _D( )’___D( :

sie werden aus der obigen Dekomposition von M in Prim-
faktoren unmittelbar durch alle moglichen Zusammenfassungen
der Primfaktoren von M erhalten.

Wir betrachten jetzt die ganzen Grilsen des grifseren Bereiches
[R; R, R", ... 7"

oder kiirzer geschrieben, des Bereiches [R; R'”] und denken sie uns
stets in der Form geschrieben

F(R)=4,R"+ 4, R" 7"+ 4 4a,

wo die Koeffizienten A4, 4,,... 4,, ganze Grifsen des Bereiches [RY]
bedeuten. Die Zahl m, der Grad von F(R) in Bezug auf R soll kurz
als der Grad von F(R) bezeichnet werden.

Wir kionnen und wollen zuniichst voraussetzen, dals die Koeffizienten
Ay, Ay, ... A, keinen allen gemeinsamen Primteiler P des Bereiches
[R¥] besitzen; denn hitten sie einen solchen, so kinnten wir ihn
nach der oben gemachten Voraussetzung bestimmen und ihn dann
durch einfache Division entfernen.

Angenommen nun, es sei F'(R) das Produkt zweier ganzen ganz-
zahligen Funktionen
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(1) FR)=o®) P®)

und diese seien von den Graden y und », so miissen die letateren
Zahlen sicher beide von Null verschieden sein, weil F'(R) nach der Vor-
aussetzung keinen Primteiler des Bereiches [R] besitzt, der ja dann

in allen Koeffizienten 4,, 4,,... 4,, enthalten sein miifste. Da aber
ferner die Summe g + v=m ist, so muls eine dieser beiden Grad-

zahlen, etwa p, notwendig kleiner oder gleich ?;1 sein. Ist also die
Funktion F'(R) tiberhaupt zerlegbar, so hat sie unbedingt einen Teiler
@(N), dessen Grad hochstens gleich 3;1 oder ? ist, je nachdem m

gerade oder ungerade ist. Den Komplementirteiler 2'(%R) von @ (%)
findet man weiter durch einfache Division von F(R) durch @(R);
die Untersuchung braucht sich demnach nur auf alle diejenigen Fak-
toren @(R) von F(R) zu erstrecken, deren Grad die oben genannte
Grenze nicht iibersteigt.

Wir haben so nachgewiesen, dals der Grad der unbekannten
Teiler @(R) nur eine endliche Reihe von Werten durchlaufen kann;
von den Koeffizienten jener Funktionen wissen wir nur, dals sie
irgendwelche Grifsen des Bereiches [R’] sind; die Losung unseres
Problemes ist somit noch keineswegs auf eine begrenzte Anzahl von
Versuchen zuriickgefiihrt.

Hierzu gelangen wir erst durch die folgende naheliegende Uber-
legung. Ersetzt man in (1) die Variable it durch eine beliebige ganze
Zahl 7, so ist wegen der Gleichung

F(r)= @) ¥()

®@(r) eine ganze Grifse des Bereiches [R”], welche einer der Teiler
der Grolse F'(r) desselben Bereiches ist. Da aber F'(r) nach dem oben
angegebenen Korollare nur eine endliche Anzahl von Divisoren besitzt,
so ist @(r) auf eine bestimmte endliche Anzahl von Werten beschrinkt.
Hierauf beruht nun ein theoretisch sehr einfaches Verfahren, um zu
entscheiden, ob eine Funktion F (%) einen Teiler von gegebenem
Grade p enthilt, und um diese Divisoren, falls sie existieren, simtlich
anzugeben.

Es seien nimlich

Foy Typove T

irgend welche g + 1 voneinander verschiedene ganze Zahlen und
F(ro), F(r), .- F(ra)

die Werte, welche F'(R) fiir jene (u -+ 1) Werte von R annimmt.
Dieselben sind siimtlich ganze Grifsen des Bereiches [R®], konnen
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also nach der Voraussetzung in ihre Primfaktoren zerlegt werden, und
man kann daher auch fiir jede dieser Grofsen F'(r,) alle ihre von-
einander verschiedenen Teiler vollstindig hinschreiben. Es seien nun

(1) (2) (40)
DY, D®, ... D

(1) @) (4))
D®, DY, ... D

'D.l(‘”: Df)r AEETa -D!(f'u)

die einzelnen Divisoren bezw. von F'(r,), F(r,),... F(r,), so muls,
soll @(R) ein Teiler von F(R) sein, @(r,) gleich einer der ganzen
Grofsen DY, ... D™ sein; @(r,) kann also iiberhaupt nur einen unter
diesen 1, vollig bestimmten Werten haben. Kennt man nun die
Werte @(r,), die eine ganze Funktion p'*" Grades @ (R) fiir irgend
welche pu 4+ 1 Werte ihres Argumentes annimmt, so kann man aus
ihnen bekanntlich @ (%) selbst berechnen; jene Funktion ist néimlich
nach der Lagrangeschen Interpolationsformel unmittelbar durch die
Gleichung gegeben
,,.
D(R) = D(r)-
F=o0
Man bekommt also. den Komplex aller Funktionen @(%), welche
mdglicherweise in F'(N) enthalten sein kdnnen, dadurch, dals man in
der obigen Darstellung jede der Gréfsen @(r,) unabhiingig von den
anderen die Reihe D}”, ... D durchlaufen lifst und zugleich den
m—1
2

Unter diesen i,4,...4, Funktionen sind zunichst alle diejenigen
einfach fortzulassen, deren Koeffizienten nicht simtlich ganze Zahlen
sind, da ja alle Teiler von F'(R) ganze ganzzahlige Funktionen der
n 41 Variablen (R, R',... R"™) sein sollen. Von den dann noch
iibrigen Funktionen @(R) iiberzeugt man sich dann durch wirkliche
Ausfithrung der Division, welche unter ihnen die gesuchten Teiler
von F(R) sind; und damit ist erwiesen, dals die Bestimmung aller
Divisoren von F(R) in der Tat nur eine endliche Anzahl yon Opera-
tionen erfordert.

Es seien nun auf diesem Wege die simtlichen Teiler von F'(%)
bestimmt, und es sei 7, (N) derjenige Divisor, oder falls es mehrere
geben sollte, einer von den Teilern, deren Grad in Bezug auf i mog-
lichst klein ist. Ist dann

Tl(%) e Cogt‘u"l' Clm#-"l +"'+ C,uj

R—ry) ... @@= _J@R—r ). . GR—1) ]
re=70) - (=7 n) (=74 0) .- (=7

Grad p gleich -’;— bezw. annimmt.
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so ist jene Funktion 7}(%) selbst eine unzerlegbare oder Prim-
funktion des Bereiches [R; R'”] in dem Sinne, dafs sie keine von 1
oder von 7, (R) verschiedene ganze ganzzahlige Funktion von (%, R',...R™)
mehr enthalten kann; denn wire das der Fall, so miilste ja dieser
Teiler von niedrigerem Grade in R sein, und er wire aulserdem
offenbar auch in F'(R) enthalten, was mit der soeben iiber 7} () ge-
machten Voraussetzung im Widerspruche steht.
Ist nun 7, (N) eine solche Primfunktion und

F(R)=T1,(R) F, (),

so kann man nunmehr in derselben Weise einen Primteiler niedrigsten

Grades 7,() von Fi(R) bestimmen, so dals F;(R) = T,(R) F,(N),
also F(R) = T,(R) T,(R) F,(R)

ist. Da somit 7,(R) auch ein Primteiler von F(R) ist, so folgt zu-
nichst, dafs 7,(R) notwendig von gleichem oder héherem Grade als
T, (M) ist. Wir wenden nunmehr unsere Methode auf F,(R) an und
setzen dieses Verfahren so weit fort, bis einmal die iibrigbleibende
Funktion F,(R) selbst unzerlegbar ist. Dieser Fall mufls zuletzt ein-
treten, weil der Grad der ganzen Funktionen F(R), F;(R),... be-
stéindig abnimmt und offenbar nicht kleiner werden kann, als der des
ersten Faktors T, (R).

Fafst man endlich noch die gleichen Elemente 7'(R) zu Potenzen
zusammen, so gelangt man auf diesem Wege zu einer Darstellung der
urspriinglichen Funktion F'(R) durch ein Produkt

FR) = T,(R)" T,)" ... T,(R)",

womit die Zerlegbarkeit einer jeden Funktion F'(R) in Primfaktoren
bewiesen und zugleich ein endliches Verfahren zur Aufsuchung jener
Faktoren gefunden ist.

Sollte die Funktion F(R) in (1) entgegen der oben gemachten
Annahme noch einen von fi unabhingigen Teiler M besitzen, der dann
in allen Koeffizienten 4., 4,,... 4,, als gemeinsamer Faktor enthalten
wire, so kann man diesen nach der Voraussetzung finden und ihn
fiir sich in Primteiler zerlegen. Man erhilt so eine in jedem Falle
giiltige Zerlegung von F'(R) in Primfaktoren

FR)=PPP... PRT,(R)T(R™... LR,
in welcher P,, P,, ... P, Primteiler des Bereiches [%"],
T (R), T,(R), ... T(R)

Primteiler des Bereiches [R; %] bedeuten, welche auch die Variable R
enthalten.
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§ 4
Fiir die ganzen Grifsen eines beliebigen Rationalititsbereiches
behiilt nun auch der Fundamentalsatz Geltung, dals sie nur auf eine
Weise in Primfunktionen zerlegt werden kionnen. Wie bei dem Be-
reiche der ganzen Zahlen flielst auch hier diese Eigenschaft aus dem
grundlegenden Satze:

Ist das Produkt zweier ganzen Grifsen @ (R, R’,...) und
(R, R, ...) durch eine Primfunktion teilbar, so muls
mindestens einer der beiden Faktoren dieselbe enthalten.

Oder was dasselbe ist:

Ist das Produkt @ % durch einen Primfaktor teilbar, und
der Faktor @ enthilt denselben nicht, so ist dieser Primfaktor
notwendig in ¥ enthalten.

Auch hier nehmen wir an, dafls dieser Satz fiir den Rationalitits-
bereich (R, R”,... R"™) von nur n Variablen bewiesen sei, und dals
der aus diesem Satze unmittelbar folgende Beweis fiir die Eindeutigkeit
der Zerlegung aller Grofsen des Bereiches [R] in Primfaktoren eben-
falls bereits erbracht sei. Dann zeigen wir jetzt, dafs jener Satz auch
fiir den grofseren Bereich (R; R',...R"™) gilt. Dabei sondert sich
dieser Beweis in zwei Teile, je nachdem der Primfaktor dem Bereiche
[R] oder erst dem grofseren Bereiche [R; %] angehort.

1. Bs gehore die Primfunktion P(R', R", ... R™) zuerst dem
Bereiche [R”] von nur n Variablen an, wihrend ®(R) und
P(R) ganze Funktionen des grofseren Bereiches [R; R] sind.

Es sei also
D= D+ O,R+ RN+, T= T+ PR+ PR+,

wo die Koeffizienten @, und %, ganze Grifsen des Bereiches [R] sind;
dann mufs gemifs der Voraussetzung, dafs @ nicht durch P teilbar
ist, wenigstens eine der Griofsen @,, @,, ... diesen Primfaktor nicht
enthalten. Ist nun in der Reihe @, @, ... der Koeffizient @, der

erste, welcher P nicht enthilt, so ist, modulo Pq\betrachtet,
o(R) = o, R"+ @, R +... (mod P).

Nun sei anderseits von den Koeffizienten von % der erste, von dem
nicht bekannt ist, dafs er P enthilt, der Koeffizient %,; dann ist auch

=R+ B R+ (mod P).
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Dann ist, gemils der Voraussetzung, dals @ % durch P teilbar ist,
das gleiche fiir das ihm kongruente Produkt

(@nmk'i' ¢A+1m"+1+"')(wk%k+ lP‘Jk+1§]f"'k-l-l'|''") -0, z-p‘kﬁh+k+

) ('I'.a lJp‘Jtv+1 + %, ¢h+1) ER&+*+1+ s

der Fall; es ist also das Produkt @, P, ebenfalls durch jenen Prim-
faktor divisibel. Da nun nach der Voraussetzung @, den Divisor P
nicht enthiilt, so mufs der andere Faktor ¥, durch P teilbar sein, da
der zu beweisende Satz fiir die dem Bereiche (%', ... R") angehorigen
Grofsen P, ®,, P, als giiltig angenommen ist. Es miissen daher alle
Koeffizienten ¥, ¥, ... den Faktor P enthalten, d. h. die Grofse #(R)
ist selbst durch diesen Primfaktor teilbar, was zu beweisen war.

Ehe wir den zweiten Teil unseres Satzes beweisen, ziehen wir

aus dem soeben gefundenen Theoreme einige Folgerungen. Es sei
T(R) ein irreduktibler Divisor des Bereiches [R; ®‘] von n+ 1 Un-
bestimmten, d. h. eine solche Grilse, welche nicht in das Produkt
zweier ganzen Funktionen dieses Bereiches zerlegt werden kann.
Dann folgt zuniichst aus dem soeben gegebenen Beweise, dals 7'(R)
auch nicht gleich dem Produkte ganzer Funktionen von % sein kann,
deren Koeffizienten etwa rationale gebrochene Funktionen des Be-
reiches [R®] wiiren. In diesem Falle hitten wir nimlich fir 7'(R)
eine Darstellung von der Form
OR..)X®R...
T) = NG
wo @(R) und X (N) ganze Grifsen des Bereiches [I; R bedeuten,
withrend der Nenner N von R unabhiingig ist, und wo iiberdies alle
gemeinsamen Primfaktoren von N mit @ oder mit X bereits durch Heben
beseitigt sind, so dafs N weder mit @(R) noch auch mit X (R) einen
gemeinsamen Primfaktor besitzt. Enthielte dann N iiberhaupt noch
einen Primfaktor, so miilste dieser in dem Produkte ®@(R)X(3N), also
nach dem soeben bewiesenen Satze in mindestens einer jemer Grofsen
selbst enthalten sein; und da alle diese Faktoren bereits durch Heben
beseitigt sind, so ist zu erschliefsen, dals N =1, also da T(®R) im
Bereiche [R; R”] unzerlegbar ist, dals @(R)=1, XR)=T(RN)
sein mufs, womit unsere Behauptung erwiesen ist.

Bs sei nun ferner @ (M) eine Grifse des Bereiches [R; R, welche
nicht durch den Primfaktor 7'(:) desselben Bereiches teilbar ist, so

3

dafs also der Quotient g;,—g% eine gebrochene Funktion der (n-1)
Variablen R, R', ... R™ ist. Damn zeigt man ebenso, dals @(R)
Kronecker, Determinanten. 17
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auch nicht etwa als Funktion von $ allein betrachtet durch 7'(%R)
teilbar sein kann, d. h. dals jener Quotient nicht gleich einer ganzen
Funktion von 9 sein kann, deren Koeffizienten aber gebrochene

Funktionen der iibrigen Variablen (R',...R"™) sind. Wire nimlich

%’%‘% in R ganz, so bestinde eine Gleichung von der Form

B _ 60k, B',... %)
T N, R )

wo der Nenner N wieder von R unabhiingig ist, und wo iiberdies vor-
ausgesetzt werden kann, dafs alle gemeinsamen Primfaktoren von @
und N bereits durch Heben beseitigt sind, dafs also auf der rechten
Seite ® und N keinen gemeinsamen Primfaktor mehr besitzen. Ent-
hielte dann N iiberhaupt noch irgend einen Primfaktor P, so wiirde
sich aus der Gleichung

No@®) = 1(R) 0(R)

ergeben, dafs dieser Primfaktor von N in dem Produkte 7'- @, also
auch in mindestens einem seiner Faktoren enthalten ist; und da 7'(%R)
irreduktibel ist, und N und @ keinen gemeinsamen Primfaktor auflser
Eins haben, so mufs jeder Primfaktor von N, also auch IV selbst
gleich Eins sein.

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen beweisen wir den zweiten
Teil unseres Satzes, den wir jetzt folgendermalsen aussprechen:

2. Ist ein Produkt @(3)-#(N) zweier ganzen Funktionen durch
einen Primteiler 7'(R) teilbar, und der erste Faktor des Pro-
duktes enthiilt diesen Divisor nicht, so ist die zweite Funktion
P(R) notwendig durch 7'(R) teilbar.

Ist zuniichst @ (M) durch 7'(R) nicht teilbar, so kann der Quotient

i;g; auch nicht ganz in N allein sein, und ferner ist die Primfunk-
tion 7'(N) auch als Funktion von R allein betrachtet irreduktibel
und nicht als Faktor in @ enthalten. L

Um nun zu beweisen, dafs dann 7'(R) notwendig in ¥(R) ent-
halten ist, betrachten wir zuniichst @(R) und 7'(N) als Funktionen
von R allein, und ermitteln nach dem von Gaufs auf Funktionen an-
gewendeten Fuklidischen Verfahren ihren grofsten gemeinsamen Teiler.
Zu diesem Zwecke dividieren wir @(R) durch 7'(R) und erhalten so
einen Quotienten H(N) und einen Rest — G, (R), welcher in R von
niedrigerem Grade ist als 7'(R); wir erhalten so eine Gleichung

(R) — HR) T(R) + 6,(R) =
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Dividieren wir nun 7'(%) durch G,(R) und fahren in derselben Weise
fort, so mufs die Entwickelung zuletzt einmal abbrechen, und wir er-
halten schliefslich eine Kette von Gleichungen.

O —H T +6=0
T —H. G . 4+G=g

Gr—?‘— Hv—l Gv-—-l + Gv= 0

G,...—H, G, = 0.
Hierbei sind die Funktionen bei der Division nur als von R abhiingig
betrachtet; dieselben sind also ganze Funktionen von 9, wiithrend ihre
Koeffizienten rationale gebrochene Funktionen von R', R", ... K™
sind. Dann muls die letzte Funktion G, notwendig von R unabhiingig
sein, denn aus jenen Gleichungen geht hervor, dafs &, ein Teiler von
allen Funktionen G,_;, Gy_s,... G,, T, @ ist. Wire also G, nicht
unabhiingig von R, so miilste diese Funktion als Teiler der Primfunk-
tion 7'(R) notwendig gleich 7'(N) sein, es wire dann also gegen die
Voraussetzung 7' in @ enthalten. Aus der Auflosung der vorletzten
und der drittletzten Gleichung nach @, und G,_, ergibt sich aber

G,. E— Hv—l Gr—i = Gr—&

G,-_;= .H,-_g G,-_g T Gr_s;
es ist also @, eine lineare homogene Funktion von G,_; und @,_s,
und (,—; eine solche von G,_; und G,_s; also ist auch &, eine
solche von @,_,, G,—3; und durch analoges Weiterschliefsen ergibt
sich, dals @, eine homogene lineare Funktion von je zwei aufeinander-
folgenden Funktionen der Reihe G,_, ... Gy, T, @, also auch von 7'
und @ ist, deren Koeffizienten ganze Funktionen von R mit rationalen
Funktionen von R',... R™ als Koeffizienten sind. Es besteht also

eine Gleichung Q-+ TR=—G,,
B P
oder durch Division mit der Funktion G,
®Q,+ TR =1,

in welcher @, und R, ganze Funktionen von R bedeuten, deren
Koeffizienten rationale Funktionen von R',... R™ sind.

Multipliziert man nun diese Gleichung mit %, so ist in der
Gleichun

g (OP)Q,+ TWR =

die linke Seite, als Funktion von R allein betrachtet, durch 7 teilbar,
weil nach unserer Voraussetzung dasselbe fiir das Produkt @ @ gilt;
17°
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das gleiche gilt also auch von der rechten Seite, d.h. es ist der Quotient

%r,- eine ganze Funktion von N, deren Koeffizienten allerdings noch

gebrochene Funktionen von 9N, ... R™ sein kénnten. Nach der im
Eingange dieses Abschnittes gemachten Bemerkung mufs dann aber
jener Quotient auch in R', N", ... ganz sein, d. h. es muls in der Tat,
wie es bewiesen werden sollte, die mit %' bezeichnete ganze Grifse
des Bereiches (R, R/, ... R™) durch die demselben Bereiche angehorige
irreduktible ganze Grolse 7' teilbar sein.

§ b.

Mit Hilfe des im vorigen Abschnitte bewiesenen Satzes kann nun-
mehr leicht gezeigt werden:

dafs jede ganze Grifse @ (R, R,... R™) des Bereiches (R, N, ...)
auf eine und nur auf eine Weise in Primfaktoren desselben Be-
reiches zerlegt werden kann.

Ist nimlich die Grifse @ iiberhaupt zerlegbar, so kann sie durch
die Anwendung der im § 3 auseinandergesetzten Methode in zwei
Faktoren F'-F, zerfillt werden. Behandelt man dann jede dieser
Funktionen ebenso wie vorher, und fihrt so fort, so mufs man
zuletzt nach einer endlichen Anzahl von Zerlegungen zu lauter un-
zerlegbaren Faktoren gelangen, weil bei jedem weiteren Schritte ent-
weder der Grad der Funktion in Bezug auf mindestens eine der Un-
bestimmten verkleinert wird, oder, falls die Faktoren ganze Zahlen sein
sollten, diese ihrer Grifse nach verringert werden. So ergibt sich also
jede Grilse @ als ein Produkt von Primfunktionen des Bereiches.

Angenommen nun, man wiire zu zwei verschiedenen derartigen
Zerlegungen einer und derselben Funktion & gelangt, so wiirde sich
durch die Division dieser beiden einander gleichen Ausdriicke fiir @
eine Gleichung von der Form ergeben

T s o

) W

wo im Zihler und im Nenner lauter Primfunktionen auftreten. Die Falk-
toren P' im Nenner kionnen hier von vornherein als von den im Zihler
auftretenden verschieden angenommen werden, da ja etwaige zugleich
im Zihler und Nenner auftretenden Primteiler durch einfaches Heben
beseitigt werden kénnen. Dann kénnen aber Zihler und Nenner dieses
Bruches iiberhaupt keine Primfaktoren mehr aufser der Eins enthalten,
d. h. die beiden Zerlegungen yvon @ miissen identisch sein. Wiire nim-
lich etwa P, micht gleich 1, so ergiibe sich aus der Gleichung

1:
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§ 5. Die Zerlegung der Grolsen des Bereiches [R; %] in Primfaktoren. 261
P,...P,=P}...P,

dafs P, in dem Produkte rechts, also nach § 4 in mindestens einem
seiner Faktoren enthalten wiire, und da diese unzerleghar sind, so

miifste, gegen die soeben gemachte Voraussetzung, P, mit einem der
Faktoren P|,... P; identisch sein.

Nachdem nunmehr die eindeutige Zerlegung aller ganzen Grolsen
des Bereiches (R, R',...R"™) in Primfaktoren nachgewiesen ist, er-
geben sich fiir die Griifsen eines solchen Bereiches genau dieselben
Sitze, wie sie in der elementaren Zahlentheorie fiir die ganzen Zahlen
und fiir die rationalen Briiche bewiesen und beniitzt werden. Wir
wollen nur die fiir die Folge wichtigen kurz hervorheben.

Zwei ganze Grifsen @ und % des Bereiches (R, R',...) heilsen
teilerfremd oder relativ prim, wenn sie keinen gemeinsamen Prim-
teiler besitzen. Jede rationale Grofse des Bereiches (R, R',...) kann

als ein Bruch dargeste]lt werden, in welchem Zihler und Nenner

relativ prim smd, denn etwaige gemeinsame Teiler konnen ja auf
rationalem Wege gefunden und durch Heben beseitigt werden. Ein
solcher Quotient soll, wie in der Zahlentheorie, ein reduzierter Bruch
genannt werden.

Hat man zwei verschiedene Ausdrﬁcke derselben Grifse in den

Formen > und ¥ und ist der Bruch - o ©on reduzierter, so ist @,

a5 t_P'
durch @ und %, durch % teilbar; denn aus der Gleichung
> @
P

ergeben sich ja die drei Gleichungen

P, N
¢1= -ij—'--, 1=———-, —_— = —
von denen die erste lehrt, dals @ ¥, und, da @ zu % relativ prim ist,
dals ¥, durch ¥ teilbar ist, wihrend aus der zweiten das gleiche fiir

@, und @ folgt; endlich ergibt sich aus der dritten Gleichung, dafs

O, =dD, W=PD
sein muls.

Sind zwei reduzierte Briiche einander gleich, so kinnen sich
Zahler und Nenner des ersten von Zihler und Nenner des zweiten
nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Ist niimlich

)
T’
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262 Fiinfzehnte Vorlesung.

so folgt aus dem soeben bewiesenen Satze, dals die ganze Grifse @
ein Teiler von @, aber auch, dals @, ein Teiler von @ ist. Aus den

beiden so sich ergebenden Gleichungen
=D o, O, =Dd
folgt aber
DD =1,

und hieraus ergibt sich, da D und D), ganze Grifsen des Bereiches
(R, R',...) sein sollen,

es ist also in der Tat @, =+ @, und ¥, =+ ¥
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Sechzehnte Vorlesung.

Herleitung der Eigenschaften der Determinanten nter Ordnung aus dem Charakter

der Lysung von n linearen Gleichungen mit » Unbekannten. — Eindeutigkeit der

Losung. — Untersuchung der Nenner in jener Lisung. — Die Beziehung der Ziihler

in der Losung zu ihrem gemeinsamen Nenner @(u ,). — Die Fundamentaleigen-

schaften der Funktion @ (u = »)- — Beweis des Multiplikationstheoremes fiir die Funk-
tion Q(ug »)- — Anderer Beweis desselben Theoremes.

§ 1.

Wir wollen jetzt die Eigenschaften der Lésungen von n linearen
Gleichungen fiir » Unbekannte z,, ... z, mit unbestimmten Koeffizienten
genau in derselben Weise untersuchen, wie dies frither fiir zwei und
fiir drei Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten geschehen ist; und
ebenso wie die Untersuchung dieser Gleichungen uns die vollstindige
Theorie der Determinanten zweiter und dritter Ordnung lieferte, wird
uns die jetzt durchzufiihrende Betrachtung alle Eigenschaften der so-
genannten Determinanten n'** Ordnung ergeben.

Anstatt die Gleichungskoeffizienten, wie dies in den friiheren ein-
fachsten Fillen noch geschehen konnte, durch die ersten Buchstaben
des Alphabetes (a, b, ¢, ...) zu bezeichnen, und die zu den verschiedenen
Gleichungen gehirigen Koeffizienten durch einen beigefiigten Index
zu charakterisieren, wollen wir jetzt alle Gleichungskoeffizienten, um
ihre Unbestimmtheit gleich hervorzuheben, durch einen Buchstaben
bezeichnen und die Koeffizienten der verschiedenen Gleichungen durch
einen ersten Index, die verschiedenen Koeffizienten einer und derselben
Gleichung durch einen zweiten Index charakterisieren.

Wir wollen also annehmen, es seien uns n lineare Gleichungen
fir die n Unbekannten 2,...z, in der Form gegeben

fi="the+ Uy 2+ -+ 4, 2=0
1) :
fﬂ= ﬂ0+ unlxl Jeenafs unnxn= 0

oder in kiirzerer Form geschrieben
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(1a) f&=2%“xk=0 (h=1,2,...n),
k=0

wo hier, wie stets im folgenden, z,=1 gesetzt wird. Hier sollen
die Koeffizienten ,, unbestimmte Variable bedeuten. Es soll unter-
sucht werden, ob und wie diese Gleichungen fiir die » Unbekannten
@y, ..., befriedigt werden konnen, d. h. ob es Funktionen der n(n + 1)
Grofsen (u, g, %,,, - - - %, ) gibt, welche fiir z,, ...z, in die Gleichungen (1)
eingesetzt diese identisch befriedigen.

Schreibt man die #(n + 1) Gleichungskoeffizienten folgendermalsen

Ygps Wigs«e Uin
(1b) ( : )’

Unoy Un1y+ssUnn

so erhilt man ein rechtwinkliges System oder eine Matrix von n(n +1)
Elementen u,,, welche in n Horizontalreihen oder Zeilen und (n + 1)
Vertikalreihen oder Kolonnen angeordnet sind. Allgemein besteht die
ite Zeile aus den simtlichen (n + 1) Koeffizienten w0, 1, ... %in von f,
withrend jede Z** Kolonne die Koeffizienten einer und derselben Un-
bekannten #, in den n Gleichungen enthilt. Der Kiirze wegen wollen
wir die Elemente der ersten, zweiten ... n'*® Zeile zusammengenommen

beziehlich durch
L N Y

die Elemente einer jeden der (n 4 1) Kolonnen zusammen durch
Yor ¥is W3y +-+ ¥a

bezeichnen, so dafs also speziell ¥, die simtlichen konstanten Glieder
Usgy - - Uno enthiilt.

Es ist leicht, aus diesen # Gleichungen mit » Unbekannten ganz
ebenso wie im § 1 der dritten Vorlesung durch Elimination von
@, (n— 1) lineare Gleichungen fiir die (» —1) Unbekannten «,, @, ... 2,
herzuleiten. In der Tat erkennt man unmittelbar, dals die n —1
Gleichungen

(1) »

fl .___f]_uﬂl'l _fﬂulﬂ =19 +1?n.’.€1 +7)1g-7'fg +"'+Ul,ﬂ—1xn—1 =0
(1) .

fﬁ =fsunn _rnu‘?n =g +'vmm1 +‘b‘223}‘2 +"'+‘vi,nv—lxn-—-1 =0
(1) . :

n—1=[n—1Unn— [nln—1,n="Vn—1,04 Vn—1,1%; F Vn—1, 2%+ * * + Vn—1,n—1 Tn—1= 0

zugleich mit den urspriinglichen erfiillt sind. Die Koeffizienten v;;
sind leicht zu bildende Determinanten zweiter Ordnung aus den Koeffi-
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§ 1. Die Losung von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten. 265

zienten w,;; man findet, wie beiliufig erwihnt werden mag, offenbar
die Koeffizienten v;0, v;1,...%; n—1, Wenn man von der mit u,, mul-
tiplizierten Horizontalreihe H; der Matrix (1b) die mit u;, multiplizierte
letzte Reihe H, subtrahiert; man erkennt dann auch sofort, dafs die
so sich ergebenden Koeffizienten von z, in der Tat siimtlich Null sind. —
Bildet man nun aus diesem Gleichungssysteme auf genau dieselbe Weise
das neue abgeleitete System von (n — 2) Gleichungen

» (2 ~(1 +(1

,fl( ) =f1{ ) Un-—l,n~—1—)‘:{—)1’01,n—-1 =0
) 1 +(1

f2{ ) =f3( ) 'Un—l,ﬂv—l_fu(—)lﬁﬁ,ﬂ-—l =0
2 ~(1 (1

n(—)-Ez ﬂ(—)gvn—I,n—:_fn(—)-lvn—-ﬂ,rr—-1= 0,

so erkennt man genau ebenso, dals hier die Unbekannte z,_, fort-
gefallen ist, und durch Fortsetzung desselben Verfahrens erhilt man
zuletzt eine einzige lineare Gleichung

—1)
fi' =+ wy 7, =0,

in welcher w,, und w,, zwei ganze ganzzahlige Funktionen der ur-
spriinglichen  Gleichungskoeffizienten (u;;) sind. Durch Auflgsung
dieser Gleichung ergibt sich endlich

w,

e g

M= %
10

Da man dann i#hnliche Werte fiir a,,..., erhilt, so wiirde aus
dieser Auflosungsmethode geschlossen werden konnen, dafs sich die
n Unbekannten als rationale Funktionen der n(n + 1) Gleichungs-
koeffizienten (u;;) mit ganzzahligen Koeffizienten ergeben, oder was
dasselbe ist, dals die » Unbekannten Grofsen des durch die n(n + 1)
Koeffizienten (u;;) konstituierten Rationalititsbereiches sind.

Jedoch wurde bereits a. a. O. hervorgehoben, dafs sich bei dem
Verfahren successiver Elimination nicht ohne weiteres iibersehen lifst,
ob ebenso wie die Eliminationsgleichungen eine notwendige Folge der
urspriinglichen sind, diese auch umgekehrt aus jenen folgen, und ob
nicht der Fall eintreten kann, dals eine oder mehrere der Eliminations-
gleichungen identisch verschwinden. Anstatt nun den Nachweis zu
filhren, dafs fiir unbestimmte Koeffizienten (%) keiner dieser Fille
eintreten kann, was keine grofsen Schwierigkeiten bieten wiirde, wollen
wir auch hier das oben gefundene Ergebnis nur als Annahme unserer
Betrachtung zu Grunde legen und dann untersuchen, welche weiteren
Eigenschaften jene Losungen haben miissen. Wir werden dadurch zu
einer hochst einfachen Herleitung aller Eigenschaften der Determinanten
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266 Sechzehnte Vorlesung.

n** Ordnung hingefithrt, und wir erkennen dann eben aus diesen
Grundeigenschaften der Determinanten, dafs die hier gemachten fast
selbstverstiindlichen Annahmen auch wirklich berechtigt sind.

Wir wollen also bei unserer allgemeinen Untersuchung von der
folgenden fundamentalen Voraussetzung ausgehen:

Jedes System von # linearen Gleichungen mit ebensovielen
Unbekannten besitzt fiir unbestimmte Werte der Koeffizienten
mindestens eine Losung, und zwar sind die Unbekannten
rationale ganzzahlige Funktionen der Gleichungskoeffizienten
oder sie gehoren dem Rationalitiitshereiche der Koeffizienten an.

Oder, was ganz dasselbe ist:
Es gibt » rationale Funktionen der n(n + 1) Unbestimmten
u;x, welche fiir z,, @,,..., in die Gleichungen (1) eingesetzt,
diese identisch befriedigen.
Es werde aber ausdriicklich hervorgehoben, dals diese Voraus-
setzung nicht etwa nur fiir einen speziellen, sondern fiir jeden Wert
von n gemacht wird.

§ 2.

Zuniichst wollen wir genau wie im § 2 der achten Vorlesung den
Beweis fiihren, dafs unter der gemachten Voraussetzung jedes Glei-
chungssystem
1) fi=tiot i+ s @3+ Uin =0 G=12..7

mit unbestimmten Koeffizienten nur eine einzige Losung besitzt, dals
also die # Unbekannten z,,...z, durch jene Gleichungen eindeutig be-
stimmt sind. Um dies zuniichst fiir #; zu beweisen, fiigen wir zu
dem Systeme (1) die aus ihm abgeleitete Gleichung hinzu

(2) F=y1f1+ysfs+"‘+yn-—1f;:—l+fn=01

welche offenbar durch jede Lésung von (1) befriedigh wird und daher
dem Systeme (1) zugefiigt werden kann, ohne seine Ldsungen zu iindern.
Wir bestimmen jetzt die noch willkiirlichen Grofsen #y,...Yn—1 S0,
dals die Koeffizienten von z,, z;, ... 2, simtlich verschwinden, d.h. so,
dafs die (» —1) Bedingungsgleichungen

Ugg Yy + Usg Yo+ -+ Un—1,2Yn—1+ U2 =0
3) Upg Yy -+ Uy Yo+ Un—1,8Yn—1+F %5=0

Nm:lh'f‘ “Snyi"i"""" Un —1,n Yn—1 +‘ “’nn=0
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§ 2. Eindeutigkeit der Lisung. 267

erfiillt sind. Da die n(n — 1) Koeffizienten dieser » — 1 Gleichungen
ebenfalls unbestimmte Grélsen sind, so besitzen dieselben nach unserer
allgemeinen Voraussetzung mindestens eine Ldsung, und zwar hiingen
Y1 Ya+++ Yn—1 allein, und zwar rational von den Koeffizienten des-
jenigen Systemes (u;s, %;s, ... %;,) ab, welches aus dem urspriing-
lichen Systeme (w0, %1, %z, ... %;n) durch Weglassung der beiden
ersten Vertikalreihen ¥, und ¥, entsteht.

Es sei nun y,, #,, ... Yn—1 eine bestimmte rationale Lisung dieser
(» — 1) Gleichungen (3), so geht die abgeleitete Gleichung (2) iiber in

F = (wyoyfy+ -+ thn—1,0Yn—1+ %no)
+ x;(?-iu Uy + e '+ Up—1,1Yn—1 + unl) — O'

Hier kann der Koeffizient von z, fiir unbestimmte (u, ttyy, ... %,1)
nicht identisch verschwinden, da sich w,; sicher nicht forthebt; also
erhilt man fiir 2, den einen eindeutig bestimmten Wert

(4) Spiasin ﬂm?h‘[’“so%'f“"+“n_1_oyﬂ_1+“ﬂo_

= “119x+3"siyi+‘"+“n—-1,1yﬁ—1+un1

und damit ist unsere Behauptung vollstindig bewiesen. Ganz ebenso
lifst sich zeigen, dafs unter der gemachten Voraussetzung auch
Zy, Ty, ..., eindeutig bestimmte rationale Funktionen der Ele-
mente (u;;) sind.

Bei diesem Beweise brauchte nicht vorausgesetzt zu werden, dals
auch die konstanten Glieder (u,q, ugy, ... uno) der Vertikalreihe ¥ Un-
bestimmte sind; alle hier beniitzten Schliisse bleiben richtig, wenn
man ihnen beliebige spezielle Zahlenwerte beilegt. Wir kénnen daher
auch den fiir die Folge wichtigen Satz aussprechen:

Durch » lineare Gleichungen, in denen die Koeffizienten
der » Unbekannten (u;y, u;s, ... %;,) Unbestimmte sind, werden
die Unbekannten eindeutig bestimmt, auch wenn die konstanten
Glieder (uy9, %y, - .. Uno) ganz beliebige Zahlenwerte besitzen.

Sind speziell u;y= ttyy="--= o= "0, betrachtet man also die
7 linearen homogenen Gleichungen

U1 Ty Uis T+ F UinXn=10 (i=1,3,...n),

80 besitzen diese nach dem soeben bewiesenen Satze fiir unbestimmte
(i1, ys, ... ug,) die Losung (2, = 2y="-+-=x,=0) und keine andere.

83

Aus unserer allgemeinen Voraussetzung in Verbindung mit dem
Resultate des vorigen Abschnittes ergibt sich, dafs durch die Glei-
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chungen (f,=0) die n Unbekannten z,,...x, eindeutig als rationale
ganzzahlige Funktionen der Gleichungskoeffizienten bestimmt sind,

d. h. dafs
X, _ Xa(a)
(1) Lt 9‘1 (ug-’i), -T'” " @n (“’gh)

ist, wo die noch unbekannten Gréfsen X; und @; ganze ganzzahlige
Funktionen der n(n + 1) Elemente der Matrix

() (=037
sind. Wir wollen und konnen jene Briiche fiir #,...2, von vorn-
herein in ihrer reduzierten Form annehmen, d. h. etwa vorhandene ge-
meinsame Teiler von Zihler und Nenner bereits durch Heben beseitigt
denken; durch diese Annahme sind dann die Zihler und Nenner bis
auf ihr Vorzeichen eindeutig bestimmt; wir wollen iiber dieses zunichst
noch keine Voraussetzung machen.

Wir beweisen dann den weiteren wichtigen Satz:

Die Nenner @,(u,;),... @n(u,,) von ,...a, sind ein-
ander gleich.

Wir brauchen nur zu zeigen, dals von zwei beliebigen Nennern 6,
und @, jeder durch den anderen teilbar ist; denn daraus folgt ja,
dafs sie sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden kénnen. Wir
konnen und wollen dann den Nennern ein solches Vorzeichen beilegen,
dafs sie auch dem Vorzeichen nach gleich werden. Es geniigt auch
hier, nachzuweisen, dafs der zweite Nenner ®, durch den ersten @,
teilbar ist; wortlich ebenso kann dann der Beweis fiir irgendwelche
Nenner @, und @, gefithrt werden.

Um dies zu zeigen, filhren wir in die Gleichungen

(2) f_,,=u_,.,o+u91x1+ ﬂygl'g-l-"'—f' ugﬂxﬂ=0 (9=1,2,...n)

an Stelle von z,, 2,,...2, neue Unbekannte z], xj,...2, durch die
elementaren Transformationsformeln ein

(3) o=z, o=z,+1tz, z,=2z (k> 2)

wo ¢ eine variable Grifse ist; ihre Auflésung ist dann einfach die
folgende

(3a) =0, T=0—1in,, o =2 ;> 9).

Dadurch gehen die Gleichungen f,=0 fiir #,,...2, in die folgenden
Gleichungen fiir z],...z/ iiber

@B =ttt (M +tupe) T+ a4+ w2 =0,
oder kiirzer geschrieben in
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(43‘) fy‘r=u's;0+uélx{+u;2x;+"'+u5nx;=0:
deren Koeffizientensystem

(uyn) oder (u')
sich von dem vorher betrachteten

(uyn) oder (u)
nur dadurch unterscheidet, dafs in diesem zu den KElementen der
Vertikalreihe ¥, die mit ¢ multiplizierten entsprechenden Elemente der
Kolonne V, addiert sind. Bezeichnet man also die Kolonnen der
Matrix (u") mit 7, so ist

Vor o Vo’ V; o Vl +tV2: V=7, > 1).

k k
Da nun die Koeffizienten (u);,) des Gleichungssystemes f; =0 fiir

unbestimmte Werte der (u,,) ebenfalls unbestimmte Variable sind, so
besitzt auch dieses eine einzige Losung, und zwar ist nach (1)

| X, (u")
I = Qi(t‘r)"
withrend X,
=0,y
war.

Da nun nach (3a)
Tl=xy— i,
ist, so ergibt sich durch Kinsetzen der Werte von z,, z,, z] die

folgende Gleichung
X @) __ X0 _ X

6, (W) 4
welche fiir ein variables ¢ identisch bestehen mulfs.
In dieser Identitiit bringen wir die rechte Seite auf gleichen

Nenner: Es sei 7'(u) der grofste gemeinsame Teiler der beiden Nenner
O, (u) und O,(u), so dals also

0,(w) = T'(w) B, (w);  6,(w) = T'(w) Py(u)
ist, und die beiden ganzen Funktionen %, und %, keine gemeinsamen
Teiler mehr besitzen. Dann kann die letzte Gleichung folgendermalsen
geschrieben werden
(5) X, (w") ks X, (w) qr1_® —t X, () &, (N)’

6, (w') T(w) ¥, () P, ()

wo die Funktionen, welche auf der rechten Seite im Ziihler und Nenner
stehen, die Variable ¢ gar nicht enthalten.

Man kann nun genau wie auf S. 121 zeigen, dafls der Bruch auf
der rechten Seite der Gleichung (5) in seiner reduzierten Form er-

0,u) 6,
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scheint, d. h. dals sein Zihler und sein Nenner keinen einzigen ge-
meinsamen Primteiler enthalten. Da niimlich im Nenner die Variable ¢
gar nicht vorkommt, so miilste jener Teiler in jedem der beiden Terme
des Zihlers enthalten sein, d. h. es miifsten die drei Produkte

(6) Ie %, X, ¥, X, ¥)

einen gemeinsamen Primteiler P enthalten. Nun hat aber keins der
drei Paare von Funktionen

(.Xl? Tz"p'l)? (Xﬂ’ qu‘ﬂ), (qr17 qu)
einen gemeinsamen Teiler; die beiden ersten micht, weil ?’X&f und TJ:L:
in der reduzierten Form angenommen waren, das letzte nicht, weil E";
und %P, die von dem gemeinsamen Divisor befreiten Teile von ©,
und @, sind.

Angenommen nun, es existierte ein Primteiler P, welcher in den
drei Produkten (6) enthalten ist, so miilste er entweder in einer der
beiden Funktionen %, ¥, oder in 7' enthalten sein. Wire aber die
Grofse P z. B. in %P, enthalten, so miilste sie nach (6) auch ein Teiler
von X, %, sein, und dies widerstreitet die Annahme, dals %, sowohl
zu X, als auch zu %, relativ prim ist. Ebensowenig kaan P ein
Teiler von %, sein. Endlich kann jener gemeinsame Teiler auch nicht
in T enthalten sein; denn da 7' zu X; und zu X, relativ prim ist, so
miifste jener Teiler zugleich in %, und %, aufgehen, was -wieder mit
der oben gemachten Annahme im Widerspruche steht.

Damit ist also bewiesen, dals der Bruch auf der rechten Seite
von (5) in der Tat in der reduzierten Form gegeben ist. Da nun der

Bruch —‘;: E:f,? diesem identisch gleich ist, so folgt, dals sein Nenner @, (u")

durch den Nenner 7'(u) %, (u) @,(u), also a fortiori durch
T(w) ¥, (u) = 60, (u)
allein teilbar ist, und zwar fiir variable Werte von £. Es besteht also

eine Gleichung
O (u51) = O, (Ugn) - G (ga, 1),

wo G eine ganze ganzzahlige Funktion der Unbestimmten u,, und ¢
ist. Setzt man in dieser Gleichung speziell # = 0, wodurch das System
(w)y) in (u,,) iibergeht, so ergibt sich die Gleichung

@, (uy1) = @y (uyn) - G (g, 0);
und da man ebenso beweisen kann, dals auch @, durch @, teilbar ist,

so folgt, dafs G(uy)=+1 ist, d. h. dals ® und @, sich hochstens
durch das Vorzeichen unterscheiden konnen, Wortlich ebenso beweist
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man, dafs sich alle Nenner voneinander hichstens durch das Vorzeichen
unterscheiden konnen.

Wir wollen nun die bis jetzt noch willkiirlichen Vorzeichen von
0,, 0, ... ®, so bestimmen, dals

8, (Ug1) = Oy (ugn) == @y (uys)
ist, und wir wollen den so gefundenen gemeinsamen Nenner durch
O (u;n)

bezeichnen, Dann ergeben sich jetzt fiir z,,...x, die folgenden Aus-

driicke
5 X, ("‘g}.) 2 X"(uuk)
= Eig =it
4 O (x,,) & O(u,,)

b

wo die (n 4 1) Funktionen X,... X,, ® ganze ganzzahlige Funktionen
der Grofsen u,; sind, und wo jede Funktion X, relativ prim zu dem
gemeinsamen Nenner @ ist.

§ 4

Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnittes wissen wir, dals,
falls das Gleichungssystem

(1) fi=u,+%u z,=0 Am1,8,...5)

hE"k

tiberhaupt raftionale Losungen besitzt, die Unbekannten z,, ... z, durch
diese Gleichumgen eindeutig als ganzzahlige rationale Funktionen der
Koeffizienten (u ) bestimmt sind, welche in ihrer reduzierten Form
alle denselbem Nenner @(u,,) besitzen. Wir wollen nun zunichst die
Abhingigkeit der Losungen von den konstanten Gliedern (8440 Ugps - « - Usp0)
untersuchen, welche sich also in der Kolonne V, der Matrix (w,,) be-
finden. Wir werden hier den Satz beweisen:

Die Losungen ,,...z, des Gleichungssystemes (1) sind
homogene lineare Funktionen der » Elemente Uiy Usny's-s U s

Die Richtigkeit dieses Satzes kann leicht aus der auf S. 267 4)
gegebenen Darstellung jener Losung geschlossen werden. Ebenso leicht
und ohne jede Rechnung erhalten wir aber den Beweis dieser Tatsache
durch die folgende einfache fTberlegung: Wir betrachten z,, ...z, als

Funktionen der Elemente u,, von V, allein; es sei also

(2) Zy= @ (tygy - .- Un0)y .. Tn= Dp(thyy,-..Un0),

wo diese n Grofsen @; rationale Funktionen von u, ... u,o sind.
Wir betrachten nun die Losungen der drei folgenden Systeme von
je n Gleichungen
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n
ukc—}—ZuM z, =0 (h=1,3,...n)
=1
n
(3) 14-;0—{-234“:::; =0 (i=1,2...%)
k=1
n
(0 + %14) +2uﬁkx;’=0 (h=1,8,...n),
i=1

deren Koeffizientensysteme sich nur dadurch voneinander unterscheiden,
dafs die konstanten Glieder beziehlich u, ,, u),, (%,,+ %,,) sind. Nimmt
man nun die 2n Elemente (uyq, ... %,0) und (uy, ... tso) als un-
bestimmte Variable an, so sind nach dem soeben bewiesenen Satze die
Unbekannten (z,), (}), (#}') durch diese drei Gleichungssysteme ein-
deutig bestimmt, und zwar ergeben sich ihre Werte aus (2), wenn man
die Grofsen u,, beziehlich ersetzt durch w,,, u;o, u,,+ u;,. Man er-
hilt also fiir sie die Ausdriicke

2, = 0. %g...)
@y =0 (. g0 0)
x;' = @J;(' cs Uyt “',:a )

Addiert man nun je zwei entsprechende Gleichungen der beiden ersten
Systeme zueinander und vergleicht die so entstehenden Gleichungen

n
(-etm+ “.:u) + E uM(a:k -+ x;) =0 (h=1,9,...n)
k=1

mit dem letzten Systeme in (3), so ergibt sich, dafs (z,+ z}), ... (@ + @)
die Liosung des dritten Systemes ist; und da dieses nur eine einzige

Lisung hat, so folgt
z! =z, +

Hieraus folgt also, dafs die » Funktionen @,(...u,, ...) der Funktional-
gleichung geniigen

(B) @,(uso+ wlgy + -+ Uno+ tUno) = D, (tyqy - Uno) + D, (g, .. Uno)-

Nun kann man sehr leicht zeigen, dafs eine rationale Funktion

von n Variablen
D(uy, ... Un),

fiir welche die Funktionalgleichung besteht
(6) D (g + )y oo U+ Up) = D(thy, ... n) + DU, ... Un)

http://rcin.org.pl



§ 4. Die Fundamentaleigenschaften der Lésung von n linearen Gleichungen. 273

eine homogene lineare Funktion derselben mit konstanten Koeffizienten
sein muls.

Setzt man niamlich (u, t,,...%,) und (u], ug,...u,) beziehlich
gleich (u;, 0,...0) und (0, uy, ... u,), so folgt aus jener Gleichung

D(thyy ... tn) = DUy, 0,...0) + @0, uy, ... u),

wo also der erste Summand eine rationale Funktion von #, allein ist,
withrend der zweite »;, gar nicht mehr enthilt; und indem man den
zweiten Summanden rechts genau ebenso behandelt und die ent-
sprechende Zerlegung so lange fortsetzt, als noch Variable vorhanden
sind, erhilt man zuletzt fiir die Funktion @ die Darstellung

(7) Q(“U Ugy+e: 1"“!'i) = qjl(ui) * ‘-Di(uﬂ) e Akl GD,,(M,,),

wo die n Funktionen rechts rationale Funktionen von je einer Variablen
sind. Krsetzt man in dieser Gleichung wieder allgemein wu; durch
u;+ u/ und beachtet die Gleichung (6), so ergibt sich weiter, dals fiir
jede dieser » Funktionen die entsprechende Gleichung besteht

(p;(ug - 'N:) = @;(‘15") -+ @i(u‘!) (§=1,8,...n)
Eine rationale Funktion von nur einer Variablen ®(w), welche der
Gleichung
(Ta) D(u+u") = P(u) + D(u)
geniigh, muls aber von der Form Cu sein, wo C eine Konstante be-
deutet. Setzt man ndmlich u'=%, so folgt aus dieser Gleichung fiir h =0

. Duth)—Ddw AP . PR
11:10_-—7' S dw 1.1:10_]‘_ G

da ja q}(‘k—) von u iiberhaupt nicht mehr abhiingt, und hieraus ergibt

sich zuniichst @ (u) = Cu + C,, und da wegen (7a) C, =0 sein muls,
so folgt in der Tat O(w) = Cu.

Mit Hilfe dieses Satzes geht der Ausdruck (7) fiir die zu unter-
suchende Funktion iiber in
B (U, ... %) = Cotty + -+ Crty,
wo Cy,...C, von u,,...u, unabhingig sind. Es ist also auch jede
der n Funktionen @, (uy,, ... %,0), welche den Wert der Unbekannten z,
darstellen, eine homogene lineare Funktion der konstanten Glieder
Uy, - .. Uno Mit Koeffizienten, welche von den Elementen der Reihe ¥,
unabhiingig sind, welche also rationale Funktionen der »* Elemente
(y19 Uygs + -+ ;) (h=1,2,...n)
mit ganzzahligen Koeffizienten sind.

Kronecker, Determinanten. 18
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Hiernach konnen jetzt also die » Werte der Unbekannten z,, ... z,
folgendermalfsen dargestellt werden
Xl(ta”) Wy Xn(uw)

T, = 9(%*) ) Ty= 9("‘3.’&) ’

wo jetzt Zihler und Nenner der Briiche keinen gemeinsamen Teiler
besitzen. Dann ist nach unserem Satze jeder Zihler eine homogene
lineare Funktion der Elemente u,...u,0, Wihrend der gemeinsame
Nenner dieselben gar nicht enthilt.

§ 5.

Wir wollen jetzt endlich untersuchen, in welcher Beziehung die
Zihler X, X;,... X,, der Losung unseres Gleichungssystemes zu dem
gemeinsamen Nenner © stehen. Wir werden leicht zeigen, dals jene
genau dieselben Funktionen wie die Funktion im Nenner sind, dafs sie
aber von anderen Variablen abhiingen.

Setzen wir fiir den Augenblick der Gleichformigkeit wegen den

gemeinsamen Nenner
0 (u,,) = X, (u,,),

so befriedigen die » rationalen Funktionen
Xy
a’:k‘z -Xn_
identisch die » Gleichungen

(1) ﬁ|=1¢f,0+uﬂ.lx1+”'+u z =0 (h=13%,...n).

hn n

Setzt man also jene Werte in diese Gleichungen ein und multipliziert
sie mit dem gemeinsamen Nenner X, so ergeben sich die Identititen

@) o Xo+ 0, X, +--+u X =0 h=1,3...m),

wo das von Riemann eingefiihrte Zeichen = bedeutet, dals die Glei-
chungen fiir variable Werte der Koeffizienten

(%, 4, C PR

identisch erfiillt sind, wenn man unter X, ... X, eben die betreffenden
ganzen ganzzahligen Funktionen der Koeffizienten (u,,) versteht.

Da diese Gleichungen reine Identititen sind, so bleiben sie be-
stehen, wenn man in der Matrix (u,;) die Elemente einer Kolonne mit
denen einer anderen vertauscht; nur mufs man natiirlich dieselbe Ver-
tauschung auch in den » + 1 ganzen Funktionen X, vornehmen. Wir
wollen nun die Elemente der Kolonne ¥, mit den entsprechenden
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Elementen einer anderen Vertikalreihe V, vertauschen, d. h. jetzt das
Koeffizientensystem

(Vas Vi oo Vamry Voy Vrry oo ) =t 15 o 500 ,))  Gi=1,3,.m)

betrachten. Bezeichnet man die Werte, welche die ganzen Funktionen
X,, X,,... X, bei dieser Vertauschung erhalten, beziehlich durch
X3, X{, ... Xy, so bestehen fiir sie die Identitiiten

E‘h?X(;+uﬁ1X;+"'+“ﬁ0X’;+'“+“an::=0’

oder bei Vertauschung des ersten mit dem (g + 1)** Summanden in
jeder dieser Summen

(3) Uy Xg+ %, X{+--+u

hq

Xo+--+u, X' =0.

Bei dieser Schreibweise erkennt man nun, dafs die Gleichungssysteme (2)
und (3) in ihren Koeffizienten véllig iibereinstimmen. Dividiert man
also die Gleichungen (3) simtlich durch X/, so sieht man, dafls sich
hier die Losung der Gleichungen (1) in der Form darstellt
b 5 X! X,
B e gymihhiees gy=3
2 2 7
Vergleicht man die beiden Werte von x,, welche identisch sein miissen,
miteinander, so folgt
X_X
X" %,
und da beide Briiche in der reduzierten Form gegeben sind, so miissen
ihre Ziahler und ihre Nenner einander bis auf das Vorzeichen gleich

sein; es ist also
X,=+ X, == 0(u,),

d. h. der Zahler von z, geht, abgesehen vom Vorzeichen, aus dem ge-
meinsamen Nenner @ dadurch hervor, dafs man in ihm die Elemente
der Kolomne ¥, durch die entsprechenden Elemente von V, ersetat;
und da dasselbe fiir jeden der » Zihler von z,, ...z, gilt, so ergibt
sich der Satz:

Der Zihler des Bruches fiir #, geht aus dem gemein-
samen Nenner @, abgesehen vom Vorzeichen, dadurch hervor,
dafs man in @ die Elemente u,,,...u,, der Kolonne ¥, be-
ziehlich durch die Elemente u,, ... u,o der Kolonne ¥, ersetat.

Da nun der Nemner ® die Elemente u,, gar nicht enthilt, also
in der Form geschrieben werden kann
18*
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O (U, ;) Urgy -+ %,,) ="0(V;, Vy,... Vo),
so ergeben sich allgemein fiir die Zihler X, X,,... X, die Ausdriicke

X =368V, Vi Va)y Xyt O(F, Viyees Va)yos-
Xa==68(V,, V;5... V)

Wir wollen jetzt diejenige ganze Funktion, welche aus dem Nenner
e(V,, V,,...V,) hervorgeht, wenn man allgemein ¥, durch V| oder,
was dasselbe ist, wenn man w,A durch w,, ersetzt, durch @, bezeichnen;
dann wird also X, abgesehen vom Vorzeichen, gleich ®,, und man er-
hiilt hiernach fiir die #» Unbekannten die folgenden Ausdriicke

(4) 2= %., Ty = & %s_, L= &n %’.,
wo die &, &,... & nur einen der Werte + 1 haben konnen.

Die letzte Frage, welchen der beiden Werte + 1 die Zahlen ¢
besitzen, kann nun sehr einfach durch die folgende Betrachtung ent-
schieden werden (vergl S.124). Um das Vorzeichen & von z, zu
bestimmen, betrachten wir die Gleichungen, welche aus (1) dadurch
hervorgehen, dafs wir die konstanten Glieder u,,, d.h. die Elemente
von ¥, durch die entsprechenden Elemente u,, von V, ersetzen, also
die » Gleichungen

(5) Uyt Ty U Tyt 2, =0 (h=12,...n).

Auch diese Gleichungen besitzen nach den am Schlusse von § 2 gemachten
Bemerkungen fiir unbestimmte (u, ,, «,,, ... %,,,) eine einzige Losung, und
diese geht demnach dadurch aus der allgemeinen hervor, dafs man dort

die Vertikalreihe ¥V, durch V, ersetzt. Es muls also sein
6) OV, Vanees V) B( Vs Vis Vansnsi Vi)
(6) z=2¢ BT, ) S her VY.

Anderseits erkennt man sofort durch einfache Substitution, dals jene
Gleichungen (5) durch das Wertsystem

(6a) gy=—1, 2=0... =0
befriedigt werden, und da diese zweite Lisung (6a) notwendig mit der
ersten in (6) iibereinstimmt, so ergibt sich & = — 1; ganz ebenso wird

bewiesen, dafs in (4) fiir & jedesmal —1 zu setzen ist. Es ergibt

sich also
e, o, e,
.’I‘1=—-é"r xﬁP:__é" A== — o
Durch Vergleichung der beiden hier gefundener Werte fiir z,

ergibt sich ferner die Identitit: @(Vy, V;, Vs,... V,) =0. Die Funk-
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tion @ verschwindet also identisch, wenn die Elemente der Vertikal-
reihe ¥, durch die entsprechenden Elemente von V) ersetzt werden.
Und da offenbar genau dasselbe fiir zwei ganz beliebige Vertikalreihen
bewiesen werden kann, so ergibt sich der folgende Satz:

Die Funktion @(7,, V,,... V,) verschwindet identisch,
wenn die Elemente irgend einer Kolomne ¥V, durch die ent-
sprechenden irgend einer anderen Kolonne V), ersetzt werden.

Aus dem auf S.275 bewiesenen Satze flielst noch ein wichtiges
Korollar: Es war im vorigen Abschnitte nachgewiesen worden, dals
jeder der Zihler @,,... ®, homogen und linear in den Elementen der
Kolonne V¥, ist, wihrend der Nenner ® diese gar nicht enthiilt. Da
aber z. B. @, dadurch in @ iibergeht, dafs dort die Elemente von ¥,
ersetzt werden durch die Elemente von V), so folgt, dals der Nenner @
eine homogene lineare Funktion der Elemente von V| ist; und da das-
selbe fiir die Elemente von V,, ...V, gilt, wie aus den Ausdriicken
fir a,, ..., folgt, so ergibt sich der wichtige Satz:

Die Funktion @, welche den gemeinsamen Nenner von
Zy, ...%, bildet, ist eine ganze ganzzahlige Funktion der
n® Elemente des Systemes

- Wia g Whigy oo o Big
%oys Mhoy s o Wig
(ugh}: . : ) =(Vl} Vz:'-'Vﬂ);

\ Un1; Upzy - . - Upn

und zwar ist sie eine homogene lineare Funktion der Elemente
einer jeden Kolonne; sie kann also in der Form geschrieben
werden

1 UM+ -« -+ un s UV,

wo die Koeffizienten U™ die »n Elemente von ¥, nicht mehr
enthalten.

Eine weitere Folgerung ist die, dafs @ keinen Zahlenfaktor be-
sitzen kann, da denselben sonst jeder Zihler in (4) haben miilste; dann
waren aber Zihler und Nenner nicht relativ prim zueinander.

Die Funktion ® der »n* Elemente (u,,) ist im wesentlichen die
Funktion, welche wir im folgenden die Determinante dieses Systemes
nennen werden. Schon aus dem soeben abgeleiteten Satze ergibt sich,
wie naturgemiils es ist, die »* Elemente u,, in der soeben angegebenen
Weise in ein nach n Zeilen und # Kolonnen angeordnetes System zu
schreiben,
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Wir wollen jetzt zuniichst die Eigenschaften der so gefundenen
Funktion @(u,,;) aufsuchen und auf Grund derselben diese Funktion
wirklich darstellen.

§ 6.

Im vorigen Abschnitte ist gezeigt worden, dafs die Funktion @ in
der Weise von den % Elementen des Systemes

(1) (ugh) h=12...n)

abhingt, dals sie als homogene lineare Funktion der » Elemente einer
Vertikalreihe dargestellt werden kann. Dieselbe Eigenschaft besitzt diese
Funktion auch in Bezug auf die # Elemente einer jeden Horizontal-
reihe. Wir beweisen diesen Satz gleich in einem viel weiteren Um-
fange, indem wir den Nachweis fiihren, dals sich die Funktion @ in
Bezug auf die Zeilen und Kolonnen ihres Elementensystemes vollstindig
gleich verhilt.

Zu diesem Zwecke betrachten wir neben dem Elementensysteme (1)
das sogenannte transponierte oder konjugierte, welches aus jenem
entsteht, wenn man in ihm die Zeilen mit den Kolonnen vertauscht,
d.h, das System

(@)

Ugyy Uggy - o o Und

uin, ﬂﬂu, cos Unn

Wir wollen dasselbe hier wie im folgenden bezeichnen durch

u“, uls,..-ulﬂ

(29) Yoy sy o tan | (),

Un1y Unzy ... Unn

so dafs also fiir jedes Element u,, des transponierten Systemes die
Gleichung besteht -
Ugp = Upg.

Man erkennt ohne weiteres, dals das transponierte System des
transponierten wu,;, wieder das urspriingliche ist, d. h. dafs

. (a—n:) = Ugn
1st.

Wir vergleichen nun die Werte derjenigen beiden Funktionen
©(u,;) und O (u,;), deren Elemente durch diese beiden Systeme ge-

bildet werden, d. h. die beiden Funktionen

@(“.&1; Upzy « - ﬂf!m) und 9(“1.’:: Uspy -« - unh)
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miteinander. Dann kann man leicht zeigen, dals dieselben sich hichstens
durch ihr Vorzeichen unterscheiden kidnnen.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus der im An- °
fange dieser Vorlesung auseinandergesetzten Aufldsungsmethode der

n Gleichungen i :
g frm 0, Ly, s s s

Multiplizieren wir nimlich ihre linken Seiten beziehlich mit
n Grofsen y,, ¥,, ...y, und addieren sie dann, so ergibt sich die ab-

geleitete Gleichung
F=yfi+- -+ 9fa=0,

welche stets zugleich mit den urspriinglichen erfiillt ist.

Wir bestimmen nun wieder die Grofsen y,, ¥, ...y, so, dals die
Koeffizienten von z,, z,, ... 2, in F alle Null sind, der von z, aber
gleich — 1 wird. Dazu miissen diese n» Grofsen die linearen Gleichungen

befriedi
R Yithyy + Yooy + - -+ Yallnr=—1

(3) yiuizz + Ysttyy + -+ Yty =0
Yy Uin+ YgUan+ -+ - Ynllyn =0.

Das Koeffizientensystem der #,, s, ... , ist hier einfach das trans-
ponierte (2) zu (1) und da dasselbe aus lauter Unbestimmten besteht, so
besitzen diese Gleichungen eine und nur eine Lisung, deren gemein-
samer Nenner gleich g

O(u1n, Ushy - -« Unz) = O(uy5)

ist. Es kann also gesetzt werden
= Xt (tg3)
O (uga)
Substituiert man nun diese Werte der y, in F, und beriicksichtigt
die linearen Gleichungen (3), so erhilt man

Y (k=1,3,...n).

F=(y,tyo+ - Yatino) — 2, =0,
d.h. es ergibt sich der folgende Wert fiir
_ @, =qul+-~—|—uunYn_
O (uga) 0 (uy1)
Man erhilt also fiir #; zwei verschiedene Briiche, deren Nenner
O(u,;) und @(u,;) sich nur dadurch unterscheiden, dafs das Elementen-
system des zweiten das transponierte des ersten ist. Da aber der

erste Bruch in der reduzierten Form gegeben ist, so mulfs der zweite
Nenner ein Vielfaches des ersten sein; man erhilt also eine Gleichung,

&y
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6(w) = 6(u) P(uy,),
wo P eine ganze ganzzahlige Funktion der n® Grifsen (u,;) ist. Schreibt
man aber in der Identitit links und rechts an Stelle der Elemente ihre

Transponierten, und beachtet, dafs das transponierte System des trans-
ponierten wieder das urspriingliche System ist, so ergibt sich

O () = 6(x) P(u,),
d.h. auch @(u) ist durch @(u) teilbar. Hieraus folgt also

4) O(u) ==+ 6(w),
d. h. es besteht der Satz:
Die Funktionen @ von zwei transponierten Elementen-

systemen komnen sich hochstens durch das Vorzeichen unter-
scheiden,

Die folgende Uberlegung zeigt aber auch hier genau wie auf
S. 128 unten, dals in (4) das positive Vorzeichen zu wihlen ist.
Setzt man namlich N
O (uy1) = & O (u;n),
wo & =+ 1 sein mufs, und ersetzt man das System (u,;) durch irgend

ein sogenanntes symmetrisches System (s,;), dessen Vertikalreihen
den entsprechenden Horizontalreihen gleich sind, so ist

v ) (Em’!) = (39 J‘:)J
und es ergibt sich daher
6 (5,1) = 5 0(s,1).
Wire also s = —1, so miilste fiir jedes symmetrische System

©(s;n) =0 sein. Nun werden wir aber schon auf S. 288 zeigen, dals
fiir das offenbar symmetrische sogenannte ,Einheitssystem®

1, 0,0,...0
0,1,0,...0
B=[0,01,...0
0] 0, 0,... 1

O(E)=1, und also von Null verschieden ist. Also ist stets ¢ = + 1,
und es gilt der Satz:

Die Funktion @(u,;) bleibt ungeiindert, wenn man in
ihrem Elementensysteme die Zeilen mit den Kolonnen ver-
tauscht. Jeder fiir die Vertikalreihen des Systemes (u,;) be-
wiesene Satz gilt somit auch fiir seine Horizontalreihen.
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Hieraus folgt sofort in Verbindung mit dem auf S. 277 be-
wiesenen Satze:

Die Funktion @ ist linear und homogen in Bezug auf
die Elemente jeder Zeile ihres Koeffizientensystemes

(u-m Bhigy < oot ,,)

Un1y, Ungy «. . Upn

und sie verschwindet identisch, wenn die Elemente von irgend
zwei Horizontalreihen einander gleich sind.

g1

Wir wollen jetzt untersuchen, welche Eigenschaften die Funktion @
in Bezug auf die Elemente von zwei beliebigen Zeilen oder Kolonnen
besitzt. Wir geben zuerst noch einen neuen direkten Beweis dafiir,
dals die Funktion @(u,;) verschwindet, wenn man die Elemente zweier
Horizontalreihen H; und H, einander gleichsetzt. Aus den Unter-
suchungen des vorletzten Paragraphen hatte sich ergeben, dals die
Werte der durch die » Gleichungen

}‘:,=u,u +2ﬂgh$€f, = (g==1,3,...n)
h
eindeutig bestimmten Unbekannten z,, #,, ... z, die folgenden sind
T =._,_9'E (A=1,9,...n).
'] 6 ] ]
Es bestehen also die Identititen
— Uy @ + Zu,, 0, =0 (g=1.9,...7).

Betrachtet man nur zwei unter diesen Gleichungen, etwa die i'®
und die %* und zieht diese voneinander ab, so ergibt sich die Gleichung

i~ (u;o i § u*(’)@ ~+ (“‘l‘l o ukl) @1 +- 4 (N.‘n = uk,,) G, = 0.
In dieser Identitit setzen wir nun
Ui1 = W1y - - » Uin = Upn,

lassen aber ;o und w;o ganz unbestimmt. Dann fallen alle Summanden
mit Ausnahme des ersten fort, und man erhilt

(ﬂ;o — 'h'._w) 6(1&9;,) =— 0,
@(ué‘k) = 01

wemn man mit @ den Wert bezeichnet, welchen @ annimmt, wenn
man allgemein u,;, = u;, setzt.

oder
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Nun sind %1...%n, und ®y...%, de Elemente der i*" bez.
kten Horizontalreihe des Elementensystemes von @, und man erhilt also

den Satz:
Die Funktion ©(u,,) verschwindet identisch, sobald die

entsprechenden Elemente zweier beliebigen Zeilen H; und H,
einander gleich sind.

In einer leicht verstiindlichen Schreibweise kann dieser Satz durch
die Gleichung ausgedriickt werden
1) 6(.. Hi=H..)=0,

Derselbe Satz gilt auch fiir je zwei Vertikalreihen von ®, wie
man wieder durch den Ubergang zu dem transponierten Systeme er-
kennt; man erhilt also die Gleichung

6(..Vi=V;..)=0.
Falst man beide Sitze zusammen, so kann man sagen:

Die Funktion @ verschwindet identisch, sobald die ent-
sprechenden Elemente zweier beliebigen Parallelreihen (Zeilen
oder Kolonnen) einander gleich sind.

Hieraus folgt unmittelbar eine weitere Eigenschaft der Funktion @.
Betrachtet man ein System, in dem jedes Element der ¢** Kolonne aus
zwei Summanden besteht, d.h. ein System

Ugy oo (Uri + i) o o Ut

: =V...Vi+ V...V,

Unt -+« (Uni + Uni) -« - Unn
und entwickelt die Funktion ® dieses Systemes nach den Elementen
der i'**» Kolonne, so folgt aus dem Umstande, dafs ® in den Elementen
derselben homogen und linear ist, die Gleichung
O(ps -« Upi + Uhi o v o Win) = OUps- .. Wi oo Upn) + OUpa... Wii- o Unn),
oder in einfacherer Schreibweise

OC.. "+ V..0=0(..V..)¥06(..V/..)

Schreibt man in dieser Gleichung auch fiir die Elemente einer
anderen Kolonne ¥;, Vi + V), d h. setzt man allgemein fiir

wyr  beziehlich wu,; + w)x (=17
so ergibt sich aus ihr

6. Vit Vi . Vi +Vi..)=0(..V:..VstVi..)+ 6(.. Vi Vat Vi)
=00 Fie Vi) +0CVien Vi) + O ThosVaso Y+ 0 Fiess Fhsid).
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Diese Gleichung wenden wir an auf die Funktion
(.. Vi+Vey..,. Vi+ Vi .. ),
welche, da die beiden Kolonnen einander gleich sind, identisch ver-
schwindet. Daraus folgt
0=06(..Vi4+V:..Vi+Vi...)=0(...7;..V:..) + 0(...V;:...V};...)
+ O o Vg Hgei) B O B s Vo)

lifst man hier auf der rechten Seite diejenigen Funktionen fort, welche
verschwinden, so ergibt sich

..V V...)mm— 0. V.o Vi),
und da sich die Funktion ® in Bezug auf ihre Zeilen ganz ebenso
verhiilt, wie in Bezug auf ihre Kolonnen, so ist auch

o(...H,.. H;..)=—6(...H;...H;...).

Die Funktion @ #ndert nur ihr Vorzeichen, wenn man
die entsprechenden Elemente zweier beliebigen Parallelreihen
(Zeilen oder Kolonnen) vertauscht.

Da die Funktion ® homogen und linear in Bezug auf die Ele-
mente einer beliebigen Zeile ist, so ergibt sich, wenn man die
Elemente w;1, ... u;, der i** Zeile bezw. ersetzt durch £y, ...¢fu,,, offen-
bar die Gleichung

oder kiirzer

6(...tH;..)=1t0(...H;..))
und aus demselben Grunde folgt
..tV )=t 8( .. F...)
Die Funktion @ wird mit einer Grdfse ¢ multipliziert,

wenn man alle Elemente einer Reihe (Zeile oder Kolonne)
mit ¢ multipliziert.

Addieren wir zu den FElementen einer beliebigen Zeile H,; das
t-fache der entsprechenden Elemente einer anderen Zeile H;, d.h.

bi :

ilden wir o(. . H 4 tH..J,

so ergibt sich fiir dieses System
6(..H;4+tH.. H,..)=06(.. H...H..)+6(..tH...H;..))

-0 Hy By Y RO By By )
= 6(..H...H..)
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284 Sechzehnte Vorlesung.

und ganz ebenso folgt
(.. Vi+tVe..)=0(..%;...).

Die Funktion @ bleibt also ungeiindert, wenn man zu
den Elementen einer Reihe ein und dasselbe Vielfache der
Elemente einer Parallelreihe addiert.

§ 8.

Ebenso wie in dem speziellen Falle der Systeme dritter Ordnung,
besteht auch fiir die hier betrachtete Funktion von »* Elementen
O(u,;) ein Multiplikationstheorem, durch welches der Wert dieser
Funktion fiir ein sogenanntes ,komponiertes® System von Elementen
angegeben wird.

Ehe wir zum Beweise dieses Fundamentalsatzes iibergehen, wollen
wir zuniichst den Begriff der Komposition fiir zwei Systeme von je
n® Elementen kurz erdrtern.

Sind zwei Systeme von je n? Elementen gegeben

W15 Wigy Wi Y1y Wigsoois Bhin
Wy Wagy -« W Wory gy oo
a1y Wazs g | ond 2w e Uz .
Wniy Wney -« Wan Up1y Upgy - - - Upn )
oder kiirzer geschrieben
(wys) und (ws;) @l i=1,2,...n),

so wollen wir genau ebenso wie in den speziellen Fillen der Systeme
von 4, 9 und 16 Elementen das System

(in) g,i=1,...n)

betrachten, dessen Elemente aus jenen beiden dadurch hervorgehen,
dafs man die Elemente je einer Zeile von (w,;) mit den entsprechenden
Elementen je einer Kolonne von (u;;) multipliziert und die so ent-
stehenden 7 Produkte addiert. Es sind also die einzelnen Elemente U,
gegeben durch die Gleichungen

Ugg = Wy1 Us; + Wyaltas +*  * + Wynlni (pi=13,...n0)
oder kiirzer

(1) Um-z W5 Wni (gyi=1,8,...n).
g: )
Das so entstehende System wollen wir das aus () und (ua:)
(in dieser Reihenfolge) komponierte System nemnen, und diese
Beziehung durch die Gleichung ausdriicken

@) (wy1) (ae) = (Uyo)-
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§ 8. Die Komposition der Systeme. 285

Bezeichnet man zur Abkiirzung mit H,,... H, die Horizontal-
rethen von (w,;), mit ¥/, V/,...V' die Vertikalreihen des zweiten
Systems (u;;), so kann das komponierte System auch in diesem all-
gemeinen Falle kurz durch
3 A O o (R S A
. HV By, .

(Up) = (HV)=|"" 3
H,,I IR A S ol
bezeichnet werden, wenn unter H,V/ die Summe
Wy1tyi 4+ * 4 Wyn Uni,

d. h. die Summe der Produkte der entsprechenden Elemente von H,
und ¥, verstanden wird.

Aus der Kompositionsvorschrift fiir die beiden Systeme geht
unmittelbar hervor, dafs ein Element U,; nur aus den Elementen der
Zeile H, des ersten und den Elementen der Kolonne V/ des zweiten
Systemes besteht, dals also etwa in der g*» Zeile von (U,;) nur die-
jenigen Elemente von (w,,) vorkommen, welche dort ebenfalls in der
Zeile H, stehen.

Wir werden gleich zeigen, dals gerade diese und nur diese Art
der Komposition der Systeme in der Theorie der linearen Gleichungen
von grundlegender Bedeutung ist.

Zuniichst soll aber noch eine Erweiterung des Begriffes der Kom-
position gegeben werden, welche im folgenden gebraucht wird. Kom-
poniert man niimlich genau in der soeben angegebenen Weise das vorige
System (w,;) mit dem rechteckigen Systeme

(2a) (w0, Wnty -« .« Unn) = (Unz) (”::0: : )s

welches aufser den Kolonnen V) ... V' noch die Kolonne ¥, enthilt,

so erhilt man als Kompositionsresultat wieder eine rechteckige Matrix
(Us) = (H, Vi) Goain)
von n Zeilen und (n + 1) Kolonnen, wo auch jetzt

. ng—wglulk 0 ﬂ’gnunl’_HVh
oder einfacher
n
— . g= L1,2,...n
Up= 2;“’9-’*““ i’.-=0,1:5,...n)
h=1

ist. Auch diese Matrix wollen wir als das Resultat der Komposition
von (w,;) und der Matrix (u,;) in (2a) betrachten und ihren Zu-
sammenhang mit jenen beiden Systemen ebenfalls durch die Gleichung
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286 Sechzehnte Vorlesung.

(2b) (1053) () = (Uya) (" =ornn)
charakterisieren.
Wir gehen nun aus von dem Gleichungssysteme

(3) fﬂ'=u90+ zuykxh=0 (p=1,8,...n),

dessen einzige Lisung fiir unbestimmte u,, wir in der Form schreiben

konnten
(3a) -’%=—%§)~ (h=1,8,...n).

Leiten wir nun aus (3) ein neues Gleichungssystem
F; =wnﬁ| ofs e ‘+wlnfn=0
©) BN 2 o g
Fu=winf1+' . + ivnwfnz'oj
oder einfacher
Fo=>wufi=0 (7=1,8 ...n)
>
ab, so erkennt man ohne weiteres, dals diese Gleichungen durch die
soeben angegebene Losung (3a) des Gleichungssystemes f; = O befriedigt
werden. Bedeuten aber die Elemente (w,;) unbestimmte Variable, so be-
sitzt das zweite System auch nur diese Losung, da die » homogenen
linearen Funktionen (4) von f;, ... f, nach dem Korollar am Schlusse
des § 2 nur dann simtlich verschwinden kénnen, wemn f, ... f, selbst
gleich Null sind. Es besitzen also die » Gleichungen f;=0 und die
anderen F;= 0 dieselbe Losung; sie sind demnach absolut dquivalent.
Ordnet man nun diese #» Funktionen F}, ... F, in (4) nach 2, ...z,
und ist dann

(4a) Fy= Uy +2 Ugyizi =0,

so erkennt man ohne weiteres, dals das neue Koeffizientensystem

(U) 105
aus dem urspriinglichen

(as) smo i)
dadurch hervorgeht, dals man es vorn mit dem quadratischen Systeme

(wm) (g h=1,2,...n)

komponiert; d. h. es besteht die Kompositionsgleichung
(1073 (ua) = () (MR osaa):
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Lost man nun das Gleichungssystem (4a) direkt auf, so ergibt
sich die Losung aus der in (3a) gefundenen dadurch, dafs man die
Elemente u,; ersetzt durch die entsprechenden U,;, d. h. man erhiilt nun

g‘&z——g?gﬁ) h=1,2,...n);
und da diese Werte von z,, ...z, mit den in (3a) gefundenen iiberein-
stimmen miissen, so erhilt man die Identitit

On(Uyi) 96 (“9 i)

(h==1,9,...n),

OU) Oy
und hieraus folgt die Proportion
= o) _ 6,0 _ . _ e«
) 00 ~ 6, ~ T eatw)

In diesem Ausdrucke enthilt der erste Quotient kein Element
Uygy Ugg, -+ Uno der Kolonne V;, denn der Nenner desselben enthilt nur
die Elemente (u;1, wys, ... w;n), der Zihler nur (U,y, Uy, oo olsn), wnd
da die Elemente u;, nur in den U,, auftreten, so kommen sie in diesem
ersten Quotienten mnicht vor.

Ebenso zeigt man, dals der zweite Quotient von den in V] befind-
lichen Elementen (w,,) nicht abhiingig ist u.s.w., und hieraus folgt,
dals der gemeinsame Wert dieser (n -+ 1) Quotienten von den Ele-
menten des ganzen Systemes (u,;) nicht abhingt. Zur Ermittelung
des Wertes von ol

Qtﬁyk)
kann man also fiir das System (u,:) irgend ein spezielles annehmen.

Es ist nun (77,,) das aus (wys) und (u;;) komponierte System, d.h.
es ist

wu, '?{'J”, voe Win Uypy Wpoy ooo Uiy
(6) : : =

Wniy Wngy .. Wan Un1y Ungy ... Upg

U'u:--- vin

Varsoox B

Wihlt man nun fiir das System (%1 ...u,,) speziell das oben
(S. 280) angefiihrte Einheitssystem E und beachtet, dafs dann

wu; <o Wi Wigy o wln‘
@ : I
wﬂl; “’rm Wnty oor Wan
d.h, dafs dann (U,,;) = (wy,,) w1rd, S0 folgt aus der obigen Bemerkung,
dafs der Wert von Oy Oty
— Dy

Ougn)  O(E)

wird.
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In dieser Gleichung sind nun nach der allgemeinen Voraussetzung
6 (u,,) und O(w,;) nicht identisch Null, es kann daher auch nicht
6(E) gleich Null sein. Aus der hieraus sich ergebenden Gleichung
(8) 0(Upn) O(E) = 6(uy) O (2051)
folgt nun weiter, dafs die ganze nicht verschwindende Zahl O(FE)
gleich + 1 sein mufs; denn hiitte @ () einen von 1 verschiedenen
Primfaktor, so wiirde dieser in @(u) oder @(w) enthalten sein, und
das stinde mit dem oben gefundenen Resultat im Widerspruch, dals
die Funktion @ keine Zahlenfaktoren enthilt. Es ist also @(E) = +1;
und da das Vorzeichen von @ bis jetzt noch willkiirlich war, so wollen
wir dasselbe jetzt ein fiir alle Male so gewiihlt annehmen, dals

00 00
0,1,0,...0

(9) ©(E)=6]0,0,1,...0|=+1
000,53

ist. Da nun das System (Usy,...U,s) aus den beiden (w1, ... Whn)
und (u1,... ) komponiert ist, so ergibt sich also aus (8) die folgende
wichtige Gleichung
(10) O[(10,1) (452)] = ©(10,) © () Gh=m
d. h. die Funktion ® von einem komponierten Elementarsysteme ist
gleich dem Produkte der @-Funktionen von ihren Komponenten.

An dieser Stelle mag auch bemerkt werden, dals durch die
Gleichung (9) der auf S.280 anticipierte Nachweis erbracht ist, dals
O(E) notwendig von Null verschieden ist.

§9.
Das im vorigen Abschnitte bewiesene Multiplikationstheorem fiir
© erhiilt man auch, wenn man, anstatt das Gleichungssystem

(1) f}‘ = Upo +2 Uy i Ty = 0

durch ein #quivalentes zu ersetzen, an Stelle der n Unbekannten
&y,...%, n andere §,...&, einfihrt, welche mit jenen durch die
linearen Gleichungen

) &; =2 VixEa

zusammenhiingen, wo die n® Koeffizienten des Substitutionssystemes
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§ 8. Zweiter Beweis des Multiplikationstheorems. 289

(3) (T-?;'k)

unbestimmte Grifsen bedeuten. Setzt man nimlich die Werte fiir
*,,...%, in die Gleichungen (1) ein und ordnet diese dann nach den
neuen Unbekannten £,...&,, so erhilt man n Gleichungen fiir sie,
welche folgendermalfsen geschrieben werden konnen

(4) Qn = Wyo +22 wni Vi€ = thno +2 Vi =0.
ety %

In ihnen bleiben die #» konstanten Glieder dieselben wie vorher,
withrend die n® Koeffizienten ¥; durch die Gleichungen bestimmt sind

Vie= UpiVik (B k=1,8,...m);
diese zeigen, dals das System (7,:) aus den beiden (u;,) und (vi)
durch Komposition entsteht, d. h. dals

(5) (“n D) = (VM) (i k=1,2,...n)
ist.

Die Gleichungen (4) fiir £, ...&, besitzen nun eine und nur eine
Lésung; denn aus (2) ergibt sich, dals, solange das Koeffizienten-
system (v;;) lauter unbestimmte Grofsen enthilt, dem einen Losungs-
system z,,..., der Gleichungen (1) eines und nur eines fiir §,, ... &,
entspricht. Lost man nun die Gleichungen (4) fiir diese Unbekannten
direkt auf, so kionnen nach unserem allgemeinen Satze die Werte der
Unbekannten in der Form geschrieben werden

Ou(Var
(6) Ee=— _Q_EV:ki)l (#=1,2,...n),
wo also der gemeinsame Nenner die @-Funktion des Systems (V)
mn (5) bedeutet.

Setzt man nun diese Werte in die Gleichungen (2) ein und ersetat
zugleich die Unbekannten a; durch ihre Werte

0,(up)
T ey’
so ergibt sich die Identitit
9.‘ (“M) Z”ix Bx(VM) .

@ B T T
Da nun die linke Seite dieser Gleichung den Wert der Un-
bekannten x; in der reduzierten Form gibt, so mufs der Nenner der
rechten Seite @(V) durch @(u) teilbar sein, d.h. es muls eine
Gleichung von der folgenden Form bestehen
O(Vir) = O(wi) - G(az, ax),

Kronecker, Determinanten. 19
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oder mit Beriicksichtigung von (5)

(8) B[ (i) (vir)] = (i) - G (i, vir),
wo (G eine noch unbekannte ganze ganzzahlige Funktion ihrer Argu-
mente ist.

Nun ist aber ®(u,;) eine ganze homogene Funktion der Grifsen
(wni) von der mt®® Dimension; dasselbe gilt von @(V,;) in Bezug auf
die Elemente (7};), und da jedes derselben homogen und linear ist in
den Elementen des Systemes (u,;), so folgt daraus, dafs die beiden
ganzen Funktionen ©(V) und ®(u) die Elemente (u;:) in derselben,
nimlich der »'*® Dimension enthalten. Daher kann die ganze
Funktion G die Grifsen (u,;) gar nicht enthalten; sie ist also allein
von den Elementen v,; abhingig.

Um den noch unbekannten Faktor G- zu finden, konnen wir also
an Stelle des Systemes (u,;) ein ganz beliebiges spezielles, z. B. das
Binheitssystem, wihlen. Tun wir dieses und beachten wieder, dals

(E)(vix) = (vin)
wird, so geht unsere Gleichung (8) iiber in
0 (vix) = O(E) - G(vix).
Auch aus dieser Gleichung ergibt sich, dafs @(E) eine von Null

verschiedene ganze Zahl sein muls, welche keinen Primteiler enthilt,
dals also @(E) gleich + 1 ist. Setzen wir also nach der oben gemachten

Bestimmung
6(E)=+1,
G (vix) = 0 (vix),
und aus der Gleichung (8) ergibt sich, wie oben, der Multiplikationssatz
9 O[(uni)(vir)] = O (uni) - O(via).

Das hier gefundene Multiplikationstheorem (9) bildet die Grund-
lage fiir alle Untersuchungen iiber die Funktionen @(u;;) der »* Ele-
mente (u,;), oder, was dasselbe ist, iiber die Determinanten »*** Ord-
nung. Wir werden néimlich zeigen, dafs sich alle Eigenschaften der
Funktion @, auch die vorher direkt hergeleiteten, als sehr einfache
Korollare aus diesem Satze ergeben. Vorher soll aber die Funktion ®
auf Grund ihrer jetzt gefundenen Eigenschaften explicite dargestellt

und nachgewiesen werden, dafs durch sie in der Tat ein System
von 7 Gleichungen mit unbestimmten Koeffizienten gelost wird.

so wird
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Darstellung der Determinante mit Hilfe ihrer drei charakteristischen Eigenschaften.

— Beweis, dals » lineare Gleichungen mit n Unbekannten stets eine Lisung

besitzen. — Die verschiedenen Darstellungen der Vorzeichen A = Die
Cauchysche Determinante.

81

Die bis jetzt hergeleiteten Eigenschaften der Funktion @ geniigen
vollstiindig, um dieselbe explicite hinzuschreiben und um den Nachweis
zu fithren, dals in der Tat jedes System von #» linearen Gleichungen
fiir ebensoviele Unbekannte mit unbestimmten Koeffizienten stets eine
Losung besitzt.

Wir hatten gefunden, dals, falls » solche Gleichungen

(1) fo=1ty0+ Zuy, 2, =0 (9=1,2,...n)
durch Grofsen des Rationalititsbereiches der Koeffizienten 15sbar sind,
der gemeinsame Nenner @(u,;) eine ganze ganzzahlige Funktion der
»n* Elemente des Systemes

Wgyy Uggy oo an
@) A Ugy, Uggy +-. Uan
9 .

Un1y Ungy.. . Unn

sein wird, welche jene ganze Reihe von Eigenschaften besitzen mufs,

die in der voraufgehenden Vorlesung angegeben worden sind. Von

ihnen wollen wir hier nur drei hervorheben, durch welche die

Funktion @ eindeutig bestimmt ist, und mit deren Hilfe sie leicht

dargestellt werden kann.
Dieselben sind in dem folgenden Ausspruche zusammengefalst:

Die Funktion @ (u,,) mufs eine ganze ganzzahlige Funktion

der #* Grifsen (u,;) sein, welche die folgenden Eigenschaften hat:

1. Sie ist homogen und linear in den Elementen einer jeden
Horizontalreihe des Systemes;

2. sie #indert nur ihr Zeichen, wenn man zwei Zeilen mit-

einander vertauscht;

19*
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3.es ist @(E)=1, wenn mit E das Einheitssystem be-
zeichnet wird.

Da die Funktion @(u,;) eine ganze ganzzahlige Funktion der
n® Elemente des Systemes ist, so ist sie eine Summe von lauter Pro-
dukten von Potenzen jener »® Elemente mit ganzzahligen Koeffizienten.
Weil aber @ eine homogene lineare Funktion zunichst der Elemente

Uygy Ypay -« - Uin

der ersten Zeile des Systemes (u,;) ist, so enthiilt jedes dieser Pro-
dukte ein und nur ein Element %, von H, und da dasselbe auch in
Bezug auf alle iibrigen Zeilen gilt, so mufs @ die Form haben

(3) @(ﬂg;.) = Sl Ehyha.e by Ui, Uahy o+ - Un iy

wo jetzt nur noch die Koeffizienten &,,...s, 20 bestimmen sind.

Um diese Gréfsen zu finden, vertauschen wir in dem Elementen-
system (u,;) in (2) die erste und zweite Horizontalreihe, und beachten,
dafs dabei @(u,,) nur sein Vorzeichen @ndert. Dann folgt aus (3)

— @(ﬁw‘ =Zah Bgees g U2y Wiy WD, <+« Uniyy

hy=1

oder wenn wir die Summationsbuchstaben %, und %, miteinander ver-
tauschen, wodurch ja allein ihr Name geiindert wird, so erhilt man
die zweite Darstellung von ®

(3a) + O(uy) = — Z &nyhyhy.. by Wi s, Uy - - - Un iy,

Durch Subtraktion dieses letzten Wertes von @ von dem in (3)
angegebenen erhiilt man die folgende Identitit, welche fiir variable
Werte der #® Elemente (u,;) erfiillt sein muls
T (Enta.. iy F Ehahy.o.by) Yany U, -+ - Unsy, = 0.

Da hier alle Koeffizienten gleich Null sein miissen, so er-
gibt sich
4) Ehyhabyere by = Ehabidyec by fiir h, 2 h,
(4a) Etutahy... iy = 0.

Genau ebenso folgen aber, wenn man die Elemente zweier be-
liebiger Zeilen H, und Hj vertauscht, die Gleichungen

& = — &
---bat‘vﬁﬂ--- .A..ﬁ‘g...ba...

= (.

und speziell

LERE T P
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Demnach sind alle Koeffizienten ¢, . ; gleich Null, in welchen zwei
Indizes h. einander gleich sind, wo also in dem zugehérigen Produkte
Uipy + + » Wahy ~ - - Ugn, » - - ZWel Elemente in einer und derselben Kolonne Vi,
stehen. Es sind daher nur diejenigen Koeffizienten

Ehyhg. .y

nicht gleich Null, in welchen die n Indizes A, ...#A, alle voneinander

verschieden sind; und da dieselben nur die Werte 1, 2,...n durch-
laufen, so konnen nur diejenigen n! Koeffizienten &, ., wirklich auf-
treten, in welchen die Indizes (%, hy,...h,) einer Permutation der
n Zahlen (1,2, ...n) entsprechen.

Aus (4) folgt nun weiter, dals diese n! ganzzahligen Koeffizienten
ihren absoluten Werten nach gleich sein miissen, sich also héchstens
durch ihr Vorzeichen unterscheiden komnen, weil man ja jede Per-
mutation %, ky, ... R, aus 1, 2,... % durch successive Permutationen
von je zwei Elementen erhalten kann.

Der absolute Wert dieser Koeffizienten bestimmt sich nun leicht
aus der dritten Eigenschaft der @-Funktion. Hierzu beachten wir, dafs

die Entwickelung von @ folgendermalsen anfingt
Qg Ut U A oos

setzen wir nun (u;:) = (F), d. h.

Uyy = Ugg ==+ + + == Uy = I’ u”_=0 (i% o)
und beriicksichtigen, dafs dann @ (E)= 4 1 werden soll, so folgt
() g3.n—11;

die ﬁbrigen Koeffizienten &,...n, milssen also nach (4) simtlich die
Werte 4+ 1 oder Null haben.

Hiernach sind die Koeffizienten ¢, ... 1, durch die folgenden beiden
Eigenschaften bestimmt:

1. &,1,...s, dndert nur sein Vorzeichen, wenn man zwei seiner
Indizes vertauscht; es verschwindet also, wenn irgend zwei
seiner Indizes einander gleich sind.

2. &g a=F1

Ist es moglich, die Gréfsen & so zu bestimmen, so existiert eine
Funktion @(u,,) von %* Elementen, welche die oben angegebenen drei
Eigenschaften besitzt, im anderen Falle nicht.

Wir beweisen nun sehr leicht, dafs es stets moglich ist, die
Grofsen ¢, ba-..n, diesen beiden Bedingungen gemifs zu bestimmen.
Zu diesem Zwecke nehmen wir fiir den Augenblick %, ... %, als n Ver-
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inderliche an und suchen eine ganze Funktion G(h,h.,...h,) von
hyy...h, so zu bestimmen, dals sie verschwindet, sobald zwei der
Variablen %, und % einander gleich werden. Betrachtet man G zuniichst
als Funktion von h, allein, so mufs sie fir h,=h,...h,=h,—4
verschwinden, also durch die #» — 1 Linearfaktoren

(ha —1y)y oo (hn — hn—1)
teilbar sein; demnach ist

G(hyy .. hg) = (hy — huer) « . (hn— h1) G1(hay . . . hy),

wo G, eine neue ganze Funktion von hj, hy, ... h, bedeutet.

Da die Funktion G, also auch (,, als Funktion von h,_, betrachtet,
verschwinden mufs, sobald #%,_, einen der Werte h,, hy,...h,—s
annimmt, so enthilt G weiter das Produkt

(;luﬂ_l = hl) P (k"_]_ . }t‘n_g).

Fihrt man in derselben Weise fort, so ergibt sich fiir G(hy, kg, ... hy)
die folgende Darstellung

(5) G(hyy hyy ... by) = [ (hy — i) * S(hay by ... hy),
wo S eine noch zu bestimmende ganze Funktion von 7y, hy, ...k, ist.
Nun kann man zeigen, dals das Produkt

TT(h, — he) == [hy Bys - -« Ba] el

auch die weitere Eigenschaft hat, dafs es sein Zeichen #ndert, sobald
zwei der Variablen %, und ks miteinander vertauscht werden. Jene
Funktion ist niimlich, abgesehen vom Vorzeichen, gleich dem Produkte
aller Differenzen der n Grofsen hy,...h, jede ein Mal genommen. Es
besteht also die Gleichung

[ooba.etip..] = &(ha—hp) -H[(ka — hy) (hs— h,)] -H(ﬁ, =)
r % a, g e <a, g

wo & einen der Werte + 1 hat, und wo jedesmal » und s unabhingig
voneinander alle von ¢ und g verschiedenen Zahlen der Reihe
1, 2,...n durchlaufen. Vertauscht man nun %, mit ks, so éndert die
erste Differenz ihr Zeichen, in dem folgenden Produkte vertauschen sich
nur die Faktoren (i, — k) und (ks —h,), wihrend das letzte ungeindert
bleibt. Es #ndert also das in (5) stehende Produkt bei der Ver-
tauschung zweier beliebigen Variablen %, und Az nur sein Vorzeichen.
Daher mufs die Funktion S(%,,...%,) in (5) bei jeder derartigen Ver-
tauschung ungeiindert bleiben; sie ist also eine sogenannte symme-
trische Funktion der n Grifsen hy, hy, ... k.
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Setzt man also jetzt wieder fiir die Variablen (h,, ks, ... %,) irgend
eine Permutation der » Zahlen 1, 2...n, so folgt aus dieser Eigen-
schaft von S(hy, h,, ... h,), dals

S(hy, By, ... 0y)=8(1,2,...0)=0C
ist, und die Gleichung (5) geht also iiber in
Gy, ... hy) =C-T(h, — k) > K.

Ersetzt man endlich hier die Permutation (%, h,, ...A,) durch (1, 2, ... %),
setzt man also h; =i und beachtet, dals alsdann G(1,2,...2n)=1
werden soll, so ergibt sich schliefslich
1
C == m!

und wir erhalten so die folgende Darstellung fiir &,,,...s,

(6) Elnia... by __H(h,—?u) (0, k=1,2,...7).

Da diese Zahlen den fiir &,,,. ., aufgestellten notwendigen und
hinreichenden Bedingungen 1 und 2 geniigen, so besitzt die aus
ihnen gebildete ganze ganzzahlige Funktion

S U ho — hx
(7) 2 ( ;—-‘1 )““*1 u‘-"'fz N unhn

hy=1g>k

die drei oben geforderten Eigenschaften, nimlich
1. sie ist linear und homogen fiir die Elemente jeder Zeile
von (ug);
2. sie iindert ihr Zeichen bei Vertauschung zweier Zeilen;
3. sie reduziert sich auf 1, sobald (u,;) gleich dem Einheits-
systeme E angenommen wird.
Die auf diese Weise bestimmte Funktion (7), welche also die soeben
angegebenen fiir @ (u,;) notwendigen Eigenschaften besitzt, soll nun
die Determinante der »* Elemente (u,,) genannt und durch

| Ugn ]
oder ausgeschrieben durch

! Uygy Uygy -« Uin

Ugy, Usggy - .. Uan

|

| Un1y Un2y «.. Unp [
bezeichnet werden.
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§ 2.

Bei der Untersuchung der Systeme von n linearen Gleichungen
mit ebensovielen Unbekannten waren wir von der grundlegenden Voraus-
setzung ausgegangen, dals denselben durch rationale Funktionen der
Gleichungskoeffizienten gentigt werden konne. Die genauere Unter-
suchung der Form jener Losungen hatte nun im vorigen Abschnitte
zu vollig bestimmten ganzen ganzzahligen Funktionen der Koeffizienten
gefiihrt, welche wir Determinanten nannten und die wir ausgehend
von ihren auf S. 291 angegebenen charakteristischen Kigenschaften ex-
plicite darzustellen imstande waren.

Wir wollen nun unter Benutzung jener drei charakteristischen
Eigenschaften der Determinanten den Nachweis fiihren, dafs in der
Tat jedes System

® f,=tno~+ U1 &y +++ + Wyn 2, =0 (=182 ...n)

von n linearen Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten fiir un-
bestimmte Werte der Koeffizienten durch rationale Funktionen der-
selben befriedigt werden kann; wir wollen jetzt also die Richtigkeit
der Voraussetzung beweisen, welche wir unserer ganzen Untersuchung
zu Grunde legten.

Zu diesem Zwecke betrachten wir diejenige Determinante der

(n + 1)** Ordnung

Unps Ui s o> Wom
u u .o W
112 * in i
(2) U= }"’ = | ;| G k=0,1,... ),
|
| Upnoy; Un1y -+ Upn

deren Elementensystem aus dem Koeffizientensystem der Gleichungen (1)
durch Hinzufiigung einer ersten Zeile H, mit den (» + 1) Elementen

Uggy Upyy + - - on

von Unbestimmten hervorgeht. Aus den Resultaten des letzten Ab-
schnittes geht hervor, dals dieselbe stets explicite hingeschrieben werden
kann. Nach der ersten auf S. 295 angegebenen Fundamentaleigenschaft
ist diese Determinante eine ganze ganzzahlige Funktion der (» 4 1)*
Elemente (u;;), welche homogen und linear ist in den Elementen
Uggy Ugy s - - - Uonj 4. h. es besteht eine Gleichung

(3) U=y Uy+ vy, U+ -+ tton Un,
in der die Koeffizienten
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Uy Uy - - s
ganze ganzzahlige Funktionen der n (n + 1) Elemente der Matrix

Uiy Ugzs -+ - Utn
(4) :

Unoy Un1y - - - u‘nﬂ,

sind. Die Funktion U, welche den Koeffizienten von ug, bildet, ist
nicht identisch Null; denn wire dies der Fall, so wiirde die Deter-
minante ja von u, ganz unabhiingig sein, wihrend ihre Entwicke-
lung doch nach der der dritten Eigenschaft mit dem Diagonalgliede

+ UpgUyy - - - Unn
anfingt.

Nach der zweiten Fundamentaleigenschaft verschwindet die Deter-
minante |u;;| identisch, sobald fiir die Elemente der ersten Zeile H,
die entsprechenden Elemente irgend einer anderen Zeile H; gesetzt
werden. Setzt man also in der Gleichung (3) allgemein H;= H,, oder

Ugr = Uik (k=0,1,...n),
so erhilt man die folgenden #n Identititen
Upno U;,—}- Uy Ul it wy, U, =0 (h=1,8,...n)

oder, wenn man durch die nicht verschwindende Grofse U, dividiert,

so ergibt sich

®) Uio + E,‘ £ EL =0 (=2 3y 0 )
Diese Identititen lehren, dafs die Gleichungen f,=0 in (1) be-
friedigt werden, wenn man fiir die » Unbekannten z,, ..., die folgen-
den rationalen Funktionen der Grifsen w;; mit ganzzahligen Koeffi-
zienten setzt U, U, .

=-Ue—,.--, xn=1?‘,—;

und damit ist die von uns zu Grunde gelegte Voraussetzung voll-
stindig bewiesen.

In der sechzehnten Vorlesung war nun gezeigt worden, dalfs, falls
das Gleichungssystem (1) eine rationale Losung besitzt, der gemein-
same Nenner der Unbekannten z,...#, in der reduzierten Form eine
ganze Reihe von Eigenschaften besitzt, welche am angefiihrten Orte
mit Leichtigkeit abgeleitet werden konnten.

Im § 1 dieser Vorlesung hatten wir dann gesehen, dafs, falls
Jener Nenner iiberhaupt existiert, er mit der Determinante
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Uppy Uygy - o Utn
u. . A
21y “M3» In
(6) l“’g"'l == | iz (h=1,9...7m)
Un1y Unzy . Upn

der %® Gleichungskoeffizienten iibereinstimmen mufs, welche wir in
der Form

h —h
gk
(63) ZH g—Fk Uy, Ugh, « -+ Uniy,

hi 9>k
explicite darstellen konnen.

Da wir jetzt nachgewiesen haben, dafs das Gleichungssystem (1)
wirklich eine rationale Losung besitzt, so folgt endlich, dafs der ge-
meinsame Nenner der Unbekannten z,,...z, die Determinante |,
ist, und dafs diese alle diejenigen Eigenschaften besitzt, welche wir in
der vorigen Vorlesung fiir die Funktion @ (u,,) bewiesen hatten.

Wir wollen nunmehr diese frither gefundenen Higenschaften der
Determinante hier noch einmal kurz zusammenstellen.

Die in (6) gebildete Determinante |u,;| aus den »* Elementen des
Systems (u,,) ist eine ganze ganzzahlige Funktion derselben, welche die
folgenden Eigenschaften hat:

1. Sie ist homogen und linear in den Elementen jeder Reihe (Zeile
oder Kolonne).

2. Sie #ndert nur ihr Vorzeichen, wenn man die entsprechenden
Elemente zweier Parallelreihen (H; und H; oder V; und ¥;) mit-
einander vertauscht.

2a. Hieraus folgt, dafls die Determinante identisch verschwindet, so-
bald die entsprechenden Elemente zweier Parallelreihen beziehlich
gleich sind, d.h. sobald H;,= H, bezw. ¥;=V, ist, oder also wenn

Uip=Upr, DEEW. Up;i= Upp (r=1%...n)

ist.
3. Die Determinante bleibt ungeiindert, wenn man zu den Elementen
einer Reihe ein und dasselbe Vielfache der entsprechenden Ele-
mente einer Parallelreihe addiert, d. h. es ist z. B. fiir die Zeilen

|- Hi4 tHy - Hyooo || oo oo Hyoe s

4. Die Determinante wird mit einer Konstanten multipliziert, wenn
man alle Elemente einer beliebigen Reihe (Zeile oder Kolonne)
mit derselben multipliziert.

5. Die Determinante bleibt ungeiindert, wenn man ihre Zeilen mit
ihren Kolonnen vertauscht.
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il

6. Ist X
U;k= §: Ugn Wi (A k=1,9,...m),
h=1 .

hiingt also das System (U,;) mit den Systemen (u,;,) und (w;,)
durch die Kompositionsgleichung (U,;) = (u,,) (w0;;) zusammen,
so ist die Determinante des komponierten Systemes dem Pro-
dukte der Determinanten beider Komponenten gleich, d.h. es ist

| Ug|= | uga| | wnr |,

|
| i | Iwu-f=l 2 Upi Wi |
| |

7. Die Determinante |u;;| hat den Wert
h, —h,

| % | =2 l l ;—k Uspy « - Unpy,

L 9>""
8. Die Deterniinante des Einheitssystemes hat den Wert + 1.

oder auch

§ 3.
In den Gleichungen
(1) | ik | = Tt n,... 0, WinyUshy - Uni,
@) ——e=
& Firg oy - gy = g—Fk (B k=1,2,...n)
gk

besitzen wir eine von jeder Symbolik freie Darstellung einer Deter-
minante. Wir haben einfach in dem Anfangsgliede derselben u, #og ... %
die zweiten Indizes auf alle méglichen Weisen zu permutieren und einem
jeden der n! so sich ergebenden Produkte u,, us), . .. Unp, das durch
(2) bestimmte positive oder negative Vorzeichen zu geben.

Da es in dem Produkte (2) fiir &,,,...,, nur auf das Vorzeichen
der einzelnen Faktoren ankommt, und da die im Nenner stehenden
Differenzen (g — k) alle positiv sind, so kann man dasselbe folgender-
malfsen wesentlich einfacher schreiben. Ist a eine beliebige reelle Zahl,
so wollen wir

sgn(@)=+1, —1 oder =0

setzen, je nachdem @ positiv, negativ oder Null ist. Dann ergibt sich
fiir unser Vorzeichen das Produkt

(2a) iy by e by = l l sgn (h, — hy);
g >k
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und hier brauchen wir den Fall h,= ; nicht auszuschliefsen, da bei
dieser Festsetzung das zugehdrige &,,..,, dann von selbst gleich
Null wird. )

So hat z B. in der Determinante fiinfter Ordnung das Glied
Uyg Ugg Ugg Uy Us, das negative Vorzeichen, weil das der Permutation
(hy, hgy hgy hyy b)) = (B, 3, 2, 1, 4) entsprechende Produkt

4—1)(A—2(4—3)(¢—5)
(1—2)(1 —3)(1 —5)
(2—-3)(2—-5)

(3—5)

n

sieben negative Faktoren enthilt.

Aber schon aus diesem Beispiele erkennt man, dafs die Bestim-
mung der n! Vorzeichen &, 4, .., auf diesem Wege hochst unbequem
sein wiirde. Wir wollen daher aus der Darstellung (2) jenes Vor-
zeichens zuniichst einfachere Bestimmungen fiir dasselbe herleiten.

Das Produkt &,,,...,, in (2) enthilt so viele negative Faktoren
(hy— I;) als in der Permutation (hy, hy,...h,) ein frither stehendes
Element h; grofser ist als ein spiter stehendes h,, d.h. es enthilt so
oft einen negativen Faktor, als in jener Permutation ein grofseres Ele-
ment vor einem kleineren steht. Wir wollen eine solche Vertauschung der
natiirlichen Folge bei zwei Grolsen £, und /; eine Inversion nennen
und sagen, eine Permutation (h,, hy, ... h,) besitzt g Inversionen, wenn
w Paare (hg, h,) in Inversion stehen. Dann gilt also der Satz:

Das Vorzeichen des Elementes uy; usy, ... #ns, ist + 1
oder — 1, je nachdem die zugehérige Permutation (hy, hy, ... hs)
eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Inversionen enthilt.

Da also die oben betrachtete Permutation (5, 3, 2,1, 4) 44+ 241=17
Inversionen enthiilt, so hat das zugehorige Glied das negative Zeichen;
ebenso hat das zu der Permutation (2,9, 3, 8, 7,4, 1, 5, 6) gehérige
Element der Determinante neunter Ordnung das negative Vorzeichen,
weil sie 1 + T+ 1+ 5+ 4 4+ 1 =19 Inversionen enthilt.

Aus dieser Tatsache in Verbindung mit den im vorigen Para-
graphen abgeleiteten Eigenschaften der Funktion &, ., konnen wir
nun ein merkwiirdiges Resultat herleiten. Wir hatten gesehen, dals
die Funktion & ;. .4,... ihr Vorzeichen @ndert, wenn man zwei beliebige
Elemente /., und k‘; miteinander vertauscht. Nach dem soeben ge-
fundenen Resultate wechselt dieselbe Funktion aber das Vorzeichen,
wenn sich bei jener Vertauschung die Anzahl der Inversionen um eine
ungerade Zahl #ndert. Also ergibt sich der Satz:
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n

Vertauscht man in einer Permutation (A, h, ... h,) zwei
beliebige Elemente /., und %; miteinander, so indert sich die
Anzahl ihrer Inversionen stets um eine ungerade Zahl.

Da man offenbar von der natiirlichen Anordnung (1, 2,...n) der
n Zahlen, bei welcher die Anzahl der Inversionen gleich Null ist, zu
einer beliebigen Permutation (k,, ks, ... h,) stets durch eine Anzahl
von successiven einfachen Transpositionen gelangen kann, so lilst sich
das Vorzeichen &, . .,, auch durch den folgenden Satz bestimmen:

Das Vorzeichen &, ;,...,, ist + 1 oder — 1, je nachdem
man von der natiirlichen Anordnung (1, 2,...7) zu der Per-
mutation (h,, hy,...h,) durch eine gerade oder durch eine
ungerade Anzahl von einfachen Transpositionen gelangt.

Man kann also die Determinante dadurch aus ihrem Anfangsgliede
Uyy Ugg .. Un, bilden, dafs man die zweiten Indizes durch einfache Trans-
positionen auf alle miglichen Weisen permutiert und bei jeder einzelnen
Transposition das Zeichen indert.

Hieraus folgt auch zugleich, dafs die Anzahl jemer einfachen
Transpositionen immer gerade oder immer ungerade ist, wie man auch
den Ubergang von (1,2,...n) zu (hy, hg,...h,) vermittelst Trans-
positionen machen mige.

Man kann demnach die n! Permutationen (A, hy,...h,) in zwei
Klassen einteilen, je nachdem die Anzahl ihrer Inversionen gerade oder
ungerade ist, oder, was dasselbe ist, je nachdem sie aus der ersten
(1, 2,...n) durch eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Trans-
positionen hervorgeht. Wir wollen die einen die geraden, die anderen
die ungeraden Permutationen nennen. Wendet man auf alle von-
einander verschiedenen geraden Permutationen eine und dieselbe Trans-
position an, so erhiilt man ebensoviele ungerade Permutationen, welche
alle ebenfalls voneinander verschieden sind. Denn wiren von
diesen etwa zwei einander gleich, so wiirden sie gleich bleiben, wenn
man durch die nochmalige Anwendung derselben Transposition wieder
zu den urspriinglichen Permutationen zuriickkehrte. Hieraus folgt, dals
die Anzahl aller ungeraden Permutationen der aller geraden mindestens
gleich ist. Wire man aber von den ungeraden Permutationen aus-
gegangen, so wiirde man durch Anwendung derselben Schliisse finden,
dals auch umgekehrt ihre Anzahl gleich oder grofser als die Anzahl
der geraden Permutationen ist.

Also enthalten beide Klassen gleich viele, nimlich je %nl Per-

mutationen, und man erhilt fir die Determinanten n'** Ordnung den
folgenden Satz:
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Die Determinante n'* Ordnung besteht aus n! Produkten
Ugp Usp, - - Unp,; VOn diesen hat die eine Hilfte das positive,
die andere das negative Vorzeichen, je nachdem die zugehorige
Permutation (h,, Ay, ... h,) in die Klasse der geraden oder in
die der ungeraden Permutationen gehort.

Zwei Permutationen (hy, hy, ... h,) und (k}, h},...h,) gehdren in
dieselbe Klasse oder in verschiedene Klassen, je nachdem die eine in
die andere durch eine gerade oder durch eine ungerade Anzahl von
Transpositionen iibergefiilhrt werden kann. Die Entscheidung dieser
Frage wird sehr erleichtert durch die folgende einfache Uberlegung.

Vertauscht man in einer Permutation (%, ...k b1, ... k) v Ele-
mente, etwa die » ersten unter ihmen, cyklisch, wihrend die (» — v)
ibrigen ungedndert bleiben, so erhilt man nun eine neue Permutation
(hgy hgy - .. Byy Ry Byysy ... hy), welche derselben Klasse angehort oder
nicht, je nachdem » ungerade oder gerade ist. In der Tat erkennt
man sofort, dafs die cyklische Permutation (%, k,, ... h,) oder in leicht
verstindlicher Bezeichnung die Permutation

(hl, Bgyia e h,.)
By Tigy o By
ersetzt werden kann durch die Folge der (v — 1) einfachen Transpositionen

I h h
(k:)’ (k;)’ (h.i)’
bei denen ja das erste Element allmiihlich an die »' Stelle wandert,
ohne dals Ay, hy, ... h, ihre Aufeinanderfolge veridndern.
Jede cyklische Permutation von » Elementen ist also dqui-
valent (»— 1) Transpositionen. ;
Nun kann man aus einer gegebenen Permutation (i, k,...%h,)
jede andere durch cyklische Vertauschung einzelner Gruppen von Ele-
menten ableiten. Soll z. B. die Permutation

9,2,3,7,56,1,8,4 in 4,7,23,5,1,9,8,6)
iibergefiihrt werden, eine Aufgabe, welche durch
(9, 2,8, 10,8, 1,8, 4)
4,7, 2,8,56,1,9,8, 86
bezeichnet werden kann, so beginne man mit dem ersten umzustellen-
den Elemente 9, welches durch 4 zu ersetzen ist, und durchstreiche
dann die 9; hieranf suche man die Zahl 4 in der ersten Permutation

auf, welche in 6 iibergeht, und durchstreiche die Zahl 4, und fahre
so lange fort, bis man wieder zu der Anfangszahl 9 in der oberen Reihe
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1 fig -0y

zuriickgelangt ist. Die so erlangten Zahlen schreibe man der erhaltenen
Folge gemiils in einen Cyklus. Dann gehe man von der ersten noch
nicht durchstrichenen Zahl der oberen Reihe aus, bilde in gleicher Weise
einen zweiten Cyklus und fahre so lange fort, bis alle Ziffern durchstrichen
S
Ry By ol
cyklischer Permutationen zerlegt werden. In unserem Beispiele erhilt
man so die Gleichung

9,9,8,75,6, 1,84\ gt s
($7 2551 0856=046DET7,906)®),

sind. So kann jede Permutation ( ) in eine Reihe einfacher

wo die beiden einfachen Cyklen (5) und (8) bedeuten, dafs jene Ziffern
ungeiindert bleiben. Da nun jene Cyklen von je 4, 3, 1 und 1 Ele-
menten bezw. 3, 2, 0 und O Transpositionen #quivalent sind, deren
Gesamtanzahl 5 ungerade ist, so gehioren jene beiden Permutationen
e k-,.)
ey
k Cyklen von bezw. ay, ay, ... a; Elementen, so beweist man genau
ebenso, dafs sie

@—1) + ([@—1) +-+ ([@—1)=n—k

in verschiedene Klassen. Zerfillt eine Permutation (

Transpositionen dquivalent ist; je nachdem also (n — k) gerade oder un-
gerade ist, gehoren (hy,...h,) und (%], ...k;) in dieselbe oder in ver-
schiedene Klassen.

Hieraus folgt sofort, dals fiir ein Produkt wy, usy, ... Unp, das
Vorzeichen

(2b) By gyt = (— 1)"4
ist, wenn die Permutation (1’ 254t n) in % Cyklen zerfillt.
i hyy by ... iy
§ 4.

Wir wollen endlich noch eine letzte und allgemeinste Bestimmung
des Vorzeichens &,,,, .. ,, geben, welche erkennen lifst, dafs gerade
dieses Vorzeichen erst durch die Determinantentheorie geschaffen wurde.

Wir wiihlen irgend ein spezielles System (a;:), von welchem wir
nur voraussetzen, dals seine Determinante einen von Null verschiedenen
Wert hat, also z.B. das Einheitssystem (E). Es seien wieder ¥, V5, ... Va
seine n Vertikalreihen, und es werde durch | &y, ky, .. . h, | die Determinante
desjenigen Systemes bezeichnet, dessen Vertikalreihen bezw. V,,, Vi, ... Vi,
sind; hier bedeuten %, hy, ...k, gewisse unter den Zahlen 1, 2,...n,
welche entweder alle voneinander verschieden sind, oder auch zum Teil
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einander gleich sein konnen, so dafls also die Determinante des urspriing-
lichen Systemes die Bezeichnung |1, 2,...%| erhilt. Dann erkennt
man sofort, dafs fiir jede Permutation (h,, ... )

oo e W
1 Ehyba oo hy = 71, 2, . om

ist. In der Tat folgt ja aus den Fundamentaleigenschaften der Deter-
minanten n** Ordnung, dafs dieser Quotient die folgenden drei Eigen-
schaften hat, welche fiir die Zahlen &, ,..s, charakteristisch waren:

ik U B T 1.
IL &,,s,...n, Wechselt sein Zeichen, wenn zwei Indizes h; und hy
miteinander vertauscht werden.
I &, .., verschwindet, wenn zwei Indizes J und /; einander
gleich sind.

Damit ist unser Beweis in seinem vollen Umfange erbracht,
und wir erhalten die folgende Darstellung einer jeden Determinante
n'** Ordnung

A g ot
2) | | =2 ~|;,_22'—;5|— Uy, Usiy - - o Uniy
(k)

Man kann von der allgemeinen Gleichung (1) ausgehend auch
leicht zu der fritheren Darstellung des Vorzeichens &,,s,...s, zuriick-
kehren. Es seien 2,, 2, ... 7, unabhiingige Veriinderliche; dann wiihlen
wir fir die Determinante |1, 2,...%| die folgende von Cauchy zuerst
untersuchte Determinante n'** Ordnung

" N N
|21y %y .- Zn
1 —
(3) F(zl,zz,...z,,)= ’52:; Z;, EE, = z: ll [ e=1,9:.:m)

=1 -1 =1
el T -

Es ist leicht, ihren Wert anzugeben. Setzt man némlich irgend zwei
Variable z, und 2, einander gleich, so verschwindet die Determinante,
weil dann die beiden Kolonnen ¥, und V; einander gleich werden. Also
ist F(z,, 2,...4,) eine ganze ganzzahlige Funktion der n Variablen z;,

welche durch jeden der n(ﬂz_ Y Linienfaktoren

gk=12%..n
4= % g >k

teilbar ist. Also enthilt F auch das Produkt derselben, d.h. es be-
steht eine Identitit
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(3a) |7 | = @(s,, ... 2) l 1 (2,— ) (k=1,3,...n),
9>k

wo @ ebenfalls eine ganze ganzzahlige Funktion ihrer Argumente ist.
Ersetzt man nun in dieser Identitiit allgemein z; durch ¢z;, wo ¢
eine neue Variable ist, so multipliziert sich |8~ | mit

nin—1)

Ty

t1+2+. . ._i_{,-,_lj_:
weil in dieser Determinante die Elemente der i*** Zeile mit ¢i—! multipli-
ziert werden; und da das Produkt der f-’: Y Linearfaktoren rechts

denselben Faktor enthiilt, so folgt, dafs die noch unbekannte Funk-
tion @ eine ganze ganzzahlige homogene Funktion der nullten Dimen-
sion von z,...2,, d. h. eine ganze Zahl C ist; es ist demnach

Clen —2)(tn —2)...(0na—2a—)
(2-',;_1 = zl) (z,,_x —'22) s

(8b) 7 =C-T(e,— 2) =
(52 g 51)
Um die Konstante C zu finden, beachten wir, dafs das Diagonalglied

20 o1 A2 n—1
2 2’243...2“

auf der linken Seite den Koeffizienten BEins hat, und dafs dieses Glied
in der Determinante sonst nicht auftritt. Suchen wir nun in der Ent-
wickelung des Produktes rechts dasselbe Glied, so besitzt es offenbar
den Koeffizienten C, d. h. es ist C =1. Also ergibt sich

11,2,...n|=|4}, zg,...zf‘f:l l (2g—2x) (=0,1,...n—1).
o>k

Ersetzt man nun 2, ...z, durch 2, ... #,, wodurch die Determinante
|1, 2,...n| in |k, hy,...h,| iibergeht, so folgt

lku hi; --—kn[ == !3’1, zini=ﬂ(z_,,g— g”‘k}’

und man erhilt fir das Vorzeichen &n,...n, den Ausdruck

. I z"‘:'| —4‘1 Zi” | z”’ 5 z"t
(4) Ehyy by - m Q ( S:-— e ),

welcher fiir variable z,,...27, jenes Vorzeichen darstellt. Setzt man
speziell 2, =1, z,=2,...2z,=n, so erhilt man endlich die Gleichung

EKronecker, Determinanten 20
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h,—h
. (4.3) E'J‘h‘r‘!l""?'ﬂ=] ] (;‘_]‘T d
g >k

zu welcher wir auf S. 295 Nr. (6) durch direkte Berechnung gefiihrt
worden waren.

Zum Abschlufs dieser auf die Darstellung der Determinanten be-
ziiglichen Bemerkungen werde noch erwiihnt, dals man aus der Formel

]‘!!-g:r| =2 Ehyy ooty Wity Uapy < oo Wiy,

allein alle acht Eigenschaften der Determinanten herleiten kann, welche wir
auf S. 298 und 299 durch die Untersuchung der Losungen von # linearen
Gleichungen gefunden hatten. Doch soll an dieser Stelle nicht niher
auf die Begriindung dieser Behauptung eingegangen werden.
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Achtzehnte Vorlesung.

Die charakteristischen Eigenschaften der Determinanten in vereinfachter Darstellung.
— Die Funktionen @ (u;3) der mn Elemente einer Matrix. — Das Multiplikations-

theorem fiir zwei Matrizen. — Anwendungen. — Die abgeleiteten Systeme. —
Das Fundamentaltheorem fiir die Komposition der abgeleiteten Systeme.
§ 1.

Im § 1 der siebzehnten Vorlesung hatten wir ein vollstéindiges
System charakteristischer Eigenschaften der Determinanten kennen ge-
lernt. Wir hatten ndmlich den Satz bewiesen:

Eine Funktion @ (u,,) der n* Elemente eines quadratischen

System
yetemes gy, Uggy - - Yin
Baiy iy s Wan
(R'y'?r) —l
Un1y Un2y -.. Unn
@O unterscheidet sich von der Determinante |u,,| nur um einen

von den Elementen wu,, unabhingigen Faktor, wenn sie die
beiden folgenden Eigenschaften hat:
1. Sie ist linear und homogen in den Elementen einer jeden
Horizontalreihe.
2. Sie dndert bei der Vertauschung der Elemente zweier
Horizontalreihen nur ihr Vorzeichen.

Wir wollen diesen Satz im folgenden verallgemeinern und ihn
dann fiir die Untersuchung aller tiefer liegenden Eigenschaften der
Determinanten benutzen.

Zunichst konnen wir jene beiden Fundamentaleigenschaften auch
folgendermalsen aussprechen: :

Eine Funktion @(u,,)= @ (H,, H,, ... H,) unterscheidet
sich von der Determinante nur durch einen von den Ele-
menten u,, unabhiingigen Faktor, wenn sie

(Ia) 1. linear und homogen ist in den Elementen einer jeden
Zeile, und
2. wenn sie verschwindet, sobald man die Elemente einer
Zeile H; durch die Elemente irgend einer anderen ersetzt.
20*
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In der Tat beweist man genau ebenso wie auf S.126, dals aus
der zweiten Eigenschaft in (Ia) unmittelbar die zweite Eigenschaft
in (I) folgt. Betrachtet man nimlich z. B. die nach (2) in (Ia) iden-
tisch verschwindende Funktion @(H, + H,, H, 4+ H,, H,, ... H,), so
ergibt sich unter Benutzung der Tatsache, dafs @ homogen und linear
ist in den Elementen der ersten und zweiten Zeile, auch hier die
Gleichung
o(H, +H,, H,+ H,,...H)=6(H, H,, ... H,) + 6(H,, H,, ... H,)

+ O(H,, H,... H)+ 0(H, B, ... H);
nach Weglassung der drei nach (Ia) (2) verschwindenden Funktionen
folgt also in der Tat

e(H, H,, ... H,)=— 0(H,, H,, ... H,),
und ebenso wird der Beweis fiir je zwei Horizontalreihen gefiihrt.
Wir wollen nun den Satz (I) durch das folgende i#quivalente
Theorem ersetzen, welches weniger Voraussetzungen erfordert.
Eine Funktion ©(u,,) ist gleich C|u,,|, wenn sie
1. linear und homogen ist in den Elementen der ersten
(Ib) Zeile H,, und wenn sie
2. bei der Vertauschung der Elemente von H, mit den ent-
sprechenden Elementen einer der Zeilen H,, H,, ... H,
nur ihr Zeichen #ndert.

Aus der Voraussetzung niimlich, dals @ (u,,) eine homogene lineare
Funktion der Elemente w,,, ... %, von H, ist, folgt nimlich durch Ver-
tauschung von H, mit H; unter Benutzung der zweiten Voraussetzung,
dafs — @ (u,;) und also auch @ (u,,) selbst homogen und linear in den
Elementen von F; ist, d.h. die erste Voraussetzung in (I) ist eine
Folge von (Ib). Um dasselbe fiir die zweite Voraussetzung von (I)

zu beweisen, beachten wir nur, dafs jede Vertauschung (g’) zweler
k
beliebigen Horizontalreihen ersetzt werden kann durch die drei hinter-
A H\ (B\ (B, i
einander angewendeten Vertanschungen ( ( ( ; denn bei diesen

H;/ \H,/ \H,
Zeilenvertauschungen geht ja @ (H,, ... H;, ... H;, ...) successive iiber in

O (Hyee- By Hyy oo ) O s 5o By e By o)y OB o By By 0)s
und hieraus folgt in der Tat, dals @ (u,;) auch wirklich bei der Zeilen-
vertauschung (gi) nur das Zeichen #ndert.

k

Natiirlich gelten die Sitze (I), (Ia), (Ib) auch in Bezug auf die
Vertikalreihen des Systemes (u).
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§ 2.
Wir wollen nun diese Sitze folgendermalsen verallgemeinern: Statt
eines quadratischen Systemes betrachten wir eine rechteckige Matrix
von mn Elementen

Uggy YUggy o 00 HUin

Uzyy Ugoy o500 Uz n
1) () =| - ?

Um1y Umgy -0 Umn

WO m 2 n sein kann. Wir bezeichnen wieder mit H,, H,,... H, und

Vi, Vi, ... V, ihre Horizontal- und Vertikalreihen und wollen zu-
nichst m <n annehmen; der Fall m > n wird nachher leicht auf
diesen reduziert werden

Auch hier suchen wir eine Funktion ®(u,;), welche die beiden
folgenden Eigenschaften hat:

1. Sie ist eine lineare homogene Funktion der »n Elemente u,,...u;,
der ersten Horizontalreihe.

2. Sie dndert bei der Vertauschung der ersten Zeile H, mit irgend
einer anderen nur ihr Vorzeichen.

Eine unmittelbare Folgerung aus diesen beiden Eigenschaften ist
dann nach den soeben durchgefithrten Betrachtungen, dafs @ (u,;) eine
homogene lineare Funktion der Elemente einer jeden Zeile H;, also
eine ganze rationale Funktion aller mn Elemente u,; ist, und dafs sie

H;
Wir konnen zuniichst eine ganze Anzahl von speziellen Funktionen
dieser Art angeben und wir werden dann zeigen, dals und wie sich
die allgemeinste Losung unserer Aufgabe aus jenen Einzellsungen
zusammensetzt.
Lassen wir zuniichst aus den n Vertikalreihen ¥V, V,,... V, die

(n — m) letzten fort, so erhalten wir ein quadratisches System

bei jeder Zeilenvertauschung ( ) ihr Vorzeichen indert.

U1 - =- Wim
(Vs Vo)
Uiy + o « Umm
von m® Elementen, dessen Determinante
Dy=|Vy, V3y... Val

offenbar die beiden verlangten Eigenschaften besitzt; denn sie ist eine
lineare homogene Funktion von u,, ... t;y, Wi, m41y -+ U1n, in der nur
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die Koeffizienten von w1 ,41,... %, Null sind, und sie @ndert ihr
Vorzeichen bei jeder Vertauschung zweier Zeilen H; und H; der
Matrix (1).

Aus dem Systeme (u,,) kann man durch Fortlassung von je (n—m)
Vertikalreihen im ganzen

ot _nm—1n—2...a—m+1)
e Sl ORI T m

quadratische Systeme von je m* Elementen
(Viir Viy -+ Vi)

herleiten, wenn (R, hy, ... hy) alle n, Kombinationen von je m unter
den n Zahlen (1, 2, ... n) ohne Wiederholung bedeutet. Wir wollen diese
Kolonnenkombinationen stets in der natiirlichen Reihenfolge, d.h. so ge-
ordnet veraussetzen, dals

h<h<:<hn
ist. Diesen Systemen entsprechen dann die g = %, Determinanten

| Vs Viay -+ Vi |

m |

Wir wollen dieselben durch
b Sy 5 J——"

bezeichnen und bei dieser Numerierung die folgende ein fiir allemal
fest anzunehmende Reihenfolge voraussetzen.

Von zwei Kombinationen
(hys gy ... hw) und (A], A4, ... ha)

wollen wir die zweite dann als die spitere bezeichnen, wenn
von den Differenzen h]— hy, hj— hy,... die erste nicht ver-
schwindende positiv ausfallt.

Ist dann von drei solchen Kombinationen die zweite spiter als die
erste und die dritte spiter als die zweite, so ist offenbar auch die
dritte spiter als die erste.

Fiir die Matrix

Ugyy Uggy Uggy Uy Ugs
Ugyy Uggy Uggy Ugy, Uy
Usyy Ugg, Usgy Ugyy Uss

f ; g = 10 Determinanten D,, ... D,

die folgenden Indexkombinationen entsprechen
(1,2,3), (1,2,4), (1,2,5), (1,3,4), (1,3,5), (1,4,5), (2,3,4), (2,3,5),
(2,4,5), (3,4,5).

wiirden bei dieser Anordnung den

http://rcin.org.pl



§ 2. Die Funktionen @ (uy;) der Elemente einer Matrix. 311

Sieht man hier die Indizes als Ziffern dreistelliger Zahlen im deka-
dischen Zahlensysteme an, so ist die Anordnung derart, dals die zu-
gehorigen Zahlen eine zunehmende Reihe bilden; und das Analoge gilt
im allgemeinen Falle, wenn man (h,, hy,...h,) als die Ziffern einer
Zahl ansieht, welche in einem Zahlensysteme mit irgend einer Grund-
zahl g > n gebildet ist. Wir wollen daher die dieser Ordnung ent-
sprechende Numerierung der Determinanten D); als die arithmetische
oder die natiirliche Aufeinanderfolge bezeichnen.

Es sei nun (u,,) eine Matrix von m Zeilen und n Kolonnen, und
Dy, D,, ... D, seien die p =n,, zugehorigen Determinanten m'** Ordnung,
wobei n,, = 0 ist, falls m > n sein sollte. Sind damn C,, ... C, p will-
kiirliche Konstanten, so erkennt man unmittelbar, dafs die Funktion

(2) D=0D,+ CD,+---+ Cu. Dy

genau ebenso wie die vorher betrachtete Funktion D, die beiden
folgenden Kigenschaften hat:

1. Sie ist eine homogene lineare Funktion der Elemente der ersten
Horizontalreihe von (u,,).

2. Sie #ndert nur ihr Zeichen, wenn man die erste Zeile mit irgend
einer anderen vertauscht.

In der Tat kommen ja beide Eigenschaften jeder von diesen
g Determinanten D,,... D, zu. 3
Wir beweisen jetzt, dals auch umgekehrt jede Funktion

OV, Voy-.. V) = 0O (t;n)

der mn Variablen u,,, welche diese beiden Eigenschaften hat, stets in
der Form (2) darstellbar ist.

In der Tat, besitzt die Funktion @(V,, V,,... V,) jene beiden
Eigenschaften, so behilt sie dieselben auch, wenn man gewissen unter
den mn Variablen w,, beliebige spezielle Werte beilegt. Wir setzen
nun alle Elemente der Vertikalreihen V.1, Vimts,... ¥V, gleich Null
Dann hiingt die Funktion @(V;,... V,; 0,...0) nur noch von den
m? Elementen der ersten Determinante D, ab und besitzt in Bezug
auf diese die beiden in (1) und (2) angegebenen Eigenschaften. Also
mufs nach dem auf S. 308 bewiesenen speziellen Satze (Ib)

(V... V3 0,...0)=C, D,

sein, wo C, einen Zahlenfaktor bedeutet. Ersetzt man in dieser
Identitit das System (V,,... V,,) durch das zugehirige Einheitssystem
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1; 050 0,020
B — (:J, el (:),...0
OO (%0
und beachtet, dafs dann D, =1 wird, so ergibt sich
C,=0(E).
Ferner hat aber die neue Funktion
(3) 0, (uy) = O(Vy,... V) — O(E,)- D,

dieselben beiden Eigenschaften, aber aulserdem noch die weitere, dals
sie verschwindet, wenn die Vertikalreihen V., Vaat2s ... Vo gleich
Null gesetzt werden.

Wir untersuchen jetzt diese neue Funktion @, (u,,) weiter und setzen
in ihr alle Vertikalreihen, aufser 7, V,,... V1, V,up: gleich Null,
welche der zweiten Determinante D), entsprechen. Dann ergibt sich
ganz ebenso, dals

(Voo Va0, Vagn'0; . 0) =000
sein muls; oder wegen (3) erhalten wir fiir die urspriingliche Funk-
tion die Gleichung

O(Vys oo Va1, 9, Vigp1; 0,0 0 G, D,
Um die Konstante €, zu bestimmen, ersetzen wir in dieser Identitit
die Elemente der Vertikalreithen V,,... V,_;, Vi1 durch das zu
ihnen gehorige Einheitssystem. Bezeichnen wir dasselbe entsprechend
durch Z, und beachten wir, dafs dann die Determinante D,— 1 wird,
so folgt C, = 6(E,).
Also ergibt sich jetzt, dafs die neue Funktion

0, (ug1) = O, (uy1) — O (E,) Dy= 0 (u,) — (@ (E,) D+ 6(E,) D&)

ebenfalls die beiden Eigenschaften 1 und 2 besitzt, und dals sie
aulserdem verschwindet, wenn entweder die (n — m) Vertikalreihen
Vg, ... V, oder die (n — m) Vertikalreihen V,, V,,is,... ¥V, gleich
Null gesetzt werden. Fiihrt man nun in derselben Weise fort, so er-
hilt man zuletzt eine Funktion

O (uyn) = O (u,,) — (@(ElJ-Dl + @(E;) Dy +---+ O (E,) 'D.“)?

welche die beiden Higenschaften 1 und 2 besitzt, und auflserdem
verschwindet, wenn man alle Elemente irgend welcher (n — m)
Vertikalreihen gleich Null setzt.
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Eine solche Funktion mufs nun identisch Null sein. In der Tat,
enthielte ®,(u,;) auch nur ein von Null verschiedenes Element, so
miifste es die Form haben

Chiiyhay oo by Wi Uiy - o o Uy

2 hin

weil ja @, nach der Voraussetzung homogen und linear in den Ele-
menten von H,, H,,... H, ist. Setzt man aber in @, alle Vertikal-
reihen aufser V,, V,,... ¥, gleich Null, so verschwindet ®, nach
der Voraussetzung identisch, wiihrend das Produkt u,,,, ves Uy, UD-
geiindert bleibt. Es miilste also entgegen unserer Voraussetzung der
Koeffizient €,...1, Null sein; unsere Behauptung ist demnach in ihrem
vollen Umfange erwiesen.

Sind (M, M,, ... M,) r ganze Funktionen beliebig vieler Variablen,
und ist M eine andere Funktion, welche durch jene linear und homogen
mit konstanten Koeffizienten, d. h. in der Form

M=CM+ C,M,+ -+ C.M,

dargestellt werden kann, so sagen wir, M enthiilt das Modulsystem
(M, M,, ... M,). Unter Benutzung dieser Bezeichnung kiénnen wir
das soeben gefundene Resultat in dem folgenden Satze aussprechen:

Eine Funktion der mn Elemente (u,;) einer Matrix,
welche:

1. homogen und linear in den Elementen der ersten Zeile
H, ist, und die

2. nur ihr Vorzeichen #ndert, wenn man die Elemente der
ersten Horizontalreihe mit den entsprechenden irgend
einer anderen vertauscht,

enthilt das Modulsystem (D, D, ... D,), welches aus den
@ =mn,; Determinanten m'* Ordnung der Matrix (u,,) ge-
bildet ist.

Ist speziell m > n, so ist w=m,=0; die Matrix (u,,) enthilt
dann gar keine zugehdrige Determinante 7' Ordnung. In diesem
Falle existiert also keine von Null verschiedene Funktion ® (u,,), welche
die beiden Bigenschaften 1 und 2 besitzt.

Ganz ebenso zeigt man, dafs der soeben fiir die Horizontalreihen
einer beliebigen Matrix bewiesene Satz auch fiir ihre Vertikalreihen
gilt; nur treten dann eben an die Stelle der u =, Determinanten
m'** Ordnung D,, D,, ... D,, welche man aus (u,,) durch Weglassung
von je (n — m) Vertikalreihen erhilt, die
mm—1), ... (m—n-+1)

FARE RN

V=M, =

A -._-.""' g
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Determinanten nt** Ordnung A,, A,, ... A,, welche man aus (u,,) durch
Weglassung von je (m — n) Horizontalreihen erhilt.

Eine Funktion H(u,;), welche in Bezug auf die erste
Vertikalreihe 7, einer Matrix (u,,) homogen und linear ist
und bei jeder der (» — 1) Vertauschungen (Vj, ¥;) nur ihr
Zeichen #ndert, ist also stets in der Form

H(E) A+ H(EB) by + -+ H(E) B,

darstellbar, wenn Z,, ... E, die zu den Systemen von A, ... A,
gehdrigen Einheitssysteme bedeuten.

Ist m von n verschieden, so ist stets eine der beiden Anzahlen
m, und n, gleich Null Ist dagegen m =mn, so sind beide Zahlen
Ny = iy = 1.

Eine Funktion @(u,;) der mn Variablen (u,;), welcher
die beiden oben angegebenen Eigenschaften sowohl in Bezug
auf die Zeilen als auf die Kolonnen der Matrix (u,,) zu-
kommen, ist also stets gleich Null, es sei denn, dafs m = n,
dafs also das System (u,,) quadratisch ist. In diesem letzten
Falle ist notwendig

0 (uy) = C. g,
wo C = @(FE) eine Konstante bedeutet.

Wir zeigen endlich noch, dafs jede Funktion @ (u,;) der mn Ele-
mente u,,, welche die beiden Eigenschaften 1 und 2 auf S. 313
hat, stets eine unzerlegbare Funktion ihrer Argumente ist. Wiire
nimlich © (u,;) gleich dem Produkte @, (u,,)- 0,(u,,) zweier in den
u,, ganzen Faktoren, so folgt aus der ersten Eigenschaft von @, dals
derjenige Faktor, welcher auch nur ein Element einer Zeile H; ent-
hilt, alle Elemente (w1, ... %) dieser Zeile enthalten mulfs, withrend
der andere Faktor von den Elementen dieser Zeile unabhingig ist;
andernfalls konnte nimlich das Produkt @, ®, nicht homogen und linear
in den Elementen von H,; sein.

Ist ferner das System (u,,) quadratisch, so ist @ (u,;) = Cluy/,
und die Determinante besitzt dann die Eigenschaften 1 und 2, also
auch die soeben aus ihnen abgeleitete, sowohl in Bezug auf die Zeilen,
als auch fiir die Kolonnen des Systemes (u,,). Wire nun |u,,| gleich emem
Produkte @, @, von zwei ganzen Funktionen von (u,,) und enthielte &,
auch nur ein Element von H;, so miilste @, nach der soeben ge-
machten Bemerkung alle Elemente (u;y, w:s, ... %mn) dieser Zeile ent-
halten; da aber dann dieser erste Faktor je ein Element aller Vertikal-
reihen ¥,,... V,, enthilt, so miilste er, da der oben fiir die Zeilen
bewiesene Satz hier auch fiir die Kolonnen gilt, auch jedes Element
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aller Kolonnen enthalten, d. h. @, miifste von allen Elementen un-
abhiingig oder eine Konstante sein. Da aber |u,,| auch keinen Zahlen-
faktor enthilt, so gilt zunichst der Satz:

Die Determinante |u,,| ist eine irreduktible Funktion
ihrer m* Elemente.

Die allgemeinste Funktion @ (u,,) von mn Elementen ist nun
ebenfalls linear, aber nicht homogen in den Elementen von jeder ihrer
n Vertikalreihen, und hieraus folgt genau ebenso wie fiir den Fall
m =n, dals ein Faktor @,, der auch nur ein Element einer Kolonne

7. enthiilt, alle Elemente von V7, enthalten muls. Hieraus ergibt sich
genau wie vorher die Irreduktibilitit jeder Funktion @ (u,,;).

§ 3.

Wir wollen den im vorigen Abschnitte bewiesenen Fundamental-
satz zunichst benutzen, um das Multiplikationstheorem fiir komponierte
Systeme in seiner allgemeinsten Fassung zu beweisen.

Wir betrachten zu diesem Zwecke zwei rechteckige Systeme

I 3
Vy1y +++ Utm

Wty e e J
@)= .. .. @)=

Unty - « + + . Umn

(1)

Uniye++ Unm)
i=12%...m k=1,2,.....0.. rl
(k:z,e, ........ 'n) (i:i,s,..,m )’
von denen das erste m Horizontalrethen H, und % Vertikalreihen V7,
und das zweite umgekehrt % Zeilen H; und m Kolonnen ¥, hat.
Wir komponieren diese beiden Systeme in der auf S. 284 an-
gegebenen Weise und erhalten so ein quadratisches System von m?®

Elementen, welches mit Hilfe der frither benutzten Bezeichnungsweise
folgendermalsen geschrieben werden kann

BV BV BT
\ b Wl A T - B RS SR
@ (W) = (W) (o) =| " V7 VT )

Hy ¥V, BoVi, ... H Vg
we allgemein
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n
(3) w;=H, V! = E Uy Vs
f—=1

= U1 Vi1t ‘[‘ Uim Ui i Wim—+1 Vm4-1,1 + - Ui Uni

ist. Wir bilden nun die Determinante |;;| und untersuchen ihre Ab-
hiingigkeit von den Elementen u,; und v;; der beiden Komponenten
(i) und (vg,).

Man erkennt nun sofort, dafs jede Determinante |w;;| nach dem
auf S.313 bewiesenen Satze das aus den Determinanten m'** Ordnung von
(u;3) gebildete Modulsystem (D, D,,... D,) enthilt; denn aus der
Darstellung (2) von (w;;) folgt, dafs |u;; | eine homogene lineare Funk-
tion der Elemente u,; der ersten Horizontalreihe H, von |u;.| ist, weil
ja H, nur in der ersten Zeile von (w;,) auftritt. Vertauscht man aber
zweitens in (u;;) H, etwa mit H,, so vertauscht sich in dem kom-
ponierten Systeme offenbar ebenfalls die erste mit der »*» Zeile, d. h.
seine Determinante iindert nur das Vorzeichen. Also besteht wirklich

eine Gleichung
(4) |wa| = Cy Dy + ('E'D2+‘” + Cu Dy,

in welcher die Koeffizienten C,,... C, von den Elementen des ersten
Systemes unabhiingig sind.

Um nun z B. den ersten Koeffizienten C; in (4) zu bestimmen,
beachten wir, dals C,= @(E,) ist, d. h. gleich dem Werte von ||,
welchen man erhilt, wenn man das Koeffizientensystem (u;;) durch
das zugehirige Einheitssystem

(5) E=Q0w=|. "~ i

ersetzt, wo hier, wie stets im folgenden
(5a) 0z =0 @@2k), 0 =1

gesetzt wird.
Komponiert man nun dieses spezielle System (5) mit (v;,), so er-
gibt sich allgemein

n
wn=H,V/= E 0k =010+ + 0;iVig+ -+ -+ Oin V1= iz,

k=1

d. h. das komponierte System wird gleich dem aus den m ersten
Horizontalreihen von (v;;) gebildeten Partialsystem. Also ist €, gleich
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§ 8. Das Multiplikationstheorem fiir zwei Matrizen. 317

der Determinante A,, welche aus den m ersten Zeilen (H/,...H))
von (v;) gebildet ist.
Es sei jetzt allgemein

-Di:' V.l'“ V:

w e Vi

irgend eine Partialdeterminante des ersten Systemes (u,:), welche aus
den Elementen der Vertikalreihen ¥, ... V; gebildet ist, und

ﬂ,‘= | .lq,{, H;:, P H‘r I

im |
sei die Partialdeterminante von (v;;), welche zu den entsprechenden
Horizontalreihen H, ... H;:n gehort. Dann beweist man sehr leicht,
dafs der Koeffizient C; von D; in (4) gleich A; ist. Vertauscht man
nimlich in der Kompositionsgleichung
(wir) = (uix) (vx2)

links und rechts zwei Vertikalreihen 7, und ¥, des ersten Systemes
(4;x) miteinander und zugleich dieselben Horizontalreihen H| und HY
des zweiten Systemes, so #ndert sich die Determinante |w;;| nicht,
weil in dem zugehirigen Systeme (w;;) sowohl die erste und die
ke Zeile, als auch die erste und die k** Kolonne miteinander vertauscht
werden.

Macht man nun in jener Kompositionsgleichung die folgenden
2m Vertauschungen

Vimit ¥V, V, mit V,... ¥V, mit F

H; ” H}:, Hzr » -E{!;!Hr:'l » ":n’

so treten in beiden Komponenten (u;;) und (v;;) die zu D; und A; ge-
horigen Systeme an die erste Stelle, und da sich dabei |w;,| nicht
indert, so folgt nach dem soeben bewiesenen Satze, dafs in der trans-
formierten, also auch in der urspriinglichen Determinante |w;,| der
Koeffizient von D, gleich A, ist.

Es ergibt sich also die folgende Fundamentalgleichung fiir die
Determinante eines aus zwei rechteckigen Matrizen komponierten
quadratischen Systemes
©)  lwul =) @) = Ddst Dydy 4+ Dy,
wenn D,,...D, und A,,... A, die Partialdeterminanten der beiden
Komponenten in ihrer natiirlichen Reihenfolge bedeuten.

Wir wollen zuerst einige unmittelbare Folgerungen aus diesem
Satze angeben.

Ist speziell m =n, sind also beide Komponenten quadratische
Systeme, so ergibt sich der gewdhnliche Multiplikationssatz

(6a) | (uar) (via) | = | wax |+ | vra |-
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Ist dagegen m > n, so wird in (6) die rechte Seite Null, d. h. es ist
(6b) | 0a| = | (i) (var) | = 0.

Es sei ferner das System 7' = (v;;) zu S = (u;) konjugiert,
d. h. es moge die Matrix 7' aus S durch Vertauschung der Zeilen mit
den Kolonnen entstehen, so dafs also 7'= S und

ru‘u.- Ugyy + v o Umy )
Ugyy Upgy ... Urp a""’ Uggy « - . Une
@ (t0:7) = SS= ‘fsu Yggy -=oUan
Uiy Umzy + - Umn
[ %4105 Yy - - = Yo}

ist. Dann sind auch die Partialsysteme m'* Ordnung von (v;;) zu den
entsprechenden von (u;;) konjugiert und ihre Determinanten A; den
entsprechenden Determinanten D; gleich. Dann erhilt man also die
Gleichung

(7a) |\S8S| =D+ D +---+ Di.
Sind die Elemente von S = (u;;) reelle Grifsen, so ist also die Deter-

minante des Systemes |S-S| nur dann gleich Null, wenn alle seine
Partialdeterminanten m'** Ordnung verschwinden.

Es sei z. B.
a,,
9 (au bu "31), also S_=lbl, 62],
tly, bz: cz
€ Gy
so ist
185 :‘ ai + b + ¢, a,a3+ bby+ cc

|a@yag + byby + c63, ai + b} + o} ’
und man erhiilt die sehr hiiufig benutzte Identitit
(b) (a3 + b3 + &) (a4 B3 + ¢) — (a0 + by by + €165)* = (a, by — aby)*
+ (Bres — byey)* + (105 — €30)*
Sind 7, und /, zwei beliebige gerﬁde Linien im Raume, und
a,=cos(ly, ), by=cos(ly,y), ¢ =cos(ly, 2
ag=cos(ly, ), by=cos(ly, y), ¢ =cos(ly, 2)

die Kosinus der Winkel, welche sie mit drei rechtwinkligen Koordi-
natenachsen bilden, so geht die linke Seite der Gleichung (7b) iiber in
1 — cos®(l, 1) = sin® (I, l,), und man erhilt die Gleichung

(8) sin® (I ) = Z(a, by — ayby)*.
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Die rechte Seite verschwindet nur dann, wenn

bl cl
ST
ist; und aus der Gleichung af+ b} 4 ¢i=al+4bi+4ci=1 folgt 1=+ 1.
Es ist also nur dann sin (I, 1,) = 0, wenn [, dieselbe oder die entgegen-
gesetzte Richtung hat wie /;; diese Tatsache wird durch die geometrische

Anschauung in Evidenz gesetzt.

§ 4

Die soeben gefundenen Sitze wollen wir nun zur Untersuchung
der mit einem Systeme zusammenhingenden sogenannten abgeleiteten
Systeme benutzen. Die hier sich ergebenden Resultate bilden die
Grundlage fiir die Theorie der Transformation der Systeme und Formen
ineinander.

Es sei
(1) S = (uy,,) (ma=12...n)
ein beliebiges System von »® Elementen. Der Fall, dafs S eine recht-
eckige Matrix ist, braucht nicht besonders untersucht zu werden, da
die hier auszufithrenden Operationen und die aus ihnen sich ergebenden
Resultate auch fiir diese ihre volle Geltung behalten. Man kann die
Untersuchung einer Matrix von m Zeilen und # Kolonnen ohne weiteres
auf die eines quadratischen Systemes reduzieren, wenn man dieses durch
Hinzufiigung einer Anzahl von Zeilen oder Kolonnen, die lauter Nullen
enthalten, zu einem quadratischen Systeme ergiinzt.

Wir wollen nun in diesem Systeme (» — ) nach Belieben ge-
wilhlte Zeilen und ebensoviele Kolonnen unterdriicken. Dann bleibt
ein System von » Horizontalreihen und ebensovielen Vertikalreihen
iibrig. Die Determinante dieses Systemes wird die folgende Form haben

Iu}ﬁh’ Ukytyy - -+ Upyt,

[ 2,1, Uky1,y « « « Upya
(2) [ ) 2k 22 2ty g

‘H;‘-’.;I, ﬂ-kri,:, FAEE ?{-;;-rgr

wemn (Hy,, H,,... H, | Vi, Vi,... V;) die zugehorigen Horizontal-
und Vertikalreihen sind.

Es sei die Zeilenkombination (ky, %,,...%) in der natiirlichen
Reihenfolge aller Kombinationen der Zahlen (1, 2,...%) zu je »- die
p'°, und ebenso sei die Kolonnenkombination (4, I, ...7,) in der natiir-
lichen Reihenfolge aller derartigen Kombinationen die ¢**. Dann soll
die obige Determinante r** Ordnung kurz durch

(r)
Up,q
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bezeichnet, und eine Unterdeterminante oder Partialdeter-
minante »** Ordnung des Systemes (u,,) genannt werden.
Da die beiden Indizes p und ¢ von u” unabhiingig voneinander

alle Zahlen der Reihe 1, 2,... %, durchlsufen kénnen, wenn
' 11(91—1} cor m—r41)
AN 2 R T

ist, so folgt, dafs ein System »'" Ordnung genau (%,)* Unterdeter-
minanten #'** Ordnung u-;,"')q besitzt. Wir wollen dieselben zu einem
nadratischen Systeme

q y S(f} e (a{r(r) (pye=1, 2,...m,)

vereinigen und dieses das 7' abgeleitete System von S=(u, )
nennen. Der Einfachheit wegen bezeichnen wir die Indizes der Unter-
determinanten %) immer durch die gleichen Buchstaben p und ¢ und
geben in einer beigefiigten Klammer die ganzen Zahlen an, welche p
und ¢ durchlaufen. Man erkennt dann, dals ein System #'*" Ordnung

genall n ahgeleitete S?Steme
S;(n, E;[Q), e E"(”)

besitzt, deren Elemente die simtlichen Unterdeterminanten -erster,
zweiter, . . . 2" Ordnung von S sind. Das erste abgeleitete System
ist offenbar das System S = (u, ,) selbst; wir wollen dasselbe daher
auch mitunter durch S™ = (u)’) bezelchnen Das letzte besteht nur
aus einem Elemente; es ist identisch mit der Determinante |, ,|. Die
Ordnungszahlen nn—1) w@m—1)(n—2) 1

L5 To TR s e

der n abgeleiteten Systeme sind mit dem Binomialkoeffizienten von »
identisch.
Ist speziell

dy 0,...0
0, dy .. .0
(ug,q) =] - § = ((d))
0,00, il
ein Diagonalsystem mit dem Dlagonalelemente d, so erkennt ma.n sofort,
dafs in dem 7t abgeleiteten Systeme (1) alle Dmgonalelemente Uge=0"

alle nicht in der Diagonale stehenden Elemente u, fiir p = q aber
gleich Null sind, weil in ihnen mindestens eine Zeile oder eine Kolonne
lauter Nullen enthilt, d. h. es ergibt sich die Gleichung

(ug) = (@)

Ist also d =1, so ergibt sich der Satz, dals alle abgeleiteten Systeme
eines Einheitssystemes wieder Einheitssysteme sind.
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§ 4. Die Komposition der abgeleiteten Systeme. 321

Ebenso findet man, dals eine Matrix S von m Zeilen und
n Kolonnen genau v abgeleitete Matrizen

(1 (2) v)
S® 89 ... 8

besitzt, wenn v die kleinere unter den heiden Zahlen m und n be-
deutet. Withrend die Matrix S m Zeilen und » Kolonnen hat, be-
steht offenbar das niichste System aus m, Zeilen und n, Kolonnen und
allgemein enthilt S m, Horizontal- und n, Yertikalreihen.

Wir beweisen zunichst den Hauptsatz iiber die Komposition der
abgeleiteten Systeme. Es seien

U= (u,,,) und V = (v,,)

zwei Systeme n'*" Ordnung und

(3) W = (wp,9) = (tp,q) (Vp,0) = TV
das Produkt derselben. Sind dann allgemein
U(f), V(f'), 1AL (r=1,2,...n)

die aus U, V und W abgeleiteten Systeme, so folgen aus der Glei-
chung (3) die »n Gleichungen
4) W= g y® (r=1,2,...n).

Die letzte unter diesen Gleichungen fiir » —n spricht das Multipli-
kationstheorem fiir die Determinanten n** Ordnung aus.

Um den allgemeinen Satz zu 'bewelsen, betrachten wir irgend eine
Unterdeterminante 7t** Ordnung e:p des komponierten Systemes, deren
Indizes p und ¢ bezw. den Indexkombinationen

(kyy By, .. ) und by, ... 1)

entsprechen mogen. Dann kann diese Determinante folgendermafsen
geschrieben werden

| U ! !
wknfl gy ﬂ“*l fyy ssn wkl | H-": Vﬁ} 'E}-l V‘g! Ay ‘Hh Vi'r
!
w.:::) ev‘*ﬂ"ll wl‘a‘n? ik B %k, T | = | Hig‘an Hk:V‘::? LS Hk,’VIr B

!
wk,..i‘; wkr.‘,, wwy w*,:,’ | Hk V;l, Hk,VI,: e H*rV‘r

Sie ist also die Determinante des aus den beiden rechteckigen Matrizen

Uk, 1, u.h 2y + - .« . Upa

_ Upy1y Upezy - . o . Ups
(5) (Hhr Hi;: siziiy Hk,.) = R

Uk 1y Ur.2y « . . Upn

Kromnecker, Determinanten. 31
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und
(V15 V1, - - V13, )
Vay, Vs, - .- U2y,
i 1 I (]
(53) ch, Vl-n aails V!,) -
L Untyy Uniyy + « « Uni, )

komponierten Systemes. Nach dem auf S. 317 bewiesenen Fundamental-
satze (6) ergibt sich somit fiir jene Determinante die Darstellung

wly=D,A,+ DA+ -+ DA, (=,
wenn allgemein D; und A; die Unterdeterminanten 7** Ordnung der
beiden Matrizen (H,,... Hy) und (¥3,... ¥/) in (5) und (5a) in
ihrer natiirlichen Reihenfolge bedeuten. Nach unserer Bezeichnungs-
weise sind aber (D,,...D,) und (4,,...A,) bezw. identisch mit

('“fr.)b “g)h ces “.Svf)ﬂ) und (”(1:)9’ ”(2’:)9? ces ”5:,)9 ’
denn die Unterdeterminanten der ersten Matrix haben den ersten In-
dex p, da sie der p'** Zeilenkombination (%,, %, ...%,) entsprechen; und

ebenso erkennt man, dafs den Unterdeterminanten der zweiten Matrix
der zweite Index ¢ zukommt. Also ist in der Tat

() iy = s o)+ s oy -+ g 0,
d. h. es besteht die Kompositionsgleichung

) )Y (o)
(6a) (3,9) = () (V)

welche mit (4) identisch ist.

Setzt man von vornherein U als rechteckige Matrix von m Zeilen
und » Kolonnen und umgekehrt ¥ als Matrix von n Zeilen und
m Kolonnen voraus und bezeichnet mit W wieder das Kompositions-
resultat U7V, so gelten fiir die abgeleiteten Systeme genau dieselben
Gleichungen WO — g e o
und sie werden wortlich ebenso bewiesen, wie dies soeben fiir quadra-
tische Systeme geschah.
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Neunzehnte Vorlesung.

Der Laplacesche Determinantensatz. — Die adjungierten Determinanten. — Die
adjungierten und die reziproken Systeme. — Die Jacobische Determinanten-
relation. — Anwendungen: Aufldsung von m homogenen linearen Gleichungen
mit konstanten Koeffizienten fiir # Unbekannte. — Der Rang der Systeme. —
Besitzt das Koeffizientensystem den Rang r, so sind m —r von den m Gleichungen
iiberfliissig. — Unabhiingige Losungen. — Darstellung aller Losungen durch ein

vollstindiges System unabhiingiger Lisungen. — Die nicht homogenen linearen
Gleichungen. — Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafs diese
Gleichungen Lisungen haben.
§ 1.

‘Wir wollen jetzt das im § 2 der vorigen Vorlesung bewiesene Theorem
benutzen, um den sogenannten Laplaceschen Determinantensatz zu be-
weisen, welcher fiir uns die Grundlage fiir die Untersuchung der
zwischen den abgeleiteten Systemen S, S, ... 8™ bestehenden Be-
ziehungen bilden wird. Zu diesem Zwecke ersetzen wir zuniichst jenes
Fundamentaltheorem durch ein allgemeineres.

Wir betrachten ein quadratisches System (u,;) von %° Elementen
und teilen es in zwei Matrizen, von denen die erste aus » beliebig
ausgewihlten Horizontalreihen besteht, die zweite die % — » {iibrigen
enthidlt. Wir bezeichnen diese Matrizen kurz durch

Ugy, 1y Ugy,8y « -+ v - Ugy,n
U T T u
o b P21y Ygs, 2 . gy T
(1) (wyw,) = (H,,, H,,, ... H,) = y b, oo g (K
.ug,.,l) u,r,g, ...... ugﬂ,,

und

(1a) (upe,3)= (Hy, .11 Hy, 1 y---H,) =

{
uﬁr-{-l“’ ug,.+1,31 ot uyr—{—l!n

(W15 W 1 et
Wir nehmen ein fiir allemal an, dals die Horizontalreihen in jeder
der beiden Matrizen in ihrer arithmetischen Reihenfolge aufeinander
folgen, dals also
1 <9< <g wd g 1<gp2< <gn

ist; dann bilden also die »n Zahlen (g,,...¢,; grt1,-..Jn) zZusammen-
genommen eine bestimmte Permutation der Zahlen (1, 2,...n).

Wir untersuchen wieder alle Funktionen @ (u,;), welche in Bezug
auf ihre »*® Elemente die beiden auf S. 309 angegebenen Eigenschaften

besitzen. Da wir schon wissen, dals sich dann @ (u,;) von der Deter-
21*
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324 Neunzehnte Vorlesung.

minante |u,;| nur durch eine multiplikative Konstante unterscheidet,
so kionnen wir unbeschadet der Allgemeinheit statt @ (u,:) gleich die
Determinante |u,;| selbst wiihlen.

Da |u,;| jene beiden Eigenschaften sowohl in Bezug auf die Ele-
mente der ersten Teilmatrix (u,m,;) als auch in Bezug auf diejenigen
der zweiten (u,®,;) besitzt, so ist sie eine homogene lineare Funktion
sowohl der Partialdeterminanten #** Ordnung von (u,w,:) als auch der
Partialdeterminanten (# — #)*** Ordnung von (u,m,;). Sind also

(2) 3 Dy s v o Dy (u=n,)
und
(2a) ARVASI NN

diese beiden Reihen von Partialdeterminanten in ihrer natiirlichen
Reihenfolge, so ergibt sich fiir |u,;| die Darstellung
(3) !’t{-yk | =22 C,r, P .D,r, &,!",
in welcher die (,, noch unbekannte konstante Koeffizienten sind.

Um den Koeffizienten (), fiir ein bestimmtes Indexsystem (A, 2')
zu finden, ersetzen wir das Variablensystem (u,;) durch das speziellere
(#,1), in welchem fiir die zu D, und A, gehirigen Systeme die ent-
sprechenden Einheitssysteme gesetzt sind, wiithrend alle iibrigen Elemente
gleich Null angenommen werden. Dann wird die rechte Seite von (3)
gleich C,;, weil D,=A;=1 wird und in allen anderen Produkten
D, Ay mindestens eine der beiden Determinanten Null ist, weil sie min-
destens eine aus lauter Nullen bestehende Vertikalreihe enthilt. Haben
nun zuniichst D, und A, auch nur eine Vertikalreihe gemeinsam, so
ist die Anzahl der von Null verschiedenen Vertikalreihen von (i)
kleiner als n, und daher ist die links stehende Determinante | i, | =0,
weil auch sie dann mindestens eine aus lauter Nullen bestehende Vertikal-
reihe hat; dasselbe gilt demnach auch von diesem Koeffizienten Cj;.
Hieraus folgt, dals in der Gleichung (3) die Summation nur auf die-
jenigen Produkte D, A, auszudehnen ist, deren Systeme keine Vertikal-
reihe gemeinsam haben.

Ist also D, eine der Unterdeterminanten der ersten Matrix (1, )

und smd Vﬁ., ‘VJ}:, I VA,

die zu ihr gehorigen Vertikalreihen, so entspricht ihr diejenige so-
genannte komplementire Determinante A, von (uy,,), deren (n—r)

Vertikalreihen E'r-|-:! V-’s,—+s’ 'V%
von den obigen simtlich verschieden sind, so dafs die » Indizes
(hys - b3 heyyy ... h,) zusammengenommen ebenso wie vorher

(@4 -+ v Gri1, ... gn) eine bestimmte Permutation der Zahlen
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§ 1. Der Laplacesche Determinantensatz. 325

(1,2, ...n) bilden, wobei auch hier (%, ...%) sowohl als auch
(hyt1y « .. hy) ihrer Grofse nach aufeinander folgen. Dann ist also
| vy P e Uy P

Mo “?Hfr ‘ 4 r+1%r41 r=1'n |

|Nyg,,...'3£-y;, e
4 D,=|."" il A,;z‘ .

Wi pgarors gy

i r l“’g:i"'r-}-ﬂ ..... Ngn by

Setzt man nun in der Identitit (3) die Diagonalglieder von D,
und A, gleich Eins, d. h. setzt man
(5) gy 1y = Ugy ="+ == Uy 3, =1
und alle anderen Elemente gleich Null und bezeichnet man dieses
spezielle System (i,;) jetzt durch E,;, so ergibt sich die Gleichung

Ciw=|Euwr |,
und wir erhalten so die allgemeine Identitiit

6 s | = E, x| Dy By
(6) | g | gi |

Aus der Natur der Koeffizienten | F,; | ersieht man sofort, dals
sie alle den Wert 4+ 1 haben, und man kann auch sehr leicht dieses
Vorzeichen vollstindig bestimmen. Zu diesem Zwecke bringen wir in
dem Systeme F,,; durch Zeilenvertauschungen H,, H,, ... H, an die
r ersten und H, .., ... H, an die (n—7) letzten Stellen, und in
gleicher Weise konnen wir dann durch Kolonnenvertauschungen
B Vigstinss V., an die » ersten, 'V},,__!Fl, s V},n an die (n — r) letzten
Stellen bringen. Dadurch geht aber das System FE,; in das Einheits-
system F, seine Determinante also in Eins iiber; und da bei jeder
solchen Reihenvertauschung die Determinante |u,,| ihr Zeichen #indert,
so folgt, dafs | F),, | gleich + 1 oder gleich — 1 ist, je nachdem die
Gesamtanzahl jener Vertauschungen gerade oder ungerade ist.

Vertauschen wir nun zuerst H, successive mit H, _,, H, s, ... H,,
so tritt H, nach g, — 1 Zeilenvertauschungen an die erste Stelle, ohne
dals sich hierdurch die arithmetische Reihenfolge der » —1 iibrigen
Zeilen geiindert hat. Vertauscht man jetzt H,, successive mit H,,_,... H,,
so nimmt H,, nach g, — 2 Vertauschungen die zweite Stelle ein, wihrend
die n — 2 tibrigen Zeilen auch jetzt nach der Gréfse ihrer Indizes auf-
einander folgen. Fahren wir in derselben Weise fort, so zeigt sich,

dals nach @G—=1D+(@@—2) +-+ (9. —7)

Zeilenvertauschungen H,, H,,, ... H, die r ersten Stellen eingenommen

haben, wihrend die % — r {ibrigen Zeilen von selbst nach der Gréfse
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ihrer Indizes geordnet sind; diese sind daher bereits H,_ 417 -+ Hyg, In
dieser Reihenfolge; durch jene Vertauschungen sind also die Horizontal-
reihen bereits in der verlangten Weise angeordnet.

Ebenso sieht man, dafs durch

(hy—1)+ (hg—2) +-- -+ (b — 1)
Kolonnenvertauschungen die Ordnung (V3, ... V., Vig1,... Va) der
Vertikalrethen in die vorher verlangte (V,, ...V ; Vi, s Vi,)

iibergeht, und da sich die Summe jener beiden Anzahlen von der
Summe der beiden Zahlen

(T) G=(9’1++9r), H=(}31++hr)

nur um eine gerade Zahl unterscheidet, so ergibt sich
JEJ”!' ] — (_ 1)1’}'-}-.”'

Wir erhalten somit die Gleichung

(8) | 242 | —_—2 DDA
h=1

Den Exponenten G+ H wollen wir den Index der Determinante D,
nennen. Ein Blick auf die Darstellung von D, in (4) lehrt, dals der-
selbe gleich der Indexsumme aller Diagonalglieder von D, ist.

Aus der Symmetrie unserer Gleichung, in Bezug auf die beiden
Teilmatrizen (u,m,;) und (u,»,,), folgt, dals die obige Gleichung auch
in der Form

(8a) |uga| = (= 1)+ Dy
h=1
geschrieben werden kann, wo
(9) G}+Hr=(gr+l+"'+gﬂ)+(hr-|-1+"'+}?-ﬂ)

den Index der komplementiren Determinante A, bedeutet. Da die
Summe beider Indizes

@+ H)+ (@ +H) =g+ +9) + O+ -+ h)=2(1+ -+ )
eine gerade Zahl ist, so erkennt man auch direkt, dals die beiden
Vorzeichen (—1)°F# und (—1)* ™% einander gleich sind.

Endlich bemerke ich noch, dafs sich die Indizes 2 und %' je
zweier komplementiiren Determinanten stets zu p 41 ergiinzen, wenn
man beide Determinanten in ihrer natiirlichen Reihenfolge numeriert,
dafs niimlich die komplementiren Determinanten zu

. D, Dy oDy heaw.. By Bu—ipers B
sind.
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§ 1. Der Laplacesche Determinantensatz. 3927

In der Tat, sind
(10) (hyy hyy ... hy) und (Bly B, - - B
zwel Indexkombinationen, von denen die zweite nach unserer Definition
der natiirlichen Reihenfolge die spiitere ist, also eine grifsere Ordnungs-
zahl besitzt, so ist von den beiden komplementiren Indexkombinationen
(10a) Bovcsxs By o v ) und (B vy Mgy o BE)
umgekehrt die zweite die friihere, besitzt also eine kleinere Ordnungs-
zahl. Bezeichnen wir jetzt nimlich die beiden ersten Indexkombinationen
in (10) durch
EOBY By o By Bogery o b)) v BBy Bling o BE);
so dafs also i, ; und A, die beiden ersten voneinander verschiedenen
Indizes sind, so ist nach unserer Annahme

k,+1 =3 h;-l-l-

Dann enthalten die beiden komplementiren Kombinationen (10a) zuerst
alle diejenigen Zahlen der Reihe 1, 2, ... (h, 41— 1) gemeinsam, welche
nicht gleich einer der Zahlen 7, ...k, sind. Auf diese folgt dann in
der zweiten komplementiren Kombination (hyi,...7%}) in (10a) un-
mittelbar die Zahl %,.,, welche in der ersten Kombination (10a) nicht
vorkommt; es ist also in der Tat die zweite komplementire Index-
kombination die frithere, was zu beweisen war.

§ 2.

Die im vorigen Abschnitte bewiesene Laplacesche Determinanten-
relation kann als eine Beziehung zwischen zwei abgeleiteten Systemen
S und 8“7 von (u,,) aufgefalst werden, deren Ordnungszahlen sich
zZu n erginzen.

Es mogen niimlich zuniichst ¢ und g' die Ordnungszahlen sein,
welche den komplementiren Indexkombinationen

(91 Gy - 9-)  wnd  (Grg1y Grt2y - Gn)
der Teilmatrizen (w,m ;) und (u,® ;) in der natiirlichen Reihenfolge
derselben zukommen. Nach dem am Schlusse von § 1 hewiesenen

Satze ist dann PR IR Sl " Ay s
Ebenso seien & und %' wie vorher die den komplementiren Index-
kombinationen (k,...%,) und (hy41,...h,) entsprechenden Ordnungs-

zahlen.
Dann kionnen die in (4) auf S. 325 durch D), und A, bezeichneten

Unterdeterminanten 7¢* und »'** Ordnung jetzt durch () und u'%) be-
zeichnet werden, da z. B. D, diejenige Unterdeterminante r*** Ordnung ist,

welche der g**» Zeilenkombination (H,,, ... H,) und der A**® Kolonnen-
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kombination (V;,, ... V) entspricht. Also schreibt sich die Laplacesche
Determinantenrelation folgendermalsen

Ry
G+H_ () () +r'=
|u-_r,zfx | =2 (“ 1) “9’;- '“1:-’* (9+9'=r;,-;:;r' 2?:,.-{-1
k=1
(1)
= D7 e
h=1

Wir wollen nun die zuletzt abgeleitete Identitit noch dadurch verall-
gemeinern, dafs wir in ihr die zu (H,,... H,) komplementire Matrix
(H,, 417---H,,) durch eine aus (» —r) anderen Horizontalreihen gebildete
Matrix ersetzen. Es sei (f}, f;, ... f,) eine von (g,, g5, ... g,) verschiedene
Indexkombination, und (f, 41, ...f,) die zu ihr komplementiire; es moge
(fis---fr) in der arithmetischen Reihenfolge der Indexkombinationen
r*r Ordnung die f**, und (fi41,...fs) in der Reihenfolge der Kom-
binationen (» — r)'** Ordnung die f'* sein; dann ist f'=n,+ 1 —f. Er-
setzen wir nun in der obigen Identitit die Zeilen (H, 412+ Hy,) der
zweiten Matrix durch die Zeilen (H;, , e .H;), so treten rechts nur
an die Stelle der Unterdetermmanten us ,., der Matrix (H,, ,,... H,)
die entsprechenden Unterdeterminanten w)") der Matrix (Hy, 145 H,ﬂ).
Auf der linken Seite verschwindet die neue Determinante

(B o s By B

identisch, da unter der hier gemachten Annahme mindestens eine der
Horizontalreihen F; mit einer Reihe H, identisch ist, und unsere
Gleichung geht daher iiber in

(2) —2( 1)y ul) (r 2 9)-

Wir wollen diese Gleichung noch mit (— 1) W multiplizieren, wo
F'=frq41+--+f, gesetzt wird, so dals in ihr ¥' an die Stelle von G'
tritt. Dann konnen wir diese und die vorher gefundenen Glei-

chungen (1) zusammengenommen in der Form schreiben

(3) 2( DY+ uG i = 8y, | 8,
h=1
wo |S|=|u,;| und d;, Eins oder Null ist, je nachdem f=g also
f'=g' ist, oder nicht.
§ 3.

Ist uﬂ eine beliebige Determinante #*¢* Ordnung des Systemes (u;;),
so besitzt sie in der Entwickelung von |S| nach dem Laplaceschen
Determinantensatze in (1) des vorigen Paragraphen den Koeffizienten
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§ 8. Die adjungierten Determinanten. 329
@ (= D" = (= D° i,
so dals die betreffende Determma,nte das positive oder das negative
Vorzeichen hat, je nachdem dle Summe der Diagonalindizes von .,
oder, was dasselbe ist, die von u/ gerade oder ungerade ist. Wir wollen
diesen Koeffizienten (1) die zu u!) adjungierte Determinante
nennen, und diese Beziehung so ausdriicken

(2) ad] ugrg_'( 1)(‘+H fr'l
Ebenso ist auch umgekehrt
(2a) adj. uff )y = (— )5 o),

Betrachtet man also speziell ein System fiinfter Ordnung

Upry Uggy Uygy Uy, Ugg
Ugyy Uggy Usgy Usyy Uy
Ugyy Uggy Usgy Ugy, Ugs |,
Uygyy Uygy Uz, Ugyy Uyg
Ugyy Usgy Uggy Uy, Ugs

so ist z. B.
i Uyyy Upgy Upy
adj. | %27 B | = — Uy, Uy, Uy, B
Hazy Y Ugyy UWsg, Usy |
[ Ugyy Ugg, Uyy, Ugg
ok — | Ug1, Ugg, Ugy, Ugg |
). Ugg = ) |
Ugy, Ugoy Uygy, Uy |

| Y515 Usg, Usyy Usy
Dann kann die allgemeine Laplacesche Determinantenrelation (3)
auf voriger Seite folgendermalsen geschrieben werden

(3) Z’ugg adj. ulr) = 8,,| 8|,
A=1

d.h. die Summe aller Produkte aus den Determinanten ug,} einer

Matrix (H,,...H,) und den entsprechenden adjungierten
Determinanten einer Matrix (H,, ... H, ) ist gleich | S| oder
gleich Null, je nachdem jene beiden Matrizen (H,,...H, )
und (H, ... H,) einander gleich oder voneinander ver-
schieden sind.

Das System
(adj. ug}{) = ((— 1%+ K'HL’,‘;}.) (0K =np, mp—1,...1)

stimmt, abgesehen von der Reihenfolge und dem Vorzeichen der Zeilen
amd Kolonnen, mit dem (n — r)!» abgeleiteten Systeme
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8¢ = (“pq) (B2=12-..n,)

iiberein; denn um dieses System in jenes iiberzufiihren, braucht man
ja nur die Reihenfolge seiner Zeilen sowohl als auch die seiner
Kolonnen umzukehren und dann jede Zeile H, mit (—1)%, jede
Kolonne ¥,y mit (— 1) zu multiplizieren. Da durch diese fiir die
Zeilen und Kolonnen symmetrischen Operationen das Vorzeichen der
Determinante nicht geéindert wird, so ergibt sich speziell

4) |8 | =|ul) | =] adj.uiil-

Wir kinnen die Gesamtheit aller (n.)* Laplaceschen Determinanten-
relationen (3) auf S.329 durch eine einzige Kompositionsgleichung zwischen
drei Systemen der (n,)** Ordnung ersetzen, wenn wir an Stelle des
Systemes (adj. (u7))) das konjugierte, d. h. dasjenige in die Betrachtung
einfihren, welches aus (adj. (u(7))) durch Vertauschung der Zeilen mit

den Kolonnen hervorgeht. Wir wollen im folgenden die zu )
adjungierte Determinante immer durch Af) bezeichnen, so dals also

(5) AR = adj. ul) = (— 1)e+2uE):
ist, und wir wollen das aus diesen (n,)* Elementen gebildete System

((A('})) das zu (u0)) adjungierte System nemnen. Dann kiunen
wir die Lap!aceschen Determinantenrelationen so schreiben

b o

(6) ("AET}: 07|81,
oder "’_1
ud, uf) ... f") Al A0, "'A'(l?!_.. S|, 0, ... O
(62) i‘lgl), u), ...ﬂf’? A‘;l), A, "'Ag?:, " (-), [5) B
“Ef:v ui:fs,. “L?"r A") An’:_ Afﬁ:’) R R . |
Es ist also:
L () (45D = (8D,

wenn unter (| S|) ein Diagonalsystem von der Ordnung #, verstanden
wird, dessen Diagonalelemente simtlich gleich |S| sind. Da die
Gmndglelchung (1) auf S. 328 bei der Vertauschung der beiden Systeme

(u¢)) und (ul)) ungeéindert bleibt, so folgt leicht, dafs auch umgekehrt

(6¢) (A7) (ug) = (|81)
ist; die beiden Systeme (% ("}) und (AM) sind also miteinander vertauschbar.

Geht man in der Gleichung (6b) beiderseits zu den Deter-
minanten iiber, und beachtet dabei, dafs die Determinante
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A(") |=| W
Pe |
ist, so ergibt sich
M | 81187 | =l 47| =8

Da die Determinante |S| nach dem auf S.315 bewiesenen Satze
eine irreduktible Funktion ihrer »* Elemente u;; ist, so folgt aus dieser
Gleichung, dafs
(7a) luba]=2| 8%, |ub)|=12|8|
sein muls, wo &= j:l und ¢ + o' = n, ist. Zur Bestimmung des Vor-
zeichens ¢ und der Exponenten ¢ und o' ersetzen wir das System (u,;)
durch ein Diagonalsystem (d), d. h. wir setzen

U =d -0y (hk=1,2,...n),

wo d eine Variable bedeutet. Dann wird nach dem auf S. 320 unten
bewiesenen Satze

n (r) __ qr ) ar
[8]= Uy, =d Opyy Uy, =d 0Op,,
und
) ron r'n.
|tpg | =", [“M| .

Also ergibt sich mit Hilfe dieser Gleichungen aus (7a)
g=+41 d""=ga°" 4" =a%"
o= t=(m—1).y o'=(n—1)r—s.

Die Determinante des 7t* abgeleiteten Systemes S ist
also gleich der (» —1),_,*** Potenz der Determinante des zu
Grunde gelegten Systemes S; die Determinanten der abgeleiteten
Systeme sind also dann und nur dann gleich Null, wenn das
gleiche fiir |u,;| selbst gilt.

Ist speziell (u)) das erste System

81y Wiy - Wig
Voyy oins oo Uk

a1y Uaa, 2n

(1) M.y
(”‘m) = (Upg) = | : ’
\“n‘l; Upgy ... Upy
so besteht das adjungierte System

A

Ay, Ay - Aan

1 G I Aszn
Gl Ly

Llinl_) Aﬂg}"' Aﬂlﬂ

aus allen %* Unterdeterminanten der (# — 1)t** Ordnung, und zwar ist
allgemein
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3|6
ou

A= adj. wy; = (— 1)+

»H

d. h. die zu w;; gehdrige Unterdeterminante ist mit dem positiven
oder dem negativen Zeichen zu versehen, je nachdem die Index-
summe (i + k) gerade oder ungerade ist. Bezeichnet man die Stellen
der n° Elemente von (4,,) schachbrettartig durch weilse und schwarze
Felder, und zwar so, dals A,, ein weilses Feld entspricht, so erhalten
die auf weilsen bezw. schwarzen Feldern stehenden A;, das positive
bezw. das negative Zeichen.

Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt speziell

(7b) |48 =|8P
Dividieren wir die beiden Systeme von Determinantengleichungen
Iﬁ-”‘)AW — ZA"-’J ?t("} =07, | S|

durch | S|, wobei wir '5; > 0 voraussetzen, und setzen dann zur Ab-
kiirzung

Ay _
(8 ST

so ergeben sich fiir die Elemente dieses neuen Systemes
(83) D=2 . eemsnem
die Gleichungen

Tulduy ) = Zu G uln) = 8,5
dieselben konnen in die Komp051t10nsglelchungen
(8b) () Cuzy) = (7)) (a) = (B2=18-0.7,)
zusammengefafst werden, in denen E“ das Emheltssystem n,t* Ord-
nung (d,,) bedeutet.

Zu jedem der m abgeleiteten Systeme (u!)) existiert also, falls
nur die Determinante | S| des urspriinglichen S_}stemes von Null ver-
schieden ist, ein mit ihm vertauschbares System, welches mit ihm in
beliebiger Reihenfolge komponiert das beziigliche Einheitssystem er-
gibt. Ein solches System soll auch in diesem allgemeinsten Falle ein
zu (u{) reziprokes genannt werden (vergl. S. 138 figd). Ist |S[=0,
so zeigt sich hier, dafs man die Elemente eines reziproken Systemes
zu (u7)) findet, wenn man alle Elemente des adjungierten Systemes
(4%)) durch | S| dividiert.

Wir beweisen gleich, dafs es zu einem Systeme S aulser dem
hier gefundenen kein anderes reziprokes System gibt. Ist nimlich 7'
das soeben charakterisierte reziproke System, fiir welches also

(9) ST—TS=E
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ist, und wire etwa U ein zweites System, fiir welches auch

SU=E
ist, so folgt aus der Gleichung
SU=S8T

durch vordere Komposition mit 7' und unter Beriicksichtigung des fast
selbstverstindlichen aber bald noch genau zu beweisenden Satzes, dals
auch fiir Systeme 7'* Ordnung das assoziative Gesetz gilt [vergl. S. 60
und 137 (2)]
ITS8U=(TS)U=EU=U=(TST=T,

was zu beweisen war. Ist 7' das zu S reziproke System, so folgt jetzt
aus der Symmetrie der Definitionsgleichung (9), dafs auch S reziprok
zu 7 ist.

Ist dagegen |u,,| also auch | |u7)| gleich Null, so gibt es iiberhaupt
kein zu (ul)) reziprokes System denn fiir zwei reziproke Systeme
folgt ja aus der Gleichung (9) durch Ubergang zu den Determinanten

| lu| =1,
rg P2 |
was unmoglich ist, wenn |-u§;3 =0 ist.

Wenden wir die soeben bewiesenen Sitze speziell auf das erste
System (u()) = (u,,) an, so ergibt sich das Theorem
Zu jedem Systeme (u,,) von nicht verschwindender Deter-
minante existiert ein einziges reziprokes System

A4
(10) (Upg) = ( m)
dessen Elemente allgemein
(10a) oLl ok BV8) (8Ll 8

|8 Ougp Ougp
sind. Die Determinante des reziproken Systemes ist offenbar

gleich T8T S P

Sind S und 7' zwei reziproke Systeme n' Ordnung, besteht also
die Gleichung
(11) ST =E,
so ergibt sich durch UTbergang zu den abgeleiteten Systemen mit Hilfe
des auf S. 321 bewiesenen Satzes unmittelbar
(1 1 !I.) SO _ E'(")

denn aus der auf S. 320 unten gemachten Bemerkung folgt, dafs das t
abgeleitete System zu dem Diagonalsysteme E das Einheitssystem £
der Ordnung », ist. Es besteht also der Satz:
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Sind zwei Systeme S und 7' reziprok zueinander, so
sind auch die einander entsprechenden abgeleiteten Systeme
S und 7" zueinander reziprok.

Es sei nun S = (, ) ein beliebiges System 2'** Ordnung mit nicht
verschwindender Determinante |S| und (u},) sein reziprokes System.
Bezeichnet man dann durch

(ur)) und (u)
das 7' abgeleitete System bezw. von (u,,) und (u;q), so besteht nach
dem soeben bewiesenen Satze die Gleichung

(12) (@) (upg”) = (E).
Ist aber anderseits
(adj. ul))

das zu (ul)) adjungierte System, also (adj. «)) das konjugierte, so
folgt aus der anf S. 330 bewiesenen Kompositionsgleichung (6a)

() (ad3- w3) = (| 81);

dividiert man also alle Elemente von (adj. «.) und von (|S|) durch | S|,
so erhilt man

adj. w!? &
(12a) (ug;)( : sf”) = (E).
Da somit nach (12) und (12a) beide Systeme
" adj. wl?
(121) (u,)  und ( tS-?'E)

zu (u)) reziprok sind, so miissen sie identisch sein. Nun ist nach (10)
’ A

(upg) = (”%)

Also gilt fiir die rt*® abgeleiteten Systeme die Gleichung
AP

Ftoy = P37
(13) “pg)_(|8|r)’
und diese kann wegen (12b), nachdem man noch alle Elemente auf

beiden Seiten mit |S|” multipliziert hat, folgendermafsen geschrieben
werden

(13a) (452) = (181" adj. ujp).
Diese Gleichung zwischen zwei Systemen vertritt die folgenden
(n,)? Identititen

(13b) A0 = | 8" adj. ulp E=Pr---Prs 2=012-0).
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Wir wollen zwei Unterdeterminanten 7*** Ordnung von zwei Systemen
(4p,) und (u,,), welche gleiche Indizes ¢ und % haben, homologe
Unterdeterminanten nennen. Dann kénnen wir den Inhalt der
Gleichungen (13b) in dem folgenden zuerst von Jacobi bewiesenen
Satze aussprechen.

Eine Unterdeterminante #*** Ordnung des Systemes (4,,)
ist gleich der zur homologen Determinante des Systemes (u,,)
adjungierten multipliziert mit der (» — 1)t Potenz der Deter-
minante |y, |.

Sind also
p:(})“ ---Pr); o= (ql, e g,-)

die den Werten p und ¢ entsprechenden Indexsysteme und
pr=(Pr+1; ---Pn), g’=(qr+1, g,,)

die komplementiren Systeme, so lautet die Identitit (13b) aus-
geschrieben folgendermalsen

Apgiy Apigss -+ Apyg, Yorq12r 419 <o Ygppao,

(13(1) 4}&?1: Ay g oo Am,- — (_ 1)P+e.| S]"”’l “:;,-+gp,-+1s cor Uy 4 op,l,

| oo Appos <oy, Ugppyy1y +or Ug, 00

und durch einfachen Grenziibergang iiberzeugt man sich, dafs der Satz
in dieser Form auch in dem Falle | S| =0 gilt.

Fiir =1 erhilt man so die Definitionsgleichungen fiir das
adjungierte System (4,,) selbst. Nimmt man |S|=0 und » > 2, so
folgt aus den Gleichungen (13a)

(4)=0 (r=1,3,...n)
wenn man hier, wie stets im folgenden, unter einer Gleichung S =0
versteht, dafs alle Elemente des Systemes S verschwinden.

Besitzt also ein System (u,,) die Determinante Null, so
sind die aus dem adjungierten Systeme (4,,) gebildeten Deter-
minanten der zweiten, dritten, ...#n'*" Ordnung séimtlich Null.

Wir konnen dieselbe Tatsache in anderer Form folgendermafsen
aussprechen:

Ist die Determinante eines Systemes gleich Null, so sind
in der adjungierten Determinante die entsprechenden Elemente
je zweier Horizontalreihen einander proportional.

Sind niimlich in dem adjungierten Systeme (A4,,) nicht alle
Elemente Null, und ist etwa A4, <0, so folgen ja aus den (n—1)
nach dem vorigen Satze bestehenden Gleichungen
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zinAg;-—AelAh-——_O =2, ...m)
die (n — 1) Proportionen

Ay _ Ay 143_",

All 'A'].! Al n

und analog wird der Satz fiir die anderen Zeilen bewiesen. Dals um-
gekehrt alle Determinanten zweiter, dritter, ... »n*" Ordnung von (4,,)
verschwinden, wenn die entsprechenden Elemente je zweier Zeilen jenes
Systemes proportional sind, liegt auf der Hand.

§4

Die bis jetzt gefundenen Resultate iiber die abgeleiteten und die
reziproken Systeme wollen wir nun benutzen, um ein System von
beliebig vielen linearen Gleichungen mit beliebig vielen Unbekannten
auch in dem Falle vollstindig aufzuldsen, dafls die Koeffizienten nicht
unbestimmte Grofsen, sondern gegebene Zahlen sind. Genau ebenso
wie auf S, 171 flgd. werden wir durch diese Frage unmittelbar zu
dem wichtigen Begriffe des Ranges der Systeme hingefiihrt.

Auch hier wollen wir zunidichst den Fall homogener linearer
Gleichungen behandeln, auf den dann die Aufldsung nicht homogener
linearer Gleichungen leicht zuriickgefiihrt werden kann.

Wir wollen ebenso, wie das a. a. O. geschah, unserer Aufgabe die
folgende Form geben:

In welcher Weise wird die Variabilitit der » Veriinderlichen
Zyy Xy, ... 2%, durch die Bedingung beschrinkt, dals die m
homogenen linearen Funktionen derselben
fi = (y; &y + Q3 By + -+ Q1n Tn

(1) fé_=azlxz+assxs+“‘+aﬁnxn

fm= A1 1 + Aoy + e '+' Ay
simtlich verschwinden sollen? :

Die Koeffizienten a,, dieser Funktionen sollen jetzt beliebig gewiihlte
bestimmte Zahlen sein.
Wir betrachten nun die aus diesen Koeffizienten gebildete Matrix

S = (apq) g=

und zugleich die zugehorigen abgeleiteten Systeme S®, S§@, ..., wo
allgemein 59— (a;,? ot 118559

ist und deren Anzahl nach der auf S.321 oben gemachten Bemerkung
gleich der kleineren unter den beiden Zahlen m und » ist. Dann kann der
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Fall eintreten, dafs von diesen Systemen gewisse in der Weise ver-
schwinden, dals alle ihre Elemente Null sind.

Ist S¥= ajﬁ{?) =0, so erkennt man leicht, dafls alle folgenden
abgeleiteten Systeme ebenfalls verschwinden. Sind niimlich alle Unter-
determinanten ¢'** Ordnung der Matrix (a,,) Null, und entwickelt man
irgend eine Unterdeterminante (¢ + 1)'** Ordnung

[@rogsr Fpogiy +-+ Opagy

ale+1) = | % Apias @pgq
& ] (FS S P Ll 7
a‘pEJ o2 aPL; s 8 aﬁ(; ’?.;)

nach den Elementen irgend einer, etwa ihrer ersten Horizontalreihe,
so sind die Koeffizienten der (¢ 4 1) Elemente @, , Determinanten
0** Ordnung des Systemes (a(9), welche alle nach der Voraussetzung
Null sind; und hiermit ist unsere Behauptung bewiesen.

Es sei nun in der Reihe der abgeleiteten Systeme

CONNCARNT N
B (a?)

das letzte nicht verschwindende, wihrend das folgende S” " und somit
auch alle spiteren Systeme Null sind. Dann wollen wir sagen, das Koeffi-
zientensystem (@,,) besitzt den Rang ». Ein solches System ist
also dadurch charakterisiert, dafs mindestens eine seiner Determinanten
r**r Ordnung von Null verschieden ist, wiihrend alle seine Determinanten
(r 4 1)%r oder hoherer Ordnung Null sind.

Wir kénnen und wollen voraussetzen, dafs schon die erste Unter-
determinante ** Ordnung a{ von Null verschieden ist. Wiire dies nimlich
nicht der Fall, und es wiire etwa af) 20, wo der Index p der Zeilen-
kombination (p,, p,, ... p.) und ¢ der Kolonnenkombination (dvr Gay o= Gn)
entspricht, so konnen wir die Bezeichnung der Gleichungen f,, ... fn
sowie die der Variablen x,, ...z, so veriindern, dals die Determinante
a) an die erste Stelle riickt. Die Elemente von af) sind nimlich die
Koeffizienten von #,,, ...z, in den Funktionen f,, ...f,. Numerieren
wir also die Gleichungen so, dals £, ... f,, die r ersten Stellen erhalten,
und bezeichnen wir ferner die Unbekannten so, dafs z,, ...z, die
r ersten werden, so ist bei dieser neuen Bezeichnung in der Tat a7 %0.

Es sei also jetzt das Koeffizientensystem (a,,) vom Range » und
af) 20, so kann man, wie wir jetzt beweisen wollen, die m —r
letzten Funktionen f,.yi, .../, homogen und linear durch die r ersten
darstellen, d.h. es bestehen m — r Gleichungen
@ fi= Bty + Bisfy + -+ Burk Gmrett,

Kronecker, Determinanten. 22

das rte,
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338 Neunzehnte Vorlesung.

Ist das bewiesen, so folgt sofort, dafs durch das Gleichungssystem
f:l.:' ) S fr=01 f‘r+1= O! cor fn= 0

die Variabilitit von 2y, ...2, in genau derselben Weise beschrinkt
wird, wie durch die » ersten Gleichungen
o 074 w210

allein, da jede Lisung des zweiten Systemes infolge der Gleichungen (2)
auch die m — r letzten Gleichungen des ersten befriedigt. Diese m —r
letzten sind also eine notwendige Folge der r ersten und kinnen
daher einfach fortgelassen werden.

Zum Beweise bilden wir die Determinante der (» + 1)**® Ordnung

fis Gyyy Gqgy ... 01,
far Gsy, Gogy -.. Gy
(3) 2 il
fr, Ar1y Ar2y; o Gpy
foo @y s, ...,

wo f; irgend eine der Funktionen f,4i, ...f, bedeutet. Entwickeln
wir die Determinante zuniichst nach der ersten Vertikalreihe, so ergibt sich

(3a) fidii+ fodsi 4+ [ A+ i 4y,

wo Ay ... A4, A, die zu f, ...f», f; gehorigen Unterdeterminanten
r*** Ordnung dieser Determinante sind, und wo der Koeffizient 4,= a{)
nach der Voraussetzung sicher von Null verschieden ist.

Anderseits erkennt man aber sofort, dafs die obige Determinante (3)
identisch verschwindet. Ersetzt man nimlich die linearen Funktionen f,
durch ihre Werte, so ergibt sich

|[far @ty «-- Qar | =] @121+ Qas + -+ GhnZny Gazy - .- Gir|
=2, |Gty Catyee  Cur |+ oo+ T | Cury Qnry oo | - T | Wiy Oaty - - Car,
(A==1, 2 ... %)

und alle Koeffizienten von ,, ..., sind Null, die » ersten, weil sie
Determinanten mit je zwei gleichen Vertikalreihen sind, die n —» letzten,
weil sie Determinanten (r + 1)*r Ordnung des Systemes S sind,
welche nach der Voraussetzung alle verschwinden. Also ist die lineare
Funktion (3a) Null, und aus dieser Gleichung folgt

A, 7B v L
(31h) _f}=f1f +fs.z?: +...+fr:f (G t-1, s im)y

wo der Nenner 4, sicher von Null verschieden ist. Die n Funktionen
(fis -« frs fr4+1, ---fx) sind also in der Tat durch die » ersten unter
ihnen (f;, ...f,) linear und homogen darstellbar.
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Nennen wir wieder wie auf S.12 zwei Systeme (£}, f;, ... fn)
und (g, g, ... 9») von homogenen oder auch von nicht homogenen
Linearformen & quivalent, wenn jede Form f; homogen und linear
durch (g,, ... 9,), und wenn umgekehrt auch jede Form g; homogen
und linear durch (fj, ...fn) mit konstanten Koeffizienten darstellbar
ist, so kann das -soeben gefundene Resultat in dem Satze aus-
gesprochen werden:

Besitzt das Koeffizientensystem (a,,) den Rang », so ist
das System (f;, ...fr, ... fa) von m Linearformen iquivalent
einem jeden Partialsysteme (f;, ...f,) von nur » unter diesen
Funktionen, dessen Koeffizientensystem denselben Rang » besitzt.

Betrachten wir allgemeiner irgendwelche » + 1 unter diesen m Linear-
formen und bezeichnen wir diese jetzt durch f©, f®), ... f® und ihre
Koeffizienten durch

0 0

o0,
(1 1

o N al .

a(f), ...... ar

so ist ihr Koeffizientensystem entweder ebenfalls vom Range » oder
von niedrigerem Range, da dasselbe ja aus gewissen (r -+ 1) Horizontal-
reihen H©, HO, ... H" der Matrix (a,,) gebildet ist. Dann besteht
auch fiir diese Funktionen stets eine Identitiit

4) AOLO 4 ADOFD ... 4 AOFEO =0,

deren Koeffizienten 4@, A®W, ... A" nicht simtlich Null sind. Ist
niimlich der Rang des Systemes (H®, HW, ... H") gleich r, so folgt
die Richtigkeit unserer Behauptung aus dem soeben bewiesenen Satze;
ist jener Rang aber kleiner als », so besteht die obige Gleichung schon
fiir weniger als (r 4+ 1) von diesen Funktionen, also a fortiori fiir
diese selbst.

Ersetzt man in der Identitit §4) die Linearformen f® durch ihre
Ausdriicke ai’z + a2y + - + aPz, und beachtet, dals dann die
Koeffizienten der » Variablen z, fiir sich Null sind, so erhilt man die
folgenden » Gleichungen fiir die Elemente von H©, H®, . H®

(4a) A%aQ + 4% + .-+ 4Va'=0 (o= %, .ci%)
oder in abgekilrzter, leicht verstindlicher Schreibweise
(4b) AOHO 4 AOH®O ... ANHE =,

Den hieraus sich ergebenden Satz kénnen wir, wie man leicht erkennt,
in der folgenden Weise aussprechen:
22°*
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Ist die Matrix (a,,) vom Range 7, so besteht zwischen
den entsprechenden Elementen von je » + 1 Horizontalreihen
stets eine lineare homogene Gleichung von der Form (4a)
oder (4b), deren Koeffizienten nicht simtlich gleich Null sind.

§ 5.
Mit Hilfe der bis jetzt gefundenen Resultate wollen wir nun ein
System von m homogenen linearen Gleichungen
(1) fi=a1 2+ Gas + -+ + @iz, =0 (i=1,2,...m)
vollstindig auflosen. Hierzu schicken wir einige Bemerkungen iiber
die Losungen solcher Gleichungen voraus. Es seien
H = (4,, 4,,... 4,)
H,= (Bu Be: ol B,,)
irgend zwei partikulire Losungen der Gleichung (1), so dals sowohl
z;=A4A; als auch z; =B, (i=1,2%...n)

dieselben befriedigen. Wir denken uns diese Losungen auch ab-
gekiirzt durch H, und H; bezeichnet. Dann folgt ohne weiteres, dals
die Zahlen

aH,+bHy,=(ad,+bB,, ad;+ bB,,...ad,+ bB,)

ebenfalls eine Losung bilden, wenn a und b beliebige Zahlen sind.
Sind allgemeiner

H-x = (Au: A:s’ ---Alﬂ)

H, = Azl: g+ Agn
@ : (4gy, 4y )

H, = (Ao, Ags,.- - Agn)

o partikulére Liosungen der Gleichungen (1), und bedeuten ¢, &,...7,
o beliebige Konstanten, so folgt ebenso, dafs das Zahlensystem

(23') (t1H1 v ok te-He) = (t'1A-11 - “}',t.e‘q-elr TRLP: O R teAQ,,)
auch eine Liosung von (1) bildet.

Mehrere partikulire Losungen
(3) Ho= (Ayn; Auyyoncdys) (x=1,2,... %)
der Gleichungen (1) sollen nun unabhiingig heifsen, wenn keine
von ihnen durch die & — 1 anderen in der Form (2a) darstellbar ist. Man

erkennt nun leicht, dafs diese Losungen dann und nur dann unabhingig
sind, wenn der Rang der aus jenen % Horizontalreihen gebildeten Matrix

(H, H,,...H) = (4,3) e -]
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genau gleich % ist. Ist ndmlich jener Rang kleiner als %, so besteht
nach dem auf S.340 oben ausgesprochenen Satze zwischen den ent-
sprechenden Elementen von H,, ... H, eine homogene lineare Gleichung

@) LH, +4H 4+ =0,

deren Koeffizienten nicht séimtlich verschwinden; ist also z. B. ¢ > 0,
so folgt aus ihr die Gleichung

(4a) Ho=— (L H++%21H ),
oder ausgeschrieben
(4b) Aig=—(f g+ + 52 4in)  @=tnem,

d.h. die I Losung ist eine Folge der &k —1 iibrigen. Ist dagegen
der Rang des Koeffizientensystemes (4,,) gleich %, so kénnen die
n Gleichungen (4b) nicht bestehen, da aus ihnen eine Gleichung von
der Form (4) folgen wiirde, deren Existenz mit der iiber den Rang
von (A;,) gemachten Annahme im Widerspruch steht.

Wir beweisen jetzt, dals ein System (1), dessen Koeffizienten-
system den Rang » besitzt, genau % —» unabhiingige Lésungen
besitzt.

Zu diesem Zwecke denken wir uns das System

(fu oo frs fr—i-l! SO f;'ﬂ)
von vornherein durch das ihm iiquivalente (f;,...f,) ersetzt und
nehmen wieder die Variablen so bezeichnet an, dafs in den » Gleichungen

l fi =y Ty + SO a1, 2 + Ay yp 1841 + o Gin Tn =0

() l :
=02+ -+ &+ G 1 Zrgr+ -+ Ca 2 =0

die den » ersten Unbekannten entsprechende Determinante »** Ordnung

(6) | Gy -
von Null verschieden ist.

Wir ergiinzen nun die aus den n» Koeffizienten «;; gebildete Matrix
durch Hinzufigung von n —r geeignet gewiihlten Horizontalreihen
H,yy,...H, 7a einem quadratischen Systeme

(In, ----- G;n
o e | [ 99
(") () etf — TR =ty 8eem)
Gpd1,190 0 0 oo Ay f-1,n
La,ﬂ, ..... (17 )
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von 7% Elementen mit nicht verschwindender Determinante. Dies ist
stets und zwar auf unendlich viele Weisen moglich; es gentigt schon
fir das zu (a,,) in (6) komplementire System, d.h. fiir das letzte
Partialsystem von (H,.i,...H,) ein solches von nicht verschwinden-
der Determinante, z. B. das zugehtrige Einheitssystem zn wiihlen, und
die » ersten Vertikalreihen von (H, ., ... H,) durch Nullen auszufiillen;
denn damn reduziert sich nach dem Laplaceschen Determinanten-
satze |@;;| in (7) auf das Produkt von |@,| in (6) und der kom-
plementiiren Determinante.
Bilden wir nun das zu (a;;) reziproke System

/ a . al ey
r

i
Gy305e iy 1r+1’ in

®) @)= : ,

' ' '
nl?"'a'nr’ aﬂ,r—i-l’ aﬁnJ

s0 beweisen wir leicht, dafs die Elemente seiner n — » letzten Vertikal-
reihen

(4]

|} '
a,l',_+1, veelyn

9)

:I,r+l’ siele a:m

ein vollstindiges System linear unabhingiger Lsungen der Gleichungen (5)
bilden.

Aus den Eigenschaften reziproker Systeme folgt niimlich zuniichst

H,Vi= a1 + Gis @hp + - -+ + Gin Gz = 0.
Legt man also %k irgend einen der Werte »+ 1,7+ 2,...n bei
und lifst dann ¢ die Werte 1,2,...r durchlaufen, so wird d;; stets
gleich Null, weil ¢ <[ ist, und man erkennt so, dafs die Elemente
(@lr, Gdiy ..« Gnz) (k=r-+1,...7)
jeder dieser % — r letzten Kolonnen (V). y, ... V) eine Losung der Glei-
chungen (5) sind. Diese Losungen sind aber auch linear unabhiingig;
denn wiiren alle Determinanten (n — #)** Ordnung von
(R’—i—l’ r+2 . n)

in (8) gleich Null, so folgte aus dem Laplaceschen Determinantensatze,
dafs |ali|= O sein miilste gegen unsere Voraussetzung. Diese (n — 7)
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§ 5. Die allgemeine Liisung von m linearen homogenen Gleichungen. 343

Vertikalreihen bilden also wirklich ein System von # — » unabhiingigen
Losungen unserer Gleichungen.

Wir heben noch speziell als Folgerung aus diesem Satze das
folgende Theorem hervor:

Ein jedes System von m linearen homogenen Gleichungen
mit % Unbekannten besitzt, falls m <n ist, mindestens eine
wesentliche, d.h. von den trivialen (#; = 0) verschiedene Losung.

Ist nimlich der Rang des Koeffizientensystemes gleich 7, so ist
r<m<mn, und nach dem soeben bewiesenen Satze haben jene
Gleichungen sicher # — r linear unabhiingige wesentliche Losungen.

Mehr als n» —r unabhiingige Losungen konnen aber die Glei-
chungen (5) nicht haben. Sind némlich

H, = (4y, Ay, cor A1)
(10) :
—Hn—r—|—1 = (An—r—}-],l.- An—r+1,2: An—r-}-l,ﬂ)
n —r + 1 Losungen, und bildet man eine aus ihr folgende Lésung

clHl + gy + cn—r—l—l Hrz——-r+1 = (Al.} Aﬂ! AN A"? ‘A"'+1? L A“),

so kann man iiber die » — r + 1 Konstanten ¢,,...¢,—,41 s0 ver-
fiigen, dafs die » — » letzten Zahlen A, ,,... 4, simtlich Null sind,
weil nach dem soeben angegebenen Korollare die » — r homogenen
linearen Gleichungen (4,4;=0,...4,=0) mit den n—»+1 Un-
bekannten ¢, ... ¢,—,41 stets eine wesentliche Losung zulassen. Da aber
die so sich ergebenden Zahlen (4,,...4,,0,...0) die Gleichungen (5)
befriedigen, so bestehen fiir die » ersten Zahlen A4,,... A4, die

Gleichungen ag A, + .- +a,,4,=0

Gps Ay + -+ + Gpp Ay =0,
deren Koeffizientensystem (a,,) nach der Voraussetzung eine von Null
verschiedene Determinante hat. Also folgt aus ihnen, dafs auch
Ad=...=4,=0
ist, d. h., dafs zwischen den n — » 4 1 Losungen (10) die Gleichung
cH +- - -+ep—rr1Hy rp1=0

besteht. Daher bilden die vorher gefundenen Losungen (9) wirklich

ein vollstéindiges System linear unabhiingiger Losungen, aus der jede

andere Losung linear und homogen zusammengesetzt werden kann.
Somit ergibt sich das folgende Resultat:
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Ist .

f-‘=2@ikxk=0 (i=1,8,...m)
k=1

ein System von m linearen homogenen Gleichungen mit

n Unbekannten, dessen Koeffizientensystem |a;; | vom Range »

ist, so sind gewisse (m — ) unter diesen Gleichungen eine

Folge der » iibrigen, und konnen also fortgelassen werden.
Ein solches Gleichungssystem vom Range » besitzt dann

genau n —r linear unabhingige Losungen, aus denen alle

anderen homogen und linear zusammengesetzt werden kénnen.

Man kann die vollstindige Aufldsung der » Gleichungen (5) noch
in einer anderen Weise erhalten. Schreibt man sie nimlich in der
folgenden Form
(11)  auz + -+ @G =— (Gr41 g1+ F Gn ) k=121
und setzt dann zur Abkiirzung

aro=— (W,r +1%r 41+ -+ + Gpn®n) (k=1,2,...r),
so lassen sich die » linearen nicht homogenen Gleichungen
(11a) U1 %y + -+ A& = o
nach z,, ...z auflésen, weil die Determinante
| Gx | (& b1, 8,00 7)
n. d. V. von Null verschieden ist. Ist nimlich
(aiy) (k1=1,8,...7)

das zu (ay;) reziproke System, so finden wir allgemein 2;, wenn wir
die erste der Gleichungen (11a) mit ay,, die zweite mit aj;, . . ., die letzte
mit @, multiplizieren und dann alle Produkte addieren. Wegen
der Fundamentaleigenschaften reziproker Systeme wird dann niimlich der
Koeffizient von z; gleich Eins, und alle anderen Unbekannten erhalten
den Koeffizienten Null; es ergibt sich daher die vollstindige Auflgsung
der Gleichungen in der Form

&y =@ Ay + - - - + Al g
12 :
(12) =—Zah(ak,r+1x,+1+-‘-—!-ahx,.) (F=1;...8)
k=1

Ist also das Koeffizientensystem von m homogenen linearen
Gleichungen mit » Unbekannten vom Range 7, so bestimmen
sich gewisse » unter den » Unbekannten eindeutig als homo-
gene lineare Funktionen der (» — ») iibrigen, deren Werte vollig
willktirlich angenommen werden kénnen. Durch die Forderung,
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dafs jene m Funktionen f; verschwinden sollen, wird also die
n fache Mannigfaltigkeit der » Variablen 2, w,, ..., auf
eine (n — r)-fache herabgemindert.

Man erkennt leicht, dals die in (12) angegebene vollstindige
Losung ein spezieller Fall der in dem vorigen Satze auf S. 344 oben ge-
fundenen Darstellung durch die % — r linear unabhiingigen Liosungen (9)
ist. Der einfache Beweis dieser Behauptung mag dem Leser iiber-
lassen bleiben.

§ 6.

Aus diesem Resultate kann nun leicht der entsprechende Satz fiir
den Fall von beliebig vielen nicht homogenen linearen Gleichungen
fi=0y +a, 2+ + t1a 2a=0
(1) 5
fmn=Gno+ @17, + oot ATy =0

hergeleitet werden. Wir gelangen dazu durch die folgende Betrachtung,
welche fiir den Fall von drei Gleichungen bereits auf S. 176 flgd. an-
gestellt wurde. Neben dem Systeme

(Gxos Br1y oo« Bin) = (Vg5 Visooo V) (k=1,8,...m)

aller m (n 4 1) Gleichungskoeffizienten wollen wir die Matrix
(@1 ... Grn) = (Wieas Be) (k=1,2,...m)
der mn Koeffizienten von a,,...#, betrachten und ihren Rang be-
A R(V; V) ud R(V) TN

bezeichnen. Dann ist offenbar stets
R(V) < R(Vy; Vi)

da nimlich das erste System ein Teil des zweiten ist, so sind sicher
alle Determinanten einer beliebigen g'* Ordnung von (¥;) Null, wenn
alle Determinanten derselben Ordnung von (V,; V;) verschwinden.

Ist nun zuniichst der Rang jener beiden Systeme gleich, so konnen
wir leicht zeigen, dafs genau derselbe Satz wie der soeben fiir homo-
gene Gleichungen aufgestellte besteht. In der Tat, sei

R(V)=R(Vy; Vi) =,
so enthilt das System (V,... V,) sicher mindestens eine nicht ver-
schwindende Determinante 7*** Ordnung, und wir konnen wieder die
m Gleichungen und die » Unbekannten von vornherein so bezeichnet
voraussetzen, dals die erste dieser Determinanten

|aik| (hk=1,2...r)
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von Null verschieden ist, wiihrend alle Determinanten (r 4 1)** Ord-
nung des ganzen Systemes (¥, Vi,... ¥,) Null sind. Dann zeigen
wir genau ebenso wie vorher, dafls das System (7,...f,...[n) dqui-
valent ist dem Systeme (f},...,), welches aus den » ersten Funktionen
gebildet wird, und dafs durch Auflésung nach ...z, der r ersten
Gleichungen, welche in der Form geschrieben werden konnen

i1 Ty + ot Q%= — (GI'O"i' iy 41 X1+ + ai’tmﬁ) (i=1,2,...7),

#, ... %, linear, aber nicht homogen, durch x,.;_l, ... &, ausgedriickt
werden.

Ist also der Rang » des vollen Systemes (V; V;) gleich dem des
Systemes (7;) der Koeffizienten von (z;,...#,), so werden durch das
Gleichungssystem gewisse » unter den Unbekannten linear, aber nicht
homogen, durch die (» — r) iibrigen dargestellt.

Es sei jetzt zweitens

R(V) < R(Vy; V)

dann zeigt man leicht, dafs jene m Gleichungen (1) {iberhaupt nicht durch
endliche Werte von (z,,...#,) befriedigt werden kionnen. Ist nimlich

wieder R(Vy; V) =1,

so denken wir uns auch hier die Gleichungen von vornherein so be-
zeichnet, dals unter den Determinanten #7'** Ordnung aus dem Koeffi-
zientensysteme der r ersten Funktionen (f,,...f,) mindestens eine von
Null verschiedene sich befindet. Dann beweisen wir zuniichst genau so,
wie dies auf S.338 fiir homogene Gleichungen geschah, dafs die (m —7)
letzten Gleichungen (f,41=0,...fn=0) eine notwendige Folge der
r ersten, mithin fiir die Beschrinkung der Variabilitit von (z,,...z,)
iiberfliissig sind.

Die r ersten linearen Funktionen schreiben wir nun in der
folgenden Form

fhi=ap + 9
2) f:szasn + 9
fr: aro + Ory

wo allgemein die Grofsen
(3) gi= @;1 %y + Qiz%a—+ -+ + Uinln (i=13,...r)

homogene lineare Funktionen von (z,...z,) sind, fiir deren Koeffi-
zientensystem der Rang nach der Voraussetzung kleiner als » ist. Nach
dem soeben fiir homogene Funktionen bewiesenen Satze kann man
also » nicht simtlich verschwindende Zahlen {,, ... so finden, dals
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4) hoy+tg+ -+ tg-=0
ist. Multipliziert man also allgemein die ¢** Funktion f; in (2) mit ¢
und addiert dann alle diese Produkte, so erhilt man

(43) tlﬁ_}""'+trf;=tla1g+"'+trar0,
wo die rechts stehende Konstante
(5) C=tla'm+"‘+tra‘r0

notwendig von Null verschieden ist. Wire nimlich C=0, so be-
stinde zwischen den r Funktionen f,, ... [, die identische Gleichung

Wh+--+4,=0,
was, wie auf S. 341 oben bewiesen wurde, unméglich ist, da ihr Koeffi-
zientensystem nach der Voraussetzung den Rang r besitzt.
Jede Liosung der Gleichungen f;=0,...f,=0 miifste nach (4a)
auch die Gleichung Lot b fo=C

befriedigen, und dies ist offenbar unmdglich, da fiir sie die linke Seite
jener Gleichung verschwindet, wihrend die Konstante rechts von Null
verschieden ist. Es ergibt sich also der Satz:

Ein System von m linearen nicht homogenen Gleichungen
fi=mto+ U@+ - + UinZn=0 (i=1,2...m)
besitzt dann und nur dann iiberhaupt eine Lisung, wenn
R(Vy; Vi)=R(V)

ist. Ist » der gemeinsame Rang jener beiden Koeffizienten-
systeme, so sind diese m Gleichungen dquivalent einem Systeme
von nur » unter ihnen, und ihre Lisungen bilden eine (n —r)-
fache Mannigfaltigkeit, da sich » der Unbekannten als lineare
nicht homogene Funktionen der (» — r) {ibrigen ergeben, welche
ihrerseits vollig beliebig angenommen werden konnen.
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Zwanzigste Vorlesung.

Das Rechnen mit Systemen oder Matrizen. — Diagonalsysteme. — Die elementaren

Rechenoperationen fiir Matrizen. — Die Addition und die Subtraktion. — Die

Multiplikation. — Grundgesetze fiir die Multiplikation der Systeme. — Die

Divigion, — Die mit einer Matrix zusammenhiingenden Systeme. — Das konjugierte

und das reziproke System. — Die Systeme, deren Elemente rationale Funktionen
einer Variablen sind.

g 1.

Ebenso, wie dies in der dritten Vorlesung fiir die Systeme von
drei Horizontalreihen geschah, wollen wir im folgenden die Matrizen
von beliebig vielen Zeilen und Kolonnen einer genaneren Untersuchung
unterwerfen, um die so gewonnenen Resultate dann auf die Theorie
der bilinearen und quadratischen Formen, auf die Untersuchung der
hheren Mannigfaltigkeiten, ferner auf die Theorie der linearen Diffe-
rentialgleichungen, die héhere Zahlentheorie und auf andere Fragen
anwenden zu konnen. Wir werden erst dann sehen, ein wie brauch-
bares Werkzeug die Determinante fiir die gesamte Mathematik ist.
Hier ist es aber zunfichst unsere Aufgabe, dieses wirksame Werkzeug
auch handlich fiir den Gebrauch zu gestalten, und zu diesem Zwecke
wollen wir jetzt Vorschriften fiir das Rechnen mit Systemen oder
Matrizen aufstellen, durch welche der sonst notwendige zum Teil
recht komplizierte Rechenapparat villig entbehrlich wird. Wir werden
sehen, dals die Betrachtung der Matrizen nichts anderes ist, als eine
Erweiterung der elementaren Arithmetik. Die hier darzulegenden
Prinzipien sind eine Prizisierung und Fortbildung der bereits in der
neunten Vorlesung fiir Systeme von neun KElementen durchgefiihrten
Betrachtungen.

Wir wollen im folgenden die betrachteten Systeme

(@ix)y (bur), (caa)s - - (hh=1,2,...7)
stets durch einzelne Buchstaben, und zwar im allgemeinen durch die
zugehorigen grofsen lateinischen Buchstaben

A, B C,...

bezeichnen. Die Anzahl der Elemente braucht nicht angegeben zu werden,
denn wir wollen ein fiir allemal festsetzen, dalfs, falls zwei Systeme 4

http://rcin.org.pl



§ 1. Das Rechnen mit Matrizen. 349

und B etwa nicht gleich viele Zeilen (oder Kolonnen) haben sollten,
dieser Defekt durch die Hinzufiignng von Zeilen oder Kolonnen aus-
geglichen werden soll, deren Elemente lauter Nullen sind. Bei der-
selben Festsetzung konnen wir auch die betrachteten Systeme stets als
quadratisch voraussetzen, da wir eine rechteckige Matrix durch die
entsprechende Hinzuftigung von Null-Reihen zu einem quadratischen
Systeme erginzen konnen und wollen. Wir wollen daher im folgenden
stets Systeme n'" Ordnung, d. h. solche mit #* Elementen als gegeben
annehmen,
Unter einer Gleichung
A=2R

zwischen zwei Systemen verstehen wir, dafs jedes der »® Elemente
von A dem entsprechenden Elemente von B gleich ist. Diese Glei-
chung ist also nur ein einfacherer Ausdruck fiir die »* Gleichungen

aix = bix (k=18 .00h),
‘Wir hatten bisher das Einheitssystem n'** Ordnung
e R ()
(e ()
5 e (Jik) (hk=1,2,...m)
0,0 .. o1

gleich /' gesetzt. Wir werden diese Bezeichnung auch im folgenden,
besonders in den Fillen beibehalten, dafs wir Systeme verschiedener
Ordnung betrachten; wir werden die Einheitssysteme verschiedener
Ordnung dann hdufig durch Indizes unterscheiden, so dafs sie durch
E,, E,, ... bezeichnet sind. Wenn wir aber, wie in der vorliegenden
allgemeinen Untersuchung, immer Systeme gleicher Ordnung betrachten,
so konnen wir ohne Furcht vor Mifsverstindnis das Einheitssystem
durch die Zahl 1 bezeichnen. Allgemein wollen wir jedes , Diagonal-

v I
g e
2 2
QR0

welches in der Diagonale dieselbe Zahl a enthilt, durch die Zahl a
bezeichnen. Hiernach miissen wir das System, dessen Elemente simt-
lich gleich Null sind, durch O bezeichnen.

Dann sagt also die Gleichung

A=0
aus, dafs alle »* Elemente a;, des Systemes A gleich Null sind.
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350 Zwanzigste Vorlesung.

Wir wollen jetzt die elementaren Rechenoperationen fiir die Ver-
bindung der hier betrachteten Systeme n'** Ordnung so definieren, dafs
jede Verbindung beliebig vieler Systeme mit ihrer Hilfe wieder ein
ein- oder mehrdeutig bestimmtes System n'** Ordnung ergibt.

Unter der Summe 4 + B zweier Systeme

A= (ﬂ‘a;;-) und = (b,‘;-)
wollen wir das System
A+ B=(a;:+ bix)

verstehen, dessen Elemente ¢;; gleich der Summe der beiden ent-
sprechenden Elemente a;, und b;; sind, und die Summen von mehr
als zwei Systemen sollen in entsprechender Weise definiert werden. Fiir
die so definierten Summen besteht dann das sogenannte kommutative
Gesetz; es ist nimlich offenbar

A4+B=B+ A4, A4+ B+ C=A4+C+ B,
ferner gilt auch das sogenannte assoziative Gesetz; es ist nidmlich
A+(B+C)=(4+B)+C;
kurz es gelten alle fiir die Addition von Zahlen bestehenden Gesetze

auch fiir die Addition von Systemen. Ebenso verstehen wir unter der
Differenz zweier Systeme 4 und B das System

4 — B=(au— bix)
und nennen 4 den Minuendus, B den Subtrahendus.

Sind speziell @ und b zwei Diagonalsysteme mit den Diagonal-
gliedern a und b, so sind die beiden Systeme ¢ + b und @ — b nach
dieser Definition wieder Diagonalsysteme mit den Elementen a -+ b
bezw. @ — b; fiir die Addition und Subtraktion der Diagonalsysteme gelten
also genau dieselben Sitze, wie fiir die entsprechenden Operationen
mit den gewihnlichen Zahlen.

Im folgenden werden wir auch mitunter Summen von unendlich
vielen Systemen, d. h. unendliche Reihen

A=A(0)+A(11+Al2)+___
in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen. Ist allgemein

(g) L= 1,8,...%w
_A_E' =(G}£€)) ( o=0, :, R )’

so verstehen wir unter A das System

A= S af-‘?)i
=0

nur setzen wir voraus, dals alle »® unendlichen Reihen
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wr= g + a + -
konvergieren. Alsdann hatdasSystem A=(;;) einen villig bestimmten Sinn.
Unter dem Produkte 4B zweier Systeme

A= (a;;) und B=(b,)

wollen wir, wie schon auf S. 284 erwiihnt wurde, das aus 4 und B
in dieser Reihenfolge komponierte System

C — (C;g)
verstehen, dessen Elemente durch die Gleichungen
¢ii= i1 bu+ tisbai+ - + @in b= H; V/

bestimmt sind, wenn H; und ¥, wieder bezw. die Horizontalreihen des
ersten und die Vertikalreihen des zweiten Systemes bedeuten.
Analog verstehen wir unter dem Produkte

D=ABC
von drei Systemen
A= (ay), B= (b“), C= (c;m) (il ym=1,2,...n)
dasjenige System
= (dini),

dessen %® Elemente durch die Gleichungen

7 n
d-,'m = E E (175 bk;c;m (hm=1,2..n)

k=1 iI=1

bestimmt sind; die entsprechende Definition soll fiir das Produkt von
mehr als drei Systemen gelten. Die Systeme A4, B und € nennen
wir die Faktoren jenes Produktes D.

Die Multiplikation oder Komposition der Systeme hat gewisse, aber
nicht alle Eigenschaften mit der Multiplikation der Zahlen gemeinsam.
Der wesentlichste Unterschied ist der, dafs fiir die Multiplikation der
Systeme im allgemeinen nicht das kommutative Gesetz gilt, d. h. dals
im allgemeinen nicht 4B = BA ist. In der Tat ist ja jedes Element
¢:; von BA durch die Gleichung

Ci="Dbiay+ bisay+ -+ bintu=H V,

bestimmt, und es ist offenbar im allgemeinen c,;;%cﬁ;. Aus diesem
Grunde werden wir stets genau zu unterscheiden haben, ob 4 vorn
oder hinten mit B multipliziert wird.

Sind 4 und B insbesondere so beschaffen, dafs AB—= BA ist, so
heifsen A und B vertauschbar. Dieser Fall tritt speziell dann ein,
wenn B = A ist. Wir wollen das Produkt A4 durch 4% das Pro-
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352 Zwanzigste Vorlesung.

dukt 4 AA durch A% allgemein das Produkt von ¢ Systemen A4 durch
A* bezeichnen.

Sind ferner @ und b zwei Diagonalsysteme mit den gleichbezeich-
neten Diagonalelementen, und gilt fiir die letzteren die Zahlengleichung
¢c=ab, so folgt aus der Kompositionsregel fiir die Systeme, dals
auch das gleichbezeichnete Diagonalsystem ¢ gleich dem Produkte der
Systeme ab, oder auch gleich ba ist; zwei Diagonalsysteme sind also
stets miteinander vertauschbar.

Ist allgemeiner A ein beliebiges und a ein Diagonalsystem, so
ist nach der allgemeinen Kompositionsregel

Rau, .o aﬁ'qﬂ
: ’

Alpiy -« « Alpn

ald=Ada=

d. h. ein Diagonalsystem ist mit jedem anderen Systeme vertauschbar.

Dagegen besteht fiir die Komposition der Systeme ebenso wie fiir
die Multiplikation der Zahlen das sogenannte assoziative Gesetz.
Ebenso némlich, wie z. B.

3.7.2=21.2=3.14

ist, erhilt man z. B. bei dem Produkte 4 BC dreier Systeme dasselbe
Resultat, wenn man zuerst das Produkt A4 B bildet und dieses hinten
mit C multipliziert, oder wenn man A hinten mit dem Kompositions-
resultate von B und C komponiert, d. h. es ist

ABC=(AB)-C=A-(BC).
Die Richtigkeit dieser Tatsache ergibt sich, wenn man die Ele-
mente d;,, des Produktes D = 4 BC in jeder der beiden Formen schreibt
dim = au.-bk:) Oim = @ik ( bklcl'm)s
S(Ze) e (2

= i=1

und ganz ebenso beweist man allgemein, dafs man bei einem Produkte
mehrerer Faktoren, dieselben ohne ihre Reihenfolge zu dndern beliebig
in Gruppen zusammenfassen kann.

Endlich gilt fiir die Addition und die Multiplikation das sogenannte
distributive Gesetz; sind nimlich 4, B, C, D vier beliebige Systeme,
80 besteht die Gleichung

A4+ B)(C+D)=AC+BC+ AD + BD,
denn es ist

(@ix =+ biz) (e + di)) = (2 @ix Crr + bix Gy + Gix dry + bir di :)'

k=1
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§ 1. Grundgesetze fiir die Multiplikation der Systeme. 353

Aus dieser Gleichung folgt speziell
AC+D)y=AC+ AD
(44+B)C=4C+ BC.

Sind endlich @ und & Diagonalsysteme, so ergeben sich aus den bis
Jjetzt entwickelten Sitzen die beiden Gleichungen

aAB=AaB
(@aA+bB)C=aAC+bBC.
Sind 4, B und C drei Systeme, zwischen denen die Gleichung
(1) AB=C

besteht, und sind allgemein A?, BY, €' die g*» abgeleiteten Systeme,
d. h. die aus ihren Unterdeterminanten ¢'** Ordnung gebildeten Systeme,
so folgen, wie auf S. 321 bewiesen wurde, aus (1) die n Gleichungen

(1a) A9 BO_ @ (6=18,...n),

und die entsprechenden Gleichungen gelten fiir Produkte von mehr
als zwei Faktoren. Wihlen wir speziell g =, so werden die abgeleiteten
Systeme %'** Ordnung gleich den Determinanten |4/, |B|, |C|, d. h.
die Gleichung (1a) geht iibér in

(1b) |4]-|B|=|C]|.

Das Produkt 4 B kann also nur dann gleich Null sein, wenn mindestens
eine der beiden Determinanten | 4| oder |B| verschwindet.

Ist allgemeiner einer der beiden Faktoren, etwa 4, vom Range 7,
so ist das abgeleitete System nichst hoherer Ordnung 4"+ gleich Null,
und aus der Gleichung (1a) ergibt sich fiir p = + 1, dafs auch ¢" "
gleich Null ist, dafs also das System C entweder auch vom Range r
oder von mniedrigerem Range ist; und da derselbe Satz fiir Produkte
von beliebig vielen Faktoren besteht, so erhalten wir das folgende

Theorem:
Der Rang eines Produktes D= AB---C ist hochstens

gleich dem Range desjenigen Faktors, welcher den kleinsten
Rang hat.

Wir werden diesen letzten Satz spiiter sehr wesentlich verallgemeinern
und priizisieren.

Sind 4 und B vertauschbar, ist also 4 B—= B4, so folgt durch
Ubergang zu den abgeleiteten Systemen, dafs auch A©BY — B9 4©,
d. h. dafs auch alle abgeleiteten Systeme vertauschbar sind.

Kronecker, Determinanten. 28
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§ 2.

In der elementaren Arithmetik definiert man einen rationalen
Bruch @ — - als diejenige Zahlgrofse, welche mit a multipliziert b gibt.
Wir stellen uns jetzt fiir den Bereich der Systeme die folgende ana-
loge Aufgabe, welche uns eine Definition fiir die Division zweier
Systeme liefern wird:

Es sollen diejenigen Systeme X gefunden werden, welche
die Gleichung

(1) AX=2RB
befriedigen, wenn A und B beliebig gegebene Systeme be-
deuten.

Wir betrachten diese Aufgabe zuniichst nur in dem Falle, dafls die
Determinante von A nicht verschwindet; dann zeigt man leicht, dals
diese Gleichung stets eine eindeutig bestimmte Ldsung besitzt.

Wiihlen wir nimlich zunichst fiir B das Einheitssystem, so zeigten
wir bereits auf S. 332figd., dals die spezielle Gleichung
(1a) AX=1

die eindeutig bestimmte Losung X =A™ besitzt, wenn wieder il
das zu A reziproke System bedeutet, und dals dieses stets und nur
dann existiert, wenn | 4[>0 ist. Wir werden im folgenden dieses

reziproke System mitunter durch _;— bezeichnen. Da dasselbe nach (9)

auf S. 332 mit A vertauschbar ist, so bestehen die Gleichungen

1 1
Af=1-4=1

Mit Hilfe dieses Resultates konnen wir nun die allgemeinere Glei-
chung (1) leicht auflosen. Multiplizieren wir nimlich beide Seiten
vorn mit dem reziproken Systeme :1-; so erhilt man fir X die dieses
System eindeutig bestimmende Gleichung

1 —1
X = :‘1— 3 B . A B-
Unter derselben Annahme |4 |20 kann auch die andere Gleichung

YA=B

nach Y aufgelost werden; sie gibt fir ¥ die eindeutig bestimmte

Losung .
Y=B. = BA™.
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§ 2. Die Division der Systeme, 355

Im allgemeinen sind diese beiden Systeme X und Y voneinander ver-
schieden, es sei denn, dals B und 4 miteinander vertauschbar sind.
Ist nimlich

AB=BA,
und multipliziert man diese Glelchung vorn und hinten mit - : so folgt
B‘ ;f{ — ;:1._ L .B.

Nur in diesem Falle kénnen und wollen wir den gemeinsamen Wert
dieses Produktes ebenso wie in der elementaren Arithmetik gleich

L

A
setzen und ihn als den Quotienten der beiden Systeme B und A be-
zeichnen. B heilst dann der Zihler, 4 der Nenner dieses Quotienten.

Sind also B und 4 vertauschbare Systeme, und ist | 4| 20,

B; fiir welches die beiden

so gibt es ein und nur ein System I

Gleichungen B

4-S == 4=1

erfiillt sind.

Ist C=2, ist also AC=CA=B, so folgt durch Ubergang zm
den abgeleiteten Systemen, dals auch
A((‘ C(Q L C((‘}A(U) B(ﬂ)

ist; und da nach dem aunf S. 331 bewiesenen Satze aus | 4| 20 auch
]A(°]| 0 folgt, so ergibt sich, dals
" B@ gl
C( - (41) Bl :1(-9—)
ist. Das abgeleitete System ' Ordnung eines Quotienten ist also
gleich dem Quotienten der abgeleiteten Systeme gleicher Ordnung von
Zihler und Nenner.

Ist dagegen die Determinante | 4 | = 0, so braucht die Gleichung (1)
nicht notwendig eine Lésung zu haben; ist dies aber der Fall, so hat
sie deren unendlich viele. Ist niimlich 4 vom Range r, so dafs also
das (r +1)* abgeleitete System A" " gleich Null ist, so folgt ja aus
der als bestehend vorausgesetzten Gleichung (1), dafs auch

Ar+D x4+ B+

ist, dafs also in diesem Falle auch das System B " gleich Null sein
mufs. Die Gleichung (1) ist also nur dann losbar, wenn der Rang
von B gleich oder kleiner als der Rang von A ist. Auf die Be-
dingungen fiir die Losbarkeit der Gleichung (1) soll spiter noch ge-
nauer eingegangen werden.

23*
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356 Zwanzigste Vorlesung.
Ist die Gleichung A X = B aber miglich, und sind X, und X|

etwa zwei Losungen derselben, so folgt aus den beiden Gleichungen

AX,=B wd AX,=B

A(X,— X,)=0,

d.h. sind X, und X, irgend zwei Ldsungen dieser Gleichung, so ist
ihre Differenz eine Losung der Gleichung
2) A4X9=0.
Man findet also alle Losungen der Gleichung (1), wenn man zu irgend
einer unter ihnen alle Losungen der Gleichung (2) addiert; es ist
daher nur nétig diese letztere Gleichung genauer zu untersuchen.

Hier tritt uns nun ein zweiter wesentlicher Unterschied zwischen
dem Rechnen mit Zahlen und dem Rechnen mit Systemen entgegen.
Wihrend nimlich ein Produkt zweier oder mehrerer Zahlen nur dann
Null sein kann, wenn mindestens einer seiner Faktoren verschwindet,
gilt dasselbe fiir ein Produkt zweier Systeme nur dann, wenn das eine
von ihnen eine von Null verschiedene Determinante hat. Ist némlich
|A| =0, so kann das Produkt A4 X gleich Null sein, ohne dals 4
oder X verschwindet.

In der Tat folgt aus der Gleichung

(aiz) (@1)) = (H: Vi) = O,
dafs die unbekannten Elemente (z;;, s, ...;,) einer jeden Vertikal-
reihe ¥/ des Systemes X Losungen der n homogenen linearen Glei-

g H V/=0, HV!=0,... H,V/=0 G=1,3,...m)

oder der Gleichungen

durch Subtraktion

g 2+ -+ a2, =0

3)

1%yt -+ AnaZn=0
sein miissen. Ist nun der Rang von A gleich 7, so besitzen diese
Gleichungen nach dem auf S. 344 bewiesenen Satze genau » — r un-
abhiingige Lisungen, aus denen sich alle anderen homogen und linear
zusammensetzen lassen. Wir denken uns ein solches System gebildet
und schreiben es als eine Matrix von # — » Kolonnen

0 0
T A B
4)
0 0
375: :{ g oo xi:,)n —3
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so dafs jede der n — » Vertikalreihen 1(0), . VO einer jener un-
abhiingigen Losungen entspricht. Erginzen wir diese Matrix durch
Hinzufiigung von » aus lauter Nullen bestehenden Kolonnen zu einem
quadratischen Systeme X von »? Elementen xﬁ’, so ist X ein System

vom Range n — r, welches die Gleichung

AX%=0
befriedigt. Multipliziert man diese Gleichung noch hinten mit einem
beliebigen Systeme P = (p,,), so erhilt man

AXOP)=0,
d. h. jedes System

X=X9P oder () = (xful)) (Px2)

geniigt dieser Gleichung ebenfalls. Endlich erkennt man leicht, dafs das
Produkt X'”P die allgemeinste Lisung jener Gleichung darstellt. Soll
néamlich X = (#;;,) eine Liosung der Gleichung 4 X = 0 sein, so miissen
die Elemente (21;,...a,;) je einer Vertikalreihe die Gleichungen (3)
befriedigen; sie miissen daher homogen und linear aus den entsprechen-
den Elementen der Matrix (4) mit beliebigen Koeffizienten zusammen-
gesetzt sein. Also miissen fiir jede solche Vertikalreihe Gleichungen
bestehen, welche auch folgendermaflsen geschrieben werden kiénnen

iy = :L‘(‘_U]}J“-i- e & ) pr:—r,l+0'-pn—r-‘rl,l+ i +0'pn£ et S

yn—r

wo die Elemente p,, beliebige Konstanten bedeuten. Diese n® Glei-
chungen kinnen aber durch die eine

(@) = (22) ()
ersetzt werden; unsere Behauptung ist daher vollstindig bewiesen.
Es gilt also der Satz:
Die Gleichung A4 X =0 besitzt, wenn 4 vom Range r
ist, eine Losung X” von dem komplementiren Range n — 7,
und die allgemeinste Losung derselben Gleichung geht aus X%

durch hintere Komposition mit einem beliebigen Systeme P
hervor.

Zusammenfassend konnen wir also sagen, dafs man Systeme genau
ebenso addieren, subtrahieren, multiplizieren und mit ihnen, falls ihre
Determinante nicht Null ist, dividieren darf, wie mit gewdhnlichen
Zahlen, und dafs hierbei alle in der elementaren Arithmetik gestatteten
Umformungen und Vereinfachungen ebenfalls erlaubt sind. Nur darf
man erstens im allgemeinen die Reihenfolge der einzelnen Multiplika-
tionen und Divisionen nicht vertauschen, und zweitens darf man aus
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dem Verschwinden eines Produktes nicht auf das Verschwinden eines
seiner Faktoren schliefsen, es sei denn, dafs die iibrigen Faktoren von
Null verschiedene Determinanten haben.

§ 3.

Mit jedem Systeme A hiingen gewisse andere Systeme, nimlich
das konjugierte und das reziproke System nahe zusammen. Wir nennen
hier wie auf S. 144 das System A= (@;x), welches aus 4 durch Ver-
tauschung der Zeilen mit den Kolonnen hervorgeht, das zu 4 kon-
jugierte oder das transponierte System. Nach dieser Definition
ist also einfach -

i = Qg (hk=1,2...2).
Konjugierte Systeme haben offenbar gleichen Rang und gleiche Deter-
minanten. Sind ferner 4 und A konjugiert, so sind auch die ent-
sprechenden abgeleiteten Systeme A¥ und A konjugiert. Das kon-
jugierte System zu a4 ist a4; das konjugierte System zu einer Summe
A+ B ist gleich der Summe A4 + B der konjugierten Systeme. Das
zu A konjugierte System ist wieder das urspriingliche System. Endlich
erkennt man leicht, dals das konjugierte System zu dem g'**® abgeleiteten
Systeme A gleich dem g'» abgeleiteten Systeme A® von A ist.

Ein System S = (s;;) heilst symmetrisch, wenn es seinem kon-
jugierten Systeme gleich, wenn also

Sik = Ski

ist. Ist A ein beliebiges System, A das ihm konjugierte, so ist die
Summe
S=A4A+4+ A= (a;*+ a:.-,-)
offenbar stets symmetrisch.
Ein System A4 = (a,;) heilst alternierend, wenn
Tt
d. h.
Qix = — Gy
ist, wenn es also bei der Vertauschung seiner Zeilen und Kolonnen
nur das Vorzeichen findert. In einem alternierenden Systeme sind alle
Diagonalelemente offenbar gleich Null. Sind 4 = (a;;) und A = (az)
zwei beliebige konjugierte Systeme, so ist die Differenz
A— A= (@i — axs)
stets ein alternierendes System.
Jedes System A kann hiernach stets auf eine und nur auf eine

Weise als Summe eines symmetrischen und eines alternierenden Systemes,
namlich in der Form
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1 oY 1 -
dargestellt werden.

Tst
0= 4B,

also

n
Ci= E a;x by,
k=1

und ist C = (¢;;) das zu C konjugierte System, so wird
Cor=C1o= Z i bys= s Csy
d. h. es besteht die Gleichung

C=B 4;
der entsprechende Satz fiir Produkte von drei und mehr Faktoren wird
genau ebenso bewiesen.
Ist also C = AB --- D ein Produkt beliebig vieler Systeme,
so ist das konjugierte System C gleich dem Produkte der kon-
jugierten Faktoren, aber in umgekehrter Reihenfolge.

Sind zwei Systeme A4 und B miteinander vertauschbar, so folgt
aus der Gleichung A B— B A durch den Ubergang zu den Konjugierten
BA=AB;

alsdann sind also die konjugierten Systeme ebenfalls vertauschbar.
Ist A ein beliebiges System, 4 das konjugierte, so ist das Produkt
S=A44
symmetrisch, weil nach dem soeben bewiesenen Satze S = S ist. Be-
zeichnet man die Horizontalreihen von 4, also auch die Vertikalreihen
von A durch (Hy, ... H,), so ist A4 = (H;H;). Hieraus folgt, dals
das Produkt 44, falls die Elemente von A reelle Zahlen sind, nur
dann gleich Null ist, wenn A4 = A4 = 0 ist; denn die Diagonalglieder
H;- H;=">a}:
sind nur dann alle Null, wenn alle Elemente @;; verschwinden. Da ferner
SO 4@ 4@
ist, so folgt genau ebenso, dals das Produkt §=AA dann und nur
dann vom Range r ist, wenn das gleiche von 4 gilt.
Ist A ein System von nicht verschwindender Determinante | A |,

so existiert zweitens ein und nur ein System 4™’ = —i—: welches mit A
durch die Gleichung i
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1 1

zusammenhiingt, und welches, wie bereits erwiihnt, das zu A reziproke

System genannt wird. Seine Determinante ist —:{T
Ist

C=4B

das Produkt zweier Systeme, und ist | C| 20, so gilt dasselbe von | 4|
und |B|; dann besteht fiir das zu C reziproke System die Gleichung

weil fiir dieses System die Gleichung

1 11
1=C"Z,"=AB'B'ZI'
offenbar erfiillt ist. Und da man genau ebenso bei einem Produkte
von mehr als zwei Faktoren schlielsen kann, so gilt der Satz:

Ist ein System von nicht verschwindender Determinante
aus mehreren Faktoren zusammengesetzt, so ist das reziproke
System aus den reziproken Systemen der Faktorem, aber in
der umgekehrten Reihenfolge zusammengesetzt.

Geht man ferner in den Definitionsgleichungen (1) fiir reziproke
Systeme zu den konjugierten iiber und beachtet, dafs bei diesem Uber-
gange das System 1 ungeiindert bleibt, so ergibt sich

@i=-1(3)=1,

Al) ist zu A reziprok, muls also

d. h. das zu ?11- konjugierte System

o e :
mit 5 iibereinstimmen. Also ist

1 (13

()
d. h. das reziproke System des zu A konjugierten Systemes ist
gleich dem konjugierten des zu A reziproken Systemes.

§ 4.

Wir hatten bis jetzt angenommen, dafs die Elemente a;; der be-
trachteten Systeme A Zahlen sind. Wir werden uns aber hierauf nicht
beschriinken, sondern auch Systeme in den Kreis unserer Betrachtungen
ziehen, deren Elemente rationale Funktionen einer Variablen » sind.
Gerade die hier abzuleitenden Resultate sind fiir die Anwendungen auf
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die Theorie der Formen und der Formenscharen von fundamentaler
Bedeutung.

Es seien also jetzt die n® Elemente a;; zunichst ganze Funktionen
von 7, und es sei der hiochste Grad dieser Funktionen gleich «, so
dafs allgemein
(1) ;k—(f( )?, ST amr“—l—}- + a{a}
gesetzt werden kann, wenn die Elemente a' Zahlen bedeuten; hier
konnen gewisse aber nicht alle %? Koeffizienten a!} von »¢ gleich Null
sein. Dann kann unser System folgendermaflsen geschrieben werden
(1a) A= (@) = (@ r) + (@Dr ™) + - + (@)

=Ayre+ 4,r*—14 ... 4 A,
wo fiir die Potenzen r* jetzt wieder die Diagonalsysteme zu setzen
sind, deren Diagonalelemente »* sind und wo die Systeme A; durch

die Gleichungen
8 = (afT s - (asn), vede= (a(,ff.}

bestimmt sind. Nach der Voraussetzung ist dann das System Ao% 0,
da ja nicht alle Elemente a ;, verschwinden sollen. Alle diese Systeme
sind also ganze Funktionen von r; die Zahl « soll der Grad des
Systemes A heilsen.

Sind jetzt A___'Aora_i_xil,ra—l_'_ +‘,L_‘
B=B,r?+ Birf—1+ ... 4+ By

mehrere derartige Systeme, so kann man mit ihnen wieder genau
ebenso wie mit Zahlensystemen rechnen, wenn man die elementaren
Rechenoperationen gemiifs den in § 1 und 2 dieser Vorlesung an-
gegebenen Regeln definiert.

Speziell ergibt sich fiir das Produkt A4 B zweier solcher Systeme
die Gleichung
) = (dyre+ A;re—1+ .. ) (Byrf 4+ Byré—14...)
@ = Ay ByretP+ (4o B, + 4, By) rové—1 4 -
Also ist der Grad eines Produktes hochstens gleich der Summe der
Grade seiner Faktoren, und er mufls genau gleich der Summe sein, wenn
mindestens eine der beiden Determinanten |A4,| und |B;| von Null
verschieden ist. Sind aber jene beiden Determinanten gleich Null, so
kann, wie auf S. 356 gezeigt wurde, das Produkt A,B; sehr wohl
Null, also der Grad von A B kleiner als « +  sein.

Allgemeiner ist der Grad eines Produktes A BC gleich der Summe
der Grade von A, B und C, wenn von den Koeffizienten 4,, B,, C,
der hochsten Potenzen von » mindestens zwei eine nicht verschwindende
Determinante haben. .
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Ist die Determinante von A nicht identisch, d.h. nicht fiir variable
Werte von » gleich Null, so existiert auch hier ein eindeutig be-
stimmtes reziprokes System zu A, welches wir wieder durch 4" oder

durch _7} bezeichnen, und fiir welches die Gleichungen

1 1

bestehen. Seine Elemente a!; sind die Unterdeterminanten von A
dividiert durch | 4|, also gebrochene rationale Funktionen von 7.

Wir wollen im folgenden auch solche Systeme betrachten, deren
Elemente gebrochene rationale Funktionen von » sind; wir wollen jetzt
ein System 4 ganz oder gebrochen nennen, je nachdem seine Ele-
mente simtlich ganze Funktionen von » sind, oder auch nur eines von
ihnen eine gebrochene Funktion von » ist.

Sind die Elemente a;:(r) gebrochene rationale Funktionen von 7,
so konnen sie bekanntlich in endlicher Umgebung einer beliebigen
Stelle (r =) in konvergente Potenzreihen entwickelt werden, deren
jede hochstens eine endliche Anzahl negativer Potenzen von » — «
enthilt. Ist nun allgemein

aiz®
(3) @ix(r) = o

80 kann fiir eine endllche Umgebung jener Stelle das System 4 = (a;4 (r))
folgendermalsen geschrieben werden

y
+ - +'Jl + ai + ald (r — &)+

A A
(38) A=m-—2 +L,j‘l+ +—"—+Aﬂ+A (r—a)+--

r—af ° (r—a)f
wo die Koeffizienten A; = (ad) die aus den betreffenden Entwickelungs-
koeffizienten der rationalen Funktionen a,; (r) gebildeten Zahlen-
systeme sind.

Entwickeln wir analog die rationalen Funktionen a;;(r) in der
Umgebung der Stelle (r = o0), d. h. fiir grofse Werte von » nach
fallenden Potenzen von 7, so erhalten wir analog aus den »® Reihen

(1)
(3Db) ax(r) =axOr + - + a4+ + L Gr=13..m)

die folgende, fiir gentigend grofse Werte von konvergente Entwicke-
lung des rationalen Systemes 4 = (a,-;.(_r))

(8) A=dA_retd__ ro=t4 .t A rt+ Aty

In diesem weiteren Bereiche der rational gebrochenen Systeme
haben nun die beiden Gleichungen
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(4) AX=B ud YA=DRB

wieder die eindeutig bestimmten Ldsungen
1 1
X — E = B und Y = B * I’

welche im allgemeinen voneinander verschieden sind.

Hier wollen wir nur noch einen fiir das Spiitere sehr wichtigen
Satz beweisen, welcher zeigt, wie nahe die Theorie der Systeme mit
der Theorie der rationalen Funktionen verwandt ist. Es seien
5 A=Adyre+ Ajre—14 ... 4 4,

() B=DB,rf+ Byré—14...... + B,-i'
zwei Systeme, deren Grade in Bezug auf » gleich « und § sind, und

es sei « < f3; ferner besitze der Koeffizient 4, von r“ eine von Null
verschiedene Determinante. Dann kann man genau ebenso wie bei der

Division ganzer Funktionen den Quotienten B- :;— in der Form schreiben

(6) B-r=C+D-p
wo

C= Gyrt—e+ Oro—+=14 - + Cpeg
ein ganzes System vom Grade § — « und

D= .DG‘?'“_I + e -Du—l

von niedrigerem als dem e'*" Grade in » ist. Auch hier wollen wir C
den Quotienten und ) den Rest der hinteren Division von B durch A4
nennen. Beide Systeme € und D sind hierbei eindeutig bestimmte
ganze Systeme.

Um diesen Satz zu beweisen, multiplizieren wir die Gleichung (6)
hinten mit A und setzen fiir 4, B, C, D ihre Werte. Dann bestimmen
sich die unbekannten Zahlensysteme C; und D; aus der Gleichung

(6a) B=CA+ D,
welche ausgeschrieben so lautet
Byrf+ Byrf =14 . - By=(Coyr#—+ Cyrf — 1. .. ) (Apr*+ 4y r* 1+ - +)
l + Dyre=1+ -+ Dary).
Durch Ausfithrung der Multiplikation und Koeffizientenvergleichung
ergeben sich fiir Cy, Cy, ... Cs—. die § —a+ 1 Gleichungen
Co4y= B,
Ci4,+ G4, =B,
Cydy+ C 4, + Cy4,= B,

http://rcin.org.pl



364 Zwanzigste Vorlesung.

Da die Determinante |d,| =0 ist, so bestimmen sich hieraus
Gy, Cy, ... C3—, eindeutig; man erhilt ndmlich

1
CO:BO.A_D
1
01=(B1"'00A1):4_0‘
1
02=L32_01A1_Co-‘12):4;
undausderGleichung' T O R T
D=B—-CA

wird auch D eindeutig bestimmt.
Genau ebenso zeigt man, dals sich auch bei vorderer Division
von B durch A eine eindeutig bestimmte Gleichung

1 FET
oder
(6¢) B=AC+D

ergibt, in welcher der Quotient € vom Grade § — ¢ und der Rest D
hochstens vom Grade e — 1 ist.

Ergibt sich in der Gleichung (6a) D =0, so heilst A ein hinterer
Teiler von B, weil dann B = C A ist. Ergibt sich in (6¢) D=0, so
heifst aus dem analogen Grunde A ein vorderer Teiler von B. Welche
Bedingungen hierfiir notwendig und hinreichend sind, werden wir
spiter darlegen.

Ist die Determinante des Systemes A (r)

|A(r)| = | dgre+ Ayre—14 .- 4+ A,
nicht identisch Null, ist aber |A4,| =0, so kann man die Division
von B durch A nicht in der hier angegebenen Weise ausfiihren, wohl
aber dann, wenn man an Stelle von » eine neue Variable einfiihrt.

Ist ndmlich |A(r)| nicht identisch Null, so gibt es sicher einen
Wert », von », fiir welchen | 4(r))| >0 ist. Ersetzt man dann den
Parameter » durch die neue Variable »/, welche mit » durch die um-
kehrbare Substitution _

(7) r=rot o ¥ =

zusammenhiingt, so wird

1
1,

A@) =A(r+5) =A(r) + A () 5+ 255 L4 4

Das neue System
(8) UWE)=r A@)=r"A@)+r*" "4 (r)+ - + ;1 A9,

A%,) 1

!
ol ’J“
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welches sich von A (r) nur durch den Faktor »'“ unterscheidet, ist also
ebenfalls eine Funktion «'*® Grades von #/, in welcher jetzt aber der
Koeffizient A (r,) von »’“ eine von Null verschiedene Determinante hat.
Setzt man ebenso

(8a) B(") =" B(),

so kann man bei dem Quotienten

et gy 2 p
%(T)'WMB(T) I@'Tr

die Division in der oben angegebenen Weise ausfiihren. Ergibt sich

dann der Divisionsrest D (»') = 0, so besteht die Gleichung

9) B(r') = E() A,

in der €(»') in #/ vom Grade g — « ist; setzt man also
g

Cr)=1" _GC(-r),
so wird CO(r) ebenfalls eine ganze Funktion von 7, und durch Division
mit " ergibt sich
(9a) B(r) = C(r) A(r).
Besteht umgekehrt die Gleichung (9), so folgt durch Multiplikation

mit " die Gleichung (9a); man kann also diese Methode stets an-
wenden, um die Teilbarkeit von B(r) durch A (r) zu untersuchen, falls
nur nicht | A(r)| identisch verschwindet.

—ix
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Einundzwanzigste Vorlesung.

Die Teilbarkeit und die Aquivalenz der Systeme. — Klassen iiquivalenter Systeme.
— Die Invarianten fiir die fAquivalenten Systeme. — Erste Definition der Aqui-
valenz. — Der Rang der Systeme. — Der Rang ist die einzige Invariante fiir die
dquivalenten Systeme. — Die ganzen und die gebrochenen Systeme der Be-
reiche (1) und (7). — Der Diagonalteiler eines Systemes. — Zweite Definition der
Aquivalenz. — Die Determinantenteiler und die Elementarteiler eines Systemes. —
Die reduzierten Systeme. — Zwei Systeme sind dann und nur dann #Aquivalent,
wenn ihre Determinantenteiler oder ihre Elementarteiler gleich sind.

§ 1

Wir gehen jetzt dazu tiber, den durch das Multiplikationsprinzip
gegebenen Zusammenhang der Systeme untereinander zu untersuchen
und sie auf Grund dieser Beziehungen in Klassen #quivalenter Systeme
einzuteilen. Wie aber bereits in der fiinften Vorlesung hervorgehoben
wurde, mufs die Definition #quivalenter Systeme je nach dem Zwecke
der gerade vorliegenden Untersuchung eine verschiedene sein. Wir
werden von der einfachsten und umfassendsten Klasseneinteilung allmih-
lich zu den engeren und komplizierteren iibergehen und jedesmal ver-
suchen, diejenigen Invarianten zu finden, deren Gleichheit fiir zwei
Systeme die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dafs sie
auf Grund der gerade geltenden Definition in dieselbe Klasse gehoren.

Wir gehen bei dieser Betrachtung zunichst von der einfachsten
Definition der Teilbarkeit eines Systemes durch ein anderes aus und
griinden auf diese die erste Definition der Aquivalenz:

Sind zwei Systeme 4 und B so beschaffen, dafs zwischen
ihnen eine Gleichung
(1) B=PAQ
besteht, wo P und ¢ ganz beliebige Systeme bedeuten, so
heifst A ein Teiler oder Divisor von B, oder B ein Viel-
faches oder Multiplum von A.

Ist sowohl B ein Vielfaches von A, als auch A ein Viel-
faches von B, besteht also aufser der Gleichung (1) eine
zweite Relation
(1a) A= RBS,

8o heifsen 4 und B dquivalent; diese Beziehung soll durch
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(1b) A~B

ausgedriickt werden. Alle nach dieser Definition fiquivalenten
Systeme sollen in eine und dieselbe Klasse gerechnet werden.

Es ist klar, dafs bei dieser Definition die drei Fundamentalsitze
fir die Aquivalenz bestehen, welche wir bereits auf S.72 aus-
gesprochen hatten:

1. Ist A ~ B, so ist auch B~ A.
2. Jedes System ist sich selbst diquivalent.

3. Sind zwei Systeme 4 und B einem dritten C dquivalent, so
sind sie auch untereinander fiquivalent.

Ist A ein Teiler von B, und besitzen in der dann bestehenden
Gleichung B= P A @ die beiden Multiplikatoren P und ¢ von Null
verschiedene Determinanten, so ist sicher auch B ein Teiler von A,
d. h. in diesem Falle sind 4 und B iquivalent; denn unter dieser Vor-
aussetzung existieren ja die reziproken Systeme P~ und @ '; und durch
Auflosung der obigen Gleichung nach A4 ergibt sich die andere

A=P'BQ~ .

Wihlen wir fiir A4 speziell das System 4 = 0, dessen »n® Elemente
simtlich Null sind, so ist offenbar jedes Multiplum B = P.0. @ eben-
falls gleich Null, und ein System B ist daher dann und nur dann
iquivalent Null, wenn es gleich Null ist.

Geht man ferner in der Gleichung (1) zu den abgeleiteten Systemen
iiber, so folgen aus ihr die » Gleichungen

(2) B9 — p@ 4@ @ (e=1,%...o;
und falls B~ A ist, ergeben sich aus (1a) die weiteren
(2a) A — gY@ p@ g,

Man erhilt also sofort den Satz:

Ist A ein Teiler von B, so ist auch jedes abgeleitete
System 4% ein Teiler des entsprechenden abgeleiteten Systemes
BY. Ist speziell A ~ B, so ist auch fiir je zwei abgeleitete
Systeme gleicher Ordnung 49~ B.

Mit Hilfe dieser Sitze konnen wir nun gleich eine notwendige
Bedingung daftir angeben, dafs 4 ein Teiler von B bezw. dafiir, dals
A~ B ist.

Ist niimlich B ein Multiplum von 4, und ist 4 vom Range 7, so
ist A“TY—=0, und aus der dann bestehenden Gleichung (2) fiir
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o =7 +1 folgt weiter, dafs auch B"t9=P*V 0, @U"+V=0, dafls
also B hichstens vom Range » sein kann.

Ist also B ein Multiplum von 4, so ist der Rang von B
gleich oder kleiner als der Rang von A.

Ist speziell B~ A, so ist der Rang von B hochstens gleich dem
Range vom A, aber auch umgekehrt der Rang von A hochstens gleich
dem Range von B, und hieraus folgt der Satz:

Aquivalente Systeme haben gleichen Rang.

Alle Systeme derselben Klasse haben somit denselben Rang; der
Rang ist also eine Invariante fiir alle fquivalenten Systeme.

Wir wollen aber jetzt weiter zeigen, dafs zwei beliebige Systeme
von gleichem Range auch stets fquivalent sind, dafs also der Rang
der Systeme fiir diese Art der Aquivalenz die einzige Invariante ist.
Zu diesem Zwecke beweisen wir, dafs jedes System vom Range r iqui-
valent ist dem sogenannten reduzierten Systeme E, von gleichem
Range, niimlich demjenigen Diagonalsysteme

1. 0598590

. 0, <0
= o A R

0,...0, 0, -0

dessen 7 erste Diagonalelemente gleich Eins sind, wihrend die # —»
letzten Null sind. Ist das bewiesen, so folgt ja mach dem dritten
Fundamentalsatze der Aquivalenz aus den beiden Aquivalenzen

A~E, B~E,
A~ B.
Wir werden die Richtigkeit dieses Satzes dadurch beweisen, dals

wir fiir ein beliebiges System 4 vom Range » zwei Multiplikatoren P
und @ von nicht verschwindender Determinante angeben, fiir welche

PAQ=E,
ist. Da dann nimlich auch 4 =P 'E, Q' ist, so ist hiermit
unsere Behauptung in ihrem vollen Umfange bewiesen, und wir kennen
aufserdem zwei Multiplikatoren P und @ von nicht verschwindender
Determinante, fiir welche PAQ = E, ist. Ist dann ferner auch B
von demselben Range, so kennen wir auch zwei ebensolche Mul-
tiplikatoren, fiir welche RBS = E, ist. Dann folgt endlich aus der

Gleichung PAQ—=RBS

in der Tat
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durch Auflosung nach 4 die Gleichung
A=(P'R).B.(8Q7Y),
d. h. wir kennen dann auch zwei Faktoren P~ R und S Q™", welche

B in A iberfiihren, und ebenso geht 4 durch Komposition mit R~ P
und @S~ ' in B iiber.

§ 2.

Den Beweis fiir die Aquivalenz eines beliebigen Systemes 4 vom
Range » mit dem zugehérigen Diagonalsysteme E, fiihren wir jetzt
folgendermafsen: Wir komponieren 4 vorn und hinten mit gewissen
geeignet gewihlten , Elementarsystemen“ von nicht verschwindender
Determinante und zeigen, dals man hierdurch 4 in E, iiberfiithren
kann.  Bezeichnen wir dann das Produkt aller vorderen Kompositions-
systeme durch P, das der hinteren durch @, so sind ja |P| und | Q|
nicht gleich Null, und aus der Gleichung

PAQ=E,
folgt in der Tat die Richtigkeit unserer Behauptung.

Als Elementarsysteme wollen wir in diesem- Falle analog, wie
dies bereits auf S. 146 geschah, die folgenden drei Klassen von
Systemen ansehen:

I Die (n— 1) sogenannten Permutations- oder Vertauschungs-

systeme (0,0,...0,—=1, 0,...0)
¢ % (Al < AR s TR

Py

(k=2,8,...n),

1107510 9,00

10,909,000, 1
von denen allgemein P, dadurch aus dem Einheitssysteme
hervorgeht, dafs man seine erste Zeile mit der negativ ge-
nommenen k** vertauscht, d. h. durch die Vertauschung
(H,, — H,). Es ist daher allgemein P,|=1, da durch diese
Vertauschung die Determinante des Einheitssystemes nicht ge-

iindert wird.
II. Das System 1k Iy
0,1,0,...0
w,=[90,0,1,...0 :
0,0,0,...1
seine Determinante ist ebenfalls gleich Eins.
Kronecker, Determinanten. 24
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III. Die Systeme

t,0,...0

et e )
T|= :, ! -

0:0,.... 1

wenn ¢ eine beliebige von Null verschiedene Konstante be-
deutet. Es ist |7} =1

Zu diesen Systemen konnen wir auch das allgemeinere

1,4, 0,,..0

0, 1,0, ..:0
(1) L

U050, 50
hinzunehmen, wie aus der Kompositionsgleichung
@) Wi=1T:. W,.T,
d. h. aus !

1

L 500, 2\ 011 +0, :
(%8 iovi O Qf.l.... 01) 0y 132

unmittelbar folgt. Ebenso konnen wir auch das konjugierte System

) w=(; )

hinzurechnen, wo hier, wie im folgenden ein in dieser Weise abgekiirzt
geschriebenes System durch die dem Einheitssysteme entsprechenden
Elemente zu einem Systeme von #? Elementen erginzt werden soll.
Geht man némlich in der obigen Gleichung (2a) zu den konjugierten
Systemen iiber, so folgt nach dem auf S. 359 bewiesenen Satze

OG0 aED

T ED-GAC G-

Genau ebenso, wie dies auf S. 148 figd. gezeigt wurde, beweisen wir
nun die Richtigkeit der folgenden Kompositionsgleichungen, welche
zeigen, in welcher Weise ein beliebiges System

4=V, V;r---Vn)=(Hl, JHQ,....H,,)

durch hintere Komposition mit einem dieser Elementarsysteme ge-
dndert wird,

wihrend
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APk=(Vk, ]79,... V;..__,]_, — ;71,”. Vn)
4) AW = (P, Vi + 0V, Py, e, 7.)
AB=@P, 7, ..... V.,

und unter Hinzuziehung des konjugierten Systemes W, erhiilt man die
analogen Formeln fiir die vordere Komposition

P¢A=(-— .H:;-, Hg,---}{k—lg Hl,...H,,)
(4a) WA= (H, H,+tH, H,,......... H,)
T,A=(H,H,...... H,).

Hitte man die Kompositionen statt mit P; mit dem reziproken
System Pf= P; ! ausgefiihrt, so hitte sich dieselbe Vertauschung der
beiden Parallelreihen ergeben; nur erhielte dann jedesmal die andere
Reihe das negative Vorzeichen. Durch vordere oder hintere Kom-
position mit P}= P;.P; endlich werden nur H, und H; bez. ¥, und
Vi ohne Vertauschung zugleich mit — 1 multipliziert.

Aus den letzten Gleichungen der beiden Systeme (4) und (4a)
in Verbindung mit den soeben gemachten Bemerkungen ergibt sich, dals
das System 4 in ein dquivalentes iibergeht, wenn man seine erste
Reihe mit einer beliebigen Parallelreihe unter gleichzeitiger Vorzeichen-
anderung einer der beiden Reihen vertauscht. Hieraus folgt leicht,
dafs man iiberhaupt durch Vertauschung von zwei beliebigen Parallel-
reihen (Vi, Vi) oder (H;, H,) miteinander wieder zu einem iquivalenten
System gelangt. In der Tat erhilt man bei Beachtung von (4)
und (4a) leicht die Gleichungen

A PiTos BTy Byl i (W o Wiy Bigasd),
1’_1P;¢1.._1P;T_1P;‘A =(H1,...H—g,. ..Hl-,...);

denn jene Elementarkompositionen bewirken in beiden Fillen der
Reihe nach die folgenden Veriinderungen

oo . O A -

v B H B
-V =V, W H, H H

N K % -  H
=¥ —=¥;. "B H, H H
=V B W —H, H, H

h. P % H H &

Da man endlich zwei beliebige Zeilen H; und H; an die Stelle von
H; und H, bringen, dann durch vordere Komposition mit W,, H, durch
24+
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H, + tH; ersetzen und endlich die neuen Zeilen H;, H, + tH; wieder
durch Vertauschung mit H, und H; an ihre frithere Stelle bringen kann,
und da das Analoge fiir die Vertikalreihen gilt, so geht 4 in ein #qui-
valentes System iiber, wenn man zu einer beliebigen Reihe H, (oder V)
das ¢-fache einer beliebigen Parallelreihe H; (oder V;) addiert; genau
ebenso folgt, dafs man ohne 4 im Sinne der Aquivalenz zu éindern,
eine beliebige Reihe von 4 mit einer von Null verschiedenen Zahl
multiplizieren kann, wihrend die anderen Reihen ungeiindert bleiben.
Wir konnen also jetzt den folgenden allgemeinen Satz aus-
sprechen:
Ein System A geht in ein dquivalentes iiber, wenn man
1. zwei Parallelreihen miteinander vertauscht,

2. zu einer Reihe ein beliebiges Multiplum einer Parallelreihe
addiert,

3. eine beliebige Zeile (oder Kolonne) mit einer von Null ver-
schiedenen Zahl multipliziert.

Durch diese Umformungen kann man nun ein System 4= (a;;)
in ein System FE, von gleichem Range iiberfilhren. In der Tat konnen
wir das erste Element a,, von A von vornherein gleich Eins voraussetzen,
falls nicht das ganze System A= 0 ist. Demn wire das noch nicht
der Fall, und ist augo, so konnten wir die erste Kolonne durch
dividieren, wodurch @,, in 1 {ibergeht. Ist dagegen a,, =0, so kinnen
wir irgend ein von Null verschiedenes Element a,, an die erste Stelle
bringen und dasselbe hierauf zu Eins machen. Ist aber a; =1, so
kénnen wir durch die gestatteten Transformationen alle iibrigen Ele-
mente a;; und @; von V; und H, aulser a,, zu Null machen. Ist
nimlich z. B. a;; ein von Null verschiedenes Element von H,, so
kann man dasselbe dadurch zu Null machen, dals man das a,;-fache
der Kolonne ¥, von V; abzieht.

Behandelt man nun in dem so sich ergebenden #quivalenten

Systeme
AR

1? )
! '
0, a,...ain

0, 0'-:,2,.. . ﬂf;m
das innere System von (# —1) Zeilen und Kolonnen genau ebenso
und fihrt mit dieser Transformation so lange fort, als iiberhaupt noch
in dem betreffenden inneren Systeme ein von Null verschiedenes Ele-
ment vorhanden ist, so erhiilt man zuletzt ein #quivalentes System,
welches die Form des reduzierten Systemes [, besitzt. Da aber der
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Rang dieses zu A dquivalenten Systemes ebenfalls gleich » sein muls,
so ist dasselbe gleich F,; es besteht also der Satz:

Zwei Systeme 4 und B sind dann und nur dann iqui-
valent, wenn sie gleichen Rang haben; ist dies der Fall, so
kann man stets zwei Multiplikatoren P und @ von nicht ver-
schwindender Determinante so bestimmen, dals PAQ = B ist.

Hieraus folgt unmittelbar der allgemeinere Satz:

Ein System B ist dann und nur dann ein Vielfaches von
A, wenn sein Rang nicht grilser ist als der von A. Ist
diese Bedingung erfiillt, so kann man zwei Multiplikatoren 7'
und U so bestimmen, dals B=TA4U ist.

Dafs diese Bedingung erfiillt sein muls, damit B ein Vielfaches
von A ist, wurde bereits auf S.368 bewiesen. Um nun zu zeigen,
dals sie notwendig und hinreichend ist, nehmen wir an, es sei B vom
Range ¢, 4 vom Range » und es sei o <.

Sind nun die zwei Paare von Multiplikatoren (P, @) und (R, S)
so gewihlt, dafs ihre Determinanten von Null verschieden sind,

und dals
PAQ=E, RBS=E,

ist, so folgt aus der ersten Gleichung durch hintere Multiplikation
mit E,, da offenbar E,E, = E, ist,
PAQE, = RBS,

denn der gemeinsame Wert beider Seiten ist ja F,; und durch Auf-
l16sung dieser Gleichung nach B ergibt sich endlich

= (BT P)A(QE, 8™,

womit unser Satz vollstindig bewiesen ist.

§ 3.

Wir wenden uns jetzt zu einer engeren Definition der Teilbarkeit
und der Aquivalenz, bei welcher die Multiplikatoren P und @, bezw.
R und S, in den Gleichungen (1) und (la) des § 1 nicht mehr be-
liebig sind, sondern so gewiihlt sein sollen, dafs ihre Elemente ent-
weder ganze Zahlen oder ganze Funktionen von » sind  Diese Be-
tra.chtungen werden uns zu den thtlcsten Invanagj;en_ der Systeme,
nimlich zu ihren sogenannten Elementarteilern fithren. FEhe wir
zu dieser Untersuchung iibergehen; wollen wir kurz die Systeme mit
ganzen und gebrochenen Elementen und ihre Teiler behandeln.
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374 Einundzwanzigste Vorlesung.

Es sei zuerst 4 = (a;;) ein ganzzahliges System, und d sei der
grolste gemeinsame Teiler aller seiner »* Elemente a;;, so dals allgemein

(i
Qi = daEk)

ist, und die »* Elemente @ keinen ihmnen allen gemeinsamen Teiler
haben. Bezeichnen wir dann, wie bisher, mit d ebenfalls das Diagonal-
system mit den Diagonalelementen d, so besteht fiir 4 die Gleichung

A=dA;= A,

wo .Aﬂ=(a‘,-°£) ein sogenanntes primitives ganzzahliges System,
d. h. ein solches bedeutet, dessen n® Elemente keinen allen gemeisamen
Teiler enthalten. Ist speziell A=0, so soll auch d gleich Null an-
genommen werden.

Ist ferner

i A(r) = (ﬂ-,‘]‘ ('.’"))
ein System, dessen n° Elemente beliebige ganze rationale Funktionen
von r sind, und ist d(r) der grilste gemeinsame Teiler aller dieser
n* Funktionen, so besteht die analoge Gleichung
A(r) = a(r) 4y (r) = 4, (1) d(r),
wo ebenfalls A,(r) ein primitives System und d(r) das dem gleich-
bezeichneten Divisor d(r») entsprechende Diagonalsystem bedeutet.

In beiden Fillen kann man den grélsten gemeinsamen Divisor d
bezw. d (r) der n* Elemente a;; bezw. a;,(r) entweder successive durch
das Fuklidische Verfahren zur Aufsuchung des grilsten gemeinsamen
Teilers bestimmen, oder man kann jedes Element von A oder A(r)
in seine Primzahlen bezw. Linearfaktoren zerlegen und jeden dieser
Faktoren in den Teiler d so oft aufnehmen, als er in jedem der »n* Ele-
mente mindestens enthalten ist.

Jetzt mige A ein System sein, dessen Elemente «;; beliebige
rationale Briiche sind; wir denken uns dieselben von vornherein auf
ihren Generalnenner gebracht und setzen

iy = i:li;
dann besitzen die »® ganzen Zahlen j,, keinen allen gemeinsamen Teiler
mit dem Generalnenner n, wohl aber kinnen sie noch einen oder
mehrere gemeinsame Primfaktoren haben, welche nicht in n enthalten
sind. Ist nun 3 der grifste gemeinsame Teiler aller dieser #* Zahlen j
und setzen wir

ik

(0)
5,',1 =}§.0ik,

so erhdlt man jetzt genau wie vorher fiir die n* gebrochenen Ele-
mente a; von A die folgende Darstellung
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IO ) 3
@iy = Gi day (a=2)
wo die »' ganzen Zahlen a'? wieder keinen gemeinsamen Teiler be-
sitzen, d. h. es ergibt sich auch hier eine Gleichung

A =ddy=4,d,

wo A,= (a}) wiederum ein primitives ganzzahliges System bedeutet.
Auch hier wollen und kénnen wir den rationalen Bruch d = f’l als den
griofsten gemeinsamen Teiler der »® rationalen Briiche @, he-
zeichnen.

Ist A(r) = (ax(r)) ein System von »* rationalen gebrochenen
Funktionen von r, und ist ebenso wie vorher

i (")
i (r) = nk(r)

die Darstellung der Elemente mit Hilfe ihres Generalnenners n(r), so
kann man auch hier

Bix (1‘) - (f) GE'? (?‘),

an(r) = 33 d o) = () aR () (3r=202

setzen, wenn 3(r) den grifsten gemeinsamen Teiler aller Zihler 3, (r)
bedeutet. Dann besteht fiir dieses System A (») ebenfalls eine Gleichung
A(r) = a(r) 4, (),
wo d(r) = TE den grofsten gemeinsamen Teiler der »*® rationalen
Briiche a;;(r) bedeutet, und A,(r) = (am)(r)) ein primitives System
ganzer rationaler Funktionen ist. Da man sowohl den General-
nenner 1n(r) als auch den grifsten gemeinsamen Divisor 3(r) aller
Zihler durch das Euklidische Verfahren bestimmen kann, so kann man
also auch in diesem Falle den Teiler d(r) auf rationalem Wege, d. h.
ohne Kenntnis der Linearfaktoren der Elemente a;;(r) finden.

Wir erhalten so den folgenden Satz:

Jedes System A, dessen Elemente rationale Zahlen oder
rationale Funktionen einer Variablen sind, kann auf eine einzige
Art in ein Produkt

also

A=dA4,

zerlegt werden, dessen erster Faktor d ein Diagonalsystem,
dessen zweiter ein primitives ganzes System ist. Das Diagonal-
system d soll der Diagonalteiler von A genannt werden;
derselbe kann stets auf rationalem Wege bestimmt werden.

w 1Y
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376 Einundzwanzigste Vorlesung.

Bei der nun folgenden Untersuchung kiénnen und wollen wir die
Systeme (a;;) mit rationalen Zahlenelementen und die Systeme (@ (1),
deren Elemente rationale Funktionen von » mit beliebigen konstanten
Koeffizienten sind, gemeinsam behandeln; wir werden niimlich sehen,
dafs die fiir das eine und die fiir das andere Gebiet sich ergebenden
Resultate wortlich iibereinstimmen. Wir wollen zuniichst einige im
folgenden gebrauchte Begriffe fiir beide Bereiche gemeinsam definieren.

Die Gesamtheit aller rationalen Zahlen einerseits und die Gesamt-
heit aller rationalen Funktionen anderseits bilden je einen Rationalitiits-
bereich (siehe fiinfzehnte Vorlesung § 2), welchen wir wieder durch (1)
bezw. durch () bezeichnen, wiihrend wir die Gesamtheit aller ganzen
Zahlen bezw. aller ganzen Funktionen den zugehdrigen Integritits-
bereich nennen und ihn durch [1] bezw. durch [#] bezeichnen.

Jede rationale (ganze oder gebrochene) Zahl o lilst sich auf eine
einzige Weise als ein Produkt

a=ip’;-p’;...pﬁa

von Primzahlen darstellen (siehe S. 251), wo aber jetzt die Ex-
ponenten k; auch negative ganze Zahlen sein kinnen, wenn a nicht
ganz ist. Genau ebenso kann jede rationale (ganze oder gebrochene)
Funktion @(r) von » auf eine einzige Weise als ein Produkt

a(r)=e(r — )" (r — o) ... (r — )’

von Linearfaktoren dargestellt werden, wo ¢ eine Konstante bedeutet,
und wo die Exponenten positive oder (falls a(r) nicht ganz ist) auch
negative ganze Zahlen bedeuten kinnen. Wir werden diese einfachsten
Bestandteile p bezw. (r — «), aus denen in jenen beiden Fillen alle Ele-
mente von (1) bezw. von (r) zusammengesetzt werden kionnen, die
Primfaktoren fiir jene beiden Briiche nennen. Ein Element des be-
trachteten Bereiches, welches gar keinen Primteiler enthilt, soll eine
Einheit genannt werden. Der Bereich (1) besitzt also nur die beiden
Einheiten + 1 und — 1, im Bereiche (») sind dagegen alle von Null
verschiedenen Konstanten ¢ Einheiten. Eine Einheit ist auch dadurch
vollstindig charakterisiert, dals sowohl sie selbst als auch ihr reziproker
Wert eine ganze Grifse des Bereiches ist.

Ein System P=(p,,), dessen Elemente einem der Bereiche (1)
oder (r) angehiren, heilst ganz, wenn alle seine Elemente ganze
Grofsen desselben Bereiches sind. Dies ist, wie wir sahen, dann und
nur dann der Fall, wenn sein Diagonalteiler ganz ist. Ist der Diagonal-
teiler eine HKinheit, so nannten wir das System primitiv. Ist das
System P ganz, und ist seine Determinante eine Einheit, unitas (d. h.
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tir den Bereich (1) gleich 41 oder fiir (r) gleich einer von Null
verschiedenen Konstanten), so soll P ein unimodulares System ge-
nannt werden.

Fiir diese Systeme besteht nun der Satz:

Ein ganzes System P ist dann und nur dann unimodular,
wenn sein reziprokes }13 ebenfalls ganz ist.

Sind néimlich die beiden Systeme P und %=P_1 beide ganz,
1
| P
dann und nur dann méglich, wenn |P| eine Einheit ist. Ist aber
umgekehrt | P| eine Einheit und das System P ganz, so ist das
reziproke System ;, ebenfalls ganz, weil seine Elemente gleich den
Unterdeterminanten (n — 1)** Ordnung von P dividiert durch | P| also
ebenfalls ganze Gréfsen sind.

Wir erkennen endlich ohne weiteres, dafs das Produkt beliebig
vieler unimodularer Systeme wieder unimodular ist.

so gilt dasselbe von ihren Determinanten |P| und ;- und dies ist

§ 4

Wir wollen nun fiir die Teilbarkeit eines Systemes durch ein
anderes und fiir die Aquivalenz zweier Systeme die beiden folgenden
engeren Definitionen aufstellen:

Sind zwei ganze oder gebrochene Systeme A und B des
Bereiches (1) oder des Bereiches (1) so beschaffen, dals zwischen
ihnen eine Gleichung

B=PAQ
besteht, in der P und @ zwei ganze Systeme desselben Be-
reiches bedeuten, so heilst 4 ein Teiler von B oder B ein
Vielfaches von A.

Ist B ein Vielfaches von A, zugleich aber auch A ein
Vielfaches von B, so heifsen 4 und B iquivalent (4 ~ B).
Alle nach dieser Definition iHquivalenten Systeme sollen
wieder in eine und dieselbe Klasse gerechnet werden.

Offenbar gelten auch bei dieser engeren Definition die drei auf S. 367
aufgefiihrten Fundamentalsiitze der Aquivalenz.

Ist ferner A ein Teiler von B, und sind die in der Gleichung
B= PAQ auftretenden Multiplikatoren P und @ speziell unimodulare
Systeme, so folgt aus der dann ebenfalls bestehenden Gleichung

A=P'BQ7},
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378 Einundzwanzigste Vorlesung.

in der auch P™" und Q' ganze Systeme sind, dafs auch B ein
Teiler von A4, dals also 4 ~ B ist.

Es sei jetzt A4 ein System mit dem Diagonalteiler d, also
A=dA,, und es sei B ein Vielfaches von 4. Da das Diagonal-
system d mit jedem anderen vertauschbar ist, so folgt aus der
Gleichung B = PAQ

B=P(dA4,)Q=a-(P4,Q)=d- G,
wo (G ein ganzes System bedeutet. Aus dieser Gleichung folgt also,
dals der Diagonalteiler von B ein Vielfaches des Diagonalteilers von A
sein muls. Ist ferner auch A4 ein Vielfaches von B, ist also B~ A,
so sind die Diagonalteiler beider Systeme oder die grélsten gemein-
samen Teiler der Elemente von B und derjenigen von A einander
gleich. Es bestehen also die beiden Sitze:

Ist B ein Multiplum von A4, so ist auch der Diagonal-
teiler von B ein Multiplum des Diagonalteilers von A.
Aquivalente Systeme haben gleiche Diagonalteiler.

Zu jedem Systeme A gehdren n abgeleitete Systeme
AD 4@ ym
I i SN o3
deren erstes gleich A selbst, deren letztes gleich der Determinante | 4

ist. Jedes dieser Systeme besitzt einen Diagonalteiler; wir erhalten
somit # Diagonalteiler
dl’ (i2} o dl’!,

von denen der erste gleich dem Diagonalteiler d von A, der Iet_z.bé
gleich der Determinante |4 | ist. Diese Zahlengrifsen d,, dg,...d, der
Bereiche (1) oder (7) sind die grofsten gemeinsamen Teiler aller Deter-
minanten der ersten, der zweiten, ... der n'*® Ordnung, welche aus den
n® Elementen des Systemes (a@;;) gebildet werden konnen; auch sie
kionnen somit durch das Fuklidische Verfahren zur Aufsuchung des
grifsten gemeinsamen Teilers, also auch fiir Systeme des Bereiches (7)
auf rationalem Wege, ohne Kenntnis der Linearfaktoren jener Deter-
minanten gefunden werden. Allgemein soll die Grifse d; der Deter-
minantenteiler ¢** Ordnung des Systemes A oder auch der
Diagonalteiler des abgeleiteten Systemes A® genannt werden. Ist
speziell 4“9 =0, so ist auch d;= 0, und das Gleiche gilt dann fiir alle
folgenden Determinantenteiler d;y1,.. . dn

Es sei nun B ein Multiplum von A; dann folgt aus der dann
bestehenden Gleichung

B=PA4Q

durch Ubergang zu den abgeleiteten Systemen

B(") = P(QA(‘) Q(") S Frpr
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wo auch die abgeleiteten Systeme P und Q@ ganz sind. Hieraus
folgt, dals nicht nur der Diagonalteiler von B ein Vielfaches des
Diagonalteilers von A4 sein mufs, sondern dals jeder Determinantenteiler
i**r Ordnung von B ein Vielfaches des entsprechenden Determinanten-
teilers von 4 sein mufs. Sind A4 und B #quivalent, so miissen dem-
nach ihre Determinantenteiler gleicher Ordnung einander gleich sein.
Es gelten also die Sitze:

Ist B ein Vielfaches von A, so sind auch alle Deter-
minantenteiler von B Multipla der entsprechenden Determinanten-
teiler von A.

Aquivalente Systeme haben gleiche Determinantenteiler.

§ b.

Wir werden am Schlusse dieser Vorlesung zeigen, dals die am
Ende des vorigen Abschnittes gefundene notwendige Bedingung fiir
die Teilbarkeit eines Systemes durch ein anderes noch durch eine
schiirfere ersetzt werden kann. Dagegen beweisen wir jetzt, dafs die
soeben als notwendig erkannte Aquivalenzbedingung, nimlich die Gleich-
heit der Determinantenteiler, auch die hinreichende Bedingung ist.

Zum Beweise dieser Tatsache brauchen wir wieder nur zu zeigen,
dafs jedes System A mit gegebenen Determinantenteilern d,, d,, ... d,
durch Komposition mit geeignet gewihlten unimodularen Elementar-
systemen in ein reduziertes System I iibergefiihrt werden kann, welches
durch diese Determinantenteiler eindeutig bestimmt ist; denn hieraus
allein folgt ja wegen der Eigenschaften unimodularer Systeme, dals
ein solches System A iiquivalent R ist, und dafls demnach zwei
Systeme 4 und B mit denselben Determinantenteilern einander #qui-
valent sind, weil sie demselben reduzierten Systeme R dquivalent sind.

Als unimodulare Elementarsysteme, zunichst fiir den Bereich (1),
konnen und wollen wir in diesem Falle ansehen:

1. die » — 1 Vertauschungssysteme P; auf S. 369,
2. das System y

=t
-
=

y

W, = -

RSP
\r—‘ ‘\.O

3. das System wheadt

1
(-
-
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380 Einundzwanzigste Vorlesung.

Wir zeigen dann genau wie auf S 67, dafs man zu diesen die
Systeme

N
=3

s

o~

) y e

=
-
o

y e

Wi—:=

L
- ©
L &=

hinzunehmen kann, wenn man unter ¢ eine beliebige aber ganze positive
Zahl versteht, da diese Systeme durch die Elementarsysteme P, und W,
darstellbar sind. Endlich sind die zu P; und W, reziproken Systeme P}
und W_, hiernach ebenfalls gleich Produkten jener Elementarsysteme.

Genau ebenso wie auf S.372 folgt nun aus den Verinderungen,
welche ein ganzzahliges System durch vordere oder hintere Kompo-
sition mit den unimodularen Systemen Py und Wi, erfihrt, der Satz:

Ein System 4 mit rationalen Zahlenelementen geht in
ein dquivalentes iiber, wenn man

1. zwei Parallelreihen miteinander vertauscht,

2. zu einer Reihe (Zeile oder Kolonne) ein ganzzahliges
positives oder negatives Multiplum einer Parallelreihe
addiert,

3. irgend eine Reihe (Zeile oder Kolonne) mit — 1 mul-
tipliziert.

Durch diese Veriinderungen kann nun das System (a;;)
in ein #quivalentes Diagonalsystem

L UAREE,

e "t 250
(1) (e) =] . 2

O8I Lo

tibergefiihrt werden, dessen Diagonalelemente ¢; simtlich nicht
negative rationale Zahlen sind, von denen jede ein Teiler
der folgenden ist.

Wir kinnen bei dem Beweise dieses Fundamentalsatzes gleich an-
nehmen, dafs das Anfangselement @, in A positiv und nicht grofser als
alle iibrigen Elemente ist. Wiire das niimlich nicht der Fall, und wiire
etwa @;; seinem absoluten Werte nach kleiner als a,,, so kionnte ja a;;
durch zwei Reihenvertauschungen an die Stelle von «,, gebracht und
hierauf, falls es negativ sein sollte, durch Multiplikation von H,
mit —1 positiv gemacht werden.
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Ferner kénnen wir gleich annehmen, dafs a@,, ein gemeinsamer
Teiler aller Elemente von H, und von V; ist. Wiire niimlich «,, z. B. in
ay; nicht enthalten, so kinnen wir ja von der Vertikalreihe V; das ¢-fache
von V; abziehen und die ganze Zahl { so bestimmen, dafs das nun an
die Stelle von ay; tretende Element ai; = a;; — ta,, positiv und kleiner
als @y, ist; dieses kann dann durch Kolonnenvertauschung wieder an
die Stelle von @, gebracht werden. Durch jede derartige Operation
wird nun a,, verkleinert, und man zeigt leicht, dafs diese Verkleinerung
nach einer endlichen Anzahl solcher Verinderungen aufhiren muls.
Ist niimlich d der grifste gemeinsame Teiler aller n® Elemente des
urspriinglichen Systemes (a;:), so sind alle seine Elemente a;; ganz-
zahlige Multipla von d; und da dieser Teiler bei jeder unimodularen
Transformation ungeiindert bleibt, so sind auch alle verkleinerten An-
fangselemente Multipla von d. Da somit @, immer um ein ganz-
zahliges Multiplum von d, also mindestens um d selbst verkleinert wird
und anderseits nicht unter d herabsinken kann, so mufs man zuletzt zu
einem #quivalenten Systeme gelangen, in welchem alle Elemente von
H, und V, ganzzahlige Multipla von a,, sind. Ist dies der Fall, so
kann man alle Elemente ¢, ... a, und ay, ... a,, dadurch zu Null
machen, dafs man geeignete Multipla von ¥, der Reihe nach von
Vgy ...V, und hierauf geeignete Multipla von H, der Reihe nach von
H,, ... H, abzieht.

In dem so sich ergebenden iiquivalenten Systeme

(a0 000

Oy alks, o0
@ Rl
0, algy i Ghn

kann man es weiter durch die gestatteten Umformungen erreichen,
dals @,, anch in allen (n — 1)* Elementen «/; als gemeinsamer Teiler
enthalten ist. In der Tat, wiire dies z B. fiir «/; nicht der Fall, so
kann man H; zu H, addieren, so dals die erste Zeile jetzt gleich
(a1yy gy ... alyy ... aly)

wird. Dann kann man durch Subtraktion eines geeigneten Vielfachen
der ersten Kolonne von der /*** a/, in H, positiv und kleiner machen
als a,, und dieses kleinere Element wieder an die Stelle von «,, bringen.
So kann man fortfahren und @, wieder so lange verkleinern, bis es als
Teiler in allen Elementen von H, enthalten ist. So erhdlt man nach
einer endlichen Anzahl von Umformungen ein dquivalentes System von
der Form (2), in welchem nun a;,, ein gemeinsamer Teiler aller
(n — 1)* Elemente a/; ist.
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Formen wir jetzt dieses innere System (4;;) in genau derselben
Weise um, bis in H, und ¥, nur noch das Anfangsglied a,, vorhanden
ist und dieses ein Teiler aller anderen Elemente ist, so wird hier-
durch der aus H, und ¥, bestehende Rand in keiner Weise geiindert.
Fihrt man in derselben Weise fort, solange tiberhaupt noch von Null
verschiedene Elemente in dem betreffenden inneren Teile vorhanden
sind, so erhilt man zuletzt ein dquivalentes Diagonalsystem

in welchem von den positiven Diagonalelementen jedes ein Teiler des
folgenden ist.

Bezeichnet man auch die (n — ») letzten Diagonalglieder dieses
Systemes, welche simtlich gleich Null sind, durch

gr-l-l, cr-{—?) coa by,
so erkennt man, dafs das so bestimmte reduzierte System

T (SR

0% e 210
(3) .

() St

in der Tat die oben bei (1) angegebene Eigenschaft hat, dafs jedes seiner
Diagonalglieder ein Teiler der folgenden ist. Dies haben wir soeben
bewiesen, wenn jene Diagonalelemente alle positiv sind. Damit
unsere Definition der reduzierten Systeme allgemeine Giltigkeit habe,
wollen wir ein fiir allemal festsetzen, dals die Zahl Null durch jede
von Null verschiedene Zahl und auch durch die Zahl Null selbst teil-
bar genannt werden soll; diese Festsetzung steht mit der allgemeinen
Definition der Teilbarkeit nicht im Widerspruch, weil ja die Gleichung
@ -b=¢ auch dann die ganzzahlige Losung @ = 0 besitzt, wenn ¢ =0
und ?320, oder wenn ¢=b =0 ist.

Da jedes Element e, 1, in (3) ein Vielfaches des zuniichst vorher-
gehenden ist, so konnen wir setzen

4) bit1=6;&i
wo jedes & eine bestimmte ganze Zahl ist. Nur die erste unter ihnen
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& =
kann eine gebrochene Zahl sein, wenn das urspriingliche System (a;;)
aus Briichen besteht. So ergibt sich fiir jene n Diagonalglieder die

Darstellung PRy
— L

=& &
(5) g h

€ =& &...§

wo die Zahlen &1, &.49,...8 simtlich gleich Null anzunehmen
sind.

Wir wissen nun, dafls durch die gestatteten Transformationen des
urspriinglichen Systemes seine » Determinantenteiler

(6) B s

nicht gefindert werden, dafs also das soeben gefundene Diagonal-
system (¢;) dieselben Determinantenteiler (6) besitzt, wie das urspriing-
liche System.

Anderseits erkennt man aber sehr leicht, dafs die Determinanten-
teiler dieses Diagonalsystemes (3) bezw. gleich
(7 €y €163y ..y €8 ... Ch_
sind. In der Tat verschwinden ja in diesem Systeme alle Unter-
determinanten einer beliebigen ** Ordnung, deren Zeilen und Kolonnen
nicht gleiche Indizes haben, weil in ihnen mindestens eine Reihe lauter
Nullen enthiilt. Dagegen besitzt jede einer Kombination

(Higee i BBy . ) |
entsprechende Unterdeterminante k'** Ordnung die Diagonalglieder
€y Cips « + + Eigs
alle Unterdeterminanten einer bestimmten %'*" Ordnung sind also gleich

€,€6i ... e.-k,

wemn (iy,...%) alle Kombinationen der Zahlen 1,2,...n zu je k
durchliiuft, bei denen #; < 4s <7 ... <4 ist. Alle diese Produkte sind
nun offenbar durch das erste unter ihnen

€ €y ...6
teilbar, weil stets e; durch ey, e, durch e, ...e;, durch e, teilbar ist;
und damit ist unsere Behauptung erwiesen.
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384 Einundzwanzigste Vorlesung.

Da somit die n Gleichungen bestehen

(8 dy=¢, dy=e,e, dy=e605,... du=¢,6,...6,
aus denen sich durch Auflésung

d, 7 dn
(8a) e, =d, eeza:’ es=:T:""en=En_'l

ergibt, so sind die Elemente des reduzierten Diagonalsystemes (&) durch
die Determinantenteiler des urspriinglichen Systemes A4 eindeutig be-
stimmt. Sind also 4 und B zwei Systeme, deren Determinantenteiler
dyy ds, . . .d, fibereinstimmen, so sind sie wirklich #quivalent, denn

beide sind dann demselben reduzierten Systeme (&)= (d;d;!_l) dquivalent.

Wir wollen im folgenden die » Elemente (e, e,, .. .e,) des zu A
dquivalenten reduzierten Systemes die » Elementarteiler von .
nennen, und wir wollen sie in dieser Reihenfolge als den ersten,
zweiten, . . . n'® Elementarteiler von A bezeichnen. Die Elementarteiler
von 4 hiingen dann mit den Determinantenteilern dieses Systemes durch
die Gleichungen (8a) zusammen, kinnen also ebenso einfach wie jene
berechnet werden. Dann kiénnen wir das jetzt gefundene Resultat in
dem Satze aussprechen:

Zwei Systeme A und B des Bereiches (1) sind dann und
nur dann #quivalent, wenn ihre Elementarteiler beziehlich
gleich sind. Ist das der Fall, so kann man stets zwei solche
unimodulare Systeme P und @ finden, dafs

B=PAQ, A=P'BQ™*
ist,

Whortlich derselbe Satz gilt nun auch fir zwei Systeme A (7)
und B(r) des Bereiches (), und er wird auch wortlich ebenso be-
wiesen.

Wir brauchen in diesem Falle den Beweis nur fiir ganze Systeme
zu fithren. Sind nimlich A(r) und B(r) gebrochene Systeme, so
konnen sie nach S.378 iiberhaupt nur dann iiquivalent sein, wenn
ihre Diagonalteiler gleich sind. Ist dies aber der Fall, und ist 4 =d.4,,
B =dB,, so kinnen wir statt ihrer die primitiven Systeme 4, und B,
untersuchen; und sind diese fquivalent, so gilt offenbar das gleiche
fir die beiden Systeme A und B.

Auch hier zeigen wir nun, dafs jedes System A durch vordere
und hintere Komposition mit unimodularen Elementarsystemen auf die
reduzierte Form
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§ 6. Die Aquivalens der Systeme des Bereiches (a;; (r). 385

@), 0, ... 0
(9) s
0, s N )

gebracht werden kann, in welcher jedes Diagonalelement ¢;(r) ein
Teiler des niichstfolgenden e¢; . ((r) ist. Da dann diese ,Elementar-
teiler wieder mit den Determinantenteilern dy(r),...d.(r) von A(r)
durch die Gleichungen (8a) zusammenhiingen, also fiir zwei Systeme
A(r) und B(r) identisch sind, welche dieselben Determinantenteiler
haben, so folgt auch in diesem Falle, dals zwei solche Systeme dann
und nur dann iquivalent sind, wenn ihre Determinantenteiler oder
ihre Elementarteiler beziehlich gleich sind.

Als unimodulare Elementarsysteme sehen wir hier die folgenden an:

1. die (n —1) Vertauschungssysteme F ;
2. die Systeme

[y
~

t, 0

=

Wf=

? 2

)
il
; e

1
0, 0,
wo jetzt ¢ eine beliebige ganze Funktion von r d. h. eine
ganze Grofse des Bereiches (r) ist;

3. das System
Co,...
Te=\|o, 1,...|

wo (' eine von Null verschiedene Konstante d. h. eine Ein-
heit des Bereiches (r) ist.

Dann zeigt man wieder, dafs ein System in ein dquivalentes iiber-
geht, wenn man zwei Parallelreihen miteinander vertauscht, oder zu
einer Reihe ein Vielfaches einer Parallelreihe addiert, oder wenn man
endlich eine Reihe mit einer Konstanten multipliziert; denn alle diese
Veriinderungen entsprechen der vorderen oder hinteren Komposition
mit gewissen Elementarsystemen.

Um nun durch diese Umformungen ein beliebiges ganzes System

(yyy Qygy -« .1
a a, P T
Al .212 22
aﬂl, a-n!, e lnn
Kronecker, Determinanten. 256
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386 Einundzwanzigste Vorlesung.

des Bereiches () in die Form (9) iiberzufiihren, verkleinern wir jetzt
den Grad des Anfangselementes ay,(r) so lange, bis alle iibrigen Ele-
mente von H, und ¥, gleich Null geworden sind. Zuniichst bringen
wir nimlich das Element niedrigsten Grades a;:(r) durch Reihen-
vertauschungen an die erste Stelle. Ist dann ein Element ay;(r) oder
a1 (r) von H, oder von ¥, noch nicht durch a,, teilbar, so subtrahieren
wir von V; das #(r)-fache von ¥, und bestimmen die ganze Funktion ¢ (»)
so, dafs das neue Element
ali=ay; — tas,

von niedrigerem Grade wird als @, Alsdann bringen wir dieses
Element an die erste Stelle und fahren so lange fort, den Grad des
Anfangsgliedes zu verkleinern, bis sich ein fquivalentes System von
der Form (2) auf 8. 381 ergibt. Dann kann man genau auf die a. a. O.
angegebene Weise den Grad von a,; noch weiter verkleinern, bis in
dem #quivalenten Systeme

Oy O 0 Oy o0

! ) r
0, Qg Gogs - - Oan

r r !
O) Faieine s ik

r I r
O} Ap2; Opgy- .- Qyy

a,, ein gemeinsamer Teiler aller Elemente a/; ist. Dividieren wir in
diesem Systeme die erste Zeile noch durch den Koeffizienten der
hichsten Potenz von » in a,,, so erhalten wir ein #quivalentes System,
in welchem der Koeffizient der hichsten Potenz von » in ay, (r) gleich
Eins ist.

Formen wir nun das innere System (a{k(r)) in gleicher Weise
um, wodurch H, und ¥, nicht mehr geiindert werden, so geht das
System A zuletzt in ein fquivalentes System (9) tiber, und damit ist
unsere oben aufgestellte Behauptung vollstindig bewiesen.

§ 6.

Sind zwei Systeme 4 und B einander nach der zweiten engeren
Definition fiquivalent, so gilt offenbar dasselbe, wenn man die erste
Definition auf 8. 367 zu Grunde legt. Haben also 4 und B dieselben
Elementarteiler, so sind sie auch von gleichem Range. Dies folgt auch
unmittelbar daraus, dals in einem Systeme vom Range » die » ersten
Determinantenteiler und somit auch die r ersten Elementarteiler von
Null verschieden sind, withrend seine % — » letzten Determinantenteiler
und die entsprechenden Elementarteiler alle Null sind.
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§ 6. Die Elementarteiler als Fundamentalinvarianten. 387

Fiir die Untersuchung der Aquivalenz zweier Systeme kann man
ebensogut die Determinantenteiler wie die Elementarteiler als charakteri-
stische Invarianten einfiihren, weil die einen durch die anderen ein-
deutig bestimmt sind. Ganz anders stellt sich aber diese Frage, wenn
man die Bedingungen dafiir aufsucht, dafs ein System B ein Vielfaches
eines anderen A ist. In diesem Falle miissen allerdings, wie auf
S. 379 bewiesen wurde, die Determinantenteiler von B Multipla der
entsprechenden Determinantenteiler von A sein; ist dies aber der Fall,
so braucht B noch keineswegs ein Multiplum von 4 zu sein. Da-
gegen gilt hier der Satz:

Ein System B ist dann und nur dann ein Vielfaches von
A, wenn seine Elementarteiler Multipla der entsprechenden
Elementarteiler von A sind.

Sind die Elementarteiler ¢! von B Vielfache der Elementarteiler ¢
von A, bestehen also die » Gleichungen

(1) gi=yg.e (i=1,9,...n),

wo die g; ganze Grofsen sind, so sind auch die Determinantenteiler
von B Multipla der Determinantenteiler d; von 4, wie aus den n

Gleichungen
d;= Ei e L’:- S (91 .. 9’.) (31 Sres 8;) = G;dg (i=1,...n)

unmittelbar folgt. Dagegen folgt aus den »n Gleichungen
(2) dl = G;d;
noch keineswegs das Bestehen der Gleichungen (1); denn dazu miilste
jede der n ganzen Grifsen G,...G, ein Teiler der folgenden sein,
wie aus den Gleichungen

i Gi di  Gi

L RN A8

0 2 ) e 5]
di—1 Gi—1 di—1 Gi—1

unmittelbar hervorgeht. Nur aus diesem Grunde werden wir im
folgenden die n Elementarteiler eines Systemes als die urspriinglichen
wesentlichen Invarianten gegeniiber den % Determinantenteilern in den
Vordergrund stellen.

Dafs das System B in der Tat ein Multiplum von A4 ist, wenn
seine Elementarteiler ¢; ganze Vielfache der Elementarteiler ¢; von A
sind, kann sehr leicht bewiesen werden. Ist ndmlich

B (), A~ (e),
so kann man vier unimodulare Systeme P, @, R, S so bestimmen, dals
(3) PBQ=(¢), RAS=(e)
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388 Einundzwanzigste Vorlesung,

ist. Bestehen nun die n Gleichungen ¢; = g;¢;, welche in die eine
Gleichung

(4) (&) = (9:) (&)
zwischen den beiden Diagonalsystemen (¢}) und (¢;) und dem ganzen

Diagonalsysteme (g;) zusammengezogen werden konnen, so ergeben
sich aus jenen Gleichungen (3) und (4) die folgenden

B=P () Q'=P'(3) (&) Q7' =P ' (9) RASQ™ = PAQ,
wo die ganzen Systeme P und @ durch die Gleichungen
P=P7'(@)R, @=5¢
bestimmt sind; und damit ist die erste Hilfte unseres Satzes bewiesen.
Etwas weniger einfach ist der Beweis der Tatsache, dafs auch um-
gekehrt von den beiden zu B und zu 4 gehodrigen Diagonalsystemen
(¢) und (e;) das erste ein ganzes Vielfaches des zweiten ist, wenn B
ein Multiplum von A4 ist. Wir geben fiir diese Tatsache einen
ganz besonders einfachen Beweis, welcher von Herrn Frobenius her-
rithrt.
Offenbar konnen wir bei diesem Beweise P =1 annehmen; denn
ist gezeigt, dals fiir einen beliebigen ganzen Multiplikator @ aus der

Gleichung
4) B—A4Q

die Teilbarkeit des Diagonalsystemes (¢) durch das System (e) folgt,
so gilt derselbe Satz auch fiir die vordere Komposition mit einem
ganzen Systeme, wie man sofort erkennt, wenn man in der obigen
Gleichung zu den konjugierten Systemen iibergeht. Also gilt dann
derselbe Satz auch fiir die allgemeine Gleichung B = PAQ.

FEs seien nun R und S beliehige unimodulare Systeme. Wir
schreiben dann die Gleichung (4) in der Form

(4a) RB=(RAS)-(87'Q)
und wiihlen die Multiplikatoren R und S so, dals
RAS = (¢)

wird. Hs sei nun
(5) RB=B, S_1Q=H=(k,-k)=(Hl, ¥ PR

wenn H,, H,, ... H, wieder die Horizontalreihen des Systemes H be-
deuten; dann besitzt B dieselben Elementarteiler wie B, und H ist ein
ganzes System. Dann ergibt sich aus (4) die Gleichung

(6) B=(e) H=(eh) = (e, Hy, & Hy, . .. e, Hy)
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§ 6. Die Elementarteiler als Fundamentalinvarianten. 389

Um nun die Determinantenteiler von B zu finden, betrachten wir
eine beliebige Determinante g'** Grades

(7) Dé =|e, Hy, e, Hy,, ... ¢ Hfgl

von B, welche aus den Horizontalreihen H,,, H,, ... H, dieses Systemes
gebildet ist. Ist 4, <iy<--- <4y, 80 ist 4, > 1, 33> 2,...4,> g; daher
ist ¢, durch ¢, e, durch ¢, ...¢, durch ¢, teilbar. Dividiert man
also in Dy H, durch e, ... H"e durch e,, so wird D, durch das Pro-
dukt €6, ..., = d, geteilt, und der Quotient

Ci,

(7a) D,= Dt’ e,, -Hl { _zl-x H, L H,
("

93 + oo €0

wird eine ganze Determinante ¢** Ordnung, die sich von D, dadurch

&
unterscheidet, dals allgemein e¢;, durch e—" ersetzt ist.
k

Da nun der grilste gemeinsame Teiler aller Determinanten D

gleich dem pg'*» Determinantenteiler von B, also gleich d; ist, so ist
r I

Dy ich %
a offenbar gleich o

Bildet man in genau derselben Weise alle Determinanten (¢ — 1)%*
Ordnung

(8) ‘Dé’—iz | e‘lH}:’ B‘QE:! ol e‘e—lﬂf(l—if

der grofste gemeinsame T8iler aller Determinanten

von B und dividiert sie alle durch das Produkt d,_,=ee;... €,
so ist der grolste gemeinsame Teiler der so sich ergebenden ganzen
Determinanten

Dr-—- iy t?i'-,._ E;‘,_
(8a) Dy_q= 2= ﬁ[eﬂf,, H,... *—H

d{,l-—l €p—1 ;@_l

dg—1.

offenbar gleich d{’— Denken wir uns aber irgend eine der Unter-

!
determinanten g'** Ordnung ?g in (7a) nach ihrer letzten Horizontal-

reihe entwickelt, so ist jede der dann als Koeffizienten auftretenden
Unterdeterminanten (¢ — 1)t* Ordnung offenbar eine der Determinanten
D=1
Dy 1——55_—: in (8a). %
Also ist jede Determinante 2 homogen und linear mit ganzen
do

Koeffizienten durch die Determinanten %_— darstellbar, mithin auch

F
durch ihren gemeinsamen Teiler "T teilbar. Hieraus folgt endlich,
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390 Einundzwanzigste Vorlesung.

dals der grifste gemeinsame Teiler % aller Determinanten 2¢ durch

a dg dp
d:‘:-:—i teilbar, dals also der Quotient
do do—1_ ¢
B o=t %
eine ganze Zahl g, ist, und hiermit ist jener wichtige Satz in seinem
vollen Umfange bewiesen.

Wir wollen im folgenden zuniichst die Natur der Elementarteiler
genauer untersuchen, welche durch die letzten Betrachtungen als die
wichtigsten Invarianten der Determinantentheorie in den Vordergrund
getreten sind. Wir werden sehen, dals in ihren einfachsten Eigen-
schaften die wichtigsten und tiefstliegenden Sitze der Determinanten-
theorie und ihrer mannigfachen Anwendungen in den verschiedensten
Teilen der Mathematik enthalten sind.

—
r 'S
\\‘.’/ .;
‘\‘\“
GABINET MASEMATYCZNY

Towarzpstwa Nayiemogo ™K arszawsklego

Druck von B. G. Teubner in Dresden.
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig.

Kronecker, Leopold, Vorlesungen iiber Mathematik. Herausgegeben
unter Mitwirkung einer von der Kgl. PreuB. Akademie der Wissen-
schaften eingesetzten Kommission. Vorlesungen tiber die Theorie
der einfachen und der vielfachen Integrale, herausgegeben
von E. Netto. [X u. 846 8] gr. 8. 1894. geh. n. £ 12.—

In diesen Vorlesungen vereinigen sich Originalitit und Tiefe der Anschauungen mit
reicher Fiille an Stoff; die lebendige Darstellungsweise sowie gelegentliche Bemerkungen
liefern einen wertvollen Einblick in die Forschungsweise Kroneckers. Bei den grundlegenden
Begriflfen, bei der Benutzung des Limes, bei der Definition der Integrale durch Summen tritt
sein arithmetisches Genie ebenso deutlich heraus, wie in der Folge sein analytisches Geachick
in der Handhabung von Formeln.

Es ist von hohem Interesse, zu sehen, wie Kronecker Mittelpunkte fiir seine Unter-
suchungen gewinnt: es tritt der Reihe nach der zweite Mittelwertsats, das Cauchysche Integral,
der diskontinuierliche Faktor, der Differentialausdruck des mehrfachen Integrals nach einem
Parameter heraus.

Von dem Mittelwertsatze her fiieBt das Dirichletsche, das Fouriersche und das Poissonsche
Intsgral, sowie die Fouriersche Reihe,

Auf das nachdriicklichste wird die Bedentung des Canchyschen Integrals und besonders
der Umstand betont, daB es seine Wirksamkeit dem Ubergange von einer zu zwel Variablen
verdankt; daB man nicht, einem #uBerlichen Prinzip zuliebe, die Behandlung einfacher und
doppelter Integrale trennen diirfe. Von dem Cauchyschen Satze aus werden die Entwickelungen
in Potenzreihen, funktionentheoretische Sitze, die Bummation der GauBschen Reihen, die
Theorie der Gamma-Funktionen und des Integral Logarithmus, Grundformen fir die ellipti-
schen Funktionen hergeleitet.

Der diskontinuierliche Faktor wird zum Zwecke der Reduktion mehrfacher auf ein-
fache Integrale, insb d filr Potentialb 1 gen benutzt., Der Hauptsache nach stiitat
sich aber die Potentialtheorie, soweit sie hier vorgetragen wird, auf die Differentiation mehr-
facher Integrale. Die Frage nach den charakteristischen Eigenschaften der Potentialfunktionen
wird auf demselben Boden behandelt.

Auch als Kommentar fiir Kroneckers, hiufig nur ganz kurze, in den Berliner Akademie-
Berichten und dem Crelleschen Journal verdffentlichten Mitteilungen dienen die Vorlesungen
in reichem MaBe. Sie liefern eingehend die Ableitungen der dort gegebenen Resultate.

Als Grundlage filr die Herausgnba dienten Nachschriften aus den Jahren 1883/84, 1885,
1886, 1891, sowie sfimtliche vorhand Kr kerschen handschriftlichen Vorlesungs-Notizen.

Vorlesungen fiber Zahlentheorie, herausgeg.
von K. Hensel. In 2 Binden. Mit Textfiguren. I. Band. [XVI
. 509 8] gr. 8. 1901. geh. n M 18.—

I)le Heransgabe dieser Vorlesungen wurde durch den Umstand etwaa verztigert, daf
eine in ihnen enthaltene neue und grundlegende Untersuchung iiber die Zerlegung der "Divi-
sorensysteme in Faktoren von Kronecker in der unmittelbar vor seinem Tode gehaltenen
Vorl g zwar b y sber micht bis zum Ende durchgefiihrt worden war. KEs erschien
nun wilnschenswert, dieses Problem, das letste, mit welchem Kronecker sich beschiiftigt hat,
vollstindig zu lsen und die hier sich argsbauden Resultate den Kroneckerschen Vorlesungen
einguverleiben. Zu diesem Zwecke wurde von dem Herausgeber eine Heihe eigener Unter-
suchungen durchgefithrt, welche jetzt beendet sind, so dal die Herausgabe jener Vorlesungen
nunmehr in villig nbgaschlmnener Form erfolgen Kann,

Vorlesungen {iiber -die Theorie der alge-
braischen Gleichungen, herausgegeben von K. Hensel. In
2 Teilen. gr. 8. geh. [In Vorbereitung.]

Werke. Herausgegeben auf Veranlassung der Kiniglich
Preuflischen Akademie dér Wissenschaften von Kurt Hensel. In
4 Binden. Band I, mit dem Bildnisse Kroneckers. [IX u. 484 8.]
gr. 4. 1895. geh. n. M 28.—
Bd.IL [VIII u. 541 8.] gr.4. 1897. geh.n. 4 36.—
Band III. Halbband I. [VIII u. 473 S.] gr. 4.
1899. geh. n. M 36.—

Diese Gesamtausgabe wird die 146 von IKromecker selbst verdffentlichten, sowie
einige nachgelassene Arbeiten enthalten und voraussichtlich in vier Binden erscheinen. Nach
dem jetzt ausgearbeiteten Plane sollen im ersten und zweiten Bande Kroneckers Arbeiten iiber
die arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen im weitesten Sinne veminjgt werden
der dritte Band soll Kroneckers Arbeiten {iber die Theorie der algebraiscl
und fiber reine Zahlentheorie enthalten; den Inhalt des vierten Bandes bilden die Abhandlu.ngen
tlber Integralrechnung, zur Theorie der empmchen Funktionen und iiber Potentialtheorie,
ferner die Arbeiten tiber Gegenstiinde der th hen Physik und einige kleinere Arbeiten
vermischten Inhalts, Innerhalb dieser groSen Abteilungen w'h'd die Anordnung der Abhand-
lungen im wesentlichen eine chrono!ug'llcho sein; ein vollstindiges Verzeichnis derselben,

welches nach der Zeit ihrer Vertffentli dnet ist, soll die Ubersicht erleichtern.
Band ITL 2 und IV befinden sich in Yorbaraitung.
L. Kronecker’s Bildnis in Heliograviire. 4. n M 2.—
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B~ Im Verlage von B. G. Teubner in Leipzig ist erschienen
und darch jede Buchhandlung zu beziehen:

Niels Henrik Abel,

Oeouvres compldtes. Nouvelle édition publide aux frais de 1’Etat
Norvégien par MM. L. Sylow et S. Lie. 2 tomes. 4. 1881.
geh. M 24.—

Tome premier [VIII u. 621 8], contenant les mémoires publiés par Abel.
Tome second [IV u. 341 B8], t t les mémoires posthumes d’'Abel.

Carl Friedrich Gauss,

Werke. Herausgegeben von der Kgl. Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Gottingen. 10 Binde. gr. 4. kart.

Bisher erschienen:

Band I: Disquisitiones arithmeticas. 2. Abdr. | Band V: Mathemat. Physik. 2. Abdruck 1877.
1876. oK 20.— | M 25.—
» II; Hohero Arithmetik. 2. Abdruck 1876. » VI: Astron. Abhandlungen. 1874. J 83.—
S 20.— y» VIII: Nachtriige zur Arithmetik, Analysis,
» III: Analysis. 2. Abdruck 1876. ¢ 20.— Wahrscheinlichkeitsrechnung und
»w IV: Wahrscheinlichkeits - Rechnung und Geometrie. 1900. Jf 24.—

Geometrie. 1878, £ 25.—
Nachtrag zum ersten Abdruck des zweiten Bandes 1876 kart J 2.—
Band VII, IX un. X folgen in den niichsten Jahren.

Hermann Grassmann,

gesammelte mathematische und physikalische Werke. Auf Ver-

anlassung der Kgl. Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften

herausg. von Friedrich Engel. In 3 Biinden. L Band. In 2 Theilen.
gr. 8. geh. M 28.—

L Band. L Theil: Die Ausdehnungslehre von 1844 und die geometrische Analyse.
Mit einem Bilde Grassmanns in Holzschnitt u. 85 Figuren im Text, [XV u.
485 8] 1894, J 12.—

I. — II.L. — Die Ausdehnungelehre von 1862, Mit 37 Figuren im Text. [VIII u.
511 8.] 1896. JL 16.—
II. — IO — Die Abhandlungen zur Mechanik und zur mathematischen

Physik Mit 51 Figuren im Text. [VIII u 266 8] 1902 .4 14 —
[Fortsetzung unter der Presse.]

Julius Pliicker,

gesammelte wissenschaftliche Abhandlungen. Im Auftrag der
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen herausgegeben
von A.Schoenflies und Fr.Pockels. In 2 Binden. gr. 8. geh. A 50.—

I. Band. Mathematische Abhandlungen, herausgegeben von A. Schoenflies. Mit einem
Bildnisse Plickers u. 78 in d. Text gedruckten Fig, [XXXV u. 620 8.] 1895, 4 20.—

IL — Physikalische Abhandlungen, herausgegeben von ¥r. Pockels. Mit 78 in den
Text gedruckten Figuren und 9 lithogr. Tafeln. [XVIII u, 834 8.] 1896. . 80.—

Bernhard Riemann,

gesammelte mathematische Werke und wissenschaftlicher Nachlass.

Herausgegeben von Heinrich Weber. Zweite Auflage bearbeitet von

Heinrich Weber. Mit einem Bildniss Riemanns. [X u. 558 8.] gr. 8.
1892, geh. M 18.—

GA'[!'!'..H_'*. MATEMA vvr"‘:zNY
Towarzys! aszawskiego
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