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Untersuchungen über eine Fläche dritter Ordnung mittelst 
der Grassmann'schen Ansdehnungstheorie. 

Einle i tung . 
Die Geschichte der Geomet r i e zeigt uns von Al t e r s her einen We t t s t r e i t zwischen der synthet ischen 

und der analyt ischen Methode. Bis Descartos war die erstere die AlloiuhcrrscliGrin; aher das 
an t ike Sys tem mit dem schM^erfälligen A p p a r a t e seiner Beweise aus Dreiecks-Congruenzen reichte 
nur f ü r die E l e m e n t e aus, und f r i s te t heute auch in diesem Gebie te nur noch ein kümmerl iches 
D a s e i n , wie die zahllosen vergeblichen Versuche beweisen, demselben eine dem heutigen S tande 
der Wissenschaf t entsprechende Ges ta l t zu geben. *) — D a erschien mi t der analyt ischen Methode 
von Descar tes eine wesent l iche H i l f e . E s entstand eine höhere Geomet r ie , welcher in ihrer ana-
lytischen Ges ta l t die Inf in i tes imalrechnung eine unerniessliche Unters tü tzung brachte. D ie Synthesis 
war aus dem F e l d e geschlagen. — A b e r die neue Methode zeigte sich den steigenden Ansprüchen 
am E n d e auch nicht gewachsen. AVie die synthet ische Geometr ie des A l t e r t hums an dem Bal las t 
der congruenten Dreiecke, so laborir te die analyt ische Geometr ie der Neuze i t an demjenigen ihrer 
rechtwinkl igen Coordinaten. H i e r wie dort stand schliesslich die E in fachhe i t der Resu l ta te mi t 
dem A u f w ä n d e von Mit te ln in e inem unerträgl ichen Gegensatze. — Wiede r t ra t die synthetische 
Geometr ie in die L ü c k e ein. S t e i n e r baute auf dem über l iefer ten F u n d a m e n t e eine Synthesis 
für die höhere Geometr ie auf , — auf cyklopisclien Mauern einen gothischen Dom. Seine Schüler 
sind noch beschäf t ig t , den B a u zu vollenden. — Inzwischen suchte die analyt ische Geometr ie von 
den Fesseln der rechtwinkl igen Coordinaten sich zu be f r e i en ; P l ü c k e r , und in neuerer Ze i t Hesse 

Zur Unterstützung dieser Kritik citire ich Prof. Ilankels Gelegenheitsschrift : Die Entwicklung der Math, 
in den letzten Jahrhunderten, Tübingen 1869, wo es auf S. 9. heisst: „ S o opfert die antike Geometrie zu Gunsten 
einer scheinbaren Einfachheit und Anschaulichkeit, die wahre Einfachheit auf, welche in der Allgemeinheit der Prin-
cipien, und die wahre Anschaulichkeit, welche in der Erkenntniss des Zusammenhangs geometrischer Gestalten in 
allem Wechsel und in aller Veränderlichkeit ihrer sinnlich verstellbaren Lage beruht.'' 
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inid Ande re sclmfeii zahl re iche , dem jedesmaligen Gegens tande der Untersuchung angemessene 
f oordinatensysteme, durch welche die Rechnungen so erhehlich abgekürzt wurden, dass die Leis tungen 
beider Zweige der Geometr ie gegenwärt ig als ebenbür t ig zu betrachten sind. Aber f ü r beide 
iMethüden, auch in ihrer gegenwärt igen vollkommnereu G e s t a l t , ist der Ze i t punk t vorauszusehen, 
wo es heissen w i r d : Bis h ierher und niclit weiter . — D e r »Syntliesis erwuchsen bereits bei der 
J^etrachtung des Imag inä ren die grossten Schwierigkeiten. D a sie ferner auf die bequeme Spi'ache 
d(n' F o r m e l n verz ich te t , u n d , Avenigstens im Gebiete des R a u m e s , die bildliche Dars te l lung ihr 
nu r eine geringe H i l f e bietet , so ist sie auf die sprachliche Déduct ion angewiesen, deren 8cln\cr-
fä l l igkei t den For t schr i t t der Untersuchung wesentlich aufhä l t . Endlich abei' — und das ist die 
Haup t sache — vermag sie sich nicht über das Gebie t des R a u m e s emporzuschwingen, sondern 
tindet in diesem ihre natür l iche Beschränkung. 

D ie Ana lys i s andrersei ts ist an die , mehr durch die P r a x i s als durch die A\'i:-seuscltaft 
aui 'gestellten Zahlenopera t ionen gebunden, deren Gesetze, trotz aller bisherigen Er>\ ei terungen des 
Zahlbegriti 'es, die geometrischen Untersuchungen in unbequeme Fo rmen zwängen , ein Ucbelstand, 
der durch keine E r f indung im ( icbie te des Coordinatenwesens ^ ivd gehoben werden. 

E s k ä m e also darauf a n , eine Analys is zu bes i t zen , welche den Anforderungen der 
Geometr ie und der Zah len lehre gleichmässig Rechnung trüge. E i n e solche Ana lys i s würde sich 
von der Synthesis nu r durch die Sprache der F o r m e l n , von der bisherigen Ana lys i s durch die 
JXeuheit ihrer Opera t ionen unterscheiden. Die Operat ionen der bisherigen Ana lys i s wilrden ebenso 
als specielle F ä l l e in ihr en tha l ten se in , wie die geometrischen Construct ionen i m Gebiete der 
Linie , der Ebene , des Raumes . 

E i n e solche Ana lys i s aber besitzen w i r , wenn sie auch bisher wenig beachtet A\urde, 
bereits seit e inem Vie r t e l - Jah rhunde r t in der A u s d e h n u n g s i e h r e des H r n . Professor H . Grass-
mann in Stet t in . 

E s ist nicht mein Z w e c k , in dem kurz bemessenen R ä u m e eines Programms auf die 
Special i tä ten dieser Ana lys i s näher einzugehen. N u r einige der dar in niedergelegten Ideen und 
der dar in begründeten Operat ionen werde ich bei der Untersuchung einer F l ä c h e dr i t ten Grades 
ve rwenden , u m an einem Beispiele die Eigent l iümlichkei ten der neuen A n a l y s e zu ze igen , und, 
\\-enn möglich, die A u f m e r k s a m k e i t der Leser Bes t rebungen zuzuwenden , deren al lgemeine Würd i -
gung meiner Ueberzeugung nach nur noch eine F r a g e der Ze i t ist. 

In neuester Ze i t ha t zuerst Prof . H a n k e l an einigen Stel len seiner „Vorlesungen über die 
complexen Z a h l e n , Tb . 1. Le ipz ig 18(37" auf die Grassmann'sche Ausdehnungs lehre aufmerksam 
gemacht , so nament l ich auf S. Iß . — Und es ist in der T h a t hohe Ze i t dazu, enn nicdit wieder, 
wie schon so oft geschehen, der deutschen Wissenschaft der begrihidete Anspruch auf Pr io r i t ä t 
gc iaubt werden soll. D e n n während schon 1853 Cauchy in den Comptes rendus im eigenen 
N a m e n eine Methode veröffentl ichte, die er dem ihm übersandten G rassnuxnn'schen W e r k e einfach — 
enilelmt ha t te ,* j lassen sich Deutschlands Mathemat iker gegenwärt ig aus E n g l a n d di(; Hamil ton 'schen 
Quatern ionen impor t i r en , ohne zu beachten, dass ein Landsmann längst in viel ausgedehnterem 
Masse geleistet ha t , was Hami l ton mi t jenen Quaternionen gewollt. 

Desha lb sei h ier nochmals ausdrücklich auf die Arbe i t en Grassmann ' s verwiesen. 

S. Grassmaiin, Ausdelmungälehre. Berlin 1862, Vorrede. S. IX. 
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1. Coordinaten. 

Die vier Ecken eines Tet raeders seien mi t er e2 e3 e4 bezeichnet. D a n n Uisst sich jeder 
P u n k t X im R a u m e aus e1 e2 e3 e4 mit te ls t der reellen Zah l en a\ «2 «s «4 durch die Gleichung ableiten • 
(1) 

Die Bedeutung der vier Zah l en erhell t , wenn wir (1) beispielsweise mi t e1 combinatorisch 
mult ipl iciren. Dann ist 
(2 ) 
d. h . : t rägt mau auf den von ei ausgehenden K a n t e n (ei ea), (e^ es) , (ei e4) St recken a b , die 

sich zu den ganzen K a n t e n resp. verhal ten wie — - - und logt durch joden E n d p u n k t eine 

Ebene die resp. mit (ei es 04), (ei ea 04), (ei e2 es) paral le l i s t , so entsteht ein Paral le lepipedon, 
in A^-elchem X die zu ei entgegengesetzte E c k e ist D i e Eo rme l (2 j drückt dann nach der Theor ie 
von der Addi t ion der Strecken a u s , dass die Wege von ei nach X gleich sind. 

Bezeichnen wir «1 + «2 - f «3 -j- «4 mi t o", so ist X ein rr-lacher P u n k t ; a ist stets positiv. 
I s t .tMne der Zahlen , z. B . a \ gleich N u l l , so liegt X auf der E b e n e ea es 04; 
S ind z w e i der Zahlen , z. B. « i u. «2 gleich Nul l , so l iegt X auf der Geraden es 04; 
S ind d r e i der Zahlen , z. B . «1 aa «8 gleich Nul l , so liegt X in dem E c k p u n k t e 04. 
Bezeichnen wir den geschlossenen B a u m des Tet raeders mi t a ) ; diejenigen 4 B ä u m e , 

welche mi t a) nur eine Sei te gemeinsam haben, mi t b ) ; diejenigen G B ä u m e , welche mi t a) r.ur 
eine K a n t e gemeinsam haben, mi t c ) ; diejenigen 4 R ä u m e , welche mi t a) nur eine E c k e geinein-
sam haben, mit d ) ; so liegt X 

in a) wenn 4 Zah len positiv, k e i n e negat iv, 
in b) 
in c) 
in d j 

E ä l l t man andrerseits von X auf die Ebenen (ei ea e»), (ei es e4j, (ei ea lm), resp. die Senk-
rechten (X-X4) , ( X - X a ) , (X-Xa) , und bezeichnet z. B. mit den Neigungswinkel der Kante 
(ei es) gegen die Ebene (e2 e» 04), so i s t : 

( 3 ) 
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Diese Fo rme ln zeigen den Zusammenhang zwischen den Project ions - Coordinaten x eines 
P u n k t e s X , und seinen Zahlencoordinaten . 

D a die Klammergrössen ebenso wie die "Winkel & constante Grössen s ind , so sind die 
Var iab len x e infach durch die Var iab len a ausgedrückt . D i e einen sind also gleichzeit ig mi t den 
anderen Nul l , oder positiv, oder negativ. 

2. Gleichung der Fläche f . 

W i r wollen n u n den geometrischen Or t desjenigen P u n k t e s X bes t immen, f ü r welchen die 
F u s s p u n k t e X i X2 X3 X4 der 4 Project ions-Coordinaten in derselben E b e n e ( F u s s p u n k t e b e n e ) 
liegen. D ie s ist aber der F a l l , wenn 

(4) 
oder, da nach (3) ! 
ist, f ü r 

Durch Lösung der K l a m m e r n folgt, da ( X X ) = 0 und (xi X2 X3 X4) als Produc t von 
4 St recken im R a u m ebenfalls = 0 i s t : 

d. h. (5) 
Diese Gleichung ist diejenige einer Oberfläche 3. Grades und ha t folgende geometrische 

D e u t u n g : 
D i e geometrische S u m m e der vier Pa ra l l e l ep ipeda , die aus j e drei der von e inem P u n k t e 

aus laufenden Strecken x gebildet s i nd , ist Nul l . D e n k e n wir uns die ganze Gle ichung (5) durch 
G d iv id i r t , so heisst e s : die geometrische Summe der vier dreisei t igen P y r a m i d e n , deren Soiten-
kan ten j e drei der Strecken x s ind , ist Nul l . I n der T h a t ist diese Bedingung nur dann erfüll t , 
wenn die vier F u s s p u n k t e X^ X2 X3 X4 in derselben E b e n e liegen, da sonst jene S u m m e gleich 
der P y r a m i d e ist, deren E c k e n diese vier P u n k t e sind. 

U m die Gleichung der Oberfläche auch in Zahlencoordinaten zu erhalten, setzen wir eine 
A u s w a h l der W e r t h e (3) in die Gleichung (5) ein. 

W i r wollen dabei so v e r f a h r e n , dass jedes Glied der neuen Gleichung den Factor 
(—ei es es - f e2 es 04 — ea 04 ei -j- 64 ei 62) erhäl t , der nachher aus allen Gl iedern weggelassen 
werden kann . 

Z u diesem Zw^ecke setzen wir beispielsweise f ü r das erste G l i ed : 

woraus x, y, z zu best immen sind. W i r haben z w e i F ä l l e zu unterscheiden: 
1. S ind zwei der Grössen x, y, z e inander gleich, z. B . x = y, so kann nur 

sein, oder x = y = 3. I m e r s t e n F a l l e erhäl t m a n : 

oder : . . „ ^ . _ , ^ . 
Diese Gleichung wird befr iedigt durch die W e r t h e 
Danach i s t : 
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I m z w e i t e n F a l l e erhäl t m a n : 

oder : 
H i e r genügt n u r der W e r t h z = 4 ; es fo lg t : 

'2- S ind die Grossen : x , y , z alle verschieden, so muss e i n e davon , z. B. x = 4 s e in ; 
D a n n erhä l t m a n : 

oder : 

H i e r muss von den beiden Gliedern, welche ey und ez en tha l t en , das eine N u l l sein, und 
da ex = e4 i s t , aber ey und Cz von ex verschieden sein sol len, so kann eine dieser Grössen nur 

D a n n folgt we i t e re 

oder : 
Diese Gle ichung wird befr iedigt durch die W e r t h e 
Demnach i s t : 

Unter diesen 7 F o r m e n sind die F o r m e n d) und g) nicht w e s e n t l i c h von a) verschieden, 
da man sie aus a) durch regressive, resp. progressive circuläre A e n d e r u n g der Indices erhäl t . 
F e r n e r folgt c) aus b) und e) aus f) durch Ver tauschung von C2 mi t ex, resp. e4. E s bleiben also 
als w e s e n t l i c h verschieden nur die F o r m e n : a) b) f ; . 

D u r c h circuläre Aende rung erhäl t man auch Px P2 Ps. 
Bezeichnen wir die Coefficienten der Producte aus den Var iab len a mi t e , f , g , h , so 

erhal ten wi r die W e r t h g r u p p e n : 

(6) 

und als Gle ichung der Oberf läche: 

(7a) oder : 

N u n m e h r können die Verhäl tnisse j e zweier Coefficienten stets durch ein einfaches Sinus-
verhältniss ersetzt w e r d e n ; m a n ha t näml ich : 

(8) 
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3. Verthei lung der Fläche f in den Räumen des Tetraeders. 
D a die Summe a der 4 Coordinateii a stets positiv i s t , so wird du rd i gomeinsamü Acii-

derung ihrer Vorzeielieii ke iu neuer P u n k t der F l äche be s t immt , obwohl die Cxleiclmng (7) auch 
in diesem F a l l e r icht ig bleibt . D i e F l ä c h e exist i r t daher nicht gieichzeitig in solchcn z v e i Häumen , 
fü r deren P u n k t e die Coordinateii entgegengesetzte Zeichen haben. Dasselbe gilt nunmehr aiu'ii 
von den Coordinaten x, y, z, p. 

1. S i n d a l l e 4 C o o r d i n a t e n p o s i t i v , so zerfal l t Gl . (5) in die Gll . 

D a die Coordinaten von e inander unabhängig sind, so genügen diesen Gll. nu r die W e r l h e : 

d. h . : Mit dem R ä u m e a) des Tet raeders hat die F l ä c h e nur die (> (.xeraden gemeinsam, 
welche seine K a n t e n bilden. 

2. I s t e i n e d e r C o o r d i n a t e n n e g a t i v , z. B. p = — p i , so ist 

I n diesem F a l l e ist also eine der Py ramiden gleich der algebraischen Summe dei' drei 
üb r igen , und das Viereck der P u n k t e XT X2 X s X4 ha t bei X4 einen convexen Winkel . J3it' 
zugehörigen The i l e der F l ä c h e liegen in den 4 E ä u m e n b). 

3. S ind z w e i der Coordinaten negativ, z. B. 

I n diesem F a l l e sind die Summen aus je zwei Py ramiden einander gleich, und das Vit'veck 
der P u n k t e X i X2 X s X4 en thä l t nur concave Winkel . Die zugeliörigen Thei le der F läche l iegen 
in dreien der R ä u m e c). 

Ausgeschlossen ist die F l äche aus den drei übrigen R ä u m e n c) und aus den R ä u m e n d). 

4. Tangential - E i g e n s c h a f t e n der Fläche . 
Z u r E r l ä u t e r u n g des Fo lgenden mögen einige der bekannten Eigens(; haf ton der Fläche-^) 

aus Gleichung (7) abgelei tet werden. AVir erhal ten zunächst 

(9) 

Diese Ab le i tungen verschwinden sammt / , wenn je drei der Grössen « gleich N u l l gesetzt 
w e r d e n , f d g l i c h sind die 4 E c k e n des Te t raeders doppelte P u n k t e der F l äche . Die (3 K a n t e n 
sind hierni ch vierfache Gerade der F l ä c h e und repräsent i ren zusammen ein Sys tem von 24 Geraden . 

Se^zt man die Ausdrücke (9) gleich Nul l , so stellen die Gle ichungen einzeln die vier aus 
den Doppel l unk ten beschriebenen Tangen tenkege l an die F l äche d a r ; je zwei davon einen Kegelschni t t . 

*) Vgl. Öaluion. Aimlyt. Geom. des Raumes, Übers, v. F i e d l e r . Th. TI Ca].. V. und Sturm, FlRclu-n 

3. Ordnung Nr. 123. 
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Mit H i l fo von (7) lassen sich die Able i tungen (9) e infacher sehreiben: 

F ü r einen P u n k t auf den K a n t e n des Te t r aede r s , z. B . auf ex e4 verseliwinden jedesmal 
zwei der Able i tungen , xmd die Gleichung der Tangent ia lebene erhält die F o r m : 

oder : 
Demnach haben al le P u n k t e auf derselben K a n t e dieselbe Tangen t i a l ebene , in der die 

Kar . le selbst liegt. D ie L a g e dieser E b e n e wird dadurch bes t immt , dass die E n t f e r n u n g e n jedes 
ihrer P u n k t e von den benaclibarten Seiten des Te t raeders (oi es e4 und ci d d ) sich verhal ten 

wie 

Die Gleiidiungen der 3 P a a r e von Tangen t i a l ebenen , welche durch die entgegengesetzten 
Kanten des Te t raeders gehen, sind also: 

a) 
( 1 1 ) b ) 

c) 
J edes P a a r dieser Gleichungen drückt eine Gerade aus, in der die entsprechenden Ebenen 

••-icli .schneiden. 
Diese drei Geraden liegen auf der F läche , da ihre Coordinaten der Gl. (7a) genügen, und 

liegen ausserdem auf der E b e n e : 

(12) 

A u s den Gli. (11) folgt auch, dass die Tangent ia lebene einer K a n t e nu t den benachbarten 
Sei ten des Tet raeders vice versa gleiche Winke l bildet, Avie die entgegengesetzte K a n t e . 

S e t z t m a n j e - U l e r A b l e i t u n g e n (9j, z. B. fi' f i ' g l e i c h N u l l , so bezeichnet 
ein solches Systiun von Gleichungen e i n e n P u n k t d e r F l ä c h e mi t folgenden E i g e n s c h a f t e n : 
I. D ie drei Tangen tenkege l aus den P u n k t e n ei e2 ea schneiden sich in ihm. 2. D ie Tangent ia l -
ebene in diesem P u n k t e ist der E b e n e ex a es paral lel . D ie Z a h l «4 ha t in ihm ein Max imum 
resp. Minimum. 

J)ieser P u n k t , der e instwei len als Schnit tpvmkt dreier Kegelt iächen erscheint , wird näher 
bes t immt, wenn wir die Gle ichungen bilden : 

Diese reduciren sich auf folgende o Sys t eme : 

(12a) 

D a s erste bedeutet den P u n k t e4, das zweite die Ebbene er c-z es, ilas dr i t te den Schnit t -
punkt der F l äche mit der jenigen Geraden , in welcher die drei E b e n e n sich schneiden, durch welche 
die 3 

inneren Ne igungswinke l der Tet raederebenen 62 es e4, es e4 ex, e4 ex ca, in demselben Ver-
häl tnisse gethei l t werden, wie deren Nebenwinke l durch die E b e n e n (11). 

D a nämlich aus j e zweien der Gli . (12a) die dr i t te folgt, so schneiden sich alle 3 E b e n e n 
in e i n e n Geraden, und da diese le tz tere ausser durch den eben bezeichneten P u n k t noch durch 
den dopp(dten P u n k t e4 geht , so schneidet sie, wie es sein muss, die F l äche in 3 P u n k t e n . 
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D i e oben genannten 3 E igenscha f t en kommen hiernach ausser dem le tz tgenannten P u n k t e 
noch der E c k e e^ und al len P u n k t e n der drei K a n t e n ei e2, 02 es, es ê  zu. 

S e t z t m a n n u r j e 2 d e r A b l e i t u n g e n (9) z . B . f \ f^ g l e i c h N u l l , so bezeichnet 
ein solches Sys tem von Gle ichungen e i n e a u f d e r F l ä c h e l i e g e n d e C u r v e mit folgenden 
E i g e n s c h a f t e n : 

1. Sie ist der Durchschni t t der beiden Tangen tenkege l aus den P u n k t e n ei und e^. 2. D ie 
Tangent ia lebene in j edem ihre r P u n k t e is t der K a n t e et e2 parallel . 

Diese Curve wird näher bes t immt, wenn wir die Gleichungen b i lden : 

D i e erste reducir t sich auf das System : 

D i e zweite auf ( 
D i e oben genannten beiden E igenschaf ten ha f t en also 1. an der K a n t e e^ e«, 2. an der 

C u r v e , in welcher die E b e n e (f a i — e «2 = 0) die F läche schneidet. Diese Curve ist als 
Durchschni t t zweier Kege l zwei ten Grades ein Kegelschni t t . 

U e b e r h a u p t schneidet jede durch eine der Te t raederkan ten gelegte E b e n e die F l ä c h e 
in einer Curve 2. Grades. D e n n wenn m «2 -]- n «i = 0 die Gle ichung einer durch die K a n t e 
es e4 gelegten E b e n e ist, so geht durch Subst i tu t ion des Wer the s von «2 in (7) diese Gle ichung 
über in 

oder : 

Diese zerfäl l t aber in die S y s t e m e : 
1. 
2. _ , 

D a s erste giebt die K a n t e e® 64, das andre eine Curve zwei ten G r a d e s , die sich f ü r 
ni = e und n == f und die oberen Zeichen auf die Geraden 

und 
reducirt . 

D i e Tangent ia lebene einer K a n t e schneidet also aus der F l ä c h e die betreffende K a n t e 
zweimal, und ausserdem eine der Geraden (11) heraus. 

Se tz t m a n die W e r t h e ( I I a ) und ( I Ib) in (9) ein, so fo lgt : 

d. h. es i s t : 

Diese lben Wer the erhäl t m a n durch Subst i tu t ion von ( I Ib) und (11c), sowie von (11c) 
und ( I I a ) . 

D i e drei Durchschni t t spunkte der Geraden (11) haben also die gemeinsame Tangent ia lebene-

(12) 

welches, wie wir wissen, die E b e n e der 3 P u n k t e selbst ist. 
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D i e L a g e dieser 3 P u n k t e verdeut l icht sich, wenn wir in der Gleichung 

die Wer thg ruppen e insetzen: 

W i r erhalten, wenn wir «4 = 1 setzen 

(13) 

D i e P u n k t e liegen also in den, im P u n k t e e4 zusammentreffenden 3 R ä u m e n c). 

5. Ableitung der Gleichung der Fläche f aus der allgemeinen stereometrischen 
Gleichung der Flächen 3, Grades, 

A u s der Grassmann'schen E rzeugungsa r t der F lächen 3. Ordnung folgt der S a t z : W e n n 
d i e v i e r F l ä c h e n e i n e s T e t r a e d e r s d u r c h f e s t e P u n k t e g e h e n , u n d d i e 3 K a n t e n 
e i n e r F l ä c h e a u f f e s t e n E b e n e n s i c h b e w e g e n , s o b e s c h r e i b t d i e i h r g e g e n ü b e r -
l i e g e n d e E c k e e i n e F l ä c h e 3. O r d n u n g . *) 

Seien die drei gegebenen E b e n e n mi t a , b , c , die vier gegebenen P u n k t e mit A , Pa, 
Ps, P4 bezeichnet, der var iable P u n k t aber m i t :X, so liegen die Durchschni t t spunkte der Geraden 
X P i , X Pa, X Ps einerseits und der E b e n e n a, b, c, andrerseits , mi t dem P u n k t e P4 in derselben 
Ebene, nämlich in der dem P u n k t e X entgegengesetzten E b e n e des var iablen Tetraeders , und zwar 
auf den 3 K a n t e n dieser Ebene . 

Unter A n w e n d u n g der gemischten stereometrischen Producte (worin das Product zweier 
P u n k t e der verbindenden Geraden, das P roduc t einer Geraden und einer E b e n e dem Durchschnit t -
punk te congruent ist), können wir j e n e drei Durchschni t t spunkte mi t den Ausdrücken bezeichnen: 

D a diese 3 P u n k t e mi t P4 in derselben E b e n e liegen sol len, so ist das combi na torische 
Product der 4 P u n k t e Nul l , d. h. 

iM) 
Dies ist die al lgemeine stereometrische Gleichung der F lächen 3. Grades. D ie l inke 

Seite ist ein stereometrisches Product 0. S t u f e , Aveil die Summe der Stufenzahlen der Factoreu, 
](),-durch 4 thei lbar ist. 

AVir wollen nun durch Bes t immung der 7 Constanten diese Gleichung iu die oben auf-
gestellte (7) überfiiliren. Z u diesem Zwecke setzen wir 

(15) 

*•) Vgl. ÖaJinoii a. a. 0 . No. 201 in der 2. Anmerkung. 
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(16) . 

D a n n ist 

(17) 

A u s diesem Ausdruck erhäl t m a n die entsprechenden Ausdrücke fü r ( X P2) und ( X Fa), 
wenn m a n s ta t t der Buchs taben a die Buchs taben b, resp. c setzt. 

Bei der Mult ipl icat ion mi t a ist nun zu beach ten , dass nach den Regeln der stereometri-
schen Multiplication (ei 62 es 64) = 1 ist. B r ing t man in jedem Gliede durch Ver tauschung der 
Fac toren (nach der Rege l e m Cn = — e n O m ) dieses Product an die erste Stel le , und setzt 

(18) 

ferner 53i, «82, und (Si, 62, 63, gleich denselben AVerthen mi t Verwand lung der a und A 
in b und B, resp. c und C, so findet s ich: 

(19) 

W e n n m a n nun aus diesen 3 Grössen und P4 das oben e rwähnte s tereometrische Product 
bi lden woll te , so würde m a n , wie leicht ers icht l ich, nach Weglassung des gemeinsamen Fac tors 
(CT 62 es e4) eine homogene Gleichung dri t ten Grades in «I m as «4 e rha l ten , die al le durch die 
Grassmaun 'sche Erzeugungsa r t able i tbaren F l ächen 3. Ordnung enthal ten würde. 

I n den Grössen 31, ß , d ausgedrückt laute t diese Gle ichung : 

(20) 

W i r gehen indess sogleich zur Bes t immung der Constanten übe r , un te r B e n u t z u n g der 
bereits bekann ten E igenschaf ten der F läche . 

Dieselbe soll e r s t e n s durch die P u n k t e ei, es, es, e4 gehen. Mithin muss ihre Gleichung 
befr iedigt werden, wenn m a n je drei der Zahlencoordinaten gleich N u l l setzt. 

F ü r , 

(21) 

Analoge Ausdrücke ergeben sich durch die bekannte Ver tauschung f ü r die 33 und (S. 
Setzen wir nun 
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( 2 2 ) 

so geht die Gle ichung der F l äche über in 

(23) 

Durch circuläre Ver tauschuug der lud icas an den Grössen A , B, C, a, b, c, d, erhäl t man 
aus dieser Gleichung drei neue , welche ausdrücken , dass die F l ä c h e auch durch die P u n k t e 
ei, 02, es geht . 

Al l e vier Gleichungen werden gleichzeitig befr iedigt durch die Subs t i tu t ionen: 

Die Gleichimgen (1(5) lehren, dass in diesem F a l l e 
(25) 

Ausserdem können wir A^ = (— B2) = C3 = 1 setzen. 
D ie Fo rme ln (18) vereinfachen sich nunmehr wie folgt : 

(26) 

Und in der Gle ichung (20) verschwinden die 13 Gl i ede r , w^elche die Grössen 21t (Js 
enthal ten. 

Sie l au te t j e t z t : 

(27) 
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Üie F l ä c h e soll z w e i t e n s durch die 6 K a n t e n des Tet raeders gehen. 
F ü r diese 6 F ä l l e lassen sich die W e r t h e der Grössen 21 6 in folgender Weise 

zusammenste l len : 

(28) 

Suhs t i tu i r t m a n der R e i h e nach die drei ersten dieser AVerthgruppen in Gle ichung (27) 
so reducir t sich dieselbe j edesmal auf 4 Gl i ede r , deren Summe Nul l ist, wird also ohne weiteres 
dadurch befr iedigt . 

Subs t i tu i r t man dagegen die 3 letzten Gruppen , so n i m m t die Gleichung (27) folgende 

Können a n : 

Alle drei Gle ichungen werden befr iedigt durch das S y s t e m : 

(29) 

(30) 

D r i t t e n s soll d ie F l ä c h e durch die Geraden gehen: 
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Sulzen wir der Re ihe nach : 

(31) 

a l so ; 

SU sollen durch Subst i tu t ion dieser W e r t h e in Gleichung (27) der Be ihe nach die Gleichungen 
übr ig bleiben. 

D i e Gle ichung der F läche laute t n u n m e h r : 

S ie löst sich auf in die beiden F ä l l e : 

(34; 

D e r z w e i t e F a l l führ t , mi t Rücksicht auf (30), zu dem R e s u l t a t e : 

(,3oj 

wodurch im Vere in mi t (31) die drei K a n t e n ei e4, ea e4, es e4 bes t immt werden. 
D e r e r s t e F a l l füh r t auf die Gle ichungen : 

(3<)) 

A l l e drei werden befr iedigt , wenn m a n s e t z t : 
(37) 

Sie gehen nämlich über i n : 

(38) 

und diese Gle ichungen zerfallen, wie m a n sieht, in das System (35) und in das ver langte . 
D i e Gleichungen (32) und (37; ze igen, dass die 3 P u n k t e P i Pa Pa mit den Punkten 

(13) identisch sind. 
D i e F o r m e l n (2Gj lau ten n u n m e h r : 

(39) 

Kerner geben die Fo rme ln (30) : 
l40) 
(;41) Also i s t : 

A d d i r t man diesen Ausdruck zu den Gleichungen (13), so findet sich 
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Also ist P4 der Sc lmi t tpunkt der 3 Geraden P i ei, P2 62, P3 es. 
Nachdem auf diese AVeise sämmtliche Constanten best immt s ind , setzen wir die W e r t h e 

(39) und (40) in (27) ein, und e rha l t en : 

oder, da die Klammergrössen der Re ihe nach gleich — 2 f g ax, — 2ge «2, — 2 e f «3 sind : 

N a c h Lösung der vorderen 3 und der letzten 3 K l a m m e r n b le ib t : 

(7) und end l ich : 
wodurch die ver langte Gle ichung hergestell t ist. 

D a s geometr ische Resu l t a t dieser Untersuchung lässt sich in folgenden Sätzen ausdrücken: 
W e n n durch die Gegenkan ten eines Tetraeders 3 P a a r E b e n e n so gelegt s ind , dass jede 

E b e n e mi t den 2 durch dieselbe K a n t e gehenden Seitenebenen gleiche Winke l bildet wie die 
zugehörige K a n t e mi t den andern Seitenebenen, so schneiden sich die 3 P a a r Gegenebenen in drei 
Geraden, die in e iner E b e n e l iegen und sich ihrerseits in 3 P u n k t e n P i P2 P s schneiden. 

D i e Geraden , welche diese 3 P u n k t e der Reihe nach mi t den Grundeckon des Tet raeders 
verbinden, schneiden sich in einem, vierten Punk te P4. 

W e n n nun ein var iables Tet raeder sich so bewegt , dass seine 4 Sei ten durch die vier 
P u n k t e P gehen , während seine 3 Grundkanten auf den Seitenebenen des fiesten Teti 'aeders sich 
bewegen, so beschreibt seine Spi tze eine Fläche 3. Ordnung, auf welcher die G K a u t e n dos festen 
Tet raeders als v ierfache Gerade , und die 3 Geraden P i P2, P2 Ps , Ps P i als einfache Gerad(> liegen. 

6. Mittelpunkte der Fläche f. 
W e n n ein P u n k t M Mit te lpunkt zwischen den P u n k t e n X und Y ist , so besteht zwischen 

seinen senkrechten Coordinatenstrecken m und jenen der P u n k t e X (x) und Y (y) folgende l iezie luing: 

(42) 

(43) oder 
D a Y auf der F l ä c h e f l iegen soll, so hat man nach (5) 

(44) 
(45) 
wenn 

und die anderen s durch circuläre Vertauschung der Indices daraus hervorgehen. 
D a nun die Gle ichung (45) fü r jeden P u n k t Y , der auf der F läche l iegt , gelten soll, 

und die L a g e des P u n k t e s M von X und Y unabhängig sein m u s s , so müssen die Coefficienten 
der Grössen x und ihrer Produc te verschwinden. Demnach zerfäl l t unter Berücksicht igung des 
Umstandes, dass auch xi X2 X3 X2 xb X4 + xa X4 xi - f X4 xt X2 = 0 i s t , die (Gleichung 
(45) in folgende 3 G r u p p e n : 
(46) 
(47) 
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(48) 

Nach (4(.)) liegen alle Mi t te lpunkte auf der F läche f selbst , was zu erwarten w a r , da 
j ede Gerade die F l äche in 3 P u n k t e n t r i f f t , der Mit te lpunkt aber sich nur auf 2 P u n k t e der 
F l ä c h e bezieht . Nach den Gle ichungen (47), deren l inke Sei ten sich mit te ls t der Formeln (3) auf 
die Ausdrücke (9j zurückführen l assen , liegen die Mit te lpunkte auf den aus den Ecken des Te-
t raeders an die F läche beschriebenen Tangentenkegeln, und nach (48) auf den Ebenen , welche die 
Aussenwinke l zu den Neigungswinke ln der Tetraederebenen halbi ren. 

Die Gleichungen (47) aber lassen sich durch die Vereinigungen 
zurückführen auf die G r u p p e n : 

i49) 

Diese Gleichungen l eh ren , dass die Mit te lpunkte auch auf denjenigen 6 Ebenen liegen, 
welche die Neigungswinkel der Tet raederebenen halbiren. 

Oombiniren wir die G Eb imen (48) und die 6 Ebenen (49) zu zwe ien , so ergeben sich 
l'olgende G r u p p e n : 

(50) 

Die vier letzten G r u p p e n haben die Eigenschaf t , dass jede ihrer Gleichungen aus den 
beiden anderen folgt ; daher repräsent i r t jede dieser Gruppen nicht mehr verschiedene F ä l l e , als 
eine der ersten 3 G r u p p e n , nämlich 4 G e r a d e , da die Zeichen sich nicht auf e inander beziehen. 
Im Ganzen also sind durch die Gleichungen (50) 28 Gerade darges te l l t , auf denen die Mittel-
punk te liegen. 

Die 2 8 Combinationen (50) kommen auf folgende AVeise zu S t a n d e : 
D i e Gleichungen (48) un te re inander geben 15 Combinationen, 

r w (49) „ ,, 15 „ 

_ ^ (48) und (49) „ 30 „ 
\ o n diesen öO Combinat ionen gehen nach der obigen B e m e r k u n g 32 ab , die aus l(} 

anderen fo lgen ; es bleiben also 28. D i e drei ersten Gruppen in (50) sagen aus, dass je 2, die 4 
letzten, dass j e 3 E b e n e n sich in e i n e r Geraden schneiden. 

Die Gruppen (50) lassen sich nun, wie folgt, zusammenfassen : 
(51) 

^vorin a , c , b , d die W e r t h e 1 , 2 , 3 , 4 annehmen, und auch jedesmal eine der ersten beiden 
Grössen gleich einer der le tzten beiden sein kann. 

Setzen w i r : 

http://rcin.org.pl



IG 

also: 
(52) 

so folgt : 

d. Ii. der P u n k t M liegt in der Mitte zwischen 2 P u n k t e n 8 und D , deren j(.'der durch vier 
gleiche, nu r dem Zeichen nach verscliiedene Coordinaten best immt wird. 

Demnach sind die 28 Mit te lpunkte unserer F l äche die Mi t te lpunkte der jenigen 28 L in ien , 
welche je 2 Contra der 8 Berührungskugeln des Te t raeders mit e inander verbinden. 

7. Die Umhüllungsfläche F der Fusspunkt - Ebene. 

E i n P u n k t X der F l ä c h e f sei durch die Gleichung be s t immt : 

(1) 

Ergänzungen von ei, 02, es, e4, was ausgedrückt wird durch die F o r m e l n : 
(53) (e2 eg 04) = | e t ; (— ea ei ei) = \ e-2] (c4 ei 62) = | 03; (— et eo es) == i e^. 

D ie Tangent ia lebene t im P u n k t e X ist nun 

(54) 

D a X auf t l iegt, so ist das combinatorische Product dieser beiden Grössen Nul l . Wenn 
wir dieses Product bilden, so erscheinen rechts die Grössen e durch i n n e r e Multi])licatiou ver-
bunden, und nach den Gesetzen derselben: 
(55j 
erhal ten wi r : 

(56) 

Sei (57) 

dann geht (5(r) über in 
ir)8) 

Dies ist die Zahlengle ichung einer Ebene. 
Setzt m a n dar in fü r die Zahlen « der Re ihe nach die Zahlencoordinaten der 4 Punk tu 

XI XA XS X4, nämlich nach (1) und (3): 

(59) 

worin 
so resul t i ren vier Gleichungen zwischen den Grössen a und ß. 

Durch E l imina t ion der Grössen ß erhält man wieder die Gleichung der F l ä c h e / , welche 
den Or t des P u n k t e s X ausd rück t : durch E l imina t ion der Grössen « hingegen die Gle ichung 
einer F l äche Avelche den Or t der Ebenen t ausdrückt, insofern jede E b e n e t die F l ä c h e / in 
einem P u n k t e berühr t . 
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Die E b e n e (58) erscheint d a h e r , wenn man im z w e i t e n F a l l e die Grössen ß durch die 
l aufenden Coordinaten B ersetzt, als Tangen t i a l -Ebene zur F l ä c h e F und als F u s s p u n k t e l e n e zur 
F l ä c h e f \ im e r s t e n Fa l l e , wenn man die Grössen a durch die laufenden Coordinaten A ersetzt , 
als Tangen t i a l ebene zur F l ä c h e / , und als Fusspunk tebene zur F l ä c h e F . — Letz te re F u s s p u n k t -
E b e n e wird n u r die F u s s p u n k t e dreier Normalen aus einem P u n k t der F l ä c h e auf die Te t raeder -
Ebenen enthal ten. 

Die oben e rwähnten El imina t ionen vereinfachen sich, wenn man aus (10) und (57) die 
W e r t h e der Grössen ß n immt . E s findet s ich: 

(60) 

Jenachden i man zwischen den Gle ichungen (58) und ((jO) die Grössen ß oder « eliniinirt , 
erhäl t man die Zahlengle ichungen der F läche / oder der F l ä c h e F. 

Z u r A u s f ü h r u n g der letzteren Operat ion nehmen wir aus (60) die W e r t h e : 

(61) 

(62) 

(63) 

Durch Subst i tu t ion dieser W e r t h e geht (58) über i n : 

Diese Gle ichung spaltet sich in die beiden fo lgenden: 

D i e e r s t e derselben sagt a u s , dass die F u s s p u n k t e der aus X auf ei ea es gefä l l ten 
Normalen stets in dieser E b e n e liegen. Diese ist a lso, als Fus spunk tebene be t rachte t , constaut 
und s teht in gleichem R a n g e mi t der F l ä c h e F ^ weil sie mi t der F l ä c h e , die sie e inhül len soll, 
identisch ist. 

Die z w e i t e Gleichung giebt den Or t der jenigen E b e n e an, welche durch die Fuss j junk to 
der dre i übrigen Normalen aus X bes t immt ist. 

Durch Quadr i rung geht diese Gle ichung über i u : 

(64) 

Beachten wi r nun, dass ein P u n k t Y der F läche F durch die Gle ichung gegeben i s t : 
(65) 

Z u r Vere infachung wollen wi r die F l ä c h e F auf ein neues Te t r aede r f2 f-z f4 beziehen. 
Z u diesem Z w e c k e setzen wir 
(66) 

und (67) 

*-) Auch aus (7a) ergiebt sich natürlich (G3) durch die Substitutionen (61). 
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F e r n e r : 

(68) 

H i e r d u r c h geht (67) über in 
(69) 

D ie Grössen h h. h )a werden nun am Ein fachs ten durch die B e d m g u n g bestinnnt. dns.s 
f i 62 nicht P u n k t e , sondern Strecken sein sollen. D a n n muss 

(70) 

also (71) 

se in ; dann ist 

(72) 

Das Product f2 tz «4 ist nun gleich dem Paral le lepipedon der 3 Strecken m 

Also 

und da das Product der 4 E inhe i t en gleich 1 sein soll, so result ir t für )a die Bedingungsgleich inig: 

oder (73) 
Die Gleichung (64) geht nunmehr , auf das neue Te t raeder bezogen, über i n : 

(74) 

Setzen wi r noch 
so e rha l ten wir nach zweimal iger Q u a d r i r u n g : 
(75) 

D i e t imhüllungsf läche ist also eine F l ä c h e 4. Klasse . 

8. Andere Form für die Gleichung der Umhül lungs f läche . 

W i r gingen vorhin aus von der T a n g e n t i a l e b e n e d e r F l ä c h e f in P u n k t e X , 
und f anden 
(54) 

D e m entsprechend muss die T a n g e n t i a l e b e n e d e r F l ä c h e F \m l ' u n k t e Y, oder, 
was dasselbe ist, die F u s s p u n k t e b e n e d e r F l ä c h e / zum P u n k t e X folgendem Ausdruck 
en t sprechen : 
(76) , 

W ä h r e n d n u n die oben aufgestel l te Gleichung der F l äche F aus der Tangent ia lebene t 
abgelei tet war , kann sie auch durch die Fusspunk tebene p bes t immt werden. D i e Coordinaten «, 
in denen diese neue Gle ichung ausgedrückt sein w i r d , bes t immen dann nicht mehr den O r t des 
P u n k t e s Y, sondern den seiner Tangen t ia lebene . 
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W i r beachten zunächst , dass die En t fe rnungen der P u n k t e X j X2 X3 X4 von den 
4 Te t raederebenen durcli folgende Ausdrücke gegeben sind: 

(77 

(78) 

AM)rin z. B. (f,̂ ^ den Neigungswinke l der Ebenen ei es e4 und ea 03 d bezeichnet. 
D a nun nach (3) die E n t f e r n u n g e n eines Punk te s von den Tetraederebenen, dem Zah len-

W(Mthe nach wie seine durch resp. e, f, g, h, dividirten Zahlencoordinaten sich verhal ten, so sind 
die P u n k t e X i X2 X3 X4 durch folgende Ausdrücke dars te l lbar : 

J )a nun alle vier Pui ik te auf der Ebene p liegen sollen, so ha t m a n : 

oder, weim mau noch se tz t : 

(79) 

Diese Gle ichungen, welche die Zahlengleichungen der vier Fusspunk te sind, sagen genau 
dasselbe aus, wie die Gle ichungen (59). Setzt man in (79) die Coefßcienten der Grössen x gleich 
N u l l , so sind Ai = A2 = A3 = A4 = 0 die sogenannten Punktg le ichungen der Tet raederecken 
ei 03 es e4, weil nach (58) diese Gleichungen die folgenden nach sich z iehen : 

D ie Gleichunjjen . 
• aber s ind die Punktg le ichungen für die Project ionen der E c k p u n k t e auf die 

gegenüberl iegenden T e t r a e d e r e b e n e n , und eben diese P u n k t e sind den Klammergrössen in 
(59) gleich. 

Durch Subt rac t ion j e zweier auf einander folgenden Gleichungen in (79) e rhä l t 
man wei te r : 
(80) 

und durch E l imina t ion der Grössen x zwischen diesem Sys teme und der letzten Glcichung (79) : 
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( 2 2 ) 

oder 
(81) 
wodurch die ver langte (J le ichung hergestellt ist. 

A u s den Gle ichungen (75) und (81) können nun die E igenschaf ten der Unihüllungsfläclie, 
nament l ich die Bez iehungen zwischen beiden F lächen mit Leicht igkei t abgelei tet werden. 

9. Stereometrische Gleichung der Umhül lungs f läche . 

D e m im A n f a n g von No. 5 ausgesprochenen Satze lässt sich ohne Schwier igkei t der 
folgende reciproke an die Sei te s te l len: W e n n d i e 4 S e i t e n e b e n e n e i n e r v i e r s e i t i g e n 
P y r a m i d e d u r c h f e s t e P u n k t e g e h e n , w ä h r e n d d i e v i e r G r u n d k a n t e n a u f f e s t e n 
E b e n e n s i c h b e w e g e n , s o u m h ü l l t d i e G r u n d e b e n e e i n e F l ä c h e v i e r t e r K l a s s e . 

D e n n sei p die Grundebene , px p2 ps p4 die v ier fes ten E b e n e n , und A B C D die vier 
festen P u n k t e ; dann sind die Grundkan ten den Producten (ppi), (pp2), (pp»), (pp4j congruent ; die 
vier Sei tenebenen den Produc ten (pp^ A ) , (ppa B ) , (ppa C ) , (pp4 D ) ; und da diese vier Ebenen 
durch einen P u n k t gehen sol len, so ist ihr combinatorisches Produc t N u l l ; man hat also als 
s tereometr ische Gle ichung der F l äche die F o r m e l : 
(82) ( p p , A ) (pp2 B) ( p p s C) ( p p 4 D) == 0 . 

Das stereometrische Product auf der l inken Sei te ist von nul l ter S t u f e , da die S u m m e 
seiner S tu fenzah len , 28 , durch 4 theilbar i s t , und s t e l l t , da die var iable E b e n e p v iermal als 
F a c t o r dar in en tha l ten ist, eine F läche vierter Klasse dar. 

W e n n p die Fusspunk tebene von X , so sind p j ps p» p4 diejenigen von P t Pa PA P4, und 
A B C D sind die E c k e n des Te t raeders , wie in (14) a b c drei Seitenflächen desselben waren. 
I n der T h a t lässt sich das Product (82) durch die betreffenden Subst i tu t ionen in die Zahli ' ii-
gleichung der F l äche F verwandeln . 

Setzen w i r : 

(83) 

f e r n e r : 

(84) 

und beachten wir, dass 
so erhal ten w i r : 

oder nachdem man die Zeichen j entfernt , und hernach wieder e ingeführ t h a t : 
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Indem wir nun diese 4 Gleichungen mul t ip l ic i ren , jedes Gl ied der neuen Gle ichung aui 
den Fac to r j 0i e-j es ei br ingen, der gleich 1 ist, und die l inke Sei te gleich Nu l l setzen, erhal ten 
wi r die G le i chung : 

(85) 

Diese lässt sich aber in folgender Zusammenfassung schre iben: 
(86) _ . .. _ . _ , 
und nimmt, wenn wir die Grössen a und (5 durch ihre Wer the in « ersetzen, und 

(87) 

setzen, die Ges ta l t a n : 
(88) 

Dividi ren wir nun die ganze ( r le ichung durch e f g h , und setzen wie in ((>;',) 

(89) 

dann geht (88) über in : 

Richten wir nun durch Aenderung des ursprünglichen Tet raeders , ^\ie oben, die Suche .<<> 
ein, dass -j /Ja = — ß^ wird, so geht die Gle ichung über in : 

und diese lässt sich in die vierfach zählende E b e n e 

und die F läche 

zerlegen, die mi t (75) identisch ist. 

10. Rec iproc i tä t der Flächen f und F. 

Zwischen den F l ächen f und F bes teh t , wie bereits iiachgew iesei;. üif Bez i ehung , da. ss 
ein P u n k t der ersteren aus den E inhe i t en ei ea es e4 vermit te ls t derselbe n ZaMen abgelei tet wird, 
wie eine entsprechende Tangent ia lebene der zweiten aus den resp. E rgänzungen jener E inhe i t en . — 
E s lässt sich nun leicht ze igen , dass diese Bez iehung keine andre i s t , als die R e c i p r o c i t ä t . 
W i r bedienen uns zu diesem Z w e c k e in der Haup t sache der bekannten Joach in i s tha rschen Methode. 

Sei ein P u n k t der F l ä c h e / 

ferner ein beliebiger P u n k t des R a u m e s 

dann ist jeder P u n k t Z der Geraden X R dars te l lbar in der F o r m : 
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oder v.enu vär für X uud R ihre AVtrrthe und == /. setzen; 
u 

z (ui -f- /, ^i) ei -1- {tci 4- ki^-i) e-i (u3 + /. es — (u4 - f /.Ui) ei. 
Setzen väv dann in der Gleichung der Fläche Z statt X , so erhalten wir eine Gleichung 

in / , welche alle Punkte liefert, die die Fläche / mit X R gemeinsam hat. Diese Gleichung ist 

wenn 

Die Gleichung von / zerfällt in die beiden Systeme: 

Das erste bestimmt den Punkt X , das andre zwei neue Durchschnittspunkte. Wird nun 
der Punkt R so gewählt, dass tfn = 0 wird, so ist die durch == 0 bestimmte Ebene die Polar-
Ebene des Punktes X , und die von ihr umhüllte Fläche die ReciprocalHäche von / . 

In = 0 aber erkennen wir, Avenn die laufenden Coordinaten sind, die Gleichung 

der Fusspunktebene von X •, daher fällt die Fusspunktebene mit der Polarebene, die ümhüllungs-
fläche F mit der Reciprocalfläche zusammen. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich, wenn man von der Fläche F ausgeht. 
Sei 

ein Punkt auf ihr, und wieder 

ein Punkt des Raumes, ein Punkt Z' auf der Geraden Y R 

Bildet man dann, wie oben, den Ausdruck für Z', und setzt in Gleichung (7;')) Z' für Y, 
so erhält man eine Gleichung von der Form: 

worin namentlich 

ist. Wieder (;rhalttm wir die beiden Systeme: 

und als Gleichung der Polan.'bene von Y : 
Üh 0 ; 

worin wir die Gleichung der Fusspunktebene von Y, oder der Tangentialebene von X erkennen. 
Hiermit aber ist die Reciprocität der beiden Flächen vollständig nachgewiesen. 

Victor Schlegel. 
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