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Jezeli pret walcowego ksztaltu poddamy ciagnie-
niu w kierunku dlugosci, to zachodzace przytém od-
ksztalcenia w ogélnosci musza by¢ takie, zeby sily
dzialajace na mase wraz z wzbudzonemi silami spre-
zystosel utrzymywaly pojedyncze elementy wewna'rz
ciala w réwnowadze, i zeby przy powiérzchni ciala
sily sprezystoéei byly réwnemi i wprost przeciwnemi
silom zewnetrznym, dzialajacym na odpowiednie ele-
menty powijerzchni.

Zadanie to zostalo dawno jui rozwiazaném, ale
bez uwzglednienia wplywu sity ciezkosci; wyznaczono
odksztalcenia odpowiadajace tylko silom dzialajaeym
na powierzchnie, uwazajac pret za nieciezki.

Badze wiec za pozyteczne podac rozwigzanie tego
samego zadania ale z jednoczesném uwzglednieniem
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126 DR. EDWARD SKIBA.

sily ciezkosci; rozwiazanie w tak ogblniejszém zalo-
zeniu nie przedstawia zreszta zadnych zbytecznych
trudnodei, a prowadzi jednak do ciekawych wypadkow.
Jezeli pret o przekroju prostokatnym ciagniony
w kierunku dlugosei, odniesiemy do osi wspolrzednych
prostokatnych, ktorych poczatek przypada w srodku
jednego przekroju koncowego, o8 Z-0w idzie w kie-
runku dlogosci, a osie X-6w i Y-6w sa réwnolegle do
odpowiednich hokéw prostokatnego przekroju; to prze-
suniecia osiowe wu, v, w ktéregokolwiek punktu x, y, 2,
preta uwazanego za nieciezki daja rownania (1):

u=ax, v=ay, w= Dbz
1 P Ij

A £, S
oy LAt Lt =
T %

m‘_’““ =

(1)

gdzie P znaczy wielkos¢ sily ciagnacéj pret, s pole
przekroju preta, ¢ zamiennik sprezystosci, a & 1 A sa
stalémi wspolezynnikami Cavenreco, wchodzacémi do
wyrazen na sily sprezystosci dla cial jednorodnych
bezkierunkowych.

Odksztalcenia dane przez wzory (1) nie sluia
dla preta ciezkiego, bo nie czynia zado$¢ warunkom-
rownowagi ciala sprezystego, podlegajacego -dzialaniu
sily ciezkosci. Odksztalcenia dla preta ciezkiego mu-
sza wige byc inne niz odksztalcenia dane przez wzo-
ry (1); dadza sie jednak latwo wywnioskowac ze zna-
nych wzoréw (1), — i z warunkéw dzialania sily
ciezkosci.

Wezmy pod uwage pret prostokatnego, jednako-
wego przekroju, w polozeniu pionowém ciagniony u.
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gbry i u dolu przez sily pionowe, Biorae poczatek
wspolrzednych w gérnym koncu preta w srodku prze-
kroju, o$ z-0w w kierunku osi preta, a osie z-0w i
y-0w rownolegle od bokéw przekroju prostokatnego ;
piérwsze przypuszczenie jakie o odksztalceniach preta
ciezkiego sie nam nasuwa jest, ze dla preta ciezkiego
aib we wzorach (1) nalezy uwaza¢ jako zalezne
od z-6w.
Przyjmujac, ze a i b sa funkcyjami z-6w mieé

bedziemy:

du du u da

%=a,@:o,gz—= T o

v dv dv da

P aatd Al e LY

kel PR P
du dv dw db

Warunki réwnowagi dla elementow wewnetrznych
ciala ciezkiego sprezystego, jednorodnego i bezkierun-
kowego w osiach wspoirzednych prostokatnych, kto-
rych 0§ z-0w dodatna ma kierunek pionowy na doét sa:

df du , du d"’u
(k+2K) - + ( FL2 ):o,

dy*® ar’
]2 d* d*
(L+2K)—+k(‘”+dy'i+ 72) =
dw  d*w

; d9 . d*w
(’”“K)%J’]”(Efx'ﬂ W—F )+2p—0. @)

gdzie p znaczy cigzar jednostki objetosci preta.
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123 DR. EDWARD SKIBA.

Podlug wzordw (2) znajdzlemy W naszym przy-
padku:
e 2(43 s 5 4
gz~ " oy~ 7 e dz dz*’
A% d%w. d'u d’a
dw* oy T 3 =% g
d*v d% . oM d’a
ox* " dy* tor TV &y
0w  d*'w d w db da*h

Py v Rl b
a wprowadzaja‘c te wartosci do réwnan (3) wypadnie:
d’a d’a
kxd—2=0, ky d T

& P (db+z@m+m—o, ®

Rownaniom (4) stanie sig zado$S¢ we wszystkich
punktach ciata jezeli bedzie:

d? d®b
55=°*d ,_o,p+(k+21()d +2(k+K)——o
czyli:
a=a, + a,z, b=0b +1b,z, (5)
pta, (k+2K)+2(k+ K)b, =o0, (6)

gdzie a,, a,, b,, b, sa ilosciami stalemi dowolnemi,
polaczonemi ze soba zwigzkiem (6).

Tak wiec warunki rownowagi elementow we-
wnetrznych uwazanego preta wymagaja, zeby w za-
lozeniu powyZzszém bylo:

= (a, + a,2) =,

v =(a, + 2 y,

10 == (bl -+ bgz) 25 (7)
i zeby byl sprawdzonym zwigzek (6).
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Idzie teraz o to, czy odksztalcenia (7) sprawdzac
moga, warunki odnoszace sie do powierzchni preta.

Azeby sig o tém przekona¢, wyprowadzmy wy-
razenia na sily sprezystosci odpowiadajace odksztal-
ceniom (7).

Podlug znanych zasad sprezystosci mamy ogdlnie:

S s il o O
B = I@—l— Ko, S,, -_chy + Kb,
dw
8. = k 5~ + Ko,
AR N dv e L du Jw
e i "(Eg + o) s =gk (Gra )
Sk du dw
S.=5 kG + &)
‘W naszym przypadku wypadnie wiec:
S.x =(k+2K) a,+Kb,+2 |(k + 2K)a, + 2Kb,),
8,, =(k+2K) a,+Kb+z |k + 2K)a, + 2Kb, |,
S.. = kb, + 4Ka, + 2z (bk + 2ka.),

Sy =iy S,,:-—é—fm,w. 8= _jﬁ kagy- (8)

Warunki rownowagi odnoszace sie do powierz-
chni preta wymagaja, Zeby dla bocznych &cian sily
sprezystosci byly zerami, i zeby dla przekroju kon-
cowego 1 poczatkowego sily sprezystosci byly normal-
2 (e
8
A wige jezeli A i B oznaczaja dlugosci bokow
przekroju preta rownoleglych od osi Xow i Yow, wtedy

nemi

dla o= i‘;— powinno byé: S,.=o, S.y=o0, 8;:.=0,

B
dla y==+ 7 » Nic=e, 8, =0y 8 =0
Wydz. matem.-przyr, Tom IV, 17
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130 DR. EDWARD SKIBA.

dla z = g, powinno byé¢ S,.= I;—O, S =By =0,
dla == 1L, - 8., :%'. S L 0,8 =0(8)

gdzie L znaczy diugosé preta.

Wszystkim warunkom (9) moznaby uczyni¢ za-
dos¢ z wylaczeniem jednak warunkéw S,, = o i
S,, = o. Spelnienie warunkow

B = o Mt

wymagaloby, zeby bylo a,= o, co znown pociggneloby
za soba i b, = o, a w takim razie zwiazek ( 6) nie
moglby byé¢ sprawdzonym.

To znaczy, Ze odksztalcenia (7) nie odpowiadajg
stanowi rownowagi uwazanego preta.

Zieby otrzymaé odksztalcenia odpowiadajace sta-
nowi rownowagi preta, trzeba wzory (7) zmodyfiko-
wa¢ tak, izby bez naruszenia moznosci sprawdzenia
rownan (3) stawalo si¢ zados¢ i warunkom (9).

7 tego cogmy dotychczas przerobili latwo spo-
strzedz, Ze we wzorach (7 ) trzeba tylko zamiast
w = (b, + by2)z polozyé w = (b, + by2)z + c(2+y?),
a juz trudnos¢ jednoczesnego spelnienia roéwnan (3)
i warunkow (9) zniknie.

Jakoz w zalozeniu:

u = (a, T ar)

e ) T (10)
o= (b b ie e (2t )
znajdziemy:
du du du

i =a, +ayz, 7 =0y o S8,
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hgyP B g S

i dy RRE e

dw dw dw

e — O — = 2

o 2ex, ay i, i b, + 25,2,
0 = 2a, + b, + 2 (ag + b,)z;

d% d%u %

c?: ! W:o, =0 Alu=o ,

d% a% d%

da? s @“*0' g2 — S 0y

*w d%w d*w

T = 2e, 3y — A= 2byy A'w=2 (2¢4b,)

fodi] dh do

= = — = 2 (ag 4 ;).

i R i T 0 o
Scx=(k+2K) a, +Kb, + {(k+2K)a,+ 2Eb,) =,
Sy, =(k+2K)a, + Kb, + {(k+2K)a,+ 2Kb,)} 2,
S,.=(k+K) b, +2Ka, 4 |2+ K)b, + 2Ka, } 2,

8,02 0, Buu = k(5 ata, 5.2 Kea + o,

Roéwnania rownowagi (3) sprowadzaja sie teraz
do zwiazku :
(k +2K) (ag + b)) + k(2 + &) + p=o; (11)
a warunki (9) odnoszace si¢ do powierzchni preta
przyjma ksztalt:

(¢ + 2K) a, + Kb, = o,

(k + 2K) a, + 2Kb; = o,

Ji

¢ = — G4
(et Kb, +2Ka, +{2kb, +2K(a,+b,)} L = ii,

(k + K)b,+ 2Ka, = }:—" ; (12)
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132 DR. EDWARD SKIBA.
gdzie I znaczy dlugosé, s pole przekroju preta, P,
site ciggnaca pret na dole, a P, silg ciaggnaca pret
na gorze.

Zwiazki (11) i (12) mozemy napisa¢ w ksztalcie:

s AL ¥
AT AR
a e b
i k+ 2K ™’
c—i— b b
SEfe TR T
2K* gRT 1 o P,
(k+ 2~ A+2K)b+ ktK— Fropi L =t
m
[b+E— pgib= 35

2K 2K L
(k + 28 (1— 5 )bt k{k+ e+ 1fb4p=o,

czyli:

g AN
B ALGOGE T R
M T
i TR
i S|
e PR
CoRATh RE
) S o < {kﬂ +3kK]’
b_&( k+2K)
1= 3 \ BF:%K
o Mk + 3K), o
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Stad otrzymamy:

b e W i 8
b TR g T
o PkFOK o k4K P k42K
' = % Br K | P RE SkKT s B+ kK
Rty Pl o K
= TP mE TR TR
ey . K
e TR IR TR R
Whprowadzajac dla skrocenia oznaczenia:
At 2K K

Pk W e T e R = T, ()

z powyzszego znajdziemy:

P+ P U NS i
a'=—"’1(z( —i- )~b1=7|(| : )
a‘z:qqp’ba=_‘]x}2)_ac=—q‘z %s
j s gl Gl (15)

Tak wiec spelnionemi beda warunki rownowagi
dla preta sprezystego ciezkiego, wyciaganego na dole
przez site P,, na gorze przez sile P, , jezeli odksztalci
sie podlug wzorbw :

v

v:—qg(P'_*-P'

S

2 T gq,p2 -

) v + qpye (16)

w = ¢ (P‘—:_—P) e —q 52 —q, B @4y,
a jezeli bedzie
B, R e P
gdzie ¢, , ¢. P maja wartosci wyznaczone przez wy-
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134 DR. EDWARD SKIBA.

razenia (14). Z ostatniego wyrazenia (14) widzimy,
ze P’ znaczy calkowity ciezar uwazanego preta.

Rownania (16 ) daja nam przesuniecia osiowe,
ktoregokolwiek punktu preta prostokatnego, zacho-
dzace w skutek jednoczesnego dzialania sily ciezkosci
we wszystkich punktach preta i sit Py, P, wycia-
gajacych pret w kierunku jego pionowéj osi, a dzia-
lajacych na gérnym i dolnym jego koncu.

Na gorze sita ciggnaca musi by¢ rowng sile cia-
gnacéj pret na dole zwigkszonéj catkowitym ciezarem
preta.

Gdyby miedzy sila ciagnaca pret na dole i silg
ciggnaca pret na gorze nie zachodzil powyzszy zwia-
zek, pret podlegalby odksztalceniom wyznaczonym
przez wzory (16), ale jako calosé podlegalby jeszcze
ruchowi w strone przewagi sil.

Kladac we wzorach (16) p=o, a wigc i P =o,
przychodzimy do wyrazen (1) stosujacych sie do preta,
niepodlegajacego dzialaniu sity ciezkosei.

Ze wzorbw (16) mozna wyprowadzi¢ wyrazenia
na zmiany wymiaréw preta.

I tak calkowite wydluzenie A osi preta podlug
trzeciego ze wzoréw (16) znajdziemy:

S

: 3
=q.L{ % o —311 e % } =qL (P,_i-,_g'). (17)

Wydluzenie wiec zupelne osi preta ciezkiego
mozna obliczy¢ podiug takich samych zasad, jak wy-
dluzenie zupelne pretu nieciezkiego, ale do sily wy-
ciggajacéj na dole trzeba dodaé sile réwng polowie
cigzaru catego preta,
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Krawedzie pionowe preta doznaja takiego same-
go wydluzenia, w gérnym koncu podniosg sie nad
plaszezyzng z = o, o dlugosc

— % pRY,
a w dolnym obniza sie o dlugosé
% — "? pR?

gdzie R jest odlegloicia krainca przekroju poprzeczne-
go preta od osi jego.

‘Wymiary poprzeczne doznaja Sciesnienia, wspol-
czynnik Sciesnienia poprzecznego u bedzie danym przez
wzor:
p=— o(2EE) 4 ope (18)

8
dla z = o wypadnie najwiekszy

o = —¢ (P'SLP’) ; (19)

dla z = Z wypadnie najmniejszy:

P o P

AT 92( I ':_7#_) + g pL = — Ta _;L . (20)
Punkt, ktorego pierwotne wspélrzedne sa z, y, 2,

po odksztalceniu uwazanego preta przyjmie polozenie,

ktorego wspolrzedne 2’ 3’ 2/ wyznaczymy podlug
WZOrow:

& =z 4 u,
Bl LT
?=z4 w. (21)

Wstawiajac za u, v, w wartesci (16) otrzyma-
my ztad:

¥ =g—q, (E—T—P’

)m‘l‘q;p.'rz :
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136 DR. EDWARD SKIBA.

y=y— a0 (BT )y oy

P,+ P
7=zt q ( < )” il g—-z %798 }2)('7’2+.7/2)~(22)

Dla punktow, ktére pierwotnie leza na plaszczyznie
rownolegtéj od plaszczyzny np. yz odpowiada z = C;
dla takich punktow po odksztalceniu preta znajdziemy:

i [1_ qs (Pl__i_’?_’)"'% Dbz ;C

vi=1{1— g ( 2oL )ta. pe ]y

’ Pl P’ 2 2
2=zt j J—a b 2*—q0 £- (C4y). (@3)
Z dwoch piérwszych rownan (23) wypadnie:
P P
—i—a(PEE e

7P C

y=.1[£1_07

co wstawiajac w trzecie z rownan (23) otrzymamy:

A YU oy Wl wB+0.P) o }—

q2pC
"‘%’B{x’n ___(1_ qul-s'_q'P)C ]|2
QPEOQ
_qp C'z',* + C'y',°
3 ( 7 ) o (2)

Rownanie (24) przedstawia powierzchnie na kto-
ra odksztalci sie przekroj przypadajacy na plaszczy-
gnie 2 = C.
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Dla jakiegokolwiek C byle roznego od zera wy-
pada powierzchnia (24) stopnia w ogole czwartego,
nie daje zas zadnego oznaczonego wypadku dla C=o.
Rownania (23) ucza za to od razu, ze dla C=o musi
byé¢ a', =o, to znaczy, ze dla C = o powierzchnia
(24) jest zastapiona przez plaszczyzne z', = o, plasz-
czyzne wspolrzednych yz.

7 tego widzimy, #e plaszczyzny rownolegle pier-
wotnie od plaszczyzny yz odksztalcaja sie w uwaza-
nym precie na powierzchnie krzywe czwartego sto-
pnia, tylko plaszczyzna yz pozostaje po odksztalcenin
plaszczyzng, takze ye.

Podobnie si¢ rzecz ma i z plaszczyznami rowno-
leglemi od plaszezyzny zz.

Sciany wiec boczne preta pierwotnie rownolegle
od plaszezyzn wspolrzednych 2z lub yz po odksztal-
ceniu si¢ preta staja sie powierzchniami krzywemi
czwartego stopnia.

Z dwoch piérwszych rownan (22) wypada:

- A R
Y . 05
dla :y—= Const. musi zatém byc¢ i :5,—— = Const.

To znaczy, ze punkty lezace pierwotnie na prze-
kroju plaskim preta, przechodzacym przez oS tegoz,
po odksztaleceniu pozostaja na tym samym przekroju.

Uwaumy teraz punkty, lezace pierwotnie na plasz-
czyinie przekroju poprzecznego, dla takich punktéw
jest z = h, a zatém

=2 —q, (E‘ * P"’)M aphe

s

Wydz. matem.-przyr. Tom IV. 18
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B
=y— o ( ~ )y+q2phy‘

” /i
(BEl) im0 4 g Lty b 28)
Po wyrugowaniu z i y otrzymamy rownanie po-
wierzchni, na ktoréj punkty plaszezyzny z=h po od-
ksztalceniu sie preta znajdowaé sie beda; rownaniem
téj powierzchni bedzie:

Za-=h (1+ q,(————PI jp)_q, P_;t_ 1—'

')
Za=q,

SNy (2's" + 2"}
2 {1 +q :( ph
jestto rownanie paraboloidu ebretowego.

A zatém kazdy przekrdj preta plaski i do osi
prostopadly odksztalci sig na paraboloid obrotowy.

(26)

3. Przez zalozenie we wszystkich wzorach ogdl-
nie wyprowadzonych P,=o, otrzymamy odksztalcenia
preta wywolane przez sily ciezkosci, dzialajace we
wszystkich jego punktach, i przez sile P, podtrzymu-
jaca pret na goirze.

1 tak znajdziemy przesunigcia osiowe roznyeh
punktéw preta nastepne:

uy= — q.px (L—2) , '
v,= — qopy (L—2) .

I
= ¢,pz (L— o ) q,—g— =+ y9). \

Wydtuzenie calkowite osi preta pod wplywem
wlasnego ciezaru bedzie:
7 § r

LY
Bpime e gy Pl o g Sl (@)
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Wspolezynnik §cieénienia poprzecznego obliczy
sie podlug wzoru:

P =—aqp (L — 2, (3)

dla z = o wypadnie p, = — ¢.pL ,

dla'z= L B B 100

Odksztalcenie preta bedzie podobne jak w przy-
padku ogélniejszym P~ o .

Pod wplywem sily ciezkosci pret prostokatny
pionowo utrzymywany odksztalca sie wige tak, ze
przekroje poziome jego przeksztalcaja si¢ na parabo-
lidy obrotowe,— przekroje pionowe przechodzace przez
o$ preta pozostaja przekrojami ptaskiémi pionowémi,—
a éciany boczne odksztalcajy si¢ na powierzchnie
czwartego stopnia.

Kladac we wzorach ogélnych (16), —P, zamiast
P, tudziez —P, zamiast P, przejdziemy do przypad-
ku, gdy pret ciezki prostokatny bedzie w polozeniun
pionowém sciskanym w kierunku osi przez sily dzia-
lajace na jego koncowe przekroje: :

Otrzymamy wowczas:

) —P,) z 4+ q.paz ,

8
p,—P
o= (A=) y + are,
P, — P 'p
1 : ) o A ql __g_ z'z__qa ?(-”"i','/')-
Py v Foisd L (4)
Odpowiednio do tych odksztalced wypaduie:

- )

"’=QQ(

w=——q|(

P,

o

p=aq ( ) + e ()
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Odksztalcenie Scian preta w tym przypadku be-
dzie podobne jak poprzednio, tylko zmieni sie wzgle-
dne polozenie powierzchni odksztatconych.

Nalezy sie tu takze zrobi¢c uwage, Ze wzory
ogoélne (16) utrzymuja sie dla pretoéw ograniczonych
w. ogo6lnosci jakiemikolwiek powierzchniami walcowe-
mi, a wiec do takich pretow stosuja sie wszystkle
wyniki powyzéj podane.

Stosownie do ksztaltu pierwotnego powierzchni
walcowéj tworzacéj Sciane boczng preta, zmieniac sie
bedzie ksztalt powierzchni bocznéj odksztalconéj.

Niech pret bedzie ograniczony powierzchnia wal-
coOWa

ooyt R (6)
Z dwoch piérwszych réwnan (22) otrzymamy:
' , £y .
syt = {1—-q ( —-—) + gz I R?
czyli

1 ¢ '2”9 I £3[. 1
- fpen e o aEEDL

Wstawiajac te wartos¢: w trzecie z rownan (22) znaj-
dziemy dla powierzchni bocznéj odksztatconego preta
walcowatego o przekroju kolistym roéwnanie:

¢ = Lo (D) rns o -

PPy 1
& o % ( $ ) 9P
1 1 ] 2 ! P 'P, 5
__2qq.’ {Ti (xa+y)/a_1+q2(l':' ){ e
o s g R e
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Roéwnanie (7) przedstawia powierzchnig obroto-
wa w okolo osi preta w ogéle stopnia czwartego.

Przy uwazanych ciagnieniach lub &ciskaniach
preta mozna jedne ze sil cisnacych lub wyciggajacych
P, zastapi¢ przez odpowiednie przytwierdzenie jedne-
go konca preta.
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	Teoretyczne wyznaczenie wpływu siły ciężkości na odkształcanie się prętów wyciąganych lub ściskanych w kierunku długości - E. Skiba.



