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Einleitung.

»Wenn es ein Problem gibt, das den Scharfsinn der geschicktesten
Mathematiker beschiftigt hat, so ist es gewiB die Theorie der singuliren
Lisungen der Differentialgleichungen, hauptsichlich der Gleichungen von der
ersten Ordnung.“ Diese Worte sprach gelegentlich der belgische Mathe-
matiker GiLBeErT') mit Recht, denn die bedeutendsten Minner der mathe-
matischen Wissenschaft der letzten zwei Jahrhunderte, wie EvLer, LapLACE,
Lacrange, Poisson, Cauvcny, in neuerer Zeit Darsoux, Caviey, Ham-
BURGER machten diese Theorie zum -Gegenstand ihrer Untersuchungen,
wihrend indirekt Minner wie Brior, Bouquer und Fucus zur Entwicklung
der Theorie der singuliren Losungen beitrugen. Die Theorie der singuliren
Lisungen hingt, wenn man sie auf das Gebiet der Geometrie iubertriigt,
mit der Theorie der Enveloppen oder #uBersten Verschneidungen zusammen.
Eine geometrische Interpretation dient oft dazu, die starren Formen der
rein analytischen Darstellung zu veranschaulichen, und es lag daher auch
in der geometrischen Bedeutung der singuliren Liosung ein Hauptmoment
fiir das Interesse, welches man dieser Theorie entgegenbrachte. Doch merk-
wiirdig ist es, wie spit erst die analytischen Untersuchungen den schon
sehr frithe betrachteten geometrischen Darstellungen der einhiillenden Kurven
folgen. Man kann sagen, daB die Enveloppentheorie fast schon vollstindig
begriindet war, als deren erste Anfinge in der Analysis zu Beginn des
18. Jahrhunderts auftreten und zwar in Gestalt der singuliren Losungen
der Differentialgleichungen von der ersten Ordnung; aber fast ein ganzes
Jahrhundert ging noch voriiber, bis man den Zusammenhang der singuliren
Losungen und der Enveloppen erkannt hatte. Die Frage nach den singu-
liren Losungen, sagt LieBmann?), ist nicht nur der Vollstindigkeit wegen
wichtig, sie muBte nicht allein deswegen aufgeworfen werden, weil das
Integrationsproblem es erfordert, alle Losungen zu finden; sie ist vielmehr
auch deswegen wichtig, weil bei einigen Differentialgleichungen die singu-
lire Losung die einzige interessante ist.

) Bull. de I'Ac. des Sc. Belgique 1872, Ser. II, Bd. 34, p. 142.  ?) Liesmanx
[115] p. 88.
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I Kapitel
Bezeichnung der singuliren Lisungen bei den einzelnen Autorem.

Crairaur, D’ALeEMBERT und Eurer hatten fiir die singuliren Losungen
noch keine besonderen Bezeichnungen. LAGRANGE, der die singuldren Lisungen
als erster erklirte, gab ihnen 1774 den Namen ,intégrale particuliére und
bezeichnete mit ,solution particuliere’ die verschiedenen Fille des voll-
stindigen Integrals. Laprace, der sich 1772 mit Erfolg vor LaAcraNGe
mit diesem Gegenstande beschiiftigt hatte, wendet die Bezeichnungen von
LaGrANGE im umgekehrten Sinne an, wie es LAGRANGE 1779 selbst getan
hat. Lacroix schlof sich Laprace in der Bezeichnungsweise vollstindig
an, und gab dafiir als Grund an, daB die Gleichungen, welche die Diffe-
rentialgleichungen lésen, ohne daB sie in deren allgemeinen Integralen ent-
halten sind, sich nicht durch die Regeln der Integralrechnung erlangen
lassen und deshalb auch nicht einen Namen tragen diirften, welcher an ein
Integrationsverfahren erinnert. LEeGENDRE bediente sich 1790 fiir die singu-
liren Losungen der Bezeichnung ,intégrale particuliere” und nennt ,inté-
grale incompléete einen speziellen Fall des allgemeinen Integrales. Das
gleiche gilt fiir TrEMBLEY 1791 und Poissox 1805. Darauf #inderte La-
GRANGE 1806 wieder den Namen, den er den singuliren Losungen 1779
gegeben hatte, und nannte sie ,équation singuliere”. Demzufolge gebrauchte
COreLLe 1823 in der Ubersetzung von Lacraxces Werken die Bezeichnung
wsingulire Stammgleichung®, was auch Maser in der deutschen Ausgabe
von Maxsions Werk iiber Differentialgleichungen getan hat. L#mARE ver-
wendet in seiner lateinisch geschriebenen Dissertation den Namen ,solutio
peculiaris“. ,Intégrale singuliere, singuliires Integral® findet sich gegen den
Anfang des 19. Jahrhunderts hiufiger, z. B. bei DunAmer, Moiaxo?), Cour-
NOT usw.; in neuerer Zeit hat diese Bezeichnung wieder Bingang in deutschen
und franzosischen Werken gefunden. Cournor gibt Aufschluf, warum er
den Namen Intégrale, welcher von einigen Autoren mit Unrecht verworfen
worden sei, beibehalten habe. In der Tat wird, wenn die Zeit explizite
oder implizite die Rolle der unabhiingigen und veriinderlichen Grife spielt,
das eigentliche Problem der Integration, welches in der Bestimmung der

) Morexo in seinem Werke tiber Cavcmys Theorien [30]. Cauvcmy selbst
hat die bestimmten Integrale, welche sich wegen ihrer anormalen Eigenschaften
den gewohnlichen Regeln der Berechnung der bestimmten Integrale entziehen,
intégrale singuliere genannt. (Nouv. Mém. prés. & 1'Ac. des Sc. par div. Sav.
Bd. I, p. 672)
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326 Rornexsere: Singulire Losungen totaler Differentialgleichungen.

Summe der unendlich kleinen Inkremente der Funktion wiihrend eines ge-
gebenen Zeitraumes besteht, sukzessive vermittels eines partikuliiren Inte-
grales, und vermittels eines singuliren Integrales gelost, so daB die Auf-
1ésung nur dann vollstindig ist, wenn man das singulire Integral mit dem
System der partikuliren Integrale oder mit dem allgemeinen Integrale ver-
bindet.!) Moreax faBte unter dem Namen ,singular solutions® die parti-
kuléren Integrale und die singuliren Losungen zusammen; die Unterscheidung
zwischen letzteren gab er durch ,intraneous und extraneous solutions*. Erst
allmiihlich kam die heute fast allgemein gebriiuchliche Bezeichnung ,singu-
lire Losung“ zuerst bei Timmermans 1842, Caravan 1845, Houramx 1852
zur Verwendung. In Erwihnung diirfte noch gebracht werden, daf die
erste aufgefundene singulire Losung von ihrem Entdecker mit ,solutio sin-
gularis* bezeichnet worden war. DaB die verschiedenartige Nomenklatur
sehr erschwert, die Abhandlungen iiber die singuliren Losungen aus den
ersten Perioden zu lesen, braucht wohl nicht erst hervorgehoben werden.

II. Kapitel

Ubersicht der Entwicklungsgeschichte der Theorie der singuliren
Lisungen.

In der Geschichte der Theorie der singuliren Losungen kann man
sieben Perioden unterscheiden. Zur ersten Periode rechne ich die yer-
einzelten Fille des ersten Auftretens der singuliren Losungen, bei denen
man noch nicht daran gedacht hatte, nach der Existenz der singuliren
Ltisungeﬁ zu fragen.

In der zweiten Periode begannen dann die zielbewuBten Untersuchungen
und man gewann ein Mittel, die singuliren Lésungen durch eine Regel auf-
zufinden. Aber man konnte die Ldsungen nicht begreifen und nicht er-
kliren und hielt ihr Auftreten fiir ein merkwiirdiges Paradoxon.

Erst in der dritten Periode kommt man dazu, den wahren Grund
dieser Losungen zu erkennen, was dem genialen Forschungsgeiste LaGraNGES
zu verdanken ist. LAGrRANGE hat den Zusammenhang der singuliren und
vollstindigen Losungen von Differentialgleichungen dargelegt und gab zuerst
prizise Anleitungen, um die singuliren Losungen aus den Differential-
gleichungen einerseits und den Integralgleichungen andererseits zu erhalten.

) Courxor [28], § 520.
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Unmittelbar nach LaAcraxce finden wir eine Reihe von Arbeiten —
die vierte Periode umfassend —, deren Hauptziel die Aufsuchung von unter-
scheidenden Merkmalen zwischen partikuliren und singuléiren Integralen war.

Uber ein halbes Jahrhundert, wiihrend der fiinften Periode der Ent-
wicklung unserer Theorie, wurden die Anschauungen von Lacrange als die
allgemein giiltigen angesehen, doch nur wegen Mangels an besseren. Man
hatte nimlich bemerkt, da in den von Lacraxce aufgestellten Theoremen
ein Widerspruch liege, der lange Zeit sogar als ein unlosbares Paradoxon
angesehen wurde. Dieses Paradoxon war es auch, welches in den siebziger
Jahren des vorigen Jahrhunderts einen vollstiindigen Umschwung in den
Betrachtungen der singuliren Ldsungen verursachte.

Mit DarBoux und Cavrey traten die Untersuchungen in ein neues
Stadium -— die sechste Periode. Im Gegensatz zu anderen Zweigen der
Analysis kam man bei den singuliren Ldsungen erst jetzt dazu, also ver-
hidltnismiBig sehr spit, die geometrische Natur der durch Differentiation
und Elimination erhaltenen Integrale der Differentialgleichungen eingehender
zu studieren und die Fille, in denen Lacrances Methoden keine singulire
Losungen geben, mit Hilfe der Geometrie zu erkliren. Jedoch ganz be-
friedigend waren auch diese neuen Untersuchungen nicht, und so konnte
AvoLr Maver') 1883 noch sagen: Die Aufgabe, ohne vollstindige Inte-
gration der Differentialgleichung ein Kriterium fiir die singulire Losung
aufzustellen, welches ebenso notwendig wie hinreichend sei, ist selbst fiir
die Differentialgleichungen mit zwei Variablen noch nicht endgiiltig geldst.

In der letzten und siebten Periode kam man deshalb wieder zur
analytischen Behandlung der singuliren Losungen zuriick, bei welcher die
von DarBoux aufgedeckten Schwierigkeiten, die so lange keinen befriedi-
genden AbschluB in unserer Theorie aufkommen lieBen, in geschickter Weise
‘vermieden wurden. Erst HAMBURGER war es gelungen, in das Wesen unseres-
Gegenstandes Klarheit zu bringen, so daB man dessen Arbeit in der Haupt-
sache als eine endgiiltige Erledigung der Theorie der singuliren Losungen
der Differentialgleichungen von der ersten Ordnung mit zwei variablen GroBen
ansehen kann.

III. Kapitel.

Vereinzelte Fille von Differentialgleichungen mit singuliren
Losungen.

Im Jahre 1715 verdffentlichte BRook TAvLor seine Methodus Incremen-
torum, welche die erste singulire Losung einer Differentialgleichung ent-

!) Math Ann. 1883, Bd. 23, p. 368.
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hilt, die durch direkte Ableitung einer solchen gewonnen ist. Ebenso wie
TavrLor in diesem Werke seine nach ihm benannte Reihe zum erstenmal
den mathematischen Kreisen iibergab, ohne eine Ahnung von deren grofer
Wichtigkeit fiir die Mathematik zu haben, ebenso wufBite er nicht, welch
bedeutsamen Fortschritt er in der Analysis anbahnte, als er eine vorgelegte
Differentialgleichung zum zweitenmal differentiierte und daraus ein fiir
ihn so sonderbares Resultat erhielt — die erste singulire Losung einer
Differentialgleichung. Wenn er nidmlich von ihr als einer singularis quae-
dam solutio problematis spricht, so geht daraus aller Wahrscheinlichkeit
nach hervor, daf sie ihm nur als eine ,merkwiirdige“ Losung aufgefallen
“ist.  Seine Worte diirften dieser Art von Losungen den Namen gegeben
haben, wenn auch die Bezeichnung ,singulire Liosung* heute in einer ganz
anderen Bedeutung gebraucht wird, als TavLor ihr zugrunde legte.
Im Lemma I der Meth. Incr. spricht Tavror!) von der Gleichung

A28 — 422 = (1 S5 ZZ>2 (%;)2

Ganz unvermittelt 148t er dann den Wert fiir # folgen, der die Differential-
gleichung befriedigt, und zwar
1+ 22
xr = — g’
(@a+vitat )

Erst einige Seiten®) nach dieser Bemerkung kommt er wieder auf diese

Differentialgleichung zurtick und gibt noch eine weitere Lisung derselben:
2 = 1, die singularis solutio.

Das Merkwiirdige an der Lisung der Aufgabe, die Tavror behandelt
hat, ist, wie schon hervorgehoben, die zweite Differentiation einer Gleichung.
Caxtor®) wirft die Frage auf, ob wohl TavLor bei diesem Vorgehen unter
dem Einflusse NEwroxs gestanden habe, ohne daB er es jedoch versucht,
diese Frage zu beantworten; diese Frage diirfte wahrscheinlich auch gar
nicht zu beantworten sein. Ganz neu ist aber das zweimalige Differentiieren
bei TavrLor nicht mehr, da bereits Lemxiz*) 1694 einen derartigen ProzeB
zur Anwendung bringt. Auch kommt dieser Kunstgriff Taviors zur Um-
wandlung einer Differentialgleichung schon 1697 bei Jomaxx BrrxourLi®)
und bei Jakos Bernourri®) vor.

Lingere Zeit dauerte es, bis Arexis Cramaur®) bemerkte, daB es eine
gewisse Gattung von Differentialgleichungen gibt, die man durch Differen-

: ) Tavror [6], p. 17; vgl. Lacrance [25], § 244, 245 und Canror, Gesch. der
Math. 2. Aufl., Bd. 3, p. 458. %) Tavyror [6], p. 27. %) Cantor (siche Anm. 1)
p. 463. %) Lemwz [5]. % Canror (siehe Anm. 1) p. 459, 453.  ©) Cramavur [7]
p. 206.
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tiation integrieren kann, und daB die so gefundenen Integrale niemals in
dem allgemeinen Integrale enthalten sind, welches sich nach den gewdhn-
lichen Regeln der Integralrechnung ergibt. Ebenso wie TAvLor mag auch
Cramraur nur durch Zufall auf die Entdeckung der singuliren Losungen
gekommen sein; wiihrend der erstere direkt mit der Losung einer vor-
gelegten Differentialgleichung sich beschiiftigte, behandelte Craraur nur
eine besondere Art von geometrischen Problemen, die damals im Vorder-
grunde des Interesses standen'); es soll
deshalb hier eines von Cramaurs Bei-
spielen hier ausfiihrlicher gebracht werden.

Cramaur bringt in seinem Aufsatze
als drittes Problem folgende Aufgabe?®):
»Man bestimme die Gleichung einer Kurve
MON (Fig. 1), welche derart beschaffen
ist, daB sie von den Schenkeln eines kon-
stanten Winkels M CN umbhiillt wird, wo-
bei gleichzeitig der Scheitel C' dieses Win-
kels immer auf einer fest gegebenen Kurve
EC sich bewegt.*

Bei der Behandlung dieser Aufgabe kommt Cramaur auf die beiden
Gleichungen:

P B Q_A
T T

dy _ y— 2

& ek (1)
d ;
7= 1), (2)

wo ®(u) =BC, u=AB, PM =y, AP= g und BP = 2 — u bedeuten,
wenn A als Koordinatenanfangspunkt angesehen wird. Cramraur bespricht
nun die Losung dieser Aufgabe, indem er zeigt, daB man auf eine spezielle
Losung kommt, wenn man nicht die gewdhnliche Integrationsmethode an-
wendet, die darin bestehen wiirde, daB man aus Gleichung (2) den Wert

R 2 ” s .
fir » in dg: ausdriickt, denselben in Gleichung (1) einsetzt, wodurch eine

Gleichung in ,y, dz, dy resultiert, deren Integration das allgemeine Inte-
gral liefert. Diese Losung muB eine Konstante in sich schlieBen, welcher
man jeden belicbigen Wert erteilen kann. Auf diesem Wege, sagt Crar-
raUT?), wird man niemals die gewiinschte Losung erhalten, die man vielmehr

') Siehe z. B. eine Arbeit von DE ra Foxrawve, Hist. de I'Ac., Paris 1734,
p. 527—537; ferner unten Anm. 2, S. 331. %) Cramravur [7], p. 209. Der etwas
unklar gehaltene franzosische Text lautet: Trouver les courbes M ON autour
desquelles faisant glisser 1'équerre M C N, le sommet C de cette équerre soit tou-
jours dans la courbe donnée EC. %) Cramaur 7], p. 209.
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obne Hilfe der Integralrechnung erhilt. In den Gleichungen
aI1(u) — ull(u) = y — @(u) (3)
dy = dz - II(u)
sind II(u) und @(u) Funktionen einer Veriinderlichen u, deren Elimination
aus den beiden Gleichungen im allgemeinen unmoglich ist. Dieser Umstand
fithrte wohl Cramavur auf den gliicklichen Gedanken, eine der Gleichungen

zu differentiieren und in die erhaltene derivierte Gleichung das aus der
zweiten gewonnene dy zu substituieren. Dies ergab

[(z — w)IT'(u) — II(u) + @' (u)]du =01)
und durch Division mit du die reduzierte Gleichung
(z — w)IT'(w) — I(u) + @ (u) = 0.

Wihrend man nun einerseits # aus dieser Gleichung berechnet und in
Gleichung (3) einsetzt, kann man auch y als Funktion von u erhalten.
Cratraur gibt die Werte von z, y als Funktionen von « an:

IT(u) — @ (u)
z=u-+ —fﬁ;@)—
II IT () + @’
y= q;(u) + _('ﬁ).[__("'()T(“)]

und bezeichnet sie als résolution générale. Anderseits ist du gleich Null
zu setzen, d.h. u gleich einer beliebigen Konstante a. u = a in Gleichung (3)
substituiert, gibt #II(a) — aIl(a) = y — @(a), was immer eine gerade Linie
darstellt, deren Gleichung keineswegs in dem nach der ersten Methode er-
haltenen Resultat eingeschlossen ist.

Man sieht ein, daB von den erhaltenen Losungen nur diejenige eine
singuléire ist, die den beliebigen Parameter « enthilt, und die andere, welche
beliebige Konstante enthalten kann, das allgemeine Integral gibt.

[#II(a) — all(a) = y — @(a)].

So war es Cramaur gelungen, zwei Losungen auf einmal aus der
nimlichen Gleichung anzugeben, die eine verschieden von der anderen. Die
erste Losung ist die wahre Losung der vorliegenden Aufgabe und zwar die
singuléire, denn die zweite, anstatt die durch den Winkel beriihrte Kurve
zu geben, driickt vielmehr die Geraden aus, welche die Schenkel dieser
Winkel da,rstellen.z) Trotzdem darf man CrLAIRAUT nicht viel mehr als ein
Erkennen einer Losung, die nicht in der allgemeinen enthalten ist, zu-

Y Bei Cramavr sind die Differentiale von IT(u) und & (w) mit 4 () und = (u)
bezeichnet. %) Cramravur [7], p. 210.
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schreiben. Von einer allgemeinen Methode oder einem Aufstellen einer be-
stimmten Regel zur Auffindung der singuléren Ldsung ist noch keine Rede.
Doch spricht Crairavr selbst zu Beginn seiner Abhandlung den Gedanken
aus, daB die von ihm gefundene Ldsung einer geometrischen Aufgabe (wie
das zitierte Beispiel sie zeigt) bei anderen Problemen sehr gut benutzt
werden konne. Daraus kann man mit Recht den SchluB ziehen, daB er
wuBte, etwas Wichtiges fiir die Entwicklung der Differentialrechnung ge-
leistet zu haben, im Gegensatz zu TAvLOr, der seine singulire Losung gar
nicht weiter beachtete. ,Es hat mich sehr gefreut,“ sagte Cramaur?),
ydiese Besonderheit (singularité) der Rechnung, welche sich hier leicht dar-
bietet, zeigen zu konnen.“

Das behandelte geometrische Problem diirfte auch ersehen lassen, was
CrAtrauT zu seiner Abhandlung veranlaBt haben diirfte; man kann wohl
annehmen, daB CramravT durch eine Abhandlung von Boucuer?) mit einer
Ergiinzung von MauperTUlS, in der die Ableitung der Verfolgungskurve
(courbe de poursuite) gegeben ist, auf den Gedanken gekommen ist, noch
weitere Aufgaben zu bearbeiten, die von Kurven handeln, welche unendlich
viele Gerade beriihren.

Noch eine Differentialgleichung aus Cramravrs Aufsatz®) verdient be-
sonders hervorgehoben zu werden, niimlich (d ) —(z+ l)dy +y=0,

die nach ihrem Entdecker den Namen ,Cramaursche Gleichung“ fiihrt.
Wird diese Gleichung nach x differentiiert, so erhilt man eine weitere, die
da*y ¢y
dt

Die zweite dieser beiden neuen Gleichungen zweimal integriert, gibt die
gerade Linie y = ax 4+ b, die eine vollstindige Losung der vorgelegten
Differentialgleichung liefert; die erste Gleichung differentiiert, gibt die

sich in die beiden Gleichungen 2 0Y — 2 —1=0 und 4= 0 erlegt.

Parabeln y = (1 + ) + ¢.  Den analytischen Zusammenhang der beiden

Integrale kannte Crarraur merkwiirdigerweise noch nicht; doch war ihm
schon die geometrische Beziehung bekannt, daB nimlich das letztere Resultat
die Kurve der Enveloppe der Schar von geraden Linien darstellt, welche
durch das erstere Resultat bestimmt werden. LaGraNGE hob schon hervor,
daf Cramaur mit Unrecht die Geraden als weniger allgemein betrachtete,
als die Parabel, an welche sie die Tangenten sind.

Fassen wir kurz die von Cramraur gefundenen Resultate zusammen,
so sehen wir, dafl er die folgenden zwei Haupteigenschaften der singuliren
Losungen der Differentialgleichungen klar ausgesprochen:

Noa: 990,29 218 ?) Mém. de 1'Ac. Paris 1732, p. 1, 15. %) CLAIRAUT®
[7], p.210—211.
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1. daB man Differentialgleichungen durch Differentiation integrieren kann;
2. daB die auf diesem Wege gefundenen Integrale niemals in den
Integralen enthalten sind, die man auf dem gewdhnlichen Wege

der Integration gefunden hat.
Direkt beeinfluBt von Crairavrs Entdeckung ist unzweifelhaft eine
Arbeit D’AveuBerrs?), die 1748 verdffentlicht wurde. Dort untersucht

D’AvemserT die Differentialgleichung von der ersten Ordnung f (x, Y, (‘j—l) =0,

die in impliziter Form gegeben ist. Um die Gleichung nach y aufzuldsen,
fihrt er eine Transformation ein — die ilteste, die eine Integration durch
Differentiation bewerkstelligt —, mit Hilfe deren er die nach ihm benannte
D’AvemBerTsche Gleichung?)

dy\ _ dy dy
vo (72) ==v (32) +1(3%)
losen kann. In einem Zusatze finden wir den besonderen Fall dieser

Gleichung behandelt: y =z Z—Z + f (%) , der die allgemeine Form der von
Crarraur behandelten Gleichung darstellt. Aus dieser Gleichung folgert

D’AvemBerT durch nochmalige Differentiation nach z

(o 1) 20

@
Die beiden Faktoren dieser Gleichung, jeder gleich Null gesetzt, geben die
Gleichungen einer Kurve und von geraden Linien, wobei die Kurve die Be-
rithrende der geraden Linien darstellt.

D’AremBeERT gab also zum erstenmal eine allgemeine Form der von
Cramraur bebandelten Gleichungen und es diirfte hier vorausgreifend zu er-
withnen sein, daf wahrscheinlich erst in den vierziger Jahren des 19. Jahr-
hunderts, z. B. bei Courxor?®), klar die bemerkenswerte Eigenschaft der
gLAIRAUTSChen Gleichungen ausgesprochen ist, wonach man in derselben fiir

Y

dp Dur eine konstante GrioBe zu substituieren hat, um unmittelbar das all-

) o’Aremert [9]. *) Pascan (Rep. d. hoh. Math., iibers. v. Scaeer 1900, Bd. 1,
p.174) nennt diese Gleichung merkwiirdigerweise die ,,Moxaesche Gleichung*, withrend
Roucnt et Levy (Analyse infin. 1902, Bd. 2, p. 509) und Humserr (Cours d'Analyse
1904, IL. Bd., p. 288) ihr den Namen ,I'équation de Lacraxee* gaben. Man nennt sie
vielfach auch die ,verallgemeinerte* Cramravrsche Gleichung. Die D’Aremsertsche
Gleichung fithrte Monee auf eine lineare Gleichung zuriick, die sich durch zwei
Quadraturen integrieren lift (Corresp. sur 1'éc. Polyt. 1805, Bd. 1, p. 73). Navier
(Rés. des leg. d’analyse 1840, § 418) findet die singulire Losung dieser Gleichung
durcl; MElimination von y’ aus den Gleichungen y = 2 M (y') + N(y¥) und
e J¥-y = 0, von welchen die letztere mit leﬁIy

%) Cournor [28], siehe auch Cavcayr [30].

= o0 identisch ist.
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gemeine Integral derselben zu erhalten. Setzt man also die Crarraursche
Gleichung in die Form

d d
50 ist

f(C,y—xzC)=0
die allgemeine Integralgleichung derselben. Sehr lange glaubte man nun,
daB diese Art der Herleitung des allgemeinen Integrals aus einer Differen-
tialgleichung ausschlieBlich den Crarraurschen Gleichungen zukiime —
Maxsion') gab sogar einen Beweis, daB Cramaurs Gleichung die einzige

Gleichung ist, deren Integral man dadurch erhiilt, daB man g% durch eine

wirkliche Konstante ersetzt —, bis vor kurzer Zeit Rarry?), Goursar®) und
LixpuaceN?®) fanden, daB diese Methode auch bei andern Klassen von Diffe-
rentialgleichungen mit bestimmter Beschaffenheit zur Verwendung kommen kann.

Bei den Cramaurschen Gleichungen stellen die partikuliren Integrale
gerade Linien dar und gerade diesem Umstande mufl man es zuschreiben,
daB die Schwierigkeiten, die der Entwicklung der Theorie der singuliren
Losungen so lange im Wege standen, bei der von Cramraur entdeckten Klasse
von Differentialgleichungen gliicklich vermieden wurden. Wie wir noch
sehen werden, hatte man fiir die Existenz der singuliren Lisungen das

gleichzeitige Bestehen der drei Gleichungen F(z,y,%) =0, %Z/If =0,

%% + 9y %§ = 0 als notwendig erkannt. Wenn aber die dritte Bedingungs-
gleichung auf die Crairavrsche Gleichung angewendet wird, so wird die-
selbe fiir alle Variablen # und y identisch erfiillt sein; folglich sind fiir die
spezielle Klasse der Crarraurschen Gleichungen gar nicht drei Bedingungs-
gleichungen nétig. Der Grund dafiir liegt darin, daB die dritte Gleichung
eine Wendepunktsbedingung fiir die Integralkurven der Differentialgleichungen
ausdriickt, welche bei den partikuliiren Integralkurven der Crarraurschen
Gleichungen, die stets Gerade sind, in allen ihren Punkten erfiillt wird.
Diese Eigenschaft der Integralkurven lieB die Crarraursche Gleichung stets
eine Sonderstellung in der Theorie der singuliren Losungen einnehmen.
Bei dieser Gelegenheit sei noch erwihnt, daB die Theorie dieser Diffe-
rentialgleichung im Grunde genommen den Keim des Begriffes Linienkoordi-
nate enthilt, wie CmaLes®) gelegentlich bemerkt. Es ist auch deutlich aus
der Einleitung zur Abhandlung Prickers®), in der die Linienkoordinaten

) Manston [69], p. 91. %) Rarry [99]. %) Goumsar [100]. %) LixpHaGEN

[108]. ®) Lie-Scuerrers [102] p. 31 Anm. % CreLie, Journ. f. Math. 1830,
Bd. 6, p. 107. ‘
Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XX. 3. 23
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334 Rornexserc: Singulire Losungen totaler Differentialgleichungen.

in die Geometrie eingefithrt werden, ersichtlich, daf Prucker die Crai-
rautrsche Differentialgleichung vor Augen gehabt hatte.

Als ersten Deutschen, der eine Differentialgleichung mit einer singuliren
Lisung verdffentlichte, finden wir, wie schon CaxTor mitteilt?), den Wiirttem-
berger WiLneLy CrLeEmm.?) In einer nur einige Seiten umfassenden Note
aus dem Jahre 1752 spricht CLemm die Worte aus: ,Nicht alles, was ich
nicht durch die ordentlichen Regeln integrieren kann, ist deswegen der Inte-
grierung ganz unfihig. Diesen Satz beweist er an der Hand der Diffe-
rentialgleichung ydo — zdy = ay/dz® + dy’. Auf das gleiche ,,Beispiel einer
Differentialgleichung, die durch eine doppelte Differentiation endlich ihr
Integral gibt, kommt CLemm®) 1764 wieder zu sprechen, ohne aber bis
dahin scheinbar von den anderen Untersuchungen iiber solche Lisungen
Kenntnis erhalten zu haben.

Mit Cremm konnen wir die erste Periode der Entwicklung der Theorie
der singuléiren Losungen beschliefen. Bisher waren nur einzelne Fille von
singuliren Losungen beobachtet und weiter ausgefithrt worden; diese Resul-
tate standen vereinzelt und ohne jeden Zusammenhang. Doch war die Auf-
merksamkeit auf diese Losungen einmal gelenkt und es dauerte daher nicht
mehr lange, bis eine zusammenfassende Arbeit iber die Theorie der singu-
liren Losungen erschien.

IV. Kapitel

Uber die ersten zielbewuBten Untersuchungen in der Theorie der
singuliren Lésungen.

Erst nach der Veriffentlichung der wichtigen Arbeiten von LroNmarD
Evrer konnen wir die Lehre von den Differentialgleichungen mit singuliiren
Losungen als einen neuen Zweig der Differentialrechnung ansehen. Eurer
hatte sich anscheinend zur Aufgabe gemacht, die neue Theorie vollstindig
auszuarbeiten, obwohl er es bei weitem nicht zu endgiiltigen Abschliissen
bringen konnte, da er hauptsiichlich nur das Paradoxe in dem Auftreten
der verschiedenen Losungen der Differentialgleichungen behandelte. Sein
Hauptverdienst in bezug auf die Entwicklung unserer Theorie bestand in
der Anregung, die er durch seine allgemeinen Untersuchungen, besonders
durch seine grofle Arbeit in den Berliner Miscellaneen gab, so dafl sich

1) Canror (siehe Anm. 1 S. 328) p. 889. %) Cremym [10]. %) Cremy, Math.
Lehrb., Stuttgart 1764, p. 412.
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auch spiiter bedeutende Minner mit diesem interessanten Teil der Differen-
tialrechnung befalt haben. Nicht zuviel behauptet man, wenn man alle
Anfinge der unmittelbar nach ihm erfolgten Entdeckungen auf unserem
Gebiete EvrLer zuschreibt.

Fast zur niimlichen Zeit') wie Cramraur kannte auch Eurer bereits
Differentialgleichungen, die singuléire Liosungen besitzen. Eurer, der eigent-
liche Begriinder der analytischen Mechanik, wendet zum erstenmal analy-
tische Methoden auf mechanische Probleme®) an und kommt bei einigen
auf die ihm sonderbar erscheinenden Ldsungen. Eine solche Aufgabe aus
seiner Mechanica®) sei im folgenden durchgefiihrt.

»Es zieht eine gleichformige Kraft iiberall in vertikaler Richtung ab-
wiirts; man soll die Kurve A M bestimmen, auf welcher
ein Korper gleichférmig nach einer bestimmten Seite
AP (Fig. 2) hin fortschreitet.”

Auflosung: Es sei AM die gesuchte Kurve
und man nehme als Abzissenachse die Tangente AP,
welche nach der gegebenen Seite hin gerichtet ist.
Die Aufgabe verlangt also, daB der unter Antrieb der
gleichférmigen Kraft ¢ auf A sich bewegende Koérper
in derselben Zeit nach M gelange, in welcher ein mit
gleichformiger  Geschwindigkeit VIT (Bezeichnung
EuLers) sich bewegender Korper die entsprechende Achse A P durchliuft. Die
Anfangsgeschwindigkeit des ersten Korpers in A wird ebenfalls J/b sein. Man
setze AP=x, PU=y, AM =s und ziehe die vertikale Linie AQ,
welche die Horizontale durch M in a schneidet. Die Geschwindigkeit des
Korpers in M wird daher ebenso groB sein, als diejenige, welche er in @
haben wiirde, wenn er mit der Anfangsgeschwindigkeit ]/b— durch A4 @ herab-
gefallen wiire. Setzt man also 4@ =2z, so wird jene Geschwindigkeit
=Vﬁ; Nach der Bedingung der Aufgabe ist aber

O b
Vo + gz 142

und man erhilt hieraus die Gleichung

Fig. 2.

) Cramavrs Aufsatz von 1734 [7] ist erst im Jahre 1736 von der Pariser
Akademie verdffentlicht worden, also wurden Cramaurs Entdeckungen im gleichen
Jahre wie Euvrers Aufgaben publiziert. %) Poissonx [26], Art. 4 zeigte die Be-
deutung der singuldren Losungen in Problemen der Dynamik. Poissox zog Fille
in Untersuchung, bei welchen die Bewegungen eines Systems von Massen wiithrend
einer gewissen Zeit durch die allgemeinen Integrale, und wihrend einer anderen
bestimmten Zeit durch die singuliren Lisungen gegeben werden. %) EvLer [8],
Bd. I, p. 115, § 262—268; ferner § 300—303, 331—335.

23"
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336 Rorressera: Singulédre Losungen totaler Differentialgleichungen.

dy Vb =dz V.
Es wird aber z als Funktion von z und y mit Hilfe des Winkels PA4Q
gegeben sein; dann wird, wenn sin PA@Q = m gesetzt wird:

VLR T PR R
=my +2)/1 —m® und dy=d7ni—d—x]—/—}m——1"—

und folglich die Differentialgleichung

e Vb dz
Vot —mh+ mygz
deren Integral die Form besitzt:

_ 2Ybz _ 2bY1—m? g mygz + Vb1 — m?)

" mVg m*g Vb1 —m?)
(Die Konstante ist bestimmt durch ¢ = 0 fiir 2 = 0.)

Setzt man in diese Gleichung statt z seinen obigen Wert in 2 und y,
so erhilt man eine Gleichung in z und y, welche die Natur der gesuchten
Kurve ausdriickt.

Die Kurve, welche der Aufgabe Geniige leistet, ist also transzendent,
weil sie von Logarithmen abhiingt, ausgenommen, wenn m = 0 und m = 1
ist; im ersten Fall ist AP vertikal, im zweiten horizontal.

Ist m = 1, also AP horizontal, so wird # =y und erhiilt die Gleichung
dyVlT= dxYgy oder z = 2—}%, d h 2= ‘lg—by. Diese Kurve, eine
Parabel, ist diejenige Bahn, welche ein in A mit der gleichférmigen Ge-
schwindigkeit ]/17 fortgeworfener Korper beschreibt.

EuLer bemerkt zu dem zweiten Fall, wo m = 1, daB man die jenem
Logarithmus gleiche Reihe bis ins Unendliche fortsetzen kann, und es werden,
wenn man letztere substituiert, alle Glieder gegen das allerletzte, welches
einen unendlich groBen Wert besitzt, verschwinden. Dieses Glied wird aber
z2=0 oder y = 0 geben, folglich wird in diesem Fall die gerade Linie der
Differentialgleichung Geniige leisten. Eurer sah, daf die Gleichung des all-
gemeinen Integrales diese gerade Linie nicht umfassen kaun, was aus seinen
Worten hervorgeht: Mirabile igitur videtur, quod aequatio differentialis et
integralis quoque, quae produit, si ponatur m = 1, parabolam tantum
praebeat et rectam horizontalem excludere videatur.

Wie aus vorstehender Aufgabe zu ersehen ist, hat sich also EvLER vor-
genommen, Kurven zu finden, auf welchen Korper sich bewegen konnen,
die gegebenen Kriiften unterliegen und gleichzeitig gewisse Bedingungen zu
erfiillen haben. ,Nichts hindert, daB es mehrere Kurven gibt, welche einer
bestimmten Eigenschaft geniigen, und in der Tat zeigte obige Rechnung
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eine Parabel und eine horizontale Gerade im Einklang mit den in der Auf-
gabe gestellten Bedingungen.*

EuLer versucht nun, durch solche Fille von merkwiirdigen Losungen
veranlaBt, eine Regel anzugeben, um diese Losungen zu entdecken. Er

schlieBt allgemein, daB die Differentialgleichung th= Vdu, in welcher T

eine fiir =0 verschwindende Funktion von ¢, und V eine beliebige Funktion von
u bezeichnet, ebenso wie die Integralgleichung ¢=0 diejenige Funktion enthilt,

welche f th = f Vdu nach der Integration ergibt. EuLEr meint, da man

das erste Integral ¢, das z. B. in dem zitierten Beispiel eine Funktion von
2, y ist, nur mit Unrecht vernachlissigen konne.

Zwanzig Jahre spiter, im Jahre 1756 unterzieht Eurer die zwei
Arten von Paradoxa, zu denen Crarraur als schlieBlichem Resultat gelangt
war, einer eingehenden Untersuchung.’) Er betrachtet die singuliren Ld-
sungen einmal wegen der Art ihrer Herleitung auf dem Wege der Diffe-
rentiation und dann in bezug auf ihre Eigenschaft, nicht im allgemeinen
Integral enthalten zu sein. Das erste Paradoxon, daB nimlich eine Diffe-
rentiation zu demselben Ziele fithren kann, zu welchem man nur durch
Integration zu gelangen gewohnt war, hilt EvLEr fiir einen iiberraschenden
Zufall; da eine Differentiation gerade die entgegengesetzte Operation vom
Integrieren ist, so konnte man annehmen, da man sich durch eine aber-
malige Differentiation weiter vom Ziele entfernen wiirde. Von groBem
Vorteil hilt er es, wenn eine zweimalige Differentiation stets zu einer sin-
guliiren Lisung fithren wiirde, wagt es aber nicht, diesen Weg einer Lisung
fiir alle Fille als giiltig anzusehen. Eurer weiB, da8 die Kurven der
partikuliiren Losungen die Kurve der singuliren Losung beriihrt, hebt aber

dennoch sonderbarerweise nicht ausdriick- g o
lich hervor, daB die letztere Kurve die En- g
veloppe aller partikuliren Integralkurven P iy g
darstellt. Z Fole

Eines der Beispiele EuLers fiir das \
erste Paradoxon ist das folgende: ,Es ist
die Gleichung der Kurve A M B (Fig. 3) zu * £ i

Fig. 3.
finden, welche in allen ihren Punkten die *

Eigenschaft besitzt, daB ihre Tangenten von zwei in ihren Schnittpunkten
A und B mit der Achse 4B errichteten Senkrechten AF und BJ Stiicke

(z. B. AT und BV) abschneiden, deren Produkte stets eine konstante GriBe
besitzen. ?)

) Evrer [11], p. 300. *) EviLer, a a. O. p. 308.
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Losung: Essei A B = 2a, die Abzisse A P = g, die Ordinate M P = y.
Zieht man in unendlich naher Entfernung von MP die Ordinate mp, so
wird Pp = Mn =dxz und mx =dy. Wenn die Geraden 7’R und MS
parallel zur Achse gezogen werden, so wird die Ahnlichkeit der Dreiecke
Mmam, TRM und MSV, weil PB= MS = 2a — z ist, die Gleichungen

liefern:

A ,  (2a—2a)dy
RM—W lllld S;—T.

Dann wird

Aoy o NG BI"=y+.(2“;‘”)dy’

x

und damit die Relation A7 - BV = const. durch folgende Gleichung aus-

gedriickt:
xdy ady

( - 7{{) (?I v vt o 8 7.%_) == const. = ¢?.

Wollte Evrer diese Differentialgleichung nach der gewdhnlichen Methode
behandeln, so wiirde er bald auf Schwierigkeiten gestoBen sein. Er setzt

daher zuniichst p = Z—‘;{ und 16st die Gleichung nach y auf:

y=—(a—2)p+ Ve +a*p*.

EuvrLer differentiiert nun diese Gleichung nach z;

a*pd
dy = pdz = —(a —2)dp + pds + Lt
und erhilt nach Division mit dp daraus: z =a — Vé;-q ?iép? oo ureh
Substitution des Wertes von (a — ) in die Gleichung fiir y folgt
¢
ST

Aus den beiden letzten Gleichungen fiir # und y wird p eliminiert:
(a—u* o et
B UL g Tt pr h
Die gesuchte Kurve ist also eine Ellipse, deren eine Achse AB und kon-
jugierte Halbachse gleich ¢ ist. Es ist aber klar, daB, was EuLer hervor-
hebt, auBler dieser Kurve der Aufgabe noch eine unbegrenzte Anzahl von
geraden Linien 7'V geniigen, die so liegen, daB das Produkt A7 - BV

immer gleich dem Quadrate der Halbachse ¢ ist. Diese geraden Linien
2
finden sich aus dem Divisor dp = i | , wenn derselbe gleich Null gesetzt wird.
dx?

Es ist leicht einzusehen, daB die Gleichung der Ellipse, ohne will-
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kiirliche Konstante, nichts anderes als die singulire Liosung ist; dagegen
die Gleichung der geraden Linie mit einer willkirlichen Konstanten das all-
gemeine Integral der Differentialgleichung darstellt. :

Fiir nicht weniger iiberraschend hiilt EvLer das zweite Paradoxon, da8
nimlich die singulire Losung nicht in dem allgemeinen Integral enthalten
ist, da dies auch diametral den gewGhnlichen Regeln der Integralrechnung
gegeniibersteht. Man glaubte niimlich, dafl von einer Differentialgleichung
nur ihr allgemeines Integral zu suchen sei, dem man, um die allgemeinste
Losung zu erhalten, nur eine undefinierte Konstante beizufiigen habe. Das
Verhalten der singuliren Losungen, sagt EuLer, sei um so mehr paradox,
je mehr man von der Richtigkeit der in den letzten Zeilen ausgesprochenen
Worte iiberzeugt ist. Wenn aber die Gleichung des allgemeinen Integrales,
die man in vorgeschriebener Weise behandelt, alle Losungen der Differential-
gleichung nicht erschopft, so miisse das betreffende Problem Liosungen zu-
lassen, welche die Integration nicht liefert. Eurer bemerkt, daB dieselben
Fille, die durch die gewdhnliche Integration nicht erreicht werden konnen,
eben diejenigen sind, welche durch eine wiederholte Differentiation der
Differentialgleichung das erste Paradoxon geliefert haben. Diese Uberein-
stimmung betrachtet Eurer nicht mehr als einen Zufall, und stellt die Be-
hauptung auf, die beiden Paradoxa seien dermafien miteinander verbunden,
daB das eine notwendig in dem anderen enthalten ist. Eurer hat dagegen
nicht weiter versucht, den Zusammenhang der beiden Losungen zu erforschen,
sondern er begniigte sich damit, das Vorhandensein verschiedenartiger
Losungen als Paradoxon der Integralrechnung hinzustellen. LacraNGe!)
wies darauf hin, daf die EvrLerschen Paradoxa doch schon als wesentliche
Resultate der Analysis anzusehen sind.

Einen grofien Fortschritt in der Entwicklung der Theorie der singu-
liren Losungen hat dagegen Eurer dadurch gemacht, dafl er zuerst eine
exakte Regel”) aufstellt, um solche Losungen einer Differentialgleichung
zu finden.

Es sel z irgend eine Funktion zweier veriinderlicher Grofen x, y und Z
irgend eine Funktion von z, ferner P, @, V beliebige Funktionen von x, y
und angenommen, daB man auf irgend einem Wege zu der Differential-
gleichung Vdz = Z(Pdz + Qdy) gekommen wire; dann ist es klar, daB
Z = 0 der Gleichung geniigt. Man wiirde nun auch z = const. erhalten
und daraus folgernd dz = 0, so daB in diesem Falle fiir # = ¢ die Glieder
Z und Pdx + Qdy verschwinden. EuLer erprobt diese Regel an mehreren
Beispielen.

) Lagrange [25], § 250; Oeuvres Bd. 10, p. 265. %) Eucer [11], p. 319.
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Wie wichtig fiir unsere Theorie EuLErs Arbeit geworden ist, 1Bt sich
aus den inhaitsvollen Worten von LAGrANGE ersehen: ,EuLeEr war der Este,
der die singuliiren Losungen als Ausnahmen der Theorie der willkiirlithen
Konstanten in der Differentialrechnung betrachtet hat. Seitdem hat nan
erkannt, daB sie von der allgemeinen Theorie der Differentialgleichuigen
und deren Abgeleiteten abhingen und daB sie dazu dienen, dieselber zu
vervollstindigen.*

Ein Jahr, bevor EvLer die Inst. Cale. integr. und darin weitere Urter-
suchungen fiir die Theorie der singuliren Losungen herausgegeben hitte,
wurde eine neue Art gefunden, die isoliert auftretenden Integrale von
Differentialgleichungen zu finden. Marquis pE CoNporcET!) bringt in ehem
Essai von 1766 als erstes Problem die Aufgabe, von einer Differenial-
gleichung sowohl die allgemeine als auch die singuliire Liosung aufzusucien.

CoNDOrCET betrachtet die Differentialgleichung

Adx + Bdy =0, (1)

wo A und B rationale und ganze Funktionen sind. Dann werde 4'dz + 2'dy
angenommen, so daf

dA dB’ A" A
i gode Fll R (2)
die beiden Gleichungen sind identisch, woraus, da A’ = B’—j ist,

.
TR PR

oy ~Baytray
folgt. Durch Substitution in Gleichung (2) ergibt sich nun

A
dB _ 4B _ B _,
dzx B dy dy

Diese letzte Gleichung ist nichts anderes als die partielle Differentialgleiclung
zur Bestimmung des Evrerschen Multiplikators 4, in die sie sofort ther-
geht, wenn man B = 1B setzt; wird also hieraus B’ oder i1 bestimmi so
ist A'dz + B'dy ein exaktes Differential, dessen Integral, = O gesetzt, das
gesuchte von Adz + Bdy = 0 ist. Die niichste Bemerkung ist nun die

N A SO T L T
hier wichtige: Es ist T do+ Bdy
1

C = - =0 die singulire Losung!?)

1 nach unserer Bezeichnung. Somit

CoxporcET hat also hier als Erster versucht, die singuliren Losuagen
mit Hilfe des Integrationsfaktors aufzufinden; man braucht nur dem letzteren

) Conporcer [12], p. 6—11. DATEAD: 0T
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einen unendlich groBen Wert beizulegen, um die singuliren Lésungen
zu erhalten.!)  Spiiter ist man wiederholt auf dieses Problem zuriick-
gekommen, wovon noch die Rede sein wird.

ﬁ,’”'“;‘é'”‘c TN LT XY P
4 [ B S ady 4 N b4

V. Kapitel,k 0 NeUAUWOg0 -WarsZawsdlage
Erste vollstindige Ausarbeitung der Theorie.

§ 1. EULERs Regeln.

Bisher hatte man die Gleichungen der singuléiren Losungen nur als
sonderbare Losungen betrachtet, die sich ohne Integration darbieten. Man
hatte jedoch noch kein Mittel, um a priori festzustellen, ob eine solche
Losung im allgemeinen Integral enthalten sein kann oder nicht. EurLer
war es wieder, der eine Regel aufstellte, welche diese Frage entscheiden
sollte. Insigne hoc est paradoxon, sagte er 1768%), a nemine adhue, quantum
mihi quidem constat observatum, quod aequationi differentiali eius modi
valor satisfacere queat, qui tamen eius non sit integrale; atque adeo vix
patet, quomodo haec cum solita integralium idea conciliari possint. Im
Problem 71 gab er ein Kriterium?®), das AufschluB geben sollte, ob ein ge-
gebenes Integral der Differentialgleichung unbekannt ist.

EuLer behandelte die Aufgabe: ,,Wenn in der Differentialgleichung

dy = (—ig fir x = a die Funktion verschwindet, so soll man die Fille be-

stimmen, in welchen die Gleichung x = a ein partikulires Integral der vor-
gelegten Differentialgleichung ist oder nicht“, und kam zu folgendem Re-
sultat: Der Wert # = a ist ein partikulires Integral der Differentialgleichung,

wenn fiir £ = @ nicht nur @ = 0, sondern auch 2% oo wird. Setzt

man dann @ = (a — z)" R, wobei n eine positive Zahl bedeutet, so muB
n kleiner als die Einheit sein, wenn die Gleichung x = a kein partikuliires
Integral der Differentialgleichung sein soll, obwohl dieselbe der letzteren
Geniige leistet. Wenn aber der Exponent » kleiner als die Einheit ist, so

") Auch Euvrer bemerkt, daB man das singulire Integral erhilt, indem man
den reziproken Wert des integrierenden Faktors gleich Null setzt. Pamrevis
Zitat ([119], Anm. 76, p. 213) ist falsch, indem diese Bemerkung EurLers erst in
Kap. IV, Nr. 574 (deutsche Ausg. von Salomon, p. 340) steht und nicht p. 351
der Inst. Calc. Integr. %) Eurer [18], Schol. II in Probl. 71. %) Eurer [13],
§ 547—564.
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wird die GroBe %% ebenfalls unendlich fiir x = a. Man erhilt also hier-

durch ein neues Kennzeichen, das lehren soll, ob die irgend einer Differential-
gleichung entsprechenden Werte als partikulire Integrale angesehen werden
oder nicht.

Wird @ = O, wenn in der Differentialgleichung dy = %‘? die Ver-
dnderliche # = a gesetzt wird, so wird der Wert des Ausdruckes g—g fiir

x = a untersucht; wird derselbe endlich oder Null, so ist die Gleichung
Z = a ein partikulires Integral; wird aber jener Wert unendlich, so gehort
2 = a nicht zu den partikuliren Integralen, obclelch er die Differential-
gleichung befriedigt.

Diese Regel gab zu Erorterungen Anlal, die vlelch hier erwiihnt sein
moégen. Cavcny?!) hat 1844 ein Theorem aufgestellt, das als Gegenstiick
zu der Regel von EurLer aufgefaBt werden kann: Es seien « und g zwei
unendlich kleine GréBen, wovon die zweite so gewiihlt ist, daf die Funktion
f(z,y) bestindig das niimliche Zeichen zwischen den Grenzen y — « und
y = § behilt, d. h. daB die Funktion f(z,y) in dy = f(z,y) d» fir die
Stelle ¥y = 0 sich indere. Um nun zu entscheiden, ob der Wert y =0
der Differentialgleichung dy = f(z, y) dx als singuliires oder partikulires
Integral gentigt, ist es hinreichend, festzustellen, ob das zwischen denselben
Grenzen in Beziehung auf die Veriinderliche ¥ genommene bestimmte Integral

f f_-(zyy) selbst eine unendlich kleine Griofe ist oder nicht.

«x
Wenn also y = 0 eine singulire Losung ist von dy = f(z, y) dz, so

ist immer lim f f(aa:l—yy) =0 und wenn y = 0 eine partikulire Losung der

1'

néimlichen Differentialgleichung ist, so muB '/ 99 0 sder oo sein.
flx,y) 0
3
Die Konvergenz des Integrales »ff y) §egen Null hat sich als ein hin-

reichendes Kriterium fir die smgulare Lisung erwiesen unter der Voraus-
setzung, daB der Wert des Differentialquotienten, aus der Differential-
gleichung erhalten, eine Funktion ist, die fiir ¥ = O nicht unstetig wird.
Wenn z bezw. y in diesem Theorem als Konstante angesehen wird, so ist

1) Caveny [30], p. 447—448; siehe auch Prix [70] und pe Morean [35], § 7
iiber diese Regel.
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leicht ersichtlich, daB das von Cavcny gegebene zu dem von EuLEr ge-
fundenen Kriterium fihren kann, gleichzeitig aber auch zu gewissen Gleichungen,
die das Endresultat der Regel von Boore fiir die Existenz von singuliren
Losungen darstellen.?)

EuLer hat noch folgendes bemerkenswerte Kriterium?) aufgestellt, als
er die Frage beantwortet: Si quaepiam relatio inter binas variabiles satis-
faciat aequationi differentiali, definire utrum ea sit integrale particulare nec-
ne? Er entscheidet, ob ein gefundenes Integral ein spezieller Fall des all-
gemeinen Integrales oder eine singulire Losung ist, dadurch, daB er zeigt,
es miisse die Entwicklung y = ¢ (#, X + w) eine Potenz von @ enthalten,
deren Exponent kleiner als 1 ist, wenn man y einen singuliren Wert X
beilegt. EurLer priift dieses Kriterium wieder an einer Reihe von Bei-
spielen, von welchen ein solches zur weiteren Erliuterung der Regel hier
folgen soll®): Da der Wert y = & der Gleichung ady — adz = da V/y* —2*
Gentige leistet, so untersuche man, ob derselbe ein partikulires Integral sei
oder nicht. Man setze y = x + w, wobei @ unendlich klein angenommen
werden soll, so wird

ado = dz)2z0  oder fg;:— =dz)/ 2z,

weil ]/g;‘r: 2 = V2 zw ist. Da hier do durch eine Potenz von w, deren
Exponent kleiner als die Einheit ist, dividiert wird, so folgt, daB der Wert
y = x kein partikulires Integral der vorgelegten Gleichung ist, obwohl er
derselben Geniige leistet.

Diese ,methodus ingeniosissima®, wie sich Laprace!) gelegentlich iiber
diese Regel ausdriickt, enthilt allerdings die Unbequemlichkeit, daB sie nicht
die Natur irgend einer beliebigen Lisung bestimmt, sondern die Voraus-
setzung enthiilt, daB y immer durch x dargestellt gefunden sein muB. Merk-

) BooLe ([40b], p. 28—381), hatte sich 1859 mit dem Eurerschen Kriterium
beschiiftigt und die SchluBfolgerung, die bei Eurer nicht vollstindig entwickelt
ist, weiter ausgefiihrt. Boore schreibt iibrigens EuvLer zuviel zu, da letzterer nicht
die Natur von irgend einer beliebigen Losung, sondern nur von einer Ldsung
2« = const. diskutiert hat. Auf diese Tatsache hat bereits Tobpmunrer ([40Db],
p- 34) aufmerksam gemacht. CockLe [57] {ibt wiederum an BooLes Auseinander-
setzung Kritik; es sei fraglich, ob Boores Schliisse in allen Fiillen richtig seien;
nur seine Annahme, daB eine GrioBe auf der rechten Seite einer Gleichung als
Konstante und auf der linken Seite als Variable behandelt wurde und daB die
singulire Losung durch eine Integration erhalten worden ist, scheinen wesentlich
zu ihrer Giiltigkeit beigetragen zu haben. 2) Evier [13], § 565. Probl. 72. Eine
vollstiindige Ableitung fiir dieses Kriterium findet sich bei Lacraxce [25], § 204;
Le¢. 15. Oeuvres Bd. 10, p. 2151f., welche auch Houraix [36], p. 1083—1085 wieder
bringt. %) A. a. O. § 568. *) Larrace [15], p. 539.
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wiirdigerweise hat auch hier Evier immer noch keinen besonderen Kunst-
ausdruck fiir die neuen Integrale eingefithrt; er mag sie immer noch, um
Worte von Lavaxpe') zu gebrauchen, nur als ,pour ainsi dire parasites*
unter den Integralen angesehen haben.?)

§ 2. LAPLACE.

Grofes Verdienst um die Fortentwicklung unserer Theorie hat sich
auch LapLACE erworben, der sofort erkannt hatte, daB ,haec analyseos pars
maxime utilis“®) sei. Man glaubte bisher, daB sich LapLace mit den sin-
guléiren Losungen nur ganz gelegentlich in einer Abhandlung iiber die siku-
laren Ungleichheiten der Planeten, die 1772 in den Pariser Memoiren
erschien?), beschiftigte; doch hatte er bereits 1771 in den Acta Eruditorum
eine lingere Abhandlung iiber dieses Gebiet verdffentlicht, die er aber selbst
in manchen Teilen als miBlungen bezeichnete und deshalb im folgenden
Jahre eine von den nimlichen Prinzipien ausgehende Arbeit gab, in welcher
er die Beweise seiner Sitze einer strengen Formulierung unterwarf. Laprace
spricht 1774 iiber diese beiden Arbeiten gelegentlich der Wiederholung®)
eines 1772 entdeckten, aber erst 1775 veriffentlichten Satzes iber singu-
lire Losungen folgende Worte: ,La méthode dont jai fait usage, vient de
paroitre dans les Actes de Lipsic pour l'année 1771. Mais comme il s'est
glissé, durant l'impression plusieurs fautes assez considerables et que d’ail-
leurs jai eu depuis occasion d’approfondir d’avantage cette matiére, je prie
le lecteur de suivre mes recherches sur cet objet dans le volume de I’Aca-
demie (de Paris) pour l'année 1773.%

Wiihrend Lapvace 1771 an dem speziellen Beispiel

ydy + xdz = dy Va* + y* — a®
(an welchem er sowohl 1771 als auch 1772 die Existenz der singuliren

Losungen nachwies) zuerst zeigte, daB die singulire Lésung a° + y* = a?
der vorgelegten Differentialgleichung nicht in dem allgemeinen Integrale

¥+ C=V2*+ y® + a® enthalten sei®), so loste er diese Frage in seiner
zweiten Abhandlung direkt in allgemeiner Weise an der Hand der Diffe-
rentialgleichung dy = pdz") mit Hilfe von geometrischen Betrachtungen.
Es sei im folgenden der Gedankengang des Beweises, den Laprace 1772

1) MontucrA-Lavasoe. Hist. de math. Bd. 3, p. 194. %) D’AvemBERT [14],
wurde 1769 durch Euviers Untersuchungen wieder veranlaBt, sich mit den singu-
liren Losungen zu beschiiftigen, und versuchte, die EvLersche Darstellung zu er-
weitern. %) Laprace [15], p. 540. %) Larrace [16].  5) Laruace [18]. ©) La-
PLACE [15], p. 541—543. ™ Laprace [16], p. 8456—3847; Oeuvres, Bd. 8, p. 327
bis 329.
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gab, angedeutet. Wenn niimlich ¢ = O die gegebene Losung der Differential-
gleichung ist, deren allgemeines Integral durch die Gleichung v = O dar-
gestellt wird, so kann man mit Hilfe der beiden Gleichungen @ = O und
¢ =0 zwei Kurven HCM und LCN
(Fig. 4) iber die Achse AB konstru-
ieren. Dabei wird die Konstante in
der Gleichung des allgemeinen Integrales
v = 0 so angenommen, dafl die parti-
kulire Kurve LCN durch den auf der
Kurve @ = 0 als fest vorausgesetzten
Punkt C hindurchgeht. Es ist nun
augenscheinlich, daB. im Falle des Enthaltenseins der Kurve ¢ =0 im
allgemeinen Integral ¢ = O die beiden Kurven HCM und LCN in allen
ihren Punkten iibereinstimmen, d. h. die ersten Differentialquotienten
und folglich alle hoheren miissen in allen Punkten der beiden Kurven be-
ziiglich gleich sein. Ist dies nicht der Fall, so muB die Gleichung ¢ = 0
eine singulire Losung darstellen. Auf Grund dieser Uberlegung gab nun
Laprace in analytischer Form ein Mittel, ohne Kenntnis des allgemeinen
Integrales festzustellen, ob eine gegebene Gleichung eine singulire Losung
sei oder nicht.

LapLace bespricht hierauf den speziellen Fall, in dem die Gleichung
eines Integrales von dy = pdaz durch y = O gegeben ist, und gibt eine
Regel'), nach welcher die singulire oder partikulire Natur von y = 0 er-
kannt werden kann. Dann ging er zu dem allgemeinen Fall iiber, wo die
Losung eine beliebige Gleichung zwischen # und y ist. Wenn w = 0 eine
beliebige Losung der Differentialgleichung dy = pdx sein soll, so wird iiber
ihre Beschaffenheit die transformierte Differentialgleichung®)

Fig. 4.

du
e el n., . i
du = — qdy dx

AufschluB geben und zwar ist w = 0 ein partikulires Integral, wenn
n > 1, andernfalls muB u = O eine singulire Lisung sein.®)

Larrace kennt also, wie leicht aus dem vorstehenden zu ersehen ist,
die Tatsache (die spiter von Lacraxce und Porssox weiter ausgefiihrt
worden ist), daB eine singulire Losung durch eine geeignete Transformation
von der Differentialgleichung abgetrennt werden kann.

Von dem letzten Satze aus gelangt nun Laprace zu folgendem

) Larrace [16], p. 348. *) q darf weder unendlich, noch Null werden.
%) Eine ihnliche Transformation, bei der das Verhalten eines Exponenten eines
Faktors Aufschluf iiber die singulire Losung gibt, findet sich bei Cournor [28]
§ 516.
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I. Theorem: Wenn die Gleichung uw = O eine Losung der Differential-
gleichung dy = pdx ist, so wird sie jedesmal eine singulire Losung sein
wenn sie der GriBe

d? dp d
A (da:y’ 2 d:cdy 3 dﬁ d;)
den Wert Null erteilt, wenn nicht, so wird die Gleichung u = 0 ein
partikulires Integral darstellen.?)

Das zweite Problem, mit dem sich LAPLACE in seinen beiden Abhand-
lungen beschiftigt, behandelt die Frage, auf welche Weise man alle sin-
guliiren Losungen einer vorgelegten Differentialgleichung finden kann. Er
gibt hierfiir zwei Methoden an; in der ersten beniitzt er die Entdeckung
von Conxporcer, daf in dem Eurerschen Multiplikator die singulére Losung
enthalten sein mufl, wenn die Differentialgleichung eine solche besitzt. Seine
Ableitung ist verschieden von der Methode Coxporcers, jedoch in den
beiden Arbeiten von Laprace vollstindig gleich?®) und er ist zu folgendem
Ergebnis gelangt:

Wenn die linke Seite der Gleichung Rdx — Sdy = 0, welche, mit dem
Faktor w multipliziert, integrierbar gemacht wird, so daf

uRdz — uSdy = dg(z, y)

ein vollstindiges Differential ist, so wird £ = O die singulire Losung der
vorgelegten Differentialgleichung sein, wenn § = O ein Faktor der Gleichung
& 4

s 0 ist.

Auch Lacrance?®), Lacroix?) und Orrorr®) glaubten in der Methode
des Integrationsfaktors einer Differentialgleichung ein gutes Mittel zu sehen,
um aus dem Multiplikator die singuliren Lisungen zu finden.®) LaGranee
erwithnte u. a., daB man aus der Tatsache, daB jeder Multiplikator fiir die
singulire Losung unendlich grof ist, nicht den reziproken Satz aufstellen
kann, wonach jede Differentialgleichung, die einen unendlich groBen EvrEr-
schen Multiplikator besitzt, auch eine singulire Losung haben muf.

LaArrace gibt auch einen Weg an, um den Faktor § des Integrations-
faktors zu finden, der die singulire Losung darstellen soll. Bei dieser Unter-
suchung zeigt sich in LaprLAces Arbeiten eine Verschiedenheit; die Methode,
die LapLAcE 1772 gibt, ist eine priizisere und baut sich auf das erste

) Ein ausfiihrlicher Beweis fiir dieses Theorem findet sich bei Hourarx [36],

p. 1086—1091. %) Larrace [15], p. 551; [16], p. 852. %) Laerance [25],
§ 175. Oeuvres, Bd. 10, p. 187fF; § 168. Oeuvres, Bd. 10, p. 181—182. %) Lacroix
[23], § 600. % Orvrorr [45]. % Siehe auch Boore [40Db], p. 23; pE Moreax

[85], § 2; Cockre [71], § 11.
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Theorem auf, das er 1771 noch nicht gefunden hatte. Auch die Regel,
den Faktor § zu erhalten, ist strenger formuliert worden wund lautet fol-
gendermafien:

II. Theorem. Wenn § = O eine singulire Losung der Differential-
gleichung dy = pdx ist, so ist £ ein gemeinsamer Faktor zu den beiden

it i
Grofen p + — dwdy und % , und umgekehrt, jeder zu diesen beiden
dy dy

GroBen gemeinsame Faktor, gleich Null gesetzt, ist eine singulire Lisung
der Differentialgleichung dy = pdz.?)

Dieses Theorem hatte Larrace®) bereits frither, jedoch ohne Beweis
verdffentlicht; es ist augenscheinlich, daB daraus eine einfache Methode
resultierte, um direkt alle singuliren Losungen einer Differentialgleichung
zu finden, und zwar ohne Kenntnis des allgemeinen Integrales und des
Eurerschen Multiplikators. LaprLace benutzte dieses Theorem, um noch
zwei weitere Regeln abzuleiten, welche die partikulére oder singulire Natur
einer vorgelegten Gleichung bestimmen sollen, unter der Annahme, daB die
Gleichung nur eine veriinderliche GréBe enthiilt.

1. Wenn £ =0 eine Funktion von y allein ist, und eine singulire Lisung
der Differentialgleichung dy = pdx sein soll, so muB & gemeinsamer Faktor

zu den beiden Grifen p und ?i}f) sein, und umgekehrt, jeder gemeinsamer
dy

Faktor in diesen beiden Grifen, der nur y in sich schlieBt, gleich Null

gesetzt, wird eine singuliire Losung der Differentialgleichung geben.

2. Wenn £ =0 eine Funktion von z allein ist und eine singulire

Losung der Differentialgleichung %dy= d sein soll, so muB § gemein-

samer Faktor von % und %’ sein, und umgekehrt, jeder gemeinsamer Faktor
dx
in diesen beiden Grofen, welcher nur eine Funktion von z ist, gleich Null
gesetzt, ist eine singulire Losung der vorgelegten Differentialgleichung.
Das wichtigste in diesen Satzen war die Entdeckung, daB die singulire

Losung die Gleichung

ik dp
W 0 oder @=oo.
dy

befriedigen mufi; damit war das bekannteste Kriterium fiir das Auftreten

) Larrace [16], p. 355; Oeuvres, Bd. 8, p. 339. %) Larrace [18].
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der singuliren Losungen gegeben. Es muBte also die partielle Ableitung

in bezug auf y der nach Z—Z aufgeldsten Differentialgleichung fiir jeden Wert

von y, der als singulire Losung die Differentialgleichung befriedigen sollte,
unendlich werden. Diese sog. Lapracesche Bedingungsgleichung?!) fiihrte
zu mehreren Bemerkungen, die wichtig genug sind, um sie hier gleich
folgen zu lassen. LaeranGe hat dieses Kriterium aufs neue abgeleitet und
in folgender Weise vervollstindigt: ,Hat man die gegebene Differential-

gleichung auf die Form gebracht: Z—z = — f(z,y) = — p, so miissen die
beiden Grofen Z——i und Z—g fiir eine singulire Losung unendlich groB sein.

Dieser Umstand gibt ein einfaches Mittel, um zu erkennen, ob ein Ausdruck
ohne willkiirliche Konstante, welcher eine gegebene Differentialgleichung be-
friedigt, eine singuliire Losung oder blo8 ein besonderer Fall des allgemeinen
Integrales ist. Auch kann diese Eigenschaft dazu dienen, die singuliren
Losungen, deren eine Differentialgleichung fihig ist, zu finden; denn wenn

: G " dp dp ] -
eine Gleichung, fiir welche -~ = 0o und - rilade zugleich == + flz,y) =0

geniigt, so ist sie die singulire Losung.“?) Lacraxce hat also nur die
Gleichung Z—i = 00 neu gefunden und es ist daher unrichtig, da man ihm

die Entdeckung beider Gleichungen zuschreibt, wie dies in neuerer -Zeit
bisweilen, z. B. von Boore®) und Preperra?), geschehen ist. Aus der Ab-
leitung von Larrace, die sich auf das EvrLersche Kriterium gestiitzt hatte,
konnte man schlieBen, daB die Gleichung %= oo eine notwendige Be-
dingung fiir die Existenz der singuliren Losungen darstellt; es war daher
nur noch zu priifen, ob sie auch hinreichend wiire fiir das Auftreten der-
selben. Es wurde aber sehr bald die Unzulinglichkeit der Bedingungs-
gleichungen an manchen Beispielen nachgewiesen und so ging man daran,
dieselben zu vervollkommnen.®) Der Irrtum, der das Lapracesche Resultat
nicht mehr einwandsfrei machte, besteht in der Annahme, daB das Unendlich-

1) Tmmmermans [29] und Navier (siehe Anm. 2 S. 332), § 412, deuten die
Larracesche Gleichung vom geometrischen Standpunkt aus. %) Laerance [25],
§ 200, Oeuvres, Bd. 10, p. 212; zwei weitere Beweise Lacrance [24], chap. 9, n.
59, 60; ferner ein Beweis bei Zasacrxowskr [51], Prix [70]. Auch Mansion [54] gibt
eine neue Ableitung des Larraceschen Kriteriums, dessen Auseinandersetzung mit
einer Untersuchung Hourains ([36], p. 1028) identisch ist, die letzterer nach einem
Beweise von Cararra (Traité élém. de Cale. intégr.) gegeben hat. ®) BooLe
[40a], p. 175. *) Preperra [98], p. 31. %) Boore [40a], ch. 8, art. 7; ch. 21,
art. 6. vgl. Hagex [116], p. 186; ferner Prix [70]; siehe auch die Arbeiten von
Laerance (S. 354, Anm. 1) und pe Moreax (S. 378),
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werden des Ausdruckes infolge des Auftretens eines verschwindenden Faktors
mit seinem Nenner stattfindet.!)

§ 3. Ausfiihrliche Darlegung der Theorie von LAGRANGE,

Die Lektiire der zweiten Abhandlung von Laprace hatte in LacraNGE?)
Gedanken aufgefrischt, die er schon frither, wahrscheinlich durch EuLrers
grundlegenden Aufsatz angeregt, gefaBlt hatte, und er beschiftigte sich mit
Untersuchungen®), von denen er mit vollem Recht sprechen durfte: ,dans
lesquelles je me flatte de pouvoir présenter aux Geométres une theorie
nouvelle et compléte sur le point d’analyse dont il s’agit.“ Das Gebiet der
singuliren Losungen erfreute sich einer besonders eifrigen Behandlung durch
LacraxGe und wir verdanken ihm die erste vollstindige Aufstellung der
wesentlichsten Gesichtspunkte unserer Theorie.

In der Abhandlung von 1774 spricht Lacrance als Erster in syste-
matischer Aufeinanderfolge: ]

A. Von den singuliren Losungen der Differentialgleichungen von der
ersten Ordnung mit zwei Variabeln und von der Methode, sie aus den voll-
stindigen Integralen herzuleiten.

B. Von dem Auftreten der singuliren Losungen der Differential-
gleichungen von der ersten Ordnung und der Methode, dieselben zu finden,
ohne die vollstiindige Losung zu kennen.

C. Von der Ableitung der singuliren Losungen aus der Betrachtung
von Kurven.

) Lacraner [25], § 229—231, Oeuvres, Bd. 10, p. 239—242. *) LAGRANGE
hatte die Arbeit von Larrace als Manuskript in Hinden gehabt. %) LAGRANGES
erste Abhandlung wurde in den Sitzungen der Akademie in Paris am 12. Oktober
und 9. November 1774 gelesen; also machte Lacrance seine Resultate in bezug auf
die singuliren Losungen etwas friiher bekannt, als Larraces Arbeit von 1772 ver-
6ffentlicht wurde. Die erste Arbeit von Larrace hat Lacraxce wahrscheinlich nicht
gekannt. In den Legons sur le Calcul des fonctions kommt Lacrance auf die gleichen
Probleme von 1774 wieder zu sprechen. Er hatte diese Legons in der Ecole Poly:
technique in Paris 1799 vorgetragen, 1801 in der neuen Ausgabe der Séances des Ecoles
Normales publiziert und im 12. Heft des Journ. de I'Ec. Polyt. von 1804 wieder
abgedruckt. Lacraxee hat besondere Ausgaben derselben in den Jahren 1806
und 1808 veranstaltet. — Die im folgenden angefiihrten Untersuchungen von La-
GraNge sind nicht in der Schreibweise, wie sie 1774 und 1779 gegeben wurden,
angefiihrt, sondern schlieBen sich der mit aller Allgemeinheit, Gewandtheit und
Klarheit der analytischen Kunst Laerances vorgetragenen Theorie der singuliren
Losungen in den Legons an, da diese im Prinzip vollstiindig mit den friiheren von
1774 iibereinstimmen.

Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XX. 3. 24
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A. Ableitung der singuléiren Lésung aus dem allgemeinen
Integral.

Lacranges Methode, die singulire Losung aus dem allgemeinen Integral
zu finden, beruht auf der Variation') der Konstanten in der allgemeinen
Losung?). LAGRANGE zeigte zuerst, daB eine Differentialgleichung

v="{(zy9)=0
eine singulire Losung haben kann, die kein besonderer Fall des allgemeinen
Integrales von » = O ist, und gab als I. Theorem, da man die singulire
Losung aus dem allgemeinen Integrale u = F(z,y, C) = O einer gegebenen
Differentialgleichung f(z, y,y') = O findet, wenn man in demselben der

GroBe C denjenigen veriinderlichen Wert gibt, welcher der Gleichung

% = 0 entspricht, und zwar aus dem Grunde, weil fiir diesen Wert von C

die erste von w = O abgeleitete Gleichung % = 0 und die durch Verbin-

dung derselben mit u = 0, vermittels Wegschaffung der GriéBe C entstehende
Differentialgleichung v = O die nidmliche bleibt, C mag konstant sein
oder nicht.

Beziiglich der Gleichung % = 0 macht LacrANGE noch die Bemerkung,

daB dieselbe nach der Theorie der algebraischen Gleichungen die Bedingung
der Gleichheit zweier Wurzeln der Gleichung F(z,y, C) = O ausdriickt,
woraus folgt, daB der singulire Wert von y fiir die Gleichung F(z, y, C) = 0
die Eigenschaft hat, der nach C aufgelosten Gleichung zwei gleiche Wurzeln
zu geben. &

Der ProzeB, wonach .C aus F(z,y, C)=0 und Zg
wird, fiihrt zu einer Gleichung ¢(z,y) = 0, die man spiter als Dis-
kriminantengleichung®) bezeichnete und die zur Vereinfachung der Schreib-

= ( eliminiert

weise von nun an auch so genannt sein mag. Wiirde die Diskriminanten-
gleichung einen konstanten Wert C' enthalten, so wiirde sie aufhoren, eine
singuliire Losung zu sein; sie wire dann nur ein besonderer Fall des all-
gemeinen Integrales. Dem Beweise fiir das 1. Theorem von LaAGraNGE, der
in sehr vielen Abhandlungen und Werken, allerdings mehr oder weniger

1) Srravcn [42. Vorw. VIIL] weist darauf hin, daB das Wort Variation in der
Analysis schon in anderer Bedeutung verbraucht ist, und hat deshalb das Wort
Mutation vorgeschlagen. %) Laerance [19], p. 199—206; [25] Leg. 14. % Die
Bezeichnung ,Diskriminante einer Gleichung* findet sich zuerst bei SyLvester
(Phil. Mag. 1851, II, p. 406), der Ausdruck ,Diskriminantenort* (discriminant-
locus) bei Cavrey [53].
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modifiziert, wieder erscheint, haftet ein Mangel an: Man sieht zwar ein, daB
man auf dem von LAGRANGE angegebenen Wege zu neuen singuliren Lo-
sungen gelangen kann, aber man erhilt nicht die Sicherheit, daB auch alle
singuliren Losungen der gefundenen Bedingungsgleichung notwendig gentigen
miissen, wie es tatsiichlich der Fall ist. Carn Scmmipr!) findet iiberdies
einen Schlufl, den LAGRANGE in seinem Beweise ausfiihrt, als nicht ganz
gerechtfertigt. Nach LAGraNGE erscheint es fiir ganz selbstverstindlich, daB
jeder von z abhiingige Wert der Integrationskonstante C, welcher die Losung
F(z,y,C) = 0 wiederum in eine Loésung der gegebenen Differential-

gleichung f(z, y, ¥) = O iberfihrt, notwendig der Bedingung %=
geniige. Dieser Satz ist indessen, wie AnoLr Maver?) 1890 darlegt, durch-
aus nicht allgemein giiltig, vielmehr selbst dann, wenn man sich auf reelle
Werte von C beschriinkt, an sehr enge Grenzen gebunden und auBerhalb
derselben gibt es sogar unendlich viele von z abhingige Werte der will-
kiirlichen Konstante C, welche ebenfalls die vollstindige Ldsung in eine
Losung der Differentialgleichung transformieren.

B. Ableitung der singulédren Lésung aus der Differential-
gleichung.

LaGraNGE hat auch das Problem behandelt, die singulire Losung un-
mittelbar aus der Differentialgleichung selbst zu finden?®), und hat die gleiche
Regel, die Larrace schon fiir die explizite Form der Gleichung gefunden,
durch eine #uflerst interessante Betrachtung auch fiir die implizite Form
aufgestellt. Seiner Ableitung liegt der Gedanke zugrunde, daB eine Diffe-
rentialgleichung von der ersten Ordnung zwischen zwei Variabeln eine
singulire Losung zuliBt, wenn man diese Gleichung immer in eine solche
Form bringen kann, daB ihre Abgeleitete sich in z;vei Faktoren zerlegt.

Y

Der eine dieser Faktoren gibt dadurch, daB man dg 2US ihm und der

Differentialgleichung eliminiert, die singulire Losung. Der andere liefert
das allgemeine Integral, eine ,Bemerkung, die bisher noch nicht gemacht
worden war“.*) Lacranxce geht dabei von dem im 1. Theorem aufgestellten
Fundamentalprinzip der singuléiren Liosungen aus.

Es sei die Differentialgleichung v = f(x,y,%") = 0, die ihrer Natur
nach das Resultat der Elimination der Konstante C' zwischen der jetat
unbekannten Gleichung w = F'(z, y, C) = O des allgemeinen Integrales

und deren ersten Abgeleiteten 4% _ 0 ist. Denkt man sich nun die Kon-

dx
1) Scamipr [80], p. 2. %) Maver [93]. %) Laerance [19], p. 206—219;
[25], Leg. 15. %) Laerance [25], Leg. 15, § 182.
} 24 %
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stante C aus Z—g = 0 entwickelt und in die Gleichung w = O substituiert,

so 1iBt sich die gegebene Differentialgleichung » = 0, wenn man den aus
geg g g
Z—Z gefundenen Wert von C durch ¢(z,y,y") bezeichnet, durch
”=F[T,!/,<P(x’?/y?/)] =0

ausdriicken. Die erste Ableitung dieser letzten Gleichung ist, wenn @ (z,,y")
durch ¢ abgekiirzt wird,

dv _ dF(z,y,9) a4 dF (2,9, 9) dg
dx dx do dx

1)=0,

da @ nur von z,y,y abhingt.

d_Flg%ﬂ ist identisch Null, also reduziert

sich die Gleichung auf

die in
dF @y, 9) _ dg _
—dtp = (0 und dz —
zertillt. Die zweite Gleichung fiihrt zum allgemeinen Integral, also ist nur
noch die erste von Interesse. Eliminiert man daher y" zwischen
dF(x,y, 9)
__%;L‘[=0 und v = F(z,9,¢9)=0,
so erhiilt man eine Gleichung zwischen = und y allein, ohne Konstante. Nun
ist aber diese Elimination von p’ nichts anderes, als wenn man ¢ selbst
weggeschafft hitte, weil nur ¢ allein die GroBe y' enthilt; die entstehende
Gleichung zwischen z, y, ohne Konstante, ist daher das Endresultat der

aF (z,y, p)
d

Elimination von ¢ aus F(z,y,¢) =0, = 0. Da es aber bei

der Elimination gleichgiiltig ist, ob ¢ veréinderlich ist oder nicht, so ist
das hier auftretende Eliminationsprodukt identisch mit der nach dem
I. Theorem erhaltenen singuliren Losung. Dieses seit Lagrance nun all-
gemein bekannte II. Theorem zur Auffindung der singuliren Losungen hat
man in folgende Form gebracht: Man findet die singuliren Losungen einer
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variabeln, indem man
von allen Losungen, welche der EliminationsprozeB von i’ aus f(z, 9, ¥) = 0

und @ﬂ%yy}_?/l=0 ergibt, diejenigen auswiihlt, welche die Differential-

do .. dep  dody
1 e i i/ b g Rl ok
) Houraix [36], p. 989 bemerkt, daB 3o die Summe dx+dy = darstellt,

und es konnten kompliziertere Fiille eintreten als gepriift worden sind, in welchen
Fillen die nachfolgenden Auseinandersetzungen nicht mehr geniigend erscheinen.
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gleichung befriedigen, ohne gleichzeitic dem allgemeinen Integrale Geniige
zu leisten.

Es ist hier zu erwiihnen, daB Hourain') mit Unrecht LeEGeENDRE die Ent-
deckung der Gleichung (—?—;; = 0 zugeschrieben hat. LEceENDREs Ableitung?)

aus dem Jahre 1790 von diesem II. Theorem LaAGraNGEs basiert ganz
zweifellos auf der von Lacrance 1774 gegebenen Auseinandersetzung.

C. Die drei fiir die Existenz der singuliren Losungen
notwendigen Bedingungsgleichungen.

Wir kommen zuniichst noch zum Inhalte des dritten Abschnittes der
ersten Arbeit von Lacraxce®), in welchem die geometrische Natur der
singuliren Losungen einer Untersuchung unterzogen wird. Nach den bis-
herigen Ergebnissen ,blieb es nur noch iibrig, die Verbindung der singu-
liren und vollstindigen Integrale und der durch diese und jene ausgedriickten
Kurven zu finden“.*) Lacrance erkannte, daB die Erledigung der Frage
der singuliren Losungen sicherlich durch eine eingehendere Betrachtung des
Integralkurvensystems niher gebracht werden miiite, da letzteres ein an-
schaulicheres Bild iiber den vorliegenden Gegenstand bringen wiirde, als die
Differentialgleichung selbst. Es gelang ihm, die tangierende Eigenschaft
der Kurve der singuliren Losung an die unendlich vielen partikuliren
Integralkurven, die durch die verschiedenen Werte des konstanten Para-
meters im allgemeinen Integrale bestimmt werden, festzustellen, und er erwarb
sich dadurch das grofile Verdienst, den allgemeinen geometrischen Zusammen-
hang zwischen dem singuliren und allgemeinen Integrale entdeckt zu haben.
DaB die singuliire Losung zugleich Enveloppe der partikuliren Kurven des
Integralkurvensystems darstellt, fihrt Lacraxce mit folgenden Worten®)
aus: Jede Differentialgleichung der ersten Ordnung stellt zuerst eine un-
endliche Anzahl von Kurven von derselben Art dar, die sich untereinander
nur um den Wert der beliebigen Konstanten unterscheiden, welche an Stelle
des Parameters getreten ist; dann zweitens stellt diese Gleichung noch die
Kurve dar, welche alle erwiihnten Kurven beriihrt, so daB man die beriihrten
Kurven und auch die berithrende Kurve als eine einzige Kurve ansehen kann,
die eine unendliche Zahl von Zweigen (infinité de branches) besitzt. So
wird es in jedem Punkt der berithrenden Kurve zwei Zweige geben, welche
sich in diesem Punkte begegnen und eine gemeinsame Tangente besitzen.

T) Hourawv [36], p. 1025, 1027. %) Leeexpre [22], p. 219. %) LAGRANGE

[19], p. 219—225; [25], Leg. 16. %) Lacranee [25], Leg. 17, § 253, Oeuvres,
Bd. 10, p. 267.  °) Laeranek [19], p. 221; Oeuvres, Bd. 4, p. 39; [25], § 287—240.
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Der eine Zweig ist die beriihrende Kurve selbst und der andere ist die
Kurve, welche sie in jenem niéimlichen Punkte beriihrt.

Zu den bisher bekannten beiden Haupteigenschaften der singuliren
Losungen, niimlich, daB sie erstens die Differentialgleichung befriedigen
miissen und zweitens nicht durch eine passende Annahme der beliebigen
Konstanten im allgemeinen Integrale erhalten werden kionnen, hat Lacrance
hier noch die weitere gefunden, daB die singuliren Losungen wenigstens

zwei der reellen Werte von Z—g, welche die Differentialgleichung befrie-
digen, gleich machen miissen.

Lacrance folgerte auf Grund der vorhergehenden Betrachtung weiter,

daB jedem Wert von Z—Z ein doppelter Wert von Zﬁ

gelangte so zu einem Kriterium!) fiir die Existenz der singuliren Losungen,

entsprechen muB; er

das seinem Grundgedanken nach von LapLAcE stammen diirfte (vgl. unten!):
2

day
el
aus der (in impliziter Form gegebenen) Differentialgleichung den unbe-

Eine singuliire Losung veranlaBt den allgemeinen Wert von hergeleitet

: 0 z : : : :
stimmten Wert o anzunehmen, also eine zweideutige Bedingung, die trotz

ihres wenigstens teilweisen Unbestimmtwerdens als notwendiges Kriterium
fiir die singuliren Losungen angenommen worden ist. Diese Zweideutigkeit
ist augenscheinlich nur ein Ausdruck fiir die Tatsache, daB die Beriihrung
einer Kurve der vollstindigen Lisung und derjenigen der singuliren Lsung
nicht von der zweiten Ordnung ist.

Nach TremBrEy?) soll Larpace diejenige Funktion als singuliire
Losung erkannt haben, die Zihler und Nenner des Ausdruckes fiir Z—g
verschwinden macht; doch gleichzeitig zeigt TrEmBLEY an der Hand der
Differentialgleichung

zdy = dx Vy"’v:éx.g,

daB die Regel nicht immer richtig ist, denn y = x, welches

. S \
d*y _ y(edy —ydx) e 0

dePe (P —ah o
macht, ist hier gar keine Losung der Differentialgleichung.
LaGraNGE benutzte dieses Kriterium, um eine sehr einfache Methode

) Lacranee [19], Art. 2; [25], p. 220; eine Ableitung findet sich auch bei
BoorLe [40a], p. 165; Branpes (H6h. Geom. in analyt. Darst. 1824. 2. Teil,
5. Abschn.) gibt eine geometrische Interpretation des Lacrasceschen Kriteriums.

*) Tremsrey [21] p. 7.
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zur Herleitung der singuliren Lisungen zu geben!), und hat dabei eine Ent-
deckung gemacht, die leider nicht so beriicksichtigt worden ist, wie sie es
verdient hiitte. Ist die Differentialgleichung v = f(2,5,%") = 0 gegeben, so

e : dv dy , dv d*y dv dv
ist ihre Abgeleitete ;zdy “ENE . 0, und daraus e et Pyt
ay

dx dx

Nun ist aber, wie Lacraxce fiir die singuliren Losungen schon vorher?)

bewiesen hat, einzeln gv =0 und S, F 0. In diesem Falle ist also
. a%y
dty 0 d1‘3
dat — o Woraus folgende Regel resultiert: Man suche durch Differentiation
2
der gegebenen Differentialgleichung den Wert von %my und setze ihn gleich

Null durch Null, so erhilt man zwei Gleichungen zwischen =, ¥, g:,

welche wiederum zwei Gleichungen zwischen z und y geben, wenn man sie

mit der gegebenen Differentialgleichung zur Elimination von Z—Z verbindet.

Haben die letzten Gleichungen einen gemeinsamen Faktor, so ist derselbe
die singulire Losung der Differentialgleichung.

Anscheinend soll bei der von LaAGraNGE gegebenen Untersuchung %:—:

die Ableitung von » nach z, iiberall wo z auBerhalb 3Z vorkommt, bedeuten.

Wenn nun Lacrance auch die GroBe y als Funktion von x aufgefaBt hat,

2 § AR ; : af , af
wie es auch sein muB, so ist in " 0 die Gleichung e +y  roibe 0

zu erkennen, deren Bedeutung fiir die singuliiren Losungen erst seit DarBoux
allgemein bekannt wurde. Von Interesse diirfte auch Lacraxces Schreib-
weise solcher Gleichungen in seinen Legons sur la théorie des fonetions (vgl.
die Ausgabe seiner gesammelten Werke?): f'(y) = 0 und f’(z,5) = O sein.

Man sieht also schon 1806 bei Lacrance das wichtige Resultat auf-
treten, auf das 1842 Courxor®) und 1865 Straucu®) wieder zu sprechen
kommen und das 1873 von Darsoux®) auf neuem Wege abermals gefunden
wurde, da néimlich drei Bedingungsgleichungen zur Aufsuchung der singuliren
Losungen nétig sind. Courxor gab zuerst die priizise Formulierung der
dritten Bedingungsgleichung, die Hourain®) in seiner groBen Arbeit wieder-
bringt, ohne jedoch von ihrer Wichtigkeit etwas zu ahnen, er behandelte

) Laerance [25] § 191; Oeuvres Bd. 10, p. 204. %) A. a. O. § 189; Oeuvres
Bd. 10. p. 203. % Cournor [28] § 476. %) Straucu [42] p. 36. %) DarBoux
s. S. 384; Pamvueve schreibt irrtiimlich Cavcmy die Entdeckung der dritten Be-
dingungsgleichung zu (Encykl. d. math. Wiss. II, A, 4a, p. 213, Anm. 85).

¢) Houraix [36].
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sie vielmehr als etwas ganz Nebensichliches. Boore?') hat 1865, anscheinend

ohne Courxors und Hourains Arbeiten zu kennen, einen strengen Beweis
3 0

fiir % = gegeben, nimmt aber auch keine Riicksicht auf die Folgerung

von LAGranNGE, daraus einen Weg zur Auffindung der singuliéren Lsungen

abzuleiten,

D. Verschiedene Probleme von LaGraNGE in bezug auf die sin-
guléren Lésungen.

Lacranxce?®) untersuchte 1806 auch eine Gattung von Gleichungen,
welche notwendig eine singulire Losung besitzen. Die Integrationsmethode,
deren LAGRANGE sich hier bedient, kommt auf eine Kenntnis einer Beriihrungs-
transformation hinaus. LaGranGe fithrt aus, daB die singuliren Losungen,
obwohl sie weniger allgemein, als die vollstindigen Integrale, weil sie keine
willkiirliche Konstante haben, auf der anderen Seite wieder allgemeiner sind
als die letzteren, da ein und dieselbe singulire Losung einer unendlichen
Menge von Differentialgleichungen Geniige leisten kann. LAGrANGE behandelte
die Probleme: die Differentialgleichung zu einer singuliren Losung zu finden;
ferner Differentialgleichungen aufzustellen, welche immer singulire Lésungen
besitzen; und schlieflich die singulire Losung aus dem vollstindigen Inte-
grale zu finden, ohne die Konstanten zu entwickeln. Nur auf die erste
Aufgabe sei im folgenden niher eingegangen.

Es sei = F(x,y,a,b) = 0% eine Gleichung zwischen z,y und den
Konstanten a, b, wobei die eine Konstante irgendeine Funktion der anderen
ist, so daB a und b z B. durch ®(a,b)= 0 voneinander abhiingen; man
erhiilt die Differentialgleichuug zu w = O, wenn man die beiden Konstanten

zwischen u = 0, ‘;% =0 und ®(a,b) = 0 eliminiert. Nimmt man also
die beiden Werte fiir @ und b aus den Gleichungen u = O, ((il;i = 0, be-

zeichnet sie durch [a =] @(2,%,%") und [b =] ¥(x,y, %) und substituiert
sie in. die Bedingungsgleichung @ (a, b) = 0, so erhilt man die Differential-
gleichung @ (g,v) = 0, wenn man der Kiirze wegen wie LAGRANGE nur @
und ¢ statt @(z,y,y) und w(x, y,y") schreibt.

Jeder Wert von y in z, welcher der Gleichung @ (g, ) = O geniigt,
withrend @ und v nicht konstante GroBen sind, ist also im allgemeinen
Integral -der Differentialgleichung nicht enthalten und folglich eine singulire
Lésung, weil, wie CreLre?*) dazu bemerkt, die singulire Liosung diejenige

) BoorE [40a] p. 180 (4. Ausg. 1877). %) Lacrance [25] Leg. 16; Oeuvres
Bd. 10, p. 220ff. 5 A. a. 0. § 208. %) CreLre [25] Bd. 2, p. 529.
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sein wird, fir welche a und b veriinderliche Werte haben, die zu finden
der Gegenstand der Aufgabe war. LaAGrRANGE weist dann von einer Glei-

chung y = D(x), wo (z) eine gegebene Funktion von z ist, nach, daB
sie der Gleichung @ (g, ¥) = O geniigt, und deshalb singulire Losung sein
mufB, die nicht im allgemeinen Integrale enthalten ist.

Mit dieser bemerkenswerten Klasse von Differentialgleichungen be-
schiftigte sich spiter Serrer!), welcher auch diese Lacraxcesche Unter-
suchung verwendet hat,®) um die Cramaursche Gleichung zu lésen. Lie?)
zeigte, daB es sich bei dem von LAGRANGE erdrterten Problem darum handle,
eine Beriihrungstransformation der Ebene zu finden, durch welche eine
Differentialgleichung auf die Form F(gp, ) = 0 gebracht wird. Wenn auch
der Begriff Beriihrungstransformation bei LAGrANGE noch nicht vorkommt,
so ist doch Lie der Ansicht, daB durch solche spezielle Untersuchungen die
allgemeine Theorie der Beriithrungstransformationen vorbereitet worden war;
man braucht anch LacraxceEs Ausfithrungen nur wenig hinzuzufiigen, um
den Ausgangspunkt fiir die geometrische Theorie der Beriihrungstrans-
formationen der Ebene zu gewinnen.*)

LaGraNGE behandelte auch schon in seiner Théorie des fonctions analyt.®)
1797 die singuliren Losungen, doch sind seine Untersuchungen noch etwas
undeutlich und verwickelt. CreLLe®) urteilt iiber die dortige Behandlungs-
weise der Theorie der singuliren Losungen mit folgenden Worten: Alle die
im 9. Abschnitt ausgefithrten Partikularititen erliutern den Gegenstand
wenig und lassen ihn noch so dunkel, daf man sogar an der Existenz der
singuliren Losungen gezweifelt hat.

Fassen wir nun zusammen, was LAGRANGE auf dem Gebiete unserer
Theorie in den Bereich seiner Untersuchungen gezogen hat, so miissen wir
sagen, daBl er groBtenteils alles das schon erdrtert hat, was wir heute noch
als das Wesentlichste der Theorie der singuldren Losungen der Differential-
gleichungen von der ersten Ordnung mit zwei veréinderlichen Gréfen nennen.
LaGrange hatte mit grofem Erfolge auf den Grundlagen weiter gearbeitet,
die ihm Crairavr, Evrer und Laprace gegeben haben. Wenn auch die
Arbeiten von LaeraNeGe noch mancher Erginzungen bedurften, welche die
spiitere Zeit auch brachte, so kann man immerhin mit De MorcaN sagen,
dafl er ,at least a considerable moment of truth®, einen betriichtlichen Teil
von wahren Tatsachen gegeben hat. Vor ihm waren die Arbeiten und
Resultate, die in bezug auf die singuliren Lidsungen erzielt worden waren,

) Serrer, J. de Math. pure et appl. Bd. 18. ) Serrer [111] Ausg. 1885,
p. 57.  ®) Lie-Excevs, Transformationsgruppen. 1881. Bd. 2, p. 31—33. %) Lig,
a- 8. 0., p. 17, %) Lacrance [24], Oeuvres 9. % Ceerre [25], Bd. 1, p. 293.
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ganz vereinzelt und zusammenhangslos; die Wissenschaft hatte keinen allzu
groBen Nutzen. LAGRANGE war es wieder, der die bisher gefundenen Theoreme
zu einer vollstindigen Theorie organisierte, die, verbessert und weiter aus-
gefiihrt, als der Mittelpunkt der vielen Arbeiten auf dem Gebiet der sin-
guliiren Losungen anzusehen ist. Es mag hier noch ein Urteil CreLrEs?!)
aus dem Jahre 1823 iiber die in den Legons dargelegte Theorie angefiihrt
sein: ,Der groBe Analyst klirt einen Gegenstand auf, der, obgleich er nicht
neu ist, doch bis auf ihn noch ziemlich im Dunkel lag. Man sieht (aus
der Darlegung der entwickelten Sitze), wie Lacraxces Bescheidenheit ihm
kaum erlaubt, sich auch nur einen kleinen Teil des Verdienstes um den
Gegenstand zuzugestehen. Sein Verdienst ist aber unstreitig groBer; denn
hiitte Lacrance auch selbst gar nichts Neues zu dieser Theorie hinzugefiigt,
s0 bliebe ithm dennoch das Verdienst, sie erliutert und ins Klare gebracht
zu haben, und dieses Verdienst kann ebenso groB sein, wie dasjenige neuer
Erfindungen.” Ein treffenderes Urteil konnte dem groflen LAGRANGE von
berufener Seite nicht zuteil werden.

VI. Kapitel.

Geschichtliche Bemerkungen iiber die Enveloppen.

Seit LAGRANGE war es nun bekannt, daB eine Beziehung der singuliren
Losungen von Differentialgleichungen und der Enveloppentheorie besteht.
Es diirfte daher jetzt von Interesse sein, auch auf die Entwicklungsgeschichte
*der Enveloppentheorie bis zum ersten Auftreten der singuliren Losungen
einen kurzen Blick zu werfen; wir werden dabei sehen, wie schon LEeieNiz
und JouaNN Bersourur iitber hundert Jahre vor Lacraxce bei Unter-
suchungen von Enveloppen den singuliren Losungen nahe gekommen sind.

Die Theorie der Enveloppen ist zuerst mit den Abhandlungen von
Huveexs®) iiber die Evoluten und mit denjenigen tiber Caustica von
TscuirNHAUSEN®) begriindet worden. Diese Mathematiker begniigten sich
indessen, nur ganz vereinzelte Fille von Bewegungen von geraden Linien
geometrisch zu behandeln. Die erste Andeutung iiber den wahren Begriff
einer einhiillenden Kurve finden wir bereits bei ToriceLnr im Jahre 1644
in dessen mathematischem Sammelwerk Opera geometrica. Farro pe DuiLLIER
gebiihrt das Verdienst, zuerst die Veranlassung gegeben zu haben zu Lo-

1) Crerre [25], Bd. 2, p. 616. *) Huvaexs [1]. %) TscuirNEAUSEN [2].
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sungen von Aufgaben, die vom geometrischen Ort der Berithrungspunkte je
zweier unendlich nahe liegender umbhiillter Kurven handeln. Er legte Jo-
HANN BErNouLLr verschiedene Probleme vor, die jener auch loste, wenn auch
nicht nach einer allgemeinen Methode.!) Es fand Berxourrr die Enveloppe
einer Schar von parabolischen Kurven, die durch ein GeschoB, das mit ge-
gebener Anfangsgeschwindigkeit von einem bestimmten Punkte abgefeuert
wurde, jedoch unter verschiedenen Elevationswinkeln, entstehen. Trotz dieser
ersten Losung eines Problems mit einer einhiillenden Kurve von Jomanx
Berxournt muf man doch die Prioritit, den Begriff der Enveloppe in die
Geometrie eingefithrt zu haben, LeiBNiz zuschreiben. Lrmsxiz stellte auch
eine allgemeine Methode fiir die Losung von Aufgaben von der erwihnten
Art auf. Bereits im Jahre 1692 gibt er?) klar die Definition der Enve-
loppe als des Ortes der Durchschnittspunkte fiir je zwei nidchste Linien
an (proximae lineae, id est infinitisme differentes, seu infinite parvam habentes
distantiam). Jedoch erst 1694 gibt Lemxiz®) den Weg an, diejenigen
Kurven zu finden, die durch ein fortwihrendes Verschneiden von einer un-
endlichen Anzahl von Kurven entstanden sind. Diese unendlich vielen
Kurven miissen durch eine einzige Gleichung dargestellt sein, die einen
Parameter enthalten muB. Wenn z B. die Gleichung einer Kurve mit den
beiden veriinderlichen GréBen z und y und den Parametern a, b gegeben
ist, so muB man nach einem von beiden Parametern, wiihrend der andere
als konstant betrachtet wird, differentiieren?), um zur Gleichung der Be-
riihrungslinie zu gelangen (opus est aequationem eius curvae differentiare®).
Durch die Differentiation wird eine neue Gleichung erhalten, die einen Wert
des Parameters als Funktion der Koordinaten liefert und dieser Wert, in
die vorgelegte Gleichung substituiert, gibt sofort die Gleichung der gesuchten
Kurve.

Wir sehen, mit welech bewunderungswiirdiger Klarheit und Kinfachheit
Lemxiz das Problem gelost hat. Lemsxiz suchte nun die Kurve zu finden,
die durch aufeinanderfolgende Durchschnitte einer unendlichen Anzahl von
Kreisen (concursus circulorum ), die ihre Mittelpunkte auf einer Achse haben,
entstanden ist. Bei der Aufgabe war die Bedingung gegeben, daB die Nor-
malen der entstehenden Kurven, hier die Halbmesser der Kreise, eine zu
den entsprechenden Teilen der Achse gegebene Relation besitzen; es kommen
dabei die Abschnitte in Betracht, die zwischen dem Anfangspunkt der Ab-
szissen und Normalen liegen:

1) Brief vom 28. Sept. 1694 von Jon. Berxouvrrr an Lemyiz. %) Lemsiz [3].

%) Lemsiz [5], p. 314—315. 4y Montucra bemerkt in seiner Hist. des math.
Paris, Bd. 3, p. 331, daB Bossur zuerst eine solche Differentiation nach einem Para-
meter vorgenommen hat. % Lemsniz [3], p. 169. %) Lemsniz [5], p. 314. .
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Die Gleichung eines Kreises sei
z? + ¥ + b2 = 220 + 2,

worin z,y die Koordinaten der Kreispunkte, ¢ die Abszisse zum Kreis-
mittelpunkt und 0 Linge des Radius sind. Diese Gleichung liefert ¢ als
Funktion von z, y und es bleibt nur noch iibrig, den Parameter b zu be-
stimmen. Die erhaltene Gleichung wird dann diejenige der Kurven sein,
die durch sukzessives Durchschneiden aller Kreise gebildet wird und folglich
die geforderte Eigenschaft besitzt. LremNiz nimmt an, daB die Gleichung
¢* = a - b diejenige einer Parabel sei, wo a eine ganz bestimmte Konstante
darstellt. Die Kreisgleichung!) wird nun

2 +y* — 22b+ b2 —ab=0. -
LaBt man b allein variieren, so erhidlt man durch Differentiation nach &
die Gleichung 2bdb = 2xdb + adb, und daraus b =z + —ZA durch Ver-

schwinden von db. Lemxiz bemerkt hier, daf diese Rechnung im Fall
eines einzigen Differentials in der Wirklichkeit mit der alten Methode der
Maxima und Minima von Fermar, die von HuppeN erweitert wurde, iiber-

einstimmt. Die Substitution des Wertes von b in die frithere Gleichung

liefert eine Apollonische Parabel y* = az 4 (::

als gesuchte Kurve.

LacraxGe bemerkt zu dieser Losung, daB Lemsxiz merkwiirdiger-
weise gar nicht beriicksichtigt hat, daB sein Resultat keine beliebige Kon-
stante in der Gleichung der Kurve zuliBt, wihrend es klar ist, daB das
Problem zu einer Differentialgleichung fithrt, deren Integral durch Ein-
fithren einer beliebigen Konstante nicht vollstindig sein kann. Die von
Lemxiz gefundene Gleichung ist in der Tat eine singulire Losung, aus-
gedriickt durch die Parabelgleichung.?)

Jonaxy Beexourrr wurde durch das von Lemniz geloste Problem ver-
anlaBt, sich niiher mit dieser Frage zu beschiiftigen.’) Er kommt bei seinen
Untersuchungen zu demselben Resultat wie LemBNiz, wenn auch auf anderem
Wege. Indem er nimlich zwei unendlich nahe Normalen betrachtet, be-
obachtet er, daB der unendlich kleine Zuwachs der Normalen sich verhilt
zum Zuwachs des der Normalen entsprechenden Teiles der Achse wie der
Teil der Achse zwischen der Ordinate und der Normale zu der Normale
selbst. Wenn & und ¢ die néimliche Bedeutung wie in der obigen Aufgabe

haben, so ist
db 510 0
Ae o Y 58

") Schreibweise von Lemsniz.  *) Lacrance [25], § 235. %) Jon. Bernourrr [4].
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Durch Betrachtung des Dreiecks, in welchem b Hypotenuse, y und ¢ — =
Katheten sind, erhilt man

v+ (e — o) = B

*aus den bisher erhaltenen Gleichungen gewinnt man

bdbd T AR
iaame v AR bVl g+ 5 8

Die Bedingungen des Problems geben b als Funktion von ¢, z, ¥ und durch
Elimination dieser Grofe wird man die Gleichung der gesuchten Kurve er-
halten. Es sei deshalb b* = ac gesetzt; daraus

db s vl a

e = 2 e

Durch Substitution der beiden letzten Werte in die Ausdriicke fiir 2 und y

erhilt man
a PR
x=c——2~; Y- ac——[,

woraus die Elimination von ¢ zur Parabelgleichung

a2
y'=ez+

fithrt, die schon LriBxiz gefunden hatte.

Bei der Art, wie Berxourr: die Aufgabe l8ste, muB man mit La-
GrRANGE') verwundert sein, daf BernourLr nicht gemerkt hat, dall dieses
Problem wesentlich zur inversen Methode der Tangenten gehort, die ein
Verfahren angibt, aus gegebenen Eigenschaften der Beriihrenden an eine
Kurve oder der Normalen die Gleichung fiir die Kurve selbst zu finden;
folglich miiite die allgemeine Ldsung von einer Integration abhiingen,
welche notwendig eine beliebige Konstante in die Gleichung zwischen z,y
einfithren muBte; dieses Ubersehen Beryourris muB um so mehr iiber-
raschen, als er in den dieser Aufgabe vorangehenden Abschnitten seiner
Legons de Calcul intégral die Differentialausdriicke der Normalen und
Subnormalen gegeben hat und das vorliegende Problem nur darin besteht,
zwischen diesen GroBen ein bestimmtes Verhiltnis einzufiihren. Lemyiz
und Bernxournr gaben sich keine Rechenschaft iiber die Natur und Aus-
dehnung ihres gefundenen Integrales. Die Sorge, die sie anwendeten, um
die Integration zu vermeiden, wenn dies mdglich ist, fithrte sie dazu, sich
mit den unvollstindigen Ldsungen zu begniigen. Ebenso wie Lemsxiz hatte
auch BerNournt keine Ahnung, welche Widerspriiche ihre Losungen mit

) Lacrance [25], Le¢. 17, Oeuvres X, p. 251.
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362 Rornenserc: Singulire Losungen totaler Differentialgleichungen.

den Prinzipien der Differentialgleighungen darstellen; trotzdem kénnen aber
die erwiihnten Losungen als erste Beispiele von singuliren Losungen ange-
sehen werden.') Lacrance®) gab dann auch einen ausfiihrlichen Nachweis,
daB die Probleme von Lemxiz und Berwournr auf singulire Losungen der

Differentialgleichung f(z + yy’, ¥V/1 + %) fiihren miissen.

VII. Kapitel.

Aufsuchung von Merkmalen zur Unterscheidung der partikuliren
oder singuldren Natur eines Integrales einer Differentialgleichung.

§ 1. Beziehungen des EULERschen Multiplikators zu den
singuléren Losungen.®)

Das Bestreben der Verfasser aller direkt nach LAGrRANGE erscheinenden
Arbeiten iiber die singuliren Losungen liegt in der Aufsuchung von Merk-
malen, durch welche man die singuliren Losungen von den partikuliren
Integralen unterscheiden konnte. Dabei interessierte man sich ganz be-
sonders fiir die Frage: Woher kommen eigentlich die singuliren Losungen?
Die Beantwortung derselben fiihrte auf immerhin sehr geistreiche Unter-
suchungen, die jedoch direkt fiir die Theorie der singuliren Losungen in
keiner Weise eine Forderung brachten. Lrcexpre?*), dessen Abhandlung
von 1790 sonst nur wenig Neues fiir unseren Gegenstand brachte, regte
dieselben durch folgende Aufgabe an, mit der sich auch Larrace beschiiftigt

hatte: Die Gleichung zdx + ydy = dy)/«* + y* — a® sollte so vorbereitet
werden, daf die singuliire Losung als algebraischer Faktor erscheint. Dazu

geniigt es nach Lecespre )/2? + y? — a® = u zu setzen, woraus
zdzx + ydy = udu,

weil durch diese beiden Werte die vorgelegte Differentialgleichung sich in
udw — udy = O #ndert. Durch Weglassen des Faktors » wird sie dann
du — dy = 0 und diese neue Gleichung wird nicht mehr durch = O be-
friedigt werden, d. h. Leecexpre hat die Differentialgleichung so trans-

) Pamnpeve (siehe Anm. 5, 8. 855), p. 213 sagt: Der Begriff des singuliiren
Integrales ist Lemsyxiz nicht entgangen; diese Bemerkung diirfte also micht ganz
richtig sein. ) Lacranee [25], § 242; Oeuvres, Bd. 10, p. 253. %) Siehe
bereits bei Conporcer, S. 8340—3841 und Larr:ce 8. 346. %) Leee~pre [22], p. 226.
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formiert, daB dieselbe keine singulire Lisung mehr enthiilt. Durch dieses
Beispiel wurde Porssox zur Verallgemeinerung dieser Hypothese mit be-
stimmter Form der Differentialgleichung angeregt.

Poissox hebt 1806 hervor, daB man sich nur dann iiberzeugen kann,
ob man eine gefundene singulire Losung nicht auf das allgemeine Integral
zuriickfithren kann, wenn dasselbe gegeben vorliegt. Da dies in den wenigsten
Fillen eintritt, setzt Poissox in seinen Untersuchungen’) das allgemeine In-
tegral der Differentialgleichung nicht voraus, sondern beschiftigt sich haupt-
siichlich mit der Differentialgleichung selbst, die er, von dem EuLerschen
Kriterium ausgehend, an Lecexpres Gedankengang anschlieBend, so umzu-
transformieren weiB, daB dieselbe in zwei Faktoren zerfillt, von denen der
algebraische Faktor, gleich Null gesetzt, die Gleichung der singuliren Losung
darstellen muB, wibrend nach Unterdriickung des betreffenden Faktors die
transformierte Gleichung keine singulire Losung mehr besitzt. Andererseits
gab Porssox durch eine passende Umkehrung die reziproke Regel, um eine
vorgelegte Differentialgleichung so zu verwandeln, daB dieselbe eine beliebige
singuliire Losung in sich schlieBen muBl. Poissox leitete sein Verfahren
aus analytischen Betrachtungen ab, die wegen der Anwendung von Reihen,
die divergent werden konnen, einigen Schwierigkeiten unterliegen, welche
erst durch Cavcny behoben wurden.?) Es sei nur kurz erwihnt, daB
BoorLe®) in Porssoxs Beweis der zitierten Regel das wesentlich findet, daB

die transformierte Form di;_ = Z-y(z, z) ist, in welcher v(z,2) weder

verschwindet noch unendlich wird, wenn z = 0 die singulire Losung ist,

z

wihrend die Funktion Z und f ‘EZi beide mit z verschwinden. In einem

0
lingeren Zusatz*) zu seiner Abhandlung versuchte Porssox eine geometrische

Interpretation zu geben, aus der man ersehen sollte, wie man in eine Diffe-
rentialgleichung eine singulire Losung einfithren und verschwinden lassen
kann. Poisson zeigt schlieBlich auch noch den Weg, den man gehen muB,
um eine Transformation zu finden, welche eine noch unbekannte singulire
Losung von der Differentialgleichung trennt. Es scheint iibrigens, daf
Poissox dieser Transformation von Differentialgleichungen zuviel Bedeutung
im eventuellen Gebrauch in der Integralrechnung zugeschrieben hat, auf erdem
glaubte er fiillschlicherweise, daBl sie dazu geeignet wiire, grofes und neues
Licht auf die Natur der singuliren Ldsungen zu werfen.

) Porssox [26]. *) Poissons Untersuchungen sind kurz bei Coumxor [28],
§ 478—480 dargelegt. %) Boore [40b], p. 25. %) Porsson [26].
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364 Roruexsera: Singulire Losungen totaler Differentialgleichungen.

Lacroix') scheint diese Porssoxschen Untersuchungen als einen ganz
neuen Vorschlag vorzubringen, worauf CockLE zuerst aufmerksam gemacht
hat?) Im Gegensatz zu Porsson, der die Differentialgleichungen durch ge-
eignete Transformationen der variabeln GréBen umgeiindert hat, war schon
1799 von Lacraxge die niimliche Aufgabe auf eine andere Art gelost
worden, indem dieser zeigte, daB man auch durch Differentiation die Zer-
legung der Differentialgleichung in Faktoren bewerkstelligen kann, von
denen der eine die singulire Losung darstellen soll. Houramx, der den
Untersuchungen von LAGraNGE und Porssox in dieser Richtung mehr Gewicht
und Aufmerksamkeit als sie verdienen entgegengebracht hat®), erklirt aus-
filhrlich in einer allgemeinen Bemerkung®) die Wirkungsweise der beiden
MaBnahmen bei der Einfiilhrung und Unterdriickung der singuliren Losungen
und leitet zwei Regeln®) zur Aufsuchung der singuliren Lisungen ab.
Cavrey®) gibt 1858 die Erklirung, wie diese Faktoren entstanden gedacht
werden konnen. Es sei die Gleichung des allgemeinen Integrales

o +Pcnz—l + Qcm—2+ AR ey ___O’
worin c¢ die beliebige Konstante und P, @ ... Funktionen von z,y sind.
Die Differentialgleichung entsteht dann durch Elimination von ¢ aus der
vorhergehenden und der derivierten Gleichung
Per-t L Qe 24:--=0
und das Resultat mag durch F(P,Q---P,Q ---) =0 dargestellt sein.
Nimmt man nun die Zerlegung der algebraischen Gleichung in ihre linearen
Faktoren an:
4+ P4 Qem 4=+ X)(c+ X)(c+ 2Z)--,

so hat man

PaX Y424
Q =XY+XZ4 Y74 ...

und folglich
P=X+Y+4+2Z +--.
Q'=X'Y+X'Z+---=(Y+Z+---)X'+--

Die Differentialgleichung F' = 0 kann nun durch Substitution dieser

) Lacrorx [23], p. 809. %) Cockre [71], p. 160. %) Hourarx [36], p. 1021
bis 1049. 4 A. a. 0., p. 1046. % A. a. O., p. 1047—1049; auch BoorLe
beschiiftigt sich mit diesen Problemen [40a], p. 177—180; [40b], p. 23—25.
%) Cavrey [39].
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Werte auf die Form UX'Y'Z’... =0 gebracht werden, worin U eine
symmetrische Funktion von X, Y, Z ... ist und deshalb nur eine Funktion
der P,Q---. U=0 ist folglich die singulire Losung.

Cavrey glaubt, daB dieses Absondern der singuliren Losung, und da-
her das Auftreten derselben, von einer eigentiimlichen Beschaffenheit der
Differentialgleichung abhiingig ist, denn er sagt: Es ist zu bemerken, daB,
wenn die Wurzeln X, Y, Z - - - ebenso wie die P, Q - - - rationale und ganze,
Funktionen sind, die Differentialgleichung U als einen trennbaren, ganzen
rationalen Faktor enthiilt, aber wenn die Wurzeln irrational sind, dann be-
sitzt die Differentialgleichung diesen Faktor U nicht, sondern UX' Y  Z'-- -
ist hier eine unzerlegbare ganze Funktion.

Auf Grund der Untersuchungen des Verhiiltnisses eines integrierenden,
bezw. algebraischen Faktors einer Differentialgleichung zu der singuldren
Losung derselben glaubt Lacroix') die Unterscheidung von zwei Arten von
singuliiren Losungen machen zu miissen: Die einen sind nichts anderes als
die Faktoren der vorgelegten Differentialgleichung, in welche dz und dy
keineswegs eintreten, und daher Relationen zwischen 2 und y, welche die
Differentialgleichung identisch befriedigen. Indem man z. B. den gemein-
samen Faktor der Funktionen M und N sucht, findet man die Losung
dieser ersten Art, die der Gleichung Mdxz + Ndy = O geniigt. Die zweite
Art dieser singuliren Losungen scheint auch mit der Differentialgleichung
selbst verbunden zu sein; aber es wird mioglich sein, die Differential-
gleichung so umzuformen, daB diese Losung sich als ein Faktor abtrennt,
wie Porsson und LAGrANGE gezeigt haben.

Umgekehrt hatte schon Tremerev?) fast gleichzeitig mit LEGENDRE
die Kenntnis der singuliiren Losungen benutzt, um den Burerschen Multi-
plikator zu bestimmen, und hat damit zum erstenmal eine Verwendung
der singuliren Losungen im Gebiet der Analysis selbst gegeben.

TremBLEY sucht von einer Differentialgleichung zuerst die singulire
Losung und partikulire Integrale, bildet aus denselben ein Produkt, dessen
Faktoren er mit unbestimmten Koeffizienten ausstattet; den so erhaltenen
Wert substituiert er in die vorgelegte Differentialgleichung, die dann be-
stimmte Relationen liefert, mit Hilfe deren die Exponenten der Koeffizienten
zu bestimmen sind; auf diesem Wege gelangt er zu dem Integrationsfaktor
selbst. Eines seiner Beispiele wird diese Regel klarer erscheinen lassen.
Es sei die Differentialgleichung

yde — zdy = nVdz® + dy?
oder

) Lacroix [23] § 635. *) TremsreY [21].
Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XX, 3. 25
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d%(.zﬂ_ n2)_(a:y—_+- nvm) B

gegeben. Ohne Mithe erkennt man, daB 2?— »n?’= 0 diese Gleichung be-
friedigt und 2®+ y® — n®= 0 als singulire Losung auftritt. Man setzt
nun 2 = (2 — #?)?(2® + y*— n®)P. Der Wert von z wird in

dz dM 4N\ dzM) d(zN)
P NE e (dy Gz) =0 (ans 5 ks e =)
substituiert und man erhilt fir p =— %, g = — 1 den integrierenden Faktor
1
Z =

@ Ve =
der Differentialgleichung.

TrEMBLEY gibt im AnschluB an solche Untersuchungen eine Regel, um
a posteriori singulire Losungen zu finden; dieselbe moge gleich an der
Hand des vorausgehenden Beispiels dargelegt werden. Der Wert eines
partikuliren Integrales wird mit unbestimmten Koeffizienten und Exponenten
versehen: y = A(2* — »n?®)". Dieser Wert in die gegebene Gleichung sub-
stituiert, gibt mit alleiniger Beachtung des negativen Zeichens:

2Arx(2® — n?y — Ax(2® — 02 + n)/ A% (a® — n2)*" + 2* — ¥ = 0.

Um diese Gleichung identisch, d. h: unabhiingig von 2*— #»?

setzt TREMBLEY 27 = 1, nach Division mit }/z* — »® bleibt YA*+ 1 =0

zu machen,

zuriick. Da aber auch nach der Hypothese 4 = -, so erhilt man

i s
V a®*—n?
aus 4?4 1 =0 die Gleichung 2*+ y*— n?= 0 als gesuchte singulire
Losung. Wenn der Faktor nicht algebraisch ist, so muB TrReEMBLEY sein
Verfahren etwas uméndern, worauf hier jedoch nicht weiter eingegangen
werden soll.!)

§ 2. CAUCHYS Kriterien.

AuBerhalb der chronologischen Reihenfolge wollen wir nun die beachtens-
werten Beitriige Caucmys?) fiir unsere Theorie darlegen, die wir durch
Vermittlung Moiexos kennen gelernt haben; denn die Ziele, die Cavcmy

) In dieser Periode finden wir eine Arbeit von Liémare [27], die sich darauf
beschriinkt, die von Evrer bis Poisson gewonnenen Resultate zusammenzufassen,
ohne jedoch wesentlich neue Gesichtspunkte zu enthalten. Hourax [36], p. 977
erwithnt L¥mames Abhandlung und zitiert nur ein Urteil von pe Cuveer, Professor
an der Univ. Liittich, da er sich dieselbe nicht verschaffen konnte. Ein Exemplar
findet sich in der Univ.-Bibl. von Gand. %) Caucry [30] Leg. 29.
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in bezug auf die singuliren Losungen verfolgte, miissen mit den Bestrebungen
Porssoxs in eine Reihe gestellt werden. Eurer, Larrace, LAcraxGe und
dann vorzugsweise Porssox haben sich nacheinander mit der Untersuchung
der Merkmale der singuliren Losungen beschiiftigt, vermdge welcher man
sie unmittelbar aus der gegebenen Differentialgleichung ohne alle Integration
ableiten kann. Inshesondere haben sie zu beweisen versucht, daB das
eigentiimliche Merkmal der singuléiren Losungen darin bestehe, den Differential-
koeffizienten %‘;/; Null, unendlich oder unbestimmt zu machen. Diese
Eigenschaft ist jedoch nach Caucmy nicht so allgemein, und zwar wurde
Caucay zu dieser Ansicht gefiihrt, weil die bis dahin bekannten Beweise von
Reihenentwicklungen abhiingig gemacht wurden, deren Konvergenz durch
nichts bewiesen war und folglich diese Beweise nicht die notige Strenge
besaBen, die man verlangen mufite. Caucny, der eigentliche Begriinder der
Theorie der Konvergenzkriterien unendlicher Reihen, war mit Hilfe derselben
zu einer strengen Definition des Charakters der singuliren Ldsungen und
zu einer scharfen Trennung derselben von den partikuldren Integralen gelangt.

Cavcny zeigte, daB das Lapracesche Kriterium notwendig, aber nicht
hinreichend fiir die Existenz der singuliren Losungen sei, weshalb er noch
einige Ergiinzungsregeln angeben mufite. Dazu muflite er neue Mittel zur
Unterscheidung der beiden Arten von Integralen ausfindig machen und zwar
beziehen sich alle auf den Fall, bei welchem das allgemeine Integral nicht
bekannt ist. Seine neuen Lehrsitze sind die folgenden:

I. Um zu entscheiden, ob ein Wert y = F(z) ein partikulires oder
singulires Integral der Differentialgleichung dy = f(z, y)dz ist, braucht
man nur zu untersuchen, ob z = 0 ein partikulires oder singuliéres Integral
der Differentialgleichung dz = {f[z, F(z) + 2] - f[z, F(z)]}dz ist.h)

II. Es seien « und 8 zwei unendlich kleine GroBen, wovon die zweite
so gewiihlt ist, daB die Funktion f(x, y) zwischen den Grenzen y=w, y=p
stets dasselbe Zeichen behilt; wenn dann der Wert y = O der Differential-
gleichung dy = f(, y)dx als singuliires Integral geniigt, so ist das zwischen
denselben Grenzen in Beziehung auf die Veriinderliche y genommene be-

stimmte Integral
B
dy
f(x, y)

selbst eine unendlich kleine Grife.?)
In diesem Integral ist z als Konstante anzusehen, es ist auch leicht

Ya. 2. 0. p. 445. % a. a. O. p. 447,
25%
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368 Rornexsere: Singulire Losungen totaler Differentialgleichungen.

ersichtlich, daB dieses von Caucmy gegebene Theorem zu den Gleichungen

Vg
£ (T U) 9 o LR R
0

fithren kann, die das Endresultat des Booreschen Kriteriums darstellen.
Wenn man mit der Differentialgleichung in # und # vom 1. Theorem ebenso
verfihrt, wie mit derjenigen in # und y vom 2. Theorem, so folgt:

III. Um zu entscheiden, ob der Wert y = F'(z) der Differentialgleichung
dy = f(«, y)dz als singuliires oder partikuliires Integral geniigt, braucht
man nur zu untersuchen, ob das bestimmte Integral

f Tz, F<x>+z]— 7Tz, F@)]

eine unendlich kleine GroBe ist oder nicht, indem x als Konstante betrachtet
wird und o, § zwei unendlich kleine Grenzen von z bezeichnen, zwischen
welchen die unter dem Integralzeichen stehende Funktion ihr Vorzeichen
nicht #ndert.*)

Wiihrend das Evrnersche und Lapracesche Kriterium sich nur als
notwendige Bedingungen erzeigen, gibt das zuletzt zitierte von Caucmy
auch eine hinreichende Bedingung. De Moreax bemerkt 1854%), das 3.
Theorem von CAucHY ,is a beautiful instance of the discriminating power
of the process of integration and I (De MoreAN) cannot help looking upon
it as one of the most remarkable accessions of the century to the theory
of differential equations“. BooLe®) weist 1859 an der Differentialgleichung
y =y (logy)® nach, daB Cavcnys Regel!) bestimmt gewesen zu sein scheint,
entgegengesetzt dem allgemeinen Geist, der Cavcmys Schriften durchzieht,
die Betrachtung von imaginiiren Werten auszuschlieBen. Durch Vermittlung

) a. a. 0. p. 458. *) De Moraan [35] p. 523. % BooLe [40a] p. 177.
%) Prix [70] gibt 1876 fiir das Cavcaysche Kriterium einen strengen Beweis, trans-
formiert hierauf die Integralbedingung in die folgende

—F()
i e 9 —f @)

fiir y = F'(x), aus der er dann unmittelbar das Larracesche Kriterium ableiten
konnte. Beziiglich der Voraussetzungen, unter denen das Larracesche Kriterium
nach Prix ungiiltig wird, bemerkt Hausurcer (K. d. M. 1876 p. 184), daB dieselben
nicht vollstiindig richtig sind, da die neue Prixsche Bedingungsgleichung, aus der
das Kriterium abgeleitet wird, durch die unkontrollierbare Beschaffenheit der bei
der Transformation eingefiihrten Grofen zwar notwendig, aber nicht hinreichend
fiir das Stattfinden des Caucmyschen Kriteriums geworden ist.
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von HoteL haben wir ferner erfahren, daBl Braxcuer 1846 wieder neue
Merkmale zur Unterscheidung von partikuliiren und singuliiven Integralen
entdeckte, deren eingehende Diskussion in LiNDEBERGS Arbeit zu finden ist.')

§ 3. Uber das Zusammenfallen der Enveloppe mit einer partikuldren
Integralkurve.

Bei Cavcny finden wir zum erstenmal auf den Umstand hingewiesen,
daB der Fall eintreten konne, in welchem die Einhiillende selbst einen Teil
des Systems der Integralkurven bildet; man hat das bemerkenswerte Beispiel
einer Losung, welche den doppelten Charakter eines singuldren und parti-
kuliren Integrales besitzt. Cauvcmy zeigte, daB die Differentialgleichung

dy\3 duy?
(&‘Z) =8y’—4wyd—z),
die von manchen Autoren ,LacranceEsche Gleichung® genannt wird, das

allgemeine Integral y = C (z + C)* besitzt. Aus

@+ O +26@+0)0=0
folgt nun -
C=—.’l‘, =—-?.

Substituiert man den ersten Wert in die Gleichung des allgemeinen Inte-
grales, so erhilt man das partikulire Integral y = O, welches auch dem
Nullwert der Konstante entspricht; y = O kann o
als Grenzfall einer Parabel angesehen werden \ 1
(Fig. 5). Da aber diese Gerade simtliche Inte- K//

A

gralkurven beriihrt, so kann man sie auch als

singulire Losung betrachten. Die eigentliche
singuliire Losung ist jedoch die kubische Parabel

§=-— %z",
die mit Hilfe des zweiten Wertes von C er-
halten wird. Fig. 5.
Serrer®) zieht im AnschluB an die Be-
sprechung des Caucnyschen Beispiels die allgemeine Folgerung, daf nur bei

) HoverL-Brancuer [81]; vgl. Linoesere [63] p. 28—29. *) Cavcry [380],
p. 377; diese Gleichung wurde sehr bald ein sehr beliebtes Beispiel in der Theorie
der singuliren Losungen; wir finden sie z. B. bei Houraiy [36], Gramsmer [77],
p- 11, Serrer [111]. An der Hand dieser Differentialgleichung beweisen die Richtig-
keit ihrer Darlegungen Boore [40a], p. 151; 171—173; C. Scamor [80], Pice
[108], HamBureer [97], siehe auch Forsyrm [114], p. 264 bis 265. %) SErreT
[111], 1885, Bd. 3, p. 26.
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einem Kurvensystem, welches die Konstante ¢’ mindestens in der dritten Potenz
erhilt, welches also die Ebene mindestens dreifach iiberdeckt, dieser Fall
eintreten kann. Bei der Gleichung des Kurvensystems einer Differentialgleichung
mit gleichen Eigenschaften, die Courxor') gegeben hatte, finden wir aber
die Konstante nicht in der von Serrer geforderten Potenz auftreten. Die
Caucuysche Gleichung ist ein spezieller Fall der allgemeinen Differential-
gleichung, fiir welche die Schar der partikuliren Kurven durch die Formel

(C—g@ )+ flx,y) - 1(Ca,y) =0

von Scmmipr®) dargestellt wird, wo f(z,y) gleichzeitig eine partikulire
Kurve mit dem Parameter Null und die Enveloppe der Kurvenschar de-
finiert. HamBurGer®) hat dann 1893 das Auftreten von Losungen, die sich
gleichzeitig durch ihre singulire und partikuliire Beschaffenheit auszeichnen,
eingehend theoretisch untersucht.

VIIL. Kapitel

Erste Untersuchung der geometrischen Natur der Diskriminanten-
gleichung.

§ 1. Darlegung des in der Theorie der singuldren Losungen
bestehenden Paradoxons.

Es folgte nach Porsson zuniichst ein Stillstand in den Forschungen
fiir unsere Theorie; die vielen bisher verdffentlichten Untersuchungen, be-
sonders die von Laeraxce, muBten erst eine weitere Verbreitung in den
Fachkreisen erlangen. Wir finden deshalb die allerdings noch unvollkommene
Lacrancesche Theorie der singuliren Losungen in den nichsten Jahr-
zehnten fast ausschlieBlich nur in Lehrbiichern der Integralrechnung, wie
z. B. in denjenigen von Dumamer, Navier, Cararra, Courxor, Morayo,
Hymers und Grecory, ferner noch in geometrischen Werken, z. B. bei
Lirrrow und Braxpes. In jenen Darlegungen diirfte allméhlich der Wider-
spruch, der in den bis dahin bekannten Methoden zur Aufsuchung der sin-
guldren Losungen liegt, zum Vorschein gekommen sein; die Versuche, den-
selben aufzudecken, hatten eine iiberaus grofie Anzahl von Abhandlungen
zur Folge. Im folgenden mdge das Leitmotiv der meisten von nun an

) Cour~or [28], § 520. ) Scaminr [80]. %) Hamsurcer, siehe Seite 396.
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erscheinenden Arbeiten, d. i. das Paradoxon, das man in der Theorie der
singuldren Losungen sah, zu geben versucht werden.

Man hatte sich in der Frage der singuliren Losungen nach der La-
araNGEschen Methode auf den Standpunkt der Enveloppentheorie gestellt.
Nach einer ersten Definition der Enveloppe von Integralkurven, die zur der
Differentialgleichung
@) (2, 9, ¥) = 0.

gehoren, miissen nach Laerange in allen ihren Punkten zwei zusammen-
fallende Tangentenrichtungen vorhanden sein; die Bedingung dafiir ist:

af

2 -— = 0.

@ 2

Durch Elimination von %" aus (1) und (2) wird
(p(x'l y) —=0

erhalten, welche die Enveloppenkurve darstellt. Nach einer zweiten De-
finition der Enveloppe als einer Schar von Kurven miissen alle ihre Punkte
durch das duBerste Verschneiden je zweier aufeinanderfolgender
Kurven entstanden sein. Die Bedingung dafiir ist

dF
4) o=l
wenn
(3) F(z,y,0) =0
die Schar der Integralkurven, die zur Differentialgleichung
f(xy Y, y’) =0
gehort, darstellt. Das Eliminationsprodukt

aus diesen beiden Gleichungen (3) und (4) stellt dann wieder die Enve-
loppe dar.

Jedesmal, wenn nun die Differentialgleichung f = O als Integral
eine singulire Losung besitzt und die Gleichung derselben aus der Diffe-
rentialgleichung erhalten wurde, mufl auch die Integralgleichung ¥ = 0,
die zu = 0 gehort, zur Gleichung einer Enveloppe fithren. Geht man aber
andererseits von einer beliebigen Gleichung einer Kurvenschar aus und erhiilt
aus derselben eine Gleichung, die der Bedingung

Fi Sl

Gentige leistet, so miite man annehmen, daB die Differentialgleichung, die

http://rcin.org.pl
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zu dieser Gleichung der Kurvenschar gehért, immer die Gleichung einer
singuliren Losung liefern sollte, da doch, wie vorausgesetzt wurde, das

Eliminationsprodukt
¢z y) =0
aus
2 0
f=0, N 0

unbedingt eine Kurve darstellen muf, bei der in allen ihren Punkten zwei
zusammenfallende Tangentenrichtungen vorhanden sein miissen.

Diese Umkehrung gilt aber im allgemeinen nicht, wie man sehr bald
erkannt hatte; man bemerkte, daB die beiden Aufgaben: die singuliire Lésung
einer Differentialgleichung und die Enveloppe einer durch ihre Gleichung
gegebenen Schar von Kurven zu finden, sich nicht decken. Es muBten zwar
stets nach beiden Methoden Gebilde geliefert werden, die, vom geometrischen
Standpunkt aus betrachtet, in allen ihren Punkten zusammenfallende Tan-
gentenrichtungen besafien, die jedoch keineswegs durch konsekutives Schneiden
je zweier Kurven einer bestimmten Kurvenschar entstanden sein muBten.
Lange Zeit dauerte es, bis man sich zu dieser letzteren Erkenntnis durch-
gerungen hatte; die Vorbereitung und ersten Ansiitze finden wir bei RAABE,
Courxor und De Moreax, die Veranlassung zur energischen Inangriffnahme
der Frage in einer Kontroverse zwischen DarBoux und CaTALAN im Jahre
1870, und ihre endgiiltige Erledigung bei HAMBURGER.

§ 2. Kurze Andeutungen von Versuchen, die LAGRANGEschen
Regeln zu vervollkommnen.

Wie unsicher man durch die Lacranceschen Regeln geworden war,
zeigen manche Stellen aus Abhandlungen iiber singulire Losungen. CaTaLan?)
hilt 1845 den Weg zur Aufsuchung der singuliren Losungen aus den

Gleichungen
F(z,y,C)=0
und
dF
7 B

wohl fiir richtig, dagegen nicht die Verwendung von

. 5

}ly_oo

als zweite Gleichung an Stelle von

) Cararax [32].
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dF _
ac =

0,

woraus nach seiner Ansicht nicht die Enveloppe der durch F = 0 dar-
gestellten Kurven resultieren konne, sondern nur der Ort derjenigen Punkte
der einzelnen Kurven, fiir welche die Tangenten zu der z-Achse parallel
sind. Caucny?') hilt die beiden Methoden fiir gleichwertig, trotzdem er an
einem Beispiel zeigt, daf die Bedingung

zu keiner singuliren Ldsung fiihrt. Die Behauptungen Caranaxs geben
RaaBe?) 1848 zu weiteren Erérterungen AnlaB. RAABE sieht auch in der
Unzuverlissigkeit der gewohnlichen Regel aus den Gleichungen

aF
E =0, ac =0
eine unzweideutige Tatsache; die aus diesen Gleichungen erhaltenen Elimi-
nationsresultate geben nach seiner Amnsicht bisweilen Relationen unter den
Variablen, die ebenfalls weder von singulérer noch partikuléirer Beschaffenheit,
und folglich dem fraglichen Falle ganz fremd sind. RaaBe erklirt jedoch
ausdriicklich, daB solche Fille nur als Ausnahmen gegeniiber dem Auf-
treten von Enveloppen anzusehen sind, wihrend Courxor®) bereits 1842
zur entgegengesetzten. Ansicht gekommen war.
Raase gibt deshalb dem 1. Theorem von LAGRANGE eine Fassung,
die Scumipr?*) wieder ausgesprochen hat: ,Aus der Gleichung F(z, y, C) =0,
sagte RaaBE, ,stelle man den Ausdruck

dy dF(z,y,C)  dF(z,y,C)

v F £ SERUARRer -

her und verbinde diese erste Gleichung durch Elimination von C mit jeder
Relation, die dem Ausdruck fiir

dy

ac
den Nullwert gibt. Die so unter den Variabeln gefundenen Relationen sind
entschieden Integralauflésungen der betreffenden Differentialgleichungen und
zwar singuliirer Art.“ Raase legt auch dar, daB diese Regel fehlschligt,

wenn 3 gleichneitig mit ‘;—5 unendlich wird. Stravcn®) hatte 1865

wieder die Gleichung

) Cavcmy [30], § 1564. %) Rasse [83]. %) Siehe S. 878. ¢) Scmmior [80].
%) Stravcm [42], Bd. 1, p. 25.
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dF dF _
ic‘dy =
vorgeschlagen. Ehe man jedoch aus dieser Gleichung ein Ergebnis heraus-
ziehen diirfe, miisse man zuvor den Ausdruck
ot Ay b
ac " dy
auf seine einfachste Gestalt bringen. Namentlich miisse man im Zihler
und Nenner alle gemeinschaftlichen Faktoren gegeneinander aufheben. Ge-
wohnlich versiumte man es, fihrt Stravcu fort, diese Gleichung herzustellen,
und untersuchte die beiden Differentialquotienten

dF dF
0 und f

einzeln. Folge dieses Versehens ist, daB man dann aus solchen Faktoren,
welche man gegeneinander hiitte aufheben sollen, ebenfalls Resultate zog,
die aber unbrauchbar sind und auf Widerspriiche und Irrtiimer fiihren.

Das Bestreben, Lagrances Theoreme durch befriedigendere zu ersetzen,
mag auch die Veranlassung zu einer Abhandlung des belgischen Mathe-
matikers Timmermans®) 1842 gegeben haben. Tmmmermans hatte nimlich
in der Theorie der singuliren Losungen von LaGrance ein Hindernis (in-
convénient) erblickt, daB die verschiedenen Kriterien, die als analytische
Resultate die Existenz der singuliren Losungen anzeigen, doch nicht sehen
lassen, wie diese Losungen mit der Zusammensetzung der Differential-
gleichungen verbunden sind. Anstatt das Auftreten der singuliren Losungen
aus der Anwendung einer Formel zu schiopfen, will es TiMMeErMANS als ge-
eigneter erscheinen, Kennzeichen ihrer Existenz aus der Zusammensetzung
der Differentialgleichung zu suchen und die bereits frither gefundenen ana-
lytischen Bedingungen als Folgerungen dieser Zusammensetzung zu betrachten.
Von diesem Gesichtspunkte aus fiihrt TimmermaNs seine Untersuchungen
durch und kommt auf folgende, der Kiirze wegen zusammengefaBte Regeln:
Um die singuliren Loungen aus der Differentialgleichung f(z, %, y") = 0%)
oder aus deren Integralgleichung F(z,y, C) = 0%) zu erhalten, 18st man
die erste Gleichung in bezug auf y', die zweite nach C auf. Wenn die
entsprechenden Werte fiir % und C keine Ausdriicke unter Wurzelzeichen
enthalten, so gibt es auch keine singuliren Losungen. Im entgegengesetzten
Fall wird man die unter den Wurzelzeichen stehenden Funktionen gleich
Null setzen; wenn diese Werte der Differentialgleichung gentigen, ohne
gleichzeitig das allgemeine Integral selbst zu befriedigen, so sind sie die
gesuchten singuliren Losungen.

) TrmmerMANs [29]. %) a. a. 0. p. 14. %) a. a. 0. p.23.
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Es hat iibrigens bereits Lacrance') erkannt, daB in dem Ausdruck
fiir y" der Wert der singuliren Losung unter dem Wurzelzeichen stehen
kann, wenn er es auch nicht ausdriicklich hervorgehoben hat. Hourax?)
glaubte, daB TmveErMANs durch diese Bemerkung von LAGRANGE veranlaBt
worden war, seine neue Theorie auszuarbeiten. Darsoux®) ist spiiter ge-
radezu zur entgegengesetzten Anschauung von der TrmMErRMANS’ gelangt, daf
ndmlich der unter dem Wurzelzeichen stehende Ausdruck im allgemeinen
keine singulire Losung der Differentialgleichung darstellt.

TimmeErMANS behauptet auch, daB alle Funktionen, welche auBerhalb
des Wurzelzeichens im Ausdruck fiir y° stehen, gleich Null gesetat, stets
partikulire Losungen sind, wenn sie der Differentialgleichung geniigen;
diese Regel ist richtig, wie schon Preperra*) bemerkte, wihrend der ganze
Satz als nicht streng anzusehen ist. Houramn®) hat in seiner Arbeit die
Theorie von TrmMErMANS in groBerer Ausfiihrlichkeit behandelt, als es TiMmMER-
MANS in seiner Abhandlung selbst getan hat. Es scheint daher, daf Houramx
diese Theorie fiir viel wichtiger fiir die Aufklirung der damals noch dunklen
Theorie der singulidren Losungen gehalten hat, als die spiiteren Mathematiker,
die sie gar nicht weiter beachteten; in der so umfangreichen Literatur finden
TrvmermaNs’ Untersuchungen nur zweimal und auch da nur beiliufig Er-
wihnung. Wenn wir also die Worte bei Houraix lesen: Les méthodes de
Lacrance et de TimMERMANS constituent ensemble une théorie parfaite de
la détermination des solutions singuliéres, so miissen wir wohl sagen, daB
Houramx die Untersuchungen von Lacrance, die unzweifelhaft zu dessen
geistreichsten Schopfungen geziihlt werden konnen, mit den, wenn auch
immerhin interessanten, so doch keineswegs fundamentalen Sitzen von
TrvmeErMANS mit Unrecht auf eine Stufe gestellt hat.

Hourain, der anscheinend ein Schiiler von TiMMERMANS gewesen ist,
hat in einer vorziiglichen Arbeit die bis dahin bekannten Methoden einer
Diskussion unterworfen; zwei neue Beobachtungen finden wir bei ihm:
HouraiNy hatte, wie spiter auch Cavrey, die Behauptung aufgestellt, daB
das Auftreten von singuliiven Lisungen von einer bestimmten Beschaffenheit
der Gleichung des allgemeinen Integrales abhiingig ist; er ist der Ansicht®),
daB die singuliiren Losungen nicht vorkommen kénnen, wenn das allgemeine
Integral der Differentialgleichung transzendente Funktionen von z und y in
sich schlieBt; ferner sagt HouraiN sehr richtig, daB nach den meisten Ab-
handlungen die Gleichungen

dF(@,y,0) dF@,y, C) _
*** P S R
) Lacraxce [25] § 201. *) Hourax [36] p. 1070. %) DarBoux [48].
*) PrepELLA [98]. ®) Hourawx [36] p. 1021—24, 1068—72, 1075—82, 1105—13.

¢) Houraix [36] p. 999.
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niemals anwendbar zu sein scheinen, wenn das allgemeine Integral nicht in
bezug auf die Konstante C' gelost ist; Houramns Ausfithrungen und zahl-
reiche Beispiele zeigen das Gegenteil.

Den singuliren Losungen der Differentialgleichungen schenkte auch
Boore in seinem Treatise of diff. equations groBe Aufmerksamkeit, so daB
das Kapitel, das diesem Gegenstand gewidmet ist, als eines der wertvollsten
und wichtigsten seines Werkes anzusehen ist. BooLe') suchte eine gemein-
same Eigenschaft fiir alle Losungen, welche fir die Gleichung

dp

ik g B

erfiillt sind. (Das gleiche geschieht auch fiir Ed; (% ) = c0.) Er leitet zu-
niichst die Gleichung

ab, die einen Zusammenhang zwischen der Differentialgleichung p = f(z, y)
und ihrem allgemeinen Integrale y = f(z, C') darstellt. Durch Beriicksich-
tigung der fiir die singuliren Losungen bestehenden Bedingung

dy g
anm0)

findet er
d ay

Diese Gleichung besteht, wenn sie entweder unabhiingig von C ist, oder C
einen bestimmten Wert besitzt, und zwar miite im letzteren Fall C eine
Funktion von # oder konstant, aber nicht absolut unabhiingig von z sein.
Jede Losung, welche die vorstehende Bedingungsgleichung erfiillt, ist nun
nach BooLE nicht im allgemeinen Integral enthalten.

§ 3. Entdeckung des Spitzenortes.

Cournor hatte schon 1842 bei einer Untersuchung der Konstruktion
von Differentialgleichungen mit einer einzigen unabhiingigen veriinderlichen
GroBe als Erster die Entdeckung gemacht, daB die Diskriminantengleichung
einer Differentialgleichung einen Ort von Spitzen darstellen kann.

Er diskutierte die Gleichung?®)

) Boore [40a] p. 154. %) Siehe iiber :11_%=0 S.378.  ®%) Cournor [28]
§ 517.
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(1) yi—2yz(y—p)+ ¥+ 2°=0,

die gleichbedeutend mit den beiden, jede fiir sich konstruierbaren Gleichungen

r_y—p+Vr@—2y)—2*
(2) §f - y—p+V - Y
ist. Hierin nimmt gy’ jedesmal einen imaginiren Wert an, wenn die Ver-
inderlichen z, y der Ungleichheit p(p — 2y) — 2*<< O geniigen. Die Kurve

(3) p(p—2y) —2*=0

begrenzt folglich auf der Ebene z, y die Region, in welcher sich die durch
die Gleichung (1) charakterisierten Kurven ausdehnen kinnen. Die beiden
Werte von y  werden fiir die auf der Kurve (3) liegenden Punkte einander
gleich, d. h. die Kurve ist der geometrische Ort der Punkte, worin sich je
zwei der resp. durch die Gleichung (2) charakterisierten Kurvenzweige ver-
einigen, was auf zwei verschiedene Arten stattfinden kann.

Im allgemeinen ist, bemerkt Cour~or, die gemeinschaftliche Tangente
der beiden Kurvenzweige (2) fiir die auf der Kurve (3) liegenden Punkte
von der Tangente der Kurve (3) in denselben Punkten verschieden, was
namentlich bei dem von Cournor gewihlten Beispiel der Fall ist. Der aus
der Gleichung (2) abgeleitete Wert von y' reduziert sich fiir die auf der
Kurve (3) liegenden Punkte auf

withrend die Differentiation der Gleichung (3)

Gigfly 15D
da e
gibt, und wenn dieser Wert von % dem vorhin fiir ¥ gefundenen gleich

sein sollte, so miiite man die Relation

x

y_;g= oder p(p—y)—a>=0
haben, welche nicht gleichzeitig mit der Gleichung (3) bestehen kann, aus-
genommen fiir y = 0.

In solchen Fillen vereinigen sich die Kurvenzweige (2) auf der
Kurve (3), indem sie einen Riickkehrpunkt bilden, und diese Grenzkurve
ist der geometrische Ort aller Riickkehrpunkte der Kurven, zu welchen die
Differentialgleichung (1) gehort.

BoussivesQ machte 1890 darauf aufmerksam, daf Courxor, und nicht,
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wie man bis dahin angenommen hatte, DE MorGax die Prioritiit dieser Ent-
deckung zukime'). Courxor ist somit das Verdienst zuzuschreiben, zuerst
mit den geometrischen Untersuchungen der Diskriminantengleichung begonnen
zu haben. Auch hatte er schon vorausgesehen, daf das Auftreten einer
Kurve, die aus Spitzenpunkten der Integralkurven besteht, im allgemeinen
vorkommt und daher das Auftreten einer Enveloppe der Integralkurven nur
als Ausnahmefall anzusehen ist. Spiter sollten gerade iiber diese Tatsache,
die also von Courxor schon richtig entschieden worden war, noch lange
Diskussionen stattfinden. Leider war das von CournNor neu gefundene Re-
sultat in den mathematischen Kreisen nicht bekannt geworden; oder es hat
nicht das richtige Verstiindnis gefunden und ist daher zunichst ohne weiteren
Einfluf auf die Fortentwicklung der Theorie der singuliren Losungen ge-
blieben.

Von neuem entdeckt wurde das Auftreten eines Spitzenortes als Eli-
minationsprodukt aus der Differentialgleichung und ihrer Derivierten zehun
Jahre spiter durch De Moreax®) und von da ab wurde diese Tatsache
auch in weiteren Kreisen bekannt. De Morean, der den LaGrANGEschen
Resultaten nur ein ,eingeschriinktes Vertrauen“ (qualified confidence®)) ent-
gegenbrachte, hat wichtiges Licht auf die Natur der Bedingungen

d d d

g el et |
geworfen, als er bemerkte, daf beim Auftreten dieser Gleichungen ein Ort
von Spitzen der Integralkurven vorhanden sein kann, wenn singulire Losungen
nicht erhalten werden.?) Dem Beweise des Satzes De MoreaNs, nach
welchem die Elimination von y' aus

’ d
feyy) =0, 4h—o
einen Ort von Riickkehrpunkten liefert, wenn keine singuliire Losung auf-
tritt, mangelt es in mehreren Punkten an Klarheit, was Maxsiox®) ver-
besserte, als er direkt die Beziehungen priifte, die zwischen den beiden
Problemen existieren: 1) die Enveloppe der durch F(z,y, C) =0 dar-
gestellten Kurven zu suchen, 2) den Ort der Punkte zu suchen, wo die
Kriitmmung der Kurven unendlich ist. Dt Morcax hat gezeigt, daB irgend
eine Relation zwischen # und y, welche der Larraceschen Bedingung ge-
niigt, die Differentialgleichung befriedigt, gleichgiiltig, ob der von der Dif-

1) Cours d’analyse inf. et calc intégr. II, 2, p. 288. *) De Morean [34] p. 113.
%) Nach Boore [40a] p. 76. %) De Moreax [85] § 6. Beweis auch bei Boors
[40a] p. 181, [40b] p. 36—37. ) MaxsioN [54] p. 160—163.
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2
ferentialgleichung abgeleitete Ausdruck lexqi unendlich wird oder nicht. Man

ist nicht oft dem Fall begegnet, sagte MaxsioN, wo

d*y £
dzr =

obwohl er am hiufigsten vorkommt, weil die klassischen Beispiele®) fast
alle auf ein allgemeines Integral fithren, welches eine Kurve zweiten Grades,
oder eine andere Kurve darstellt, die nur im Unendlichen einen Punkt be-

sitzt, wo die Kriimmung unendlich ist.

IX. Kapitel.

Ausfithrliche geometrische Interpretation der beiden
Diskriminantengleichungen.

§ 1. Meinungsverschiedenheit zwischen DARBOUX und CATALAN
iiber das allgemeine Auftreten des Spitzenortes.

Mit Darsoux, Cressch, CavLEy und Casorarr diirfen wir den Anfang
einer neuen Periode der Theorie der singuliren Losungen bezeichnen. Die
bisher besprochenen Untersuchungen zeigen deutlich, wie sehr man bemiiht
war, Licht und Klarheit in unsere Theorie zu bringen. Mit rein analytischen
Betrachtungen war man aber nicht vorwiirts gekommen; der Weg, den nun
die Forscher einzuschlagen hatten, war daher die geometrische Interpretation
der Diskriminantengleichungen, die einerseits aus den Differentialgleichungen,
andererseits aus den allgemeinen Integralen derselben hergeleitet waren.
Cournor hatte bereits den Anfang gemacht, die Diskriminantengleichung
zu untersuchen, und kam auf das erwihnte Resultat. DarBoux, besonders
aber Caviey und Casorarr geben nun eingehende Untersuchungen iiber
die geometrischen Orter, welche die Gleichungen der beiden Diskriminanten
darstellen kénnen, und untersuchen, welche Faktoren derselben als die wahren
singuliiren Losungen zu betrachten sind.

Die neue Periode wurde mit einer Kontroverse zwischen DarBoux und
CATALAN eingeleitet und von jenem Zeitpunkt an hatte man die Frage als
eine der schwierigsten erkannt. DarBoux gab durch einen am 20. Juni

!) Sehr viele finden sich bei Houraixy [86] zusammengestellt.

http://rcin.org.pl



380 Rormexsrra: Singuliire Losungen totaler Differentialgleichungen.

1870 verdffentlichten Aufsatz!) tiber die Fliche der Kriimmungsmittelpunkte
einer algebraischen Fliche zu einer Diskussion AnlaB, die weit iiber den
vorgeschlagenen Gegenstand selbst hinausging. Angenommen, es sei eine
Differentialgleichung f(z,%,y") = O gegeben — DarBoux nimmt eine solche
vom 2. Grade an — und man will den Ort der Punkte suchen, fiir welche
zwei Werte von y gleich werden, so ist nach DarBoux im allgemeinen der
Ort dieser Punkte nicht mehr die Enveloppe des Kurvensystems, das die Dif-
ferentialgleichung darstellt, sondern vielmehr ein Ort von Riickkehrpunkten
fir die partikuliiren Integralkurven.

Diese Bemerkung konnte zuerst seltsam erscheinen, denn alle die klas-
sischen Beispiele von singuliren Losungen schienen ihr zu widersprechen,
Nicht lange lieB deshalb die Kritik, die jene aufsehenerregende Behauptung
herausforderte, auf sich warten. Bereits am 4. Juli 1870 wendet sich
Caravaxn?) gegen DarBoux’ Annahme. Es ist wohl wahr, sagt Caravax,
daB die betreffende Gleichung nicht immer die Enveloppe der Kurven dar-
stellt; aber geht DarBoux nicht ein wenig weit, wenn er behauptet, daB
das Auftreten einer Enveloppe genau das Gegenteil von dem ist, was ein-
tritt? Caravanx zeigte aber nur durch Beispiele, daf der allgemeine Satz
von DArBoux Ausnahmen unterworfen sei; doch mit solchen Mitteln konnte
er denselben keineswegs entkriiften; er hitte den Beweis liefern miissen,
daB Darsoux’ Behauptung nicht allgemeine Giiltigkeit besitzt; und dies hat
CATALAN nicht getan. Workmax?®) glaubt, daB Caravnans Kritik durch die
Verwirrung entstanden ist, die durch DarBoux’ nicht klar genug gehaltene
Unterscheidung zwischen integrierbaren und nicht-integrierbaren Differential-
gleichungen®) hervorgerufen wurde. DarBoux’ Note bezieht sich auf nicht-
integrierbare, CaraLans Antwort auf integrierbare Gleichungen.

Darsoux blieb die Antwort an Caranax nicht schuldig. Noch im
niimlichen Jahre gab er eine Entgegnung®), in der er ausfithrte, daB solche
Fille seine Theorie nicht beeintriichtigen kénnen. Ferner gab er einen
Beweis fiir seine aufgestellte Behauptung und versprach gleichzeitig eine
eingehende Untersuchung iiber den vorliegenden Gegenstand, die er auch
1873 folgen lieB.

§ 2. CLEBSCH.

Unterdessen war eine im Nachlasse von CLesscu®) gefundene Ab-

') Darsoux [48]. %) Caravan [49]. %) WorkmaN [85] p. 175. %) Eine
Differentialgleichung ist integrierbar oder nicht, d. h. wenn sie selbst rational,

total vom n. Grade in gg, ein Integral zuliBt oder nicht, das auch rational, voll-
stindig und von n. Grade in einer beliebigen Konstante C ist. %) Darsoux [50].

%) Cremscr [52].
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handlung 1872 verdffentlicht worden, die DarBoux’ angekiindigte Unter-
suchungen sichtlich beeinfluBt hat. In Cresscus Arbeit war nimlich der
Grundgedanke ausgesprochen, der den scheinbaren Widerspruch des in
Lacrances Theoremen liegenden Paradoxons losen sollte.

Cresscn bringt eine algebraische Gleichung

dy,
fayn) =0 (p=3Y
mit Hilfe der Lecexpreschen Transformation auf die Form
F(zy; —p; ap —y) = 0.

Dann ist immer die doppelthomogene Form F(§, u; u, v)'), gleich Null
gesetzt, die Gleichung eines Konnexes, dessen Konnexkurven durch die
Gleichung f= 0 gegeben werden. Solange nun iiber die Koeffizienten des
Konnexes, sagt Cresscu?), besondere Festsetzungen nicht gemacht werden,
hat die Differentialgleichung keine singulire Losung. Es sind aber die-
jenigen Kurven leicht aufzustellen, von welchen die eine der Ort der Riick-
kehrpunkte der Integralkurven ist, wihrend die andere von den Wende-
tangenten derselben umhiillt wird. In die singuléire Lisung der einen oder
anderen Form der Differentialgleichung verwandeln sich diese Kurven, sobald
die Richtung der Riickkehrtangente iiberall mit der Tangente der Kurven
der Riickkehrpunkte zusammenfillt bezw. der von den Wendetangenten
umhiillte Ort mit dem Ort der Wendepunkte selbst identisch ist?).

So kurz auch die Bemerkungen von CLesscu iiber die innere Natur
der singuliren Losungen sind, so tiefgreifend sind auch die Gedanken, die
in denselben ausgesprochen sind. Erst durch die Vergleichung der von
Cresscn in so einfachen Worten dargelegten geometrischen Beziehungen der
Orter, welche die Diskriminantengleichung darstellen kann, mit den Resul-
taten von Darsoux, CavLey und Casorarr konnen wir das Ergebnis, zu
dem Cresscu gelangt war, voll und ganz wiirdigen,

§ 3. DARBOUX.

DarBoux legte seine 1870 angekiindigte Abhandlung*) am 23. No-
vember 1872 der Société Philomatique vor; eine kurze Inhaltsangabe hat

1) gas % _— =% ; u=%:—, v = Zzz : %) CLesscu [52], p. 442; Ann. 6,
p- 211, °) Livpemany [67] und Wasicierr [74] gaben elementare Auseinander-
setzungen der auf die Theorie der singuliren Losungen sich beziehenden Unter-
suchungen von Cressca. %) DarBoux [55].

Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XX. 3. 26
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382 Roruexsera: Singulire Losungen totaler Differentialgleichungen.

DarBoux selbst im Institut Nouveau ser. 6. am 5. Februar 1873 gegeben
und damit nur einige Tage nach Cavieys Arbeit!) (Januar 1873) seine
Resultate den mathematischen Kreisen angezeigt. Dawrsoux?) sprach sich
eingehend iiber den Ursprung des Irrtums aus, der so lange in der Theorie
der singuliren Losungen angedauert hatte. Die Mathematiker hatten nach
DarBoux’ Auffassung bisher alle mit Unrecht die Ansicht gehabt, daB eine
Differentialgleichung erster Ordnung immer ein Integral F'(z,y,C) = O -
1a8t, da man die Differentialgleichung durch Elimination von Konstanten
aus der endlichen Gleichung und ihrer Derivierten bildet. Dagegen be-
hauptet DarBoux, dal die Untersuchungen von Cavcny und Brror-Bouquer
iiber die Existenz von Integralen aussagen, dafl es eine unendliche Anzahl
von allgemeinen Integralen gibt; doch wiirden dieselben nicht heweisen,
daB diese Integrale von der Form F'(z,y, C) = O sind, wo F die Eigen-
schaften einer analytischen Funktion besitzt. Er selbst nimmt daher bei
seinen Untersuchungen nichts iiber die Herkunft der Differentialgleichungen
an und glaubt dann die Frage dadurch geldst zu haben, da er den Satz, jede
Differentialgleichung von der ersten Ordnung habe ein Integral ¥'(z, y, C)=0,
als eine unbegriindete Annahme zuriickweist®), was sich zuniichst, wie
HamBurGer*) bemerkt, nicht mit dem Caucnyschen Existenzbeweis von
Integralen einer Differentialgleichung mit beliebigen Anfangswerten in Ein-
klang bringen liBit. Weiterhin hat HaMBURGER gezeigt, daBl die Zuverlissig-
keit der fraglichen Form der Integralgleichung auch aus der Existenz der
allgemeinen Integrale partieller Differentialgleichungen hervorgehe, die zu-
niichst von Cavcny, dann von Frau vox KowarLevsky®) und schlieBlich von
DarBoux®) selbst festgestellt wurde.

Von fundamentaler Bedeutung fiir unsere Theorie war die von DarBoux
aufgeworfene Frage geworden”), was im allgemeinen eintrete, wenn die
Koeffizienten der gegebenen Differentialgleichung keinen besonderen Relationen
geniigen. Es erschien seltsam, daBl eine allgemeine Differentialgleichung
einer Kurvenschar entspricht, die der besonderen Eigenschaft gentigt,
keine Enveloppe zu besitzen, wiihrend einer beliebigen Kurvenschar, auf
die man die Enveloppentheorie anwenden kann, eine hesondere Differential-
gleichung entspricht, welche eine singuliire Losung haben wird. Lixpemanx®)
faBte diese Tatsache in den folgenden Satz: ,Die Konstanten in einer
Differentialgleichung erster Ordnung miissen besonderen Bedingungen ge-
niigen, wenn die Integralkurven eine eigentliche Umhiillungskurve haben

1) Caviey [53]. %) DarBoux [55] p. 167. %) Darsoux [55], p. 167.
4) Hamsureer [97], p. 206. % Compt. Rend. 1875, Bd. 80, p. 101. 137.  °) CreLLE
Journ. f. Math. 1875, Bd. 80, p. 1—32. ") DarBoux [48]. %) LiNxpDEMANN [67],
p. 1033.

http://rcin.org.pl



Dagrsoux. 383

sollen; andernfalls bestehen zwischen den Konstanten der Integralgleichung
solche Relationen, wenn statt dessen ein Ort von Spitzen auftritt. Welcher
von beiden Fillen vorkommt, hiingt sonach davon ab, ob man die Diffe-
rentialgleichung oder die Integralgleichung allgemein voraussetzt.

DarBoux hielt es deshalb fiir unumginglich notwendig, da man die
Theorie der singulidren Lisungen in zwei getrennte Teile scheiden muB, der
eine dem Gebiete der Differentialrechnung zugehorig, in welchem man die
Differentialgleichungen priift, die durch Elimination von Konstanten er-
halten werden; der andere der Integralrechnung angehdrend, bei welchem
man, ohne etwas iiber den Ursprung der Differentialgleichung angenommen
zu haben, gezwungen ist, sich an allgemeine Hypothesen zu halten und die
Existenz eines Integrales nicht vorauszusetzen. Diese Unterscheidung?) hat
Darsoux mit CLesscH gemeinsam, der sie mit folgenden Worten einfithrt?):
»Ein solcher Unterschied in der Behandlungsweise, motiviert durch ver-
schiedene Definition dessen, was man allgemein nennt, tritt in der Auf-
fassung von Theorien nicht nur bei geometrischen Gebilden sehr hiufig auf
und wird nicht immer hinlinglich beobachtet. So sind die allgemeinen Eigen-
schaften der Differentialgleichungen verschieden, je nachdem man die Differen-
tialgleichungen oder die Integralgleichungen durch allgemeine Funktionen ge-
geben denkt.” Cresscm bemerkt, daf diese merkwiirdige Tatsache nichts
anderes als die der Punkt- und Linienkoordinaten ist; deshalb hat auch
DarBoux eine Differentialgleichung als ein Fortschreitungsgesetz sowohl fiir
Punktkoordinaten, als auch fiir Linienkoordinaten betrachtet.

DarBoux gab 1873 zwei ausfithrliche Beweise seiner fundamentalen
Sitze, von denen der eine mit Hilfe der reziproken Polaren durchgefiihrt
wurde, wihrend der andere elementar zu nennen ist. Er ging im ersten
Teil seiner Arbeit von der Voraussetzung aus, daB die reziproken Polaren
auch einer Differentialgleichung erster Ordnung geniigen, wenn man die-
selben von allen Kurven ¢(z,y, C) =0 nimmt, welche die Differential-
gleichung ¥ (z, y, ¥') = O erfiillen. Die Folge davon wird sein, daB jeder
Eigenschaft der Kurvenintegrale, die man als Ort von Punkten betrachtet,
nach dem Prinzipe der Dualitit eine Eigenschaft beziiglich dieser Kurven,
als Enveloppe von Geraden aufgefafit, entsprechen wird. Diese Symmetrie
hilt DarBoux fiir geeignet, Licht in die Frage der singuliren Lisungen
zu bringen. Er kam dann zu folgenden Ergebnissen: ,Wenn eine Differential-
gleichung eine oder mehrere singuliire Losungen zulifit, so ist es notwendig,
daB die folgenden Orter iibereinstimmen oder Teile gemeinsam haben:

a) Der Ort der Punkte, fiir welchen die Werte von % gleich werden;

) Darsoux [55], p. 167. %) Cressca [562], p. 449.
26*
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b) Der Ort der Inflexionspunkte des Kurvensystems, zu welchem die
Differentialgleichung gehdrt. Der iibereinstimmende Teil der Orter
ist die singuldre Losung; wenn sie nicht iibereinstimmen, so er-
hilt man den Ort der Riickkehrpunkte und andererseits einen
Ort von Inflexionspunkten.*

Daran anschliefend, gab er folgendes Schema zur Aufsuchung einer
singuliiren Losung aus der Differentialgleichung:

1. Man suche den Ort A, Resultat der Elimination von y’ aus

’ af
f(x, 9 9) =0, ;ﬁ;=0-

A = 0 ist die Gleichung dieses Ortes.
2. Man suche den Ort B, resultierend aus den Gleichungen

St Ty
f(z, 9 9)=0, g;‘F@'?/—O-

Es sei B =0 die Gleichung dieses Ortes.

Wenn die beiden Kurven 4 und B keinen Teil gemeinsam haben, so
gibt es keine singulire Losung; die erstere enthdlt Riickkehrpunkte, die
zweite Inflexionspunkte. Wenn die beiden Kurven A4 und B eine oder
mehrere Teilkurven C, C’- - - hesitzen, dann enthalten die Orter A und B
noch resp. die Riickkehrpunkte und Inflexionspunkte. Aber die Gleichungen
C=0,C" =0--- werden noch nicht notwendig singulire Losungen geben.
In der Tat sind fiir alle Punkte der Kurve C die beiden Gleichungen

d
=0, #t—=o0

Afidf =y
Tk i 6 N g

und auch

durch den niimlichen Wert befriedigt. Aber der Wert fiir y° der gemein-
samen Wurzel fiir das erste Gleichungspaar kann auch unter Umstinden
keine Wurzel fiir das zweite Gleichungspaar darstellen. Die Bedingung,
dal C = 0 eine singuliire Losung, ist nun die, daB die drei Gleichungen
i G- gl are e
f=Q, @7—0, ;{i‘l"@?/ =0
durch einen gemeinsamen Wert von y fiir alle Punkte von C befriedigt
sind. Wenn dies eintritt, ist noch zu priifen, ob nicht eine der Glei-
chungen
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identisch bewahrheitet wird; erst dann ist man sicher, daB C = 0 eine
singulire Losung ist.

Wenn wir auch schon bei Lacraxce') die dritte Bedingungsgleichung
zur Aufsuchung der singuliren Losungen vorfinden, so sehen wir doch erst
bei DarBoux den geometrischen Grund ihrer notwendigen Existenz.

§ 4. CAYLEY.

Fast gleichzeitig mit DarBoux hat Cavrry seine hervorragenden Re-
sultate auf unserem Gebiete bekannt gemacht. Cavrey hatte bereits 1866
in einer kurzen Note?) ihnliche Betrachtungen wie schon frither®) iiber
Differentialgleichungen angestellt; er untersuchte die Form der Differential-
gleichung, welcher die Gleichung U* VZ W7...= 0 (zusammengesetzt aus
den unzerlegbaren Kurvengleichungen U =0, V=0, W=0--:) Geniige
leistet. Diese Arbeit diente Caviey 1872%) als Grundlage; er definierte
in dieser neuen Abhandlung zunichst eine Funktion F'(z, y, ¢/, ¢3 - - ¢,)
als eine rationale, ganze, unzerleghare algebraische Funktion von z, ¥ und
den Parametern ¢, ¢, - -¢,, welche durch m — 1 algebraische Relationen
verbunden sein sollen. Die Gleichung

F(a, 956,032 6,) =0
stellt dann ein System von ebenen Kurven dar, so daf die Diskriminante von
F(xa Y, 61’02"'6111):0
mit Bezug auf die Parameter ¢ gebildet, aus einer Anzahl mehrfach zihlender
Funktionen besteht, welche die Orter der Enveloppe, Knotenpunkte und
Spitzen des Kurvensystems darstellen. Bezeichnet v (z, y) die Diskriminante
der Kurvenschar, so ist:

¥ (z, y) = EK?S3=0,

wo F = 0 die Gleichung der Enveloppe, K = 0 der Ort der Knotenpunkte
(Doppelpunkte), S= 0 der Ort der Spitzen darstellt. Die Kurve ¢ =0 kann
also Orter von Doppelpunkten von Integralkurven zweiten Grades und
solche von Riickkehrpunkten von Integralkurven dritten Grades enthalten.
Wenn nun andererseits die Differentialgleichung durch f(z, y, ') = 0
gegeben ist und die Diskriminante ¢ (z, ) von f in bezug auf y’ gebildet
wird, dann besteht sie aus den Ortern der Enveloppe, Spitzen und Beriih-
rungspunkten (der sich beriihrenden Kurven) und zwar in der Form

(p(x, y)=ESBg=07

1) Siehe 8. 855. %) Caviey [43). % Vgl. 8. 364—3865. %) Caviey [563].
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wo E und S die bereits erwiithnte Bedeutung besitzen, B =0 Ort der
Berithrungspunkte darstellt. B = O resultiert aus Integralkurven zweiten
Grades.

In einem Artikel von Saumoxs Higher Plane Curves!) zeigte Cavirev,
wie diese Resultate erwartet werden mogen; Hin?) gab dazu eine ana-
lytische Untersuchung, die #iquivalent zu der geometrischen von CavLey ist.

Hat man nach Cavrevy die Diskriminante auf die Form P'Q" " ge-
bracht, wo P, @, R voneinander verschiedene Polynome in x, y bezeichnen,
so geniigt es, wie HamBUrGER®) 1893 nachwies, je eine Wurzel jeder der
irreduktiblen Gleichungen

P=0, =0, R=0,

in welche die Diskriminantenkurve zerfillt, zu untersuchen, um den be-
sonderen Charakter der Kurven

Pa 0. -0 w0, ‘R0

zu erkennen: ob sie Integralkurven, und im besonderen, ob sie Enveloppen
oder partikuliire Kurven sind.

Fiinf Jahre spiter veroffentlichte CavLey eine weitere Arbeit*) iiber
singuldre Losungen, in der er ausfithrlich den Fall betrachtete, wo die
Differentialgleichung Lp*+ 2Mp + N=0 (L, M, N rat. Fkt. von z, y)
im allgemeinen keine singulire Losung hat, d. h. wo es im allgemeinen
keine Enveloppe der zur Differentialgleichung (LM N )(p 1)* = 0°) gehorigen
Kurvenschar (PQR)(c1)?=0 gibt. Cavrey zeigte hierauf, wie ein System
von algebraischen Kurven @ = 0 (@ ist rat. Fkt. von 2, y und von einem
beliebigen Parameter abhiingig) immer eine Enveloppe hat, welche singu-
lire Losung der zu @ = O gehorigen Differentialgleichung wird. Wenn
also eine Difterentialgleichung keine singuliire Losung besitzt, schlieBt nun
CavLEY, so miifte man daraus folgern, daB sie im allgemeinen kein
Integral zulidBt, welches ein System algebraischer Kurven darstellt. Bei der
Beantwortung der damals aktuellen Frage, aus welchem Grunde eine Diffe-
rentialgleichung im allgemeinen eine Kurvenschar definiert, die keine
Enveloppe besitzt, nimmt also Caviey irrtiimlich an, daf die Gleichung
des allgemeinen Integrales gewdhnlich transzendenter Natur ist und ein
Kurvensystem, das durch eine transzendente Gleichung dargestellt wird, keine
Enveloppe besitzen kann. Wie wir spiiter bei HamBurGcErs Resultaten
sehen werden, hat die Existenz der Enveloppen oder singulirer Losungen

) Nr. 90. 2. Ed., vgl. auch Cavrey [73] p. 24. %) Hiw [91] p. 573
%) Haumsurcer [97] p. 219—220; siehe auch Forsyra [114] p. 262. %) Cavrev [73].
%) Cavievs Bezeichnungsweise.
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mit der transzendenten oder algebraischen Natur der allgemeinen Integral-
gleichung gar nichts zu tun. Curvsraii') legte 1897 klar die Ursachen
dar, durch welche CAYyLEY zu seinen irrtiimlichen Ansichten gelangt war.
Merkwiirdigerweise gibt auch Cayrey selbst in seiner Abhandlung ein Bei-
spiel,?) das seiner Regel, daB nur ein System algebraischer Kurven eine
Enveloppe besitzen kann, widerspricht. Er zeigt, da8 die Differential-
gleichung

dy*— (1 — ¥ da’=0

kein algebraisches Integral zulift, sondern ein System von transzendenten
Kurven definiert, und trotzdem eine Enveloppe y = % 1 besitzt; doch hilft
er sich iiber diesen Widerspruch gegen seine Annahme, die das Paradoxon
in LacranceEs Methoden beseitigen sollte, hinweg: er nennt das erwiihnte
Kurvensystem ein quasi-algebraisches. Durch die Einfithrung einer neuen
Bezeichnung fiir bestimmte Gleichungen kann man jedoch keineswegs das
Paradoxon als gehoben annehmen.

§ 5. CASORATI

Fast zu gleicher Zeit mit DarBoux und CavrLey veriffentlichte CasoraTt
unabhiingig von ihnen seine Untersuchungen in der Theorie der singuliiren
Losungen, in denen er auch den algebraisch-geometrischen Begriff derselben
darzulegen suchte. Leider waren Casorarr die wichtigen Resultate
DarBoux’ von 1873 unbekannt geblieben®), und so kam es wohl, daB seine
Untersuchungen stets von der Voraussetzung ausgingen, daf die Differential-
gleichung und deren allgemeines Integral als bekannt angenommen sei.
Im Gegensatz dazu hatte DarBoux, wie wir bereits wissen, die Frage der
singuldren Losungen nur unter der Voraussetzung behandelt, daB die
Differentialgleichung allein bekannt sei, was notwendigerweise einen sehr
grofen Unterschied in der ganzen Behandlung des Problems bedeuten muBte.
Von den fiinf Abhandlungen Casoratis, die in den Zeitraum von 1874 —
1881 fallen, sind die erste, die dritte und die letzte von Wichtigkeit, da
die in denselben niedergelegten Resultate neue Aufschliisse iiber die geo-
metrische Bedeutung der beiden Diskriminanten und deren Zusammenhang
ergeben hatten; besonders groBle Sorgfalt widmete Casorarr dem Studium
des letzteren Punktes.

In seiner ersten®) interessanten Note von 1874 stellte er die Haupt-

!) CurvstarL [106]. %) Cavrey [73] p. 24. Ex.; Collect. Papers Bd. 10, p. 20.

®) Anm. von Darsoux. Darb. Bull. des Sc. Math. 1879, Bd. 14, p. 59. rlﬂq
¥) Casorarr [61]. P’{q — 1
-‘t,N\ \ .,“g‘é.\h
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siitze fiir eine algebraische Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten
Grades auf und kam auf eine Formel fiir die Zerlegung der Diskriminante,
die bereits 1870 von Cararax') entdeckt und von Darsoux?) weiter be-
handelt worden war. CaTavLax hatte nimlich die Beziehung

aP dg deQ)

g Bime Ll A ¢
B 44C (P 4Q) (dr dy dy dx

aufgestellt, und damit einen Zusammenhang der aus der Differentialgleichung
Ay*+ By +C=0

und der zugehorigen Integralgleichung

A4+ Pc+ Q=0
erhaltenen Diskriminanten
B4 A0
und
P:—4Q

gegeben. Die erstere dieser beiden Formen zerlegt sich in zwei Faktoren,
von welchen der eine, gleich Null gesetzt, die Enveloppe, der andere den
Ort der Beriihrungspunkte definiert. Im AnschluB an diesen CAsorATI
schon seit 1869 bekannten Zusammenhang?®) legte derselbe in der erwiihnten
Note*) die Beziehung der Diskriminante

G =B'— AC
der Differentialgleichung

Adz®+ 2Bdzdy + Cdy*= 0

und der Diskriminante

g="b"—ac
der aus der Differentialgleichung erhaltenen Integralgleichung

aw® 3 2bw + ¢ = 0°)

(a, b, ¢ Fkt. von w, y; w ist die Konstante) in der Form dar

G - 4gk27 (1)

wo %k die Determinante
a b ¢

i

| da db de

‘i dz. dx =~ dg

14“ ab de
dy dy dy|

bedeutet.

1) Cararan [49]. ) Darsoux [55], p. 176.  °) Casoratr [66]. ) Casoratr
[61]. % Bezeichnungsweise von Casoratr.
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Enthalten die Funktionen 4, B, C' den gemeinschaftlichen Faktor &, also

A="8e, B=428p, C=3dy,
so wird Gleichung (1)
9% = 492, (2)

worin 6 = 87 — ay bedeutet. Auch Hampurcer') kam 1893 auf den Zu-
sammenhang der beiden Diskriminanten zu sprechen. Die GrioBe %, von
der die wichtigen Gleichungen (1) und (2) abhiingen, war noch der Gegen-
stand eingehender Untersuchungen von Casoratr selbst und von TorerLi
So wies ersterer 1875 darauf hin?), daB die Formel eine Verallgemeinerung
fiir die Differentialgleichungen hoheren Grades zulifBt, deren Darstellung er
18817) auch wirklich ausfiihrte, nachdem er schon 1876*) eine Methode
zur Auffindung der Form der Determinante fiir Gleichungen 3. und 4.
Grades angegeben hatte. ToreLLr gab 1885%) einen analytischen Beweis
von Casoraris Formel und gleichzeitig eine Verallgemeinerung der Grife F,
von der Workmax®) kompliziertere Ausdriicke verdffentlichte als ToreLLi
schon gefunden hatte. Dieser aber nahm 18917) die Untersuchung der
Formel wieder auf und gelangte auf geometrischem Wege zu der friiher
gefundenen Relation (1).

Weiter beniitzte Casorarr 1876%) die beiden Formeln (1) und (2) zu
einer ausfithrlichen Diskussion der beiden Diskriminanten, wobei er sich
nur auf Gleichungen zweiten Grades beschriinkte. Nach dem Grade der
Vielfachheit der in den Diskriminanten enthaltenen Faktoren unterschied er
sieben Fiille; es seien

g=p-q- )_-2,“—1 .52"—1 . x25,y0 3 225

6=p. q2).+1 Sige e 52(1—}-1 .xo_yﬁq '22‘”.

Dann geben in diesen Produkten, wie bei CavrLey, diejenigen Primfaktoren,
die in beiden Diskriminanten einfach und gleichzeitig enthalten sind, gleich
Null gesetzt, die Gleichungen der Enveloppe oder der singuliren Lisung.
Die Diskussion der Eigenschaften der iibrigen Faktoren diirfte im Vergleich
mit denjenigen von CavLey von Interesse sein und soll deshalb im folgen-
den angefithrt werden:

1. Die Faktoren p geben, und zwar nur diese allein, die singuliiren
Lisungen; sie sind weder in @&, noch in % (Gl 2) als Faktoren enthalten.

2. Die Faktoren g geben immer partikuliire Integrale, die in %, nicht
in & vorkommen.

1) Hamsurcer [97], p. 289. %) Casorarr [65]. %) CasoraTr [76].
%) Casorarr [66]. %) Torerur [82]. %) WorkmaN [85]. ") ToreLrr [95].
#) Casorarr [66].

http://rcin.org.pl



390 Rornexsere: Singulire Losungen totaler Differentialgleichungen.

3. Die Faktoren r geben niemals Integrale der Differentialgleichung
(Ort der Riickkehrpunkte); sie sind in % und & enthalten.

4. Die Faktoren s geben partikulire oder keine Integrale (im letzteren
Falle stellen sie Spitzendrter dar); sie sind in & und % enthalten.

5. Die Faktoren # geben niemals Losungen (Orter der Knotenpunlkte,
Doppelpunkte); sie sind in % und @ enthalten.

6. Die Faktoren y geben keine Losungen der Differentialgleichung
(Orter der Beriihrungspunkte) oder partikulire Integrale; sie sind in o
und % enthalten.

7. Die Faktoren z geben partikuliire Integrale oder keine Losungen
der Differentialgleichung; sie sind in & und % enthalten.

§ 6. Arbeiten iiber die DARBOUX- und CAYLEYschen Theoreme.

Eine Reihe von Abhandlungen beschiiftigen sich noch mit den von
Darsoux, Cavrey und Casorarr aufgestellten Sitzen. Grasmer?'), Hiun?)
und Jonxsox®) geben Zusammenfassungen von CavrEys Arbeiten, und be-
sonders die beiden ersteren viele Beispiele fiir die einzelnen Fille der Orter,
welche die Faktoren der Diskriminanten darstellen kénnen. Kapreyn*) und
Prcarp?) liefern neue analytische Beweise fiir die von DarBoux und CavyLey
gegebenen Siitze. Workmax®) verdffentlicht 1882 eine kleinere Note, in der
er einen Satz behandelt, welcher die Relation zwischen den Beriihrungs-
ortern und der Integralgleichung gibt, und kommt auf diesem Wege wieder
zu den nimlichen Resultaten, die von CAvLEYy ohne Beweise gegeben waren.
Die Grundlage dieser Arbeit ist jedoch nicht ganz einwandfrei, wie Work-
MaNT) 1886 selbst nachweist. Dabei unterzieht er die Resultate von Dar-
BouX, CavLey und Casorari einer ausfithrlichen Kritik, besonders aber die
sieben Fiille von Casorari, die er als eine ,unvollstindige Anordnung
hoherer Singularititen® bezeichnet. Er iibersieht dabei, daB CasoraTr aus-
schlieBlich quadratische Scharen von Kurven behandelte. Auch hilt
Workmax die von Casorarr angenommenen Exponenten der Primfaktoren
fir unnotig unbestimmt. Mit Erfolg aber dehnt er hierauf die Theorie
auch auf hohere Singularitiiten aus, nachdem Cavrey dieselbe fiir gewdhn-
liche Singularitiiten abgeleitet hatte. HiLL®) betrachtet 1888 einen speziellen
Fall der von Cavrey allgemein gehaltenen Betrachtungen; dabei gelingt es
ihm, durch Ubertragung gewisser Theoreme, die Hexricr’) in seiner Ab-
handlung: On certain Formulae concerning the Theory of Discriminants

) GrasHEr [77]. %) Hmu [91] p. 596. %) Jouxsox [79]; von dems. Verf.

[87], [88]. %) Kaereyx [90]. 5 Picarp. [84]. %) Workman [78]. ) Work-
MAN [85]. 8y By 91 ]. ) Proceed of Lond. Math. Soc. Bd. 2.

http://rcin.org.pl



Arbeiten iiber die Darsoux- und Cavrevschen Theoreme. 391

verdffentlicht hatte, neue Ableitungen von Cavrevs Resultaten zu geben.
Preperra®) hatte 1895 einen neuen geometrischen Beweis der von Cavney
dargelegten und von KarTeEyN analytisch bewiesenen Probleme gefunden.
Dann setzte er unter Beriicksichtigung aller bisher von Casorarr und
WorkMAN erzielten Resultate das Studium der beiden Diskriminanten und
die Unterscheidung ihrer verschiedenen Faktoren nach Casorarris Methode
fort, und stellte Untersuchungen iiber eine spezielle, vereinfachte Form der
Differentialgleichungen dritten Grades an, die jedoch Mappisox?) als nicht
hinreichend bezeichnete, weshalb sie selbst allgemein fiir Differential-
gleichungen dritten und vierten Grades die hoheren Singularititen priifte.

Welches Aufsehen die Entdeckungen von Darsoux, Cavrey und Ca-
SORATI in den mathematischen Kreisen hervorgerufen haben, beweisen diese
zahlreichen Abhandlungen, die als unmittelbare Folge jener anzusehen sind.
Eigentlich hiitte man glauben sollen, daf durch die neuen Resultate, die
einen volligen Umschwung in der Auffassung der Frage der singuliren
Losungen bedeuten, eine endgiiltige Erledigung der Theorie herbeigefiihrt
worden sei. Es herrschte jedoch keineswegs allgemeine Befriedigung iiber
die Art der Erklirungen, die das bekannte Paradoxon gefunden hatte; man
zog deren Richtigkeit bisweilen sogar ernsthaft in Zweifel, wie wir dies
schon in einer Kritik Caravaxs gegen DarBoux’ Behauptungen von 1870
gesehen haben. Auch Maxsion®) konnte sich lange nicht mit DarBoux’
Resultaten einverstanden erkléren; er hatte wie Caranax eine Anzahl von
Fillen vor Augen, in denen die betreffende Methode zu keinen exakten
Resultaten fiithrte. Mansiox suchte deshalb nach einem Mittel, um eine
unendliche Anzahl von Gleichungen aufzustellen, bei denen Darsoux’ Ein-
wiinde gegen die gewshnliche Regel der Aufsuchung der singuliiren Liosungen
keine Beriicksichtigung finden konnen, und kam dabei zu einer Auseinander-
setzung dhnlich derjenigen, die Houraix schon frither gemacht hatte. Weiter
kritisierte Maxsron die Bedingungsgleichungen, zu denen Darboux gelangt
war, bezeichnete sie als fehlerhaft und schlug seinerseits folgende Gleichungs-
systeme vor, die zu singuliiren Losungen fiithren sollten, wenn solche existieren:

f d xr, Y, ’ d LYy '
f(@9,94)=0, f<dy4‘,y,>: it o4 Xy
und
1 1
1 df(-’l!a Y, ‘x") df(a:, Y, 7’5')
(e :z) =0, - - IR T e A

DarBoux erwiderte darauf, da diese neuen Regeln sich nur auf einzelne
Fille anwenden lassen, wo die Funktion f ungenau bestimmt sei; hochstens

! Preperra [98]. %) Mapprsox [101]. %) Mansion [54].
)
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konne sie die Gleichung

y=o0
liefern, die aus

af

Jgi O

nicht erhalten werden kann. Mansion?) wies jedoch, auf die letzte Be-
hauptung von DarBoux zuriickkommend, 1875 nach, daB die von Darsoux
ausgesprochenen Ausnahmen in Wirklichkeit keine Ausnahmen sind, wenn
die Linie im Unendlichen in Betracht gezogen wird.

Da Maxsiox auch der Meinung war, daB die beiden Fille: das Auf-
treten einer Enveloppe und eines Spitzenortes dieselbe Ausdehnung besitzen,
fertigte ihn 1873 Dareoux?) kurz mit folgenden Worten ab; M. Maxsiox ne
parait pas avoir compris le raisonnement si simple que j'ai présenté au
t. 71. des C. R. de V'Ac. d. Sc.?)

X. Kapitel.

Funktionentheoretische Untersuchungen iiber singulire Lisungen.
Endgiiltige Erledigung der Theorie.

So groBe Fortschritte in der vor DasBoux noch nicht vollig geklirten
Theorie der singuliren Losungen iiber die Bedingungen ihres Auftretens
gemacht worden waren, so dauerte es doch nicht lange, bis man zu rein
analytischen Betrachtungen gegeniiber den geometrischen zuriickkam und
sich mit Erfolg der funktionentheoretischen Untersuchungen bediente. Es
waren auch noch weitere strittige Einwiirfe gegen den Gebrauch einer voll-
stiindigen Losung einer Differentialgleichung bei einer Untersuchung erhoben
worden, die allgemein und streng sein sollte. Man sagte niimlich, es sei eine
Umkehrung der natiirlichen Ordnung einer Untersuchung, wenn man immer
das Geforderte als die Bedingung setzt, welche eine Differentialgleichung er-
fiillen muB, damit eine Kurve — die nicht im eigentlichen Sinne im Integral-
kurvensystem enthalten ist, aber durch die Differentialgleichung selbst defi-
niert wird — dieselbe befriedigt. Man kam aus diesem Grunde zur An-
sicht, es miisse eine einwandfreie Methode der Theorie der singuliren

) MaxsioN [62]. *) DarBoux [55] p. 1568 Anm. 2. % MansioN scheint

vermutlich noch im gleichen Jahre 1873 eine Entgegnung in der Abhandlung [56]
gegeben haben; der Verf. konnte sich jene Arbeit nicht verschaffen.
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Neue Grundlage fiir die weiteren Untersuchungen. 393

Losungen zunichst unmittelbar auf die Differentialgleichung gegriindet und
jeder direkte und indirekte Gebrauch des Begriffes des allgemeinen Integrales
vermieden werden. AuBerdem war man durch die geometrische Theorie der
Diskriminantengleichungen gezwungen, sich ausschlieBlich auf reelle Werte
der Differentialgleichung zu beschriinken, was bei den in der Theorie der
Differentialgleichungen gemachten Fortschritten bald als ein Milstand em-
pfunden wurde. Wihrend bei HamBureer noch die Einfithrung der analy-
tischen Funktion durch die Potenzreihe im reellen Gebiet zu finden ist, hat schon
Forsyra die Diskussion der funktionalen Beziehungen der durch die Dis-
kriminantengleichung (aus der Differentialgleichung erhalten) gegebenen un-
eingeschriinkten, d. h. auch komplexen Werte zu den Integralfunktionen der
Differentialgleichungen begonnen.

§ 1. SCHMIDT, FINE.

Von mehreren Mathematikern wurde erkannt, und zwar unabhingig
voneinander, daf die Grundlagen einer sehr guten Methode, die zu einer
allgemeinen Untersuchung der Bedingungen der Existenz der singuliiren
Losungen und deren Eigenschaften fiihren, in den fundamentalen Abhand-
lungen von Brror und BouqQuer vom Jahre 1856 niedergelegt worden

waren. Brior und Bouquer haben den Satz bewiesen'), daB die Differen-
tialgleichung

eine Losung hat, welche fiir 2 =z, den Wert u, annimmt und die Ent-
wicklung in eine nach ganzen positiven Potenzen von u — u,, 2 — 7, fort-
schreitende Reihe gestattet. Zu diesem Satz haben Fucms und Scmupr?)
1884 gleichzeitig die Erweiterung gegeben, daB die erwiihnte Lisung ein
partikuliires Integral sein muB. Es gibt nimlich eine Potenzreihe

u—uy= Pz — 2y, C)

der beiden Variablen z — g, und C, welche fiir hinlinglich kleine Werte
die Differentialgleichung befriedigt und fir ¢ = 0 in die genannte Lidsung
iibergeht. Es blieb daher der Brior-BouqQuersche Satz mit der Modifikation
bestehen, daf der Differentialgleichung

d
a‘; 7 f(u'l z)4

worin f(u, z) in der Umgebung von 2z =z,, u = u, in eine nach ganzen
positiven Potenzen von u — wu,, # — z, fortschreitende Reihe darstellbar ist,

1) Brror-Bouquer [38] p. 136—144. %) Scmmor [80].
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394 Rornexserc: Singulire Losungen totaler Differentialgleichungen.

nur ein einziges nach Potenzen von z — z, entwickelbares partikulires Inte-
gral w gentigt, das fiir z = z; den Wert v, annimmt und zwar ein solches,
das nach ganzen positiven Potenzen von z — 2, fortschreitet.

Scamipr schlof aus dem soeben zitierten Existenzsatz fiir die Lisungen
einer Differentialgleichung, daf notwendigerweise unter den Gebilden, die
man aus einer algebraischen Differentialgleichung ohne Kenntnis der all-
gemeinen Losung erhilt, sich die singuliren Losungen vorfinden miissen.
Er untersuchte, da diese Gebilde jedoch im allgemeinen gar keine Lisungen
sind, ihre Bedeutung und ihren Zusammenhang mit den partikuliren Inte-
gralen und stellte fest, dafl die singuliren Losungen nur solche Gebilde
sein konnen, welche die Eigenschaften haben, daf in der Umgebung ihrer
Stellen y sich nicht regulir verhalten kann'), d. h. daB sie nicht mehr
durch Potenzreihen dargestellt werden. Fiir die Erkenntnis der Diskrimi-
nantenkurve hatte Scamipr die verschiedenen Fille beriicksichtigt, in welchen
die den verschiedenen Wurzeln entsprechenden Parameter der partikuliren
Kurven beim Durchgange durch die Diskriminantenkurve, -wo mehrere Werte
von y zusammenfallen, ebenfalls einander gleich werden oder verschieden
bleiben; er erkennt daher die Beschaffenheit der Diskriminantenkurve durch
Bestimmung des Verhaltens der partikuliren Kurven in der Umgebung ihrer
einzelnen Stellen (#,%,). Man hat demgemif alle Liosungen der Differential-
gleichung, welche die Stelle (z,y,) enthalten und mehrfachen Wurzeln y
der Gleichung f(z,y,y’) = O entsprechen, zu untersuchen und nach ScumiT
folgende Frage zu heantworten: Wie verhiilt sich bei den Stellen (z,4,) ¥ — o,
als Funktion von x — x, betrachtet, fiir hinreichend kleine Werte von = — z,,
oder in welche konvergente Reihe kann y — y, entwickelt werden? Nach
einem Verfahren, das der Newrox-Cramerschen Regel zur Untersuchung
algebraischer Kurven in der Umgebung singuliirer Punkte nachgebildet ist,
erforscht Scuyipr die Differentialgleichung in bezug auf diese Frage. ScumipT
hat dagegen iiber den Fall, in welchem das Verhalten der Umgebung der
Stelle (z,y,) keine Losung der Differentialgleichung zuliBt, keinen Auf-
schlufl gegeben.

Aus Scumiprs Arbeit ist noch eine Darlegung des Uberganges der
Diskriminantenkurve in eine singuliire Losung zu erwihnen. Die Diskrimi-
nantenkurve ist, wie Brior und Bouquer?) gezeigt haben, der Ort singu-
lirer Punkte der partikuliren Kurven, wenn neben den Gleichungen

¢ d
f(z,9,9)=0, ﬁ=

) Auch bei Serrer [111] p.17—18 findet man einen Beweis, daf an keiner
Stelle x, y, wo f(x, y) reguliir ist, eine singulire Losung der Differentialgleichung
Y =f(x, y) existieren kann. %) Brior-Bouquer [38] p. 39.
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die Gleichung
ar df
7 dw + dy ik
nicht besteht. Tritt dieser Fall ein, so kann man durch stetige Veriinde-
rung von einem oder mehreren Koeffizienten der Differentialgleichung be-

wirken, daf
df o

—I- dut
gleich Null und die Diskriminantenkurve eine singulire Lisung wird. Dann
indert sich plotzlich die Beschaffenheit der partikuliren Kurven in der
Nihe der Diskriminantenkurve; die singuliren Punkte verschwinden und die
Diskriminantenkurve wird singulire Losung. Solche Ubergiinge behandelte
voN Dyck eingehend in einer Vorlesung an der Technischen Hochschule zu
Miinchen W.-S. 1904/1905 und zwar unter Zuhilfenahme seiner schon 1892
dargelegten Methode'), nach welcher die gestaltlichen Verhiltnisse der durch
eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variablen definierten
Kurvensysteme erforscht werden kinnen. Es wird die einzelne Differential-
gleichung durch Einfilhrung eines Parameters als Glied einer Reihe von
kontinuierlich ineinander iibergehenden Differentialgleichungen betrachtet und
die Anderung studiert, welche die Integralkurven durch eine stetige Varia-
tion der Differentialgleichung erleiden. Bin solcher Ubergang wird bei-
spielsweise bei Betrachtung der Cramravrschen Gleichung besonders einfach
und iibersichtlich.

Auch der amerikanische Mathematiker Fixe?®) basierte seine Unter-
suchungen auf einen Satz, den Brior und BouqQuer 1856 gegeben hatten.
FiNe — von der Tatsache ausgehend, dall die singuliiren Losnngen Ausnahme-
losungen sind gegenitber den Losungen von gewdhnlichen Differential-
gleichungen, fiir welche der Caucnysche Existenzsatz gilt — nimmt an,
daB in denjenigen Punkten der y'-Diskriminante, welche der Enveloppe an-
gehoren, die Entwicklung von y nach positiven Potenzen von z im all-
gemeinen divergent wird und so aufhort, eine Losung der Differentialgleichung
darzustellen. Die Annahme, die Fixe hier ausspricht, ist jedoch nur auf
ganze Potenzen beschriinkt; auch zeigen die Resultate von HamMBURGER —
wie dieser auch selbst darauf hinweist®) —, daB ihr allgemeine Giiltigkeit
nicht zukommt, denn es gibt in fast allen Punkten der aus der Differential-
gleichung erhaltenen Diskriminante Entwicklungen nach gebrochenen Po-
tenzen, welche sich als Losungen der Differentialgleichung darstellen.

FiNe weist zuerst nach, daB nach der von Bsior und Bouquer?*) aus-

) vox Dyck [94] 2. Mitt. %) Fize [92]. % HamBureer [97] p. 208.
‘) Brior-Bouquer [88] p. 114.
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396 Rormexsera: Singuliire Losungen totaler Differentialgleichungen.

gefithrten Diskussion der Differentialgleichung
I; (:t' ' Yy y,) =0 2

(=0 (0

wobei

vorausgesetzt wurde, der Ort der Spitzen und nicht der Enveloppe sich er-
gibt. Bei seiner weiteren Untersuchung geht FiNe von dem Theorem von
Brror und BouQuer aus, daB alle gewShnlichen Losungen einer Differential-
gleichung f(z, ¥,y ) = 0, welche durch einen gegebenen Punkt (,y,) gehen
und dort y — y,’ gemeinsam haben, durch geeignete Transformationen') auf
die Form y = Voa™ zuriickzufithren sind; V sei in dieser Gleichung eine
bestimmte Funktion von » und z, welche GriBen durch eine Differential-

gleichung von der Form

dv
E;x == (D(U, .’E)

verbunden sind, worin @ fir 2 = 0, » = 0 verschwindet. Fixe beweist, daB,
falls die Differentialgleichung f(xz, y, ) = O eine singuliire Losung besitzt,
unter den Funktionen V, die durch die Brror-Bouquersche Methode be-
stimmt sind, eine sich vorfindet, welche den singuléiren Lisungen entsprechen

wird, — aber daB dabei die Differentialgleichung zwischen » und z, welche
zu jenem Werte von V gehort, in die Form
dv Y, x)

s W;jx(l‘, 2)
itbergeht; letztere wird dann nur durch y(v, #) befriedigt. Five hielt
dieses Resultat fiir geeignet, daraus das Verhiltnis klarzulegen, in welchem
die singulire Losung zur Differentialgleichung selbst steht, und will damit
das Paradoxon durch folgendes Ergebnis seiner Aufklirung entgegenfiihren:
Die singulire Losung ist ebenso wenig in der Differentialgleichung ent-
halten, als eine beliebige Funktion ®(z, y) = 0 in der Gleichung

G20z, ) = Dz, 9)p(, v)

enthalten ist.”) Hamburger hilt diese Folgerung nicht dem Sachverhalt
entsprechend®); allerdings wire @ = 0 keine Losung, aber auch keine
Enveloppe der durch die Differentialgleichung repriisentierten Kurvenschar.

§ 2. HAMBURGER.

Brror und Bouquer*) haben ferner gezeigt, daB die Werte der Variablen,
welche die Diskriminante einer Differentialgleichung nicht zum Verschwinden

) Five [92] p. 300—302. % a. a. 0. p. 296, p. 305 ff. %) HaMBURGER
[97] p. 208. *) Brror-Bouquer [38] p. 192. >
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bringen, reguliire Funktionen bestimmen, und zwar jede der letzteren ein
Integral, withrend Werte von Variablen, welche die Diskriminante zum Ver-
schwinden bringen, Funktionen bestimmen, von denen einige vielleicht reguliir,
andere dagegen sicherlich nicht regulir sind, doch mit der Voraussetzung,
daB der Punkt ein Verzweigungspunkt fiir diese nicht reguliren Funktionen
ist, d. h. in geometrischer Ausdrucksweise, die Diskriminante erfiillt einen
Ort von singuliren Punkten (im Sinne PomNcariés) fiir einige von den
Zweigen der Integrale. Es war nun von Interesse, das Verhiltnis einer
Wurzel y = n(z) der Diskriminante einer Differentialgleichung f(z,y,y") =0
zu den partikuliren Integralen von /= O genauer zu untersuchen, gleichviel
ob y = n(z) eine Lisung der Differentialgleichung ist oder nicht.
HamBURGER nahm 1893 diese Untersuchnng auf und gab die end-
giiltige Losung des mehrfach erwihnten Paradoxons, das CresscH, DArBOUX
und LiNpEMaNN zuerst klar ausgesprochen, Daroux und Cavrey vergeblich
zu losen versucht hatten. Man hatte gefunden, daB eine Differentialgleichung
bestimmte Eigenschaften besitzen miisse, wenn dieselbe eine singuliire Losung
zulassen sollte. Das Auftreten einer singuliren Lésung bedingte folglich
nur einen Ausnahmefall in der Beschaffenheit einer Integralkurvenschar.
HavBurGer findet nun die Losung dieses Paradoxons darin, daf, wenn die
Differentialgleichung in allgemeiner Form angesetzt wird, die Integral-
gleichung einer solchen Differentialgleichung sich so spezialisiert, daf das
durch sie reprisentierte Kurvensystem in der Tat keine Enveloppe hat, also
keine singulire Losung vorhanden ist, daf aber ferner, wenn die Integral-
gleichung in allgemeiner Form angesetzt wird, die aus ihre abgeleitete
Differentialgleichung so spezialisiert erscheint, daB sie eine Enveloppe liefert.
HamBureers Untersuchungen sind bereits mehrfach so eingehend dar-
gestellt worden'), daB es unnotig erscheint, dieselben hier ausfiihrlicher
wiederzugeben. Wir wollen daher nur den Gang seiner Methoden, wie er
ihn selbst mit kurzen Worten zusammengefaBt hat, im folgenden anfiihren.
Hamsurcer?) geht zuniichst von der Differentialgleichung aus und
bedient sich der Prinzipien, die der wichtigen Abhandlung von Fucus?)
»Uber die Differentialgleichungen, deren Integrale feste Verzweigungspunkte
besitzen* zugrunde liegen. IThre wesentliche Bedeutung liegt in der Zer-

') Siehe ScmresiNeer [117], Hornx [118], Forsyrm [114], p. 249—265, ferner
Pamnveve [119], p. 209. %) HamBureEer [7], p. 208—209. %) Fucas [81]. Die
Resultate der Fucmsschen Arbeit finden Erklirungen von Warrexsera, Beitrag
zum Studium der algebr. Differentialgleichung 1. O. Zeitschr. f. Math. u. Phys.
1890 Bd. 85 p. 193; von Poiycarg, Sur un théoreme de M. Fucms. Acta Math.
1885, Bd. 7 p. 1—32; Forsyra [114] ch. 9 p. 269—285; schlieBlich sind sie bei
Hampureer [97] p. 208 kurz dargelegt.

Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XX. 3. 27
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legung der Diskriminante 4 der Differentialgleichung in ihre linearen
Teiler und in der Entwicklung der verschiedenen zusammenhiingenden Zweige
von y als algebraische Funktion von y, wie sie durch die Differential-
gleichung gegeben ist, in Reihen, die nach Potenzen eines solchen Teilers
y — n fortschreiten, und deren Koeffizienten, ebenso wie #, von z ab-
héingig sind.

Integriert man die nach den Fucnsschen Theoremen definierte Differential-
gleichung mit der Bestimmung, daf fiir einen willkiirlichen Wert ¢ von «
das Integral y (d. h. eine Entwicklung von verschiedenen Zweigen von 7’
als algebraische Funktion von y, wie sie durch die Differentialgleichung ge-
geben wird) mit #(z), d. h. mit einer Wurzel der Diskriminantengleichung
iibereinstimmt, so erhilt man, jeder Gruppe von zusammenhiingenden Zweigen
von % entsprechend, eine Darstellung von y — % durch eine Reihe, die nach
Potenzen von z — ¢ fortschreitet, falls eine solche iiberhaupt existiert. Der
Exponent der niedrigsten Potenz in diesen Reihen gibt charakteristische
Merkmale dafiir, ob y — % kein Integral oder ein singuliires Integral, also
eine Enveloppe einer Schar entsprechender Integralkurven, oder endlich ein
partikuliires Integral darstellt, wobei die beiden letzteren Eigenschaften ver-
einigt sein konnen.

Weiter zeigte HamBurGer'), daB ein genaues Studium der allgemeinen
Integralgleichung F'(z,y, C) = 0 zu ebendenselben Bedingungen fiir die
Existenz einer singuliiren Losung fihrt, wie das Studium der Differential-
gleichung selbst. Der Gedankengang ist folgender: Hat man eine Integral-
gleichung F(z, y, C) =0 vom Grade » in bezug auf C und analytischen
Funktionen von z und 7 als Koeffizienten der Potenzen von C, so erhilt
man die Differentialgleichung durch Elimination von C aus F(z, y, C) und
dem totalen Differential nach x

oF dC
o > 1 ay y'+ oC da
(indem C als durch die Gleichung F(z, , C) = O bestimmte Funktion von
2 und y betrachtet wird) und zwar in der Form

; A dc, 4c, dc,
BECAY oclig Wi bt A (D

oder
g / dc, dC? dC,
Mf(s9y)=(—1yDFr 5. 2,
worin M ein nur # und y enthaltender Faktor ist, und 4,, 4,... 4, ganze

rationale Funktionen von 2z und y sind; D ist die durch Elimination von

) HamBurGer [97], p. 209—210 und p. 229 ff.
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C aus F(z, y, 0)="0 und ‘(leg= 0 hervorgehende Diskriminante.

Verschwindet nun der von y freie Faktor M mit D = 0, so ist wohl
D = 0 eine Losung von M = O, jedoch wird die eigentliche Differential-
gleichung nicht befriedigt, d. h.

’ DdC;, dC, dc,
f(‘l"s !/’.7/)—_‘)[‘1—(;»—‘—1;2-..,(1,;‘

nicht = 0; somit ist ) = O kein Integral der Differentialgleichung. Die
Kurvenschar besitzt also keine Enveloppe.

Ist aber M fiir y = n nicht gleich Null und y — n ein Teiler der
Diskriminante D, so ist y = n eine Losung der Differentialgleichung. Ent-
wickelt man nun die verschiedenen Zweige von C(y) in Reihen nach Po-
tenzen von ¥ — %, so erhilt man durch Umkehrung ebensoviele Darstellungen
von y — n nach Potenzen von x — ¢, wobei C derart partikularisiert wird,
dafl fir x =c¢, y =n wird. Diese Reihen liefern dieselben Resultate, wie
die aus der Betrachtung der Differentialgleichung gewonnenen. HAMBURGER
konnte daher mit Recht sagen, die Behauptung der angeblichen Inkongruenz
der beiden Betrachtungsweisen verliere nunmehr jede Berechtigung.

XI. Kapitel

Besondere Arten der Behandlung der Theorie der singuliren
Losungen von Differentialgleichungen erster Ordnung.

Obwohl die Mehrzahl der Abhandlungen nach 1870 mehr oder weniger
durch die Arbeiten von DarBoux, Cavrey und Casorarr beeinflufit waren,
in denen sich die Untersuchungen hauptsichlich auf das geometrische Wesen
der Diskriminantengleichungen gerichtet hatten, so fehlte es in jener Zeit doch
nicht an Versuchen, die schon frither aufgestellten Sitze und Kriterien fiir
die singuliren Losungen zu verbessern. So sind besonders die Arbeiten
von Zasacgrowskl, ZeurseN, Cockre und Prix ) zu nennen, die sich vor-
zugsweise mit den von den iilteren Mathematikern gegebenen Regeln be-
schiiftigten. Es miissen aber auch noch andere Arbeiten hier besonders
hervorgehoben werden, welche die Frage der singuliren Liosungen von ganz

1y [47; 615677705 T1.]

/
o7*
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neuen Gesichtspunkten aus behandelten, dadurch aber vollstiindig isoliert
dastehen.

Eine ganz neue Fassung der Definition der singuliren Losungen gab
VeLTMANN im Jahre 1876. Wenn fiir die Aufldsung y = () in der ganzen
Ausdehnung, in welcher y als Funktion ¢(z) gegeben ist, keine benachbarten
Aufldsungen existieren, so nennt sie Verrmanx?) singulir. Unter benach-
barten Liosungen verstand er solche, die entstehen, wenn man die Funktion
@(z) unendlich wenig variieren liBt. Die Gleichung y = @(z) stellt also
eine singulire Losung einer Differentialgleichung dar, wenn die Kurve
y = @(z) keine noch so geringe Formveriinderung erleiden kann, ohne daB
sie aufhort, eine Losung der Differentialgleichung darzustellen. So einfach
und elegant die neue Definition der singuliren Losungen ist, so kompliziert
wird das Kriterium, zu welchem Verrmaxx schlieBlich gelangte.

BsorLing?) fand 1887 eine neue Methode, um die Art der Punkte der
Integralkurven in der Koinzidenzkurve (wie Bioruixg die Diskriminanten-
kurve nennt), die aus der Differentialgleichung erhalten wurde, zu bestimmen.
Um die Diskriminantenkurve auf ihre Bestandteile zu untersuchen, trans-
formierte er f(x, y, p)=0 durch Verlegen des Koordinatenanfangspunktes o
in einen beliebigen Punkt (k, k) der Diskriminantenkurve in

fx+n y+k n+a)=0

(w ist der in (k, %) entsprechende Doppelwert von p), die entwickelt die
folgende Gleichung liefert:
ad’+aab+ - =280+ b+ )+ 2yle+ o+ ) F 2P (d+dat )
e R EONE el (e B AT R L
wo die Koeffizienten a, b, ¢, d - -+ rationale Funktionen von %, & sind. Weil
nun in der Umgebung von o sowohl z, 7, als auch « unendlich klein sind,
wird die vorstehende Gleichung approximativ durch bz 4 cy = O gegeben,
welche Gleichung dann den durch o gehenden Zweig der Koinzidenzkurve
darstellt.
Nach einer lingeren Untersuchung findet Bioruing, daB der Punkt in
der Koinzidenzkurve in o
1. eine Spitze ist, wenn weder « noch b 4 ¢w identisch, d.h. fiir
jeden (2, k)-Wert verschwinden;
2. ein Punkt der Enveloppe, d. h. eine singuliire Losung, wenn b+ cmw
identisch verschwindet;
3. ein Punkt des Ortes der Beriihrungspunkte der Integralkurven, wenn,
b und ¢, d. h. jede GriBe fiir sich, identisch verschwinden.

) VELtManN [72]. %) Bsoruing [86].
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Vom Jahre 1896 finden wir eine Arbeit von Pacr?!), welcher die Be-

dingung zugrunde liegt, die die Kurven F'(z, y) = C in sich selbst trans- , ;-

formiert. Die Transformation wird durch die Gruppe

oF oF
OF — p(zs 9) 55 + ¥ 4) 55

dargestellt, die zu der Differentialgleichung f(z, %, y') = O gehort; diese letztere
ist dann invariant unter der Transformationsgruppe @ F, jedoch die Bahn-
kurven der Gruppe werden im allgemeinen nicht identisch mit den Integral-
kurven der Differentialgleichung sein; es kann aber doch vorkommen, dafl
eine begrenzte Anzahl von Bahnkurven von @F mit den partikuliren Inte-
gralkurven F = 0 zusammenfillt. Lings dieser Kurven, wenn solche
existieren, ist der Wert von y* durch @F gegeben, nimlich

i BT V).
¥ P, )’
dieser Wert muB mit demjenigen von y’ aus f(z, y, ') = O iibereinstimmen.

Diese Kurven sind dann durch

f(m, v, ;f) —l)

dargestellt und die Gleichung der Enveloppe muf, falls eine solche existiert,,
in der letzten Gleichung eingeschlossen sein. '

Die Methode von Page hat auBer dem Vorzug der Einfachheit noch
die Eigenschaft, daB sie ein Mittel an die Hand gibt, um die Orter der
Riickkehr-, Knoten- und Beriihrungspunkte beim Aufsuchen der singuldren
Losungen zu vermeiden, die nach anderen Methoden mit den Enveloppen
gleichzeitig auftreten.

Anschauliche Betrachtungen fiir das bekannte Paradoxon bietet auch
eine grundlegende Definition Lies?), die in seinen d#lteren Untersuchungen
eine wichtige Rolle spielt; das Integrationsproblem einer beliebigen Differential-
gleichung erster Ordnung f(z, y, ¥') = 0 kommt nach Lie darauf hinaus,
alle auf der Fliche f(z, y, p) = O des Raumes z, y, p gelegenen Integral-
kurven der Prarrschen Differentialgleichung dy — pdz = O zu bestimmen.?)

Wird eine Schar von Integralkurven der Prarrschen Gleichung
dy — pdx = 0 vorgelegt, die eine Fliche f(z, y, p) = O bilden, so kennt
man auch die Integralkurven der Differentialgleichung f(z, y, ") = 0 als
Projektionen F(z, y, C) =0 der gegebenen Kurven in der 2, y-Ebene.
Erhilt man nun aus

1) Page [103]. %) Le Gott. Nachr. 1874, p. 529—542. Arch. f. Math.
‘Christiania 1878, Bd. 3, p. 404. — Lie [102], p. 189. % Die gleiche Regel
findet sich 1901 bei Hupsox [109].
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: ar
Wit O oy a= ()

durch Elimination von C einen Ort von Punkten, so stellt dieser Element-
verein die singuliire Losung dar, welcher auf der Fliche eine Bildkurve ent-
spricht. Da aber in jedem Punkt der Bildkurve der singuliren Losung die
Tangentenebene auf der x, y-Ebene senkrecht stehen muB, so ist diese
Kurve Beriihrungslinie des um die Fliche gelegten Zylinders. Umgekehrt,
wenn eine beliebige Fliche im Raum =z, y, p vorgelegt wird, so wird zwar
der vertikale Zylinder, welcher die Fliche umbhiillt, eine Kurve auf der
Fliche bestimmen, aber diese Kurve ist im allgemeinen keine Bildkurve.
Diese Betrachtung zeigt also: Gibt man oo! Integralkurven der Prarrschen
Differentialgleichung dy — pdz = 0, d.h. oo! Kurven in der z, y-Ebene
F(x, y, C) =0, so hat man allerdings im allgemeinen eine singulire Losung
der von diesen Kurven erfiillten Differentialgleichung erster Ordnung. Wird
dagegen von vornherein eine Differentialgleichung erster Ordnung gegeben,
50 besitzt sie im allgemeinen keine singulire Losung?!).

Yy Es moge an dieser Stelle noch erwithnt werden, daB neuere Arbeiten (dar-
unter Porvcarg, Sur les courbes définies par une équation différentielle. J. de IEec.
polyt. cah. 45, vox Dyck [94]) sich mit der Untersuchung des Gesamtverlaufes
eines Integralkurvensystems im Sinne der Analysis situs beschiiftigen; es spielt
dabei die Betrachtung der singuliren Stellen der Diskriminantenkurve eine wesent-
Liche Rolle; doch fallen diese Untersuchungen auBerhalb des Rahmens der gegen-
wiirtigen Betrachtung.
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