
http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



De construendis camaris ellipsoidicis 
ope projectionis graphicae. 

D I S S E R T A T I O 
INAUGURALIS ' M ATHEMATICO - PHILOSOPHIGA 

q u a m 

prosummis in PHILOSOPHIA lionoribus rite consequendis 

EX AUCTORITATE ILLUSTRIS PHILOSOPHORUM 
O Px D I N I S 

I 

U N I V E R S I T A T E L I T T : R E G I A V A R S A V I E N S I , 

publico T^iroriim DocLorum examini submibtendam 
conscrijjsib 

A D R I A2i US K R Z Y Z A N O W S K I . 

V A R S A V I A E , 
E x TyPOGRAPHIA O N U P H R I I L A T K I E W I C Z , V I A SENATORUJT, 4 6 7 . 

http://rcin.org.pl



Tantum series juncturaque pollet! 
Tantum de medio sumptis accedit honoris. 

IJoRAT. de Arlt Poet: v. 24.9. 250. 

http://rcin.org.pl



T h e s e s. 

1. 

Explanandae condltiones pro contactu ordinis dati 
duarum curvarum planarum. 

Quomodo, ope contactus ordinis curyae oscula-
trices enucleantur? 

3-

Quomodo integrantur functiones differentiales loga-
rithmicae? 

4 . 

Quomodo integrantur aequationes differentiales duas 
quantitates variabiles continentes? 

5 . 

Quae sint commodissimae formulaB pro integrandis 
aequationibus differentialibus lineariis cujuslibet ordinis? 
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I n t r o d u c t i o . 

RECTE, celeberrimus ille Genevensis Philosaphus Joan-
nes Jacobus Rousseaii, veritatem universalem et abstractam o-
culu.m rationis humanae appellavit. Methodum utique, ut his 
verbis utar, veritatis universalis, secutus Nicolaus Copernicus 
Polonus, stare solem jusserat. Hanc quoque methodum, quae 
eadem ac analytica est, secuti Geometrae novissimi, problem-
mata, quse majores nostri nec mente srtnt assecuti, solverunt, 
maximi momenti respectu praxis et artium theorias creave-
runt , ad summumque perfectionis fastigium mathesim evexe-
runt. 

Vastissimos hoc in genere scientiarum animos edidit Fran-
co-gallorum gens insignis. Ut alios transeam silentio, profe-
ram in medium Gabrielum Mongium et disseram de una ma-
teriarum quam vir ille doctissimus animo primus concepit, 

Est mihi propositum ostendere quomodo ope formularum 
analyticarum delineentur in plano projectiones camarae elli-
psoidicae et quomodo ope eorundem projectionum camara i-
psamet ellipsoidica exstruatur. 

Huic proposito congruenter duas in sectiones opusculum' 
dispertiar: 

in priori de duplici curvatura superhcierum curvarum 
regularium 

in -posberiori de lineis curvaturae superficiei ellipsoi-
dicae rem agam, tandem abhinc ortam methodum 
pr-^ construenda camara elliptica describam. 
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Coinpertum pluribus, qualibus cum difficultatibus matlie-
sis analytica sit conjuncta. Juvat itaque clariorem ac difFicul-
tatibus absolutam, tum rite commentatam reddere materiam a 
me tractatam. 

Theorias inventas reddere simpliciores, difficillimum pu-
tavit Condillacus: persuasum autem omnibus, nullam rem ma-
gis scientiarum progressus praestare, explanatione quoad fieri 
potest simplici. Hoc in axiomate occupatus^ opus adii. 

Inprimis inveniendae mihi erant formulae pro valoribus co-
ordinatarum puncti intersectionis duarum normalium ad su-
perficiem curvam et radii curvaturae, tum demonstrandum li-
neas duplicis curvaturae superficiei interserari sub angulo re-
cto, definiendae denique proprietates sphaerae osculatricis re-
spectu contactus ordinis cujusvis. Methodus, qua haec pro-
blemmata solvimus et novas formulas protulimus, quamque fi-
guris (quinque prioribus tabellae) perspicuitatis gratia auxi-
mus, commodissima in parte posteriori apparuit, qua theoria 
generalis ad casum peculiarem superficiei ellipsoidicae accomo-
datur. Huc quoque, simplicius ac primus inventor, sic dictas 
curvas auxiliares et constructionem projectionis graphicae su-
perficiei ellipsoidae explanare, sumus conati. 
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P A RS P R I O R. 

. c ONCiPiAMUs animo superficiem curvam regularem ABC ( / /^ . i-) ad 
«ystema orthogonale coordinatarum relatam et aequatione 

f ( x , y, x ) = o 
designatam. Invenietur aeguatio plani ad lianc superficiem tangentis in 
puncto quodam M, cujus coordinatae sint x, modo sequenti. Scimus 
aequationem generalem plani esse A x ' + B y ' - f - C , qua x\ y\ z' coordi-
natas puncti cujusvis in plano sumpti exprimunt. Ut planum hoc cum 
superiicie punctum M commune habeat; necesse est, sit z = A3C+®y"l~ 
substi tuto in hac sequatione loco C valore e preecedeiiti sumpto, prodibit 
aequatio plani tangentis 

Ponamus , x\ y z coordinatas esse puncti infinite parum distantis ab M, 
et ideo communis superficiei, quae eadeirr ac polyedri faciebus infinite 
parvis circumscripti considerari potest , et plano tangenti. Hoc in casu 
satisfiet ultimse aequationi valoribus 
et sequatio illa abit in 

at aequatio superficiei praebet 

unde et aequatio plani tangentis transformabitur in 
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Ut denium inveiiiatur aequatio lineae normalls ad superficiem datam 
in puncto M , sint 

asquationes Uiieae rectce in spatio sitae. Ut haec linea ad planum (A) sit 
p e r p e n d i c a l A n s , satisiiat necesse est , ut sciraus al iunde, aequationibus 

aequationes itaque normalis, positis ~ = p , — = <7, sunt 

Notandum, nornialem ad superiiciem datum considerari posse sitam in 
intersectione communi duorum planorum ad superficiem datam norma-
l i um, quorum vestigia lineis M/z, Mm in fig. i . sunt designala. 

2. His positis sit MC ( f l g - ^ ^ normalis ad punctum M superficiei; 
fiit aliud punctum N infinite propinquum prioris: respectu hujus pun-
cti crescent quantitates x, j , /7, /7, infinite parvis d x , dy, ds, d^, dq. 
Ut iiireniantur formulae pro valoribus quantitatum d/7, d<7, observemus 

functiones quasdam esse variabilium x et y , tum po-

namus 

ao prodibit 
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S. Quantitas ^ iudicat tangentem trigonometricam anguli compre. 

hensi projectione in X Y (Jig. 2.) curvae M N et axe OX: u t defmiatur 

itaque hsec projectio, quserendus est valor quantitatis 

Perspiciemus inpr imis , si normalis M M ' describat curvam M N in 
superficie ABC ad quam permaneat ubicunque punctorum perpendicula-
ris; coordinatas puncti N infinite propinqui fore x 4" d x , y dy , 
z + dz. Substitutis itaque his quantitatibus in locum x , y , z in te-
quationibus CB) normalis MM' ; provenient sequationes normalis N N ' 
ad punctum N : insuper quantitates <7 uti functiones variabilium x , 
y , abibunt in p dp, g dc/ et aequationes normalis NN' erunt 

seu quod idem est 

quse esedem sunt ac 

Ope aequationum ( B ) et (4) deiiniri possunt coordinat^ 5c', y\ z pun-

cti intersectionis normalium MM' et NN' et absoluta operatione prodi-

bunt sequationes 

4. Ut demum formetur aequatio conditionalis pro intersectione nor-
malium MM', NN'} eliminabitur z — z' ex sequationibus (4) et hinc se* 
quens sequatio. 

http://rcin.org.pl



— 8 — 

e x p r i n i e t hanc de qua agitur conditionem intersectionis. Aeqiiatio liaec 
ope valorum ( O ( ^ ) Cs) quantitatum dz, dp, dq^ abit in 

seu divisis terminis per dx et ordinata sequatione respectu quantitatis 

in 

dD) 
Substitutis demani in locum quanti tatum p , q, r , 5, t^ valoribus sa-
pra datis qui usque erunt finiti ; aequatio ( D ) transmutabitur in aliam 
formae sequentis 

qua P , -R, sunt functiones notse variabilium x, y, ac ideo sequa-
tio (d ) est integrabilis. Absoluta integratione, inveniemus a^quationem 
cum variabilibus ^c, y quae pertinebit ad curvam MNF juxta quam nor-
nialis MM' niobilis decussabit se in nov^a positione NN' infinite propin-
qua cum primordiali in puncto t , cujus cordinatse ope aequationum C Q 
deiiniri possunt. 

dy 
5. Soluta sequatione ( d ) respectu ignotae e designato alter u t ro 

A^alore ejusdem per M ; valor hic inserviet definiendae positioni curvae 
M N eum in modiim, u t omnium ad puncta ejusdem curvae normalium 
quaevis binae consecutivae intersecabuntur mutuo in punctis C C C" . . . . 
locusque geometricus horum punctorum erit curva C C C qaam eQo-
lutam respectu evolventis N M P appeliabimus. 

6. Posita aequatione dy = Md^:; sequationes 
abibunt ope praecedentis in sequentes. 

qua-
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quarum ope seq: ( c ) t ransmutabuntur in 

substitutis demum in his aequalionibus loc3 variabilium y' z, valoribus 
earundem in fonctione x ex aequatione superficiei ABC et integrali cur-
vae MNP extractis, tum eliminata variabili x; provenient duse aequatio-
nes cum quan: x , y ' , x', quae pertinebunt ad curvam evolutam CC'C". 
Valor tandem radii curv^aturae erit 

7. Designato per M' altero valore pro ^ ; valor hic inserviet ad 
a:x; 

definiendam positionem alterius curvae M R eum in mpdum, u t omnium 
ad puncta hujus curvae normal ium quaevis bince consecutivae se decus-
sent mutuo in punctis D, D' , locusque geometricus ejusmodi puncto-
r u m evadet curva DD' , quae ut in superiori casu erit evoluta ad evol' 
a)entem Q M R . . 

Ratione analogiae concludetur, aequationes ad definiendas coordina-
tas puncti intersectionis normalium MM' et R D fore 

e quibus , simili modo u t in casu praecedenti, eliminatis variabilibus 
» y-, provenient duae aequationes curvae evolutae DD'. 

Valor tandem radii curvaturae erit 
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8. Demonslrandum est deraum curvas M N , MR intersecari sub 
an^ulo recto. 

Naturae ejusmodi propositionis convenienter, concipiamus animo 
tangentes ad binas curvas in puncto communi M. Si demonstrare quea-
mus, tangentes hasce perpendiculares inter se essej curvse MN, MR in-
tersecabuntur eo ipso sub angulo recto. At cpnstat sequationes tangen-
tis ad curvam priorem esse 

seu respectu valorum 

seu mutatis formis sequationum 

Facile nunc perspit i potest sequadones tangentis ad curvam MR fore 

Ut hae duae tangentes intersecentur sub angulo rec to , necesse e s t , 
u t scimus aliunde, comprobetur aequatio. 

Seu, multiplicati^ terminis per denominatorem; 

est autem, respectu proprietatum sequationis (D) secundi f^radus, 

V - I V ^ ^ r v i V / " / " V 
proinde ^qua t io conditionalis transmutabitur iu 
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et patet eam comprobari j tangentes i taque, eoque ipso curv® M N , MR 
intersecantur sub angulo recto. 

g. Concipiamus animo spbaeram cujus centrnm in qiiovis puncto-
rnm C, D sittim sit, cujusque superficies per punctuni M superficiei 
proposilre transeat. Splisera ejusmodi osculatrix superficiei propositje 
nuncupatur. 

Ut hsec sphaera contactum primi ordinis cum superficie data habe-
at , necesse est elementum infinite parvum superficiei, punctum M cir-
crwndans, confundatur cum superficie sphaerae. Si itaque increnientis 
Axy d y , dz. augeantur variabiles oc, y , z , aequatio sphaerae 

transmutabitur in 

et comprobetur necesse est. At h®c aequatio omissis infinite parvis se-
cundi ordinis et respectu praecedentis eadem est ac 

I 
seu substituto in locum d:̂  valore ^ 

seu 
j ax 

at hsec ultima duobus valoribus pro ^ ^ comprobari potest, ideoque bini 

termini aequantur n ih i lo , et prodibunt aequationes 

contactijs primi ordinis, eaedem, ut patet, ac aequationes ( B ) normalis 
ad punctum M : unde concludetur sphaeram, unam eandemque norma-
lem et eo ipso idera planum tangens in puncto M habere. Centrura 
tandem sphaerae situm est in puncto cujus coordinata? designatae supra 
fuerant per 

http://rcin.org.pl



12 

10. Ut sphasra contactum secundi ordinis cum superficie proposita 
habeat, necesse est elementum superficiei infinite parvum circumdans 
elementum praecedens, confundatur cum superficie sphserae. Si itaque 
incrementis dx , d j , dx augeantur variabiles oc, y , z aequationutn 

— a-\-p(z — c) = o , y — — c) =o, 
necesse est, sit 

dx-}-pdz-\-(z — c)dp=Of dy-^-qdz-^-Qz—c) dq=o 
at hse aequationes congruunt cum aequationihus ( 4 ) ( numer i 3 ) quae 
pertinent ad normalem NN' ; proinde sphaera et superficies proposita du-
as habent normales communes, eoque ipso duo plana tangentia commu-
nia, eandem unamque curvaturam, denique commune centrum curvaturae. 

11. Hac ex analysi patet , omnem superficiem curvam regularem 
habere in quovis punctorum duas varias curvatwas, quarum sinuami-
na sita sint in duobus pianis normalibus ad se perpendicularibus, has-

dy 
que curvaturas definiri ope duplicis valoris pro quantitate — et pro 

CIOC 

coordinatis x ' , y ' , z' centri curvaturae, et ope duplicis valoris radii cur-
vaturse; centra denique b inarum curvaturarum in una eademque nor-
niali sita esse. 

12. Quoniam quaevis normalis ad superficiem propositam, cum dua-
bus aliis infinite propinquis et sitis in duobus planis normalibus ad se 
perpendicularibus intersecatur; evidens est, si a prima normali MC ad 
u n a m duarum aliarura, puta ad N C , tum ab has ultima ad sequentem 
infini te propiaquam et sic porro in una eademque usque directione pro-
grediamur; omnes normales definire superficiem curvam evolubiiem per-
pendicularem ad datam juxta lineam quandam curvam quae erit linea 
primce curvatura;. Perspicitur tot lineas primae eurvaturae dari posse 
quot puncta superficiei, hisque lineis dividi superficiem propositam in 
zonas latitudinis variabilis. 
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Simili modo si a pr ima normali CM ad aliam RD infinite propin. 
quam a prsecedenti intersectam, tum ab hac ad sequentem et sic porro 
progrediamur; omnes hae normales constituent superficiem evoltibilem 
perpendicularem ad propositam in intersectione quse lineam alterius ciir-
vatiirce constituat. Apparet, tot lineas alterius curvaturae dari posse 
quot puncta superficiei, hisqae denuo dividi superficiem propositam iii 
zonas latitudinis variabilis. 

Linese denique primae curvaturae secantur perpendiculariter a lineis 
alterius curvaturse, adeo ut superficies proposita dividatur per curvas 
duplicis seriei in elementa quae in rectangulorum numero duci possunt. 

13. Quo haec distinctius exemplo evolvere liceat, concipiamus ani ' 
mo superficiem quandam revolutionis , et vocenius planum meridianum 
quod secet superficiem propositam juxta axem majorem, paralleliim ve-
ro quod secet eandes juxta axem minorem. Si a quovis superficiei 
puncto progrediamur ad aliud infinite propinquum in 'perimetro meri-
diani situm; normales ad hoec duo puncta uno eodemqvie plano meridi-
ano comprehensae, intersecabuntur quopiam. Si denuo ab eodem pun<» 
cto progrediamur juxta directionem plani paralleli ad aliud infinite pro-
pinquum, normales ad haec duo puncta intersecabuntur in axe majori. 
Sin autem juxta aliam directionem ab uno puncto ad aliud progressi 
essemus, baud se intersecassent duae normales sed in duobus variis pun -
ctis axi occurrissent. Perimetri meridiani sunt itaque lineae primse cur-
vaturae, paralleli vero alterius: lineae hae duplicis generis intersecantur 
in superficie sub angulo recto et dividunt hancce iu elementa quoe in 
rectangulorum numero duci possunt. 

14. Vidimus omni lineae curvaturae respondere superficiem evolu-
bilem normalem, quae locus geometricus omnium normalium linearum 
considerari potest. Si itaque seriem ejusmodi superficierum, seriei line-
a rum primae cu rva tu r^ respondentium, concipiamus animo; superficies 
hae different inter sese quantitate constanti quse insit in singulis aequati-
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onibiis integralibus liasce superficies indicantlbus: (6 , ?•) a valore qnan-
titatis constanlis dependebit positio et forma superficiei evolubilis. Si-
mili inodo pro singulis lineis alterius curvaturse dan tur tot idem super-
ficies normales quse differant inter se quantitate constanti. 

Insuper omnis superficies normalis unius seriei, occurrit superficiei 
alterius seriei sub angulo recto. Superficies itaque u t r iusque seriei ad 
propositam normales d iv idun t hancce juxta binas ciirvaturas in elemeii-
ta rectangula, volumen vero superficie proposita f in i ium in elementa 
prismatica, quo rum forma congruit cum natura superficierum normal ium, 

15. Sit ahcd (figi s ) ejusmodi elementum rectangulum superficiei. 
Linese rectae ductge per qua tuor vertices eleuienti perpendiculariter ad 
superficiem datam erunt totidem latera elementorum solidorum , quorura 
bina quseque consecutiva intersecabuntur in punctis infini te distantibus. 
Normales ut ique ad puncta a d intersecabuntur in puncto normales 
ad pjincto & et c in y, normales ad puncta d c intersecabuntur in 
puncto 5 normales ad puncta flt, 6 in 

Concipiamus animo e lmentum prismaticum de quo agitur, extensum 
5n directione adversa. Pars elementi solidi hoc modo formali basi abcd 
f i n i t i ; consideranda est in nnmero e l e m e n t o r u m , volumen superficie 
concava f in i tum, procreant ium: et ideo •prisma camaroLdicum ( vousso i r ) 
nuncupa tu r , en ejusmodi enim elementis camarae concavae construuntur . 
Superficies Jaterales prismatis camaroTdici juncturae sunt dictae. Sunt 
i taque juncturae perpendiculares ad superf iciem camarae et perpendicula-
xse inter se. 

16. Ut d ividatur igi tur camara concava ope junc tu ra rum in tetra-
gona camaroidica, const ruentur superficies evolubiles, ad superficiem ca* 
marse normales et distantes in u t r aque serie quantitate quadam finita 
naturae materiae convenienter, perpendiculares denique inter se. Tali 
njodo volumen camarae in elementa prismatica, superficies vero concava 
i » tetragona regularia decoraminis capacia, d iv idetur . 
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^7. Vidimus omnes normales ad lineam primae curvaturae se mu-
luo decussare, puncta vero intersectionis in curva quadam sita esse. Cur* 
vam hanc latus retvogradinn (arete de rebroussement) superficiei nor-
malis nuncupabimus. Concipiamus animo systeraa laterum retrogrado* 
rum superficierum normal ium unius sepiei: systema lioc definiet super-
ficiem curvam que sit locus geomeiricus centrorum primae curvaturae 
superficiei datae. Simili modo systema laterum retrogradornm superfi-
cierum normal ium alterius seriei definiet superficiem curvam quae erit 
]ocus geomelricus centrorurn alterius <?urvatur3e. Hae bin^e superficies 
centrorum, —quae in singulis casibus possunt distingui singulis aequa-
t ionibus, generatim vero sunt mappae variae unius ejusdemque super-
ficiei curvae et una eademque scquatione gradus superioris compre-
liensae, — suut ad superficiem datam quod curvae evolutae ad evolventes, 

18. Ut formetur sequatio superficiei centrorum primse curvaturas, 
el iminabuntur variabiles x , y , ex sequationibus ( E ) , ^ ( n u m . 6) et as-
quatioue y» —o superficiei datse; et asquatio proveniens in fun-
ctione quantitatum x ' , y ' , z' pertinebit ad superficiem centrorum pri-
inae curvaturse. Similis eliminationis ope inter gequationes ( e ) (num.7) 
et eandem «quat ionem f f x , y , = obtinebitur aequatio superficiei 
centrorum allerius curv^aturae. 

19. Quoniam omnis normalis in intersectione duarum superficierum 
normalium sita, tangens est communis laterum retrogradorum earundem 
superficierum, concUidetur illam etiam tangentem esse ad duas mappas 
centrorum curvaturse. Insuper qusevis harum mapparum obvolvit super-
ficies normales unius seriei, unde concludetur omne planum tangens ad 
superficiem quamvis normalem tangens quoque esse ad mappam ab illa 
superficie contactam. Si itaque concipiamus animo duo plana per unam 
eundemque normalem ducta , tangentia ad duas superficies norinales 
in quarum intersectione normalis illa sita fuerit ; haec duo plana angu-
lo recto ad se inciinata erunt tangentia alterum ad primam jnappam su-
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perficiei centrorum, aUerura ad aliam. Un(^e apparet, superficiem cen-
t rorum cnrvaturas hac proprietate iiotabilem es''e, quod uniuscujusque 
spectatoris oculo in lineamenta extrema sub angulo recto sese intersecan-
tia videatur divisa. 

20. Si duae mappae centrorum intersecenlur, angulus intersectionis 
erit rectus, et curva intersectiouis erit locus geometricus centrorum cwr-
a)aturarum sphcericarum superficiei datae. Omue enim punctum liujus 
curvse, prout conuiiune duabus mappis , erit centrum curvaturarum bi-
narum, punctum respondens superficiei propositae circumdantium, et ae-
qualium ad instar curvaturae sphaerae. Si deinceps concipiamus animo 
tangentes ad curvam intersectionis duarum - mapparum, quaevis tangen-
t ium erit normalis ad superficiem datam et occurret ei in puncto qu^ 
duse curvaturse unum eundemque radium idemque centrum habebunt. 
Linea curva omnia ejusmodi puncta superficiei datse jungens vocatur li-
nea curvaturarwn sphcericarum: linea haec, ut patet, cura nulla linea-
rum curvaturae coit in unam sed contra scinditur ab illis. 

21. Ut inveniatur sequatio lineae curvaturarum sphaericarum , ae-
quentur necesse est duplices valores radii curvaturse unde prodibit ae-
quatio ( n u m . 6. 7.) 

M = M ' 
q u ^ significat, radices aequationis ( D ) ( n u m . 4 ) secundi gradus esse ae-
quales, proinde quantitas signo radicis comprehensa in formula quam 
obtinuerimus soluta aequatione ( D ) reducatur ad nihilum necesse est: 
at haec quantitas facile invenietur eritque aequatio lineae curvaturum 
sphaericarum 

22. Evidens est, lineam curvaturarum sphaericarum evolventem es-
se ad lineam centrorum curvaturse sphsericae seu lineae intersectionis 
duarum mapparum centrorum. 

Sit 
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Sit i taque cuvra ACBF (Jig. 4.) intersectio mapparum et HGI linea 
curvaturarum spliaericarum. Haec ultima formabitur motu radii curva-
tnrse BG tangentis ad AB. Sint em, dn, CM latera retrograda sita in 
una mapparum. Extenso filo in curva BC, extremitas G hujus fili mo-
bilis et tangentis ad BC describet curvam HGI. Si idem filum exten-
sum fueri t in curva CeA et in uno laterum retrogradorum puta in CM, 
pars fili M I tangens ad CM describet extremitate I curvam KIL in su-
perficie data positam. Sin annulum occupare consequenter positiones in 
omnibus lateribus retrogradis duarum mapparum; extremitas hujusce fi-
U describet innumerabiles curvas quarum locus geometricus erit super-
fities data. 
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PARS POSTERIOR. 

23. O u p e r f i c i e s cujus sequatioiiem posuiraus geiieratim 

sit revera ellipsoidica. 
Superficies ellipsoidae formar i potest motu ellipseos EGM ffig' 5.) 

parallelae plano XY, innixae constanter eliipsibus ca^ cb, qua rum altera 
in plano ZX altera in ZY sita s i t , variantis figura et positione. Ut in-
veniatur sequatio hu jus superficiei, designemus litteris c, axes O/7, 
O ^ , Oc q u o r u m prinius max imus , postremus ininimus sit. Sit x' abs-
cissa D M punct i M , y ordinata DE ejusdem punct i , sit OD = Z ; e runt 

sequationes ellipseos 

C/ 

sit denique oc abscissa D F punct i G ellipseos creatricis MGE et y ordi-
nata GF, tum axes D M = x\ D E = y'. Aequatio ellipseos creatricis erit 

Substitutis in hac sequatione loco quant i ta tum y' valoribus earundem 
e duabus praecedentibus extractis, prodibi t sequatio superficiei ellipsoidse 

seu 
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fl4. Haec est tequatio respoiidens generali ((x, y , z)=:o, quacum 
ad instar casus generalis operationes analyticas subeamus necesse est 
pro obtinendis aequationibus linearum curvaturse superficiei ellipsoidic», 

Inprimis, inveniendi sunt valores quantitatum 

Sumpto differentiali singulorum terminorum aequationes ellipsoid», pro-
dibit 

unde 

tum 

seu, substituto valore pro dx 

unde 

at aequatio ellipsoidae praebet i 

perinde 

Ut inveniatur denique valor ^ = ~ , erit 
dy 
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unde 

at seq: ellipsoidae praebet 

perinde 

Substitutis demum in locum quinque quantitatum p , q , r , s , t, quse 
insunt in seqnatione generali ( D ) ( n u m : 4 ) v valoribus eariindem, obtl-
nebitur sequatio respondens sequationi ( d ) (n. 4, ) Ejusmodi transfor-
mationi sequationis ( D ) qu3e est 

Sequenti modo satisfiet. Erit inprimis 

et seq: ( D ) abit p r imum, divisis terminis per in 

tum i n 

Primo coefficiens quantitatis ^ ^ exprimetur sic ' 

et ope 9eq: ellipsoidae reducetur ad 
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Secundo ut reducatur coefTjciens secundi termini ad expressionem sini-
pliciorem, observandum aeq: ellipsoidae praebere valores 

ope quorum coefficiens dictu^ abit in 

ti t/ c -ĵ  y. -A, 

seu, reductione, in 

et substituto valore ex aeq: ellip: extracto, 

dy 
Tertio terminus a quantitate — independens, est 

h^—y" 
qui, substituto in locum — v a l o r e ex aequatione ellips: extracto et 

absoluta reductione ope ejusdein aequationis ellipsoidae, transmutabitur in < , 

Ope horum valorum cequatio ( D ) abit in 

seu divisis terminis per —c^) et positis 

in 
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25. Haec est sequatio cujus inlegralis lineam curvaturae superficiei 
ellipsoidse indicabit. Et quoniam aequatio nostra secundi gradus es t ; 
integralis duas constantes arbitrarias comprehendet , at unicam t an tum 
contineat necesse est, namque differentialis secundi ordinis non est. Inventa 
itaque integrali cum duabus constantibus, altera earundem dependeat ab 
altera necesse erit, quod idem est ac si aequatio integralis quaesita uni" 
cam tantum constantem contineret. 

26. Demonstratur in calculo integrali, sequationem difFerentialem 
secundi ordinis generalem 

duas primi ordinis habere integrales formae 

iinicam autem in fuiictione quantitatum finitaruin quae prodibit elimi-
dy 

nata quantitate — e duabus ult imis, quamque constant esse formae 
cix 

His positis, observabimus aequationem ( S ) ( n . 2 4 ) secundi gradus 
dy 

dnos valores q u a n t i t a t i s p r a c b e r e , unde formari poterunt aequationes 

formae sequentis 

dy . . . 1 . . • 
eliminataitaque quant i ta te— ex his ul t imis; asquatio bmc proveniens 

et quantitates a;, y , A, B continens, erit integralis cujusdam aequationis 
secundi ordinis. At haec secundi ordinis aequatio invenietur sumpto 
dijferentiali aequationis ( S ) quod erit 
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27. Integranda demum est hsec ultima aequatio. Ut eo commodi* 
us problemmati huic satisfiat, eliminentur quantitates A, B ope aequati-
onis C ^ ) - ^^ ^̂ ^̂  aequatio praebet valorem 

ope cujus praecedens abit in 

seu 

seu 
seu, divisis terminis per x2 , in 

quae respectu valoris ^ = d — J eadem 
OC OC 

est ac 

cujus integralis est 

seu 

unde prodibit aequatio 
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cujus integralis est 

28» Aequatio lisec indicat lineam secundi ordinis concentricam eliipsoidae, 
cujus axes in lineis coordinatarum x et y siti sunt , iidemque arbitra-
r i i sicut constantes ^ et y. Linea de qua agitur erit ellipsis aut liyper-
bola juxta signum constantis at vidimus unam tantum constantem in 
sequatione integrali inesse debere, e duobus itaque axibus lineae secun-
d i ordinis altera dependebit ab altera. Ut inveniatur aequatio quse ejus-

dy 

modi duorum axium affinitatem constituat, e l iminabuntur T ^^ ^ ^^ 

gequationibus 

quarum altera difFerentlalis est prioris, et aequatione 

Ut operationi liuic satisfiat multiplicetur ultima per y et tum substitu-

antur in locum y® et es quos duse proecedentes proebeant: prodi-dx 

bit asquatio 

qu3e reducetur ad 

Haec est sequatio indicans afFmitatem axium lineae secundi ordinis cujus 
sequationem in numero precedenti invenimus. Si itaque sequationem linese 
reducamus ad formam 
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sequationem vero afiinitatis axium ad formam^ 

y 

altera ( e ) lineam secundi ordinis cujus axes sint y et altera vero (f) 

affinitatem h o r u m axium exprimet. 

ag, His positis facile perspicitur ope aequationis ( e ) lineae secundi 
ordinis, quantitates v in uno eodemque tempore negativas esse non 
posse. Si i taque 

y 
1° Constanti y valorem positivum n® tribuamus, quantitas ~ valo-

rem negativum respectu aeq; ( f ) habeat necesse est. Hsec namque sequa-
tio praebet 

quantitas autem A/z^^+B positiva est ratione posit ivorum (xwira , 
\ y ' . . 

lorum pro A et B, quapropter quantitas - est negativa. Ponatur igitur 

et aequatio ( e ) abit in sequentem 

quae ellipsim indicat. Semiaxes hujusce ellipseos erunt in juxta lineam 
abscissarum x, et n juxta lineam ordinatarum y , quorum'aff ini tas defi-

ni tur sequatione ( f ) seu positis in eadem v = —^77i^;aequatione 
^ -

fi® Si contra constanti y valorem negativum — n^ tribuamus, ^ erit 
t . . . V . positiva respectu aequationis ( e ) , perinde quantitas -- erit negativa et 

quaproter aequatio ( e ) abit in sequentem 
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quae hyperbolam indicat. Semiaxes hujus hyperbolae sunt m jux ta line» 
am abscissarum, et n juxta l ineam ordina tarum, q u o r u m aifinitas defi-

y 
n i tu r aequatione ( f ) seu positis i n eadem > = —/z*; T??'', aequatione 

30. Consideremus inpr imis sequationem 

quae indicat projectionem in plano XY u n i u s l inearum curvaturfB super-
ficiei ellipsoidse. Patet, projectionem hanc praebere ellipsim cujus semia-
x i u m 772, n affinitas, aequatione 

hyperbolam indicante , exprimitur . Reducta hac ul t ima sequatione ad 
fo rmam 

apparebi t semiaxes T/Z, n ellipseos ( 1 ) , coordinatas esse hyperbolae ( 2 ) 
V^B . 

cujus semiaxes sint jtixta lineam abscissarum et ^ juxta li-

neam ord ina ta rum y, 
51. Consideremus dein aequationem 

" " j — ^ 

qnse indicat projectionem in plano XY alterius l inearum curvaturas' su-
perficiei ellipsoidse. Patet projectionem hanc praebere hyperbo lam, cu-
jus semiaxium m, n alFinitas, aequatione 

el l ipsim' indicante , expr imi tur . Pleducta hac ultima aequatione ad formam 

apparebit semiaxes m , n hyperbolae ( 3 ) , coordinatas esse elipseos ( 4 ) http://rcin.org.pl
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V^B • cujus semiaxes sint g juxta lineam abscissarum et _ juxta line-
A 

am ordinatarum y. 

32. Methodus itaque construenda3 projectionis graphicae superficiei 
ellipsoidse consistit in resolutione sequentis problemmatis: c o n s t r u a n -
t u r h y p e r b o l a e t e i l i p s i s q u a r u m g e q u a t i o n e s s i n t 

axes vero 

primus juxta lineam abscissarum oc, secundus juxta lineam ordinatarum 
y. En, quapropter curvae hae ellipsoidae coneentricae, auxiliares sint ap-
peilatae. 

33. Hac ab analysi oritur niethodiis construendse projectionis gra-
phicae superficiei ellipsoidae in plano 

a 
curvae auxiliaris mi« Observabimus inprimis , axem 

norem esse axe x ellipsoidae, est namque juxta propositum numeri 23 
— — h"̂ . Si. itaque A D B C ellipsim intersectionis ellipsoidae juxta 

planum XY et per centrum K, siKB lineam abscissarum x, KGlineam or-
dinatarum, et K originem axium systematis coordinatarum denotet; trans-
portabimus valorem axis y ^ g hyperbolae auxiliaris ( n u m e r o 50 conve-

h v^^rzT^ 
nienfer) a K usque ad O. Alter axis 7 = = = erit, ut ex tormula 

loris patet, raajor aut minor axe h. Supponamns majorem, et transportemus e-
undem axem aK usque adG, tum construamus hyperbolam auxiliarem OHI 
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cujus axes sint KO, KG. Sumamus nunc in ramo OHI puncta quot li-
buerit . Sit H ejusmodi punctum. Coordinatae KN, NH hujusce puncti 
erunt axes ellipseos N M N ' M ' . Singulae ellipses hoc modo constructse 
quarum semiaxes extendantur in linea abscissarum a KO usque ad KB, 
in linea vero ordinatarum a nihilo usqiie ad KD erunt comprehensae ma-
gna eliipsi BDAC: et quoniam-minima harum ellipsium cujus semiaxes 
sunt KO et n ih i l , confundi tur cum linea KO abscissarum, concludetur 
ellipsim, quae secet ellipsoidam juxta planum XZ, esse iineam curvatu-
rae superficiei ellipsoidie. Simili modo, quoniam maxima harum ellipsi-
um confundit sese cum magna ellipsi BDAC, concludetur ellipsim, quae se-
cet ellipsoidam juxta planum XY et per cent rum, alteram esse lineam 
curvaturae. 

Facile demonstrari potest valori m = a = KB respondere valorem 
7 J = Z > = K D . Si enim ponatur a pro m in aequatione hyperboJae 

haec abit in 

et ope valorum pro B, A, reducetur ad 
72 = & = KD. 

34» Si lineae KO, KG semiaxes ellipseos auxiliaris (Numfcro^r con-
venienter ) considerentur; construetur ejusmodi eilipsis, OLG, sutnen-
tu r in ramo OLG ellipseos puncta quot l ibuerit et coordinatae singulo-
rum horum punctorum erunt totidem axes hyperbolie, lineae alterius 
curvaturae. Sit L u n u m ejusmodi punc to rum: coordinatae KP, PL hu-
jus puncti erunt axes hyperbolse RPS , R'P S'. Axes omnium hyperbola-
runi hoc modo constructarum crescent alter juxta lineam abscissarum a 
nihilo usque ad KO, alter juxta lineam ordinatarum a nihi lo , usque ad 
KG. Maxima hyperbolarum cujus axes sint o let KG confundetur cum 
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linea KG ordinatarum, unde apparet ellipsim quae secet ellipsoidam ju-
xta planum YZ esse lineam curvaturae ellipsoidae, Minima vero hyper-
bolarum cujus axes sint o et KO confundetur cum linea abscissaruni 
KO, unde denuo apparet, ellipsim quae secet ellipsoidam juxta planum 
XZ alteram esse lineam curvaturse. 

D u m axis m. hyperbolae s q u e t u r nihilo alter ejus axis erit KG, 
punctum namque G ad eliipsim auxiliarem pert inet .— Simili modo con-
structioni circa punctum O' satisfiet. 

Quatuor puncta superficiei ellipsoidae, alia duo supra , alia duo in-
fra planum projectionis XY posita, quorum projectiones sunt O et O', 
umbilici seu foci sunt appellata. 

35. Quoniam tres axes ellipsoidae sunt .inaequales, evidens est si-
milem constructionem projectionis superficiei in plano maximi et mini-
mi axis posse perfici. Hoc in casu ut continuo videbimus omnes pro-
jectiones curvaturae sunt unius ejusdemque generis, quapropter modus 
hic constructionis commodior est in praxi et art ibus. , 

Ut obtineatur aequatio projectionis linearum curvaturse in plano XZ 
eliminabitur cx aequatione superficiei 

variabilis y ope sequationis 
rv^ yi^ ifc TTẑ y® = nr n^ 

quae projectionem in plano XY indicat. Propterea multiplicetur p r ima 
per ni^ et altera per I j l a^ c^ et addantur invicem: prodibit 

at 3eq: m^^ipAw^^^B praebet 

perinde sequatio prsecedens abit in 

est autem respectu valorum pro A et B. 

unde 
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et sequatio praecedena, substituto valore pro Ah^, transinutabitur in se-
quentem 

q u ^ indicat ellipsim projectionis linearum curvaturse in plano XZ. Quo-
n iam a > m f termini aequationis constanter positivi permanebunt , et i-
deo sequatio ellipsim usque indicabit. 

Reduca tur u l t ima sequatio ad fo rmam 

et sit 

sequatio projectionis erit 

cujus axis m' in linea abscissarum x, axis yero ji in linea ordinatarum 
z positus est. Ut inven ia tu r aequatio affinitatis h o r u m axium, elimina-
b i tu r m ex sequationibus quae prebent valores eorundem axium ju et 
prodibi t sequatio 
seu 

quae indicat ellipsim auxi l iarem, cujus axes sint juxta lineam abs-

cissarum juxta l ineam ordina tarum z , seu restitutis valori-

bus p ro j 

36. Hac ab analysi or i tur methodus construendse projectionis su-
perficiei eUipsoidse in plano ZX. ( f i g . 7.) 

ObserVabimus inprimis axes ellipseos auxiliaris majores esse axibus elU^ 
TDseos principalls ellipsoidsejuxta p l a n u m X Z : e s t n a m q u e a^ — c^^a"^ — h^ 
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et —. — j u x t a propositum numer i 23. Defmitis valoribus axium, 
transportabitur alter juxta x a K ad X , alter juxta z a K ad G. Con-
struetur quadrans eilipticus XHLG, . designabuntur in ramo ellipseos 
puncta , horumque coordinatae erunt axes ellipsium projectionis iinearum 
curvaturse superficiei. Ellipsis cujus axis sit KX et o confundetur cum 
linea KX. Coordinatse punctorum inter X et H comprehensorum, aliae 
juxta oc magis magisque decrescent, alise juxta magis magisque cre-
scent. Coordinat£e puncti H praebebunt ellipsim N M N M N , ellipsis ve-
ro cujus axes sint coordinatse KB, KE puncti cujusdam ellipseos auxilia-
ris confundetur cum ellipsi principali in plano XZ ac ideo haec ultima 
linea curvaturse est. Omnes ellipses hoc modo constrpctse usque ad hunc 
limitem erunt comprehensae inter E et E' intus ellipsim principalem. 
Limes de quo agitur, definietur tangente ad punctum E , quae interseca-
b i tur cum ellipsi auxiliari in puncto quodam inter quod et punctum G 
omnia puncta ellipseos auxiliaris comprehensa praebebunt axes ellipsium 
projectionis quorum alii juxta 2, majores erunt axe KE, alii juxta a; mi-
nores axe KB. Proinde ellipses hse erunt projectiones linearum alterius 
curvaturae et intersecabuntur a prsecedentibus. Simili modo construen-
tur projectiones respectu alterius quadrantis ellipseos auxiliaris a K us-
que ad X'. Minima ellipsium ultimas seriei confundetur cum Hnea KG. 

Facile demonstrari potest ope praecedentium formularum ellipsim 
principalem AEBE' e numero earum esse quas prebeat constructio gra-
phica: id est sumpta abscissa cujusdam puncti ellipseos auxiliaris aequa-
li a , ordinata ejusdem puncti erit c. Ponamus ut ique m — a in aequa-
tione 

tum B = — A b ^ p r o d i b i t n=c 
Quatuor extremitates A, E , B , E' axium datorum sunt totidem p r o . 

jectiones quatuor umhilicorum seu focorum superficiei ellipsoidse. Pun-
cta hsec in primordiis constructionis continuo apparent. 

37. Si per extremitates G et X, X et G', G' et X', X' et G axium 
ellipseos auxiliaris ducuntur lineae rectae, formabitur parallelogrammum ae-
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quilaterum circumscriptum ellipsibus projectionis, cujus latera erunt tan-
gentia ad hasce curvas. 

Ut hoc theorema deraonstretur , eliminetur in ex sequatione elli-
psium 

ope aequationis ellipsebs auxiliaris 

orta abhinc et respectu n ordinata sequatio 

pertinebit ad ellipses p r o j e G t i o n i s l inearum curvaturse quse differant sin-
gulis valoribus constantis n. Ut inveniatur gequatio involucri omnium 
eilipsium idest lineae circumscribentis spatium ab hisce in plano pro-
ect ionis occupatum, sumatur differentiale terminorum ultimae aequatio-
nis respectu quantitatis n p r o d i b i t 

ope valoris pro n ^ ex hac aequatione extracti, prsecedens abit in se-
quentem 

cujus p r imum m e m b r u m . ut i differentia quadra to rum, resoluhile est in 
duos factores, qui requati nihilo praebent sequatfones 

qua rum singularum membra prima exprimunt porro differentias qua-
dratorum et ideo resolubilia sunt in factores simplices, quibus sequatis 
nihilo prodihunt qua tuor aequationes 
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scu, restitutis valoribus quantitatuni A, B, 

— c» 

— c® 

quse indicant qualuor lineas rectas aequales per quatuor extremitates a-
xium ellipseos auxiliaris ductas: quod erat demonstrandum. 

38. Umbilici, ut v id imus , sunt puncta in quibus lineae curvatur(3e 
seriei utr iusque confundantur in unam eandemque lineam. In his igi-

dy tur punctis duo valores pro ^ quos pr^beat aequatio ( 5 ) curvaturae 

( n . 2 4 ) s u n t E e q u a l e s : o b t i n e b i t u r i t a q u e s e q u a t i o p r o e x p r i m e n d a r a -

t ione coordinatarum umbi l icorum, aequatis niliilo terminis signo radicis 
dy ') 

comprehensis in ambiguo valore pro et prodibit gequatio 

quae respectu summae quadratorum primi membri resolubilis est^ in 
duas sequentes 

e quibus concludetur esse 

Prior ho rum casuum indicat valores reales coordinatarum projectio-
nle umbi l icorum; aller exprimit coordinatas puncti imaginarii: alii ita-
que umbilici praster hos quos consideravimus, dari non possunt. 

39. Constructio denique linearum curvaturje et eo ipso superficiei 
ellipsoidicae ope projectionum da ta r rm, consistet in defmiendo valor® 
pro parte axis verticalis coniprehensae inter centrum ellipsoidte et pun-
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ctum elevationis lineae curvaturae supra planum liorizontale. Si itaque 
in singulis casibus valores cogniti axium projectionis substituantur in lo-
cum duaru^u respondentiurra coorclinatarum in sequatione ellipsoidse; 
eequatio bsec unara tantum incognitam quantitatem continebit , cujus va-
lor definitus indicabit hanc de qua agitur partem axis verticalis. 

/FO. Si construenda esset camara concava cujus projectio borizonta-
lis sit eliiptica, nulla certe commodior superficies camara? tribui posset 
semieliipsoidica , cujus una ellipsium pfinripal ium coiret cum eUipsi 
creatrici. Si camara illa e saxo sectili esset conslruenda; prismata cama-
roidica formarentur ope linearum curvaturae definitarum eum in mo-
d u m , u t superficies laterales prisrnatum seu juncturae, evolubiles sint 
et ad camaram normales. Delineatis vestigiis juncturarum in superficie 
camarae, fo rmabuntur arese tetra-et-orlbogonales decoraminis capaces, quse 
legi constructionis obnoxiae nihil iniaginarii , nihll pbantastici pras se fe-
rent. Adoptandus est denique convenientissimus naturae sedificii axis 
verticab's. 

Si axis verticalis major sit duobus aliis, camara erit ascendens (sur-
montee), sin minor , camara erit descendens (surbaissee), si tandem me-
dianus, camara erit mediann. Prasstantior reliquis audaciorque est ca-
mara ascendens, naturoe aliunde aedificiorum excelsorum consentanea. 
Camara descendens commodior est voci oratoris. 

Si oecus duobus candelabris i l luminandus et decorandus si t , pun-
cta suspensioni aptissima erunt duo umbilici , quorum collocationis sy-
metria a convenientibus t r ium axium valoribus dependebit. 

Si camara oeci quatuor aperturas sit habi tura , aut quatuor columnis 
nitatur necesse si t , adoptandum est genus camarae mediana?, qua quatu-
or umbilici in prfraordiis constructionis constituuntur. 

F I N 1 S. 
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E r r a t a . 

Pag: linea 

3 — 13. pro Gabnelum lege Gabrielem 
„ — 17. pro eorundem l. earundem 

7 — 21. pro 

8 — 17. pro e lege et; pro alter utro lege alterutro 
9 — „ pro pq lege pqM in formulis Nr. 6. ct 7. 

l a — 22. jyro has lege hac 
13 — 14« pro eandes lege eandem. 
14. — 18. pro formali lege formati 
14, —« ai . pro en lege ex 
14 T- 24. pro perpendicularae lege perpendiculares, 
16 — 26. pro : 

lege 

17 — 8- Sin annulum lege sinamus £lum. 
17 — 10. pro ejusdem puncti lege puncti E 
ig — ' 6. pro sequationes lege aequationis 

19 — 9. pro 

19 — 16. pro 

19 — 17. pro 

21 — 5- p ro 
pro 

22 — 14. pro constant iege constat 
23 — 3. pro u t lege et 
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23 — 15- pro 

24 — 8. pro altera ab altera lege alter ab altero. 

Extremitas l ine^ CM {fig. 2. ) designanda est littera M', linese verd CN 
littera N'. 
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