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Durch die allgemeine Definition des bestimmten Integrales, welche Riemann seinen Unter
suchungen Uber die Fourier'sche Reihe voraufgeschickt hat, und durch Mittheilungen, welche Schiler
des Henn Weierstrass aus dessen Vorlesungen gemacht haben, hat die Discussion der Principien
der Infinitesimalrechnung einen lebhafteren Anstoss in mathematischen Kreisen erhalten, und es sind
hierdurch Untersuchungen herbeigefiihrt, durch welche jene Principien, die durch Dirichlet's Arbeiten
fur ewig festgestellt zu sein schienen, nicht unwesentliche Abanderungen erfahren haben. Es sind zwar
Dirichlet's Grundlagen nicht geradezu hinfallig geworden, aber es hat sich gezeigt, dass in ihnen
manchmal Voraussetzungen enthalten sind, welche der Leser {bersieht, so dass er die Beweise fir
allgemeiner hélt, als sie sind. In Bezug auf die Fourier'sche Reihe hat Dirichlet selbst die Trag-
weite seiner Beweise Uberschatzt. Der strenge Beweis des grundlegenden Satzes, dass eine stetige
Function, in welcher fir abnehmende h \\m[f{x+h)—f{x)]: h in einem Intervalle Uberall Null ist,
in diesem Intervalle einen unabanderlichen Werth habe, auf welchen Satz die Integralrechnung auf-
gebaut werden muss, ist von Dirichlet gegeben, aber er findet sich, wenigstens in den von Herrn
Meyer herausgegebenen Vorlesungen, mehr gelegentlich an einer Stelle, an der man seine Wichtigkeit
nicht vermuthet. Uel)rigens sind jene Vorlesungen in Bezug auf die Integration durch Reihen und auf
die Zulassigkeit der Differentiation unter dem Integralzeichen von wirklichen Irrthiimern in den Prin-
cipien nicht ganz frei. Diese Umstande machen es, wie icli glaube, wiinschenswerth, die neuern
Methoden einem grosseren Publicum im Zusammeahange zugénglich zu machen, was hier versucht
wird. Die nachfolgenden Bogen beschéaftigen sicli damit, die strenge Theorie der Quadratur und die
Hilfsmittel der Auswerthung bestimmter Integrale in Kurzem zusammenzufassen. Zu diesen Hilfs-
mitteln gehoéren auch die Doppelintegrale, und es musste ihnen deshalb ein Kapitel gewidmet werden,
in welchem jedoch nur das Nothigste Platz gefunden hat. Ebenso fruchtbringend fir die Auswerthung
von Quadraturen ist die Integration zweigliedriger Differentialien, welche merkwirdiger Weise in deu
meisten Lehrbichern eine sehr oberflachliche Behandlung findet. Der Beweis des Cauchy'schen Satzes
oder, was dasselbe ist, der Beweis, dass das Integral eines zwei- oder mehrgliedrigen Diff'erentials bis
auf eine additive Constante bestimmt sei, der meist mit Hilfe der Doppelintegrale (Riemann's Beweis)
bewiesen wird, kann mit denselben Mitteln geflihrt werden, als der fir das eingliedrige Differential.
Die Theorie der Integration zweigliedriger Differentialien hat deshalb ebenfalls in einem Kapitel Platz



v

gefunden. Hierbei musste von Functionen mehrerer Veranderlichen die Rede sein. Die Stetigkeit die-
ser Functionen ist schon immer richtig definirt worden, aber bei den Anwendungen dieser Definition
ist gleichwohl gefehlt worden, was zu einer Bemerkung des Herra Heine Veranlassung gegeben hat,
die mitgetheilt ist. Dies ist der Inhalt dieses Blchleins. Es wurde neben meinen Vorlesungen ber
bestimmte Integrale an hiesiger Universitdat im Winter-Semester von 1874 zu 1875 angefertigt. Mdge
es seinen Zweck en-eichen, ein grosseres Publicum fur die neue Methode zu interessiren.

Freiburg, im Marz 1875.

J. Thomae.
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Einleitung in die Theorie der bestimmten Integrale.

8§ 1. Das Gebiet der reellen Zahlen kann zerfallt werden in positive und negative rationale Zahlen
einerseits, und positive und negative irrationale Zahlen andererseits. Die Rechnung mit den irrationalen
Zahlen, welche durch rationale Zahlen nur mittels einer unendlichen Reihe von Operationen, also eigentlich
nicht dargestellt werden konnen, und sich demnach von den rationalen Zahlen wesentlich unterscheiden,
beruht auf einer Ausdehnung des Gleichheitsbegriffes. ZuhlBn hdisscn gleich, wenn mo/n von ihnen  nach-
Tveisen kann, dass sie sich um weniger als jede dem absoluten Betrage nach noch so klein  vorgegebene
(zunéchst  rationale) ~ Zahl unterscheiden. Die Gleichheit analytischer Gebilde, die durch eine unendliche
Reihenfolge von Operationen deflnirt sind, kann offenbar nie vollstindig bewiesen werden, wenn man nicht
diese Ausdehnung des Gleichheitsbegriffes zuldsst. Denkt man sich injedem Falle die Zahlen durch Decimal-
zahlen ausgedriickt, so sind zwei Zahlen gleich, wenn sie aus gleich vielen Ganzen, gleich vielen  Zehnteln,
gleich vielen Hundertsteln, gleich vielen Tausendsteln etc. bestehen. Vermdge dieser Definition der Gleichheit
nimmt jede Zahl, gleichviel ob sie durch eine Decimalzahl mit einer endlichen Anzahl von Stellen im Bruch-
theil dargestellt ist, oder ob ihre Darstellung eine unbegrenzte Anzahl Stellen erfordert, einen bestimmten
Platz im Zahlensystem ein. Denn vergleicht man zwei Zahlen mit einander, so mussen sie sich in irgend
einer Decimalstelle unterscheiden, wenn sie'~ich sind, wenn aber alle Decimalstellen {bereinstimmen, so
weit man sie auch bilden mag, so kénnen sich die Zahlen offenbar nur um weniger unterscheiden, als jede
noch so kleine vorgegebene Zahl, und sie sind deshalb gleich zu nennen.

Unterscheiden sich zwei Dezimalzahlen in irgend einer Stelle, so sind sie ungleich, ausgenommen
in dem Fall:

wenn nun lauter Neunen folgen. Die Zahl 1 enthdlt 9 Zehntel, 9 Hundertstel, 9 Tausendstel u. s. w.

Die Algebra lehrt *), dass man auf diese im Grunde zum Theil idealen Zahlen die Rechnungsregeln,
der Zahlen mit endlich vielen Ziffern ausdehnen kann, ohne dass man dabei zu neuen Hypothesen Zuflucht
nehmen misste. Hier kann darauf nicht weiter eingegangen werden, es soll nur voraufgeschickt werden,
dass in dieser Schrift es ein h&ufig angewandtes Beweismittel fir die Existenz einer unbekannten Grdsse
als Zahl ist, dass man zeigt, dass, wenn sie existirt, sie sich von einer Decimalzahl in keiner angebbaren
Decimalstelle unterscheiden koénne. Diese Decimalzahl ist dann die unbekannte Zahl. Der Sinn dieses
Satzes wird sogleich an dem folgenden Beispiele klar werden.

§ 2. Lehrsatz. Wenn die Terme einer Zahlenreihe, «i, a®, a* ... a® ..» von einem bestimmten
ab mit dem Index fortwdhrend wachsen, oder wenigstens nicht abnehmen, so wachsen diese Terme entweder

*) Man vergleiche einen Aufsatz von Herrn Heine: ,Die Elemente der Functionenlehre™ in Crelle'a Journal
fur Math. Bd. 74. pag. 172.



Uber alle Grenzen, oder wenn dies nicht stattfindet, so kommen sie einer bestimmten Zahl a, welche die
Grenze der Zahlenreihe heisst, beliebig nahe. Man schreibt dies so:

Beweis. Dass die Terme uber alle Grenzen wachsen kdnnen, bedarf keines Beweises, also ist
nur nachzuweisen, dass sie sich einer bestimmten Zahl a unaufhdrlich ndhern missen, wenn sie Uber eine
gewisse Zahl M niemals hinausgehen.

Dass man bei der Untersuchung der Grenze einer Zahlenreihe beliebig viele Terme von Anfang an
fortlassen kann, ist evident, und wir nehmen deshalb an, wir hatten so viele Terme fortgelassen, dass dieselben
mit dem Index nur noch zunehmen, oder wenigstens nicht mehr abnehmen, oder wir nehmen an, dass die
Terme gleich vom Anfange an niemals abnehmen. Ist nun u diejenige ganze Zahl, die kleiner als «i ist,
aber mdglichst wenig davon verschieden, so bilden wir die endliche Reihe der ganzen Zahlen

in welcher u -{-v = M ist, so sind die Terme a,, «2 e« von einem bestimmten ab nothwendig, wie weit
man sie auch bilden mag, sdmmtlich zwischen zwei aufeinander folgenden ganzen Zahlen a, und tt -f 1
enthalten, welche sich unter den Zahlen u, ™+ 1,...m+ vy befinden, oder sie fallen von einem bestimmten
ab sdmmtlich auf eine solche Zahl a, welche dann die Grenze der Reihe ist. Hat n&mlich irgend ein Term
die Zahl a Uberschritten, so sind auch alle*) folgenden grdsser als a, und da kein Term Uber 11v  hinaus-
geht, so mussen diese von einem bestimmten ab zwischen u-\-v—1 und u + v liegen, oder wenn + y—1
nicht erreicht wird, zwischen u+ v— 2 und ic-\-v—1 u.'s. w., also zwischen zwei ganzen Zahlen a und
« + 1. Natirlich kann a auch negativ oder 0 sein.

Ist nun keine ganze Zahl die Grenze, liegen aber die Terme von einem bestimmten ab zwischen a
und a 1, so dass a+ 1 niemals erreicht oder Uberschritten wird, so bilden wir die Zahlen

a, «+ 0,1, «+ 0,2,... «+ 0,9, «+1
und lassen bei der weiteren Untersuchung alle Terme, die kleiner sind als «, fort. Dann missen die Terme
der restirenden Zahlenreihe von einem bedtillliiteii ab alle zwischen zwei Zahlen « + und «+ 0, {R 1)

liegen, worin B hochstens =9 ist, wenn sie nicht auf eine der Zahlen « + 0,* selbst fallen, welche dann
die Grenze der Reihe ist. Denn entweder wird « + 0,9 Uberschritten, und dann liegen sie von dem ersten
tiberschreitenden Terme ab sammtlich zwischen «+0,9 und « + 1, oder « + 0,9 wird nicht erreicht. Dann
wird entweder « + 0,8 Uberschritten und sie liegen von dem uUberschreitenden ab zwischen «+ 0,8 wund
« + 0,9, oder «+ 0,8 wird nicht erreiclvt u. s. w. Da aber « nothwendig Uberschritten wird, so liegen sie
also von einem bestimmten ab zwischen cc*O,8 und « + 0, (B-{- 1). Ist nun keine Zahl a+ OB die Grenze
selbst, so bilden wir die Zahlen
«+0,i9, «+ a-"0,R2,... a-\-0,R9, «+ 0,("+1)
und untersuchen nun von der Zahlenreihe den Rest der Terme, die « + O, (berschreiten. Dann liegen
ans denselben Grinden wie vorher die Terme der Zahlenreihe von einem bestimmten ab sdmmtlich zwischen
zwei Zahlen «+0,i!"7 und (7 +1), worin 0= 7= 9, oder sie fallen von einem bestimmten ab s&émmt-
lich auf eine Zahl « + OjRy, welche dann die Grenze der Reihe ist. Ist aber eine solche Grenze nicht vor-
lianden, so theile man das Intervall zwischen « + O,y und « + (7 + 1) wieder in 10 Tlieile und fahre
80 fort. So gelangt man zu dem Resultat, dass die Terme von einem bestimmten ab zwischen zwei Zahlen
cc-\-0,8Yd . .. /Ms(> und «+0,A77A" ... flv &+ 1

liegen oder auf eine solche Decimalzahl selbst fallen, welche dann die Grenze der Reihe ist. Gelangt man
auf diese Weise nie zu einem Ende, so liefert doch die fortgehende Untersuchung eine Methode, von einer

Decimalzahl a d ...(vg 0z ... immer mehr Stellen zu bilden, gerade so wie der Algorithmus der
Quadratwurzelausziehuug eine Methode liefert, von einer Decimalzahl Stelle auf Stelle hinzuschreiben, man
gelangt also so zu einer bestimmten Zahl a= a+ ORYO ...(IVQOT ... und diese ist dann die Grenze

*) Die Worter ,,sammtlich”, ,alle- und &hnliche sind bei diesen Untersuchungen nur mit Miihe zn vermeiden.
Sie bedeuten nur: ,s0 viel man auch bilden mag oder kann".



der Reihe. Man kann immer einen Terra angeben, so dass dieser und alle folgenden sich von dieser
Decimalzahl um weniger unterscheidet als jede noch so kleine vorgegebene Zahl.

Die Zahl a selbst wird in vielen Féllen von keinem Term erreicht, selbst dann nicht, wenn die
Grenze eine Zahl a+ 0,k ..~VQ ist. Dann wird die Methode der Bestimmung dieser Grenze offenbar
die Zahl « + 1)9999 ... liefern, welche a+ 0,RY.. . ((VQ gleich ist. Der &hnliche

Lehrsatz: in einer Zahlenreihe, in welcher die Terrae fortwahrend abnehmen (oder wenigstens
nicht zunehmen), aber nicht unter eine bestimmte positive oder negative Zahl herabsinken, nahern sich die
Terrae einer bestimmten Zahl, welche die Grenze der Zahlenreihe heisst, beliebig,

braucht wohl nun nicht noch besonders bewiesen werden.

§ 3. Mit denselben Mitteln beweist man einen “atz (ber Zahlenreihen, in der die Terme nicht der
Grosse nach geordnet sind:

Lehrsatz. Liegen die Terme einer Zahlenreihe «i a2 e alle zwischen zwei endlichen
Zahlen P und Q (die positiv oder negativ sein kdnnen), so giebt es eine bestimmte Zahl G von der Be-
schaffenheit, dass kein Term Uber G hinausgeht, dass aber Terme angegeben werden konnen, die sich von G
beliebig wenig unterscheiden, und es giebt eine bestimmte Zahl g, unter welche keine Term herabsinkt, aber
es kdonnen Terme angegeben werden, die sich von g beliebig wenig unterscheiden. G heisst die obere
Grenze, g die untere Grenze der Zahlenreihe. Natirlich ist nicht ausgeschlossen, dass Terme diesen Grenzen
wirklich gleich sind. (Wachsen die Terme einer Zahlenreihe von Anfang an, so ist die obere Grenze der-
selben das, was wir vorhin schlechthin Grenze nannten.)

Nehmen wir eine ganze Zahl u, die kleiner ist als einer der Terme, die in der Zahlenreihe stehen
und nehmen wir an, dass kein Term grosser als die ganze Zahl u-\-v sei = O bilden wir wieder
die endliche Reihe ganzer Zahlen u, m+ 1, w+ 2, ... u+v. Dann giebt es entweder Terme, die (Uber
M-f-y—1 liegen oder nicht. Im ersten Falle giebt es Terme zwischen u-\-v—1 und w-fv. Im letzten Falle
giebt es entweder Terme, die u-\-v—2 Ubersteigen und dann giebt es also Terme zwischen u-\-v—2 und
u+ v—1 und dariiber hinaus keine, u. s. w. Da aber Terme vorhanden sind, die u Ubersteigen oder
wenigstens gleich u sind, so muss es zwischen u und u+ v zwei ganze um Eins verschiedene Zahlen a und
a + | geben, so dass es Terme uber a giebt, diese aber sammtlich unter ct+1 liegen, oder endlich, es
fallen Terme auf eine solche ganze Zahl a und es geht keiner dartuber hinaus. Dann ist a die obere
Grenze der Reihe. Ist dies nicht der Fall, so theilen wir das Intervall zwischen a und a+1 in 10 Theile a,
«+ 0,1, a+0,2,... a+ 0,9, a+ 1. Dann giebt es, wie dieselbe Schlussmethode zeigt, entweder Terme
die a + OR (Ubersteigen und «+ 0, (i3+1) nicht Ubersteigen, oder es fallen Terme auf und keiner
geht dariber hinaus in welchem Falle a-{-i),8 die obere Grenze der Reihe,ist. So fahrt man
fort, das Intervall a~\-08 bis a+ O, (" +1) in 10 Theile zu theilen wie vorhin, und gelangt zu dem Schluss:
Es giebt entweder Terme zwischen «+0,/?/... ,(/r(> und a+OjBy... fivi()-\-1) und keiner geht dber die
letzte Zahl hinaus; oder es fallen Terme auf eine Zahl a-\-OjRy .. .f/VQ und keiner geht dariiber hinaus,
in welchem Falle diese Zahl die obere Grenze der Zahlenreihe ist. Kommt man aber auf diese Weise nie
zu einem Ende, so liefert doch die Untersuchung einen Algorithmus zur Bildung einer Decimalzahl

« + By--' welche die obere Grenze der Reihe ist, die vielleicht von einem bestimmten Term
erreicht {a” ist kein Term), vielleicht nicht erreicht wird, jedenfalls nicht Uberschritten wird. Denn gdbe
es einen grdssern Term, so misste der Werth derselben sich in irgend einer Decimale von G= a OjRy

. unterscheiden und zwar grosser sein, dann ware also bei Construction der Zahl G der Al-
gorithmus falsch angewendet worden. Sollte etwa «+ 0,77 .. .///* ((j+1) die obere Grenze sein, die nicht
erreicht wirde, so wirde offenbar unser Algorithmus die Zahl et+ 0,/?/... j~()999..., die u-"0,Ry...
gleich ist, fur G liefern.
Dass -ebenso eine untere Grenze g vorhanden ist, bedarf wohl nun keines besonderen Beweises.
Als Beispiel diene die Zahlenreihe

Die obere niemals erreichte Grenze ist 1, die untere —1.



§ 4. Der Functionsbegriff. Der Functionshegriff pflegt in seiner allgemeinsten Bedeutung zum
ersten Male bei der Lehre von den bestimmten Integralen aufzutreten, und es ist deshalb gerechtfertigt,
denselben hier zu besprechen, obgleich er denen, die diese Lehre studiren, im Allgemeinen schon be-
kannt sein muss.*)

Die Grosse y heisst in dem Intervalle von a bis h eine Function von x, wenn jeder Zahl x zwischen
a und b eine Zahl tj zugeordnet ist.

Also eine Function von x ist eine Art Tabelle, in welche zu jeder Zahl x eine correspondirende
Zahl tj eingezeichnet ist; von einem analytisch darstellbaren Gesetz ist dabei gar nicht die Rede, wenngleich
eine Methode erfordert wird, zu jedem Werth von x den betreffenden y in eindeutiger W"ise zu bilden,
weil eine Tabelle unmdglich alle rationalen und irrationalen Zahlen in einem noch so kleinen Intervalle
enthalten kann. Es kdnnen aber diese Methoden fiur einzelne Theile der Intervalles oder fir gewisse Classen
von Zahlen s. B. fur rationale und irrationale sehr verschiedene sein. Umkehrbar ist im Allgemeinen eine
solche Function nicht, denn einerseits brauchen die Werthe von y gar nicht ein Intervall zusammeuh&ngend
auszufillen, andrerseits kénnen zu einem y eine unzéhlige Menge von Werthen x gehdren, so dass also zu
einem y das x nicht eindeutig bestimmt ist.

Es scheint ndthig, einige Beispiele allgemeiner, nicht durch die gemeinen Methoden bestimmter
Functionen zu geben.

Denkt man sich, es sei y fir Zahlwerthe von x zwischen a und h gleich 0, wenn der Zahlwerth*)
durch eine Decimalzahl mit endlich vielen Stellen ausgedriickt wird, aber gleich 1, wenn dazu unendlich
viele Stellen néthig sind (also fir unendlich viele rationale Zahlen, und fir alle irrationalen), so ist y fir
jedes X zwischen a und h bestimmt, also y eine vollkommen definirte Function von x.

Eine Function, die fur alle x ausser fir x = +1 und x= —1 den Werth 0 hat, und an diesen
beiden Stellen den Werth A, kann im Allgemeinen durch die Gleichung

bestimmt werden, nur muss n fur x=0 besonders definirt werden, weil nichts ist. Eine solche be-
sondere Definition muss auch schon bei sehr einfachen Functionen an einzelnen Stellen angewendet werden,
wenn die Rechnungsoperationen dort keinen Sinn haben. So ist zum Beispiel y = x :x im Allgemeinen
gleich Eins, fir x = 0 aber ist sie durch die Gleichung nicht definirt. Bestimmt man sie fir x = 0 nicht
besonders, so versteht man wohl meist den Grenzwerth lim x: x fir dem absoluten Betrage nach abnehmende
X darunter. Oft aber giebt es einen solchen Grenzwerth nicht, oder er ist von der Richtung der Annéherung
abhangig. Allein correct ist es, au solchen Stellen die Function besonders zu definiren.

Eine Function, die fur alle positiven x den Werth ijr, fir alle negativen den Werth —1 jr, fir
a;=0 den Werth 0 hat, ist

Diese Beispiele mdgen genlgen. A

«§ 5. Obere und untere Grenze. Eine Function von a; iy==/ M), die zwischen a und b end-
lich bleibt, d. h. zwischen zwei angebbaren Zahlen P und Q liegt, und fir jedes angebbare x in dem Intervalle
bestimmt ist, liat eine obere Grenze G und eine untere Grenze so dass fir keinen Werth von x die
Function grdsser als G oder kleiner als g ist, dass aber entweder fir Werthe von x die Function y wirk-
lich gleich G und g wird, oder dass Werthe von x angegeben werden konnen, fir welche y sich von G
und andere, fir welche sich y von g beliebig wenig d. h. um weniger als eine dem absoluten Betrage nach
noch so kleine Grosse 0 unterscheidet. G und g sind bestimmte Zahlen.

Beweis. Da /" {x) endlich ist, so gehen die Werthe fir kein x Uber eine gewisse ganze Zahl
u-\-v hinaus und sinken unter eine angebbare ganze Zahl u nicht herunter. Nun giebt es entweder Werthe

*) Hier wird zundchst von reellen Functionen gesprochen. Eine complexe kann in zwei Theile y = ipix)-\-
itpita:) zerlegt werden, und (p{X) und xpix) sind dann gesondert zu behandeln.



der Function, welche die ganze (positive oder negative) zwischen u und u+ v gelegene Zahl a ubersteigen,
und keinen der Uber a-j-1 hinausgeht, oder es giebt solche, die auf a fallen, aber keinen der a ubersteigt.
Im letzten Falle ist a die obere Grenze, die also fir ein bestimmtes x erreicht wird. Tritt dieser Fall
nicht ein, so muss der erste eintreten, nach der im § 3 angewendeten Schlussmethode. Nun theilt man das
Intervall zwischen a und « + 1 in die 10 Theile
B+ 0,0, a+ 0,1, «+0,2,... «+ 0,9, «+1,

so tritt wieder die Alternative ein: entweder giebt es Werthe von Ax), d. h. man kann x so bestimmen,
dass y Uber « + 0, hinausgeht, aber keinen fur welchen y » «+0, (/?+!) ist, wenn 0~ /N~ 9 ist, oder
es giebt Werthe, fir welche y gleich «+0,/9 wird, und es giebt keinen fir welchen y u{ber diese Zahl
hinausgeht. Dann ist diese Zahl R+0,/? obere Grenze, die fiir ein bestimmtes x erreicht wird. Im andern
Falle aber muss das Intervall von a+ 0,8 bis «+ 0, + 1) wieder in 10 Theile getheilt werden u. s. w.
ganz wie im 8§ 3. So gelangt man nach und nach zu einer bestimmten Zahl a-hO,8y ... fivQ, ... die die
obere Grenze ist, welche vielleicht fir irgend einen Werth von x erreicht wird, vielleicht auch nicht. Aber
jedenfalls lassen sich Werthe von x angeben, die von dieser Zahl G um weniger als die beliebig klein vor-
gegebene Grosse 0 kleiner sind. Denn ginge fix) nicht Gber G— 6 hinaus, so misste der Algorithmus, der
zur Herleitung von G diente, falsch angewendet sein, die obere Grenze wére kleiner als G—0, oder gleich
G—0. Die Schlisse fiir die untere Grenze sind analog.

Theilt man das Intervall von «bis h in beliebige viele kleinere Intervalle a bis «i «i bis a-, ... an-\
bis h, so hat die Function in jedem Intervalle (die Grenzen jedesmal eingeschlossen) eine obere und untere
Grenze. Die Differenz  der oheru und untern Grenze einer Function in einem bestimmten Intervalle soll
die grosste Schwankung  der Function in dem Intervalle genannt iverden.

Die obere Grenze der Function sin Utx in dem Intervalle von 0 bis 2 ist 1 und sie wird fir x = \
erreiclit. Die obere Grenze der Function

die fir x = 0 Null sein soll, ist ebenfalls Eins, sie wird aber fir keinen Werth von .c zwischen 0 und 2
erreicht.  Aber man kann x so wenig von 1 verschieden annehmen, dass auch y beliebig wenig von 1 ver-
schieden ist.

§ 6. Lasst sich fir jedes x zwischen a und b eine bestimmte Zahl h so angeben, dass der
absolute Betrag von

ist, worin O eine dem absoluten Betrage nach beliebig klein vorgegebene Zahl ist, und worin | jede zwischen
0 und 1 liegende Zahl bedeutet, und worin fir x=a nur das positive, fur x=h  nur das negative Zeichen
vor A genommen werden soll, wenn a<b ist, (umgekehrt wenn a>h ist), so heisst f (rr) in dem Intervall
von a bis b stetig. Mau kann die Stetigkeitsdehnition auch so fassen: Lasst sich in dem Intervall von
a bis b fir jedes x ein Intervall, welches x im Innern enthélt, so bestimmen, dass die grésste Schwankung
der Function f{x) in demselben kleiner als 0 wird, so ist f{x) in dem Intervall von a bis b einschliesslich
der Grenzen stetig. (Die Grenzen a und b kdnnen natdrlich nur an der Grenze eines Intervalles liegen.)

Die Grosse eines Intervalles von x* bis x-i sei die Differenz x*—x”" absolut genommen.

Lehrsatz. Ist die Function f{x) in dem Intervall von a bis b stetig, so giebt es eine Grosse d,
unter welche kein Intervall zwischen a und b herabzusinken braucht, wenn es an einer beliebigen Stelle
so bestimmt werden soll, dass die grosste Schwankung kleiner als 6 wird, oder was dasselbe ist, man
kann das Intervall von a bis b in so viele gleiche Theile zerlegen, dass in jedem der hierdurch erhaltenen
Intervalle die grosste Schwankung kleiner als 0 wird.

Beweis.*) Vom Puncte a an (a sei der Bequemlichkeit halber kleiner als b) giebt es ein solches
Intervall dass die grosste Schwankung darin kleiner als io ist; an dieses anstossend ein solches Intervall

*) Auf die Nothwendigkeit, einen.solchen Satz aufzustellen und zn beweisen, hat Herr E. Heine zuerst aut-
merksam gemacht.
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so dass in ihm die grosste Scliwankung kleiner als i6 ist u. s. w. dj (... Die Zahlen a-*-6*, a+d”"
+ seien «j, sie wachsen immerfort. Wenn man diese Zahlenreihe fortbildet, so kann diese
Zahlenreihe, die fortwahrend wéchst, h so erreichen, dass die Anzahl ihrer Terme endlich bleibt, etwa n ist.
Dann muss es nothwendig unter diesen Intervallen & ... dn ein kleinstes geben, welches mit d be-
zeichnet werden mag. Dann braucht an keiner Stelle zwischen a und b ein Intervall kleiner als 6 gemacht
zu werden, damit die grosste Schwankung in dem Intervalle kleiner als 0 sei. Denn die Grenzen eines
"solchen Intervalles kénnen entweder in einem der Intervalle di 6" ... dn liegen, und dann ist die grdsste
Schwankung oder sie konnen in zwei benachbarten liegen, und dann st die grésste Schwankung
immer noch kleiner als 0,

Der andere Fall aber, dass die Zahlenreihe «1, «2 eee «n ¢ sich einer Zahl c~6  unaufhdorlich
nahert, ohne sie zu erreichen, wird ad absurdum gefihrt. Die Intervalle 61 02 .. . d« miissten dann
offenbar von einem bestimmten ab kleiner als eine noch so klein vorgegebene Grosse £ werden. Nun aber
giebt es eine bestimmte Zahl c, fir welche /(c—gt) —/(c) absolut genommen <i(J wird, und da die
Zahlenreihe «i «2 ¢+ wenn sie sich c¢ ndhert, mit einem bestimmten Term a,, die Zahl c—fc Uberschreitet,
so brauchen mithin nicht noch zwischen a, unendlich viele Zahlen Bn+i ««+2 ... eingeschaltet zu werden,
damit in den Intervallen a, bis «n+i, bis a,"2, an-i-2 bis a,|-3 ... die grosste Schwankung unter
io Dbleibt, sondern es kaun sofort fir «,+1 die Zahl c gesetzt werden. Also muss immer der erste Fall
eintreten, die Anzahl der di 62 ¢--”n muss endlich sein, (g = 1).

Ware in einer Function dberall nur f{x-{-"h) — f{x\<6, nicht nothwendig auch /"(x—gA)
— /" (~"X06, so wdre der hier aufgestellte Satz nicht richtig. Denn in der Function

ist fur jedes x ein h angebbar, so dass f{x-\-"h)—f{x) < 0 wird, dieses h muss aber unter jede noch
so kleine Zahl herabsinken, wenn x sich von der negativen Seite her der 0 ndhert.

§ 7. Hieraus folgt leieht, dass wenn zwei zwischen a und b stetige Functionen f{x) und (f'{x)
fur alle Zahlen x von der Form «(2)~""' gleich sind, wenn a eine beliebige ganze, und m jede ganze
positive Zahl ist, so sind sie fir alle x gleich.

Nehmen wir die Einfachheit, fir a die Null, und fir b die Eins, so kann man die Zahl m so gross
annehmen, dass die Zahlen

Intervalle bestimmen, die kleiner als jede noch so klein vorgegebene Zahl A sind. Nimmt man nun A so
klein, dass die grosste Schwankung der Functionen f{x) und <p{x) in allen Intervallen von der Grdsse A
weniger als & betrdgt, was nach vorigem Paragraphen méglich ist, so kénnen sich die Werthe von f und (p
fur ein beliebiges x zwischen 0 und 1 nnr um weniger als 6 unterscheiden und missen also, wenn der
Gleichheitsbegriff nach § 1 gefasst wird, da o beliebig klein genommen werden kann, einander gleich sein.

Ebenso missen zwei stetige Functionen einander dberall gleich sein, wenn sie es fir alle Decimal-
zahlen sind oder fir alle irrationalen Zahlen etc.

Ein vielfach angewendeter, hierher gehdrender Satz ist der: Wenn 2zwei Functionen im Intervall
von a bis b stetig sind und fir alle x < ft im Intervall Ubereinstimmen, so sind sie auch fir x — b einander
gleich. Oder auch wenn sie fiur x > a Ubereinstimmen, go sind sie auch fir x = a einander gleich.

Sind ndmlich f (a:) und (p (x) die Functionen, so ist

worin 6, 0' absolut genommen beliebig klein sind, wenn h klein genug genommen wird, und g um zwischen
0 und 1 liegen. Nun ist aber, wie klein auch h sein mag, f{b—h) = g}{b— h), also /"{b) = = g){b)
und also fib)— 9)(b) = TI106 + s'7j' also absolut genommen kleiner als C-~O'. Also kdnnen

sich diese Werthe, da 0 und 0" beliebig klein genommen werden konnen, dem absoluten Betrage nach
um weniger als jede noch so kleine vorgegebene Zahl unterscheiden, mithin sind sie gleich. Ebenso

i@ = (p(a).



Unstetige Functionen konnen fir einen Werth c¢ leicht andere Werthe erhalten als diejenigen sind,
die man erh&lt, wenn x zunehmend, oder wenn x abnehmend dem Werthe ¢ sich néhert. Dirichlet be-

zeichnet die Grenzwerthe lim f{x-\-h) und lim f{x—h) bez. mit und f{x—0), was hier auch
1«=0 A=6

geschehen soll. Ist f{x)= Ilim arc tg(wa;), so ist /(-fO) = /(—0) = —ijr, I'(O) = 0. Auch konnen
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bei einer vollkommen bestimmten Function /'(.f+0O) oder f{x—0) unbestimmt sein. Die Function

die fir x ~ a gleich Null sein soll, ist fur jeden Werth von x bestimmt, aber /"(a+O) und

haben keinen Sinn.

§ 8. Maxiiiica und Minima. Eine in dem Intervalle von a bis h stetige Function hat in dem-
selben mindestens ein Maximum und mindestens ein Minimum, d.h. es giebt mindestens einen bestimmten Werth
von fur welchen sie ihre obere Grenze erreicht, und mindestens einen Werth von x, fir welchen sie
ihre untere Grenze erreicht.

Beweis. Wir begniigen uns, den Satz fir das Intervall 0 bis 1 zu beweisen, weil durch die Sub-
stitution x'=Mx—«):(&—a) die zwischen a und b vorgegebene Function in eine andere verwandelt wird,

welche in dem Intervall von 0 bis 1 stetig ist. Jedem Werthe von x' aber entspricht ein und nur ein
Werth von x.

Das Intervall von Obis 1 theilen wir in zehn Theile durch die Zahlen 0, 0,1, 0,2, ... 0,9, 1. So
muss wenigstens in einem die obere Grenze G dieselbe sein als in dem Intervalle von 0 bis 1. Dies Intervall
0,« bis 0, («+ I) theilen wir in 10 Theile durch die Zahlen 0,«0, 0,al, 0,a2, ... 0,a9, 0,(a+l). So
muss wenigstens in einem dieser Intervalle die obere Grenze G sein, etwa zwischen und 0,« (jS-fl).
So theilen wir wieder in 10 Theile und fahren so fort zu schliessen, und gelangen so nach und nach zu
einer Zahl OMalf ... fivQ ... von der Beschaffenheit, dass zwischen (),«, und 0,a+1l, zwischen 0,a® und

zwischen 0,af ... [ivg und 0,aB ... fjv ()+ |) die obere Grenze G ist. Ich behaupte fur
Ware /¢(a:0)=G'—A (grosser als G kann /"(”0) nicht sein, weil G die
obere Grosse ist), so kann man auf beiden Seiten von ein so kleines Intervall h abscluieiden, dass in
diesem Intervall ist, wie klein auch A wére, wobei g, g' zwischen 0 und 1
liegen. Also ware < G—+ —Andrerseits aber kann man so viel Stellen von
der Zahl Xq abschneiden, dass die beiden Zahlen O,/ ... 1(vq wund 0af ... //r((>+ 1) ins Innere ded

Intervalles .To—bis Xo+ A fallen: in diesem Intervalle aber ist die obere Grenze d. h. man kann Werthe
von X angeben, fur welche /"{x) > G— iA (nach § 6) wird. Also einmal folgt, dass f (a;) im Intervall von
bis .c+A kleiner als G—KkA sein miisste, ein andermal, dass in dem ganz im Innern von Xg—h bis

liegenden Intervalle zwischen 0,af ... fivQ und 0« ... (>-{-1) die Function Werthe haben
misse, die grosser als G—sind. Dieses ist aber nicht vereinbar, wenn nicht A=0 ist, also wenn nicht
ist. A

S 9. Lehrsatz. Eine zwischen a und b stetige Function von x nimmt jeden Werth zwischen
ihrem Maximum und Minimum mindestens einmal an.

Liegt die Zahl M zwischen g und G {g"M"G), so muss die Function [fXpc)— J]"", die stetig ist,
fur irgend einen Werth von x ihre untere Grenze annehmen. Diese, sei AWaire A — O, so heisst das,
fur einen bestimmten Werth von x zwischen a und b ist /"{x) = M. Ware aber A von 0 verschieden,

so kénnte /{x) keinen Werth zwischen .¥—A und M-*A annehmen, weil sonst \f{{x)—.I/]- < A" ware. Nun kann
man aber das Intervall von a bis h in eine so grosse Zahl gleicher Theile zerlegen, dass in jedem die
grosste Schwankung kleiner als A wird, wenn A nicht 0 ist. Sind die Theilpuncte «i, ... so bilden
die Werthe f{a) /(«i), /(«»-i), f{b) eine endliche Anzahl von Zahlen, von denen je zwei auf ein-
ander folgende, hdchstens um A von einander verschieden sind und von denen dann mindestens eine grosser
als G—A, eine kleiner als g-\-A ist, weil in irgend einem Intervall /"{x) = G in, einem andern /"{x) = ¢
ist.  Also muss auch unter der endlichen Anzahl von Zahlen /*(«), fy(i\) ... eine vorlianden sein, die
von M um weniger als A verschieden ist, so dass [/"C«") — M\"<.A- ist, wenn jene Zahl ist. Also



kann es eine von 0 verschiedene untere Grenze der Function [/"{xX)—M] - nicht geben. Man schreibt dies
so: Ist f{x) stetig zwischen a und so kann immer

gesetzt werden, wober s> zwischen 0 und 1 liegen.
§ 10. Lehrsatz. Wenn eine in dem Intervall von a bis stetige Function so beschaft'en ist,
dass ein positives h fir jedes x so bestimmt werden kann, dass

dem absoluten Betrage nach kleiner als ¢ ist, wie klein auch 0 vorgegeben sein mag, wenn also (lim h = o)
ist, so ist fur alle x zwischen a und b

Weun nicht bloss [)v{x-"h)—w{x)]:h, sondern auch [tv{x—h)—rv{x)\:—A. die Grenze 0 hat, wenn
also tberall der in gewdhnlicher Weise genommene Differentialquotient zwischen a und b Null ist, so ist
die Forderung der Stetigkeit der Function iv{x) U(berflissig, weil sie in der Gleichung

absolut genommen = h 6
schon enthalten ist.

Es ist nicht unwichtig, auch Functionen in der Integralrechnung zu betrachten, in denen der vor-
wdrts genommene Differentialquotient, wie wir den Ausdruck lim [Jv(x-\-H) — Tv{x)] : h nennen
wollen, von dem rickwérts genommenen Differentialquotienten lim \7v{x—h)—rv{x)\:—A ver-
schieden ist, oder in denen der eine oder andere gar nicht existirt.

Es sind demnach die beiden Sédtze zu beweisen:

Ist rv{x) eine in dem Intervalle von a bis b stetige Function, und ist entweder
erstens der vorwérts genommene Diff"erentialquotient Gberall gleich Null,
oder ist zweitens der rickwarts genommene Differentialquotient Gberall gleich Null,

so ist w{x) = w{a) = Tv{b), wenn x zwischen a und h liegt.

Beweis.*) Der Einfachheit halber sei « < und der vorwarts genommene Differentialquotient
von w{x) sei Null. Wir setzen
dann ist der vorwarts genommene Difterentialquotient von (f{x) = x, der von ip{xX) = —x ausgenommen
fur = 0, wo dieser Differentialquotient nicht gebildet werden kann, x sei positiv. Dann ist, so lange

worin £ mit h gegen Null convergirt, weil lim
= Kist, also immer kleiner als x gemacht werden kann, so dass also (fi{x-\-K)'> (fix)ist. Betrachten wir
demnach die stetige Function g:(a-) in dem Intervalle von a bis X' so muss sie ihre obere Grenze
nach § 8 irgendwo erreichen, weil sie stetig ist, da aber im Innern des Intervalles an jeder Stelle x ein be-
nachbarter Werth x + A gefunden werden kann, fiir den sie grosser ist, so muss sie ihr Maximum fiir o: =

erreichen, wahrend ihr Minimum (p{a) = 0 ist. Daraus folgt, dass also (p{x)= 0 sein muss. Da
ist, und fc so klein gemacht werden kann, dass — negativ ist, soergiebt
eine analoge Schlussweise, dass die stetige Function "“x) in dem Intervall von a bis x* ihr Minimum fur
erreicht, ihr Maximum aber fir a:=0, so dass also ip{x) = 'ip{a) oder sein muss. Nun ist

oder es ist

und da x beliebig klein gemacht werden kann, so kann sich tv{x") von w{a) um weniger als jede noch so
kleine absolute Zahl unterscheiden, sie sind mithin gleich, so lange a—x'<Ch, wie nahe x' auch an b ge-
nommen wird. Da aber «'(o:) stetig ist, so muss nach § 7 auch }W{b)= )v{d) sein, w. z. b. w.

) Der beifolgende Beweis iat schon von Dirichlet gegeben. Man vergleiche Meyer: Vorlesungen (Uber die
Theorie der bestimmten Integrale, pagg. 27.28.



Der Beweis fir den Fall, dass der riickwéarts genommene Differentialgiiotient Nnll ist, ist nicht
wesentlich von dem gegebenen verschieden.

In der Function w(x)=lim arc tg(w":) + Him , , . ist in dem Intervall von —1 bis +1
n—jy I m

der vorwdarts genommene Differentialquotient Uberall gleich 0. Die Function 7v{x) ist aber nicht constant,
sondern hat zwei verschiedene Werthe. Sie ist aber unstetig.

§ 11. Wenn eine stetige Function w{x) existirt, deren vorwérts genommener Differentialquotient
in dem Intervalle von a bis b Gberall gleich f{x) ist, so kann sie sich von einer andern stetigen Function
co{x) mit derselben Eigenschaft, nur durch eine additive Constante unterscheiden.

Denn setzt man w{a) — oJx) = FpPx), SO ist ~(x) eine stetige Function, die in dem Intervall den
vorwarts genommenen DifFerentialquotienten Null hat, also ist cp{x) = cR{a), also im Intervall rv(x) = co(x)
-j-(p{a) = + Const.,, w. z. b.w. Ob f(x) stetig ist oder nicht, kommt hierbei nicht in Betracht, wenn

nur f{x) fir jedes x vorhanden ist. Auch braucht in einer vollig bestimmten Function von x /'(x+O) oder
f{x—0) nicht bestimmt zu sein, denn davon ist im Beweise nicht die Rede. Eine andere, spater zu erledi-
gende Frage ist freilich die, ob fur Functionen f{x\  in denen f(x+0) unbestimmt ist, die Annahme der
Existenz einer Function w{x) zuldssig ist.

Wenn die beiden stetigen Functionen und oy{x) zwischen a und b Ulberall denselben rick-
wérts genommenen Differentialquotienten f{x) haben, so konnen und oy{x) ebenfalls nur um eine
Constante verschieden sein. Der Beweis ist derselbe.

Es wird sich spdter zeigen, dass zwei stetige Functionen w(x) und von denen der vorwarts
genommene Differentialquotient der einen und der rickwdrts genommene der andern in einem Intervalle
einander gleich sind (so weit dies Uberhaupt moglich ist), sich nur um eine additive Constante unterscheiden
konnen. Ebenso zeigt erst eine spatere Untersuchung, in welchen Féllen eine Function w(x) existirt, deren
vor- oder riickwarts genommener Differentialquotient /'(x) ist.

§ 12. In dem Falle, in welchem eine stetige Function w(x) existirt, deren vor- oder rlckwarts
genommener Differentialquotient zwischen a und b gleich f{x) ist, pflegt man sie mitf/{x) dx zu bezeichnen,

und die Difterenz w{p*—rv{a) mitf”~ix) dx. In dem Ausdrucke/X-") ist also die additive Constante
a a

so eingerichtet, dass die Function iv{x\ das Integral von /(.r), fir x = a verschwindet. Die Differenz

—«e(«).schreibt mau oft auch [w{x)\ ,fa}{x)dx = w{b) — tv{a). Der Werth eines Integrals ist nur

von der unteren Grenze a und der oberen Grenze b derselben, nicht vom Integrationsbuchstaben x

abhéngig. Man pflegt freilich oft fur die obere Grenze und den Integrationsbuchstaben dieselbe Bezeich-

nung zu wahlen. Diflerenzirt man ein Integral nach der oberen Grenze, so ist das Resultat die unter dem
Integrationszeichen stehende Function, wenn mau fir die Veradnderliche darin die obere Grenze einsetzt.

War das Integral durch den vorwérts genommenen DifFerentialquotienten definirt, so kann man zu-

nachst nur vorwarts, im andern Falle nur rickwarts diflerenziren.
Aus den Elementen der Integralrechnung sind die S&tze bekannt, die wir hier einfach hinschreiben,

wenn f und ip integrabele Functionen sind, und wenn f im Intervalle von a bis b Uberall einen DifFerential-
quotienten besitzt.

§ 13. Erster Mittelwerthsatz. Der Werth des bestimmten Integrals f{x)ox (gelesen das

a
Integral der Function /(x) von a bhis b), gleichviel ob es die Differenz der Werthe einer stetigen Function

Thomae, Einl. in d. Theorie d. best. Integrale. 2
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whoc) flr gleich h und x gleich a, also w{b)—rv{a) ist, deren vorwérts genommener Differentialquotient
gleich fix) ist, oder deren ruckwarts genommener Differentialquotient gleich f{x) ist, kann gleich

gesetzt werden, wenn G die obere, g die untere Grenze der Function fix) in dem Intervalle von a bis h ist.*)
Ist f{x) zwischen a und h stetig, so kann man dann auch setzen:

worin g zwischen Null und Eins liegt.
Beweis. Die Integrale

haben die Eigenschaft, dass der vorwérts (eventuell riickwérts) genommene Differentialquotient des ersten
nie positiv, der des zweiten nie negativ ist. Also ist — = 0, ?P(.r)— T{a) = O fir alle Werthe
von X zwischen a und H (man vergleiche § 10). Nun st

also

also liegt das Integral zwischen G{x—a) wund g(x—a), w. z. b. w.

Dieser Satz bildet die Grundlage der Entwickelung einer Function in die Taylorsche Reihe. Hat
namlich die stetige Function /la:) in dem Intervalle von x bis x-\-h den vorwarts (oder rickwarts) genom-
menen Differentialquotienten f{x), so ist f{x + h)—f{x) = J{f {x)dx= hf'{x + *h) und also ist

worin h positiv oder negativ sein kann.

Yerallgemeineruilg. Wechselt die Function (p{x) in dem Intervalle von a bis b ihr Zeichen
nicht, so ist

Beweis. Es sei (f{x) positiv, so ist

woraus der zu beweisende Satz unmittelbar folgt.

§ 14. Zerlegung des InterTalles. Sind a b, a, a-, ... «n—i Bahlen, welche von der

kleinsten unter ihnen bis zur grossten ein Gebiet umfassen, in welchem eine stetige Function

existirt, deren vorwérts (oder auch rickwdérts) genommener Differentialquotient gleich /"{x) ist, so ist

weil

¢) Hat fXx) keine obere oder untere Grenze, weil es Uber jede angebbare Zahl wachst, oder unter jede,
absolut genommen noch so grosse, negative Zabl herabsinkt, so hat der Satz keinen Sinn. In den zundchst folgenden
Untersuchungen wird /(a;) immer als endlich vorausgesetzt.
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§ 15. Ausdehnung des ersten Mittelwerthsatzes. Liegen die Zahlen a®, «2 ... a,_i zwi-
schen a und h, so ist

wenn "o > eee i zwischen 0 und 1 liegen, und G die obere, g" die untere Grenze von f{oc) im Inter-
valle von a” bis ist.

Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar, wenn man auf die Glieder der rechten Seite
in der Gleichung

den Mittelwerthsatz des § 13 anwendet.

Ist f{x) zwischen a und h stetig, so kaun man schreiben

wobei «0 = 0; «n = b zu setzen ist.

§ 16. Hilfssatz. Sind die Grossen «i, «2? es«« entweder sammtlich positiv, oder sammtlich
negativ, und sind By, B-i, - « <7t beliebige Zahlen, deren grosste B, deren kleinste b sein mag, so ist

Man kann den Beweis auf den Fall positiver a beschrédnken, weil man im Fall negativer a das ge-
meinsame negative Zeichen vor das Summenzeicheu setzen kann. Dann ist:

oder

worin g zwischen 0 und 1 liegt, w. z. b. w.

§ 17. Das bestimmte Integral als Orenzwerth einer Summe. Es fragt sich nun, ob, oder
in welchen Fallen in dem ausgedehnten Mittelwerthsatz im § 15 7i Gber alle Grenzen wachsen darf. Wenn
die Existenz einer stetigen Function w{x) vorausgesetzt wird, deren vorwadarts genommener oder deren rick-
warts genommener Differentialquotient in dem Intervalle von a bis h gleich f{x) ist, so muss natirlich, wie
gross auch n sei, und wie klein auch die Intervalle «”*-fi —("jx sein mdogen, die Gleichung des § 15
richtig sein. Allein es sind dann die » zwar unbekannte, zwischen 0 und 1 liegende, aber bestimmte
Grossen. Fir die Theorie der bestimmten Integrale ist aber jener Ausdruck

nur dann von Nutzen, wenn er fur abnehmende Intervalle von den Grdssen unabhdngig wird, und das
trifft in der That in einer wichtigen Reihe von Féllen zu.*)

Wir beweisen nun in diesem und dem folgenden Paragraph die beiden Séatze:
Wenn die Summe

*) Ob es mdglich ist, dass eine Function /\x) der vorwarts oder riickwarts genommene Differentialquotient
einer stetigen Function w(x) in dem Intervall von a bis b ist, ohne dass der Grenzwerth der obigen Summe von den
unabhangig ware, dariiber sind mir keine Untersuchungen bekannt.
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dadurch dem absoluten Betrage nach beliebig klein gemacht werden kann, dass mj«i die Intervalle
— a”™ hinlénglich klein macht, so ist der Grenzwerth der Summe

erstens von der Wahl der g unabh&ngig,
zweitens von der Wahl der Theilpunkte «j a*...a+\ unabh&ngig,
wenn nur sammtliche 6"m-)-!—hinlanglich klein werden, und es hat also die Summe Sn einen bestimmten
Grenzwerth, welcher nach § 15 dem Integral JAMf{x)dx gleich sein muss.
(]

Bei dem Beweise dieser Séatze -setzen wir voraus, dass sei, was mau durch Umkehr der
Grenzen immer erreichen kann, ohne die Allgemeinheit zu beschrédnken. Dann theilen wir das Intervall so
ein, dass die Theilintervalle

sind, nnd zwar so, dass d*, d-i ... d™". ..eine fortwdhrend abnehmende, unter jede noch so kleine vorge-
gebene Zahl herabsinkende Reihe positiver Grdssen sind, und dass die zweite Theilung a\ ai ajj*... sammtliche
Theilpunkte der ersten Theilung a\ a],... a* mit enth&lt, und so weiter jede folgende Theiluiig sammt-

liche Theilpunkte jeder vorhergehenden Theilung ebenfalls als Theilpunkte enthdlt, so dass natirlich
ist. Es sei ferner die obere Grenze der Function Ax) im Intervall von

die untere g . Nun bilden wir die Zahlenreihen

worin

ist, so nehmen die Terme der ersten Zahlenreihe nie zu, die der zweiten niemals ab, und es ist AA" L\...

so dass auch Ay =Bi, R"—A" ist, und mithin A" B” wie gross auch v sein mag, bez. unter die”
endliche Zahl Bi nicht herabgehen, und (ber die endliche Zahl A* nicht hinausgehen kénnen. Nach § 2
besitzen demnach diese Zahlenreihen bestimmte Grenzen, die mit A und B bezeichnet werden mdgen.

Es ist nédmlich das Maximum unter den Grdssen G'"NMy L wenn B
zusammen das Intervall a” bis «”~.fi ausmachen, so dass = aNjAyj= a™MA] ist. Und da die
Differenzen «"4.1— sammtlich positiv sind, so ist nach dem Hilfssatz des § 16

woraus folgt, dass

ist. In derselben Weise ist
ist.

AN~ ... Eine analoge Schinssweise zeigt, dass

Um ein Beispiel zu haben, sei fix) eine Function, die fir alle rationalen gleich 1, fur alle irra-
tionalen gleich
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Wenn aber dadurch dem absoluten Betrage nach Kklei-

ner als jede noch so kleine vorgegebene Zahl 0 gemacht werden kann, dass man dy klein genug (r gross

genug) nimmt, so ist der Grenzwerth

und mithin aucli

Wendet man auf die letztere Summe, in der die zwischen 0 und 1 liegen, den Hilfssatz des 8§ 16 an,

so folgt, dass ihr Grenzwerth Null ist, weil sie immer absolut genommen
Also st

oder einfacher, es ist

eine von der Wahl der Grossen unabhdngige bestimmte Grosse, wenn die Uitt'erenzen —sammt-
lich kleiner als d gemacht werden und wenn lim d — 0 ist, in dem Fall, in welchem

ist. Es wird demnach das Integral durch den Grenzwerth dieser Summe eindeutig detinirt sein, wenn noch

bewiesen wird, dass dieser Grenzwerth auch von der Art, die Tlieilpunkte «i zu wéhlen, unab-
hangig ist, was sogleich geschieht.

8§ 18. Nachdem die Unabhé&ngigkeit des Grenzwerthes der Summe von den Grdssen § unter ge-

wissen Voraussetzungen nachgewiesen ist, ist es erlaubt, statt + — ANm) [("Ma-I-l) oder

selbst in den Féllen zu setzen, in welchen /"(x) zwischen « und 0 unstetig ist,

wenn nur jene Voraussetzungen erfillt sind. Es braucht daher nur noch gezeigt zu werden, dass der Aus-

druck lim — von der Art der Theilung des Intervalles von a bis b in die kleinern «i «2 oee
unabhdngig ist, wobei wir Dirichlets Metliode folgen kdnnen.
Es sei S,, die Summe —afj)Gfz, S'n' die Summe Il — worin a, a\ aM™, ...
zwei verschiedene Arten der Theilung sind und G% die oberen Grenzen von
in den Intervallen zwischen a”, bez. a'’™ 0'/M+i-

Diese Theilungen moégen nach der Methode des vorigen Paragraphen schon so weit getrieben sein,
dass Sn von seinem Grenzwerth S nur noch um die Grosse e, S',,') von seinem Grenzwerthe S um die Grosse
verschieden ist, wo f und t' absolut genommen kleiner als af) sind. Bilden wir nun die Summe S%. =

in welcher aa/® a-"'. .. die der Grosse nach geordneten Punkte sowohl der
Theilung a a" a-i...an-\h als auch der Theilung a a* a™ ..b sédmmtlich sind und G die obere Grenze
von fix) zwischen a” und ist, so muss nach der Schlussweise des vorigen Paragraphen weil es eine

weitere Theilung der Intervalle «i 02 ... ist, von S nur um eine Grosse //, von iS" weil es eine weitere
Theilung der Intervalle a/ ai ... ist, von S' nur um eine Grosse // verschieden sein, welche Grdssen 7,
rj* absolut genommen kleiner als io sind. Also ist

weil ( beliebig klein gewé&hlt werden kann. Also ist S = S* d. h. die Grenzwerthe sind von der Art der
Theilung unabhéngig, w. z. b. w.
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8§ 19. Es kdimeu nun drei Falle unterschieden werden, in denen die Forderung muss

absolut  genommen

dadurch  gemacht werden konnen, dass die Tniervalle klein genug genommen werden, wenn o0
beliebig klein vorgegeben ist", erflllt ist.

Erstens 7ve?m f(x) eine zwischen a und b stetige Function st

Zweitens 7venu fix) nur fur einzelne Werthe von x unstetig ist, und die Function bei  Annaherung
an diese Stellen zwar nicht nothwendig bestimmt, aber doch in endlichen Grenzen enthalten  wf.*)

Drittens wenn die Function f{x) zwar unendlich oft unstetig wird, wenn aber die Summe s der
Intervalle —ah, — a®, ... in denen die grossten Schwankungen  der Function grdsser als die
beliebig klein vorgebbare Zahl 0 sind, dadurch Kkleiner als jede noch so klein vorgegebene Zahl gemacht
werden kann, dass man die Intervalle klein genug nimmt.  Auch hier muss (was aus der Bedingung eigent-
lich von selbst folgt) f{x), wenn f{x+{)) oder 0) unbestimmt sein sollten, durchgehend in endlichen
Grenzen bleiben.

Es ist klar, dass, wenn die dritte Behauptung erwiesen ist, es die beiden ersten auch sind.

Nun liefern aber zur Summe —aM — g~ diejenigen Intervalle, in denen Schwan-
kungen grosser als 0 sind, einen Beitrag, der kleiner ist als die Summe & der Intervalle multiplicirt in die
grosste Schwankung zwiscBen a und b lberhaupt, die Q sein mag. Mithin ist absolut genommen

und hat mithin zur untern Grenze Null, weil erat 0 und dann s so klein genommen werden kann, dass
o(b — a)-j-unter jede noch so kleine Zahl herabsinkt.

Es ist klar, dass daie Aiis"ahl fU del' Intervalle, in denen G— g>a ist, mit n Uber alle Grenzen
wachsen kann, und die Summe doch zur Grenze Null haben kann, wenn nur m:n beliebig klein wird.

§ 20. Beispiele uueiidlich oft unstetiger integrabeler Functionen. Beispiele von Inte-
gralen stetiger und in einzelnen Punkten unstetiger Functionen sind hier uberflissig, aber wichtig ist, einige
unendlich oft unstetige Functionen anzufiihren, die integrabel sind.

In dem Integral '8f{x)dxsoll die Function f{x) flr alle irrationalen Werthe von x den Werth 0

haben, ebenso fir a:= 0 und a = 1. Fir rationale x soll sie den Werth 1:q haben, wenn x in kleinster
Benennung p :q ist. Dann ist die Anzahl aller Werthe von x, fir welche fix)= 1: ist, kleiner als
1+2 + 3+ .. — 1 oder Kkleiner als {P-,wenn Q eine beliebig gross vorgegebene, also \ Q = 0 eine
beliebig kleine Zahl ist. Denn nur fir die Zahlenwerthe

also fir weniger als 1+ 2+ 3+...+(>— 1 Werthe ist f(x)= L(>

Theilt man nun das Intervall von 0 bis 1 in M. @ gleiche Theile, so kann hdchstens in (/- Inter-
vallen, deren Summe s = (J-: {mCfi) = Iim ist, f{x)”1 Q sein, und diese Summe s kann daher, wenn
m klein genug genommen wird, jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreichen. Das Integral ist also be-
stimmt, und hat, wie man sofort erkennt, (weil g™ in jedem Intervalle Null ist) den Werth Null.

Man kann unzéhlig viele Beispiele von unstetigen integrabeln Functionen bilden, deren Integral von
einem Punkte eines Intervalles bis zu einem beliebigen andern erstreckt, den Werth Null hat. Im angefiihrten
Beispiele ist /'@ + O) uberall gleich f{x—0) gleich Null. In einer Function, welche {berall den Werth

*) Wie z. B. slu”™ au der Stelle a;= 0 wenn ihr fiir a = 0 ein bestiiiuuter endlicher Werth, vielleicht 0,
beigelegt wird.
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1 hat, wo sin den Werth 1 hat, sonst aber Null ist, ist/X+0O) und ebenso/(—O) unbestimmt, und wenn

man /(O) endlich voraussetzt, so ist /"{x) doch integrabel und das Integral Uber ein beliebiges Intervall er-
streckt gleich Null.

Ein anderes Beispiel ist das von Riemann gegebene folgende. Man bezeichne der Kirze wegen
durch (o) den positiven oder negativen Ueberschuss von x (ber die ndchste ganze Zahl, oder, wenn x
zwischen zweien in der Mitte liegt, und diese Bestimmung zweideutig wird, den Mittelwerth aus den beiden
Werthen i und — i (also die Null), ferner durch m eine ganze Zahl, durch p eine ungerade Zahl, und bilde
alsdann die Reihe

|
so ist die Reihe, wie leicht zu sehen, fir jeden Werth von x unbedingt convergent; ihr Werth ndhert sich
sowohl, wenn der Argumentwerth stetig abnehmend, als auch wenn er stetig zunehmend gleich x wird, stets
einem festen Grenzwerth und zwar ist, wenn x = p :2n (wo p und n relative Primzahlen sind)

und sonst ist UGberall /I

Diese Function ist also fur jeden rationalen Werth von x, der in den kleinsten Zahlen ausgedruckt
ein Bruch mit geradem Nenner ist, unstetig, also zwischen je zwei noch so engen Grenzen unendlich oft,
so jedoch, dass die Zahl der Springe, welche grdsser als eine gegebene Grdsse sind, immer endlich ist.
Mithin l&sst die Function eine Integration zwischen zwei beliebigen Grenzen zu.

Die Function /(x) = sin —, wenn sie fir x = 0 der Null gleich genommen wird, ist unstetig und

/"(a"-j-0) und /"{x—0) sind unbestimmt. Da sie sonst stetig ist, so kann sie von jeder negativen Zahl a

bis —t und von +// bis zu jeder positiven Zahl integrirt werden und wie klein t und tj auch sein mdgen.

Also ist,/ /'{x)dx = fixfdx+ J fixydx  + {{--\-ij)", wo g eine zwischen —1 wund 1 gelegene
a a r

Zahl ist, weil die obere Grenze von sin — gleich 1, die untere — 1 ist. Der Grenzwerth von (t + rj)g fir
cc

verschwindende e und T] ist aber Null, also ist das Integral bestimmt.
Die Function

kann zwischen —a wund -\-b integrirt werden, wenn ihr flr ic= 0 und x = litnjc fir jede ganze positive
oder negative Zahl m der Werth Null beigelegt wird, obgleich sie unendlich oft unstetig wird, und unend-
lich oft /"(.r-fO) und fix—O) unbestimmt «sind. Sind z. B. die Grenzen 0 und 1, so nehmen wir die

. 2 1 . .
Werthe von 0 bis A~—— als erstes und 1— -—— als letztes Intervall, der Beitrag, den diese Intervalle
2m+l1 2/w+l
zur kritischen Summe liefern, ist gleich + . Grenze

von fix) gleich -f 1, die untere gleich — 1, also die grdsste Schwankung gleich 2 ist. Die Function

wird aber ausser in diesen beiden Intervallen noch fir die m—2 Werthe von a:: ?—3 . ——1unstetig
' ' th—

und unbestimmt. Bilden wir Intervalle von der Breite > in deren Mitte die Zahlen
m.

liegen, so ist der Beitrag, den diese Intervalle zur kritischen Summe liefern, gleich
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= 2:m, weil der Beitrag eines jeden einzelnen Intervalles gleich 2 : —2) ist. Also ist der Beitrag,
den alle Intervalle zur kritischen Summe liefern, in denen /(.r) unstetig und /(a'+ O) unbestimmt ist, gleich
6 :(2m+ 1)+ 2:w oder weniger als 5:m. Dieser kann dadurch beliebig klein gemacht werden, daSs m
gross genug genommen wird. Der Beitrag der Ubrigen Intervalle zur kritischen Summe aber kann, wie
gross auch m sein mag;, weil die Function fix) darin stetig ist, dadurch beliebig klein gemacht werden,
dass diese Intervalle klein genug genommeu werden, also hat die kritische Summe die Grenze Null, wie es
zur Integrabilitdt hinreichend ist.

Man kann aber auch noch leicht solche integrabele Functionen von x construiren, in denen

in jedem noch so kleinen Intervalle unendlich oft unbestimmt wird. Eine solche Function ist die
unendliche Reihe

worin sin - fbu r x ™ b\a den Werth 0 haben soll. In dieser Function ist /(*c + O) fur jedes x von

der Form einer Decimalzahl O,ciBy ... i“vg unbestimmt, aber es ist die Anzahl der Stelleij x, fur welche die
Grenzen der Unbestimmtheit von /'@ + O) und fix—0Q) grdsser als eine noch so klein vorgegebene Zahl
ist, endlich. Die Reihe ist unbedingt convergent fir jeden Werth von x.

§ 21. Wenn eine stetige Function 7v{x) existirt, deren vorwdarts genommener Diiferentialquotient
gleich der stetigen Function f{x) ist, und wenn in einem Intervalle von a bis b eine andere stetige Function
o7{x) existirt, deren rlickwdrts genommener Difterentialquotient gleich fix) ist, so ist nach § 19

an = X, «1= «, X zwischen a und b,
mithin konnen sich co{x) und w(x) nur um eine additive Constante unterscheiden.
§ 22. Der erste Mittolwerthsatz (8 13) wurde aus der Definition des § 11 hergeleitet. Derselbe
gilt aber ebensogut fir das nls Grenzwerth einer Summe definirte Integral, wie sogleich gezeigt wird.
Da in dem Ausdruck

die Intervalle — alle einerlei Zeichen haben, so ist derselbe nach dem Hilfsatz des § 16 absolut
n n

genommen kleiner als (a™™i — a™J und absolut genommen grosser als — al s o absolut

genommen

w. z. b. w.

§ 23. Die Definition des Integralsf f{x)dx war zunédchst die, dass es eine stetige, fir x ==
a

verschwindende Function sein sollte, deren vorwérts oder deren rickwéarts genommener Dilferentialquotient
gleich f{x) sei, ob eine solche Function f{x) existirt, blieb dahingestellt. Es fragt sich nun, ob vielleicht
durch den Ausdruck *

bewiesen wird, dass eine solche Function rv{x) existirt. Hierzu brauchen wir den
Hilfssatz. Es ist

wenn das Integral durch eine Summe definirt wird, wenn nur die kritische uber die Integrabilitdt entschei-
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dende Summe — — i n dem Intervalle, welches die drei Punkte ahc enthdlt, zur Grenze
Null hat. (c braucht nicht zwischen a und b zu liegen.) Der Beweis dieses Satzes kann unterdriickt werden,
weil er dusserst einfach ist.

Demnach ist

Ist nun erstens fix) stetig an der Stelle x, so ist nach dem ersten Mittelwerthsatz (§ 22)

gleich fix + ”h) wund der Grenzwerth ist f{x) sowohl wenn sich h positiv, als auch

wenn sich h negativ der Grenze Null nahert, weil bei einer stetigen Function/(x + 0) = fix—0) = /'(a;) ist.

Ist zweitens fix) an der Stelle x unstetig, haben aber /(a; + 0) und fix—0) an dieser Stelle
bestimmte Werthe, so kann gesetzt werden

und da lim M~ A AMY) Null ist, gleich

und nach Hilfssatz 16, wenn x" x-i ... Xr*x zwischen x und x-[-h so eingeschaltet sind, dass die Intervalle
gleich h :n sind, und n zur Grenze oc Ubergeht, gleich

wenn h positiv und fix—0), wenn h negativ ist. M bedeutet hier einen Mittelwerth der Function fix) in
dem Intervalle 0% bis x + h und die Grenze dieses Mittelwerthes ist olfenbar fix + 0), wenn h positiv,
und fix— 0), wenn h negativ ist.*) Also ist der vorwarts genommene Differentialquotient fix-\-0), der

rickwérts genommene fix—0).

Ist fix) eine zwischen a und b integrabele unstetige Function, bei der aber/'(x + 0) und/(a:—0)
bestimmte Werthe haben, so giebt es eine Function und sie ldsst sich als Grenzwerth einer Summe dar-
stellen, deren vorwarts genommener Differentialquotient zwischen a und b (berall gleich fix+0) und
der rick”vart genommene gleich fix—0) ist. Aber eine Function, deren Differentialquotient schlechthin
fix) ware, ist nicht darstellbar.

Das angewandte Verfahren lehrt nun unmittelbar, wenn /(a'-fO) oder fix—0) unbestimmt
und fix) gleichwohl integrabel ist, so hat die durch den Grenzwerth definirte Summe wohl uberall da, wo
A(N+0) bestimmt ist, einen bestimmten vorwérts genommeneu und rickwérts genommenen Differential-
quotienten, aber wo dies nicht statt hat, wo entweder fix-{-0) oder fix—Q) oder /(a;x0) unbestimmt sind
(und dies kann bei einer integrabelen Function in jedem noch so kleinen Intervalle unendlich oft geschehen),
hat die Function wix) entweder keinen bestimmten vorwarts oder keinen rickwérts genommenen Differential-
quotienten, oder keinen von beiden**), obgleich sie stetig ist, wie der folgende Paragraph zeigt.

§ 24. Dass auch das durch den Grenzwerth einer Summe definirte Integral stetig sei, ist leicht zu
ersehen. Denn es ist

¢) Aus der Annahme, dass fix) an der Stelle x stetig ist, imd fix-\-{i) einen Werth hat, folgt nicht, dass man
den Mittehverth in dem Intervalle von x bis x-*h  gleich setzen kann. Die Function f{x), welche fir nega
tive o: Null ist, fur positive  aber in dem Intervall von — bis den Werth ~ hat, ist furar= 0 stetig und /)[-]-0)-

= 0, aber /"(@™+"A) nimmt nicht alle Werthe zwischen Null und f{K) an.
**) Als eine stetige Function von x, die an keiner Stelle einen Differentialquotienten hat, ist nach Angabe

des Herrn Du Bois Reymond-im 79. Bande des Cl-ellischen Journals pag. 28 die Function von Riemann

angegeben worden.
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wenn G,g die obere und untere Grenze von im Intervalle von x bis a;+ A ist. Es kann aber sowohl
hG als hg beliebig klein gemacht werden, wenn h klein genug genommen wird, weil f{x\ also G und g,
als endlich vorausgesetzt wurden, also ist das Integral stetig.

§ 25. Wir bemerken uUbrigens, dass der Begriff des Integrals etwas weiter ist; wenn er aus der
Grenze definirt wird, als aus dem Differentialquotienten. Denn im letzten Sinne giebt es ausser f{x)= 0
keine Function, deren Integral constant wére; legt man aber die Summendefinition zu Grunde, so gieb! es
unendlich viele unstetige Functionen, deren Integral Null ist. (Vgl. § 20.) Es wird hier nun dberall der
zweite Begriff zu Grunde gelegt.

8§ 26. Ist fir alle Werthe von x zwischen a und h

so folgt durch vorwarts oder rickwarts Differenziren, dass tberall /(rr-fO) = (p{x + 0), f{x—0) = (p{x—0)
sei. Sind demnach f{x) wund ~{x) stetige Functionen, so ist Uberall f{x) = <f){x), ist aber wenigstens eine
von ihnen unstetig, so kdénnen sie sich um eine unstetige Function unterscheiden, deren Integral Null ist.

§ 27. Zweiter Mittelwerthsatz. Aus der Summendefinition ergiebt sich noch ein zweiter brauch-
barer Mittelwerthsatz.*)

Wenn die Function /"{x) zwischen a und h nie zunimmt, oder nie abnimmt, so dass in diesem
Intervall f{x-\-h")—f{x) fur positive h immer dasselbe Zeichen hat oder 0 ist, so ist

Beim Beweise dieses Satzes wird die Allgemeinheit nicht beschrdnkt, wenn a <h  vorausgesetzt
wird. Da nun f{x) entweder niemals ab- oder niemals zunimmt, so mussen /(a-}-0) und/(&—0) bestimmte
vielleicht von f{a) bez. f{h) verschiedene Zahlen sein. Ist f{x) sowohl bei a als bei & unstetig, so kann
man, um den Beweis zu vereinfachen, (ber eine der Grenzen etwa h hinaus die Function constant fortsetzen,

80 dass in dem Intervalle von h bis h'>h, f{x) = f{h) ist. Zugleich soll dann (p{x) = 0 sein, h<x
= Dann st

worin Un==b' «0 = 0 ist und J mit abnehmenden Intervallen a”+i— z u Null herabsinkt. Die Inter-
valle nehmen wir als einander gleich und zwar gleich 6 an. Dann ist

*) Herr Weierstrass hat denselben seinen Zuh&rern mitgetheilt, verdffentlicht ist er zuerst von Herrn Du
Bois Reymond. Den hier gegebenen Beweis hat ungeféhr ebenso, doch nicht ganz streng, Hankel in Schlémilchs Zeit-
schrift 1869 verdffentlicht. Ein von Herrn G. F. Meyer in Neumanns Annalen Band VI pag. 315 geflhrter Beweis
setzt voraus, dass (p nicht in jedem Intervalle sein Zeicheu unendlich oft wechsele.
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worin die Grossen " ... li,, mt 6 gegen Null convergiren. Da nun die Differenzen f{a-\-ii—Id)
sammtlich einerlei Zeichen haben, so ist nach dem Hilfssatz des § 16 dieser Ausdruck gleich

worin M einen Mittelwerth zwischen den Grdssen

bedeutet. Da aber das Integral eine stetige Function ist, so kann man
a
a
setzen, wenn g zwischen 0 und 1 liegt und A' als Mittelwerth zwischen Ax A2 ... An~i mit & gegen Null

convergirt. Gehen wir nun mit 0 zur Grenze O Uber, so erhalten wir

gesetzt werden, was der zu beweisende Satz war.

§ 28. Ist in dem Intervall von a bis b /"(x)» ~(x), so ist auchf~f{x)dx = f<p{x)dx denn es ist
n—1 a a

{f{x) — = 0, weil kein Glied der Summe — — k e i n Element, wie man

sagt, negativ ist.
Mit diesem Satze pflegt man das Product von Wallis fir \jt herzuleiten. In dem Intervall von
0 bis i7r ist sin"a: = sin"+"x, also

Nun aber ist
also st

und wenn man den Factor von fortschafft.

Setzen wir den Werth des letzten Products gleich Am, so folgt



Die Grossen Amf Am+i .. bilden eine zunehmende Zahlenreihe, weil Am+i = Am /A7 A ist, deren
Terme immer unter ijt bleiben. Andererseits kann man aber m so gross nehmen, dass sich Am von hjc

2M 1 1
beliebig wenig unterscheidet, weil An ~* = Am{l > AN weil man also zu Am nur die sehr

kleine Grdsse Am'. 2m hinzuzufigen braucht, um dber ijt hinauszukommen, folglich ist iji die Grenze der
Zahlenreihe AMA™ ... Am-+ und es ist also

in infinitum.
§ 29. Diiferentiation unter dem Integralzeichen. Der vorwérts oder riickwarts genommene
Differentialquotient einer Function rv{xy) — iv{ay) f{x,y)dx nach der Grosse y wird in vielen Fallen

dadurch erhalten, dass man die Function unter dem Integralzeichen differenzirt. Also:

Die Beweisfiihrung ist folgende: Es ist

wobei natlrlich vorausgesetzt wird, dass f{x,y) und f{xjy-\-h) fir ein hinreichend kleines h integrabel
seien. Wenn nun fir alle Werthe von x zwischen a und x ein Differentialquotient nach y existirt, also wenn

gesetzt werden kann, so dass H mit h verschwindet, so ist

und dieser Ausdruck, so pflegt man zu schliessen, convergirt mit abnehmendem h gegen

wenn , integrabel ist, w. z. b. w.

dy

Eine andere Beweismethode ist die: Ist w{xy)—w{x,a) diejenige Function, deren nach x vor oder
rickwarts genommener Differentialquotient /{x,y) ist, so ist

nach dem Satze von der Vertauschung der Differentiationsreihenfolge. Durch Integration erhdlt man

w. z. b. w. Ehe wir diese Schlussweisen néaher prifen, geben wir sofort ein

§ 30. Beispiel einer Function, fur welche die Differentiation  eines Integrals nach einem  Parameter,
nicht durch Differentiation  unter dem Integralzeichen ersetzt wird. Um eine Vorstellung zu gewinnen, denke
man sich xy als Coordinaten der Punkte einer Ebene, die auch noch durch die Polarcoordinaten r, <p dargestellt

werden sollen, so dass x = rcos?), y = r “m<p ist. Nun sei /"(0,0) = 0, f{xy) =/(rcos 9P,rsin 9))= 0,
80 lange = N 9= A", so dass sie nur in dem Winkel uov (der \ji gleich ist) von 0 verschieden ist.
Ferner sei, die Wurzel immer positiv genommen, f{x,l) == (1—x-) so lange — 1= a= + 1 oder (p
zwischen und fjr liegt. Langs jedes Radiusvector, der vom Punkte 0 ausgeht (z.B. Om) sei sie constant,

abgesehen davon, dass sie fur o:= 0, = 0 den Werth Null hat. Also wird f{x,y) = /"(cotg 95,1) sein.
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Diese Function besitzt die Eigenschaft, dass fir jeden Werth von x zwischen —1 wund +1
ist. Denn flir x = 0 hat man /(O,?) = 0 und ist x beliebig klein, so kann

doch h so klein genommen werden, dass f{x,h)—/'(a;,0) == 0 ist. Also liefert die Differentiationsregel des
vorigen Paragraphen

Andererseits aber st

so lange h positiv und kleiner als 1 ist, wie klein auch h sein mag. Das Element mn n&mlich liefert zu dem In-

tegral den B e i tragwenn der Werth von f{x,I) im Punkte m ist. Das
Element liefert zu den Beitrag liifrF.f 1)==Amw . 1 ) , weil
= ist und also ist h. f A~ A f{x\)drv. = fA~f{x.h)dx. Bilden wir nun den Grenzwerth

der Differenz

so ergiebt sich, dass derselbe nicht Null, sondern i ist. Hierbei hat

fixyh) st integrabel und gleichwohl erhalten wir durch Differentiation unter dem Integralzeichen ein
falsches Resultat. Es missen deshalb die Bedingungen der Regel des § 29 genauer untersucht werden.

§ 31. Damit wirklich die Differentiation und Integration vertauscht werden kdnnen, muss

sein, worin durchgehend, d. h. fur alle x
im Integrationsintervalle, ein bestimmtes (von x unabhdngiges) h angegeben werden kann, fir welches
y  H{xij)dx<.6 ist, wenn 0 beliebig klein vorgegeben ist. Hierzu ist nicht durchaus nothig, dass Il selbst
a

durchgehend unter jeden Grad von Kleinheit herabsinke, sondern H kann fir unendlich viele Werthe von x
grosser als A sein, wenn nur (s. § 19) die Summe der Intervalle, in welche die Strecke a h behufs der
Integration zu theilen ist, in denen dies statt hat, wie klein auch A vorgegeben sein mag, durch hinldnglich
kleine Annahme dieser Intervalle beliebig klein gemacht werden kann. Es kann sogar, wie sich spéter
zeigen wird, H bei Anndherung an einzelne Punkte Uber alle Grenzen wachsen, ohne dass der Satz auf-
hort richtig zu sein.

Ist die Vertauschung der Vorwarts-Differentiation mit der Integration zuldssig, so braucht dies noch
nicht mit der Rlckwaérts - Differentiation der Fall zu sein. Auch reicht die Stetigkeit und Differenzirbarkeit
der Function f{x,y) in dem Intervalle a= x ~b in Bezug auf y nicht aus.
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Wenn die Function Intervalle a = x = b eine stetige Function von x und y ist, so

lasst sich, wie spdater gezeigt wird, eine bestimmte Grosse fir alle x zwischen a und h angeben, so dass
absolut genommen die Differenz

ist, wie klein auch 0 sein mag. In diesem Falle ist

worin H, so lange h — 6 ist, absolut genommen kleiner als 6 ist, und die Voraussetzung ist also erfillt.
§ 32. Der zweite Beweis der Vertauschbarkeit beruht auf dem Satze, dass

ist. Seine Schwache ist aber die, dass dieser Satz nicht ({berall richtig ist. Von Herrn H. A. Schwarz¥*)
sind neuerdings Bedingungen fir die Anwendbarkeit derselben angegeben worden. Ich sage Bedingungen
und nicht die Bedingungen, weil die Eigenschaft

von andern Eigenschaften ganz unabhdngig sein kann. Wir konnen hier folgende ausreichende (nicht noth-
wendige) Bedingungen fir die Maoglichkeit der Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge aufstellen.

in einem Gebiete, wie klein dies auch sei, eine stetige Function von x und y

und liegt der Punkt xy im Innern dieses Gebietes T, oder auf dessen Rande, und ist

ebenfalls stetig, so kann man die Differentiationsreihenfolge vertauschen.
Ist a ein solcher Werth von x, dass die Aufeinanderfolge von Zahlen a ., .x fir den festen Werth
y in T liegt, so ist unter dieser Bedingung

und wenn man die Gleichungy fvi{xy)(ix== fi{Xjy) — fMia® y) vorwarts oder ruckwérts nach a: ditferenzirt,
a
so folgt
oder, wenn /io an jener Stelle eine stetige Function von x und y ist, so ergiebt sich
Liegt xy am Rande des Gebietes T, so braucht nicht nothwendig ein System von Werthen a. . x

fur das feste y (eine der a;-Achse parallele kleine Gerade) vorhanden zu sein, welches in T liegt. Dann
bleibt aber die Richtigkeit bis in jede beliebige N&he des Randes bestehen und deshalb auch noch am
Rande, wenn fx"i*My) und fi\{x,y) stetig sind. Im Innern ist es unndthig vorauszusetzen, dass fixi*"y)
stetig ist. Die Bedingung, dass fx"i*"y) in einem Gebiete T stetig ist, kann offenbar durch die weitere

ersetzt werden, dass

§ 33. Die Differentiation eines bestimmten Integrals nach einem Parameter, der auch in den
Grenzen enthalten ist, geschieht nach den Regeln der Differentiation der Functionen von Functionen.

*) Verhandlungen der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft 1873, pag. 239.
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Also ist

"wenu die Differentiation unter dem Integralzeichen zuldssig ist.

§ 34. Substitution. Ein wirksames Hilfsmittel zur Auswerthung bestimmter Integrale ist die
Substitution. Setzt man x — <p{y), dx = (p\y)dy und ist fir x = a y — a, so hat man die Gleichung

Differenzirt man die rechte Seite nach x, so folgt in der That

also ist

RS
a
darf, wenigstens vorlaufig, y als Function von x in dem Intervalle von a bis b kein Maximum oder xMinimum

/"(x) dx. Hierbei

haben. Denn in einem solchen Falle ist ~ = 0, (ply) = , also hat das Integral keinen Sinn.

Mittelst der linearen Substitution

verwandelt sich das Integral

und man kann also durch diese Substitution die Grenzen ab in beliebige andere a, 8 verwandeln.

§ 35. Die Beweisfliihrung des vorigen Paragraphen ist jedoch dann unzureichend, wenn eine Function
rv(x), deren vor- oder rickwarts genommener Differentialquotient /"(x-f-0) oder /"x—0) ist, nicht existirt,
wie dies bei unendlich vielen integrabeln Functionen f(x) (8 20) der Fall ist. Die Substitution kann aber
so ausgedehnt werden, dass die Variabele x als Function der neuen Verdnderlichen y unendlich oft keinen
Differentialquotienten besitzt, ich meinC;, dass die Gleichung x = <p{y) unendlich oft weder vor- noch rick-

warts differenzirbar ist. Setzen wir namlich x = aJ''\{x)dy und legen der Function i\)}{y) die Bedingung
a
auf, zwischen a und y integrabel zu sein, und erhalten wir zum ersten Male den Werth b fir x, wenn bis

B integrirtvwird, so behaupte ich, dass

wenn f und if)integrabele Functionen sind.
Beweis. Wir theilen die Strecke a b in n Theile a «i 02+ «¢o0,n—ibund nennen den Werth von vy,
fir welchen a -\-J"fp(y)dy zum ersten Male gleich a* wird, a* Da das Integral stetig ist, so giebt es

immer ein und wenn die a® dichter werden, so werden es auch die und die Differenzen
und —cc”™ verschwinden gleichzeitig. Nun ist

und
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wenn zwischen —1 und 1 liegt, und g” die untere, G die obere Grenze von tp{y) im Intervalle von
bis «"-1-1 ist. Also ist

und folglich A

weil der letzte Grenzwerth 0 ist, wie aus der Integrabilitdt der Function ~piif) folgt. Damit ist der
Satz bewiesen.
§ 35a. Die Beweismethode des vorigen Paragraphen zeigt zugleich, dass
das Product zweier integrahelen Functionen ebenfalls eine integrabele  Function ist.*)

8 36. Definition des Integrals, wenn f(x) zwischen a und b unendlich wird. Beide
Definitionen des bestimmten Integrales werden hinfallig, wenn f{x) bei Anndherung an eine oder einige
Stellen ¢ d c"... S™~ {iber alle Grenzen wadchst, gleichviel ob /"(c), f{c') .. . selbst endlich oder unendlich **)
sind. Fir diesen Fall versteht man mit Dirichlet unter dem bestimmten Integrale einen Grenzwerth, nam-
lich {a<,b vorausgesetzt, was die Allgemeinheit nicht beschréankt)

worin sich das limes-Zeichen darauf bezieht, dass £ f' ... 7rf ... gegen Null convergiren sollen. Dabei
sind die £ und rj positiv.

Man Hess frither (Cauchy) neben diesem Grenzwerth noch einen sogenannten Hauptwerth zu, in
welchem s = 7], = war; dann kdnnen noch Integrale einen Sinn haben, die bei der allgemeinen
Definition nichts bedeuten. Es lasst sich zuweilen Anwendung von solchen Integralen machen.***)  Allein
diese Definition hat nicht die Allgemeinheit, welche fir Grundlagen eines so grossen Rechnungsgebietes, wie
die Lehre von den bestimmten Integralen ist, vorhanden sein muss. Der Hauptwerth bleibt z. B. nicht bei
allen Substitutionen Hauptwertli. Es sind deshalb Betrachtungen, die sich darauf stiitzen, als Untersuchungen
von Singularitdten anzusehen.

Es ist nun klar, dass der Grenzwerth limJ* A f{x)dx einen Sinn hat, wenn in
a

£ so klein genommen werden kann, dass dieses Integral, wie klein auch C sein mag (g<£), Kkleiner als
jede noch so klein vorgegebene Grésse 0 wird. Ebenso muss das Integral J kleiner als 6 gemacht

werden koénnen dadurch, dass man 7] klein genug nimmt, wie klein auch * sein mag < ).

§ 37. Man stellt zundchst einige allgemeine Regeln fir Falle auf, in welchen diese Grenzwerthe
einen Sinn haben. Es geniigt, nur eine Stelle ¢ anzunehmen. Es ldsst sich leicht zeigen, dass bei abneh-
menden X—c die Grosse (x*—c)f{x) nicht absolut genommen fortwéahrend grésser als eine endliche ZahU
bleiben darf. Denn dann wadre

welche Grosse jedwede Werthe auuemueu khuh, wenn uimu t unu ~ m paexciiucii V eiuaiiuiaacii gegen xiuii
convergiren lasst. Es muss also, wenn f{x) nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, {x—c){x)

¢) Zuerst von Herrn Du Bois Raymond ausgesprochen in Grelles Journal Band 79 pag.21. Es ist hier immer
noch von endlich bleibenden Functionen die Rede. Der Satz gilt auch fir solche, Adie unendlich werden, wenn das
Integral des absoluten Betrages von f(x) einen Sinn hat.

«*) Da Unendlich eigentlich kein Werth ist, sondern nur f{x) bei Ann&herung an eine Stelle ¢ Uber alle
Grenzen wachsen kann, so hat die Gleichung f{c) *-*=¢ o0 nur den Sinn, dass 1:f*c) — 0 ist.

**) Herr Worpitzky hat solche Untersuchungen in seiner Schrift (ber die Endlichkeit bestimmter Integrale
und Reihensummen Berlin 1867 mitgetheilt. Diese Schrift wird nachher noch erwéhnt werden.
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eine stetige Function von x" v, rj, so lange </+/IA im Gebiete T bleiben und Al g
ist. Hierdurch ist ein Gebiet Q fir die vier Veranderlichen x" vy, tj bestimmt, in welchem A eine stetige
Function derselben ist. In demselben hat aber A eine obere Grenze, (und nimmt sie auch an). Diese obere
Grenze ist eine stetige Function von h, weil A selbst eine stetige Function von A x, y ist, und sie ver-
schwindet mit h. Also muss die obere Grenze fir irgend einen Werth von h einen kleineren Werth als
annehmen, und dieser ist der Werth von h, fir welchen in allen Punkten von T absolut genommen

ist.*)

§ 50. Definition des Doppel-Integrales. Zerlegt man ein Gebiet T, welches aus einem oder
mehreren Sticken bestehen kann, in n kleine Theile (Flachenelemente) Tj, t* ... r,, welche der Bedingung
unterworfen sind, in allen ihren Ausdehnungen und also auch ihrem Flacheninhalte nach kleiner und kleiner
zu werden, und ist die obere Grenze einer in T gegebenen Function f{x, y) in t~ gleich G*, die untere
und st eine zwischen Null und Eins gelegene Zahl, so versteht man unter dem (ber das Gebiet T aus-

gedehnten Integrale

den Grenzwerth

den man erhélt, wenn die T der Grenze Null zustreben.
Dieser Grenzwerth hat aber dann einen Sinn, wenn die kritische Summe

mit abnehmenden T der Grenze Null zustrebt.
Der Beweis ist genau so, wie beim einfachen Integrale. Theilt man erst auf eine bestimmte Art

T in die Theile t®, t», ... dann diese Theilflachen in neue tJ, t", ... so dass die ersten Ele-
mente immer eine ganze Anzahl der zweiten enthalten, und fahrt so fort diese wiederum zu theilen in
i und setzt

80 bilden die Am eine abnehmende, die Bm eine zunehmende Zahlenreihe, und né&hern sich beide einer und
derselben Grenze, wenn lim AA—B" = also die kritische Summe der Grenze Null
zustrebt.

Auch der Beweis, dass bei verschiedenen Arten der Theilung derselbe Grenzwerth erhalten wird,
ist genau wie der im § 18. Man legt zwei verschiedene Arten von Theilungen (bereinander, und erhdlt so
ein neues Netz, welches als eine weitere Theilung sowohl des ersten Netzes, als auch des zweiten angesehen
werden kann. Der Werth der Summe fir diese neue Theilung unterscheidet sich sowohl von dem ersten,
als auch von dem zweiten beliebig wenig, wenn nur beide Theilungen schon weit genug getrieben waren,
und also missen beide Theilungen zu demselben Grenzwerth flhren.

§ 51. Die kritische Summe ist Null, und das uber T erstreckte Integral J'f{x, y)dT hat einen
Sinn,

erstens, wenn f{x, y) stetig ist. Denn dann werden die Schwankungen —g”™ mit x* unend-
lich Klein;

zweitens, wenn fipcMy) nur in einzelnen Punkten und Linien unstetig wird;

drittens, wenn fix”~y) zwar unendlich oft unstetig wird, wenn aber die Summe der Flachen-
elemente T, in denen GM— g™ > ¢ ist, wie klein auch & vorgegeben sein mag, dadurch beliebig klein
gemacht werden kann, dass man die Elemente T klein genug nimmt. Beweis wie in § 109.

) Statt dessen koénnte man auch die Methode des § (i anwenden. Einen andern Beweis hat Herr Liiroth
in den Leipziger Annalen Band 6 pag. 313 gegeben.

Tliomae, Einl. in d. Theorie d. bost, Integrale. 5
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§ 52. Mittelwerthsatz. Ist g){x, y) in einem Gebiet T iberall mit demselben Zeichen behaftet
oder Null, so ist

wenn das Integral Uber T erstreckt wird, imd G die obere, y die untere Grenze von y) in T und ~
eine zwischen Null und Eins gelegene Zahl bedeutet.

Beweis wie in § 13.

§ 53. Das hauptsachlichste Mittel zur Auswerthung bestimmter Doppelintegrale ist die Zuriick-
fihrung derselben auf zwei hintereinander folgende Integrationen.

Zerlegt man das Gebiet T durch eine Schaar der x-Achse, und eine andere der y-Achse paralleler
Geraden in Rechtecke, so kdnnen diese Rechtecke, die nur am Rande eine abweichende Gestalt haben, als
Elemente r angesehen werden.

Wir zerlegen nun zuerst das Stick T in solche Theile T~ T .. dass in jedes Stiuck sowohl die
Schaar der der a;-Achse, als der der y-Achse parallelen Geraden nur einmal eintritt und nur einmal aus-
tritt, und betrachten ein solches Stiick. Das Integral Uber T ist die Summe der Integrale (Uber ™. ..

Deshalb nehmen wir gleich an, dass die Begrenzung von 7 von jedem Individuum der beiden Schaaren nur
zweimal geschnitten werde.
Das Doppelintegral kann dann gesclirieben werden

wenn x”, y" die Ecke irgend eines kleinen Rechteckes in ist. Statt eines beliebigen Mittelwerthes der Func-
tion f{x, y) in dem Rechteck ARG 2iv-(-I ®" der Werth der Function in der
Ecke x”, yy gewahlt. Dieser Ausdruck kann nun geschrieben werden

‘wenn die Gerade x = x* bei y = y*» in T ein und bei y — y” heraustritt. Denkt man sich aber den
Grenziibergang in Bezug auf y”j*x — y" ausgefihrt, so ist == 0 und es ist nur noch

und y* héngen nun offenbar von x* ab und man kann daher = vV'fin/]) setzen und
so ergiebt sich, wenn Xqg das kleinste in T vorkommende x, x' das grdsste bedeutet.

Tritt die Gerade y = y" bei x* in T ein, bei x* aus T heraus und ist x* = xiVi)) v ~ NW)
das kleinste in T vorkommende y, y' das grosste, so ist nach derselben Schlussweise

%

Ist das Gebiet T ein Rechteck, so ist (f{x) = g, '(p{x) ==¢', xiv) = h, (X){y)— h' und also

oder in einem Doppelintegrale mit constanten Grenzen kann die Integrationsreihenfolge ohne Weiteres ver-
tauscht werden.

8 54. Einfluhrung neuer Teranderlichen. Die Elemente r konnen auf unendlich viele ver-
schiedene Arten gewéhlt werden.

Sind durch die Gleichungen x = <p(u,v), y = ip{u, v) zwei Schaaren von Curven gegeben, durch
deren Schnittpunkte das Ebenenstiick T im Elemente r getheilt wird, so sind die Schnittpunkte der Curven

und der Flacheninhalt des hierdurch bestimmten Kkleinen Parallelogrammes ist
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Dieser Ausdruck tritt an die Stelle des Elementes dT.

Ist zz K X = rcosy, y — rs,in(fi,

so st
Ist das vorgegebene Gebiet T ein Viereck, so kann man leicht constante Grenzen erhalten. Legt
mau namlich durch die beiden &usseren Ecken je eine Schaar Gerader,

und entsprechen die Sei-
ten des Vierecks, welche durch x* y* gehen, den Werthen g = § = und die [beiden andern Seiten
den Werthen i]= a" = R so werden a, B die Grenzen der Integration in"Bezug auf g, R die
in Bezug auf //.

§ 55. Das Product zweier bestimmter Integrale " "/(x) kann gleich einem Doppel-
a a'
integrale gesetzt werden, n&mlich gleich J dx f c?«/[/(x) 9)(j/)], und umgekehrt, ist in einem Doppel
a a'
integrale mit constanten Grenzen /(x, y) = 90(0;). , so kann dasselbe in das Product zweier einfachen

Integrale zerlegt werden.

Folgt unmittelbar aus der Definition.

Mit Zuhilfenahme der Einfihrung neuer Variabein gestattet dieser Satz oft Anwendungen zur Um-
formung einfacher Integrale.

§ 56. Wird die Function f{x* y) in einem Punkte oder einer Linie des Gebietes T unendlich, so
versteht man unter dem Integrale den Grenzwerth, gegen welchen das Integral convergirt (wenn es con-
vergirt), wenn man ein kleines Flachenstick um diese Stelle ausscheidet, und dann, die Begrenzung der-
selben willkirlich lassend, das ausgeschiedene Stick kleiner und kleiner macht.

Wird sie fur x = a, y = b unendlich, so folgt durch Einfihrung von Polarcoordinaten r ~

und es kann, wenn die Function nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, das Integral keinen Sinn
haben, wenn nicht f{x,y)r'r verschwindet. Denn ware in einer irgendwie kleinen Umgebung des Punktes
ab f{x, y) > c, so misste nach dem Mittelwerthsatze des § 52 das Uber einen Ring, der den Punkt a b

n'ln _,>r df (I I . .
cj J ((p> cj Ir}Igr—\"Q)d(p sein, und dieser Aus-

0 " 0

druck wéchst mit abnehmendem Q uber alle Gre(:nzen.

Dieselbe .Methode zeigt aber, dass das Integral einen Sinn hat, wenn f{x,y) r« fir ein a kleiner
als 2 mit r gegen Null couvergirt.

Wird aber die Function f{x, y) langs einer Linie unendlich, so hat das Integral dann noch einen
Sinn, wenn /'(x, #/). Kp (a;, ?/)]" fir ein a, welches kleiner als Eins ist, endlich bleibt, wenn <p{x,y) = die
Gleichung der Linie ist.

Auf scharfere Kriterien soll hier nicht eingegangen werden.

§ 57. Wenu sich das Gebiet T ins Unendliche erstreckt, sei es in einer, sei es in mehreren Rich-
tungen, so versteht man unter dem Integral J f dT den Grenzwerth, wenn ein solcher existirt, gegen wel-

umgiebt, ausgedehnte Integral J/'de A

') Die Bezeichnung dx dy — r dr d<p ist ungenau.
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chen dieser Ausdruck strebt, wenn man von dem Gebiete T ein grosses Stiick abschneidet, und dann das-
selbe grdsser und grdsser werden ldsst, wahrend die Begrenzung, so weit sie nicht durch die Begrenzung
von T bestimmt ist, willklrlich bleibt. Bestimmt man die Punkte von T durch Polarcoordinaten, so ist das
Integral Jfd T = SJff  ar d(p. Wird nun f mit wachsendem r unendlich klein, so dass /r" in T end-
lich bleibt, so hat das Integral einen Sinn, wenn « > 1 ist, es hat aber keinen Sinn, wenn /' nicht unend-
lich viele Maxima und Minima hat, wenn a < 1 genommen werden muss.

Mittels der Transformation durch reciproke Radii veetores “r = kann der Fall auf den

zurickgefihrt werden, in welchem das Gebiet endlich ist, aber die zu integrirende Function in einem Punkte
im Innern oder am Rande des Integrationsgebietes unendlich wird.

Man kann, wie unmittelbar einleuchtet, auch bei unendlich grossem T willkirliche Coordinaten
nehmen, wenn man das Integral auf zwei hintereinander folgende Integrationen zuriickfiihren will, und, wenn
sich dabei constante Grenzen ergeben, die Reihenfolge vertauschen.

§ 58. Singulare Doppel-Integrale. Wwenn ein Integral JfdT  nur dadurch convergirt, dass
f unendlich viele Maxima und Minima hat, also wenn f in einer héhern als der zweiten Ordnung in einem
Punkte, oder in einer héhern als der ersten Ordnung l&ngs einer Linie, unendlich gross wird, oder wenn
T unendlich wird, so koénnen sich oft verschiedene Werthe des Integrals ergeben bei verschiedener Wahl
der Coordinaten, welche die Punkte von T bestimmen. Es kann zuweilen nur bei bestimmter Wahl der-
selben, bei bestimmter Reihenfolge der Integration ein brauchbares Resultat erzielt werden. Solche singuldre
Integrale sind wichtig (z. B. die Fourier'schen Integrale), hier soll jedoch nicht darauf eingegangen werden.
Der Satz ist unmittelbar klar, dass die Integrationsreihenfolge, oder U{berhaupt die Wahl der Coordinaten
willkurlich ist, sobald das Integral J {f)dT  einen Sinn hat, wenn (/) den absoluten Betrag von f bedeutet.

Integration zweigliedriger Ditt'erentialien.

§ 59. Wenn sich der Ausdruck

mit abnehmendem h einem bestimmten Grenzwerthe n&hert, so wollen wir denselben den in der Richtung
(p genommenen DifFerentialquotienten von TV{X, y) nennen. Ist ty{x-\-h, y+h) in die Taylor'sche Reihe so
weit entwickelbar, dass

gesetzt werden kann und U durch + dividirt mit abnehmenden h und k noch zur Grenze Null
strebt, so ist

§ 60. Die Grossen AN AN gyn M > die wir haufig auch mit wh{x, y) bez. rv*{x, y) bezeichnen,

heissen die nach x bez. y genommenen partiellen Differentialquotienten von Tv{x,y), sie sind die beiden
Specialfalle der allgemeinen Differentiation, wenn einmal %= 0, das andere Mal (p = \it gesetzt wird.
Bei der Differentiation nach x ist y, bei der nach y ist x als constant anzusehen. Aber aus der Existenz
dieser partiellen Differentialquotienten folgt noch nicht, dass

convergire. In der Function z. B.

welche fir x == 0, y = 0 den Werth 0 haben soll, und in welcher (p = arc tg — ist, ist Wi(0, 0) == 0,
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A2(0, 0) = 0, hingegen der in der Richtung (p genommene Differentialquotient ist nicht fir alle ~ Null,
Bondern gleich sin nimmt also im ersten Quadranten alle Werthe zwischen 0 und 1 zweimal an, und ist
fur &= gleich Eins.

8§ 61. Wenn sich fir alle Werthe von < ein einziger bestimmter Werth von h so angeben
l&sst, dass

ist, und d fir dieses fi und jedes g) dem absoluten Betrage nach kleiner als eine beliebig klein vorgegebene
Grosse 0 ist, so sagt man, die Function m{xtj) besitze ein vollstdndiges (erstes) Differential und schreibt

Zur Existenz eines vollstandigen ersten Differentials reicht es nicht aus, dass in jeder Richtung der
Differentialquotient von w{xyy) gleich cosr/;w;. sin™ ist, sondern es muss ein von Null verschiedenes
Minimum fur h »eben, so dass

ist, wie klein auch o vorgegeben ist, und was auch @) sein mag.

In einer Function fv(xj y) z.B., welche im Innern und am Rande eines durch die Gleichung
gegebenen Kreises A'i Null ist, und ebenso ausserhalb und am Rande eines durch die Gleichung
gegebenen grosseren Kreises K-i {k* > ky) gleich Null ist, kann man noch die Werthe in

dem Gebiete zwischen Ky und K* willkidrlich wahlen. Aber wie sie auch gewahlt werden mdgen, immer ist

denn wie sehr sich auch (p dem Werthe + 2" néhert, es l&dsst sich doch ein so kleines h angeben, dass
w{hco8<p, h&intp) = 0 ist. Fir g = =z ix aber findet dies fir jedes h statt. Es giebt aber bei passender
Wahl der Werthe von Tv{xy) zwischen h\ und Aj kein Minimum fir h, wenn (p alle Werthe annehmen
kann, sondern h muss sich, wenn <psich nahert, immer mehr dem Werthe Null ndhern (ohne diesen
Werth zu erreichen), wenn h der Gleichung gemiss [*(Acos?), Asin”)}—0)] : h”d bestimmt wird.
Also besitzt die Function w{x, y) an der Stelle r= 0, y = 0 kein vollstindiges Differential, kann sogar
daselbst unstetig sein.
§ 62. Ist rv{x, y) eine in dem Gebiete T stetige Function von x und v. und ist Gberall in T

80 ist in T
w{x, y) = Const.
Das Gebiet T sei zundchst, Xj y als rechtwinklige Coordinaten vorausgesetzt, ein Rechteck mit den
Ecken a;o, jloi "o, 2/ Jiol V', so ist fur jedes angebbare y zwischen y* und Yy

d. h. es ist TV{X, y) fur jedes angebbare y von x unabhdngig. Da W{x, y) stetig ist, so ist auch w{x, y+0)
= rfx y) = [(«/), also auch bei Anndherung von y an bestimmte Werthe, kann w(x, y) nicht von x

abhédngen. Da nun aber auch Moo= A~ = 0 ist fur alle y zwischen i/o und y', so ist w auch

von y unabhangig, also

Ist aber das Gebiet T kein Rechteck, so kann man doch (siehe die Figur auf folg. Seite) in T
Rechtecke einschreiben, welche T so weit erschépfen, dass nur am Rande Stiicke von T ubrig bleiben,
deren Summe beliebig klein gemacht werden kann. In jedem einzelnen Rechtecke und am Rande derselben
hat die Function y) denselben Werth, also, da immer der Rand des einen zugleich ein Rand eines
andern ist, hat sie in allen Rechtecken denselben constanten Werth, also in einem Gebiete, welches T so
weit man will, erschépft. Da mithin w{x" y) bis zu jeder beliebigen Ndhe des Randes constant ist, da ferner
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n(x,y) der Voraussetzung nach stetig ist, so muss n(x, y) in ganz
T und am Rande constant sein.

§ 63. Wenn eine Function tv{x, ij) in einem Gebiete T,
in welchem sie stetig ist, die partiellen Differentialgleichungen be-
friedigt

so ist sie in diesem Gebiete bis auf eine additive Constante vollig
bestimmt.

Beweis. Ware /(a:, ?)) eine andere Function von dersel
ben Beschaffenheit, so wére G>{xy) = f{x,ij) — w{xy) eine ste-

tige Function in T, deren partielle Dift'erentialquotienten
0 waren. Also mitiste Const. sein, w.z.b.w.

§ 64. Eine in einem Gebiete T stetige Function jv{x, y), deren partielle Differentialquotienten

sind, nennt man das Integral des DifieventiaXa p {x, y)d x q (x, y) dy und schreibt

worin die untere Grenze x* y* und die obere Grenze X, y Punkten im Gebiete T angehdren. Ob dann
auch wirklich  dw=pdx + qdy geschrieben werden kann, d.h. ob pdx-\-qdy ein vollstdndiges
Differential sei im Sinne des § 62, soll weiter unten entschieden werden™ und ebenso die Frage, ob
oder wann eine Function w (x* y) existirt, deren partielle Differentialquotienten j) und q sind.

§ 65. Liegen die Punkte ao,«0l1 ,1l/i?eee5"n, iii einem Gebiete T, in welchem die partiellen
Differentialquotienten der stetigen Function rv gleich p und g sind, so ist

Denn es ist

Ebenso beweist man die Gleichung

§ 66. Hieraus ergeben sich Integrationsmethoden. Ist zuerst das Gebiet T ein Rechteck, oder ldsst
sich in T ein Rechteck mit den Ecken x"i,yoj "0? ?/oj V' vollstandig einschreiben, so ist nach dem
Satze des vorigen Paragraphen

Eine analoge Schlussweise liefert den Satz

immer unter Voraussetzung der Existenz der Function rv(x, V).
Wir wollen im ersten Falle die Geraden &%, yo bis x', jo und x', y* bis x', y' den lutegrations-
weg, im zweiten XQ,yQ bis Xq, y' und XQ)y' bis x\y' den Integrationsweg nennen.
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§ 67. Ist aber zweitens T ein beliebiges Gebiet, in welches das Rechteck Tq? ?/0; "oj ?/"; V'Va
nicht eingeschrieben werden kann, so liefert die Methode des vorigen Paragraphen doch das Integral, wenn
man nur durch Einschalten von Punkten x*, y»;

T22jeee5 j ye—1 zwischen Xg, %0 und X', y'
die Integration in mehrere zerlegt. In neben-
stehender Figur z. B. liefert die Einschaltung von
zwei Punkten das Integral. Man schreibt also

und wendet nun auf die einzelnen Integrale diese
Methode an.

Liegen die Punkte a:0,?/05 V' beide oder einer von ihnen am Rande von T so ldsst sich nicht
immer die Integration Uber Rechtecke anwenden, aber jedenfalls kann diese Methode auf Integrationen bis
zu Punkten angewendet werden, die dem Rande beliebig nahe liegen, und da rv eine stetige Function ist,
so kann in jedem Falle die Integration auf diese Weise bis zu jedem beliebigen Grade von Genauigkeit
ausgefuhrt werden.

§ 68. Die Methode des & 66 liefert unter der Voraussetzung der Existenz der Function rv{x"y)
ein Mittel zur Darstellung des Integrals Jpdx-“qdy durch einen Grenzwerth oder durch eine Quadratur.

Ziehen wir von Xo, /lo zum Punkte x', y' eine beliebige nur nicht unendlich oft unstetig gekrimmte
Curve s in T, und wdéhlen auf ihr Punkte Xy*y™ x-i* y-i] .. .]Xn—\ %%—1 so nahe an einander, dass alle
Rechtecke, deren gegeniuberliegende Ecken V+X sind, ins Innere von T fallen, und lassen
die Distanzen von bis , YAt sdémmtlich kleiner werden als eine beliebig klein vorgegebene
Grosse d, so haben wir

Bezeichnen wir die Strecke zwischen x~*y” und a'~.fi, 2/*4.1 mit A'~-fi—und den Winkel, den sie mit
der positiven x-Achse macht, mit (p*, und sind p, q stetige Functionen in T (auf welchen Fall wir uns

zunachst beschranken wollen) und liegen Tj* zwischen Null und Eins, so ist
worin nit abnehmendem d gegen Null convergiren. Geht man mit d zur Grenze Null {ber, so ist
auch . — Null, wenn die Curve eine endliche Lange s'— "o bat. Sonst aber kommen

in dem Grenzwerthe
«
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nur Werthe von p und q in Betracht, die auf der Cnrve s liegen. Man kann also p{Xyy) —
setzen und hat so

wobei nur zu beachten ist, dass <p eine Function von $* und zwar eine im Allgemeinen stetige Function von
s ist. Die Curve s wird der Integrationsweg genannt.

F&llt die Curve s entweder theilweise oder ganz auf den Rand von T, so bleibt der Satz auch noch
bestehen, denn man kann die Curve 0 beliebig nahe an den Rand legen. Ist nun (unter Bezeichnung des
Integrationsweges durch eine Marke)

80 muss auch J%p dx qdy denselben Werth haben, wenn p und q stetig sind, denn da (J beliebig nahe an

den Rand gebracht werden kann, so miissen die beiden Integrale sich um weniger unterscheiden als jede

noch so kleine vorgegebene Grosse. Also sind sie gleich.
/x"xj'
! pdx qdy durch eine Quadratur, die unter

yo
der Voraussetzung der Existenz desselben gemacht wurde, nicht umgekehrt als einen Beweis flr die Existenz
der Function rv ansehen. Denn man sieht leicht ein, dass bei willkirlichen p und q auf jedem andern
Integrationswege zwischen ao 20, x' y' im Allgemeinen ein anderer Werth des Integrals erhalten wird, dasa
dasselbe also als eine Function der Grenzen nicht angesehen werden Kkann.
Es sei z. B.
S0 st

U u 0 ¢}

aber auch gleich f ody fradx = a. Hier sind die Integrationswege einmal die .r-Achse von 0 bis
0 0

1 und von dort die der //-Achse parallele Gerade bis zum Punkte 1, 1. Das zweite Mal die y-Achse von

0 bis 1 und von dort die der aj-Achse parallele Gerade bis zum Punkt 1, 1. Nehmen wir noch als Inte-

grationsweg die Diagonale dieses Rechtecks, so ist die L&nge dieser Geraden [72, x ist auf ihr gleich v |A,
I und also

Man erhdlt also auf drei verschiedenen Wegen drei verschiedene Werthe. Eine Function w, deren par-

tielle Differentialquotienten — — a, ~ waren, existirt demnach nicht.
§ 70. Damit die Function w, deren partielle Differentialquotienten Wy = p, tvi = q sind, in
einem Rechteck mit den Ecken x« //o-"oji/']j N V'oexistire, ist nothwendig, dass

diese partiellen Differentialquotienten besitze. Dass diese Function stetig sei, erkennt man leieht. Es ist
némlich
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worinl!,// kleiner als Eins sind, £ aber einen Mittelwerth der Function g{x-\-h,y) — q{x, y) im Intervalle von
20 bis y bei festem x, also eine Grdsse bedeutet, die wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von p und g,
was auch k sein mag, dadurch kleiner als jede noch so klein vorgegebene Zahl dem absoluten Betrage nach
gemacht werden kann, dass man h klein genug nimmt. Dieselbe Eigenschaft besitzen offenbar die Ausdriicke
hp{x + *h, yo), kg{x-Jrh,  y-\-rik) so lange x, Y\ x+h, y-\-k im Innern des Rechtecks liegen. Also ist diese
Function stetig und zwar im Sinne des 8 45. Differenziren wir diese Function naoh m «a fnlo-t

Kann man nun die Aufeinanderfolge der Differentiation und Integration vertauschen, was nach § 31 jeden-
falls dann zuldssig ist, wenn eine stetige Function von x und vy ist, auf welchen Fall wir uns be-

schranken wollen*) so folgt weiter

und dieser Ausdruck soll gleich p[x, y) sein. Differenziren wir nochmals nach y, so folgt

Es ergiebt sich also, dass

sein muss, im ganzen Gebiete, und dass diese Ausdriicke, wenigstens vorldufig, stetig sein missen. Die Be-
dingung ist aber auch ausreichend, denn umgekehrt folgt aus ihr durch Integration nach y von y*) bis
y, dass

sei. Die Symmetrie gestattet die Ersparung des Beweises, dass auch = q{x, y) unter denselben Be-
dingungen ist.

In diesem Rechtecke existirt also eine stetige Function m{x, y) und es ist demnach das Integral
von xi y* bis .Tj tj-iy auf beliebigen Wegen in diesem Rechtecke erstreckt, eine einzige bestimmte Grdsse,
und das Integral Uber eine geschlossene Contour gleich Null. Aus denselben Grinden ist das Integral Uber
die vier Seiten des ganzen Rechtecks in derselben Richtung erstreckt gleich Null, denn es ist ja ein Weg,
der den Punkt x™ y* mit ihm selbst verbindet.

§ 71. Is das Integral fpdx~\-qdy liber die ganze Begrenzung Si eines Ebenenstiickes 71 erstreckt
gleich 0, und das Integral Uber die ganze Begrenzung eines Stickes T+ erstreckt ebenfalls Null und
haben die Begrenzungen @2 ein continuirliches Stick / gemein, so ist auch das Integral uber die Be-
grenzung ~ des Stiuckes T = Ti{- erstreckt, welches aus + — / besteht, gleich Null. Denn integrirt
man {ber s* und in derselben Richtung (man pflegt diejenige Richtung die positive zu nennen, bei wel-
cher das begrenzte Stick zur Linken bleibt), so hat man ganz (ber ~ und Uber die Linie | zweimal in ent-
gegengesetzter Richtung integrirt. Diese Integrationen aber zerstéren sich gegenseitig und liefern also Null.

Sind nun p und q in einem beliebig begrenzten Gebiete T stetige Functionen und ist darin

und sind auch diese Grossen stetig, so ist das Integral Uber eine geschlossene in T verlaufende

) Dadurch wird allerdings die Integration zweigliedriger Dilferentialien mehr als néthig eingeschrankt; jedoch
ein Theil der Félle, in welchen """ 2 in Punkten oder Linien ist, oder in denen diese Ausdrucke unstetig sind,
erledigt sich spater von selbst.

Thomae, Eliil. in t). Theorie d. best. Integrale. 0
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Linie gleich Null, wenn in dem von dieser Linie allein begrenzten Stiicke die Bedingungen wie in T erfillt

sind. Das begrenzte Stick sei -T, die Begrenzung 6. Man kann dann in Rechtecke einschreiben, dass
H wie im § 62 so weit durch dieselben erschopft wird, als man es erschépfen will. Das Integral (ber
die Begrenzung jedes dieser Rechtecke ist Null. Nimmt man das Integral (ber zwei aneinanderstossende
Rechtecke, die ein Begrenzungsstiick gemein haben, so ist das Integral (ber die nicht gemeinsame Begren-
zung Null. Der Rest dieser Begrenzung besteht dann wieder aus einem Stick. Figen wir ein neues
Reckteck hinzu, welches mit dem vorhergehenden ein Stiick der Begrenzung gemein hat, so ist das Integral
lber die nicht gemeinsame Begrenzung Null. Diese Begrenzung besteht dann wieder aus einem ununter-

brochenen Wege, und im Innern sind die Bedingungen wie in T erfullt. So kann man durch Hinzufiigen
von neuen und neuen Rechtecksseiten der Begrenzung 6 von " beliebig nahe kommen und dann die Inte-
gration Uber die Rechtecksseiten nach der Definition des 8§ 68 durch die Uber die Linie 6 ersetzen.

Spétere Rechtecke kdnnen mit friheren auch nichtzusammenhé&ngende Sticke gemein haben, wovon
man sich Uberzeugt, wenn man in ein ringférmiges Gebiet Rechtecke einschreibt. Tilgt man dann sammt-
liche gemeinsamen Sticke als Integrationsweg, so beh&lt der Satz noch immer seine Richtigkeit, obgleich
die Begrenzung nicht aus einem Zuge besteht. Es ist aber festzuhalten, dass dann das Integral Uber die
ganze Begrenzung in derselben Richtung (d.h. so, dass das begrenzte Stick immer auf derselben Seite
bleibt) zu erstrecken ist. Das Integral von einem Punkte der Begrenzung bis zu einem andern uber die
beiden sie verbindenden Sticke braucht dann nicht denselben Werth zu haben, weil diese beiden Stucke
nicht die ganze Begrenzung eines Ebenenstiickes bilden, in dessen Inneren die Bedingungen der Integra-
bilitat erfallt sind.

Besteht aber die Begrenzung von T aus einem einzigen geschlossenen Wege*), so begrenzen auch
zwei in T verlaufende Wege zwischen zwei Punkten dieses Stiicks stets vollstandig ein Gebiet, in welchem
die Bedingungen wie in T erfullt sind, und das Integral ist unabhdngig vom Integrationswege. "Um dasselbe
auch in einem ringférmigen Sticke vom Wege unabh&ngig zu machen, muss man das Stiick dur“ch einen die
beiden Begrenzungsstucke verbindenden Querschnitt in ein einfach zusammenh&ngendes Gebiet, d. h. in ein
Gebiet verwandeln, welches mit llinzunahme der beiden Ufer des Querschnitts durch einen “ifizlgen Zug
begrenzt ist. In einem solchen Gebiete ist man berechtigt, das Integral

als eine Function der oberen und unteren Grenze anzusehen.

§ 72. Diese Satze und ihre Beweise lassen sich auf mehrgliedrige Differentialien ausdehnen, hierauf
wollen wir jedoch verzichten, und noch den Riemann'schen Beweis des Hauptsatzes des vorigen Paragraphen,

der aus der Theorie der complexen Functionen unter dem Namen des Cauchy'sehen Satzes bekannt

ist, hinzufiigen. ) ) ) ) )
Es soll also bewiesen werden, dass das uber die ganze Begrenzung 5 eines Gebietes J, in dessen

Innern

ist, und diese Ausdriicke, wenn auch nicht stetig, so doch integrabel sind, erstreckte Integral Null ist.
Da aber im Gebiete T

ist, so ist auch das uber alle Elemente dx.dy des Stiickes T (im gewdhnlichen Sinne eines Fléchenintegrals)
erstreckte Doppelintegral

*) Bei ebenen Gebietsstiicken ist der Riemann'sche Begriff ,einfach zusammenh&ngend« einerlei mit
dem Begrenztaein durch einen einzigen continuirlichen Zug ohue Doppelpunkte.
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Um das Integral ff A dy d x zu transformiren, zerlegen wir das Flachenstiek T durch ein Sy-
stem der X-Achse paralleler Linien in Elementarstreifen von der Breite dx. Der Beitrag eines unbestimmten
dieser Flachenstreifen zu dem Werthe von f f ~dy d x wird dann offenbar dx.f”~dy, wenn die

Integration (ber eine der y-Achse parallele Gerade erstreckt wird, welche dem Flachenstreifen angehort.
Tritt nun (in der Richtung der wachsenden y) diese Linie bei 0, in die Flache S ein, bei 0' aus derselben
herans, bei 0,, wieder ein, bei 0" aus u.s.w. bei 0,, 0', ..., und sind die Werthe von p dort bez.

Pn® P", Pnn P"% ' eee=>und bezeichnen wir mit ds,, ds', ds,, ds", etc. die Stiicke der Begrenzung welche
der betrachtete Elementarstreifen aus ihr herausschneidet, und die Winkel, welche diese mit der ~Achse

machen, mit (p,, cp', (Psy IP",e-rs wobei immer in derjenigen Richtung zu nehmen ist, bei der das be-
grenzte Stick T zur Linken bleibt, so liegen offenbar diese Winkel im ersten und vierten Quadranten bei
o/, 0,, 0,, ..., im zweiten und dritten bei 0', 0", 0'", ..., so dass die positive Grodsse

ist.  Ferner st

und also

worin sich die Summation auf alle Begrenzungselemente bezieht, welche von dem betrachteten Elementar-
streifen aus ausgeschnitten werden. Durch die Integration dber sdmmtliche Elementarstreifen wird nun

das Integral y y erhalten, und die rechte Seite der erlangten Gleichung verwandelt sich in
—fpGo%(pds, worin die Integration Uber die ganze Begrenzungslinie s zu erstrecken ist.

Durch ganz &hnliche Schlisse findet man

und folglich

Und demnach endlich

w. z. b. w.

§ 73. Wenn eine Function rv{x, y) in einem Gebiete T die partiellen Differentialquotienten

besitzt, und wenn p und g stetige Functionen von x und y m T sind, so ist

ein vollstdndiges Differential im Sinne des § 61.

Die Existenzfrage der Function

fallt hier fort. Es ist aber dann.



worin g und ig kleiner als Eins sind, und

Da aber p und q als stetig vorausgesetzt werden, so kann man fir alle (fj ein einziges h angeben,
so dass S, H, oder dass cos 9) + sin (p kleiner als eine beliebig klein vorgegebene Zahl 6 wird. Also
sind die Forderungen des § 61 erfullt.

§ 74. Sind p{x, y) und g{x, y) Functionen eines Parameters «, so wird der nach a genommene
DiflFerentialquotient des (ber eine Linie s erstreckten Integrals

dp 'dg
durch Differenziren der Functionen p und g unter dem Integralzeichen gefunden, wenn ~ und l&ngs

5 stetige Functionen von x, 1, a sind. Dies erhellt sofort, wenn man die Ldnge der Curve & als Integrations-

variabele einfuhrt, wodurch die Integration in eine mit einer Verdnderlichen verwandelt wird. Es ist also
unter dieser Bedingung

§ 75. Wird eine der Functionen p und g in einem Punkte des Gebietes T unendlich gross, so
kann auf Integrationswegen zwischen denselben Grenzen, welche diesen Punkt einschliessen, das Integral
fpdx-\-qdy verschiedene Werthe erlangen. Ist z. B.

so sind in der ganzen Ebene die Integrationsbedingungen erfullt, abgesehen davon, dass fir x = 0, y= 0
p und g unendlich werden.

Integrirt man aber von x = 1, y= 0 bis x = —I, y = 0 einmal Uber einen Halbkreis, welcher
den Punkt 0,0 zur Linken lasst, und dann (ber den Halbkreis, welcher diesen Punkt zur Rechten l&sst, so

wachst im ersten Falle das Integral arc tg — um jr, im zweiten um — jt, so dass man einen um 2jr ver-
schiedenen Werth je nach dem Integrationswege erhdlt.

Werden aber die Functionen p und q in einem Punkte «, h des Gebietes T in einer niedern als
der ersten Ordnung unendlich, so dass p\/{x — ay-*"{y — hy, g\/{x—ay”-[-{y — by verschwinden, wenn
Xj y sich den Werthen 0, h bez. néhern, so ist das Integral Jpdx-\-qdy Gber jede geschlossene Curve in
T Null, wenn sie auch diesen Punkt mit einschliesst.

Zieht man namlich um den Punkt mit dem Radius Q einen beliebig .kleinen Kreis, so ist das Integral
Gber die geschlossene Curve gleich dem Integral (ber den kleinen, beliebig kleinen Kreis, weil zwischen
ihnen die Bedingungen der Integrabilitat erflllt sind. Das letzte Integral ist aber nach Einfliihrung des

Bogens jenes kleinen Kreises gleich fO (i>cos -f ?sin9p) () rfgo und dieser Ausdruck jist kleiner als jede
noch so klein vorgegebene Grosse, weil Q beliebig klein gemacht werden kann, und nach der Voraussetzung
PQ und QQ mit () verschwinden. Also ist das Integral Null.

Liegt ein solcher Punkt am Rande von T, so ist das Uber denselben erstreckte Integral ebenfalls
Null, sofern es uberhaupt einen Sinn hat.

Dieselben Satze finden statt, wenn p und g in einem oder einigen Punkten unstetig werden, indem
sich diese Functionen bei Anndherung an diese Punkte in verschiedenen Richtungen verschiedenen Werthen
néhern, oder wenn sie in diesen Punkten einen um eine endliche Grdsse von den Werthen der Umgebung
verschiedenen Werth besitzen, wenn nur die Ausdricke
schwinden.

Unter derselben Bedingung kann auch in beliebig vielen Punkten die Differentialgleichung

nicht erfullt sein. Diese braucht sogar ldngs Linien nicht erfillt zu sein, wenn p und q dort stetig sind.
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§ 76. Dre Integration zweigliedriger Differentialien findet vorzigliche Anwendung auf die Inte-
gration von Functionen einer Verdnderlichen zwischen complexen Grenzen.

Jede complexe Function y) = T7i{x, y)iv{x,y) kann als Function der complexen Verdnder-
lichen z = x-hyi angesehen werden. Denn wenn z gegeben ist, so ist sowohl x als auch y gegeben,
wenn also zu jedem Werthepaare x, y ein Werth von u und von v gehort, so gehdrt zu jedem z ebenfalls
ein u und ein v, also ein w, und damit ist dem Functionsbegriffe Genilige gethan.

Allein der Sprachgebrauch hat sich dahin entschieden, nur solche Functionen iv{x, y) in einem Ge-
biete J Functionen der complexen Verdnderlichen z = xivi zu nennen, welche abgesehen
von einzelnen Punkten die partielle Differentialffleichune: befriedieren

worin die partiellen Differentialquotienten im Allgemeinen stetige Functionen sind. Dieser Differentialgleichung
gentigen alle Potenzen z" = {x-\-yiY ausser, wenn der reelle Theil von a kleiner als 1 oder negativ ist,
im Punkte 0, und alle Potenzreihen

im ganzen Convergenzgebiete.

X'y
/ pdx-\-qdy auszufihren, so kann man dasselbe auch
schreiben, denn wenn Zo = + U/ ¥ ==X y'i gegeben ist, so sind yoj veogM
geben. Sind aber j? und g selbst complexe Functionen, = w+ == so hat man das Integral
in zwei zu zerlegen, J* udxu” dy i) vdx-\-Vxdy und es muss also sowohl ~ = 2~ j als
Zq Z "
Bv Biu . . . . . . .
auch — sein. Indessen ist die partielle Differentialgleichung

mit den beiden partiellen Differentialgleichungen gleichbedeutend, und es wird also auch, wenn p und q
complex sind, gleichsam nur die eine Differentialgleichung ~ = als Bedingung der Integrabilitat

erfordert.

Wenn nun = ! wollen wir w{x, y) = (xi{z) = co{x yi) setzen. Dann

ist in einem einfach begrenzten (einfach zusammenhé&ngenden) Gebiete 7, in welchem die partielle Differential-
gleichung erfillt ist, und die Differentialquotienten stetig sind,

eine Function der Grenzen allein, und vom Integrationswege nach 8§ 71 unabhdngig. Das Integral ber die
ganze Begrenzung eines Gebietes T, in dessen Innern dieselben Bedingungen erfiullt sind, ist Null.

Wenn die Function cofz) im Innern eines einfach zusammenh&ngenden Gebietes T uberall die par-
tielle Differentialgleichung erfillt, so sagt man sie habe dort den Charakter einer ganzen Function.

§ 78. Hat die Function co(z) in einem Gebiete T, dessen Begrenzung s aus einem continuirlichen
Zuge besteht, den Charakter einer ganzen Function, so hat auch co(z) : (z—ZQ) denselben Charakter, aus-
genommen im Punkte Zg. Zieht man um denselben einen kleinen Kreis k mit dem Radius so ist das
Uber i' erstreckte Integral dieser Function gleich dem Uber den Kreis A erstreckten Integrale (nach § 71),
weil zwischen /c und s die Function CU(Z):(z—ZQ) den Charakter einer ganzen Function besitzt, also ist
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worin @) der Winkel des Bogenelementes (8 68) Qg mit der positiven a;-Achse, ~ der Winkel des Radius
Q mit der positiven a:-Achse ist. Es ist folglich ad= " + i*r und also

wie Kklein auch Q genommen werden mag. Da nun co(z) als stetig vorausgesetzt ist (denn die partiellen
Differentialquotienten sollen stetig sein), so muss das zweite Integral kleiner als jede noch so klein vor-
gegebene Grosse sein, weil fo[2:0+(>(c'0Si9-+ isin»9-)] — co”o0) beliebig klein (sowohl im reellen Theile, als
auch im imagindren Theile) gemacht werden kann, also ist das letzte Integral Null und folglich

Aus dieser Gleichung, welche nach Zq differenzirt werden kann, werden in der Theorie der com-
plexen Functionen die Eigenschaften der Functionen einer complexen Verdnderlichen hergeleitet. Sie ge-
stattet die Werthe der Function co{z) im Innern von T aus den Werthen am Rande zu bestimmen. Sie ist
aber auch zugleich ein ausgiebiges Hilfsmittel zur Herleitung bestimmter Integrale, woflr ein Beispiel ge-
geben werden soll.

§ 79. Um das Integral auszuwerthen, in welchem a und b positiv reell sind, kann

man das Integral von —m bis m und von da uber einen Halbkreis erstrecken, welcher die Linie von
— m bis -\-ni zum Durchmesser hat, und bi im Innern enthdlt. Wie gross auch m sein mag, im Innern
dieser Begrenzung (jf) hat den Charakter einer ganzen Function, denn es kann in eine convergente
Potenzreihe entwickelt werden. Also ist nach § 78

Das letzte Integral aber convergirt mit wachsendem m, wenn a positiv ist gegen Null, und man
hat also

wobei a und b als positiv vorausgesetzt sind.

Fur a = 0 ist das Integral , s ist also unstetig in Bezug auf a.

-—-.dx a negativ, so ist das Integral {ber eine Linie von —m bis

-fm, und von da lber einen Halbkreis, der diese Linie zum Durchmesser hat und bi ausschliesst, gleich
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Null, weil im Innern derselben : (z — bi) den Charakter einer ganzen Function hat. Daraus ergiebt sich

Also

Oder das Integral

hat fur negative a den Werth Null.
Durch Addition erhélt man fur positive a

Lasst man hierin b stetig gegen 0 abnehmen, so erhédlt man

flr positive, fur negative a und gleich 0 fii

§ 80. Eine andere Anwendung des Cauchy'schen Satzes ist die folgende.

Ist a eine complexe nicht rein reelle Zahl und 1> ~ > — 1, so hat das Integral

einen Sinn.  Wir nehmen bei der Auswerthung desselben an, dass der imagindre Theil von a positiv sei,
wodurch die Allgemeinheit nicht beschrankt wird, weil der Werth des Integrals offenbar ungedndert bleibt,
wenn «in —a verwandelt wird. Die Curve s bestehe aus der mit der Achse des Reellen von —R bis
-f-A zusammenfallenden geraden Linie und einem mit dem Radius R um den Nullpunkt geschlagenen Halb-
kreise, der im Punkte x = R beginnt und lber x -\-iR  geht und in —R endigt. Dann ist nach dem

Satze (8 78), ,wenn man 3 setzt,

Geht man in der letzten Gleichung mit R zur Grenze oc Uber, ersetzt r durch x, und beachtet,
dass die Grenze des absoluten Betrages von gleich Eins ist, so findet
man endlich:

und wenn man \Jx als Veranderliche einfiihrt, und setzt,

Setzt man weiter



und wenn man setzt, so ergiebt sich weiter

welche Relation auch direct mit demselben Cauchy'schen Satze bewiesen werden kann.

§ 81. lutegratioii durch Reihen. Bei Auswerthung- bestimmter Integrale ist man oft genéthigt,
die zu integrirende Function in unendliche Reihen aufzuldsen, deren einzelne Terme die Integration leicht
zulassen. Ist /(x) = ffo+ 7)1+ (fii+ .. in dem ganzen Integratiousintervalle, und lasst sich eine Zahl iV
angeben, so dass dem absoluten Betrage nach

ist, wie klein auch 0 vorgegeben sei, und welche Werthe des Integrationsintervalles (oder, bei complexen
Integrationen) auf dem Integrationswege, x auch annehmen mag, so ist offenbar absolut genommen

und da dieser Ausdruck beliebig klein gemacht werden kann,
in infinitum.

Eine Reihe, welche die angegebene Eigenschaft besitzt, nennt man gleichmé&ssig convergent,
und man kann mit Einfiuhrung dieses Wortes den Satz aussprechen:

Das Integral einer unendlichen Reihe, welche im Integrationsintervalle, oder auf dem Integra-
tionswege gleichméssig convergent ist, wird durch Integration der Glieder erhalten.

Eine Potenzreihe ist im Innern ihres Convergenzkreises immer gleichmdssig convergent, und eine
Integration derselben kann daher ohne Weiteres gliedweise ausgefuhrt werden, so lange der Integrationsweg
im Innern des Convergenzkreises verlauft. Erstreckt sich aber ein Theil des Integrationsweges Uber den Rand,
wo die Potenzreihe in eine trigonometrische Reihe (Fourier'sche Reihe) Ubergeht, so kann dieselbe dort leicht
in allen Punkten convergiren und eine integrabele Function darstellen ohne gleichméssig convergent zu sein.
Die Integration ist dann nicht ohne Weiteres zulassig, und es ist kein Kriterium fir die Anwendbarkeit
gliedweiser Integration, dass die dadurch erhaltene Reihe wieder convergirt.

Nachtrag. Nachdem der grosste Theil der vorliegenden Bogen schon gedruckt war, erhielt ich
von Herrn Du Bois Reymond seine in den Abhandlungen der bayrischen Akademie Bd. XII veroffentlichte
Abhandlung Uber die Fouriersche Reihe. In einem Anhange derselben befindet sich der Beweis des Satzes
der in 8 23 dieser Schrift enthalten ist. Sodann giebt Herr Du Bois Reymond im Art. 12 der citirten
Abhandlung eine Erweiterung der partiellen Integration, welche bemerkenswerth ist.

Derselbe zeigt ndmlich, dass die Gleichung:

welche mit der Formel fur partielle Integration dann identisch ist, wenn

gesetzt werden kann, weiter keine Beschrankung erfordert, als dass 9) und ip integrabel seien. Fir den
Fall, dass 9 und Jp endliche Functionen sind, lasst sich dieser Satz mit denselben Mitteln als der zweite
Mittelwerthsatz in 8§ 27 beweisen, und dann auf Falle des Unendlichwerdens in einzelnen Punkten ausdehnen.

HaUe. Druck von E. Karraa.
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