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B or R owt

%aé beweigbar ift, foll in der Wiffenjdaft nidht ofhne Beweid
geglaubt werden. So einleudytend diefe Forderung erjdeint, jo ift
jie Do, wie i) glaube, felbjt bei der Vegriindung der cinfadhften
Wiffenjdaft, namlid) desjenigen Theilez der Logif, weldjer die Lehre
pon den Jahlen behandelt, auch) nad) den neueften Darftellungen *)
nod) feinedwegd ald erfitllt anjujehen. Jndem iy die Writhmetit
(Algebra, Analyfis) nur einen Theil der Logif nenne, jpredhe idh
fhon aus, dafp i) den Jahlbegriff fiir gdanzlih unabhingig von
den Vorjtellungen ober Anjdhauungen ded Rawmed und der Feit,
dap i) ihn dielmehr fiir einen unmittelbaven usfluf der reinen
Dentgefee Halte. Meine Hauptantwort auf die im Titel Ddiefer
Sdrift gejtellte Jrage lautet: die Jahlen find frete Sdhpfungen

*) Bon den mir befannt gewordenen Sdriften ermwdbhne i) dad verdienit:
volle Lehrbud) der Arithmetit und Algebra von €. Shriover (Leipzig, 1873),
in weldem man aud) ein Literaturverjeichnip findet, und auperdem die Ab-
handlungen von Krvoneder und von Helmholf itber den Jahlbegriff und iiber
Bihlen und Meffen (in der Sammlung der an €. Jeller geridteten philojo-
phijhen ufjite, Leipsig 1687). Das Grideinen diejer Abhandlungen ijt die
Beranlafjung, welde mid) bewogen hat, nun aud) mit meiner, in mandper
Bezichung dhnlichen, aber durd) ihre Vegriindung vod) wejentlic) verjdyiedenen
Auffafjung Hervorjutveten, die id) mir jeit vielen Jahren und ohne jede Be-
einflufjung von irgend welder Seite gebildet Habe,
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be8 menjlichen Geiftes, fie dienen ald ein Mittel, um die Ver-
jchiedenbeit der Dinge leichter und jdhdrfer aufzufajjen. Durd) den
vein [ogijchen Aufbau der Jahlen= Wifjenjdhaft und durd) das in iy
gemwonnene ftetige Jablen=Reich) find wir erft in den Stand gefept,
unfere BVorjtellungen von Raum und Jeit genau ju unterjuden,
indem twir diefelben auf diefed in unjerem Geifte gejchaffene Sahlen-
Reid) beziehen *). Verfolgt man genau, wad iwiv bet dem Jihlen
der Menge oder Anzahl von Dingen thun, jo wird man auf die
Betradtung der Fibigleit ded Geijtes gefiihrt, Dinge auj Dinge u
beyiehen, einem Dinge ein Ding entjprechen ju lafjen, ober ein Ding
durd) ein Ding abzubilden, ofhne ieldhe Fdahigkeit iiberhaupt fein
Denten moglich ift. Wuf diefer einzigen, aud) jonjt gany unentbehr-
fihen Grundlage mup nach meiner njiht, wie i) audh) jehon bei
einer Antiindigung der vorliegenden Sdrift ausgejprodhen habe **),
die gejammte Wiffenjchaft der Jahlen ervidhtet werden. Die Abficht
einer foldhen Darftellung habe ich jhon vor der Hevausdgabe meiner
Sdrift iiber die Stetigteit gefapt, aber erft nad) Cricheinen ber-
felbent, und mit vielen Unterbrechungen, die durch gejteigerte WAmts-
gefdhdfte und anbdere nothwendige Arbeiten veranlaft wurdben, Hhabe
i) in den Jahren 1872 bis 1878 auf wenigen Blittern einen
exften Eniwurf aufgejhrieben, weldpen dann mehrere Mathematiter
eingeiében und theilweife mit mir befprochen Haben. Cr trigt den-
felben Titel und enthdlt, wenn aud) nicht auf dad Bejte geordnet,
dod) alle wefentlichen Grundgedanfen meiner vorliegenden Schrift,
die nur deren jorgfdltige Ausfiihrung giebt; ald joldhe Hauptpuncte
eviwihne id) hiex die jdarfe Unterjheibung ded Endliden vom
Unendlihen (64), den Begriff der Anzahl von Dingen (161),
den Nadyweid, daf die unter dem Namen der vollftandigen Jnduc-

*) Bergl. §. 3 meiner Sdrift: Stetigleit und irvationale Jahlen
(Braunjdeig, 1872).

**) Divid)let’s BVorlejungen iiber Jahlentheovie, dritte Auflage, 1879,
§. 163, Anmerfung auj &, 470.
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tion (oder des Schlufjes von » auf » 4+ 1) befannte Veweisart
wirfli) beweistraftiq (59, 60, 80), und dap aud) die Definition
durd) JInduction (oder Recurfion) beftimmt und iiderjprudsiret
ift (126).

Diefe Scrift fann Jeder verftehen, welder Das befist, was
man den  gejunden Menjdenverftand nennt; philojophijche obder
mathematije Shulfenniniffe find daju niht im Gevingften er-
forderlich. Aber idh weip fehr wohl, dag gar Mander in den
jchattenhaften Gejtalten, die i) ihm vorfithre, jeine Sahlen, die ifhn
alg treue und vertraute Freunde durch dad gange Leben begleitet
Daben, faum toiedererfennen mag; er wird durc) die lange, der
Bejdaffenheit unjeres Tveppen=Verftandes entjprechende Reihe von
einfachen Schliifjen, durch die niichterne Sergliederung der Gedanfen-
reifen, auf denen die Gefese dev Fahlen bevuhen, abgejdhredt und
ungeduldig daviiber werden, BVeweife fiiv Wahrheiten verfolgen 3u
follenr, die ihm nad)y feiner vermeintlichen inneven njchauung von
vornherein einleuchtend und gewip exjdheinen. I erblide dagegen
gerade in der Moglichfeit, jolhe Wahrheiten auf anbdere, einfachere
juriidzufithren, mag die Reife der Slitfje nodh jo lang und jdhein-
bar tiinjtlic) fein, einen itberjeugenden Beweid dafitr, daf ihr BVefip
oder der Glaube an fie niemals unmittelbar durd) innere An-
jdharung gegeben, jondern immer nur durd) eine mehr oder mweniger
pollftdndige Wiederholung der einelnen Schliifie evworben ift. Jd
modte diefe, der Schnelligteit ihrer Wusfithrung wegen jdhwer ju
verfolgende Denfthitigteit mit devjenigen vergleichen, welde ein voll=
fommen geiibter Lefer beim Lefen vervichtet; aud) diejes Lefen bleibt
immer eine mehr oder weniger vollftindige Wiederholung der ein-
jelnen Sdritte, weldhe der Anfinger bei dem miihieligen Budhftabiven
auszufiihren Hat; ein jehr fleiner Theil devfelben, und deshalb eine
fehr fleine Arbeit oder Unftrengung ded Geifted veidht aber fiix den
geiibten Lefer jhon ausd, um das ridtige, wabhre Wort ju erfennen,
freifig mur mit fehr grofer Wahrdeinlichteit; denn befanntlich
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begegnet e3 aud) dem geiibteften Covvector von Jeit ju Jeit, einen
Drudfehler ftehen zu laffen, d. b. faljd) zu lefen, wad unmoglic
wite, wenn die jum Bud)ftabiven gehirige Gedantentette volljtindig
wiederholt wiirde. So find wir aud) jhon von unferer Geburt
an Deftdndig und in immer fteigendem Mage veranlafpt, Dinge auf
Dinge 3u bezichen und damit Ddiejenige Fahigteit de3 Geifted 3u
itben, auf welder aud) die Sdopfung der Jahlen beruht; durd
diefe fhon in unjeve erften Lebensjafhre fallende unabldjjige, wenn
aud) abfidhtslofe Uebung und die damit verbundene Bilbung von
Urtheilen und Schlupreihen evwerben wiv und aud) einen Sdab
pon eigentlich avithmetijhen LWahrheiten, auf welde jpiter unfere
evften Lefrer fidh wie auf etwasd Cinfaded, Selbjtoerftandliches, in
der inneren Anjdhauung Gegebened berufen, und jo fommt e3, daj
mande, eigentlih) jehr jujammengejebte Begriffe (wie 3. B. der der
Anzahl von Dingen) faljdlich) fiir einfad) gelten. JIn diejem Sinne,
den i) durd) bdie, einem befannten Sprudhe nadgebildeten Worte
wel 0 avdoomos agudunrifer bejeidhne, mbgen Ddie folgenden
Blitter als ein BVerjud), die Wifjenjd)aft der Jahlen auf einheit-
lidjer Grundlage zu ervidhten, wohlwollende ufnahme finden, und
mogen fie andere Mathematifer dazu anregen, die langen Reihen
von Sdliiflen auf ein bejcheidenered, angenehmeres Map Furiidzu-
fithren.

Dem Jwede diefer Schrift gemdp bejdrante i) mid) auf die
Betrachtung der Reihe der jogenannten natiivliden Jahlen. Jn
weldher vt fpdter die jdrittweife Eriveiterung de3 JFahlbegriffes,
die Schopfung der Null, bder negativen, gebrodjenen, irrationalen
und compleren Bahlen ftetds durd) Juriidfithrung auf die fritheren
Begriffe Hevzujtellen ift, und jwar ofhne jede Cinmijdhung fremd-
artiger  Borftellungen (wie 3. B. der der mepbaren Grogen), bdie
nadh) meiner Auffafjung exft durd) die Jahlen=Wifjenjdaft zu voll=
ftindiger Slarheit exhoben werden fonnen, dasd habe id) wenigitens
an dem Beifpiele dev ivvationalen Jahlen in meiner fritheven Schrift
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itber die Stetigteit (1872) geeigt; in gany dhnlicher Weije lafjen
fih, wie ih dajelbit (§. 3) aud) jhon audgejprodyen Habe, die
anderen Erweiterungen leidht behandeln, und id) behalte mir bor,
bicfem Gegenftande eine jujammenpingende Darftellung ju widmen.
Gevade bei diefer Aujfafjung exjdheint e3 ald etwas Selbjtverftind-=
lies und durdhausd nicht Neued, dap jeder, aud) nod) fo fern
liegende Saf der Algebra und Hiheren Analyfis fidh) ald ein Sah
itber die natiivlichen Jahlen audjprechen ldpt, eine Vehauptung, die
i) aud) wiederholt aud dem Munde von Diridhlet gehort Habe.
Aber i) exblide feinedwegs ettwad Verdienjtliched darvin — und das
lag aud) Diridlet gdanzlih) feen —, diefe miihjelige Umjdhreibung
wirfli) vornehmen und feine andeven, ald die natiivlihen Jahlen
benugen und anerfennen ju wollen. JIm Gegentheil, die grdften
und frudytbarjten Fortjhritte in der Mathematif und andeven
Wiffenjdhaften ind vorzugdweife durd) die Schopfung und Ein-
fithrung neuer Vegriffe gemad)t, nadhdem bdie hiufige LWiebertehr
jujanumengefeter Cricdeinungen, telde von den alten Begriffen
nur miihjelig beherrjcht werden, daju gedringt Hat. Ueber diefen
Gegenftand habe i) im Sommer 1854 bei Gelegenheit meiner
Habilitation ald Privatdocent ju Gdttingen einen Bortrag vor der
philojophijdhen Facultat zu Halten gehabt, deffen Abficht aud) von
Gaup gebilligt wurde; dod) ift Hier nicht dev Ort, ndher darauf
eingugehen.

Jd) benupe ftatt defjen bdie Gelegenbeit, noc) einige Bemer=
fungen 3u maden, die {ih auj meine frithere, oben evwifhnte Sdrift
itber Stetigteit und irvationale Jahlen beziehen. Die in ihr vor-
geteagene, im Herbite 1858 erdbacdhte Theorie der irvationalen Jahlen
griindet i) auj diejenige, im (ebiete der rvationalen JFahlen auf-
tretende Crjdeinung (§. 4), die i) mit dem Namen eine3 Sdhnitted
belegt und juerft genau exforiht habe, und fie gipfelt in dem Be-
weife der Stetigfeit des neuen Gebietes der veellen Jahlen (§. 5. IV).
Sie jdheint miv etwas einfadjer, i) modhte jagen rvubhiger, Fu fein,
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ald die beiden bon ihr und bon einander verjdhiedenen Theorien,
welde von den Herven Weierftrap und ©. Cantor aufgejtellt jind
und ebenfalls vollfommene Strenge befigen. Sie ift pdter ohne
wefentlie Aenderung von Herrn U. Dini in die Fondamenti per
la teorica delle funzioni di variabili reali (Pija, 1878) auf-
genommen; aber der Umijtand, dap mein MName im Laufe diefer
Darftellung nicht bei der Vejchreibung der vein avithmetijhen Er-
fheinung bes Schnittes, fondern jufillig gerade da erwdhnt tird,
wo e fih um die Grifteny einer dem SPhnitte entiprechenden mep-
baven Grope Hanvelt, fonnte leiht ju der BVevrmuthung fithren, daj
meine Theorie fid) auf die BVetvachtung jolder Gropen ftitbte. Nichts
fonunte unvichtiger fein; vielmehr Habe i) im § 3 meiner Schrift
verjchiedene Griinde angefiihrt, weshald id) die Einmijdung bder
mefibaven Gropen ganjlih verwerfe, und namentlich am Shlufje
binfichtlich deven Grifteny bemertt, dap fitr einen grofen Theil der
Wiffenjchaft vom Raume die Stetigteit feiner Gebilde gar nicdht
einmal eine nothwendige Vovausjebung ift, gany abgejehen davon,
dafy fie in den Werten iiber Geometrie yoar wohl dem Namen nad
beildufig evwdhnt, aber niemald deutlich erfldvt, alfo aud) nicht fiir
Betweife sugdnglid) gemadht wird.  Wm dies nod) naher zu evlutern,
bemerte i) beifpieldweife Folgendes.  Wahit man drei nidht in
einer Geraden [iegende Puncte A, B, C nad) BVelieben, nur mit
der Bejdyrinfung, daf die Verhdltnifle ihrer Entfernungen A4 B,
AC, BC algebraifhe *) Jahlen find, und fieht man im Raume
nur diejenigen Puncte M al@ vorhanden an, fitv welde die Ver-
haltnifle von AM, BM, CM 3u ADB ebenfall3 algebraijche
Sablen jind, fo ift der aud diefen Puncten M bejtehende Raum,
toie letcht 3u feben, iibevall unftetig; aber trof Dder lUnjtetigteit,
Litdenhaftigeit diefes Raumes find in ihm, fo viel ich jehe, alle

*) Diridhlet’s BVorlejungen itber Jahlentheorie, §. 159 dexr jweiten, §. 160
der dritten Auflage.
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Conjtructionen, welde in Cutlid’s Clementen auftreten, genau ebenjo
ausfithrbar, twie in dem vollfommen ftetigen Raume; bdie Un-
ftetigteit Ddiefes Raumed wiirde daher in Cutlid’s Wifjenjdaft gar
nicht bemertt, gar nicht empfunden mwerden. Wenn mir aber
Jemand fagt, wir fonnten und den Raum gar nidht anderd ald
ftetig denfen, jo mocdhte i) dad beyweifeln und davauj aufmertjom
madyen, eine wie weit vorgejdrittene, feine wifjenjchaftliche Bildung
erforerlic) ift, um nur dad Wejen der Stetigfeit deutlid) zu er-
fenmen und um zu begveifen, dap auper den vationalen Grifen-
Berhiltnifjen aud) irvationale, aufer den algebraijhen aud) trans-
cendente dentbar find. Um jo jdoner erjcheint e3 mir, dafp Ddex
Menjd) ohne jede Vorftellung von mepbaren Grogen, und jwar
durd) ein endlidhes Syjtem einfacher Denfjdhritte fidh) jur Sdhopfung
de3 reinen, ftetigen Zafhlenreiches aufjdpvingen fann; und erit
mit diejem Hitlfamittel witd e8 ihm nad) meiner Anjicht miglich,
die Borftellung vom ftetigen Raume zu einer deutlichen audju-
bilden.

Diefelbe, auf die Cricdheinung des Shnittes gegriindete Theorie
der irvationalen Jahlen findet man auch davgejtellt in der Intro-
duction & la théorie des fonctions d'une variable von . Tan-
nery (Paris, 1886). Wenn id) eine Stelle der Vorrede bdiejed
Werfes vidhtig vertehe, fo Hat ber Herr Verfaffer diefe Theorie
jelbjtindig, aljo u einer Jeit erdacht, wo ihm nicht nur meine
Sdrift, jondern aud) die in derfelben BVorrede erwihnten Fonda-
menti bon Dini nod) unbefannt waven; Ddiefe Uebereinftimmung
jheint miv ein erfreulicher BVeweis dafite ju fein, daff meine Auf-
fafjung der Natur der Sadje entipridht, wasd aud) von andeven
WMathematifern, 3. B. von Heven M. Pajd) in feiner Einleitung in
die Diffevential= und Jntegralrechnung (Leipzig, 1883) anerfannt
ift.  Dagegen fann id) Herrn Tannery nidht ofhne Weiteved Dei=
ftimmen, wenn ex diefe Theorie die Entwidelung eines von Heven
- Bertvand  Herriihrenden  Gedantens mnennt, welder in  defjen
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Traité d’arithmétique enthalten fei und davin bejtefe, eine irva-
tionale Jahl zu definiven durd) Angabe aller vationalen Zafhlen,
die fleiner, und aller derjenigen, die grofer find al3 die ju defini-
rende Jahl.  Bu diefem Ausjprud), der von Herrn O. Stoly —
wie e5 jdeint, ohne ndhere Priiffung — in der Vorvede jum zweiten
Theile feiner Borlefungen iiber allgemeine Arithmetit (Leipsig, 1886)
wiederholt ift, erfaube id) mir Folgendesd ju bemerfen. Daf eine
irrationale Zahl durd) die eben bejdriebene Angabe in der That
afs vollftdndig beftimmt angujehen ift, dieje Ueberseugung ift ohne
Bweifel aud) vor Heven BVertrand immer Gemeingut aller Mathe-
matifer gewefen, die i) mit dem Begriffe ded Jrrationalen be-
{chftigt haben; jedem Pecdhner, der eine irvrationale Wurzel einer
Gleihung niherungsweife bevechnet, jhwebt gerade diefe Art ifrex
Beftimmung vor; und wenn man, wie ed Herr BVertvand in feinem
Werte audjdhlieplich thut (miv liegt die adhte Auflage aus dem Jahre
1885 vor), die irvationale Fahl als Verhaltnip mepbarer Grofen
auffapt, jo ift dieje Ant ihrer Veftimmtheit jhon auf das Deutlidjte
in der berithmten Definition ausgejproden, weldhe Guflid (Elemente
V. 5) fiir die Gleihheit der Verhiltnifje aufjtellt.  Eben diefe
uralte Mebeveugung ift nun gewip die Quelle meiner Theovie, toie
derjenigen ded Herrn Vertvand und mandjer anbderen, mehr oder
weniger durdygefithrten BVerjudje gewefen, die Einfithrung der irra-
tionalen Fahlen in die Writhmetit ju begriinden. Aber wenn man
Herrn Tannery joweit voljtandig beiftimmen twird, jo muf man
bet einer wirtlihen Priifung dod) jofort bemerfen, dap die Dar=
ftellung ded Herrn BVertrand, in der die Erjdeinung ded Sdnittes
in ihrev logijhen Reinbeit gar nicht einmal evwdhnt wird, mit der
meinigen durchaus feine Wehnlichteits hat, injofern fie jogleich ifhre
Bujludht ju der Crifteny eciner mefpbaren Groe nimmt, was id
aud den oben bejprochenen Griinden ginglih verwerfe; und ab-
gefehen von diefem Umitande jeint mir dieje Darftellung aud) in
den nadpfolgenden, auf die Unnahme diejer Crifteny gegritndeten
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Definitionen und Beweijen nod) einige jo twejentliche Litden darzu-
bieten, dap i) die in meiner Sdrift (§. 6) audgejprodene Be-
Dauptung, der Sah V2.V3 = V6 fei nod) nirgends ftreng be-
wiefen, aud) in Hinfiht auf diejed, in mandper andeven Beziehung
treffliche Werf, weldjes i) damals nod) nicht fannte, fiiv gevedyt-
fertigt Halte.

Harzburg, 5. October 1887.

K. Dedefind.
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G.‘E Brs

INEY
[ A

8

Syfteme von Clementen.

1. Jm Polgenden verftehe i) unter einem Ding jeden
Gegenftand unjeres Denfens. Um bequem von den Dingen {prechen
ju fomnen, bDejeicdhnet man fie duvd) Jeidhen, 3. B. durd) Budhjtaben,
und man ecfaubt {i), fury von dem Ding @ oder gar von a u
fbredhen, wo man in Walhrheit dag durd) @ beyeichnete Ding, feines=
wegd den Budjtaben « felbjt meint. Ein Ding it volljtandig be-
ftimmt durd) alles Dag, wad von ihm audgejagt oder gedadhyt werden
fann. Gin Ding « ift daffelbe wie b (identijd) mit ), und b
daffelbe twie @, wenn Alle3, wad von « gedadht werden fann, aud
vont b, und wenn Alled, wad von & gilt, aud) von a gedad)t twerden
fanmn. Dap @ und b nur Jeihen oder Namen fiiv ein und das-
felbe Ding find, wirtd durd) dad Jeihen @ = b, und ebenjo durd)
b = a angedeutet. Jft auperdem b — ¢, ift alfo ¢ ebenfalls,
wie @, ein Jeiden fiiv dad mit b beyeihnete Ding, jo ift aud
a = c. Jft die obige Uebereinftimmung bded durc) a bezeidhneten
Dinged mit dem durc) b bejeichneten Dinge nicht vorhanden, fo
feipen dieje Dinge @, b verjdhicden, @ ift ein anderes Ding tvie b,
b ein andere3 Ding twie a; e3 giebt ivgend eine Cigenjdaft, die
dem einen yufommt, dem anbderen nicht yufommt.

2. ©3 fommt fehr hiujig vor, daf verjchiedene Dinge a, b, c. ..
aud irgend einer Veranlafjung unter ecinem gemeinjamen Gefichts-

1
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puncte aufgefapt, im Geifte sujammengeftellt werden, und man jagt
damn, bdaf fie ein Syftem S Dbilden; man nennt die Winge
a, b, c... die Clemente de3 Syjtems S, fie find enthallten
in S; umgefehrt befteht S aus diefen Glementen. Ein joldhes
Syjtem S (oder ein JInbegriff, eine Mannigfaltigleit, eine Gejarmmt-
beit) ift al3 Gegenjtand unfeves Dentens ebenfalls ein Ding (1);
e3 ift vollftandig Oeftimmt, wenn pon jedem Ding beftimmt ift,, ob
e3 Clement von S ift oder nidht*). Das Syftem S ift daher das-
jelbe wie dad Syjtem 7', in Jeigen S = 7', wenn jeded Elenment
bon S aud) Element von 7, und jedes Glement von 7' auch) Elenment
von S ift. Piir die Gleihformigteit der Ausdrudsiweife ijt ez 1wor-
theilhaft, aud) den bejonmdeven Fall uzulafjen, daf ein Syjteim S
aus einem eingigen (aus einem und nur einem) Clement « beffteht,
0. 0. dap dad Ding a Clement von S, aber jedes von a ver=
fhicdene Ding fein Clement von S ift. Dagegen tvollen wiv dad
[eeve ©yjtem, weldhes gar fein Element enthdlt, aus gewijjen Grinmden
hiev gany ausjdhliepen, obwohl e5 fiir andere Unterjudhungen bequem
fein fann, ein jolched zu erdichten.

3. Crflarung. Cin Syjtem 4 heipt Theil eined Syjtems S,
wenn jede3 Clement von A aud) Clement von S ift. Da icje
Beyichung 3wijchen einem Syjtem A und einem Syjtem S im
Dolgenden immer wieder jur Spradhe fommen witd, jo wollen 1wiv
diejelbe zur Abiivzung durch) das Jeihen 43S ausdriiden. Das

*) Auf weldye Weije dieje Veftimmiheit ju Stande fommt, und ob wir
einen Weg fenmen, wm hievitber ju entjdeiden, ift fiiv alled Folgenve gianalich
gleidgiiltig; die 3u entwidelnden allgemeinen Gejeye Hangen davon gar midht
ab, fjie gelten unter allen Wmitdnden. Jd) erwdbne dies ausdriidlicy, weil
Herr Kronecer vor Kurgem (im Band 99 ded Journald fiiv Mathemeatif,
©. 334 bi5 336) der freien Begrifisbildung in der Mathematit gewifie Be-
jdrianfungen bhat auferlegen wolfen, die id) nidht als bevedhtigt anerfermne;
niber hievauf eingugehen eridjeint aber erft dann geboten, wenn der mus-
gezeidhnete Mathematifer jeine Griinde fiiv die Nothwendigleit oder aud) mur
die Jwedmifigfeit diefer Bejdrinfungen verdffentlicht Haben wird.
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umgetehrte Jeihen S EA, wodurd) diefelbe Thatjache begeichnet”
werden fonnte, werde i) der Deutlicheit und CGinfadhheit Halber
ginglich) veumeiden, aber i) werde in Crmangelung eined beffeven
Wortes bigweilen jagen, dag S Ganzes von A ijt, wodurd) alfo
ausgedriict werden joll, dafp unter den Elementen von S fidh aud
alle Glemente von A Definden. Da ferner jeded Element s eined
Syjtems S nad) 2 jelbjt als Syjtem aufgefafpt werden faun, fo
fonnen wir aud) Hievauf die BVezeidhnung s3 S anwenden.

4, Gup. Jufolge 3 ift 43 4.

b, @ah. Jft. 438 und' B34, jo it 4=B.

Der Beweid folgt aus 3, 2.

6. Cilinmg. Cin Syjtem A Dheipt edhter Theil von S,
wenn A Theil von S, aber verjdhieden von S-ift. Nad) 5 ift dann
S fein Thal von A4, d. . (3) e3 giebt in S ein Clement, weldhed
fein Element von 4 ijt.

7. G Jjt 438, und B3O, wad aud) fury durd
A 3 B 3 C begeichnet werden fann, jo ift 4 3 C, und jwar ift 4
gewip edhter Theil von C, wenn A edter Theil von B, oder wenn
B edyter Sheil von C ijt.

Der Beweid folgt aud 3, 6.

8. Cfldrung. Unter dem aud ivgend weldhen Syjtemen A, B,
C... yujammengejebten Syjtem, weldes mit M (4, B, C...)
Degeichnet wevden foll, wird Ddasdjenige Syjtem  verjtanden, defjen
Glemente durd) folgende Vorjdrift beftimmt werden: ein Ding gilt
damt und nur dann ald Element von M (4, B, C...), wenn
e3 Clement bon irgend einem der Syjteme 4, B, C..., d. §. Cle-
ment von 4 odev B oder C...ift. Wir lafjen aud) den Fall
ju, dap nur ein einziges Syftem A vorliegt; dann ift offenbar
M (4) = A. Wir bemerfen ferner, dap bad aus 4, B, C...
sujammengcjete Syjtem M (4, B, C...) wohl ju unterjdeiden
ift bon demjenigen Syftem, defjen Elemente die Syjteme 4, B, C...
Jelbit find.

1*
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9. Sap. Die Syjteme A4, B, C... {indb Theile von
M4, B, C...).

Der Beweis folgt aus 8, 3.

10. Saf. Sind 4, B, C... ITheile eined Syjtems S, fo ift
M4, B C...)3S

Der Beweis folgt aus 8, 3.

11. a.  Jjt P Theil von einem der Syjteme 4, B, C...,
lostite B S GA, BY O s, ).

Der Veweid folgt aud 9, 7.

12. Sap.  Jjt jededs der Syfteme P, ... Theil von einem
der Syfteme 4, B, C..., Yo it M (P, Q...)3M (4, B, C...).

Der Beweid folgt aud 11, 10,

13. ©ap. Jft 4 ujommengejebt aud irgend welden der
Syfteme P, Q..., jo ift A3 M (P, Q...).

Beweid, Denn jeded Element von A ift nad) 8 Element von
cimem  ber Syjteme P, @Q..., folglih nach 8 auh) Glement von
M (P, Q...) woraud nad) 3 der Saf folgt.

14. Sap. Jft jeded der Syjteme 4, B, C... jujammen=
gefet aud irgend welden der Syjteme P, Q..., jo it

W (4 BCH3 WP Qlir)

Der Veweid folgt aus 13, 10.

15. Sa. Jjt jeded der Syjteme P, Q... Theil von einem
ber Syfteme A4, B, C..., und ijt jeded der lepteren jujammen=
gefet aus ivgend welden der erfteren, jo ift

M PO s — BB, O

Der Beweis folgt aus 12, 14, 5.

16. Sap. Jjt A = M (P, @), unb B= M (@, B), o
it M4 R =M(P.D).

Beweis.  Denn nad) dem vorhergehenden Sage 15 ift jowohl
M4 R) ade M (P, B) = M (P, Q R).

17. Grflivung. Gin Ding ¢ Heipt gemeinjames Element
der Syjteme 4, B, C..., wenn ¢35 in jedem diefer Syjteme (aljo
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in A und in B und in C...) enthalten ijt. Ebenjo heipt ein
Syjftem 7' ein Gemeintheil von 4, B, C..., wenn T Theil
von jedem Ddiefer Syfteme ijt, und unter der Gemeinheit der
Syjteme A, B, C... verftehen wir das volljtandig beftimmte Syjtem
® (4, B, C...), weldhed aus allen gemeinjamen Elementen ¢
von A, B, C... befteht und folglich ebenfall ein Gemeintheil der=
felben Syfteme ift.  Wir laflen aud) wieder den Fall yu, dap nur
ein eingiges ©yftem A vorliegt; dann ift G (4) = A4 ju jeben.
(¢38 fann aber auch der Fall eintveten, daf die Syjteme 4, B, C...
gar fein gemeinfames Glement, aljo aud) feinen Gemeintheil, feine
Gemeinbeit Defigen; fie Deifen dann Syjteme ohne Gemeintheil,
und das Jeihgen G (4, B, C...) ijt bedeutungslos (vergl. den
Shlup von 2). Wir werden e5 aber faft immer dem Lefer iiber-
laffen, bei Siben iiber Gemeinheiten die Vedingung ihrer Crijteny
hinguzudenfen und bdie richtige Deutung diefer Siie aud) fiir den
Fall der Nidht=Cuifteny ju finben.

18. Sap. Jeder Gemeintheil von A4, B, C... ijt Theil von
® M4, BC...).

Der BVeweid folgt aus 17.

19. @ap.  Jeder Theil von G (4, B, C...) ijt Gemeintheil
poiet,. B, C...

Der Veweis folgt aus 17, 7.

20. Sap. Jjt jedes der Syjteme A, B, C... Ganges (3)
. bon einem der Syfteme P, Q..., o it

(P, Q:.)30 (4 8 C..%

Beeid.  Denn jedes Element von G (P, Q...) ift gemein=
james Glement von P, @..., aljo aud) gemeinjames Element von
AR €. e B, ;
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8.2
Abbildung eined Syjtems,

21. Grflavung *). Unter einer Abbildung ¢ ecined Syjtema
S witd ein Gefeb verftanden, nad) weldhem 3u jcbém Beftinumten
Glement s von S ein beftimmtes Ding gehovt, weldhes das Bild
bon s Deipt und mit @ (s) bejeihnet wird; wir fagen auch, daf
@ (s) dem Glement s entipricht, daf ¢ (s) durd) die Abbilbung
@ aud s entfteht oder evzeugt wird, dap s durd) die AbbLIldUNg
@ in @ (s) iibergeht. Jft nun 7" ivgend ein Theil von S, fo
ijt in der Abbildbung ¢ von S jugleich eine beftimmte ALbildung
bon 7' enthalten, weldhe dev Ginfachheit wegen twohl mit demjelben
Beidhen ¢ Dbegeichnet toerden Barf und davin bejteht, daf jedem
Glemente ¢ des Syftems 7' dafjelbe Bild @ (f) entjpricht, mweldhes
t als Clement von S befit; sugleih joll dag Syjtem, welched aus
allen Bilvern ¢ () bejteht, daz BVild von 7' heipen und mit ¢ (7')
beeichnet werden, wodurd) aud) die Bedeutung von ¢ (S) extlirt
ift. A3 ein Veijpiel einer Abbildung eines Syjtems ift jhon Ddie
Belegung feiner Glemente mit beftimmten Zeichen oder Namen an=
jufehen.  Die einfadhjte Abbildung eines Syjtems it diejenige, durch
welche jeded feiner Elemente in fich) felbjt itbergeht; fie foll Ddie
identijde Abbildung des Syjtemd heipen. Dev Bequemlicheit
halber wollen wir in den folgenden Sipen 22, 23, 24, die fidh
auf eine beliebige Abbildung ¢ eine3 beliebigen Syjtems S be-
jiehen, die Bilver von Elementen s und Theilen 7" entiprechend durd
s' und 7" bejeichnen; auferdem fehen wir fejt, dap ftleine und
groge [ateinijche Buchitaben ohne Accent immer Elemente und Theile
diejes Syjtems S bedeuten follen.

*) Wergl. Dividylet’s Vorlejungen iiber Jahlentheorie, dritte ujlage,
1879, §. 163.
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22 Cab*). it 43 B, joift A3B

Beweis. Denn jedes Glement von A’ ift das Bild eines in A,
aljo aud) in B enthalienen Glemented und ijt folglih Element von
B3 bow.

23. €ap. Das Bild von M (4, B, C...) it M (4, B',C"...).

Bereis. Vegeidhnet man das Syftem M (4, B, C...), weld)pes
nad) 10 cbenfalls FTheil von S ijt, mit M, jo ift jedes Element
feines WVildes M’ dag BVild m' cined Elementes m von M; da
nun m nad) 8 aud) Element von einem der Syjteme 4, B, C...,
und folglid) m' Element von einem bder Syfteme 4A', B', C'...,
aljo nadh) 8 aud) Element von M (A', B', O'...) ift, o ift nad) 3

3 A 64, B, CLi.).
Andererfeits, da 4, B, C... nad) 9 Theile von M, aljo 4', B',C"...
nad) 22 ITheile von M’ find, fo ift nadh 10 aud
M (45 B0y )3
und Bieraud in Verbindung mit dem Obigen folgt nad) 5 der ju
beweijende Sab
M= (A BT E )

24. Sap*). Das Bild jedes Gemeintheils von 4, B, C...,
aljo aud) dag der Gemeinheit G (4, B, C...) it Theil von
(A B5.C L)

Beweid. Denn daffelbe ift nad) 22 Gemeintheil von A', B',C"...,
woraud der Sab nad) 18 folgt.

25. CGrffdvung und Saf.  Jft @ eine Abbildung eines
Shjtemd S, und ¢ eine Abbildung des Bilbes S' = ¢ (5), fo
entjpringt Hievaus immer cine aus ¢ und ¥ jujammengefefhte ***)
Abbibung 6 von S, welde davin Dbejteht, dap jedem Elemente s
bon S da3 Bild

0(s) = v (s =v(9(s)

*) Bergl. Saly 27. *k) Bergl. Safy 29. ) Eine Verwed)iclung
diejer Jujammenjeung von Abbildungen mit derjenigen der Syjteme von
Elementen (8) ijt wohl nidht ju befiivdhten.
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entjpricht, wo wieder @ (s) = s' gefebt ijt. Diefe Abbildung 0
fann fury durd) dag Symbol ¢ . ¢ oder ¥ @, dad Bild ) (s) durd)
Y (s) beeichnet terden, twobei auf die Stellung der Jeidhen
@, ¥ wohl ju adten ift, weil das Jeiden @ im Wllgemeinen
Dedeutungadlos ift und nur dann einen Sinn hat, wenn ¢ (S")3 S
ift. Bedeutet nun y eine Abbildung ves Syftems v (S") = ¥ ¢ (),
und n die aud P und yx jujammengejete Abbildbung yx ¢ ded
Softems ', fo ift 20 (s) = 29 (5) = 7 (5) = 09 (5), aljo
ftimmen die zujammengefebten Abbilbungen x 6 und n ¢ fiiv jeded
Glement s vbon S mit einanber iibevein, d. §. 3 ift x 0 = n ¢.
Diefer Sak fann nad) der BVedeutna von O und x fiiglich) durd)

1Y =1v.9
audgedriidt, und diefe aud ¢, ¢, y sujammengefehte Abbildbung fann
fury durd) x v @ Dejeihnet werden.

§. 3.

Aehnlidhfeit einer Abbildung. ehnlidhe Syfteme.

26. Grfldrung.  Gine Abbilbung @ eined Syftems S heift
ahnlid) (oder deutlidh), wenn verjchiedenen Elementen a, b des
Syjtems S ftetd veridicdene Bilder ' = @ (a), V' — ¢ (b) ent-
fprechen.  Da in diejem Falle umgefehrt aus s' = ¢’ ftets s —= ¢
folgt, fo ift jedes Glement ded Syftemd S’ — ¢ (S) dag Bild s’
pon etnem eingigen, volljtdndig” beftimmten Glemente s ded Syjtems S,
und man fann dafher dev Abbildung ¢ von S eine umgetehrte,
etiva mit @ ju begeichnende Abbildung des Syjtems S’ gegeniiber=
ftelfen, welche darin befteht, dap jedem Elemente s’ pon S’ das Bild
@ (s") = s entjpricht, und offenbar ebenfalld dhnlich ift. ©3 leudhtet
ein, dag @ (S') = S, dap ferner @ die yu @ gehivige umgetehrte
2Abbildung, und dag die nad) 25 aud @ und @ Fujammengefepte
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Abbildung @ ¢ bdie identijhe Abbildung von S ift (21). Jugleid
ergeben fic) folgende Grginyungen yu §. 2 unter Beibehaltung dex
dortigen Bezeihnungen.

9T Sa ). -t A3 B ol 435

Beweis. Denn wenn @ ein Element von A4, jo ift @’ ein
Glement von A', aljo aud) von B’, mithin = &', wo b ein Element
pon B; ba aber aus « = ' immer « = b folgt, jo ift jedesd
Clement @ von A aud) CGlement von B, w. 3. b. 1.

985 Sab..  Jft 4'= Bisoiit 4 = B.

Der Veweid folgt aus 27, 4, 5.

20T WM G=64 BC. yei

G20 (4, B O

Bemweid.  Jedes Element von G (A, B’, C'...) ijt jedenjalls
in S’ enthalten, aljo dad Bild ¢’ eines in S enthaltenen Elementes g ;
da aber ¢’ gemeinjamed Element von A', B', C’... ift, fo mup ¢
nad) 27 gemeinjames Glement von A, B, C..., aljo aud) Glement
pon G fein; mithin ijt jebes Glement von G (4', B, C'...) Bild
eined Clemented ¢ von G, aljo Element von G/, d. h. e3 ift
6 (4, B, C'...)3G, und hievausd folgt unfer Sah mit Riid=
fihgt auf 24, 5.

30. Safp. Die identijche Abbilbung eined Syftems ift tmmer
eine dhnlide Abbildung.

31. ©ah. Jft ¢ eine dhnliche Abbildung von S, und P eine
ahnlicge Abbildung von ¢ (), jo ift die aud @ und ¢ Fujammen=
gefete ALbildung ¥ @ von S ebenfalld eine dhnliche, und die ju-
gehorige umgetehrte Abbibdung vo ift = @ .

RBeweis. Denn verjdhiedenen Elementen «, b von S entjprechen
vetjdyicdene Bilder @' = ¢ (@), V' = @ (b), und Ddiefen wieder
verjdiedene Bilder ¥ (o) = v @ (a), ¥ (V') = ¢ @ (b), aljo ift

*) Bergl. Safy 22. **) Bergl. Saly 24,
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P @ eine dahnliche Abbildbung.  Wuferdem geht jedes Element
P (s) = P (s') des Syjtems Y (S) durd) ¥ in ' = @ (s)
und diejes durd) @ in s itber, alfo geht v @ (s) durd) ¥ in s
iiber, . 3. b. .

32. Crflivung. Die Syjteme R, S heifen dhnlidy, wenn ¢
cine derartige dhnliche Abbildung ¢ von S giebt, vafy ¢ (S) = R,
alfo aud) @ (B) = S wird. Offenbar ift nach 30 jedes Syjtem
fi) felbjt ahnlich.

33. Sah. Gind R, S dhnlide Syfteme, jo ijt jedes mit B
dhnliche Syjtem @ auh mit S dhnlich.

Beweid. Denn find ¢, ¥ jolde dhnliche Abbildungen von
S, R, bap @ (S) = R, ¥ (R) = @ wird, jo ift (nadh 31) v ¢
eine folche dhnliche Abbibung von S, dbaf ¥ (S) = @ wird,
. 3. 5. w.

34. Grtldrung. Man fann daher alle Syjteme in Clajjen
cintheilen, indem man in eine beftimmte Glaffe alle und mw die
Syjteme Q, 1, S... aufnimmt, telde cinem beftimmien Syftem R,
dem Reprdafentanten der Clafie, dhnlich find; nacdh dem vorher=
gehenden Safe 33 dndert fich die Clafe nidht, wenn irgend ein
andered, ihr angehoriges Syftem S ald Reprafentant gewdhlt wird.

35. ©ap. Simd R, S dhnlihe Syjteme, fo ift jeder Theil
bon S aud) einem FTheile von R, jeder echte Theil von S aud
einem echten Fheile von R dhnlic).

Beweid. Denn wenn ¢ eine dhnliche Abbildung von S,
@ (S)=R, und T3S ijt, fo it nad) 22 dad mit 7 dfhnliche
Syjtem @ (I)3 R; ijt ferner 7' ehter Theil von S, und s ein
nidht in 7" enthaltened Element von S, fo tann das in R enthaltene
Clement @ (s) nacd) 27 nidt in ¢ (7') enthalten fein; mithin ijt
@ (T) echter Theil von R, w. 3 b. w.
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§ 4.

Abbildung eines Syjtems in jid) jelbit

36. Grflavung. Jjt ¢ eine dhnliche oder undhnliche Abbildbung
cined Syjtems S, und @ (S) Theil eined Syjtems Z, jo nennen
it ¢ eine Abbilbung von S in Z, und wiv jagen, S werde durdh
@ in Z abgebildet. Wir nennen daher ¢ eine Abbildbung bdes
Gyjtems S in jid) felbft, wemn ¢ (S)3 S ift, und wiv wollen
in diefem Pavagraphen die allgemeinen Gejepe einer jolden Ab=
bildung @ unterjuchen.  Hievbei bedienen wir ung derfelben Beyeich-
nungen tie in § 2, indem wir wieder ¢ (s) = ¢, @ (1) = 1"
feen.  Diefe Bilder ', 77 {ind jufolge 22, 7 jebt felbjt toieder
Glemente oder Theile von S, wie alle mit lateinifhen Budjjtaben
begeichneten Dinge.

37. Grflavung. K Deipt eine Kette, wenn K'3 K ift. Wir
bemerfen ausdriiclich, dap diefer Name dem Theile K ded Syjtems S
nidgt etma an jich jufommt, fondern nuv in Veyiehung auf die
Deftimmte Abbildung ¢ ertheilt wivd; in BVezug auf eine anbdeve
AbLidung des Syjtems S in fid) felbjt fann A fehr tohl feine
Rette fein.

38. Sah. S ift eine SKette.

39. Sap. Tas BVild K’ einer Kette K ift eine Kette.

Beweiz. Denn mis K'3 K folgt nadh 22 aud) (K')3 K,
w. 3. b. w.

40. Sap. Jjt A Theil einer Kette K, jo ift aud) A'3 K.

Beweis. Denn aud A3 K folgt (nad) 22) 4’3 K', und da
(nad) 37) K'3 K ift, jo folgt (nath 7) A'3 K, w. 3 b. w.

41. Gap. Jjt das BVild A’ Theil einer Kette L, fo giebt e3
eine Kette K, welde den Bedingungen A3 K, K'3 L geniigt; und
ywav ift A (4, L) eine jolche Sette K.
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Bemweis. Sept man wirtlid) X — M (A4, L), o ift nad) 9 die
eine Bedingung 43 K erfiillt. Da nadhy 23 ferner K'— M (A, L),
und nad) Wnnahyme A'3 L, L'3 L ijft, jo it nad) 10 aud die
andere Vedingung K'3 L erfitllt, und Hievaus folgt, weil (nach 9)
L3 K ijt, au) K'3 K, b. . K ijt eine Rette, w. 3. b. w.

42. Saf. Cin aug lauter Ketten 4, B, C... jujammen-
gefeptes Syjtem M ijt eine Kette.

Beweid. Da (nad) 23) M' = M (4, B, C'...), und nad
Annahme 4’34, B'3B, ('3 C... ijt, jo folgt (nach) 12) M'3 M,
107 =50 10

43. Sap. Die Gemeinheit G von lauter Ketten 4, B, C...
ift eine Kette.

Beweis. Da G nad) 17 Gemeintheil von 4, B, C..., aljo
G' nady 22 Gemeintheil von A', B’, '..., und nad) Annahme
A'34, B'3B, C'3C... i, jo it (nadh) 7) G' aud) Gemeintheil
von A, B, C... und folglich nad) 18 audy Theil von G, w. 3. b. w.

44. Grflarung. Jft 4 ivgend ein Theil von S, jo wollen
wir mit A4, die Gemeinbeit aller derjemigen SKetten (3. B. S) be=
seidnen, von welhen A Theil ift; diefe Gemeinfeit A, eriftivt
(vergl. 17), weil ja A jelbft Gemeintheil aller diefer Ketten ijt.
Da ferner A, nad) 43 eine Kette ift, jo wollen wir A, die Kette
dDesd Syftems A oder fury die Sette von A mnemnen.  Audy
diefe Gufldvung Dejieht fih durchaus auf die ju Grunde liegende
beftimmte Abbilbdung ¢ de3 Syjtems S in {id) jelbft, und wenn 8
fpdter der Deutlichteit wegen nothig wird, jo awollen wiv ftatt 4,
lieber bag Jeidhen ¢, (A) jeben, und ebenjo werden twir die einer
andeven AbLIldbung o entjpredyende Kette von A mit w, (A) be-
jeignen. €3 gelten nun fitv diefen fehr mid)tigen/ﬂkm:iﬁ Ddie
folgenden Sie. B

45. Sap. €3 ift 434,

Beweid. Denn A ift Gemeintheil aller devjenigen Ketten, deven
Gemeirtheit A, ift, woraus der Sap nadh) 18 folgt.

T
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46. Sap. 68 ift (4,)'3 A,

Beweis, Denn nad) 44 ijt A4, eine Kette (37).

47. €ap. Jt A Theil einer Kette, K, o ift aud) 4,3 K.

Beweid. Denn A, it die Gemeinheit und folglih aud) ein
Gemeintheil afler der Ketten K, von denen A FTheil ijt.

48. Bemerfung. Man iibevseugt fich leicht, dap der in 44
erflivte Begrifi dev fette A, durd) die vorftehenden Sibe 45, 46,
47 volljtindig chavafterifict ift.

49. Gap. €3 ift A'3(4.).

Der Veweis folgt aus 45, 22.

50. Sah. €3 it A'34,.

Der Beweid folgt aus 49, 46, 7.

51. Sap. At A eine Kette, jo ift 4, = 4.

Beweis. Da A Theil der Kette A4 ift, jo ift nad) 47 aud)
A,3 A, woraus nad) 45, 5 der Saf folgt.

52. Sap. Jft B34, jo ift B3 A,.

Der BVeweid folgt aud 45, 7.

53. Sap. Jjt B3 4,, o it B,34,, und umgelehrt.

Beweis.  Weil A, eine Kette ijt, jo folgt nad) 47 aus B34,
aud) B,3 A,; umgetehrt, wenn B,3 A4,, jo folgt nady 7 aud
B3 4,, wil (nadh) 45) B3 B, ift.

54. Sap. Jjt B34, o it B,3 4.

Der BVetweid folgt aud 52, 53.

55. Sap. Jft B3 A4,, Jo ift aud) B'3 A4,.

Beweid. Denn nad) 53 ijt B,3 4, und da (nad) 50) B'3 B,
ift, jo folgt der ju beweijende Sap aus 7. Dafjelbe ergiebt fidh,
wie f(eicht ju jehen, auch aus 22, 46, 7, oder aud) aud 40. .

56. Sap. Jft B34, fo ift (B,)3(4,).

Der Beweid folgt ausd 53, 22.

57. ©ap und Crflirung. €3 ift (4,) = (4'),, d. §. dasd
Bild der Kette von A ijt jugleih die Kette ded Vilded von A.
Man fann daher diejed Syjtem fury durd) A, bezeidhnen und nach
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Belieben dag Kettendbild oder die BVildfette von A4 nennen.
Nach) der deutlicheren in 44 angegebenen Vejeidnung wiirbe Ddev
Sap durd) ¢ (9, (4)) = @, (¢ (4)) ausjudriiden jein.

Beweid. Sebt man yur Abtigung (4'), = L, jo ijt L eine
fette (44), und nach) 45 it 4’3 L, mithin giebt e3 nad) 41 eine
Kette I, weldhe den Vedingungen 43 K, K'3 L geniigt; hievaus
folgt nad)y 47 audy 4,3 K, aljo (4,)3 K’', und folglih nad) 7
audy (4o)3L, d. b.

(A45) 3 (A%,
Da nach) 49 ferner A'3(4,), und (4,) nad) 44, 39 eine SKette
ift, 7o ift nadh 47 audh

(A')o3(Ao),
woraus in Verbindung mit dem obigen Ergebnify der ju beweifende
Sab folgt (5).

58. Sab. @3 ift A, = M (4, 4,), d. b. die Sette von A
ift gujammengefest aus A4 und der Vildfette von A.

Beweis. Sebt man gur Abfitrzung wicder

Lite A, = (M) = (&) iund K== (4 L)
jo ift (nach 45) A'3 L, und da L eine Kette ift, o gilt nach 41
bafjelbe von A7 da ferner A3 K ift (9), jo folgt nad) 47 aud
A3 K.
Andererfeits, da (nach) 45) A3 4,, und nad) 46 aud) L3 4,, jo
ift nach 10 aud
K34,
worvaus in Verbindung mit dem obigen Ergebnifp der ju beweijende
Sa 4, = K folgt (5).

59. ab der vollftindigen Jnduction. UWm ju beweifen, daf
die Sette A, FTheil irgend cines Syftems ¥ ift — mag lepteres
Zheil von S fein oder niht —, geniigt o8 ju eigen,

0- dbag A3, und

6. dap dad Vild jeded gemeinjamen Clementes von A, und
S ebenfalls Glement von Y ijt.
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Beweis. Denn wenn ¢ wahr i, o exijtivt nad) 45 jedenfalls
bie Gemeinheit G =6 (4,, X), und gwar ift (nadh 18) 43 G;

da aujerdem nach 17 :
G34,

ijt, jo it G aud) Theil unjered Syjtemsd S, weldhes durd) ¢ in
fig jelbjt abgebildet ift, und zugleih folgt nad) 55 aud) G'3 A4,.
Wenn mun 6 cbenfalld wahr, d. §. wenn G'3Y ift, jo mup G’
als Gemeintheil der Syfteme 4,, ¥ nad) 18 Theil ihrer Gemein-
Beit G- feim, d. §. G ijt eine Sette (37), und da, wie jhon oben
bemertt, 43 G ijt, jo folgt nad) 47 aud
;36

und Dievaus in Verbindung mit dem obigen Crgebnip G = A4,,
alfo nad) 17 audh) 4,33, w. 3 b. w.

60. Der vorftehende Sap bildet, wie fidh) Jpater zeigen twird,
die wiffenjdaftliche Grundlage fitr die unter dem TNamen der voll=
ftandigen JInduction (ves Shlujjes von n auf »n + 1) befannte
Beweisart, und er fann aud) auf folgende Weije audgejprochen
werden: Um 3u beweifen, dap alle Elemente der Kette A, eine
gewiffe Cigenjdhaft € Defiber (oder dap ein Sah $, in weldhem
von einem unbeftimmten Dinge 2 die Nede ift, wirtlih fiiv alle
Glemente n dev Kette A, gilt), geniigt e5 u 3eigen, 2

0. dap alle Glemente « des Syjtems A die Eigenjdajt €
befigen (oder daf $ fitr alle @ gilt), und

6. dafp dem Bilde »' jeded Joldhen Elementes n von A4,, weldpes
die Gigenjdhaft € bejibt, diejelbe Cigenjchaft € zufommt (oder daf
der Saf S, fobald ev fitv ein Element 2 von A, gilt, gewip aud
fitr Deflen Bild »' gelten mup). :

Jn der That, beeihnet man mit X das Syjtem aller Dinge,
weldhe die Cigenjchajt € befiben (oder fitv welde der Sap I gilt),
jo leudhtet die volljtindige Uebereinftimmung der jepigen Ausdruds-
weife ded Sabes mit dev in 59 gebrauditen unmittelbar ein.

61. Cap. Die Nette bon M (4, B, C...) ijt #l (4o, B,, Co...).
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Beweid, Beyeichnet man mit M das exftere, mit K dasd lebiere
Syjtem, jo ift K nad) 42 eine Kette. Da nun jede3 der Syjteme
A, B, C... nad) 45 Theil von einem der Syfteme 4,, B,, C;...,
mithin (nadh 12) M3 K ijt, jo folgt nad) 47 aud

M,3 K.
Undererfeits, da nad) 9 jeded der Syjteme A4, B, C... Theil von
M, aljo nady 45, 7 aud) Theil der Kette M, ijt, o mup nad) 47
aud) jeded der Syjteme A4,, B,, C,... Theil von M,, mithin nad) 10
K3 M,

fein, woraud in Verbindung mit bem Obigen der zu Deweijende
M, Kifolgt ().

62. Sah. Die Kette von G (4, B, C...) it Theil von
B(ds B 05 )

Beweid. Vegeidhnet man mit & das erjtere, mit K das leptere
Syjtem, fo ift K nad) 43 eine Kette. Da nun jeded der Syjteme
A,, By, C,... nad) 45 Ganze3 von einem der Syjteme 4, B, C...,
mithin (nad) 20) G3 K ijt, jo folgt aus 47 Dder zu beweijende
Sap G,3 K.

63. Sa. Jft K'3 L3 K, alfo K eine Kette, jo ift aud) L
eine Kette. Jjt diejelbe echter Theil von K, und U dad Syjtem
alfer derjenigen Elemente von K, die nidht in L enthalten jind, ift
ferner die Kette U, echter FTheil von K, und V" dag Syjtem aller
perjenigen Elemente von K, die nidht in U, enthalten find, fo ijt
K=u8U; 7)o L== U, ¥) I odlid L=X,
it 3 L

Der Veweid diefed Sabes, von dem toir (ivie bon den beiden
vorhevgehenden) feinen Gebrauchy mathen werden, mbge dem Lefer
itberlajjen bleiben. S

<
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§ b.
Das Cndlihe und Unendlide.

64. Crfldrung*). CGin Syjtem S Deipt unendlich, wenn
e3 einem echten Theile jeiner jelbjt dhnlich ift (32); im entgegen-
gejepten Falle heipt S ein endliches Spjtem.

65. Sap. Jeves aud einem einyigen Elemente Dbeftefende
Syjtem ijt endlid.

Beweis.  Denn ein joldhes Syjtem befipt gar feinen edyten
Xheil (2, 6).

66. Sab. €3 giebt unendliche Syfteme.

Beweid **).  Meine Gedanfenwelt, d. §. die Gejammtheit S
aller Dinge, welde Gegenjtand meines Denfend fein fonnen, ijt
unendlid). Denn wenn s ein Clement von S bedeutet, jo ift bder
Gedante s', baf s Gegenftand meines Dentens fein fann, felbjt ein
Clement von S. Sieht man dafjelbe als Bild ¢ (s) ded Elemented
s an, fo Hat daher die hierdurd) beftimmte Abbilbung @ von S bdie
Cigenjdhaft, dap dad BVild S’ FTheil von S ijt; und jwar ijt S’
echter Theil von S, weil e3 in S Clemente giebt (3. B. mein
eigenes Jdh), weldye von jedem foldyen Gedanfen s’ verichicden und 7
deahalb rud)t in S’ mtf)alten find. Gnblid) leuchtet ein, dap, wenn

8

*) il man den Vegriff dhnlidher Syfteme (32) nidht benugen, jo mup
man jagen: S Deifgt unendlid), wenn e einen edyten Theil von S giebt (6),
in weldpem S fid) deutlich (dhnlich) abbilven [aBt (26, 36). Jn diefer Form
habe id) die Definition des Unendliden, welde den Kern meiner gangen
Unterjudjung bildet, im September 1882 Herrn G. Cantor, und jdon
mehrere Jahre friiher aud) den Herren Scdhwary und Weber mitgetheilt.
Alle anderen miv befannten Verjudje, das Unendlidye vom LanngLn au_unters
jdyeiden, fdeinen mir jo wenig gelungen zu 1em, baf i) auf eine .R‘ntlf der- |
jelben verzidhten zu diirfen glaube. !

**) Gine dbhnliche BVetradhtung findet fid) in §. 13 der ﬂ&ambngten Des /
Unendliden von Volzano (Leipzig, 1851).

2
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a, b veridiedene Clemente von S jind, aud) ifre BVilder o', b’ ver=
jchieden find, dap aljo bdie Abbildung ¢ eine bdeutlidhe (dhnlide)
ift (26). Mithin ift S unendlidh), w. 3. b. w.

67. Sap. Sind R, S dhnlide Syjteme, fo ift E endlid)
oder unendlid), je nachdem S-endlid) oder unendlid) ift.

Bereid,  Jjt S unendlich), aljo dhnlich einem edhten Theile S’
jeiner felbjt, jo mup, wenn R und S dhulih {ind, S’ nad) 33
ihpnlig mit B und nad) 35 zuglei) dhnlich mit einem edhten
Iheile von R fein, teldher mithin nacd) 33 felbjt dhnlih mit R
ift; aljo ift B unendlih, w. 3. b. w.

68. Sap. Jedes Syftem S, weldes einen unendlichen Theil
T bejist, ift ebenfalls unendlich; oder mit anderen Worten, jeder
Fheil eines endlichen Syftems ijt endlid).

Beweid, Jjt 7" unendlih), giebt e5 aljo eine joldhe dhnliche
Abbildung ¢ von 7, dap ¥ (7T') ein edhter Theil von 7' witd, jo
fann man, wenn 7' Theil von S ijt, dieje WAbbildbung ¥ 3u einer
AbLibung @ von S evweitern, indem man, iwenn s irgend ein
Glement von S bedeutet, @ (s) = ¥ (s) oder @ (5) = s jebt, je
nadpdem s Clement von 7' ift ober nicht. Dieje Abbilbung ¢ it
eine dfhnliche; bedeuten ndmlich) «, b verjdhiedene Elemente pon S,
jo ift, wenn fie jugleich in 7" enthalten find, das Bibd ¢ («) = ¢ (a)
verjhieden von dem Bilde ¢ (b) = ¢ (b), weil ¥ eine dhnliche
Abbildung ijt; wenn fermer « in 7, b nidht in 7" enthalten ift, jo
ift @ (a) = ¥ (a) verjidhicden von ¢ (b) = b, weil ¥ (a) in 7
enthalten ift; wenn endlich weder « nod) & in 7' enthalten ift, jo
ift ebenfalls @ (0) = a verjdhieden von ¢ (b) = b, wad u jeigen
war. Da ferner ¢ (7') Theil von 7, aljo nad) 7 aud) Theil von
S ijt, fo leudptet cin, dag aud) ¢ (S)3 S ift. Da endlich ¢ (7)
edpter Theil von 7' ift, jo giebt e3 in 7, alfo aud) in S ein Gle=
ment ¢, weldes nidht in ¢ (7') = @ (7) enthalten ift; da nun
bas Bild @ (s) jedes nidht in 7" enthaltenen Clementes s jelbjt = s,
aljo aud) von ¢ verjdieden ift, jo fann ¢ iiberhaupt niht in ¢ (S)
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enthalten fein; mithin ijt ¢ (S) edter Theil von S, und folglich
ift S unendid), w. 3 b. w.

69. Sap. Jedes Syjtem, tweld)es einem Theile eined endlichen
Syjtems dhnlich ijt, ift jelbjt endlich.

Der Beweis folgt aus 67, 68.

70. Sab. Jit @ ein Element von S, und ift der Jnbegriff 7'
alfer von @ verjdhiedenen Elemente von S endlich, jo ift aud) S
endlich.

Beteid. 2Wiv haben (nac) 64) ju zeigen, dap, wenn @ ivgend
eine dhnliche AbLilbung von S in fih felbjt bedeutet, da3z Bild
@ (S) oder S’ niemals ein edhter Theil von S, jondern immer = S
ift. Offenbar it S = M (a, ), und folglih) nad) 23, wenn die
Bilder wieder durd) Accente beyeidhnet werden, ' = M (', 1),
und tegen der Wehnlichfeit dev Abbildung ¢ ijt o riid)t {0177 Lf
enthalten (26). Da ferner nadh Annahme S73 S ift, jo mup o
und ebenjo jedes Clement von 77 entweder — «, oder Element
von 7' fein.  Wenn daher — tweldhen Fall wiv junddhjt behandeln
wollen — a nidht in 7" enthalten ift, o mup 7”3 7' und folglich
T' = T fein, weil @ eine dhnliche Abbildung, und weil 7' ein
endlidjes Spjtem ijt; und da «', wie bemerft, nidht in 77, d. ¥
nidht in 7" enthalten ift, jo mup o' = a fein, und folglih ijt in
diejem Falle wirtlich S' = S, wie behauptet wav. Jm entgegen-
gefeten Falle, wenn @ in 7" enthalten und folgli) da3 Bild &’
eine3 in 7' enthaltenen Clemente3 & ijt, twollen wiv mit U den
Snbegriff aller derjenigen Elemente « von 7' bejeihnen, welde von
b verjdieden find; dann it 7'— M (b, U), und (nad) 15)
S= MM (a, b U), dijo S' = M (¢, a, U'), Bic beftimmen
mm eine neue Abbildung ¥ von 7, indem wix ¥ (b)) = &' und
allgemein ¥ (u) = o jeben, wodurd) (nad) 23) ¢ (1) = M («, U")
wird. Offenbar ift ¢ eine dhnliche Abbildung, weil ¢ eine jolde
war, und weil « nidt in U, aljo aud) «' nidht in U’ enthalten ijt.

Da ferner @ und jeded Element w verjdhieden von b ijt, jo mup
2*
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(wegen bder Wehnlichfeit. bon @) aud)y @ und jeded Clement o'
verjhieden von @ und folglih in 7' enthalten fein; mithin ift
PAD)3T; vmd o T endlidgdft, 1o ‘mup (T = T, aljp
M («, U) = T jein. Hieraus folgt aber (nach) 15)

M, o0 UYS=M (¢ T)
0. h. nad) dem Obigen S’ = S. Aljo ift aud) in diefem Falle
der erforderlicde Beweisd gefithrt.

6.

(V7el

Cinfad) unendlidhe Syfteme. NReihe der natiivlichen
Sahlen

71. Grfldivung. Gin Syjtem N heipt einfad) unendlid,
wenn e5 eine jolche dhnliche Abbildung ¢ von N in fidh) felbijt
gicbt, dap N ald Sette (44) eines Glementes evidyeint, weldes nicht
in @ (N) enthalten ijt. Wi nenmen dies Glement, das wiv im
olgenden durd) da3 Symbol 1 bejeihnen wollen, da3 Grunbd-
element von N und jagen jugleich), das einfac) unendliche Syjtem N
jei durd) diefe Abbilbung @ geordnet. Vehalten toiv die fritheren
bequemen Bejeichnungen fiiv die Bilder und Ketten bei (§. 4), jo
bejteht mithin dad Wefen eined einfac) unendligen Syftems N in
der Erifteny einer Abbildbung ¢ von N und eined Elemented 1, die
den folgenden Vedingungen o, B, y, 0 geniigen:

0. I AN

(i e

p. Dag Clement 1 ijt nidht in N’ enthalten.
0. Die Wbbildung ¢ ift dhnlid.

Offenbar folgt aud e, p, o, dap jedes einfad)” unendliche
Syjtem N wirklich) ein unendliches Syftem ift (64), weil es einem
echten Theile N’ jeiner felbft dhnlich ift.

72. ©ap. JIn jedem unendlichen Syjteme S ijt ein einfadh

@1hlid}e§ Syftem N ald Theil enthalten.
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Beweid. €3 giebt nad) 64 eine jolde dhnlice Abbilbung ¢
von S, dap @ (S) oder S’ ein echter Theil von S wird; ed giebt
aljo ein Glement 1 in S, welded nidht in S’ enthalten ift. Die
Kette N =— 1,, weldje diejer Abbildung ¢ ded Syjtems S in jid)
jelbjt entjpricht (44), ijt ein einfad) unendlidhes, durd) ¢ geordnetes
Syjtem; denn die davafterijtijen Vedingungen e, B, y, § in 71
find offenbar jdmmtlich erfiillt.

73. Grflirung. Wenn man bei der BVetradtung eines einfad)
unendlichen, durd) eine Abbildung @ geordneten Syftems N von
der befonderen Vejchaffenheit der Elemente ginglih) abiieht, lediglich
ihre Unterjcdheidbarteit fefthalt und nur die Beziehungen auffaft, in
die fie durd) die ovdnende Abbildung ¢ zu einander gejept find, jo
heigen Ddiefe Clemente natiivliche Jahlen oder Ordinalzahlen
oder aud) jhlechthin Jahlen, und dad Grundelement 1 Heifpt die
Grundzahl der Jahlenveihe N. JIn RNitdjiht auf diefe Ve-
freiung der Glemente von jedem anderen Jnbalt (Abjtraction) fann
man die Bahlen mit Redht eine freie Schopfung des menjdhlichen
Geiftes nennen. Die Begiehungen ober Gefese, welde gany allein
aus den Vedingungen a, B, y, 0 in 71 abgeleitet werden und des-
Dalb in allen geordneten einfad) unendlichen Syftemen immer Ddie-
felben find, wie aud) die den eingelnen Elementen jufdllig gegebenen
Namen lauten mogen (vergl. 134), bilden den nddjten Gegenftand
der Wiffenjdaft von den Jahlen oder der Arithmetit.
Aug den allgemeinen BVegriffen und Siben bes §. 4 iiber Ab-
bilbung eines Syftemd in fidh felbft entnehmen toir Funddjt un-
mittelbar die folgenden Grundijdse, wobei unter «, b... m, n...
ftets Glemente bon N, alfo Jahlen, unter A, B, C... Theile von
N,oanter ol b, ..o A, B, O, bdie entipredenben
Bilder verftanden werden, welde durd) die ordnende Abbildbung ¢
eryeugt und ftets iieder Glemente oder Theile von N*find; das
Bild »' einer Jahl » wird aud) die auf » folgende Jahl ge-
nannt.
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74, Sab.  Jede Jahl n ift nad) 45 in ihrer Kette n, ent-
Dalten, und nach 53 ift die Vedingung n3m, gleidwerthig mit
Ny 3 My

75. ©ap. Bufolge 57 ift m) = (o) = (W)o.

76. Sab. Jufolge 46 ift n,3n,.

77. Sap. Bujolge 58 ift n, = M (n, no).

78. Gap. €3 it N = M (1, N'), alfo ift jedbe bon bder
Grundzahl 1 verjdhiedene Jahl Element von N', d. h. Bild einer
Bapl.

Der Betveis folgt aus 77 und 71

79. ©Sab. N ift die eingige Jahlenfette, in welder die Grund-
3abl 1 enthalten ijt.

Beweid. Denn wenn 1 Element einer Jahlentette K ijt, jo
ift nad) 47 die jugehovige Kette N3 K, folglih N— K, tweil felbit-
perftandlid)y A3 N ift.

80. ©ap der volljtandigen JInduction (Sdlup von » auf »').
Wm zu beweifen, dap ein Sa fiir alle Jahlen » einer Kette m,
gilt, geniigt e3 ju jeigen,

o. daf er filt » = m gilt, und ;

6. dap aud der Giltigleit dbes Sakes filv eine JFahl »n der
RKette m, ftets feine Giiltigteit aud) fiir die folgende Jahl »' folgt.

Dies ergicht fich wmmittelbar aud dem allgemeineren Sabe
59 oder 60. m Dhaufigiten wird der Fall auftreten, wo m — 1,
aljo m, die volle Jahlenveihe N ijt.

§ T.
Grdopere und fleinere Jahlen.
81. @ag. Jede Bahl n ift verjchieden von der auf fie folgen=

den 3ahl .
Berveid durch vollftandige JInduction (80). Denn
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0. der Sap ift wahr fitr die Zahl » = 1, weil fie nicht
in N' enthalten ift (71), wdhrend die folgende Jahl 1’ als Bild
der in N enthaltenen Bafhl 1 Element von N’ ift.

6. Jft der Sap wahr fiiv eine Jahl n, und feht man Ddie
" folgende Jahl #' = p, jo ift » verjhieden vbon p, woraud nad
26 wegen der Wehnlichfeit (71) der ordnenden Abbildung ¢ folgt,
dafp »/, alfo p verjdhieden von p’ ift.  Mithin gilt der Sah aud
fiiv die auf n folgende Zahl p, w. 3 b. w.

82. Sap. Jn der Bildfette n; einer Jahl » ijt jwar (nad)
74, 75) deren Bild »', niht aber die Jahl »n felbft enthalten.

Beeis dure) vollftindige JInduction (80). Denn

0. der Saf ift wahr fiix » =1, weil 1, = N', und tveil
nad) 71 die Grundyahl 1 nicht in N’ enthalten ift.

6. Jjt der Sap wahr fitr eine Jahl », und jebt man wicder
n' = p, jo ift » nidht in p, enthalten, aljo verjdhicden von jeder
in p, enthaltenen Zahl ¢, woraus wegen der Aehnlihfeit von ¢
folgt, dafs »', aljo p verjchieden von jeder in p; enthaltenen Zahl ¢,
alfo nidht in p), enthalten ift. Mithin gilt der Sa aud) fiiv die
auf n folgende Jahl p, w. 3. b. w.

83. ©ap. Die Bildbette n; ift echter Theil dev Kette 1,

Der Beweis folgt aus 76, 74, 82.

84. Sah. WAud m, = n, folgt m = n.

Beweis. Da (nad) 74) m in m, enthalten, und

My ="My — M.(n, 1)
ift (77), jo miigte, wenn der Saf falidh, aljo m verjdjieden von »
wdre, m in dev Kette n;, enthalten, folglih nad) 74 audy m, 3 n;,
b. B. n,3m, fein; da died bemt Sabe 83 wiberfpricht, fo ift unjer
Sap beriefen. ;

85. Sap. Wenn die Jahl n nidht in der Jahlenfette K
enthalten ift, jo ift K 2’,",

Berweid durd) vollftandige JInduction (80). Denn

0. der Saf ift nadh) 78 wahr fiix » = 1.
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6. Jft der Sap wabhr fiix eine Jahl », jo gilt er aud) fiir
die folgende Jahl p — »'; denn wenn p in der Jahlenfette K
nidgt enthalten ift, jo fann nad) 40 aud) » nidht in K enthalten
fein, und folglih ift nad) unjerer Wnnahme K3 n,; da nun
(madh 77) n, = p, = M (p, p,), alio K3 M (p, p,), ud p
nidt in K enthalten ift, jo mufp K3 p;, jein, w. 3. b. w.

86. ©ah. Wenn die Jahl n nidht in der Jablenfette K
enthalten ift, wohl aber ihr Bild »’, jo it K = n,.

Beweis. Da » niht in K enthalten ift, jo ift (nad) 85)
K3n,, und da »'3 K, o ift nad) 47 aud) »;,3 K, folgli) K = ny,,
R e I 1 R

87. Gab. JIn jeder Jahlentette K giebt o5 eine und (nad) 84)
“nur eine Jabl k, deren Kette k, = K ift. -

Beweid.  Jjt die Grundzahl 1 in K enthalten, jo ift (nadhy 79)
K= N=1,. Jm entgegengefeiten Falle jei Z das Syjtem
alfer nicht in K enthaltenen Jahlen; da die Grundzahl 1 in Z
enthalten, aber Z nur ein edhter Theil der IJahlenveihe N ift,
fo fann (nad) 79) Z feine Kette, d. h. Z’ fann nicht Theil von
Z fein; e3 giebt daher in Z eine Zahl », deven Bild »' nidht
in Z, aljo gewip in K enthalten ift; da fermer. » in Z, alfo
nidht in K enthalten ift, fo it (nad) 86) K = ny, aljo &k = o/,
. 3 b. .

88. Sah. Sind m, n verjdiedene Jahlen, fo ift eine und
(nad) 83, 84) nur eine der Ketten m,, n, edhter Theil der anderen,
und jwar ift entweder n,3m,, oder m,3 ny.

Beweis. Jft » in m, enthalten, aljo nad) 74 audh n, 3 m,,
fo fann m nicht in der Rette n, enthalten fein (weil jonjt nad) 74
aud) m,3n,, alfo m, = n,, mithin nad) 84 aud) m = n wire),
und Dhievaud folgt nacdy 85, daB n,3my ift. Jm entgegengejeten
Jalle, wenn » nidt in dev Kette m, enthalten ift, mup (nady 85)
my3m, fein, w. 3. 0. w.
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89. Crtlarung. Die Jahl m Heifit fleiner ald die Jahl »,
und jugleich heipt » groper ald m, in Jeidhen
m<<n ud n>m,
mwenn die Vedingung
Ny 3 My
exfiillt ift, welche nach) 74 aud) durdy

n3m;,
ausgedriidt werden fann.

90. Sah. Sind m, n ivgend twelhe Sahlen, jo findet immer
einer und nur einer der folgenden Fille 2, w, v Statt:
Ao — 1w =", 0, b, =W,
e g m<<n, n>mDd b n3m,
Y. m>n n<<mbd b m3n,.

Peweis. Denn werm A Statt findet (84), fo fann teder w
nod) «v eintreten, weil nad) 83 niemald n,3n, ift. LWenn aber 1
nidt Statt findet, fo tritt nad) 88 einer und nur einer der Fille w,
v ein, w. 3. b. .

91. Gab. €3 ift n << n.

«  Beweid. Denn bdie Bedingung fitv den Fall v in 90 1wird
ued) m = »' erfiillt.

92. Grfldrung.  Um ausgudritden, daf m entweder = n
oder << n, aljo nidht > » it (90), bedient man fih ber Be-
yeidnung

m = n oder aud)y n = m,
und man fagt, m fei hochftensd gleidh n, und »n fei mindejtens
~gleid) m.
93. Saf. Jede der Bedingungen
m=nm<un, n3m,
ift gleihoerthig mit jeder der andeven.

Betveid. Denn twenn m = n, jo folgt aug 4, w in 90 immer
no3 M, Weil (nady 76) m,3m, ift.  Umgetehut, wenn 2,3 m,,
alfo nad) 74 auch n3m, ift, jo folgt aus m, — M/ (m, m;), daj
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entieder » — m, oder n3m,, 0. §. n > m ift. Mithin ijt die
Bedingung m = n gleidwerthig mit 2,3 m,. Auperdem folgt aud
22, 27, 75, daf; diefe BVedingung n,3 m, wicder gleihwerthig mit
ny3my,, b h. (nad) w in 90) mit m << »' ift, w. 3. b. w.
94. Sab. Jede der BVedingungen
m < n m <<n,m<<n
ijt gleidmwerthig mit jeder der anderen.

Der Beweis folgt unmittelbar aus 93, wenn man dort m
durd) m' erfept, und aud w in 90.

95. Gap. Wenn I << m und m << n, ober wenn I << m
und m << n, joift I <<nm Wenn aber I < m ud m < n,
il <

Beweis. Denn aud den (nad) 89, 93) entiprechenden Be-
dingungen m, 31, und n,3m, folgt (nady 7) n,31;, und dafjelbe
folgt aud) ausd den Bedingungen me,3 1, und n,3my, weil zufolge
der exfteren audy me, 37, ift. Cndlich folgt aud m,31, und 2,3 m,
audh) n,317%, w. 3. b. w.

96. Sab. Jn jedbem FTheile 7' von N giebt ed eine und nur
eine tleinfte Jabhl &, v. h. cine Jah! &, weldpe fleiner ijt al3 jede
andere in 7 enthaltene Sahl.  BVefteht 7' aud einer eingigen Jahl,
jo ift diefelbe aud) die tleinfte Jahl in 7.

Beweid. Da T, eine Kette ift (44), jo giebt ed nad) 87 eine
Bahl %, deten Kette k, = T, ift. Da bhieraud (nady 45, 77)
T3 M (k, k;) folgt, fo mup yunddit & felbft in 7' enthalten fein
(weil jonft 7'3%;, alfo nad) 47 audy 7,3k, d. . k3K, wire,
wad nad) 83 unmiglichy ift), und auBerdbem mup jede von & ver=
jhiedene Bahl des Syjtemsd 7' in K, enthalten, d. h. >k fein
(89), woraus jugleih nad) 90 folgt, dap €3 nur eine eingige tleinjte
Bafl in T giebt, w. 3. b. w.

97. Sap. Die fleinfte Jahl der Kette 2, ift », und bdie
Grundzahl 1 ift die fleinjte aller Jahlen.
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Beweid. Denn nad) 74, 93 ift die Bedingung m3n, gleidh)-
werthig mit m = n. Ober ¢& folgt unfer Saf aud) ummittelbar
aug dem Beweife ded vorhergehenden Saked, weil, wenn dajelbit
T = n, angenommen wird, offenbar £ = » twird (51).

98. Crflarung. Jft » irgend cine Jahl, jo rollen wiv mit
Z, & Cyftem aller Jahlen beyeichnen, weldhe nidht grofer
als n, alfo nidt in n, enthalten find. Die Vedingung

m3Z,
ift nady 92, 93 offenbar gleichoerthig mit jeder der folgenden Be-
dingungen:
m=mn m<<n, n3m.

99. Saf. 63 ift 132, und n3Z,

Der Betweid folgt aud 98, oder aud) aud 71 und 82.

100. Sab. Jede der nach 98 gleichwerthigen Bedingungen

M3y M= Ny M << B N3
ift aud) gleihwerthig mit der BVedingung
23

Beteid, Denn wenn m3 Z,, alfo m < n, und wenn 13 Z,,
alfo I < m, fo ift nad)y 95 aud) I = m, d. . 13 Z,; wenn aljo
m3 Z,, jo ift jedes Clement 7 ded Syftems Z,, aud) Element von
Zn, . Y. Zy327Z,. Umgetehrt, wenn Z,3Z,, jo mup nady 7
aud) m3 Z, jein, weil (nac) 99) m3 Z,, ift, w. 3. b. w.

101. Saf. Die Vedingungen fiiv die Fille 4, w, v in 90
laffen fich aud) in folgender 2Weije darftellen.:

Aeim— =2 — 7,
o -m<<n w=>m Lyl
ViR e, D

Der Beweid folgt unmittelbar aud 90, wenn man bedentt, daf
nad) 100 die Bedingungen n,3m, und Z,3 Z, gleidhwerthig find.

102. Gap. 63 ift Z, = 1.

Beweid, Denn die Grundyah( 1 ift nad) 99 in Z, enthalten,

A v ) T
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http://rciffefg.pl = =

M 1ETS

e AL 4

aRoRivgy



28

und jede von 1 verjdhiedene Jahl ijt nac) 78 in 1;, aljo nad) 98
nidt in Z, enthalten, w. 3 b. 1.

103. Sap. Jufolge 98 ift N = M (Z., 1)

104. ©ap. 63 it n = G (Z,, n,), d. h. n ijt bas cinzige
gemeinjame Glement der Syfteme Z, und #n,.

Beweid. Aus 99 und 74 folgt, dap » in Z, und n, ent-
Dalten ift; aber jeded von n verjdiedene Element der Kette n, ijt
nad) 77 in m,, alfo nady 98 nidht in Z, enthalten, w. 3. b. 1.

105. ©af. Jufolge 91, 98 ift die Jahl »' niht in Z,

enthalten.
106. Saf. Jjt m << n, fo ift Z, edter Theil von Z,, und
umgefehrt.

Beweid. Wenn m << n, fo ift (nad) 100) Z,,3 Z,, und da
die nad) 99 in Z, enthaltene 3ahl » nad) 98 niht in Z, ent-
Dalten fein fann, weil » > m ift, jo ijt Z, edter Theil von Z,.
Umgetehrt, wenn Z,, ecdhter Theil von Z,, jo ift (nach) 100) m < n,
und da m nidht = » fein fann, weil jonft aud) Z,, = Z, wire,
fo mufp m << » fein, . 3 b. 1.

107. Sab. Z, ift edhter Theil von Z,.

Der BVeweid folgt aus 106, weil (nad) 91) n << »' ift.

108. ©ap. Zw = M (Z,, n).

Beweis. Denn jede in Z, enthaltene Jah! ift (nach 98) < #/,
aljo entweder = ', oder << »’ und folgli) nad) 98 Element von
Z,; mithin ift gewip Z,3 M (Z,, #'). Da umgefehrt (nad) 107)
Zn3 Zy und (nad) 99) #'3 Z, ift, jo folgt (nad) 10)

M (Z,, )32y,
woraud fidh) unfer Sap nad) 5 exgiebt.

109. Sap. Das Bild Z, des Syftems Z, ift edpter Theil
bes Syftems Z,.

Beweid. Denn jede in 2, enthaltene Jahl ift bas Bild w/
einet in Z, enthaltenen 3ahl m, und da m << n, aljo (nad) 94)
m' < n', fo folgt (nad) 98) Z,3Zy,. Da ferner die Fahl 1
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nad)y 99 in Z,, aber nadh) 71 nicdht in dem Bilbe Z;, enthalten
fein fanm, jo ift Z,, edter Theil von Z,, w. 3. b. w.

£10. S, Lo = ML 2.)

Beweis. Jede von 1 verjdhiedene Jahl deds Syftems Z, it
nad) 78 das Bild m’ einer Jahl m, und Ddieje mup < n, aljo
nad) 98 in Z, enthalten fein (weil jonjt m > n, aljo nad) 94
audhy m' > »/, mithin »’ nad) 98 niht in Z, enthalten wire);
aus m3 Z, folgt aber m'3 Z,,, und folglid) ijt gewip

Z.3 M1, Z).
Da  umgefehrt (mad) 99) 13Z, und (mad) 109) Z.3Z., jo
folgt (nac) 10) A (1, Z;)3 Z,» und hievaus evgiebt fich unjer Sap
nad) 5.

111, Grtlarung.  Wenn e3 in einem Syjtem E von Jabhlen
ein Clement ¢ giebt, weldhes groper al3 jedbe andeve in J enthaltene
Babl ift, jo beipt g die gropte Jahl ded Syjtems E, und offen=
bar fann e3 nadh) 90 nur eine folde gropte Sahl in E geben.
Bejteht ein Syjtem aud einer eingigen Jahl, jo ijt dieje jelbft die
gropte Zahl des Syjtems.

112. Sab. Jufolge 98 ift » die gropte Jahl des Syjtems Z,.

113. Sa. Giebt e3 in E eine gropte 3ahl g, jo ift E3 Z,.

Beweis. Denn jede in E enthaltene Jahl ift << g, mithin
nad) 98 in Z, enthalten, w. 3 b. w. :

114. Sab. Jjt £ Theil eines Syftems Z,, oder giebt o3,
was dafjelbe jagt, eine Jahl = von der rt, dap alle in E ent-
Daltenen Jahlen << » find, jo befit E eine gropte Jahl ¢.

Beweiz. Das Syftem aller Jahlen p, weldhe der BVedingung
E3Z, geniigen — und nad) unjerer Annahme giebt 3 jolde —,
ijt eine Kette (37), weil nad) 107, 7 aud) £3 7, folgt, und ijt
daber (nach 87) = g,, wo ¢ die fleinfte diefer Jahlen bedeutet
(96, 97). €8 ijt daher audy E3Z,, folglih (98) it jede"in E
enthaltene Jahl < g, und wir haben nur nod) ju zeigen, dap Ddie
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Bahl g jelbft in E enthalten ift. Died leuchtet unmittelbar ein,
wenn g = 1 ift, weil dann (nad) 102) Z, und folglich auch E
aus bder eingigen Jahl 1 Dbefteht. Jjt aber g von 1 berjdieden
und folglid) nad) 78 das Bild /' einer Jahl £, jo ijt (nad) 108)
E3 M (Z;, g); wire nun g nidt in F enthalten, jo mitgte E3 Z,
fein, und ed gdbe daher unter den Bahlen p eine Jahl f, weldhe
(nadh 91) << ¢ ijt, wad dem Obigen widerjpricht; mithin ift ¢ in
E enthalten, w. 3. b. 1.

115. Gufldrung. Jft 7 << m und m << n, jo jagen iir, die
Bahl m liege ywifdyen I und » (aud) jwijdhen » und 7).

116. ©ap. €5 giebt teine Jahl, die wijhen n und »'
liegt.

Beweid, Denn jobald m << #/, aljp (nad) 93) m << n ijt,
fo fann nad) 90 nidht » << m jein, w. 3. b. w.

117. Sap. Jft ¢ eine Zahl in 7, aber niht die fleinjte (96),
fo giebt €3 in 7 eine und nur eine ndadyft tleineve Jahl s, d. h.
eine Bahl s von ber Wrt, dap s << t, und dap e3 in 7 feine
ywijden s und ¢ liegende Jahl giebt. Ebenjo giebt e3, wenn nidht
etiva ¢ die grifte 3ahl in 7' ijt (111), in 7" tmmer eine und nur
eine niadft gropere Jahl w, d. h. eine Jahl » von der Art, dap
t<<w, und dap ed in 7 feine zwijhen ¢ und w liegende Jah!
giebt. Bugleidy ift ¢ in 7' nadhit gudper al3 s und nddyft fleiner
ald u.

Beweis. Wenn ¢ nicht die fleinfte Jahl in 7' ift, jo fei E
pag Syjtem aller devjenigen Jahlen von 7, welhe << ¢ find; dann
ift (nach 98) E3 7, und folglich (114) giebt e5 in K eine grdpte
Baphl s, welde offenbar die im Sape angegebenen Eigenjchaften
bejigt, und aud) die eingige joldhe Fabhl ift. Wenn ferner £ nicht
die gropte Jahl in 7' ijt, jo giebt e& nad) 96 unter allen den
Bahlen von 7, weldhe > ¢ jind, gewip eine fleinfte o, welde, und
swar allein, die im Sage angegebenen Eigenjdaften befibt.  Ebenfo
feuchtet bie Richtigleit der Schlupbemerfung ded Sabes ein.
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118, ©ap. JIn N ijt die Jahl »' nddit groper ald », und
n nddft fleiner als »'.
Der Beweis folgt aus 116, 117.

§. 8.
Cudliche und unendliche Theile der Jahlenveibe.

119. SGap. Jeded Syjtem Z, in 98 ift endlid).

Beweid durd) vollftindige Jnduction (80). Denn

0. der Sab ift wabhr fiix » — 1 zufolge 65, 102.

6. Jft Z, endlidh, jo folgt aus 108 und 70, dap aud) Z,.
endlid) ift, . 3. b. w.

120. Sap. Sind m, n verjdiedene Jahlen, fo find Z,, Z,
undbhnlicge Syjteme.

Beweid.  Der Symmetrie wegen diicfen wir nad) 90 an-
nehmen, e3 fei m << n; dann ift Z, nad) 106 edhter Theil von
Zy, und da Z, nad) 119 endlich ift, jo fonnen (nach) 64) Z, und
Zy nicht dhnlich fein, . 3 b. w.

121. Gaf. Jeder Theil F der Jahlenveihe N, tweldher eine
gropte Sabl befibt (111), ift endlid.

Der Beweid folgt aus 113, 119, 68.

122. ©af.  Jeder FTheil U der Jahlenveihe N, teldher feine
gropte Zabl befibt, ift einfac) unendlich (71).

Beweis. It w irgend eine Jahl in U, jo giebt e5 nacdh 117
in U eine und nur eine nddjt gropere Jahl ald w, die wiv mit
¥ (w) beeihnen und a3 Bild von » anjehen wollen. Die Pier-
durd) vollftindig beftimmte Abbildung ¥ bes Syjtems U fat offen-
bav die Cigenjdafit

o T3,
b 5. U witd durd) ¢ in fid) jelbjt abgebildet. Sind. fernev w, v
verjchiedene Jahlen in U, jo ditcfen wir der Symmetrie wegen nad
90 annehmen, e5 fei u << v; dann folgt nad) 117 aud der Defini-
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tion von ¥, dag Y (u) < v und v << ¥ (v), aljo (nad) 95)

P (u) << ¢ (v) ift; mithin {ind nad) 90 die Bilder ¥ (w), ¥ (v)
verjdhieden, d. b.
0. die Abbilbung v ift dhnlich.
Beveutet ferner u, die fleinfte Jahl (96) des Syjtems U, o ift
jede in U enthaltene Jahl u = u;, und da allgemein u << ¢ (u),
jo it (nadh 95) w, << ¥ (w), aljo ift w, nad) 90 verjdhieden von
P (u), d. b
p. dag Glement «, von U ift nidht in ¢ (U) enthalten.
Mithin it ¢ (U) ein edter Theil von U, und folglih) ift U nad
64 ein unendliches Syftem.  BVeyeidnen tir nun in Ueberein=
ftimmung mit 44, wenn ¥ ivgend ein Theil von U ijt, mit v, (V)
die der Abbildbung v entjpredjende $Kette von ¥, fo iwollen twir
endlich noc) geigen, dap
B. U=, (u)
ift. Jn der That, da jede jolche Kette v, (V) sufolge ihrev Defini-
tion (44) ein Theil de3 durd) ¥ in fidh felbjt abgebildeten Syftems
U ijt, fo ijt jelbjtverjtandlih) ¥, (u,) 3 U; umgefehrt leuchtet aus
45 junddft ein, dap das in U enthaltene Clement w, gewip in
¥, (uy) enthalten ift; nehmen wiv aber an, e3 gebe Elemente von
U, die nidht in ¢, (u,) enthalten jind, fo mup es unter ihnen
nach 96 eine fleinjte Jahl 2w geben, und da diefelbe nach dem eben
Gejagten verjdhieden von der fleinften Jahl u, ded Syjtems U ift,
fo mup e8 nad) 117 in U aud) eine Sahl v geben, welde ndchit
fleiner ald w ift, worvaus jugleidh) folgt, dap w = ¥ (v) ift; da
nmm v << w, jo mup v zufolge der Definition von w gewip in
¥, (u,) enthalten jein; bievaus folgt aber nad) 55, dap aud) ¥ (v),
alfo w in ¥, (w,) enthalten fein mup, und da died im Wiberjprudy
mit der Definition von w fteht, jo ift unjeve obige Unnabhme un-
juldfjig; mithin ift U3¢, (wy) und folglih au) U = v, (),
wie behauptet wav. Wusd «, B, y, 0 geht nun nad) 71 hervor, daf
U ein durd) ¢ geordnetes einfach) unendliches Syjtem ift, . 3. b. w.
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123. Sa. JBufolge 121, 122 ift ivgend ein Theil 7' der
Sahlenveihe N endlich) oder einfach) unendlih, je naddem 3 in 7'
eine gropte Jahl giebt oder nicht giebt.

§. 9.

Definition einer Abbildung der Jahlenveihe durd
Jnduction

124. Wir begeichnen aud) im Folgenden mit tleinen lateinijdyen
Budhitaben Jahlen und behalten iberhaupt alle BVezeihnungen der
bothergehenden §8§. 6 big 8 bei, wihrend £ ein beliebiges Syjtem
bedeutet, defjen Clemente nicht nothwendig in N enthalten ju fein
brauden.

125. Saf. Jit eine beliebige (dhnliche oder undhnlice) Ab-
bilbung 6 eines Syjtems L in fich) felbjt, und auperdem ein be-
ftimmtes Element @ in & gegeben, jo entjpricht jeder Jahl » eine
und nur eine Abbildung +, ded zugehdrigen, in 98 ertldrten Jahlen=
ipftems Z,,, weldje den Bedingungen *)

L ¢,(Z,)382

I =0

IL ¢, (t') = 0, (t), wenn ¢ << n, geniigt, wo das Jeiden
0 ¥, die in 25 angegebene Vedeutung hat.

Beweis durd) vollftindige JInduction (80). Denn

o. ber Saf it wahr filr » = 1. Jn Ddiefem Falle bejteht
namlih nad) 102 dag Syjtem Z, aud der eingigen Jahl 1, und
die Abbildung v, ijt daher jhon durch II volljtindig und jo definirt,
dap I exfitllt ijt, wahrend IIT ginglicdh) rwegfallt.

6. Jit der Sap walhr fitv eine Jahl », o jeigen wir, daf er
aud) fiir die folgende Jahl p = »' gilt, und jwar beginnen tviv

*) Der Deutlichfeit wegen habe i) Hier und im jolgenden Safe 126 die
Bedingung I bejonderd angefiihrt, obwohl jie eigentlich jchon eine Folge von
II und IIT ijt.

o
b3
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mit bem Nadyweife, daB e3 nur eine eingige entjprecheride Abbildung
P, bed Syftem3 Z, geben fann. JIn der That, geniigt eine Ab-
bilbung v, den Bebingungen
I. %, (%)39

HEds (1— o ,

IIr. 4, (m) = 0 ¥, (m), wenn m << p, fo ijt in ifhe
nad) 21, weil 7,37, ijt (107), aud) eine Abbildung von Z, ent-
Dalten, welde offenbar bdenjelben BVedingungen I, II, III geniigt
wie ¥,, und folglich mit v, gdnglidh) itbeveinjtimmt; fiir alle in
Z, enthaltenen, aljo (98) fiir alle Jahlen m, die < p, d. h. < n
{find, mup daher

Py (M) = Uy, (M) (m)
fein, tooraus ald bejondever Fall aud
¥p (n) = ¥ (n) (n)

folgt; da ferner p nad) 105, 108 bdie eingige nicht in Z, enthaltene
Bahl ded Syftems Z, ift, und da nad) III" und (n) aud

¥y () = 090 (n) »
jein mup, jo ergiebt {ih) die Richtigleit unjever obigen Vehauptung,
dap €8 nuv eine eingige, den Vedingungen 1’, 1I’, III’ geniigende
Abbildung v, ded Syjtems Z, geben fanm, weil ¥, durd) die eben
abgeleiteten Vedingungen (m) und (p) vollftindig auf ¥, juriid=
gefilhrt ift. 2Wir Haben nmun ju zeigen, dap umgefehrt dieje durd)
(m) und (p) vollftindig beftimmte Abbilbung ¥, ded Syftems Z,
wirtlich den Bedingungen I’, I, 111’ geniigt. Offenbar ergiebt fich 1’
aud (m) und (p) mit Ridjicht auf I und davauf, dap 0 (L)3 KL
ift. Ebenjo folgt II' aud (m) und II, weil die Jahl 1 nad) 99
in Z, enthalten ift. Die Ridtigleit von III’ folgt junddijt fiic
diejenigen Jahlen m, welde << n {ind, aud (m) und III, und fiic
die eingige nod) iibrige Jahl m = n ergiebt fie fih aud (p) und (n).
Hicrmit ift vollftindig dargethan, dap aus der Giiltigleit unjeres
Sabes fiir die Jahl » immer aud) feine Giiltigleit fiiv die folgenbde
3ahl p folgt, w. 3 b. 1.
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126. Sap der Dejinition durd) JInduction. Jjt eine beliebige
(dhnliche oder undhnlihe) Abbildung O eined Syjtems L in fidh
felbft, und auperdem ein beftimmied Clement @ in &L gegeben, jo
giebt e eine und nur eine Abbildung ¢ der Jahlenveihe N, weldhe
den Bedingungen

I »(N)3&L

1 ¥ e

III. ¥ (#') = 09 (n) geniigt, wo n jede Bahl bedeutet.

Beweis. Da, wenn e3 wirkli) eine jolde Abbilbung ¢ giebt,
in ihr nad) 21 aud) eine Abbildung ¥,, ded Syjtemsd Z, enthalten
ift, welde den in 125 angegebenen BVedingungen I, II, III geniigt,

" fo mup, weil e3 ftet3 eine und nur eine joldhe Abbilbung v, giebt,

nothwendig

¥ (1) = v (n) (n)
fein. Da Hievdurd) ¢ volljtandig beftimmt ift, jo folgt, dap e aud
nur eine eingige joldhe Abbildbung ¥ geben fann (vergl. den Shlup
von 130). Dap umgefehet die durd) () beftimmte Abbilbung v
aud) unjeven Bedingungen I, II, III geniigt, folgt mit Leichtig-
feit aus (n) unter Beritdfichtigung der in 125 bewiefenen Eigen=
jhaften I, IT und (p), w. 3 b. w.

127. Saf. Unter den im bvorbergehenden Sabe gemadhten
Borausjepungen it

Y (T') = 6v (T),
wo 7' irgend einen Theil dev Jahlenveihe N bedeutet.

Beweis. Denn wenn ¢ jede Jahl bed Syjtemd 1’ bedeutet,
fo Defteht v (77) aug allen Glementen ¢ (¢'), und 0 ¢ (1) aus
allen Glementen O (£); Hieraus folgt unjer €af, weil (nad) III
in 126) ¥ (t') = 6 v (t) ift.

128. Saf. BVehalt man diefelben BVorausdjebungen bei und
bezeichnet man mit 6, die Ketten (44), welde der Abbildung O des
Syjtems £ in {id) felbjt entjprechen, jo it

P (V) — 0, )
3*
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Beweid.  Wir jeigen zundd)jt durd) volljtdndige JInduction

(80), dap

Y (N)36, (w),
D. h. dafp jedes Bild ¥ (n) aud) Element von 0, (o) ift. JIn
der That,

o. diefer Sap ijt wahr fiix » =1, weil (nad) 126. II)
¥ (1) = @, und weil (nad) 45) 030, (o) ijt.

6. Jjt der Sap wabhr fitr eine Jahl », ift aljo ¥ ()36, (@),
fo ift nady 55 aud) 6 (¢ (n))30, (@), d. h. (nadhy 126. III)
¥ (#)36, (o), aljo gilt der Sap aud) fiiv die folgende Jahl 2,
. 3 b. .

Um ferner su beweijen, dap jeded Clement v der Kette 6, (@)
in ¥ (N) enthalten, dafp alfo

0, (0)3 9 (N)
ijt, wenden wiv ebenfalls die volljtindige JInduction, ndmlich bden
auf & und die Abbidung  iibertragenen Saf 59 an. Jn der That,

0. da3 Glement @ ift = ¥ (1), aljo in ¥ (N) enthalten.

6. Jft v ein gemeinjames Glement der Kette 6, () und ded
Syjtems ¢ (N), jo ift v = ¥ (n), wo n eine Jahl bedeutet, und
ieraus folgt (nach 126. III) 6 (v) = O ¢ (n) — ¥ (v'), mithin
ift audy 6 (v) in ¥ (N) enthalten, w. 3. b. w.

Aud den bewiefenen Sigen ¥ (N)36, (@) und 6, (@)3 ¢ (N)
folgt (nach) 5) ¥ (N) = 6, (®), . 3. b. w.

129. Sap. Unter denjelben Voraudjebungen ift allgemein

¥ (1) = 0, (& ().

Beweis durd) vollftindige Jnduction 80. Denn

0. Der Sap gilt jujolge 128 fitt » = 1, weil 1, = N und
P — o it

6. Jjt ber Sap wabr fitr eine Jahl n, jo folgt

0 (¥ (1)) = 0 (0, (¥ (n));
da mun nad) 127, 75
0 (¢ (o)) = ¥ (no),
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und nad) 57, 126. 111

6 (6, (¥ (n)) = 0, (6 (¥ (n))) = 6, (¥ (n))
ift, jo evgiebt fich
P (ng) = 0, (¥ (n')),

0. §. der Sap gilt aud) fitx die auf » folgende JFahl »’, w. 3. b. w.

130. Bemerfung. Bevor wir yu den widtigiten Antvendungen
ve3 in 126 bemwiefenen Saked der Definition durd) JInduction iiber-
gehen (§.§. 10 bi3 14), verlohnt ed fih der Miihe, auf einen
Umftand aufmertjam ju machen, durd) weldpen {ic) derjelbe von dem
in 80, oder bielmehr jdhon in 59, 60 bewiejenen Sape der Demon-
ftration durd) JInduction wefentlic) unterjcheidet, fo nabhe aud) die
Bermandtjchaft swijden jenem und diefem zu jein jdeint. Wihrend
ndmlid) der Saf 59 gany allgemein fiiv jede Kette A, gilt, wo A
irgend ein Theil eined durd) eine beliebige Abbilbung ¢ in {id
felbft abgebilveten Spjtems S ift (§ 4), o verhilt 3 fih gany
anderd mit dem Sape 126, welder nur die Eyifteny einer wider-
fhruchdfreien (oder eindeutigen) Abbildung ¢ des einfad) unendlichen
Syftems 1, behauptet. Wollte man in dem lebteven Sabe (unter
Beibehaltung der Vorausjepungen itber L und ) an Stelle bder
Babhlenveihe 1, eine beliebige Kette A, ausd einem foldhen Syjtem S
fegen, und etwa eine Abbilbung ¥ von A, in L auf dhnlicde
Weife wie in 126. II, IIT dadurd) definiven, daf

0. jedem Clement @ von A ein beftimmtes aud £ gewdbhltes
Clement ¥ (@) entjprechen, und

6. bap fitr jeded in A, enthaltene Glement » und defjen Bild
n' = @ (n) die Bedingung ¥ (n') = Gy (n) gelten joll,
fo wiitde jehr Haufig der Fall eintveten, dap ed cine jolde Ab=
bilbung ¥ gav nidyt giebt, weil dieje BVedingungen o, 6 felbjt damn
nod) in Widerjprud) mit einander gerathen fonnen, wenn man aud
die in o enthaltene Wahlfreiheit von vornherein der Bedingung 6
gemdp bejchriantt. CEin Veijpiel witd geniigen, um i) Hievvon u
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iibergeugen. Jft dad aud den verjchiedenen Elementen « und b
beftehende Syftem S durd) ¢ fo in fid) felbjt abgebildbet, daf
@ = b, ¥ = a wird, jo ift offenbar @, = b, = S; €8 jei ferner
da3 aud bden peridjiedenen Clementen «, B und p bejtehende
Syjtem L durd) 6 o in {idh jelbit abgebildet, daf 6 («) =— B,
0 (B) = 7, 0(y) = o wird; verlangt man nun eine folde Ab-
bildbung ¥ von a, in &, dap ¥ (¢) = «, und auperdem fitr jeded
in a, enthaltene Element » immer ¢ (n') = O (n) wird, jo ftoft
man auf einen Wideripruch; denn fitt » — a ergiebt fid) ¢ (b)
— 0 («) =, und hievaud folgt fitr n==, dap ¥ (a) =0 (B)=7y
fein miifte, wihrend dod) ¥ (@) = e war.

Giebt e3 aber eine ALbildung 3 von A4, in L, weldhe den
obigen Bedingungen o, 6 ofhne Widerjpruch geniigt, jo folgt ausd
60 leiht, daf fie vollftandig beftimmt ijt; denn wenn die Abbildung
x Ddenjelben Bedingungen geniigt, fo ift allgemein g (n) = ¥ (n),
eil bdiefer Sap jufolge o fitr alle in A enthaltenen Elemente
n = a gilt, und teil ev, wenn er fiir ein Element % von A, gilt,
jufolge 6 aud) fiiv defjen Bild »' gelten muf. ;

131.  Um Ddie Tragweite unjeres Sahed 126 ind Liht zu
feben, wollen wiv Hier eine Vetradtung einfiigen, die aud) fii
andere Unterjudungen, 3. B. fiir die fogenannte Gruppentheorie
niiglich ift. e R T

= Wir betradjten ein Syjtem &2, bdeflen Elemente eine gemwiffe
Berbindung geftatten, in der Wrt, dap aud einem Clemente v durd
Einwirtung eined Elemented @ immer wieder ein beftimmtes Element
deflelben Spjtems L2 entjpringt, weldes mit @.v oder wv be-
jeidhnet werden mag und im Allgemeinen von v @ ju unterjdheiden
ift. Man fann dies aud) fo oauffafjen, dap jedem beftimmten
Glemente @ eine beftimmte, etwa durd) @ zu bejeichnende Abbildung
bes Syjtemd £ in fid) felbft entjpricht, injofern jedes Element »
dad beffimmte Bild & (v) — wv liefert. Wendet man auf diefed
Syftem £ und deffen Element @ den Sap 126 an, indem man
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jugleih) bdie dort mit 6 beseidhnete AbLIDUNG durd) @ erfest, fo
entipricht jeder Zahl n ein beftimmtes, in & enthaltened Element
P (n), dad jept durd) dad Shmbol o beeihnet mwerden mag und
bigweilen die nte Poteny von o genannt wird; diefer BVegriff ift
polljtandig erfldvt durd) die ihm auferlegten Bedingungen

Il ot = @

IIl. o = o o®,
und feine Crifteny ift durd) den Beweid de3 Saked 126 gefichert.

Jft die obige Verbindung der Elemente auperdem jo bejdaffen,
dap fiiv belicbige Elemente w, v, @ ftetd @ (vu) = (0 v) w i,
fo gelten aud) die Siibe

ot —="0%a. . oot =0 "
deren Beweife leiht durd) volljtindige JInduction (80) 3u fithren
find und dem Lejer itberlajjen bleiben mogen.

Die vorjtehende allgemeine BVetvadhtung [apt fid) unmittelbar
auf folgended Beijpiel anwenden. Jft S ein Syjtem von belicbigen
Glementen, und & dad jugehovige Syjtem, Ddeffen Elemente bdie
fdmmtlichen Abbildungen » von S in {icdh) feldbft {ind (36), jo lafjen
diefe Glemente fih nach) 25 immer jujammenjepen, weil v (S)3 S
ift, und die aud fjoldjen Abbildungen » und @ jujammengejepte
Abbildung @ ift jelbjt wieder Element von 2. Damn {ind aud)
alfe Glemente o Abbildungen von S in ficd) felbjt, und man jagt,
fie entftehen durc) LWiederholung der Abbilbbung w. Wir wollen
nun einen einfacgen Jujammenhang hervorheben, der jwijcdhen diejem
Begriffe und dem in 44 erflirvten Begriffe der Kette w, (A) befteht,
o A mwieder irgend einen Theil von S bedeutet.  Bejeichnet man
der Kiirze halber dad durd) die Abbildung w” erzeugte Bild w” (A4)
mit A4,, jo folgt aus IIT und 25, dap w (4,) = A, ift. Hier-
aud ergiebt fich leiht durch volljtindige JInduction (80), dap alle
dieje Syjteme A, Theile der Kette o, (A) find; denn

. diefe Vehauptung gilt yufolge HO fiix » = 1, und
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6. wenn fie fitv eine Jahl » gilt, jo folgt aud 55 und aud
Ay — o (4,), dap jie aud) fitr die folgende Sahl »' gilt, w. 3. b. .
Da ferner nad) 45 aud) 43w, (4) ift, jo ergiebt fih ausd 10, daf
aud) dag aud A und aud allen Bilbern A, zujammengefepte
Syjtem K Iheil von @, (4) ift. Umgetehrt, da (nad) 23) @ (K)
aud o (A4) = A, und aug allen Syjtemen o (4,) = 4,,, aljo
(nach 78) aug allen Syjtemen A, jujammengejest ift, welde nad
9 Theile von K find, jo ift (nad) 10) o (K)3 K, d. §. K it
eine Kette (37), und da (nach 9) A3 K ift, jo folgt nady 47, dap
aud) @, (4)3 K ift. Mithin it o, (4) = K, d. h. ¢& Dbejteht
folgender Sab: Jjt @ eine Abbildung eined Syjtemsd S in fid)
jelbjt, und A 1irgend ein FTheil von S, jo ift die der bbildung @
entjprechende Kette von A jujammengejebt aus 4 und allen durd
Wiederholung von o entjtehenden Bildern o (4). Wir empfehlen
dem Lejer, mit diefer Auffafjung einer Kette ju den friiheren Sigen
57, b8 juriidyutehren.

g 10.
Die Glajje der einfad) unendliden Syfteme.

132. Saf. AUlle einfach) unendlichen Syjteme find der Jahlen=
reihe N und folglich (nach 33) aud) einander dhnlid.

Beweid. €G3 fei dad einfad) unendlihe Syjtem L durd)
die Abbildung 6 geordnet (71), und 3 fei @ bdad hievbei auf-
tretende Grunbelement von £2; beeidhnen wir mit 6, oieder die
der Abbilbung O entjprechenden Ketten (44), jo gilt nad 71
olgendes :

a. 0(R)3L.

B Q= 0K

y. o ift niht in 6 (&) enthalten.

0. Die Abbildung O ift eine dhnliche.
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Bedeutet nun p die in 126 definivte Abbildung der Bahlenreihe N,
fo folgt aud B und 128 jundchjt
v(N) = &,

und wicr haben daher nad) 32 nur nod) ju zeigen, daf ¥ eine
dhnliche Abbilbung ift, d. . (26) dap veridiedenen Jahlen m, n
aud) verjdyiedene Bilber ¥ (m), ¥ (n) entjprechen. Der Symmetrie
wegen diirfen wir nad) 90 annehmen, 3 fei m > n, aljo m3n,,
und der ju beweifende Sap fommt darauf hinaus, dap ¥ (n) nidht
in P(ny), aljo (nad) 127) nidht in Oy (n,) enthalten iff. Died
beweifen wir fitv jede Jahl » durd) vollftindige Jnbduction (80).
Jn der FThat,

0. diefer Sab gilt nad) p fiivr v = 1, weil ¥ (1) = o, und
¥(L) = $(N) = L it

6. Jft der Sah wahr fiiv eine Fahl =, jo gilt er aud) fiix
die folgende Jabl »'; derm wire ¥(n'), d. h. ¢ (n) in Ov(n,)
enthalten, fo miigte (nadh) 0 und 27) audy ¥ (n) in ¥ (n;) ent-
alten fein, wihrend unjere Annahme gerade das Gegentheil bejagt,
w. 3 b. w.

133. Saf. Jedes Syftem, weldyed einem einfad) unendlichen
Syjtem und folgli) (nad) 132, 33) aud) der Jahlenveihe N dhnlich
ift, ijt einfach unendlid).

Beweid. Jft 2 ein der Bahlenreihe N dhnliches Syftem, jo
giebt e3 nad) 32 eine jolde dfhnliche Abbildbung ¥ von N, dap

L y(N)=2
itd; dann jefen wir

1L Zabid) ==t éo:
Bezeidhnet man nad) 26 mit P die umgefehrte, ebenfalls dhnlicde
Abbildbung von £, jo entjpridt jedem Elemente » von L eine
beftimmte Jahl P (v) = n, namlid) diejenige, deren Bild ¢ (n)=v
ift. Da nun diefer 3ahl » eine beftimmte folgende Jahl ¢ (n) =/,
und Ddiejer toieder ein beftimmtes Clement ¥ (n') in £ entjpricht,
fo gefort 3u jedem Clemente v be3 Syftems L2 aud) ein beftimmtes
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Glement ¥ (n') deffelben Syjtema, dbas wir als Bild von » mit
0 (v) beeichnen wollen.  Hievdurd) ift eine Abbildbung 6 von £ in
fich felbft vollftandig beftimmt *), und -um unferen Sab ju beeifen,
wollen toiv jeigen, dafy L durd) A als einfacd) unendliches Syftem
geordnet ift (71), d. §. daf die in dem Vemweife von 132 angege-
benen BVedingungen «, B, p, o jimmtlich erfitllt find. Junddhit
leuchtet oo aud der Definition von 6 unmittelbar ein. Da ferner jeder
3ahl n ein Clement v — ¥ (n) entjprichyt, fitr weldes O (v) = ¢ (v')
wird, o ift allgemein
HI. ¢®) = 0¢(@®),

und hieraus in Verbindung mit I, II, e evgiebt fih, dap die Ab-
bilbungen 6, ¥ alle Vedingungen des Sapes 126 exfiillen; mithin
folgt B aus 128 und I. Nach) 127 und I ift ferner

C(N) = 0w (N) = 0(8),
und Hievaud in Verbindbung mit IT und bder Wehnlichfeit der Ab-
bilbung ¥ folgt p, weil jonjt ¢ (1) in ¥ (N'), aljo (nad) 27) die
Bahl 1 in N’ enthalten fein miigte, was (nad) 71. ) nidht der
dall ift. Wenn endlid) w, v Clemente von &L, und m, » die ent-
fprechenden Jahlen bedeuten, deren Bilder ¢ (m) — w, ¥(n) = v
find, jo folgt aud der Annahme O(w) = O(v) nad) dem Obigen,
bafp ¥ (m') = ¥ (n'), hieraud wegen der Wehnlichfeit von ¢, ¢,
bag m' = '/, m = n, aljo aud) w = v ift; mithin gilt andh 9,
w. 3 b. w.

134. DBemerfung. Bufolge der beiden borhergehenden Siie
132, 133 bilden alle einfac) unendlihen Syjteme eine Clafje im
Sinne von 34. Jugleid) leuchtet mit Riidficht auf 71, 73 ein, daf
jeder ©af iiber die Fahlen, d. h. itber die Glemente n ded durd
die Abbildung ¢ geordneten einfad) unendlihen Syjtems N, und
ywar jeder folde Saf, in weldem von der bejonderen BVejdaffen-
heit der Clemente n ginglid) abgefehen wirtd und nur don jolden

*) Offenbar ijt 6 die nad) 25 ausd 3, @, Y jujammengejete Ubbildung
Vo
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Begriffen die Rede ift, die aud der nordnung ¢ entjpringen, gany
allgemeine Giiltigteit aud) fiiv jeded anbdeve durd) eine Abbilbung 6
geordnete einfac) unendliche Syftem L und deffen Elemente »
befigt, und daf die Uebertragung von N auf L (3. B. aud) die
Ueberjepung eined arithmetijhen Sabes aud einer Spradhe in eine
anbere) durdh) die in 132, 133 betradytete Abbildbung ¢ gejdjieht,
weldye jedes Glement » von N in ein Clement » von L, nimlid) -
in ¥ (n) verwandelt. Diefes Glement v fann man dad nte Element
bon & nennen, und Hiernac) ift die Jahl n jelbft die nte Jaht
ber Jahlenveihe N. Diefelbe Vedeutung, twelde die Abbildung (p\
fiie die Gefee im Gebiete N befipt, injofern jedem Elemente n ein
beftimmtes Glement @ (n) =— »' folgt, fommt nad) der durh v
bewirften Berwandlung der Abbildung 6 ju fiir bdiejelben Gefepe
im Gebiete &, injofern dem durd) Lertoandlung von » entjtandenen
Glemente v — ¥ (n) dad durd) Bermandlung von 2’ entjtandene
Element 6(v) = w(n') folgt; man fann daher mit Redt jagen,
daf @ durd) ¥ in 6 verwandelt wird, wad {id) fymbolijh durd
0 =vop, o — POHP auddriidt. Durd) diefe Bemertungen
wird, wie i) glaube, die in 73 aufgejtellte Crtldrung des Begriffed
der Jabhlen vollftindig gevedhtfertigt. Wir gehen nun ju ferneren
Anendungen des Sabes 126 iiber.

§ 1L

Addition der Jahlen.

135. Grfldrung. €8 liegt nahe, die im Sabe 126 dar-
geftellte Definition einer Abbilbung ¥ der Jahlenreihe N oder bder
durd) bdiefelbe beftimmten Function 3 (n) auf den Fall anju=
wenden, wo dad bdort mit L bejeihnete Syftem, in weldem bda3
Bild ¥ (N) enthalten jein joll, die Jahlenteihe N felbit ift, toeil
fiir diefes Syftem L jdhon eine Wbbildbung A von &L in fich jelbjt
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porliegt, nidmlich diejenige Abbildung ¢, durd) welde N ald einfad
unenbdliges Spjtem geordmet ift (71, 73). Dann wird alfo L=N,
0(n) = @(n) = »/, mithin
L y(N)3N,
und e3 bleibt, um ¢ volfjtandig ju beffimmen, nur nod) iibrig,
da3 Glement @ aug £, d. §. aud N nad) Belieben ju wihlen.
Nehmen wir @ = 1, jo wird ¢ offenbar die identijhe Abbilbung
(21) von N, weil den Bedingungen
e() =1, ()= W)
allgemein durd) ¥ (n) — n geniigt wird. Soll alfo eine anbdere
Abbilbung ¥ von N evzeugt werden, jo mup fiir @ eine von 1
: t;eri.d)ie.ben.e, ‘na&) 78 in N’ enthaltene Zahl m' gewdhlt werden,
o m felbft irgend eine Bahl bedeutet; da die Abbildung ¥ offen=
bar von der Wahl diefer Jahl m abhangig ift, jo beseihnen toic
dad entjprechende Bild ¥ (n) einer Dbeliebigen Zahl » durd) da3
Symbol m + n, und nennen Ddiefe Jahl die Summe, welde
aus der Jahl m durd) Addition der Jahl » entjteht, oder fury
die Summe der Zahlen m, n. Diefelbe ift daher nadh) 126 voll-
ftindig Deftimmt durd) die Bedingungen *)
IL m+1=mn
IIL. m 4+ »' = (m 4 n).

136. Sap. €3 ijt ' +n = m + »"

Beweid durd) vollftandige Induction (80). Denn

0. ber Sap ift wabhr fitt » = 1, weil (nad) 135. II)

*) Die obige, unmittelbar auj den Safy 126 gegriindete Crfldrung der
Addition jdeint mir die einfad)fte ju jein. Mit Juziehung ded in 131 ent-
widelten Begriffes fann man aber die Summe m + n aud) durd) gn» (m)
oder aud) durd) gm(n) definiven, wo ¢ wieder die obige Bedeutung hat. Um
die volljtandige Uebereinftimmung diejer Definitionen mit der obigen ju be-
weifen, braudyt man nad) 126 nur ju zeigen, daf, wenn gn (m) oder gm (n)
mit  (n) bejeidhnet wird, die BVedingungen ¢ (1) = w!, ¢ (v') = @ ¥ (n)
exfiillt find, wasd mit Hiilfe der vollftandigen Induction (80) unter Juziehung
von 131 leidht gelingt.
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m+1=m) =@m-+ 1),
ud (nach 135. II) (m + 1) = m 4 1’ ijt.

6. Jit der Sap wabr fiir eine Jahl n, und feht man Ddie
folgende Jahl »' = p, jo it m' +n =m 4 p, aljo aud
(m' + n) = (m + p), woraud (nad) 135. III) m’ + p = m + p’
folgt; mithin gilt ber Saf aud) fitr die folgende Sahl p, 1. 3. b. w.

137. Sap. €3 ift m' + n = (m + n).

Der Beweid folgt aud 136 und 135. IIL

138. ©ab. €3 it 1 + »n = n'

Beweis durd) vollftdandige JInduction (80). Denn

o. der Safp ift nad) 135. II walhr filt » = 1.

6. Gilt der Sap fiir eine Jahl », und fept man »' = p, jo
ift 1+ n=p, alfo aud) (1 4+ =) = p/, mithin (nacdy 135. III)
14+ p=yp, d b der Sap gilt aud) fitx die folgende Jaht p,
. 3.b. w.

139. Sap. G it 1 +n=mn+ 1

Der Beweid folgt aud 138 und 135. IL

140. Sap. €3 ift m + n = n + m.

Beteid durd) vollftandige Induction (80). Denn

o. der Saf ift nad) 139 wahr fiix » = 1.

6. Gilt der Sap fiir eine Jahl =, jo folgt daraus aud
(m + n) = (n 4+ m), d. Y (nad) 135. II) m + »' = n 4+ w/,
mithin (nad) 136) m + »' — %' + m; wmithin gilt der Sap aud)
fitlv die folgende Jahl #’, 1. 3. b. w.

141. Ga. G it 0+ m) +n =1+ (m 4 n).

Beweid durd) pollftandige JInduction (80). Denn

o. der Sap ift wahr fiix » — 1, weil (nach 135. 1I, III, II)
C+m+1=010+m =1+m =1+ (m+ 1) ift.

6. Gilt der Sap fiir eine Jahl =, jo folgt davaus aud
@+ m)+n) = A+ (m+ n), d. §. (nady 135. III)

A+m+n=101+m+n =1+ (m-+2),
alfo gilt der Sap aud) fiiv die folgende Jahl »’, w. 3. b. w.
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142. Gab. €5 ift m + n > m.

Beweid durd) vollftandige JInduction (80). Denn

0. der Sap ift nad) 135. II und 91 wabefitt n — 1.

6. Gilt der Sap fiir eine Jahl =, jo gilt er nad) 95 aud
fitc die folgende Jahl #’, weil (nach 185. III und 91)

m~+n' = (m+n) >m-+n
ift, w. 3. b. w.

143. Sab. Die Vedingungen m >a ud m +n > a + n
jind gleidywerthig.

Beweis durd) volljtindige Jnduction (80). Denn

0. der Sap gilt zufolge 135. I und 94 fiix » = 1.

0. Gilt der Sap fiiv eine Jahl », jo gilt er audy fiiv die
folgende Jahl »', weil die Vedingung m + n > a + » nad) 94
mit (m + n) > (a + n), aljo nad) 135. III audh) mit

m+n >a+ v
gleidywerthig ijt, w. 3. b. w.
144. ©a. Jft m > a und n > b, jo ift aud
m+n>a-t b

Beweid. Denn aud unferen Voraudjepungen folgt (nad) 143)
m+n>a-+nudn-+ a>>b-+ aoder, wad nad) 140 das-
felbe ijt, @ + n > a + b, woraud fi) der Sah nadh) 95 ergiebt.

145. Ga. Jt m + n=a + n, jo ift m = a.

Beweid. Denn wenn m niht — «, aljp nad) 90 entweder
m>a oder m<<a ift, jo ift nad) 143 entjprechend m 4+ n>a + n
oder m + n << a + n, aljo fann (nad) 90) m 4+ n gewiB nicht
= a + » jein, . 3 b. w.

146. Sap. Jft | > n, jo giebt ¢ eine und (nacd) 145) nur
eine 3ahl m, welde der BVedingung m + n — 1 geniigt.

Beweid durd) vollftindige JInduction (80). Denn

0. der Sap ift wahr fiiv » = 1. Jn der That, wenn I > 1,
0. §. (89) wenn I in N' enthalten, aljo dag Bild m' ciner Jah!
m ijt, jo folgt aud 135. II, dag I = m + 1 ijt, w. 3. b. w.
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6. Gilt der Sap fiir cine Jahl =, jo zeigen wir, dag er aud)
fitv die folgende Jafhl »' gilt. JIn der That, wenn I > »’ ijt, jo
ift nadh 91, 95 aud) I > n, und folgli) giebt e3 eine Jafl %,
weldje der Vedingung | — k + n geniigt; da Ddiejelbe nad) 138
verjd)iedent von 1 ift (weil jonjt I — »' wire), jo ijt jie nad) 78
das Bild »' einer Jahl m, und folglidh) ift | = m’ + », aljo nad)
136 aud) ! = m + #/, w. 3. b. w.

§ 12.

s S Multiplication der Fahlen

147. Grflarung. Nachdem im vorbergehenden §. 11 ein un-
endlidyes Spjtem neuer Abbildbungen der Jahlenveihe N in fid
felbjt gefunden ift, fann man jede Dderfelben nad) 126 wieder De-
nugen, um abermald neue Abbildungen ¥ bvon N ju evzeugen.
Sndem man Ddajelbif X = N, und 6 (n) =m +n—=mn+m
febt, wo m eine bejtimmte Jahl, wird jedenfalld wicber

L ¥(N)3N,

und e bleibt, um ¥ volljtandig ju beftimmen, nur nod) itbrig, bas
Clement ® aud N nad) Belieben ju wihlen. Der einfachjte Fall
tritt dann ein, wenn man dieje Wahl in eine gewifje Ueberein-
ftimmung mit der Wahl von @ bringt, indem man @ = m fet.
Da die hierburd) vollftandig beftimmte Abbildung ¥ von Ddiefer
Babl m abfhingt, jo bejeichnen wir dad entjprechende Bild v (n)
einer Dbeliebigen Jahl »n durd) dad Symbol m < n oder m.n obder
mn, und nennen dieje Jahl bag Product, weldhes aus der Zahl
m durd) Multiplication mit der Bahl » entjteht, oder fury
dad Product der Jahlen m, n. Dajjelbe ift daher nad) 126 voll-
ftandig beftimmt durd) die Vedingungen

IL m.1 —m

L mw' = mn + m.
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148. Sap. 63 ift m'n =mn + n.

Beweis durd) volljtandige Induction (80). Denn

o. der Sap ift nadh 147. II und 135. II wabr fiiv » = 1.

6. Gilt der Sap fitr eine Jahl =, jo folgt

m'n + m = (mn 4 n) + w'
und Pieraus (nach 147. III, 141, 140, 136, 141, 147. III)
m'n =mn+ (n+m)=mn -+ (m' + n)
=mn+ (m+n)= mn+m)+n' =mn + »';
aljo gilt der Sap aud) fiir die folgende Jahl »', w. 3 b. 1.

149. Saf. G3 it 1.0 =n.

Beweid durd) volljtindige Jnduction (80). Denn

0. der Sap ijt nad) 147. II wabr fiix n = 1.

6. Gilt der Sap fitr eine Jaht =, jo folgt 1.n 4+ 1=mn 41,
© b h (nadh 147. I, 135. II) 1.#" = #/, aljo gilt der Sap aud
fitv die folgende Jahl »', w. 3. b. w.

150. Sab. 63 ift mn = nm.

Beweid durd) vollftindige JInduction (80). Denn

0. der Sap gilt nad) 147. II, 149 fiix » = 1.

6. Gilt der Sap fiir eine Jahl n, fo folgt

mn + m = nm 4+ m,
0. §. (nad) 147. III, 148) mn' — »n'm, aljo gilt der @ag aud
fitv die folgende Jahl »/, w. 3. b. 1.

151. Gap. 68 it L(m 4+ n) =1Im + In.

Beteis durd) vollftandige JInduction (80). Denn

0. der Sap ift nad) 135. II, 147. III, 147. II wabhr fiix
W=

6. Giit der Sap fitr eine Jahl », jo folgt

Ilim+n)+1l=(~>Um + 1ln) + 1
nad) 147. 1T, 135. III ift aber
Ilm+n)+1=1m+ n) =1(m+ ),
und nach 141, 147, IIT ijt
Am4+1n)+1=1m + 1n+7):7m + I,
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mithin ift I (m + n') = lm + In’, d. §. der Sap gilt aud) fii
die folgende Jahl »/, w. 3. b. w.

152. Gap. G5 ift (m +n) l =ml 4+ nl.

Der Veteis folgt aus 151, 150.

153. Gap. €3 it Im)n = I (mn).

© Beweis durd) volljtindige JInduction (80). Denn
o. der Sap gilt nad) 147. II fiix » = 1.
6. Gilt der Sap fitr eine Jahl », jo folgt
(Imyn 4+ lm = U(mn) 4 lm,
b. §. (nadhy 147. III, 151, 147. III)
(Am)yn' =1 (mn + m) = 1(mn'),

aljo gilt der Saf aud) fiiv die folgende Jahl #/, w. 3. b. w.

154. BVemerfung. Hitte man in 147 feine BVeziehung 3wijden
@ und 6 angenommen, fondern @ =k, ) (n) = m 4 n gefet,
jo wiitde hievaus nad) 126 eine weniger einfache Abbilbung ¥ der
Bahlenveihe N entftanden fein; fitv die Jahl 1 wiivde ¢ (1) = £,
und fiiv jede andere,- aljo in dev Fovm »' enthaltene Jahl wiirde
Y (') = mn + k; denn Dierburd) toird, wovon man fih mit
Buziehung der vorhergehenden Sike leidht itberzeugt, die Bedingung
Y ') = 0v(n), b h. p@)=m + ¥(n) fir alle Jahlen »
exfiillt.

§ 18.

Potengirung der Jahlen.

155. Guffdrung.  Wenn man in dem Sape 126 ivieder

L — N, fernert @ = @, 6(n) = an = na jebt, jo entjteht eine
Abbildbung ¥ von N, welde abermald der Vedingung

I. »(N)3N

geniigt; da3 entjprechende Bild ¥ (n) einer Deliebigen Jahl n be-

yeidgnen wiv mit dem Symbol a?, und nennen dieje Jahl eine

Poteny dev Bafis «, wihrend » der Eyrponent diefer Poteny
4

G Ag“;"!g-{  ’
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von a heipt. Diefer Vegriff ift daher volljtandig beftimmt durd)
die Bedingungen

y i 5

M- - apt— poas ==tgv iy

156, Goab. 03 4t o T g g

Beweis durd) vollftindige JInduction (80). Denn

0. bex Sab gilt nad 185 M, 155, 111, 166 1F ffit'n — 1.

6. Gilt der Sab fitv eine Jahl », fo folgt

arrr e — (a™. oY) a;
ned) 155, I, '135. 111 ift ‘abet an+r.g = g+ — gntw,
unbsnad) - 153 1 155AT1 Gt (am . a¥)ia — a®(atia) — a™. o
mithin it e+t = am.a", b. h. der Sap gilt aud) fiiv die
folgende Jahl #/, w. 3. b. w.

107, Cab: - G55l (gm) == gk,

Beweid durd) vollftindige Jnduction (80). Demn

0. der Sap gilt nad) 155. II, 147. II fiix » = 1.

6. Gilt der Sap fiiv eine Jahl », jo folgt

(%0 = g g
nad) 155. III ijt aber (a™)*.a™ — (a™)”, und nad) 156, 147. III
ift @nn.am = a@mntm = @ mithin ift (@ = am*, 0.9
der Sap gilt aud) fitv die folgende Jahl »', w. 3. b. w.

158. Sap. €8 ijt (ad)yr = ar.b™

Beweis durd) vollftandige IJnduction (80). Denn

0. der Saf gilt nad) 155. I fiiv » = 1.

6. Gilt der Sap fiiv eine Jahl », jo folgt nadh 150, 153,
150, ot (a b)P v =—"a (a®?) =Aa - aty b* == a»: 5% - mid
hievaus ((ab)".a)b = (a.0") b; nad) 153, 155. III ift aber
((aby.a)b = (ab)*.(ab) = (ab)y”, und ebenjo

(A cOny b == gE A by el
mithin ijt (@b = a”. b, d. §. der Sap gilt aud) fiir die
folgende Zahl »', w. 3. b. w.
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§ 14.

Anzahl der Elemente eines endlidhen Syjtema.

159. Sa. Jjt X ein unendlihes Syftem, jo ijt jeded Dder
in 98 erflavten Zablenjyjteme 7, dhnlid) abbildbar in X (d. h.
dhnlich einem FTheile von ¥), und umgetehrt.

Beweis. Wenn X unendlid) ift, jo giebt e3 nad) 72 gewifp
einen Theil 7" von ¥, weldper einfach) unendlich, aljo nad) 132 bder
Bahlenveihe N dbhnlich ift, und folglich ift nad) 35 jedes Syjtem
Z, al3 Theil von N aud) einem Theile von 7', alfo aud) einem
Fheile bon X dhnlich, w. 3. b. w.

Der Betweid der Umfehrung — Jo einleudhtend diefelbe er-
jcheinen mag — ift umijtindlicher. Wenn jedes Syjtem Z, dhnlid)
abbildbar in ¥ ift, jo entjpricht jeder Jahl » eine folde dhnlice
Abbilbung o,, von Z,, dap o, (Z,)3 X wird. Aus der Crijteny
ciner foldyen, al@ gegeben angujehenden Reihe von Wbbildungen «,,
itber die aber weiter Nichts vorausgejeht wird, leiten wiv jundadft
mit Diilfe des Sahes 126 die Crifteny einer neuen Reifhe von eben
10'Id)en Abbilbungen v, ab, welde die bejondere Eigenjdhaft bejibt,
dafy jededmal, wenn m < n, alfo (nad) 100) Z,37Z, ijt, die
Abbildung ¥, des Theiles Z,, in der Abbildbung ¥, von Z, ent-
Dalten ift (21), d. §. daj die Abbildbungen ¥, und v, fiir alle
in Z, enthaltenen Bahlen ginslich mit einander iibereinftimmen,

alfo aud) ftetd

P (M) = Py, (M)
witd. Um den genannten Sap diefem Jiele gemdp anzuwenden,
perftehen wir unter & dagjenige Syjtem, defjen Elemente alle iiber-
haupt moglihen dbhnlichen Abbildungen aller Syjteme Z, in ¥
find, und definiven mit Hitlfe der gegebenen, ebenfalld in L ent=
haltenen Glemente e, auj folgende Weife eine Abbildung 6 von L

in fih felojt. Jjt B ivgend ein Element von &, alfo 3. B. eine
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ahnliche Abbilbung ded beftimmien Syjtems Z, in X, jo fann
bas Syftem o, (Zv) nicht Theil von B(Z,) fein, weil fonit Z,,
nad) 35 einem Theile von Z,, aljo nad) 107 einem echten Theile
feiner felbjt dfhnlich, mithin unendlih todre, wad dem Sabe 119
wideripredien toiirde; e giebt daher in Z, gewif eine Zahl oder
verjdhiedene Sahlen p der Art, dap a, (p) nidht in B(Z,) ent=
halten ift; von Ddiejen Zahlen p wdbhlen wiv — nur um etwad
Beftimmted feftyujeben — immer die fleinfte & (96), und definiven,
da Z, nad) 108 aus Z, und »' ujammengejebt ift, eine Ab-
bilbung p von Z, dadurd), dap fiiv alle in Z, enthaltenen Jahlen
m dad Bild p(m) = B(m), und auperdem p(n') — e, (k) jein
foll; diefe, offenbar dhnliche, Abbildung p von Z, in X fehen wir
nun ald ein Bild 4(B) der Abbildung A an, und Hievdurd) ift
eine Abbildung ¢ des Syjtems £ in fid) jelbjt volljtindig definirt.
fad)Sem die in 126 genannten Dinge L und O beftimmt find,
wahlen wiv endlid) filv dag mit @ beyeichnete Element von L2 die
gegebene Abbildung ;5 Hievdurd) ift nady 126 eine Abbildung v
ver Jahlenreihe N in & beftimmt, welche, wenn wir dad jugehorige
Bild einer beliebigen Bahl » niht mit ¢ (n), jondern mit ¥, be-
jeichnen, den Vedingungen

Hiv b= o

L 9w = 0(¥n)
geniigh. ~ Durd) vollftindige Induction (80) ergiebt fich zundacdit,
daR ¥, eine dhnliche ALbildbung von Z, in X ift; denn

o. died ijt jufolge II wabhr fitx » — 1, und
6. wenn diefe Behauptung fiiv- eine Jahl » utrifit, jo folgt

aus IIT und aud bder Art ded oben bejdhriebenen Ueberganges ¢
von B ju p, dap die BVehauptung aud) fiir die folgende Jahl »’
gilt, w. 3. b. . Hievauj beweifen wiv ebenfalls durd) vollftandige
Jnduction (80), dbak, wenn m ivgend eine Jabhl ift, die oben an-
gefiindigte Eigenjd)aft

P (M) = P, (M)
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wirtli) allen Jafhlen » jufommt, weldhe = m jind, aljo nady 93,
74 bder Kette m, angehorven; in der FThat,

0. Died leuchtet unmittelbar ein fiic » = m, und

6. wenn diefe Cigenjdaft einer Jahl » jufommt, jo folgt
ieder aud III und der BVejdaffenheit von O, dap fie audy der
Bahl »' jufommt, w. 3 b. w. Naddem audh) bdiefe befondere
Cigenjchaft unjerer neuen Reihe von Abbildungen ¥, fejtgeftellt it
fonflen wir unjeren Safy leicht beweifen. LWiv definiven eine b=
bilbung g der Jahlenreihe N, indem iir jeder Jahl »n dad Bild
r(n) = ¥,(n) entjpredyen laffen; offenbar jind (nad) 21) alle
Abbilbungen v, in Ddiejer einen Abbildung y enthalten. Da ¥,
eine Abbilbung von Z, in X war, fo folgt junddjt, dap die
Babhlenceihe N durd) x ebenfalld in ¥ abgebildet witd, aljo
1(N)3Y ift. Sind ferner m, n veridhiedene Jahlen, jo darf man
der Symmetrie wegen nad) 90 annehmen, o8 jei m << n; dann ijt
nady dem Obigen y (m) = ¥, (m) = ¥, (m), und g (n) = ¥, (n);
da aber ¥, eine dhnliche Abbildung von Z, in X war, und m, n
verfdhiedene Elemente von Z, find, jo ift ¥, (m) verjhieden von
P, (n), alfo aud) x(m) verjdieden von y(n), d. h. g ift eine dbhu-
liche Abbildung von N. Da ferner N ein unendlichged Syftem it
(71), fo gilt nacdh 67 bdafjelbe von dem ifyn dhnligen Syjtem
2 (N) und nad) 68, teil y(N) Theil von ¥ ift, aud) von Y,
. 3 b. w.

160. ©ap. Gin Syjtem ¥ ijt endlih oder unendlidy, je
nachdem e3 ein ihm dhnliches Syjtem Z, giebt oder nidht giebt.

Beweid. Wenn X endlich ift, fo giebt e nad) 159 Syfteme
Z,, welde nidt dhnli) abbildbar in ¥ find; da nad) 102 dasd
Syjtem Z; aud der eingigen Jahl 1 bejteht und folglidh) in jedem
Syjteme dbhnlich) abbildbar ift, jo muf die fleinjte Jahl & (96), der
ein in ¥ nidht dhnlich abbildbares Syjtem Z; entjpricht, verjdhieden
von 1, aljo (nad) 78) — »' fein, und da n << #' ijt (91), fo
giebt 3 eine dfhnlihe Abbilbung v von Z, in X; wire nun
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¥ (Z,) nur ein edhter Theil von X, gibe e3 aljo ein Clement o
in X, welded nidht in ¥ (Z,) enthalten ijt, jo fonnte man, da
Zw = M (Z,, ) ift (108), dieje ALbildung ¥ Fu einer dhnlichen
Abbildbung ¢ von Z, in X evweitern, indem man ¥ (n') = o
fete, wdhrend dodh nad) unfever Annabhme Z,, niht dhnlich ab-
bilbbar in X ift. Mithin ift v (Z,) = X, 0. §. Z, und X find
ihnliche Syjteme. Umgetehrt, wenn ein Syftem X einem Spfteme
Z, dhnlid ift, jo ift X nad) 119, 67 endlich, w. 3. b. w.

161, Crtlarung. Jjt X ein endliches Syjtem, jo giebt 8
nad) 160 eine, und nad) 120, 33 aud) nur eine einzige Jahl »,
welder ein dem Syjteme X dhnliches Syftem Z, entipricht; diefe
Bahl » Deipt die Angahl der in Y enthaltenen Elemente (oder aud)
per Grad ded Syftems ¥), und man jagt, I beftehe aud oder jei ein
Spjtem von » Elementen, oder die Jahl »n gebe an, wie viele Ele-
mente in Y enthalten find *). Wenn die Jahlen benubt werden, um
diefe beftimmte Gigenjdhaft endlicher Syfteme genan audzudriiden, jo
heigen fie Cardinalyahlen. Sobald eine bejtimmte dhnliche Ab=
bildung ¥ ded Syjtems Z, gewihlt ift, vermdge welder ¢ (Z,) =X
wird, fo entipricht jeder in Z, enthaltenen Jahl m (d. §. jeder Jahl me,
weldhe << n ift) ein beftimmtes Glement ¥ (m) des Syftems ¥,
und viidwirtd entjipridht nad) 26 jedem Elemente von X durd) die
umgefehrte AbbIDUng ¥ eine beftimmie Jahl m in Z,. Sehr oft
bejeichnet man alle Glemente von 3 mit einem eingigen Budhitaben,
3 B. o, dem man die unterjdeidenden Jahlen m ald Jeiger an=
hingt, fo daB ¥ (m) mit e, begeihnet wird. Man jagt aud,
diefe Glemente feien gezdh(t und durd) ¥ in beftimmier LWeife
georduet, und nennt «,, dad mte Clement von ¥; it m << n,
fo heipt o, D03 auf «,, folgende Element, und e, beift das

*) Der Deutlichfeit und Ginjachheit wegen bejdrinten wiv im Folgenden
den Begriff der nzahl durdausd auf endlidhe Syjteme; wenn i daher von
einer Anzahl gewiffer Dinge jprechen, jo joll damit immer jdhon n'u?,grbriidt
jein, daf dag Syjtem, defjen Glemente dieje Dinge find, ein endlides ijt.
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legpte Clement. Bei diejem Jahlen der Elemente treten dafer die
Jahlen m tieder ald Ordinalzahlen auf (73).

162. Sa. Alle einem endlichen Syjteme dhnlichen Syjteme
befigen diejelbe Anzahl von Elementen.

Der Veweis folgt unmittelbar aus 33, 161.

163. Sab. Die Angahl der in Z, enthaltenen, d. h. der=
jenigen Bahlen, welde < n {ind, ijt ».

Beweiz. Denn nad) 32 4jt 2, fid) jeldbjt dhnlich.

164. Saf. Bejteht ein Syjtem aus einem eingigen Element,
jo ift die Anahl jeiner Elemente — 1, und umgefehut.

Der Veweid folgt unmittelbar aus 2, 26, 32, 102, 161.

165. Sa. Jjt 7 edhter Theil eines endlichen Syjtems 3,
fo ift die mzahl der Elemente von 7" tleiner, al5 Ddiejenige Dder
Elemente von .

Beweis. Nad) 68 it 7' ein endliches Syjtem, aljo dhnlidh
einem Syjteme Z,,, wo m die Anzahl der Elemente von 7 be-
deutet; ift fevmer 2 Ddie nyahl der Elemente von X, alfo X
dhpnlic) Z,, jo it 7' nah 35 einem edten ITheile E von Z,
dhnlich, und nad) 33 find aud) Z,, und E einander dfulich; mwdre
v < m, aljo Z,37Z,, jo wite £ nad) 7 audy edpter Theil
von Z,,, wund folglih) 7, ein unendlidhes Syjtem, was dem Sape
119 widerjpridht; mithin ift (nad) 90) m <<, w. 3. b. w.

166. Sap. Jft I'= A (B, p), wo B ein Syjtem bvon »
Elementen, und p ein nidht in B enthaltened Glement von I' De-
deutet, o Defteht I" aud »' Glementen.

Beweid. Denn wenn B = ¢ (Z,) ift, wo ¥ eine dhnlice
Abbilbung von Z, bedeutet, fo (dft fid) diejelbe nadh 105, 108
su einer dhnlihen Abbildbung ¥ von Z, erweitern, indem man
P(n') = p febt, und zwar wird ¥(Z,) = I, w. 3 0. w.

167. ©Sab. Jjt p ein Clement eined aud »' Elementen be-
jtehenden Syjtems I, jo ift » die nzahl “alfex anderen Glemente
vbon I
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Beweid. Denn wenn B den Jubegriff aller von p ver=
fhiedenen Glemente in I" bedeutet, fo ijt I'—= M (B, p); ift nun
b die Anzahl der Clemente ded endlihen Syjtems B, jo ijt nad
dem borhergehenden Sae &' die Wnzahl der Elemente von I, aljo
= 2/, woraud nad) 26 aud) b — n folgt, w. 3. b. w.

168. Sap. Vejteht A aud m, und B aud n Elementen, und
haben A4 und B fein gemeinjames Glement, jo bejteht M (4, B)
aud m -+ n Clementen.

Veweid durd) vollftandige Jnduction (80). Denn

0. der Sap ift wahr filx » = 1 gufolge 166, 164, 135. IL

6. Gilt der Sap fiir eine Jahl », fo gilt er aud) fitr die
folgende Jahl »'. Jn der That, wenn I' ein Syjtem bon »’
Glementen ift, fo fann man (nad) 167) I' = M (B, p) feben,
wo p ein Clement und B dag Syjtem der » andeven Elemente
von I" bedeutet. Jft nun A4 ein Syjtem von m Elementen, deven
jedes micht in I, aljo aud) nicht in B enthalten ift, und febt
man M (4, B) = X, jo ift nad) unfever nnahme m + n die
Anzahl der Clemente von X, und da p nidht in X enthalten ift,
fo ift nach) 166 die Anzahl der in A (X, ¥) enthaltenen Elemente
= (m 4+ n), aljo (nad) 135. 1II) = m + #'; da aber nadh) 15-
offenbar M (3, ) = M (4, B, y) = M (4, I') ift, jo ift m + #'
die Anzahl der Elemente von M (4, I'), w. 3. b. w.

169. Sa. Sind A, B enbdlihe Syjteme von beyiehungs-
weije m, n Elementen, fo ift M (A4, B) ein endliched Syjtem, 1nd
die Anzahl feiner Elemente iff << m 4 n.

Beweid. Jjt B34, jo ift # (4, B) = A, und die Anzah!
m der Elemente diefes Syjtems ift (nad) 142) << m + n, wie
behauptet war.  Jft aber B fein Theil von 4, und 7" dag Syjtem
allev devjenigen Glemente von B, welde nicht in A enthalten find,
jo ift nach ‘165 deren Anzahl p << n, und da offenbar

M (4B) = M4, T)
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ift, jo ift nad) 143 die nzahl m + p der Elemente diefes Syjtems
< m -+ n, w. 3 b .

170. Sab. Jeded aud einer Anzahl »n von endlichen Syfte-
men jujommengejepte Syjtem ift endlich.

Bemweid durd) vollftindige JInduction (80). Demn

0. der Sap ijt nach) 8 felbjtverjtandlidh fiiv » — 1.

6. Gilt der Sap fitr eine Jahl », und ift ¥ zujammengejebt
aud 7' endlidhen Syftemen, jo fei A eines diejer Syjteme, und B
dag aud allen itbrigen jufammengejepte Syjtem; da deren Anzabh(
(madh 167) = n ift, jo ift nad) unjerer Annahme B ein endliches
Spjtem.  Da nun offenbar X = M (4, B) ift, jo folgt hievaus
und aud 169, dap aud) X ein endliches Syftem ift, w. 3 b. to.

171. Saf.  Jjt ¢ eine undbhnliche Abbildung eines endlichen
Syjtemd X von n Elementen, jo ift die nzahl der Elemente ded
Bilded () tleiner ald n.

Bereid. Wihlt man von allen denjenigen Elementen von Y,
weldpe ein und bdafjelbe Bild befien, immer nur ein einjiged nad
Belieben aus, o ift bad Syjtem 7" aller diefer audgemwdahlten Ele-
mente offenbar ein edhter Theil von ¥, weil ¥ eine undhnliche
Abbildung von X ift (26).  Jugleich leuchtet aber ein, dafp Ddie
(mad) 21) in ¥ enthaltene Abbildung diefed Theils 7' eine dhn-
lige, und dap ¢ (7) = ¥ () ift; mithin ijt das Syjtem v ()
ahnlich dem ecdhten Theil 7' von ¥, und hievaus folgt unjer Sap
‘nad) 162, 165.

172. Sdlupbemerfung. Obgleid) joeben bemwiefen ift, daf die
Anzahl m der Elemente von P () fleiner ald die Angahl 2 der
Glemente von X ift, jo fagt man in mandjen Fdllen dod) gern, die
Anzahl der Elemente von ¥ (Y) fei = n. Natiitlich witd dann
008 Wort Anyahl in einem anbdeven, ald@ dem bidherigen Sinne
(161) gebraucht; ift ndmlich oo ein Clement von ¥, und a die
Anzahl aller derjenigen Elemente von X, welde ein und dafjelbe
Bild ¢ (@) befiben, fo wird lebteres al3 Clement von ¥ (¥) haufig

4%
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dod) noch ald Vertveter von a Elementen aufgefapt, die wenigjtend
iprer Abjtammung nad) ald verjchieden bvon einander angejehen
werden fomuen, und wird demgemdp ald afacdhed Element von
¥ () gesihlt. Man fommt auf diefe Weije ju dem in vielen
Dallen fehr niiglihen Begriffe von Syftemen, in denen jeded Ele-
ment mit einer gewifjen Haujigleitszahl ausgejtattet ijt, welde an-
giebt, twie oft dafjelbe ald Glement ded Syjtems gerechnet werden
foll.  Jm obigen Falle wiitde man 3. B. jagen, dap = die Anzahl
der in diejem Sinne gejihlten Elemente von ¢ (X) ift, wihrend
die nzahl m Ddev wirtli) verjdhiecdenen Clemente diejes Syjtemsd
mit dev nmyahl der Elemente von 7' itbereinftimmt.  Aehnliche
Abweihungen von der urfpringlichen Vedeutung eined Kunjtaus-
druds, die nichts Anderes jind, al3 Erweiterungen der urpriinglichen
Begriffe, treten fehr haufig in dev Mathematif auf; dod) liegt e
nicht im Bwed diejer Schrift, niher hievauf eingugehen.
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Verlag von Friedrich Vieweg & Sohmn in Braunschweig.’

Stetigkeit und irrationale Zahlen.
Von Richard Dedekind,

Professor an der technischen Hochschule zu Braunschweig.

gr. 8. geh. Preis 80 §

Vorlesungen tber Zahlentheorie
von P. G. Lejeune-Dirichlet.

Herausgegeben und mit Zusitzen versehen von

R. Dedekind,

Professor an der technischen Hochschule zu Braunschweig.
Dritte umgearbeitete und vermehrte Auflage.

gr. 8. geh. Preis 13 b 20 4

Partielle Differentialgleichungen
und deren Anwendung auf physikalische Fragen. Vorlesungen von
Bernhard Riemann.
Fiir den Druck bearbeitet und herausgegeben von
Karl Hattendorff.
Dritte Auflage. Mit Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 8 Jb

Grundziige der Ausgleichungsrechnung.
Elementar entwickelt von

Dr. Ch. August Vogler,

a. 6. Professor an der Universitit zu Bonn, o. Lehrer der Geodisie an der landwirth-
schaftlichen Akademie Poppelsdorf.

gr. 8. geh. DPreis 6 Jb,
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‘Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn in Braunschweig.

Praktische Anwendung fiir die Integration

der totalen und partialen Differentialgleichungen.

Von Dr. G. W. Strauch.
gr. 8. geh. Erster Band. Preis 9 J6

g

Compendium der hoheren Analysis.
Von Dr. Oskar Schldomilch,

Geh. Schulrath im K. S. Cultusministerium, Mitglied der Konigl. Sichsischen Gesellschaft
der Wissenschaften zu Leipzig, der Kénigl. Schwedischen Akademie zu Stockholm,
der Kaiserl. Leopoldinischen Akademie ete.

In zwei Biénden. Mit Holzstichen. gr. 8. geh.
Erster Band. TFiinfte verbesserte Auflage. Preis 9 Jb
Zweiter Band. Dritte Auflage. Preis 9 Jb

Fiinfstellige
logarithmische und trigonometrische Tafeln.

Herausgegeben von

Dr::0.-8eh’lomileh,
K. S. Geheimerath a. D.,
Mitglied der Konigl. Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, der Konigl,
Schwedischen Akademie zu Stockholm, der Kaiserl. Leopoldinischen Akademie etc.

Galvanoplastische Stereotypie. Wohlfeile Schulausgabe.
Neunte Auflage. 8. geh. Preis 1 Jb.

Die ersten

Grundlehren der hoheren Analysis

oder Differential- und Integralrechnung.
Fiir das Studium der vraktischen Mechanik und Naturlehre
moglichst populiir bearbeitet von

Prof. Dr. J. Weisbach.

Als Supplement zum ersten und zweiten Bande der ersten Auflage
und zum dritten Bande (Mechanik der Zwischen- und Arbeitsmaschinen)
von Weisbach’s Lehrbuch der Mechanik.

Mit 38 Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 1 6
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Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn in Braunschweig.

Abbildung krummer Oberflichen

auf einander und Anwendung derselben auf hohere Geodisie.

Von Prof. Dr. J. Dienger.
Mit Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 2 Jb

Siebenstellige gemeine Logarithmen

der Zahlen von 1 bis 108000 und der Sinus, Cosinus, Tangenten und
Cotangenten aller Winkel des Quadranten von 10 zu 10 Secunden nebst
einer Interpolationstafel zur Berechnung der Proportionaltheile

von Dr. Ludwig Schron,
Director der Sternwarte und Professor zu Jena, Mitgliede der Kaiserlich Leopold. Carolin.
deutschen Akademie der Naturforscher und der gelehrten Gesellschaften zu Breslau,
Frankfurt a. M., Halle und Jena.

Imperial-Octay. geh.
Tafel I und II. (Logarithmen der Zahlen und der trigonometrischen Functionen.)
Zwanzigste Ausgabe. Preis 4 Jb 20 §
Tafel II. Interpolationstafel (Supplement zu allen Logarithmentafeln). Zwanzigste
Ausgabe. Preis 1 J6 80 §

Tafel I. Die Logarithmen der Zahlen. (Fiir Solche, welche Tafeln fiir trigonome-
trische Rechnungen nicht néthig haben.) Zwanzigste Ausgabe. .Preis 2 Jb. 40 4

Grundriss der Variationsrechnung.

Yon Prof Dr.-J.#Dienger:

Mit Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 3 b

Das graphische Einmaleins
oder die Rechentafel, ein Ersatz fiir den Rechenschieber, entworfen

von Gustav Herrmann,

Professor an der Konigl. technischen Hochschule zu Aachen.

8. geh. Preis 1 J6 20 §
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Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn in Braunschweig.

Elemente der analytischen Geometrie

in homogenen Coordinaten von
Dr. Richard Heger,

Oberlehrer am Kreuzgymnasium zu Dresden.

Mit Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 5 Jb

Die Praxis

der

Methode der kleinsten Quadrate

fiir die Bediirfnisse der Anfinger bearbeitet von
W. von Freeden.

Erster Theil: Elementare Darstellung der Methode nebst Sammlung voll-
stiindig berechneter physikalischer, meteorologischer, geoditischer und
astronomischer Aufgaben, welche auf lineare und transcendente Glei-
chungen fiihren. gr. 8. geh.. Preis 3 Jb

GABINET MATEMATYCZNY——
Towarzystwa Naukowego~Warszawskipeo

Fundamentaltheorieen der neueren Geometrie

und die Elemente der Lehre von den Kegelschnitten fiir den
Schulunterricht bearbeitet von
H. Seeger.
Mit 60 Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 2 Jé 80 §

Elemente der Geometrie.
Streng systematisch dargestellt von
Dr. Eduard Miiller.
In zwei Theilen. gr. 8. geh.

Erster Theil. Grundvorstellungen der Geometrie. Mit Holz-
stichen. Preis 1 Jb

Zweiter Theil. Geometrische Formenlehre. Mit Holzstichen.
Preis 1 J6. 50 §

http://rcin.org.pl















	Die Titelseite
	Vorwort
	Inhalt



