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ALGIEBRA

, ROZDZIAL 1

Wiadomotci poprzednicze.

i. kazdem zagadnieniu arytmetycznemu,
iak to tatwo postrzedz mozna, musza, by¢ dwie
przynaymniey liczby wiadome, a trzecia niewia-
doma , ktérg znalez¢ potrzeba. Liczba ta niewia-
doma iest zawsze albo summg , albo rdznicg , al-
bo iloczynem, albo ilorazem liczb wiadomych

do zagadnienia wchodzacych ; i kto ma, wprawe
w dodawanie , odeymowanie , mnozenie i dziele-
nie liczb catkowitych i wutamkowych , wszelkie

zagadnienie arytmetyczne z tatwoscig- rozwigze
byleby wprzéd ulyazyt > ktéi-eNo z tych czterech,
ifundamentalnych dziatan ma uzyé¢ do wynalezie-
nia liczby niewiadomey. MieliSmy iuz i takie za-
gadnienia , ktoérych rozwigzanie zalezy od kilku
razem dziatah arytmetycznych rozmaicie z sobg
powigzanych”™ Zagadnienia takowe zfdaig sie cze-
stokro¢ na pierwsze weyrzenie bardzo trudne
zwitaszcza ~gdy sag diugie i w samem wystowie-
niu zawiklane. Lecz trudno$¢ ta/zAiknie natych-
miast, kiedy przez cigg porz'adnych , iasnych i
krétkich rozumowan z warunkéw zagadnienia wy-
ciggnionych ; wskazang bedzie droga, ktdrey w
rozwigzaniu trzymac sie nalezy. WeZmy naprzy-
ktad zagadnienie nastepuigce :

Dwon zastuzonym zotnierzom wyznaczono sum-
me 974 zt. ktérag podzieli¢ sie maig, uf. ten sposob,
nby starszy z nich dostat 126 zt. wiecey niz miod-
szy i ilez sie kazdemu dostanie ?
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a Rozdziat =z

W zagadnieniu te'm , iak widzimy , dwie *a
Kczby niewiadome , ktére wynalez¢ trzeba : Ic©xz
iedne z nich znalaztszy, z tatwoscig doydziemy
drugiey. Wiedzac np. ile sie dostanie w podziale
zotnierzowi miodszemu , dodawszy* do dziatu ter
go 120 zt. mielibySmy dziat zolnierza -starszego
Dwa te dzialty dodane do siebie powinny by¢
rbwne wyznaczonej summie 974 zt. -

Dziat zatem Zoinierza miodszego , wiecey
tenze sam dzial, wigeey, 126 zir rowny iest974
it. czyli

Dziat mitodszego zoinierza dwa razy wziety,
wiece'y 126 zi. réwiiy iest 971 zt. A zatem

Dziat miodszego zoinierza dwa razy wziety™
rowny iest 974 zi. mniey i2(j zt. czyli

Dziat miodszego zoinierza dwa razy wziety
rowny iest 848 zt. wiec.

Dziat mtodszego zoinierza raz wziety réwny
iest potowie 848; czyli ,

Dziat mtodszego zoinierza rowny iest 424 zi.

Mitodszy zatem dostanie . . . 424 .zt

Starszy 424 wiece'y 126 zi. czyll , 550

Rozwigzanie to czyni zadysy¢ warunkom za»
gadnienia : gdyz starszy bierze 126 zi. wieee'y
niz miodszy, <a obadwa razem biorg wyznaczo-
ng summe 974 zi

2. Rozumowanie za pomoca, ktérego zaga*
dnienie to rozwigzaliSmy , iest wprawdzie oczy-
wiste i dosy¢ tatwe ; czeste iednak powtarzanie
tychze samych wyrazéw , lakierni sa réwny iest>
wiecey etc. i razi ucho i przeszkadza uwadze:
coby sie ieszcze widoezniey okazato , gdyby nam
przyszto rozwigzywac iakie -zagadnienie diuzsze
i trudnieysze. Jako wiec cytry na mieysce wyj
razow liczebnych wprowadzone , znacznie ula-
twity i skrécity zwyczayne dziatania arytmety-
czne ; tak tez koncem utatwienia i skrécenia tiar
dnieyszych i dtuzszych zagadnien, starano sig
wprowadzi¢ wiecey leszcze znakéw skréconych
na mieysce innych takie wyrazéow , ktére w m -

C wig-
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Wiadomosci poprzedniczce 3

wigzywaniu tych zagadnien czesto powtarzac
trzeba.

I tak na oznaczenie dodawania uzywa sit
znak taki : 4- ; np. 424 4- *126, znaczy 424 wie-
cey 126.

Znak odeymowania iest taki: —7; np. 974

126, zngczy 974 mniey 126.

Znak mnozenia iest taki: X p.np.'424 X 2, zna-
czy 4z4 rozmnozone przez 2.

Dzielenie oznacza sie tak iak w utomkach,
za pomocy liniyk-i poziomey odtaczaigce'y liozbe

dzielng ©d dzielnika np. — znaczy 848 podziej
2

lone przez 2.

Na oznaczenie, ze dwie liczby lub iakiekot-
"wiek ilosci sa sobie réwne , uzywa sie znak ta-
ki : ap; np. 84-S==n ; znaczyt 8 wiecey 3 ro-
wne 11.

Na oznaczenie , ze iedna ilo$¢ wieksza iest
od drugiey, uzywa sie znak taki: >; np. 84-
5.> 9, znaczy 8 wiecey 3 wieksze sg niz 9.

Na oznaczenie, ie iedna iloé§¢ mniejsza iest
od drugiey, uzywa ten sam znak, lecz w poto-
zeniu odwrétnem , np. 9< 84-3, znaczy 9 mniey-
sze iest niz 8 wiecey 3.1

ilosei niewiadome, ktdrych szukamy , oznha-
czaig sie koricbwemi gtoskami abecadta z, y, x
i t. d. Sgieszcze inne znaki skrocone , ktdre na
swoiem mieyscawytozymy.

Chcac zk pomocag tych skréconych znakow
rozwigza¢ powyzsze zagadnienie, oznaczmy dziat
jmitodszeg®© zotinierza przez x. Poniewaz starszy
powinien dosta¢ 126 zi. wiecey niz mitodszy-
kiedy wiec dziat milodszego iest x, dzial star-
-tzego bedzie x 4-126. Mony zatem oznaczone
obadwa dziaty , to iest:

dziat 'mtodszego — x.
dziat starszego = x 4~i2<k

’

A 2 Sum-
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Summa tych dwoéch dzialdbw tym sposobem
oznaczonych iest

X 4-x 4 126 : czyli 2x 4- 128.

Aze poditug zagadnienia summa do podziatu |
Wyznaczona iest 974 zi. ; bgdsie wiec

2X 4 126=974.

Od dwoéch summ réwnych odigwszy czesci
réwne reszty pozostang rowne. Odeyrniymyz 128
tak od 2x4-126, iako tez od 971; zostanie

2x 4- 126— 126=97-1*—126;, czyli
2x = 848

Dwie siunmy rowne podzieliwzsy przez ie*
dngz liczbe, wypadng dwa ilorazy réwne. Po-
dzielmy z tak 2x , iako tez 848 pracz 2, bgdzie

Aze przez X oznaczyliSmy dzial zoinierza
miodszego, miodszy zatem dostanie 4ad zi. a-
tem samem starszy , ktoérego dziat oznaczyliSmy
przez x 4- 126, dostanie 424 4-126 czyli bS50 zit.
1t d

3. Poréwnawszy z sobg dwa te Sposoby, kto-
rych uzyliSmy do rozwigzania danego zagadnie-
nia , postrzezemy""tg tylko miedzy niemi rdéznice,
ze CO W pierwszym wyraza sie przez stowa-, to
vr drugim wyrazaig skrocone znaki. Pierwszy
sposéb iest arytmetyczny : bo sie nie rozpi od
tych, ktéorych uzywamy w Arytmetyce: drugi
Algiebraicmy. Algiebrag bowiem zowiemy umie*
igtno$¢ podaigta sposoby rozwigzywania zaga
dnien. z* pomocg skréconych znakow: pdzniey
nabedziemy o niey doktadniey szngo wyobrazenia.

4. Znalezione dzialy dwéch zotnierzy, to iest
424 i boo w ten czas tylko maig mieylce , kiedy
summa dana do podzielenia iest 974 a rdznica
miedzy dziatami 126 zt. Sposéb zas za pomoca,
ktorego rozwiagzaliSmy to zagadnienie iest zawsze
ten sam iakakolwiek dana bedzie do podzielenia

Sjum-



Wiadomosci poprzednicze. 5

summa, i iakakolwiek miedzy dziatami wyzna-
czona r6znica. Moznaby wiec zamiast liczb 974
i 126 uzy¢ znakdéw ogdlnych zadney waznosci
szczegOlney nie maigcych , iakiemi sg np. gtoski
abecadta , na mieysce , ktérych mozna bedzie w
kazdym przypadku szczeg6lnym potozy¢ waznosé
dane'y summy i dane'y miedzy dziatami réznicy;
przez coby sie nie mato pracy i czasu oszczedzi-
to : bo raz tym sposobem rozwigzane zagadnie®
nie, postuzy do predkiego rozwigzania wszelkich
innych tego rodzaiu zagadnien. Zamienmy wiec
powyzsze zagadnienie w nastepuigce :

Dwom zastuzonym zotnierzom wyznaczono sum-
me s. ktérg podzieli¢ sie maig iu ten sposéb, aby
starszy z nich dostat a zitotych wiecey , niz miod-
szy : ilez si¢ kazdemu dostanie? S 1

Oznaczywszy dziat miodszego przez x ,

Dziat starszego bedzie . . . .. x4-&

Summa obudwu dziatéw tym sposobem ozna*
ozonych bedzie

N ? X 4x 4-a; czyli zx 4-a.
Aze summa podiug zagadnienia iest sf be-
dzie wiec v

2X 4- a— s.
,Odigwszy a tak od 2x4-« iako tez od s, zo-
stanie

Wyrazenie to algiebraiczne wystowiwszy
sposobem zwyczaynym, otrzymamy nastepuigce
Prawidto do wynalezienia waznosci dziatu mniey-

od potowy summy daney do podzielenia,

Q-
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editewszy potowie roznicy wyzntuzoniy miedzy dziel«

iami, reszta he-rlzie dziaiem zotnierza miodszego.
Prawidto to zastosowawszy do danego zaga-

dnienia, w ktérem dana suniina do podzielenia

iest . . . . . J=974.
réznica mledzy d2|aiam| . . 0==126"
tatwo znaydzieiWy, ze dziat m+odszego zotnierza
wykosi zi. . e » o . . 4s4.

Ten sam wypadek otrzymallbysmy ktadac w
zrtalezionem wyrazeniii algiebraicznehn dzi&tu te*
£0 zoinieiza zamiast gtosek, i i a liczby >ktorych
mieysce gtoski te zastgpuig. - Tym sposobem ty*
razenie to zamieiii sie w nastepnigce;

x & 4a4. dzial miodszego zotinierza, kto-
ry’ maigc wiadomy, fatwo bedzie wyrachowac
dziat zoinierza starszego, wiedzgc iaka miedzy

{ temi dziatami zachodzi réznica.

Gdyby byta summa do podziatlu wyznaczo*
na czyli s= 500, aaf£5 ; potozywszy waznosci
te zamiast gtosek s, a w powy zszem wyrazeniu
algiebraiczchem dziatu Zzoinierza mitodszego , wy-
razenie to zamieni sie w nastepuigcei

5. OznaczyliSmy tu przez x dziat zoinier
mtodszego , skad potem ztatwoscia doszliSmy dzia-
tu zoinierza starszego. Lecz mozna otrzymac teii
sam wypadek oznaczaigc przez x dziat zotnierzg
starszego, z tatylko roznica , ze poniewaz
szy ma dosta¢ ztotych a mnie'y niz starszy; kie-
dy,wiec dziat starszego iest x, dziat mtodszego
bedzie x—a. Mamy zatem oznaczone innym spo-

v sobem dwa szukam* dziaty to iestr

dziat starszego = x

dziat mtodszego h=jcJ—-a

SuanaA ="x+x—a czyli
_a_



Vriadomosci poprzednicze. J

Ale podiug zagadnienia summa = S, bedzie
wiec ' y . 'l ..
2X— N—s.
Do dwoch ilosci rownych dodawszy tg samg
dos$é, summy dwie , ktére stad wypadng beda
j réwne. Dodaymyz a tak do 2x*—a, iako tez do
S bedzie

Sk

u

To iest : chcgc otrzymaé wazno$¢ dziatu zol-
nierza starszec?o, trzeba do potowy summy daney do
podzielenia, dodaé potowe wyznaczoney miedzy dzia-
fami roéznicy.

Prawidto to zastésowawszy do danego zaga-

1 dnienia, albo tez w znaltzionem wyrazeniu al-

giebraicznem dziatlu starszego "zoilnierza zamiast
gtosek S, a, potozywszy liczby w zagadnieniu
tern naznaczone ; znaydziemy

X =550, od czego odlawszy naznaczong mie-
dzy dzigtaipi réznice, to iest 126, zt. zostanie
42" dziat zoinierza mtodszego.

6. Waznos$¢ tg dzialu zoinierza starszego,

to iest — t+ mozna takze wyprowadzi¢ z wa-
Z

znosci dziatu zoinierza mitodszego, ktéra iest

> T 3 (4). Poniewaz bowiem zoinierz starszy

ma dosta¢ ztotych a wiecey niz miodszy, doda-

wszy zatem a do waznosci dziatu zoinierza mitod-

szego, bedzie dziat zoinierza starszego



8 Rozdziali.

Wyrazenie to znaczy, ze od S trzeba na-
przéd odig¢ a, a potem dodaé¢ 2a i podzieli¢
przez 2. od S odlawszy a a dodawszy 2a, be-
dzie s+ a. Dzial zatem zoinierza starszego be-
dzie s 4- a. Dziat zatem zoinierza starszego bedzie

a czyli - ; ktéry maigc wiadomy , ta

two bedzie znalez¢ dziat zoinierza miodszego.

dziat mnieyszy = — — — ; iakakolwiek bedzie
2 2

dana do podzielenia summa, iakakolwiek miedzy
dziatami naznaczona ro6znica ; zawsze tatwo be-
dzie wynalezé obadwa szukane dziaty, kladac W
dwoch znalezionych waznosciach *ogélnych za-
miast s naznaczong w liczbach summe , zamiast
a naznaczona w liczbach miedzy dziatami rp-
Znice. . YY" . Ty c .,

Lecz nie tylko waznosci te ogdlne dwdch
szukanych dziatéw stuzg do predkiego rozwigzac
nia zagadnien, o podzieleniu daney summy pie-
mgzne'y na dwie osoby podiug wyznaczoney mie-
dzy dziatami réznicy*; mozna ich takze wygo-
dnie uzy¢ do rozwigzania nieskonczoney liczby
zagadnien innych , na pozor zupelnie od poprze-
dzaiacego rézniacych sie. | tak weZmy zagadnie-
nie nast~jmiace :

Oycjec i Syn maig razem'lat 5EL Oyciec od Sy-
na starszy iest 2% laty : ilez ma lat Oyciec, a ile
Syn ?

Zagadnienie to Inbo zélaie sie od poprzedza-
igcego wcale odmienne, w istocie iednak iest
zupetnie do niego podobne: i fnoznaby ie bez
naymnieyszego nadwerezenia dwéch liczb szukA-
«ych tak oditoiehi¢ ; dang summe 5s zi. podzieli¢

na

¥



Wiadomasc poprzednicze. %

na dwie osoby iu ten sposdb, azeby starsza miata
24 zt. wiecey niz miodsza: ilez sie kazdey dostanie ?
Wiedzac zatem z poprzedzaigcego zagadnie-

nia, ze Np. dziat,wiekszy iest —24—2-wiedzac nad-

to z warunkoéw drugiego zagadnienia, ze 1= 52,
a— 24; tatwo bedzie wyrachowac¢, ze Oyciec ma

lat —+ 2-— 15:=38 i t. d.
, 2 2 2
Toz mowi¢ o nastepuigcych zagadnieniach :

- Dla dwéch oddziatow woyska dano 100,000 rfl-
¢yy chleba; ieden oddzial' ma dosta¢ 27000 racyy
wiecey niz drugie ilez racyy dostanie sie¢ kazdemu

oddziatowi ?

Za pare koni dano 89 cz. zt. ieden z nich is
cz. zt. wiecey kosztuie niz drugi: iakaz iest cena
kazdego ?

i 344 kul drmatnych utozone sa we dwa stosy,
w iednym iest kul 64 wiecey niz w drugimi ilez kul
znayduie sie w kazdym stosie |

Do ulania armaty wazacey funtéw i~se6| u-
2yto miedzi 10096 funtow wiecey niz cyny-, iakaz
ilo$¢ miedzi i cyny znayduie sie w tey armacie ?

W iedney grzywnie czyli w 16 totach srebra
dwunastey prdby iest czystego srebra 8 totéw wie-
cey niz miedzi: ilez w mieszaninie tey znayduie sie
fotéw czystego srebra, ile miedzi i t. d.

Wszystkie te zagadnienia roéznig sie tylko
iniedfy sobg wystowieniem ; w rzeczy za$ samey
Sg sobie znifKftile podobne i w kazdem albowiem
$ nich tak iak w zagadnieniu pierwsze'm, dana iest
summa do podzielenia na dwie czesci i dana roé-
znica miedzy temi czeSciami zachodzaca i gdyby-
smy w kazdem z tych zagadnienn dana summe
dwoch liczb szukanych oznaczyli przez s, a ro6-
znice przez a, i odbyli dziatanie iak w zagadnie-
niu pierwszem , zawsze wieksza z dwoch liczb

tkanych wypadtaby —4-—, mnieysza 4- — ~
8.
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8. Dwa te wyrazenia ogo6lne wystowiwszy
iezykiem zwyczaynym , wypadnie nastepuiace
prawidio dla wynalezienia dwodch liczb niewia-
domych , ktorych dana iest Summa i roznica:
liczba mieksza rownasie potowie summy, wiecey po*
towg réznicy < liczha mnieysza réwna sie potowie
summy mniey potowg réznicy. Prawidto to postu*
zy do predkiego rozwigzania wszelkich zagadnien,
W ktérych rzecz idzie owynalezienie dwaoch liczb
nieréwnych, ktérych summa i réznica iest dana,
I tak nNp. w zagadnieniu ostatniem , w Kktorem
summa dwoéch liczb szukanych , to iest liczba
totbw czystego srebi-a i miedzi zrayduigcych
sig w grzywnie jrebra dwunastej proby, iest 134
totbw” , a ich ro6znica 8 totéw ; bedzie podiug
prawidta powyzszego liczba wieksza to iest li-

czba t6téw czystego srebra —2+—2 = 12", li-

ezba mnieysza , to iest liczba totow miedm

9. Gdyby trzeba byl® wynalezé trzy liczby
nierdbwne, ktorych summa iest dana, i dane sg
réznice miedzy niemi zachodzgce, sposéb postg- *
powania w szukaniu lic;zb niewiadomych temby
sie¢ tylko od poprzcdzaigcego roznit, iz byitby
cokolwiek dtuzszy. Jakoz niech bedzie zagadnie-
nie nastepuiace:

Trzem zastuzonym zoknierzom wyznaczonysum-
me 2840 zt. ktdrg podzieli¢ sie maig ten sposobt.
aby naystarszy z nich. dostat 200 zt. wiecey niz
$redni, ten za$ 120 zt. wiecey jiiz naymiodszy ; ilez
sie kazdemu dostanie ?

Zagadnienie to, lubo iest bardzie'y zawiktane
niz poprzedzaigce , moze by¢ iednak z tatwosciag
rozwigzane sposobem arytmetycznym, iezeli sig
dobrze nad iego warunkami zastanowimy. Sg tu
wprawdzie trzy liczby niewiadome ; lecz iedne z
nich znalaztszy, doydziemy z tatwoscig dwocip

Yok .t ‘ E-*
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pozostatych. Wiedzac np. ile si¢ dostanie w po-
dziale zoinierzowi . naymtodzemu , dodawszy dé
tego dziatu i20 zt. rhietiby$Smy dziat zoinierza $re-
dniego , albo tez do dziatu Zzoinierza naymlodsze-
go dodawszy. 120 i 200 czyli 020, mielibySmy
dziat zoinierza nays$tarszegd. Trzy te dziaty do-
dane d6 siebie powinny uczyni¢ wyznaczong sum-
me 2840,z a zatem

Dziat zotnierza naymitodszego / Wiecey tenze
sam dziat powiekszony 120 zletemi, wiecey tsiize
sam dziat powiekszony 320 ziotemi réwny iest
2840 zt. czyli

Dziat naymtodszego zoinierza trzy razy wzie-
ty, wiecey i20 zt. wieCe'y 320 L rowny iest 2840
zt. czyli

Dziat naymtodszego zoinierza trzy razy wzie-
ty, wiece'y 440 zt. réwny iest 2840 zt. a zate'm

Dziat naymtodszego zoinierza trzy razy wzie-
ty , réwny iest 2840 zt. mniey 440 zt. czyli

Dziat naymtodszego zotnierza trzy razy wzie-
ty, réwny iest 2400 zt. wiec dziat naymiodszega
zoinierza raz wziety rowny iest trzecie'y czesci
$§400 zt.' czyli

Dziat naymtodszego zotnierzaréwny iest 800 zt.

ISaymtodszy zatem zoinierz dostanie 800 zi-

Sredni 800 wiecey 120 czyli . « e« 9203

INaystarszy 920 wiecey 200 czyli . 11*0.

Rozwigzanie to czyni zadosy¢ warunkom za-
gadnienia gdyz naystarszy. bierze 200 zt.'wiecey
niz $redni ; ten za$ 120 zt. wiecey niz najmitod-
szy; a wszyscy trze'y biorg wyznaczong summe
2840 zt.

10. Chcat zagadnienie to rozwigzaé¢ za pomo-
cg sktéconych znakéw oznaczmy- dzial zoinierza
naymtodszego przez X. Poniewaz $redni powi-
nien dosta¢ 120 zt. wiece'y niz naymlodszy , kie-
dy wiec dzial naymtodszego iest X, dzial Srednie-
go* bedzie X + 120. Aze naystarszy; powinien
W2ia¢ 2€o zt wiecey njz Srednig bedzie wiec dziat

nay -
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jiaystarszego X et 120 4- 200 czyli X 4-32» Ma*
my zatem oznaczone wszystkie trzy dziaty.

Dziat naymtodszego = X , Sredniego = x 4*
120, naystarszego = x 4- 320.

Summa tych trzech dziatow tym sposobem
©znaczonych , iest X 4- X 4-1i20 4- X 4-320; czyli
5X 4- 440. Aze podiug zagadnienia summa do po*
dziatu wyznaczona iest 2840 zt. bgdzie wiec,

5X 4- 440=72840.

Odigwszy 440 tak od 3x-+-440, iako tez od

s$840, zostanie

Aze przez X oznaczyliSmy dzial naymtodszego
zotnierza , naymitodszy zatem dostanie 800zt. it. <.

11. AbySmy otrzymali wypadek ogodlny,
ryby stuzyt do predkiego rozwigzania wszelkich,
tego rodzaiu zagadnien, iakakolwiek bedzie nazna*
czona summa i iakiekolwiek miedzy trzema szu-
kanemi liczbami dane rd6znice; oznaczmy summe
do podzielenia .dang przez S, roznice miedzy dzia-
tem naywiekszym i $rednim przez a, réznice mie-
dzy dzialem $rednim i naymnieyszym przez b. O*
znaczmy nadto dziat naymnieyszy przez X j dziat
zatem $redni bedzie x + i),a naywiekszy X 4-b4- a.
Summa wszystkich tych trzech dziatow tym spo-
iobem oznaczonych, iest X+ X + b-hx-hb-ha;
czyli 3x + %b+a. Aze summa podiug zagadnienia
jest S bedzie wiec.

Odigwszy 2o tak od 3tf-tiako tef od
zostanie

kto-
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u u
Wyrazenie to algiebraiczne wystowiwszy spo-
sobem zwyczaynym, otrzymamy nastgpuiace pra-
widto dla wynalezienia waznoséci .dziaiunaymiuey-
szego: Od summy daney do podzielania oiuac nha-
przod roznice piet wszg , potem rdznice dtuga dwA
razy wzieta, i reszte podzieli¢ przez oe

Prawidto to zastosowawszy do danego zaga-
dnienia, w ktérein wyznaczona summa do podzie-
lenia iest j-=2840, réznica pierwsza 0=200, ro-
znica druga 6=120, a tein samem réznica ta dwa
nazy wzigta 26=240; tatwo znaydziemy, ze dziat
unymiodszego zotniei-za wynosi 800 zi.

Ten sam wypadek, otrzymalibySmy kiladgc w
znalezionem wyrazeniu algiebraicziieni dziatu to-
go zoinierza, zamiast gtosek sta izb liczby, kté.
pych mieysce gtoski te zastgpuig. Tym sposo-
bem wyrazenie to zamienitoby sig w nastgpuiace;

Gdybysmy przez x, oznaczyli dziat zoinierza
sredniego , poniewaz najstarszy ma zi. a wigcey
iuz Sredni , kiedy wigc dziat Sredniego iest X,
dz;al naystarszego bgdzie x 4- a ; aze nay miqds*J*
ma zk b mniey niz $redni; bgdzie wigc aziat naj-
mtodszego X~~b. 'Trzy zatem dziaty sy: $redni
= X,iuiyvyigkszyJ x 4-a, naymnieyszy = x—b, a
siynma ich iest x + x+ a+ x — b, czyn bx4-a—u

Aze podiug zagadnienia summa *=S; bidzie
wigc



ti Rozdziat 1.

Dodawszy 6 tak do sx—b, iako tez do as
bgdzie

0X— 6+6=r-—a+b ; czyli sx—S—a+b.

Podzieliwszy tak 3x iako tez s<—a+6 przez 3,
wypadnie

C-heac otrzymac¢ waznot¢ dziatu zoinierza ire-
dniego , trzeba od summy daney do podzielenia, od-
igé roéznig pierwsza, a do reszty doda¢ roéznice
druga i podzieli¢ przez 3.

Prawidto to zastosowawszy do danego zaga-
dnienia, albo tez w znalezionem wyrazeniu algie-
braicznem dziatu sredniego zotinierza, zamiast gto-
sek s, a i 6 potozywszy liczby w zagadnieniu
naznaczone, znayduiemy 30=920, poczem tatw®
bgdzie wyznaczy¢ dwa dzialy pozostate.

Waznos$¢ tg dziatu zoinierza $redniego to iest

—~— , mozna takze wyprowadzi¢ z waznosci
3
dziatu zoinierza naymtodszego, ktéraiest S a J
\Y "o 3
poniewaz bowiem réznica .migdzy dziatem nay-
miodszego i $redniego, iest b; dodawszy zatem b
*© waznosci dziatu zoinierza naymtodszego, bg-

dzie dziat sredniego J—“— ~+fr;c z u , 2L
* 3 7 3 ‘3
. S—-«—26+36 ..... ', . X ,
czyli —...... 3 Wyrazenie to oznacza, ze od

i—a odigwszy 26 a potem dodaé 36 i podzieli¢
przez 3. Od s—a odiawszy 26 a dodawszy 36,
bgdzie se—at+b. Dziat zatem zotnierza $redniego

VvV, . j—-atb.
bedzie L
3

Podobnytnze sposobem z waznosci tego osta-
tniego dziatu, mozna wyprowadzi¢ dziat zotnie?
rza naystarszego : poniewaz bowiem réznica mig*
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dzv iemi dwoma dziatami iest a, dodawszy zatom

3
a,}ezyli co naiedno wyckodzi 2% do dziatu zotnie-

rza Sredniego, to iest do 5 bgdzie dziat

ruaystarszego.

my wyznaczonoy dodawszy réznice pierwiza dwa
razy wzietg, a drugg poiedyncza, i wszystko podzie-
liwszy przez 3, wypadnie dziat zotlnierza naystar-
tego.

g Postgpiwszy tym parnym yposobem , ktdérego
wyzey uzyliSmy dla wyznaczenia w liczbach dzia-
tu zoinierza maymiodszego , znajdziemy x=ii20
dziat Zzoinierza naystarszegd6. Wrescie to samo
wyrazenie ogo6lne dziatu zolnierza naystarszeg©
Otrzymaliby$Smy, oznaczaigc dziat ten przez * a
dwa inne dzialy stosownie do warunkéw zaga-
dnienia, iak sie o te'en tatwo pnzekona¢ mozna.

12. Wiedzac ze dzial naywiekszy
o}

Sredni 3as a+b, naymmeyszy = s—aib , mozna

3. 0
bgdzie z tatwoscig rozwigza¢ nie tylko wszystkie
zagadnienia maigce za cel podzielenie danay sum-
my .pienigzney na trzy osoby podiug wyznaczo-
nych miedzy dziatami réznic ; ale tez nieskonczo-
ng liczbe zagadnien innych wystowieniem tylko
od poprzedzaigcego roézniacych sie, lecz W isto-
cie zupetnie do niego podobnych , iak sg nastg-
puiace :

Na seymiku ztozonym z Jsoo 0s6b gtosuigcych
ieden ze (trzech staraigcych sie o tenze sam urzad
miat za sobg i4 gtos6w wiecey, niz drugi; ten za$
miat glosow 27 wiecey niz trzefi: ilez glosow miot-
kazdy ?

Mat-



id Rozdziali.

Matka i dwie iey corki maig razem lat 67~ mat-
ka ma 18 lat wiecey, niz corka starsza; tazai corka
mu dwa lata wiecey niz |ey 5|ostra ilez lat ma
kazda-z nich?

W trzech oddziatach woyska iest razem i4250
giow: tu iednym oddziale iest giow 53? wiecey niz
w drugim>; w iym zai iest gidw 384 wiecey niz ni
trzecim: ilez glow iest w kazdym oddziale ?

Do przewiezienia 29 cetnaréw towaru, uzywa
kupiec woiu, muta i konia ; lecz chciatby na wotu
utozy¢ dwa cetnary wigcey niz na muta, na muta
zai 5 cetnary wieiey niz na koma: iakze cigzar ten

e ma rozdzieli¢? '

W zwierciadle metallo'wem  funtow ivazqcem
znayduie sie miedzi 11 funtéw wie ey niz cyny ;
cyny zai ieden funt wiecey niz arszemku : ilez fun-
tow na zrobienie tego zwierciadta uzyto miedzi, cy-
ny i arszeniku?

W 100 funtach prochu armatniego iest &%fun-
W wiecey saletry a nizeli siarki; a wegli tyle ile
siarki: 1lez funtow saletry, siarki i wegll wchodzi
do sktadu tego prochu? i t. d.

'We wszystkich tych zagadnlenlach wynalezé
potrzeba trzy liczby, ktérych summa iest dana,
i dane sg rdéznice miedzy lemi liczbami zachodza-
ce: a lubo w zagadnieniu ostajniem nie masz za-
dney roznicy miedzy drugg liczbg szukang i trze-
cig, czyli, ,co na iedno wychodzi, réznica ta iest
s= 0, gdyz iloSci wegli i siarki do prochu wcho-
dzace sg réwne; iednakze u w tym przypadkw
znalezione wyze'y og6lne ~znos$oi dla kazdey z
trzech liczb szukanych sag d.o rozwigzania dosta-
teczne : trzeba tylko w kazdey z nich zamiast b,
przez ktére oznaczona iest réznica miedzy dru-
ga i trzecig liczbg szukanag zachodzaca , potozyé
zero ptym sposobem wazno$¢ np.Kliczby naywie-

ksze'y, ktora iest , zamieni sie w nastg-
! 0

puigca:
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idw i t. d.
i5, Gdyby dang summe S potrzeba byto po-
dzieli¢ na czterech zotnierzy tak, aby naystarszy
iwzigt a zt. wiecey niz drugi; drugi b zi. wie-
Bcey niz trzeci ; trzeci C ztotych wiece'yniz czwar*
1 ty : oznaczywszy dziat ktoregokolwiek zoinierza
Mprzez X' a inne dzialy stosownie do warunkdéw
e|zagadnienia, i odbywszy dziatanie takie iak wy-

i-zay, znalezlibySmy dziat naywiegkszy

4
dziat drugi dziat trzeci
4 4
1 dziat czwarty = — 1 6iak sig o tem tatwo
| !
| przekona¢ mozna.
H ii. Te same waznosci ogo6lne czterech smika-

1 »ych liczb w zagadnieniu ostatniem, moznaby
* takze bezposrednio wyprowadzi¢ i trzech wa-
i inoéci znalezionych w zagadnieniu poprzedzaia-
j cem: Jakoz pordwnawszy z sobg dwa te zaga-
dnienia-, postrzezemy niektére warunki w obu-
dwu iednakowe r niektére odmienne: skad wnie-
siemy, ze tak spos6b postepowania w rozwiaza-
niu tych dwoéch Zagadnieh , iako tez znalezione
waznosci szukanych dziatbw pod niektéremi
wzgledami, bedg w obudwu zagadnieniach iedna-
kowe , pud niektéremi odmienne, r¥ak w poprzs-
dzaigcem iak w ostatniem zagadnieniutrzeba po-
dzieli¢ dmg summe na czesci nieréwne podiug
wyznaczonych miedzy temi czesciami rdznic : lecz
W zagadnieniu powyzozeiir liczba tych czesSci iest
3, i dla tey przyczyny mianownikiem kazdey z
N'zech  znalezionych waznos$ci iest liiczha. 3; w
| B Za-

oL " 10



Rozdziali.

zagadnieniu ostatniem liczba szukanych czesci
iest 4, a tem samem i mianownikiem czterech
szukanych waznos$ci powinna by¢ liczba 4. W
zagadnieniu powyzszem wyznaczonych miedzy
dziatami roznie iest dwie : iedna a miedzy dzia-
tem naywiekszym i $rednim, druga b miedzy
dziatem $rednim i naymnieyszym ; obie tez ré-
znice te wchodzg do licznikéw znalezionych wa-
znos$ci. W zagadnieniu o$tatniem trzy sa wyzna-
czone réznice , iedna a miedzy dziatem naywie-
kszym i drugim , druga b miedzy dziatem drugim
i trzecim, trzecia ¢ miedzy dziatem drugim i trze-
cim, trzecia C miedzy dziatem trzecim iczwartym :
w licznikach zatem szukanych dzialow tego za-
gadnienia , wszystkie trzy roéznice znaydowaé sie
powinny. W liczniku naywiekszey czesci zaga-
di.ienia powyzszego, réznica a znayduie sie uwa
razy wzieta: bo tez naystarszy zotnierz r*z mazie*
tych a wiecey nizeli sredni, drugi raz zitotych 4
i bwiecey niz naymiodszy: w zagadnieniu osia-
tniem zoinierz naystarszy raz ma ztotych' a wie-
cej ulz drugi, 2re ztotych a+fi wiece'y niz trzeci,
nakomec ztotych a, b i cwiece'y.niz naymiodszy.
W liczniku zatem waznosci dzialu naywiekszego
w ostatniem zagadnieniu réznica a bedzie trzy ra-
zy wzieta, réznica trdwa razy wzieta, rdznica €
raz wzieta.

Z tych uwag wniesiemy lorf, & szukanych
waznosci w zagadnieniu o$tatniem iest 4; zre, ze
kazde'y waznos$ci mianownikiem bedzie liczba a;
3cie, ze do licznikéw wchodzi¢ bedg nic tylko sum-
ma S, roznica pierwsza a, roznica druga b. ale
tez i réznica trzecia c; 4te, ze nakoniec poniewaz
zotnierz np. naystarszy ma naprzod a ztotych wie-
cey niz drugi., petem ztotych a i b Wiecey niz
trzeci, nakoniec ztotych a, bi cwiecey niz ezwar-
ty; wiec w liczniku waznosci dziatlu tego zoinie-
rza bedzie roznica a wcieta trzy razy, roznica b
Wzieta dwa razy, a roznica c wzieta raz ie-
den. Dzial zatem zotinierza naystarszego bedzie

241
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i$? Gdyby daru summg§ potrzeba byto podzie-
li¢ ia czysci nier6wnych 3, 6, 7 i t. d. stosownie
do wyznaczonych miedzy niemi réznic ; rozwigza-
nie tych. zagadnien sama tylko liczba szukanych
‘Czesci od poprzutzaigcego réznigcych Yie nie pod-
padtoby zadney ‘trudnosci. Moznaby nawet dana
licz.bg czesci oznaczy¢ przez iika gtoske z abeca-
dta ,1 zagadnienie to uczyni¢ tik og6lnem, aby
raz rozwigzane, stuzyto do wszystkich przypad-
kéw iakie tylko w tym rodzaiu zagadnien wy la-
rzy¢ sie mogg. Tym sposobem zagadnienie to za-
mienitoby isig w nastepuigce :
Dang su nme s podzieli¢ na m czgsei nierownych,
i takich, aby rdoznica miedzy czescig pierwsza 1dru-
ga byta a, migdzy druga i trzeiCg b. migdzy trzecig
i czwartg a; i t d. iakiez bedg e czeSci. Lecz roz-
wigzanie tego zagadnienia wymiga wiekszey co-
kolwiek wprawy , niz ig dotagd mie¢ moze,my.
Wprawa ta postuzy nam takze do tatwego i pred-
kiego rozwigzania innych zagadnien nieréwnie
zawilszych niz sg poprzedzaigce : a nawet w zaga-
dnieniach poprwdzatgcych - sposéb postepowania
moze by¢ znacznie skréconym i utatwionym, gdy
sie ze znakami ogélnemi lepiey obeznamy.
ib. Wyrazeniate : 3x4-410=2Styp, 0x+2.a+-b-"s,
i tym podobne, zowia sie réwnaniami, aequn:io~
nes. ilosci sx, za, b, s, 440 i t. d. oddzielone od
siebie znakiem 4 tub «— , zowig sie wynizami, ter-
minu  Wyrazy skiad iiLace réwnanie oddzielone od
siebie znakiem =x, naz/waia sie stronam-i, réwna
nia. melibra. W réwnaniu 3x-t-2n-4-6—r pierwsza
strona ma trzy wyrazy, to iest 3x, 4-20 i 4- b,
U2 dru-
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druga zas strona ma tylko ieden wyraz S. }?00&

bniez réwnaie 8x—-12= —4-32. ma z obu stron po
5
dwa wyrazy: 8Xi — 12 sg dwa wyrazy strony

pierwszey, Z\ i + 32 s3 dwa wyrazy strony dnu-
5

giey.

Kazde rownanie uwazaé potrzeba iako zaga*
dnienie napisane znakami algiebraicznemi. w ten
sposéb, azeby wszelkie wzgledy czyli stosun-
ki podiug warunkéw zagadnienia miedzy, ilo-
$§ciami niewiadomemu i wiadomemi zachodzace by-
ty wyrazohe, i oznaczona réwnos¢ , ktora podtug
tychze warunkéw miedzy ilosciami iednemi i drli-
giemi zachodzi¢ mus;. 1 tak réwnanie ostatnie

Sx— 12= -3+ 32, ktdresmy przypadkiem wzieli dla

przyktadu, wystowione sposobem zwyczaynym,
zamieni sie w nastepuigce zagadnienie: znalez¢
liczbe x, ktéraby wzieta razy 8, i zmnieyszona 12,
tyle uczynita, ile czyni ta sama liczba wzigeta razy
2, podzielona potem ptZez s i powiekszona 32. Po-
dobniez réwnanie

iest wyrazeniem algiebraicznem nastepujacego za-
gadnienia: znalez¢ liizbc s., ktoraby rozmnozona
przez liczbe m, potem podzielona ptzez a,1 zmniey-
szona summa dwdch, liczb p i g podzielong przez
réznice dwoch liczb b i ¢, tyle czynita, ue czyni
ta sama liczba Kyzmnieyszona liczbg v, potem po*
dzielona przez summe awech liczb di e, i powie-
kszona liczbg s.

Wredcie zawsze fatwiey bedzie dane rownanie
wystowic¢ iezykiem zwyczaynym i zamieni¢ ie w
zagadnienie, anizeli dane zagadnienie napisac
znakami algiebraicznemi izamieni¢ ie w réwnanie.
Naywiecey .w tey mierze znaczy wpra.wa, kto-

- N rfcv
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rey taaby¢ mozna rozwigzuiac rozmaitego ga-
tunku zagadnienia, iakie nizey podamy.

17. Zagadnienie w ten czas iest_rozwigzane,
kiedy sie znaydzie waznos$¢ ilosci niewiadome'y:
co w rownaniu w ten czas ma mieysce, kiedy z
iedney strony réwnania iest sama ilo$¢ niewiado'™
ma, a z drugiey same tylko ilosci wiadome. Zna-
lez¢ w réwnaniu waznos$¢ ilosci niewiadomey,
czyli zamieni¢ réwnanie na inne, w ktéremby z
iedney strony byta sama tylko ilo$¢ niewiadoma,
a z drugiey same tylko ilosci wiadome, zowie sig
rozwigzaniem tego réownania. Ze za$ w réwnaniu
ilos¢ niewiadoma zwyczaynie iest rozmaicie pota-
czona z wiadomemi, iak widzie¢ mozna w rdéwna-
niach powyzszych; azeby wiec réwnanie rozwig-
zaé, trzeba ilo$¢ niewiadomg uwolni¢ od wiado-
mych z nig potagczonych. Dziatanie do tego .po-
trzebne podlega pewnym prawidtom , ktére w
kiotce wytozymy.

18. Poniewaz w réwnaniu iedna strona iestro-
wna drugiey, wiec do obu stron dodawszy, lub
tez od obu stron odigwszy tgz sarne liczbe, w pier-
wszym przypadku wypadng dwie summy, W
drugim dwie réznice rowne. Podobniez obiedwie
strony réwnania rozmnozywszy, lub tez obiedwie
podzieliwszy przez tgz sarne liczbe , w pierwszym
przypadku wypadng dwa iloczyny, w drugim
dwa ilorazy rdéwne. | tak iezeli np. x— 18, be*

Ten samwypadek miatby mieysce, gdybysmy za-

miast liczb 51 18, uzyli innych liczb iakichkoiwiek.

Uwaga ta, sama przez si¢ widoczna postuzy

nam do uwolnienia ilosci niewiadomey od wiado-

mych z nig potaczonych. Jakoz ilo$¢ niewiadoma

a wiadomemi moze byé czworakim sposobem po-
i 16d*
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I6d. przez dodawanie, np. ~ +

zre. pizez ode} octyanie np. X

30t. przez mnozenie rip. ry— _

4t£. przez dzielenie np. JI— (@G

0

>Y pieiwszym pizypadin-ilos¢ niewiadoma u*
1 wolni sie odywiadomey przez odjecie, w drugim
pizez dodanie po obu,stronach roéwnania liczby
Wiadomey 5 ; w trzecim przez podzielenie, w
czwartym przez rozmnozenie obu stron rdéwnania
przez liczbe wiadoma 5; i bedzie:

iJ
Podtug- tych uwag chcac rozwigza¢ réwnanie
powyzsze

K
trzeba lod po obu stionach réwnania dodaé¢ po 12 ;
tym'sposobem réwnanie tO zamieni sie w nastepA-

igce:

Pre. W ostatniém réwnaniu odlawszy po €bu

stronach 1-., zostanie
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24jc ) ]
3k znaczy to samo, co . ; ostatnie w/gc ro-
)

wnanie zamieni¢ mozna w nastgpuiace:

Nakoniec obie strony ostatniego rébwnama po-
dzieliwszy przez 22 wypadnie

223C |52
= >4 ; czyli' sc=b.
_ 22 22

Liczba zatem szukana iest 6:iakoz 6 wziete 8
razy i zmniey$zone ia, czyni 56 ; .6 wziete 2 razy,
podzielone potem przez 3 i powiekszone 52, czyni
takze 36-

19. Gdyby w roéwnaniach oprdcz ilosci
wiadomych zawsze byty znaki liczebne, iak ict
réwnanie poprzedzaigee , inzbysmy tatwo mogli

wyprowadzi¢ prawidta na uwolnienie ilosci nie-
wiadomey od wiadofftych. Lecz W Algiebrze za-
miast znakéw liczebnych uzywaia sio znaki ogélne,
to iest gtoski abeca ha, z ktéremi potrzeba odby-
waé te same dziatania, iakie sig odbywaig ze zna-
kami liczebnemi. Chcac np. rozwigza¢ réwnanie
powyzsze (16), »

nie
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n“**, takowych nie moglibysmy usku-
teczni¢ nieznaigc sposobu iakim sig one odbywa-
ta. Chcac za|tm rozwigzywaé¢ réwnania-a]giebrai- »
ezne, trzeba pkrwey poznaé¢ sposdéb dodawania,
©deymowania y mnozenia i dzielenia za pomocg
znakew ogolnych: co wytozymy w nastepuigcym
rozdziale.

ROZDZIALU.

O Dodawaniu, Odeymoutnniu, Mnozeniu i DzlHt«
niu ilosci algiebraicznych.

u Dodawanie ilosci algiebraicznych.

20. llosci algiebraiczne, réwnie iak liczby w
Arytmetyce, sg albo poiedyncze, to iest z iednego
wyrazu zlozone , np. arsb 27cd i t. d. albo ivie-
lotakie, to iest z dwdch , trzech lub wiecey wy-
razow ztozone, np. a—1>,3b+ tic— 1 t2d. Illosci
afgiejjraiczne nadto mogg by¢ albo podobne, to
iest iednahowemi gtoskami oznaczone, np. oa i *
12«,. 7bi 8b, 2\xd 1 cHi t. d.; albo tez nieporto~
biiley to iest odmiennemi gtoskami oznaczone, Nnp.:
5« i Zb, da i one, 7hc i 8<ffl»i t. d.

21. Na dodawanie ilosci niepodobnych ten
tylko Algiebra podaie spei6b : ilasci nie podobne
napisa¢ pizy sobie, w iednym wierszu i ztgczy¢ \e
znakiem -K | tak dwie iloSci poiedyncze 8ni 4k
dodane do Siebie czynig 8Arf iAb « podobniez dwie
ilosci wielorakie 4a<— 5b 121+ 0a-\~e dodane do
siebie czynig 4«“—~ + —odf-e 1t d

22. (‘o sig tyczy ilosci podobnych , w doda-
waniu tych zachodzag niektdre skrécenia, iak to W
nastepuigcych przyktadach obaczymy.

sod. a dodane do‘a czyni «4-a, czyli 2«.

2re. 5a dodane do 4% czynig 4« t-3a czyli 7«.

0l e. nt-+-ob dodane do 4*14-26, czynig Ca+ Zb
4*4«4-2b; ezyli ga 4-56*

Atti
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afe. a+6 dodane doa«b, czyni a*164-&4-6,
czyli 2a—6 4-6, czyli 2a.

$te. $a~ 46 dodane do  4-4p, czynia  4-46
4-50 —>6, czyli 8a4-46 ">6, czyli 8:.

6<f. 7« *~ 26 dodane do 2a4-66, czynig 2a 4-66
4-7a— 26; czyli qa4-66— 26, czyli ga 4-46.

o, e— 76 c¢fodane do 3a4-36, czyilig 3a4-56
4-fl 76, czyli 4a4-36 — 76, czyli 4ne 46.

8me. 4ns- 36 dodane do 2« —'46, czynig 2rt—46
4-4fl— 36, czyli 6« 46— 56, czyliCa—176 it. d.

Pierwsze trzy przyktady nie potrzebuig za-
dnego obiasnienia: pie¢ ostatnich sg takie oczy>
wiste: bo w przyktadzie 4tym dodawszy « 4-6 do
a—=6, bedzie summa 2a— 64-6= 2«; co znaczy,
ze 2a .powiekszywszy i zmnieyszywszy tg samg
iloScig 6, zostanie 2a. Toz mowi¢ o przykiadzie
jtym , w ktérym 8a-t-46— 46 = 8a. U pizykia-
dzie btym summa 9« 4- 66 — 26= 9« 4-46 , znhaczy,
ze do 9n dodawszy naprzod 06, a potem odlawszy,.
26 zostanie ga4-46. Podobniezw przykiadzie 7mynt
summa Aa4-36— 76 = Aae 46, znaczy, ze do -i»
dodawszy naprzod 36, a potem odigwszy 76, zo-
stanie 4ne—46.

iNakoniec w przyktadzie 8mym summa 6«*—46
*36= 6«— 76, znaczy, ze od 6« odigwszy na-
przoéd 46, a potem 56, zostanie 60— 76.

Zastanowiwszy sie pilnie nad temi przyktada-
mi, wyciggniemy z nich nastepuigce uwagi:

icid. )odaigc ilosci podobne, gtoski me podle-
gata iadney zmianie , lecz tylko znaki i liczby
przed gtoskami bedace ktore sie zowig spélczytf
nikt, coifficienies.

2re. Spotczynmki te czasem sie od siebie o-
deymuig t iak iest w przyktadzie btym i 7mym,
czasem sie do siebie dodaia, iak w przykiadzie
2gim, 3cim i 8mym, tudziez w przyktadzie iszym”
gdzie a dodane do a, czyni 2a iw przyktadzie
7mym gdzie a dodane do 3« czyni 4a:. spoic™yn-
Itik bQwiem, gdy iest 1' opuszcza sie w pisaniu,

lecz



*

.26 Rozdziatll..

lecz iest domysiny: i tak a, b, X i t. d. znaczy
znaczy to samo co ix it d

scif. Spoéiczynniki ilosci podobnych w ten
czas”sig do siebie dodaiag, kiedy przed temi ilo-
§ciami sg ierinakowe vznaki , to iest: albo przed
obiema znak — , iak w przyktadzie 8mym, albo
przed obiema znak < iak w przyktadzie 3cim, i
iak iest we wszystkich przyktadach przed wyra-
zem pierwszym , przed ktéorym znak H opuszcza
sig, lecz iest zawsze domysiny.

ate. Spéiczynniki ilosci podobnych w teft
czas sie od siebie odeymuia , kiedy przed temiilo-
S§ciami sg znaki odmienne , to iest: przed iedna
znak -h/przed drugg znak =, iak w przyktadzie
titym i 7mym.

Kiedy sig spéiczynniki od siebie odeymu-
ag , pozostata reszta albo ma przed sobg znak 1+
iak w przykiadzie btvm; albo znak — , iak w
przyktadzie 7mym ; albo nakoniec nie masz za-
ciney pozostaie'y reszty, iak w przyktadzie 4tym
15

bte. I'0 odigciu od siebie spétczynnikéw przed
pozostatg resztg daie sig znak taki , iaki iest przed
iloScia maigcg spoétczynnik wigkszy: iezeii za$
spoéiczynniki te s3 réwne, na ten. czas reszta miey*
sea mie¢ nie bgdzie.

Z uwag tych mozemy ustanowi¢ nastgpuiace
prawidto dodawania ilosci podobnych :

SpoUzynniki ilosci podobnych maigcych przed
sobg ledtianowe znaki dodaig sie; spoiczynniki ilo-
$ci podobnych maiacych przed sobg odmienne znaki
oaeymuig, sie daigc przed resztg znak spolczynniKa
wiekszego.

20- Gdyby przyszto 3, 4 lub wigesy ilosci
podobnych do siebie dodaé¢, na ten czas trzeba
wziaé iedne summe ilosci podobnych maigcych przed
sobg znak -p, drugg summe tychze ilosci maigcych
przed subg znak <, i mnieysza z tych dwdéch summ
adig¢ ud wiekszey, a przed resztg da¢ znak summy
wigjkszey.

»0-
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I"diug tego prawidta dodawszy do siebie re>
stgpuigce ilosci.

Dziatanie to zalezgce na zebraniu ilosci podo-
bnych w ieden wyraz, czyli na sprowadzeniu ich
do iednego wyrazu, zowie sig Sy t<iwodzeniern f >e-
duitio, i ma mieysce nie tylko w dodawaniu ilo-
$ci algiebraicznych ; ale tez w ich odejmowaniu,
mnozeniu i dzieleniu, iak to obaezyiny nizey.

U. Odejmowanie ilosci algiebraicznych.

24. Na oznaczenie, ze iedna ilos¢ ma by¢ od-
igta od drugiey, uzywa sig, iakoSmy iuz powie-
dzieli, znak oaeymowania «— ; i tak «=—0 znaczy,
ze od liczby oznaczoney przcZ, a trzeba odia¢ li-
czbgozriaczong przez b

A zatem od « odigwszy b 4- C, to iest, od liczby
oznaczoney przez a odigwszy dwie liczby icdng
eznaczong przez b, druga przez C, zostanie reszta
a' ~— ¢ Podobniez od a odlawszy t+ 1-t
zostanie reszta a—b— c— d

Stad wniesiemy, ze W iloSciach maiacych sie
odeymowac wszystkie znaki 4- tak wyrazne iak do-
myslne zanfiemaig sie na znaki . 1 iak od 5a —
2i>+4c odigwszy <d4-ne4-m4-x , zostanie 0a —

Gdyby przyszto o.t a odigé b— .; abySmy_io
odejmowanie tatwiey uskutecznili, naznaczmy
dla o, b i ¢ szczegdlne waznosci iakiekolwirk.
Niech bgdzie a= 12, i>=8, ¢c= 3. A zatem od
a >jest teraz to samo, co od liczby 12
edigc iiczbg 8 zmnieyszong trzema iedijoscianii;
czyli od 12 odig¢ 8 — 3. Odiawszy 8 od 12 , zosta-
»te 12 — 8 = 4. Lecz. pozostata reszta i iest mniey-

Saa
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sza ni£ by¢ powinna: boSmy tez od 12 odieii 9
liczbg wieksza niz potrzeba. Nalezalo w rzeczy!
samey odige mnie'y niz 8 trzema iednosciarni; fzo- *
stanie przeto wiecey niz 4 trzema iednosciarni; i i
bedzie 12— g8 -+5==44-3= 7. Potozywszy teraz |
zamiast liczb naznaczonych znaki og6lne, wniesie- |
my, ze od a odlawszy b<— ¢, zostanie «— b-¥-f,

Jakiekolwiek waznosci szczegélne naznaczymy i
dlaa, ii-c, zawsze trzeba bedzie liczbe ozna-
czong przez — C doda¢ do pozostatey z odieeia i
liczby oznaczoney przez 6, od liczby oznaczoney
przez a. Stad wniesiemy, ze odeymuigc ilosci ma
tace przed sobg znak — , trzeba znak, ten —zamie- i
ni¢ na znak +.

AbySmy sie o tey wazney prawdzie te'm wi* ¥
doczniey przekonali, wytozymy ig ieszcze naste- |
piugeym sposobem: Od 12 odlawszy 8 zostanie i. |
Jezeli tak do 12 iako do 8 dodamy np. 3, i druga ;|
summe, to iest, n odeymiemy od summy pitr- 1
wszey, io iest od i5, zostanie takze 4. Jezeii tak |
do 12 iak do 8 dodamy po 4, po 3it. d, i summe 1
mnieyszag odeymiemy od wiekszey, zawsze zosta- !
nie ta sama reszta, to iest 4* GdybySmy zamiast 3
liczb 1218 wzieli do odeymowama inne dwie li- |
czby iakiekolwiek , i tak do wiekszey iak do j
mnieysze'y dodawszy iednei liczbe, summe dru- i
fi% odieli od pierwszey, zawszeby sie pozo- S
stata ta sama reszta, iakaby wypadta bez ta- |
kowego dodania. Oznaczmy wiec liczbe wiekszg |
przez a, liczcbe mnieysza przez b— ¢ i odeymiy-
my. drugg od pierwszeyponiewaz dodanie takiey- |
kotwiek liczby do obu tych liczb przez a.'i przez j
b<— c ozr .ezonych, nie ma zadftego wptywu na |
reszte z udiecia iedney od drugiey zostaigcg; do- 1
daymy wiec liczbe € tak do atiako tez do li*— c !
w tym przypadku zamiast odeymowania b~—cC od
a, potrzeba od a+ c odigé b— c+4c; czylioda + ¢
odin¢ b: gdyz 6—c+ c=zb. Odigwszy b od a\«f
zostanie a-K — b.

Sposéb inny* Poniewaz od b odigwszy b nic

feifr
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rie zostanie, Czylib< b~o0, podobniez0-:=0,

dzie wigc
dza fl-hb «—b1+C— C.

Tym albowiem sposobem ilo$¢ a nie zmienita
*ig eo do waznosci; nadaliSmy iey tylko inng po-
sta¢ przez przydanie do niey cztérecn ilosci, 4-t>—<D
'4-i—c, ktorych, summa czyni o.

Jezeli teraz uwazymy, ze przekresli¢ ktora-
kolwiek z tych czterech ilosci do a przydanych,
iest to samo co ilo$¢ tg odig¢ ed a; wniesieniy, iz

powyzszem wyrazeniu z pi¢rwszey strony od-
lawszy b— C a z drugiey strony przekre$liwszy
Bk 6—'Cy reszty pozostate laedg réwne. Ze zas po
takéWein dziataniu z pierwsze'y strony zostaé po-
wing Szukana reszta z odigcia b< c od A wypa-
d&iaca; az drugiey strony zostanie a—-i?-i-c; wigc
tg szukang resztg iest a-—Db-f-c; to iest: od a od-
lawszy be— C, zostanie ar— b-t-c.

WresScie dla sprébowania czy w odeymowa-
nin nie zaszta iaka omytka, do pozonjLitey reszty
la— b4-c dodawszy ilo$é odigta b— crgjgdzie sum-
ma n*— O+ c+ k— c= a: co dowodzi, ze znaie-
Iziong reszta iest prawdziwa.

2 uwag tych wypada nastgpuiace prawidto
odeymowania ilosci algiebraiczuyeh : 1u ilosci ma-
igcey byC odieta wszystkie znaki 4- zamieniwszy
na —, 1 wszystkie znfiki — zamieniwszy ng 4-,
-napisa¢ 18 W iednym WIi€rszu po praiuey stronie
drugiey ilosci daney.

1'odtug- prawidta tego odlawszy r— 2£4-8w—
od fsn—dzb—[-bc zostanie og— 2b4-0C>— W4-ze - OM
4-x it d.

Jezeli w pozostatey rescie znayduiag sig ilosci
podobne, nalezy ie sprowadzi¢ do iednego wyra-
zu podiug- prawidta podanego wyzey, pas); np.
od ja -@4-8 odigwszy 5a — 404-7C, zostanie
7«— Ib4- 8c* da4-46- 7C, czyli aa+cit. d. , ~

20. Czasem dosy¢ iest tylko ostrzedz, ze ilos¢
u‘dng ud drugiey odig¢ trzeba. Na ten czas ilose
Hiaigca by¢ oihjgtg bierze sig w nawias bez zadney

zinia-
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zmiany znakéw przed iey wyrazami bedacych ;
lecz przed nawiasem daie sie znak —. 1 tak wy-
li zenie to : 7a— 464-Sc— (5a—e -ejc) , znaczy,
ze od 7a— 406+-8c trzeba odigé ja— Ibes'je ile
razy wiec w wyrazeniu iakiem przed nawiasem
iest znak —-, chcgc wyrazenie to napisa¢ bez na-
wiasu , trzeba wszystkie znaki ilosci bedacey w
nawiasie zamienié¢ 4- na i znaki — na 4-; np.
wyrazerne nastepuigce : 3a +zZb— (711-+bb 4c—
&a)j znaczy to samo, co oa-hzb— 'ja— ab-t4e
4- ; czyli
‘40— 50 +4c - 8d.

26. W ostatnim przykladzie pozostala reszta
—@a— 3P4-4*-*-8d znaczy, ze od summy dwoch
iloéci 4c i Bif trzeba odigé dwie ilosci 4a i 5b.  ilo-
§ci te: -~4c, 4- 8d,'i wszystkie inne, przed kté-
remi iest znak dodawania 4- wyrazny lub domy-
$Iny , zowig sie ilosciami dodaynemi, guariiitates
additiyac; ilosci za$ te — 4c,~56 i wszystkie in-

e, przed ktéfemi iest znak odeymowania * , zo-
wie sie iloscm”~hi odiemntnii, subtractivae.

W kazdem wyrazeniu algiebraicznein napiej—
wszem mieysca kladzie sie zwyczaynire ilos¢ do-
dayna z domys$lnym znakiem 4-, iakoSmy iuz po-
wiedzieli (22). Jezeliby za$ wyrazenie iakie za-
czynato sie od ilosci 6aiemney, na ten czas przed
iloscig tg trzeba da¢ wyrazny znak — , np. od
aa4-46 odigwszy 8a4-g6 , zostanie sa-h-ib'— sa—
90, czyli— £a— Jb,. Podobniez odda—s+700digwszy
"a— 7b zostanie ba— 70— 7a4-7b, czyli*r-a\ t. d.

W przyktadach tych dwie pozostate reszty,
to iest: = — ab, i — a skladaig sie tylko z sa-
mych ilosci odiemnych. "Wiemy iuz, ze np. wy-
razenie to: a—*>znaczy, iz od liczby ©znaczo-
Mey przez a odiac potrzeba liczbe oznaczong przez
b Ale 00 znaczy wyrazenie to: — a, — ba—|
i wszelkie inne z samych tylko |Ios<:| odiemnycii
ztozone , ktore nie tylfco z odeymowania, ale tez,
iak sie okaze wkrétce, z mnozenia takze i dziele-

e



o Dodawaniu i f. rf. 3/

i ma- -ilosci- algebraicznych wypas¢ mogg, t« wy*
I t«Zymy wa iunem mieysca.

1*1. Mnozenie ilosci algiebfatcznych.
I %

27. Chcac dwie ilosci poiedynezc przez siebie
.rozmnozy¢, doso iest miedzy niemi dac znakmno-
ie.ua x. ltak. gxb iest iloczynem dwécii czyn-
nikéw a Ib; to iest, znaczy, ze iiczoa oznaczona

' przez a powinna byé rozmnozong przez liczbe
Ktérg oznaczg b. Zamiast, znaku x , d,ue sig czg>

? stuka-o¢ migdzy czynnikami kropka ; co zw/czay*

| nie w ten czas ma mieysca, gdy czynniki sg ii-“

' czebne, Np. 5. 4, znaczy 0 rozmnozone przez 4,
iNayczgsciey iednak czynuiiu ogdlne piszg sie przy
sonie ooz zadnego znaku, UpP. no znaczy a roz-
)*wozone przez ult. d,

Mnozac wiec ab przez r, wypadnie \loczyn
ab: - mnozac ab przez cd, wypadnie Kfoczyn abcd,;
mliozac ax przez bc, wypadnie i.oof/u axbc i t. d.

(Siad mozna wyprowadzi¢ nastopuiace prawi-
dto: mnozenia" ilosci algebraicznych poiedyn-
czjydi: iloczyn ilosci poiedyuczycrv sktada sie ze
u, rou/jtkich czynnikéw bez zadnego znaku, tprzy so-
bie poTozonyck.

A iako iloczyn czterech np. czynnikdéw licze-
bnyoa 2, 3, 4 i 5, lub itinyca iakichkolwiek,
zawsze iest ten sam, iakikoiwiek zachowany ug-
flizie porzadek w ich. mnozeniu ; tak tez iloczyn
Ztozony z czynnikéw ogdlnych mieysce liczb za-
stfpuigoych , zawsze iest ten sam, w inkimkol-
wiek porzadku czynniki te s w nim umieszczo-
ne. f lafcy dxbc, dexb, i t. d. zawazo iest ten sam
iloczyn utworzony z rozmnozenia cztereeil czyn-
nikéw a, by ¢ i X. 'Zwyczaynie iednak pisza sig
gtoski w iloczynie takim porzadhfcietu, iakun po
sobie naslgpuig w abecadle.

Co stg tycze spoélczynniké w liczebnych, ktére
pi'zy czyan+kach ogom yeh snaydowa¢ sig mog*,.

1, - "te
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te mnoza sig sposobem zwyczaynym , np.e 6aX
czynig 0o0ab, 4x XOc, czynig 5zcx i t. d,

2». Mnozac a przez a, podiug- powyzszego
prawidta wypadnie iloczyn aa; mnozac aa przez
a, wypadnie aa* mnozac aa przez aa, wypadnie
daaaa i t. d. 1

W takim przypadku pisze sig *az tylko ilose
C lub inna iakakolwiek; a z prawe'y Strony u goé-
ry daie sig znak liczebny maigcy tyle iednosci,
ile razy ilos¢ ta wzigta iest za czynnik. | tak za-
miast aa, aaa, aaaa i t. d. pisze sig a2, «3, a4,i
t. d. co przez skrécenie wymawia sig a dwa, a
irzy,, a cziey it d. Liczby te 2, 5, 4, znacza,
ze w i'oczynie 02, ilos¢ a wzigta iest 2 razy za
czynnik; w iloczynie a3 ilo$¢ a wzigta iest 3 razy
za czynnik; w iloczynie 04 ilo$¢ a ‘wzigta iest 4
razy za czynnik it. d. Liczby takowe zowiag sig
wyféadniki, exponentes.

Trzeba tu zastanowi¢ sig nalezycie nad roézni-
cg iaka zachodzi migdzy spotczynmkicm i wykta-
tfnikiem. W ilosciach tych 2a, 3a, 4a i t. d.
spotczynniki 2, 3, 4 znaczg, ze ilo§¢ a rozmno-
zona iest przez 2, 3,4 iednosci, czyli ze ilos¢ &
dodana iest do siebie 2, 5, 4 razy, i zamiast
moznaby napisa¢ a-i-a, zamiast oa, moznaby na-
pisa¢ fl-t-a-t-a it. d. W iloSciach za$ tych a2, a3
adit. d. wyktadniki 2, 3,4 znacza, ze ilos¢ a
wzigta iest za czynnik 2,3,4 razy, i zamiast a2
mozna napisa¢ axa, zamiast a3 mozna napisaé
axaxa it d Daymy, ze a= 5, bgdzie 20=2.
5— 10, 3fl=3. 5= i5 i £ d. a2= 3. 5= 25*a3= 5. 5.
5=125 i t. d.

29. Wszelki iloczyn, ktérego czynniki sg rpig-
dzy sobg rowne, czyli ktory iest utworzony z
mnozenia iedne'yze ilosci przez siebie samg , zowie
sig potega tey ilosci poteniia. | tak a2 iest”cl™fgg
ilosci a, i zowie sig inaeze'y kwadratem; a3 iest
trzecig potgga ilosci a, i zowie sig inaczey szeScia-
nem. inne wszystkie potggi maig nazwiska od li-
czby iednosci ich wyktadnikow, ilakn4>n5, a6

ii. d.
1 (623
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i t. cl iest 4ta, 5tg, 6tagi t. d. potega ilosci a. Sa-

jna ilos¢ a iest potegg pierwsza , ilos¢ tbowiem a
moze by¢ uwazana iakoby ‘raz ieden wzieta byta
za czynnik, i iakoby miata za wyktadnik ‘ilecz

wyktadnik be-dacy jednoscig opuszcza sie , ale iest
zawsze domysiny , i tak a, b, ci t d. iest tosa-
mo co al, bl, clit. d.

50. Z tego cosmy dotad powiedzieli o mnoze-
niem ilosci poiedyczych, wypada co nastepuje:

a2X a3— aa x aaa — aaaaa = «5-~=a-"*'3;

ntdx aab* = axbAxa-b*~ abbbb X aa bb « 306
= al™ b"2it d

Skad wniesiemy, ze Wwo0zgC przez siebie czun~
niki maigce te same gtoski z wyktadnikami, wy-
ktadniki gtosek tych tak wyrazne iak domysine do-
daig sie.

31 Zebrawszy razem wszystkie uwagi, ktore-
$§my nad mnozeniem ilosci poiedynczyc™f uczymii,
wyprowadzimy z nich nastepujace prawidto ogdl-
ne do mnozenia tych ilosci spétczynniki mnozg si-€
sposobem zwyczay nym; wyktadniki glosek iednako.
wych iak wyraZzne iak domysine dodaig sie ; a u/szy-
stkie gtoski pisza sie przy sobie bez zadnego zna-
ku vorzadkiem abecadta. 1 tak iloczyn trzech czyn-
nikow Sab*cadxiab 32X 'bab? c4 e — boa3 bt c9 de
it d - * " /

02. Jako potegi réznig sie miedzy sobg liezbg
czynnikéw rownych potegi te tworzacych ; tak i-
toczyny podiug rozmaitey liczby swoich czynni-
kéw jakichkolwiek sg rozmaite. | tak ab iest ilo-
czynem drugiego stopnia; abciest iloczynem trze-
ciego stopnia ; abcd iest iloczynem 4go stopniait. d.
gdyz iwszy utworzony iest z dwdéch czynnikow,
drugi z trzech, 3ci ze czterech i t d. 15azk*c
iest iloczynem szo6stego stopnia, mag bowiem szes¢
czynnikow, to iest: dwa czynniki a? trzy czynni-
ki bi ieden czynnik c¢; czynniki liczebne czyli
spoiczynniki-nie uwazaja sie w naznaczaniu sto-
pnia ilosciom algiebraicznym ; i lak 123 ab iestilo-
czynem stopnia ago.

€ Za-
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Zastanowiwszy z uwagag nad iloczynem czyn-
nikow poiedynczy¢h , postrzezemy, ze stopien te-

iloczynu réwny iest summie stopni, wszystkich
iego czynnikéw. Itak azixx cd— alcld, iloczyn
ten iest szOstego stopnia, aieden iego czynnik axuc
iest stopnia 4go, 2gi cd stopnia 2go i t. d.

33. Dotad zatrudnialiSmy sig mnozeniem
$ci algiebraicznych poiedynczych: obaczmy teraz,
iak sig mnoza ilosci wielorakie. A naprzéd uwa-
za¢ tu potrzeba, ze iako w Arytmetyce mnozacnp.
2d, czyli 20 + 6 przez 3, mnozymyi 6 iednosci i
« dziesigtki przez 3; tak tez mnozac np. a-4 b, tub
a—b przez c trzeba rozmnozy¢ ib i u przez C
Podobniez iako w Arytmetyce mnozac np. Jijprzez
24» mnozymy naprzod 7 iednosSci i 5 dziesigtki
przez 4, a potem 7 iednosSci i 3 dziesigtki przez 2;
rownie tez i w Algiebrze mnozac np. a b, lub
m—b przez c-+~d, lub przezc— d, trzeba rozmno-
zyé bi a przez d, a potem toz samo b i a przezc;
z tag tylko odmiang, zew Arytmetyce zaczyna sig
mnozenie od prawey reki: gdyz z rozmnozenia ie-
dnosci przez iednosci , moga wypasé dziesigtki i
t. d. co w mnozeniu ilosci algiebraicznych miey-
sca mie¢ nie moze. Przeto tez mnozac ilosci algie-
b~aiczne trzymamy sig w mnozeniu tego porzadku,
ktérego trzymaé sig nawykliSmy w pisaniu ; tc iest
mnozenie rozpoczynamy od lewey rgki postgpuigc
ku prawe'y- | tak mnozgc np. a-hb przez ¢ mno-
zymy naprzod a przez ¢, pote'm b przez C

Druga uwaga, ktorg tu uczynimy, iest nastg-
puigca, iloczyn dwéch liczb iakichkolwiek réwna
sig zawsze iednemu z czynnikéw tyle razy do sie-
bie dodanemu , czyli tyle razy wzietemu, ile czyn-
nik drugi ma iednosci. 1tak iloczyn np. 50 utwo-
rzony z rozmnozenia 10 przez 5, réwna sig czyn-
nikowi 5 dodanemu do siebie, czyli wzigtemu razy
10; albo tez réowna sig czynnikowi 10 dodanemu
do siebie czyli wzietemu razy 5. Podobniez ilo-
czyn ab réwna sig czynnikowi a wzigtemu tyle ra-

/ *ary, ile czynnik b ma ludnosci; albo tez réwna sig
czyn-
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i czynnikowi b wzietemu tyle razy, ile czynnik a

ma iednosci.

Z tey prawdy przez sie widoczne'y wypada

ten wazny wnioseK, ze powiekszywszy lub zmniey-
szywszy ieden z czynnikéw iakagkolwiek iloscia,
iloczyn ich powiekszy sie albo zmnieyszy drugim
czynnikiem tyle razy wzietym ilu iednosclami czyn-

nik pierwszy iest powiekszony lub zmnieyszony.

. 34, Po tych uwagach przystapmy iui do mno-
zenia.

W przyktadzie iwszym i 2gim, gdyby o»y«r
nik pierwszy byt a do rozmnozenia przez c, wy-
oadtby iloczyn acj lecz czynnik pierwszy a w
lwszynr przyktadzie iest powiekszony, w 2ffirri
zmnieyszony iloscig b; wiec iloczyn ac powinien
bycw iwszym przyktadzie powiekszony, w drugim
zmnieyszony czynnikiem drugim C wzietym razy b,
czyli rozmnozonym przez b; wypadnie wiec iloczyn
n tadzie,ac-+bc, w drugim ac— hc.

. w przyktadzie Sciw, gdyby drugi czynnik
byl c, iloczyn podtug przyktadu Iwszego bydby
ac+ bc; aze czynnik drugi C iest powiekszony ilo-
$cig d, wiec iloczyn ac-Abc powinien by¢ powie-
ks zony czynnikiem pierwszym a -t b wzietym ra-
zy ri, czyli rozmnozonym przez d. Azerozmno-
zyw”/zy a-+-6 przez d, wypadnie podiug przykta-
du Iwazego ad+ bd; wiec iloczyn ac-hbc powi-
nien byc powiekszony iloczynem ad-i bd. Catko*
wity zatem iloczyn bedzie ac-hbc + ad+cd.

oniec w przykitadzie 4tym, gdyby drugi

- Ayt c* iloczyn podiug przyktadu 2g»
wypadtby ac~~bc. Ate czynnik eTrugi Ciestzmniey-

C a sz«r
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szony iloscig d; wiec iloczyn ace bc powinien
bydz zmnieyszony czynnikiem pierwszym a-—_—k
vwzietym razy d, czyli rozmnozonym przez d. Ze e
za$ rozmnozywszy —Gprzez rf, wypadnie po-
diug- przyktadu 2go ad-~bd ; wigc iloczyn ao—bc
powmlen bydz zmnieyszony iloczynem ad —bhd;
zmnieyszyc za$ iloczyn ac— hc iloczynem ad — bd
iest to iloczyn ad— bd odigé od iloczynu ac— bc;
bgdzie wigc podiug prawidet odeymowania (24)
catkowity iloczyn ace—bc— ad-hbd.

W przyktadzie 4tyih zastanowiwszy sig nad
catkowitym iloczynem ztozonym ze czterech ilo- X
czynow czastkowych, i pordwnawszy go Z czyn-
nikami, z ktorych powstat; postrzezemy iod, ze
pierwszy iloczyn -czgstkowy ac, ktdry iest doday-
ny, powstat z rozmnozenia ilosci dodayney aprzez
ilos¢ dodayng C: stad wniesiemy, ze ilos¢ doday-
ng rozmnozywszy przez drugag ilos¢ dodayna, wy-
padnie iloczyn dodayny, czyli + a x + C= ac.

2re. Drugi iloczyn czastkowy — bc, ktéry iest
odiemny, powstat z rozmnozenia ilosci odiemney
£ D, przez ilo$¢ dodayng c: stad wniesiemy, zy
ilos¢ odiemng rozmnozywszy przez dodayng, wy-
padnie iloczyn odtgmny ; czyli ze — bx c— — be.

3cie. Trzeci iloczyn czastkowy «— ad, ktory iest
odimnny, powital z rozmnozenia ilosci dodayney a
tprzez odiemna— d : stad wniesiemy, ze ilo$¢ do-
dayng rozmnozywszy przez odiemng, wypadnie
iloczyn odiemny ; czyli + ax+— d= — ad

ate. Czwarty nakoniec iloczyn czastkowy + bd,
ktory iest dodayny, powstat z rozmnozenia ilosci
odiemney — 6-przez odiemng — d'; stad wniesiemy,
ze ilo$¢ odiemng rozmnozywszy przez odiemna,
wypadnie iioczyh dodayny ; czylie—d X— d~-\-bd.

Widzimy tu, ze kiedy obadwa czynniki sgdo-
dayne, lub obadwa odithnne, iloczyn iest doday-
ny ; kiedy za$ ieden czynnik iest dodayny drugi
odiemny, iloczyn iest odiemny. Stad mozemy u-
stanowi¢ nastepuiace prawidto na znaki w mnoze-
niu ilosci wielorakich : czynniki z iednakoaiemi

zna,"
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znakami daiq iloczyn dodayny : czynniki z odmien-
nergi znakami daig iloczyn odiemny.

35. Lubo prawidio to widocznie wyptyw
uwag' nad czterema powyzszemu przyktadami ; a-
byémy $ie iednak toin lepiey o tey wazney pra-
wdzie przekonali, wytozymy ig ieszcze sposobem
nastepuigcym : . -

Daymy, It potrzeba rozmnozyé a— a przez
+ b. Poniewaz a-—a znaczy to samo, co zero,
szukany zatem iloczyn powinien bydz zero: ilo-
czyn bowiem iest zawsze zerem, gdy ieden ztwo-
rzacych go czynnikéw iest zero. Aze mnozac a
przez + b wypadnie nfr, czyli + ab; wiec mno-
z3c — a przez «~ b powinno wypas¢é — ab: i be-
dzie catkowity iloczyn ab— ab=z 0. Stad wniesie-
my, ze— a x +b= 1 ab.

N

zte. Mnozac b przez a— a, wypadnie takze
iloczyn ab— ab: bo gdy czynnik a— a réwny
zeru, iloczyn tekze powinien by¢ zero; a zatem
drugi wyraz tego. iloczynu powinien by¢ odie-
mny , aby tym sposobem znikng! pierwszy wyraz
dodayny. Stad wniesiemy,, ze+bx —a ~ — ab.

Nakoniec mnozac ¢ — a przez — b, pierwszy
wyraz iloczynu podiug tego co poprzedzito , be-
dzie «— ab ; drugi wiec wyraz tegoz iloczynu po-
winien by¢ +ab , aby tym sposobem znikngt wy-
raz pierwszy— ab: catkowity bowiem iloczyn po-
winien by¢ iowny zeru, kiedy ieden czynnik
a—a iest zerem. Stad wniesiemy, zc—aX —b
;= + ab,

56. Dla wprawy przytoczymy tu Kkilka przy-
ktadow mnozenia , z ktéremi trzt ba sie nalezycie
obezna¢: gdyz w dalszym ciggu czesto sie do
nich odwotywaé bedziemy.

W', . 5»



381 Ktxttiai 1%

W przyktadnie inszym mnozy sie surrima dwdch
iakichkolwiek ilosci a-hb pirzez ich réznice a=— b,
i wypada na iloczyn — b*, to iest réinidéa kwa-
dratow tychze ilosci. Stad wniesiemy 18dl, zeruw-
md dwoch ilosci. rozmnozona przez ich rdznice daie
nd iloczyn réznice kwadratow tychze. ilosci 1 zre,ze
réznica kidéadratéw dwdch ilosci uwazana by¢ moze
za iloczyn pochodzacy % rozmnozenia ich summi/
przez ich roznicg, np. X* — c2 pochodzi z rozmnoze”
nia X-t~c przez x — ¢

Przyktad 2gi. 3ci, 4ty i Sty okgzuig z iakich
czesci sktada sie potega druga czyli kwadrat, i
potega trzecia czyli szeScian summy dwoéch iakich-
kolwitk ilosci a+i) iich réznicy a— b.

W przyktadzie Gtym mnozg sie nastepnie wszy-
stkie trzy wyrazy mnoznego 5a%<— ia* b-t-4at
przez pierwszy wyraz mnoznika”™ta iest przez ai.

Dmi
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Dwa wyrazy 5n4 i™i3 maig iednakowe znaki (22)i
a zatem iloczyn ich bedzie miat znak 4-, ktory sie
na poczatku opuszcza. Mnoze potem spoétczynrii-
ki tych dwoch wyrazow, toiest 5 spolczynnik ilosci
u4 mnoze przez 1, ktory iestdomysinym spétczynni-
czynnikicm dosci ¢c3, i ntam 5 spdlczynnik wyra-
nzu iwszege w iloczynie, Nakoniec mnozac a4
przez a3 ("o), dodaie ich wyktadniki, i mam a7.
A zatem pierwszy wyraz iloczynu iest 5a?.

Potem 2gi wyraz mnoznego — 2n3 mnoze
przez a3 Poniewaz dwa te wyrazy maig odmien-
ne znaki (34), iloczyn ich bedzie miat'znak —
Mnoze potehn spotczynniki tych dwéch wyrazéw.
Nakoniec a3 mnoze przez G3; i mam drugi wyraz*
iloczynu — 2neb.

Podobniez rozmnozywszy 4- 4a™1 przez fI3, be-
dzie 3ci wyraz iloczynu 4- aasb*,

Kozmnozywszy wszystkie trzy wyrazy mno-
znego przez IWszy wyraz mnoznika, trzeba iepo-
tem mnozy¢ przez 2gi wyraz mnoznika, to iest
przez * 4a2 , daigc zawsze bacznos$¢ naprzéd na
znaki, powtére na spotczyaki, potrzecie na gto-
ski i ich wyktadniki : skad powstang drugie trzy
wyrazy iloczynu * 20a6b 4 - 8a562'— i6ft4b3.

Naostatek podiug tychze prawidet rozmnozy-
wszy Wszystkie trzy wyrazy mnoznego przeztrze-
ci wyraz mnoznika, to iest przez 4- 2b3 Bede miat
ostatnie trzy wyrazy iloczynu, 4- loaAb3— sa3#
4-8n205. A zatem catkowity iloczyn skladac sie
bedzie z 9 iloczynéw czgstkowych :

> . 2n64*4aW2 20abb4- sasa* — 16a4?34-10a4b3
—*4f13f4 4- 8a2fb.

W tym iloczynie wyrazy niektére sa sobie po-
dobne, to iest ztozone z tych samych gtosek i ma-
jace iednakowe wyktadniki: a zatem podtug tego
co sie wyzey powiedziato (25) sprowadziwszy ie,
bedzie iloczyn szpkany.
$a7*22a6l)4- izcib7r~ 6a*bs —14fl3b4 4-8a2bs.

37. W przyktadzie pierwszym, 2gim i 5cim
Wyrazy tak mnoznych lak mnoznikéw sg stopnia

pior-
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pierwszego (22); a wyrazy iloczynu sg stopnia
2go. W przyktadzie 4tym ji jtym wyrazy mrio-
znyeh sg stopnia 2go ; wyrazy mnoznikéw stopnia
rwszego; a wyrazy iloczynéw sg stopnia 5go. Na-
koniec w przyktadzie btym wszystkie wyrazy w
mnoznym sg stopniarfgJ=>a wyrazy iloczynu sg
stopnia 7go ; witasnie tez tak, by¢ powinno stoso-
wnie do uwagi, ktorgémy wyze'y uczynili (55);
stad wniesiemy, ze iezeli wyrazy mnoznego sg
iednegoz stopnia, i wyrazy mnoznika iednegoz
sto-pnia ; wyrazy iloczynu bgda takze iednegoz sto-
pnia, ktdry oznaczyt summa dwoch liczb iedney,
«znac2aigcey stopien wyrazéw mnoznego, drugiey
oznaezaigeey stopien wyrazéw mnoznika.

~ szelkie wyrazenie algiebraiczne ziozone z
wyrazow iednego stopnia, zowie sig wyrazeniem
rownostopniowem, albo réwnoczynnikowem,
pressio- homo/genea, dla réznicy od wyrazen rézno
1 siopnlokych , ktére sie sktadata z wyrazow rozne-
go stopnia. Powyzsza uwaga postuzy do upatrze-
nia, czy w znalezionym iloczynie wyrazen réwno-
stopniowych nie zaszta iakowa omytka przez opu-
szczenie , ktdrego z czynnikébw w mnozeniu wyra-
z6w poiedynczyeh.

3b. Wrescic mnozenie ilosSci algiebraicznych
wirloi*akich w tenezas tylko odbywa sig podtug
wskazanych wyzey prawidet, kiedy iest tego po-
trzeba nieuchronna. Nayczes$cie'y przestaiemy na
wskazaniu, ze iloSci te powinny by¢ przez siebie
rozmnozone. Na ten koniec wszystkie czynniki
wielorakie biorg sig w nawias ; czynniki za$ poie-
dynéze piszg sig przed nawiasem z lewey lub z
prawey strony. | tak wyrazeniate: (a #b) (a—b) ;
(8fl-i-2be — 4dm) (114-56) (x— ¢); x (a+ b>— 1)i
(a24~%be+b2) mi t d. znacza , ze w przyktadzie
swszym dwa czynniki wielorakie , w 2gim trzy
takiez czynniki, w 3cim za$ i 4tym ieden czyn-
nik wieloraki a drugi poiedynézy powinny by¢
przez siebie rozmnozone poditug prawidet poéwyz-
szych. Podobniez Wyrazenia ke ; (¢4~b)z, (a—5)s

tt. dr
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j t d. znacza, ze z dwéch ilosci a+ b, n— b,
iwsza powinna by¢ podniesiona do kwadratu,
2ga do szesScianu.

39. Czesto sie trafia w dziataniach algebrai-
cznych , ze dany iloczyn potrzeba roztozy¢ na
czynniki, z ktérych on powstat. 1tak chcac roz-
tozy¢ na czynniki iloczyn ax +am-hbx +-bn, uwa-
za¢ potrzeba, ze poniewaz dwoch pierwszych wy-
razow spollnym czynnikiem iest a, dwdéch dru-
gich spélnym czynnikiem bge bedzie a*-t-am = «&
{X1+m) ;

bx+ bm~b (x+ m).

Strony odpowiadaigce w tych dwéch réwna-
niach dodawszy do siebie, wypadnie ax-hdm-h
bx + bm—a (x -hm) +b (x 4-m).

W réwnaniu tern z drugiey strony czynnik
wieloraki X -hm raz powinien byé rozmnozZony
przez a, drugi raz przez -hb: bedzie .wiec

ax -~amit bx -t bm— {x 4-nr) (a-hb).

Podobniez chcac iloczyn ax >>am— bx+ bm,
roztozy¢ na czynniki, uwazac¢ potrzeba, zeponie-
waz dwa pierwsze wyrazy tego iloczynu maig spoi-
ny czynnik a, bedzie wiec ax— am— —-m).
Dla teyze przyczyny bx-hbm~b (x-hm). Ale ze
w danym iloczynie wyraz 3ei bx iest odiemny, a
4ty bmiest dodayny, bedzie wiec podiug- tego co-

$my powiedzieli wyzey (29), bx 4 bm—\
(x — m). Dwa te réwnania : ax =—ames a (Xx— ),
i— bx+ bm= —b (x < m) dodawszy do siebie,
wypadnie

ax—eam— bx-t-bm—a (di—m)—1b (x — m).

W réwnaniu tem z drugiey strony czynnik
wieloraki X — m powinien by¢ rozmnozony raz
przez a, drugi raz przez —b: bedzie wiec, axe
ams>-«bx +bm — (x<- m) (n — b)

Trzeba tu takze uwazac¢ na spétczynniki domy-
$lne. | tak w wyrazeniu tein: 3a2x -+ — X, w
pierwszym i drugim wyrazie spotczynniki ilosci
X, $3wyrazne; w trzecim za$§ wyrazie iest spot-

< */
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ozynnik domys$lny (22). Wyrazenie wiec to rozto-

zone na czynniki zamieni sie w nastepuigce : X

(3-»*4*2— 1). Podobniez wyrazenie X*~ax-h"bxl,

roztozone na czynniki zamieni sie w nastepuigce:
X (L —"a+ ™bx) it d.

IvV. Dzielenie ilosci Algiebraieznych.

40. lloraz dwécli ilosci ,viakosmy iuz powie:
dzieli, oznacza sie przez utomek, ktéreg-o liczni-
kiem iest dzielna, a mianownikiem dzielnik. | tak

do. . S .
utomek ten — iest ilorazem iloSci ab podzielony
a

przez a, to iest, znaczy, ze liczbe oznaczong przez
abpodzieli¢ potrzeba przez liczbe oznaczong przez a.

Dzielna w Algebrze rownie iak \y Arytmety-
ce, powinna by¢ uwazana iako iloczyn dwoch
czynnikow, z ktérych ieden iest danym dzielni-
kiem , drugi szukanym ilorazem. Rozmnozywszy
zatem znaleziony iloraz przez dany dzielnik, po-
winna wypas$¢é na iloczyn ilo$¢ dzielna.

Podtug tey uwagi podzieliwszy ab przez af
powinno nailoraz wypas$é b: iakoz znaleziony ilo-
raz b rozmnozywszy przez dany dzielnik a, wy-
padnie na iloczyn ilos¢ dzielna ab. Podobniez po4
dzieliwszy abrx przez bx, wypadnie na iloraz ac:
iakoz rozmnozywszy znaleziony iloraz ac przez da-
ny dzielnik bx, wypadnie na iloczyn ilo$¢ dzielna
abcx i t. d.

A stad wyprowadzi¢ mozna nastepuigce pra-
widto dzielenia ilosci algiebraieznych poiedynczych:
czynniki spélne dzielnej i dzielnikowi przekresli-

. . mpqrx
tuszy t reszta bedzie szukanym ilorazem: md. aParg,
prX

= mag, it d '

Prawidto to obeymuie takze i spdétczynniki;np.
2ab sabed . :
— —e, - xZCl 1t a.
2a 5a0

H»
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4i . AbySmy prawidio to tatwiey zastosowac
mogli do wszystkich przypadkéw dzielenia ilosci
algiebraicznych poiedynczych, uwazaé potrzeba,
ze dzielnik moze bydz ztozony albo ze wszystkich
tychze samych czynnikdéw, ktére sie znayduig w
dzielne'y, iak iest'w przyktadach powyzszych;
albo z nlektorych tylko czynnlkow spblnych dziel-

h abc aZbcd
iiey, a z mnyc odmlennych np- —

om ' a2 bmx
t. d.; alb© nakoniec ze. wszystkich czynnikéw od-

mienrjiych od czynnikéw dzielney, np ii-d.
m

W przypadku pierwszym gdy wszystkie czyn-
niki dzielnika znayduig sie w dzielney, na ten
ezas, iezeli liczba czynnikéw dzielnika mnieysza
iest od liczby Czynnikéw dzielney, czyli, Co na
iedno wychodzi, iezeli dzielnik mrtieyszy iest od
dzielney , po zachowaniu powyzszego prawidta i*
torazem bedzie ilos¢ catkowita, iakoSmy iuz wi-

dzieli W przykiadach powyzszych, guzie

=Cu
bx
i t. d. Jezeli w dzielniku wiece'y iest czynnikéw
niz w dzielne'y, czyli iezeli dzielnik wigekszy iest
od dzielney , iloraz bedzie utomkieni, ktoérego li-
cznikiem iest spdiczynnik dzielney wyrazny lub
domys$iny, a mianownikiem czynniki w dzielnika
pozostate po zachowaniu powyzszego prawidita, top.

abc bc $abcd $bd abcx ¢

Nakoniec iezeli tak dzielna iak i dzielnik ma-
ig rowng liczbe czynnikéw, czyli sg sobie réwne,
ilorazem bedzie iednos¢ : wszelka bowiem ilos¢ sa-

ma w sobie nuesci sic raz ieden, ﬁp-?-t-x-:: 1 ad _

=» 1, i-t. d. Co tez i z tego wzgledu iest rzecza

widoczna, ze yt utomku np. ?bc przekresliwszy
i

/ ezyu*
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czynniki sp6 Ine dzieiney i dzielnikowi, zostanie
sio na iioraz utomek , ktorego licznikiem i miano-
wnikiem iest domyslny spéiczynnik dzielimy i
dzielnika,, to iest iednos¢, iloraz zatem szukany bg-
dzie | =1.

W przypadku drugim, gdy dzielnik skitada
sig z niektérych tylko czynnikéw spolnych dziel-
nej, a z innych odmiennych, na ten czas po za-
chowaniu powyzszego prawidia ilorazem bgdzie u-
tomek, ktorego licznikiem sg czynniki dzielney,
mianownikiehi czynniki dzielnika pozostate po prze-
'kresleniu czynnikow spoélnych dzielney i dzielni-

kowi : np-33% = 78 2abex __2_992;), itoa

jNhkoniec w przypadku trzecim, gdy dzielnik
sktada sig ze wszystkich czynnikéw odmiennych
od czynnikéw dzielney, na ten czas ilorazem bg-
dzie utomek , ktédrego licznikiem iest dana dzielna,

mianownikiem dany dzielnik; np.~-"~C.., i t. d.
- . mpq . . co
42. Czgstokro¢ na pierwsze weyr-zenie zdaiesig
ze dzielna i dzielnik *nie maig zadnego czynnika

s?c')lrneogo: np. 7@-5-[—)]—0-[1-(—1-2-: w ilorazié tym zadem

z czynnikoéw dzielnej nie ma sobie rownego mie-
dzy czynnikami dzielnika. Lecz zwazywszy, ze

Przekresliwszy wigc poditug powyzszego pra-
widta, czynniki spoélnc dzielney i dzielnikowi, ze-
o 727577 Nz
stanie iloraz szukany — =8 azb- c*d.
9a3bczd

Porownawszy czynniki tego ilorazu z czynni-
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kami dzielne'y i dzielnika , postrzezemy lod, ze
czynnik liczebny czyli spétczynnik ilorazu to iest
8 powstat z podzielenia czynnika liczebnego dzai-
ney, ktorym iest 72, przez czynnik liczebny dziel-

nika, ktorym iest 9: {gdyz — = 8. 2re ze drugim

czynnikiem ilorazu iest taz tama gtoska a, ktdra
sie znayduie w dzielney i w dzielniku, lecz ma
za wyktadnik 2, ktéry pozostanie z odigcialiczby
3 bedacey wyktadnikiem gtoski a w dzielnika,
od liczby 5 bedageey wyktadnikiem teyze gtoski a
w dzielney: iakoz' a*” ds5"2; “cie £e trzecim czyn-
nikiem ilorazu iest taz sama gtoska b, ktora sigj
znayduie w dzielney i w dzielniku, lecz ma za
wyktadnik 3, ktéry pozostanie z odigcia liczby,4
bedaeey wyktadnikiem gtoski b w dzielniku od
liczby 7 bedaeey wyktadnikiem teyze gtoski b w
dzielmy: iakoz b*= bi~*, toz mowi¢ o dwdch o-
-statnich czynnikach ilorazu, z ktérych pierwszy
cA==c6—2" drugi d czyli dl — d2~1-

Stad wniesiemy lorf, ze w dzieleniu ilosci al-
giebraicznych poiedynczych, czynniki liczebne
‘czyli spotczynniki dzielg sie sposobem zwyczay-
nym . 2¢& ze czynniki bedace potegami tychze sa-
mych gtosek dzielg sie przez siebie caeymuiac
wyktadnik dzielnika od wyktadnika dzielney, njp.

as , <5 aaaaci
— = ab2— az2: gdyz — — - = aa=Qq —
«3 fl3 aaa
i t'd.
43, Z tego ostatniego wniosku wypadata dwa

inne. Pierwszy, ze kiedy dzielna i dzielnik sg
iedneyze gtoski potegami réwnego stopnia, czyli
maig wyktadniki rowne , na ten czas odigwszy wWy-
kladnlk dzielnika od. wyktadnika d2|elney, cua

|Iorazu zostanie na wyktadnik zero ; np_: a5
a3
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wigee a°= 1. To iest: wszelka ilo§¢ mataca za wy*
kladnik zero znaczy to samo co iednosc.

Drugi wniosek z dzielenia przez siebie poteg
wypadaiecy iest ten, ze kiedy dzielnik iestpotega
wyzszego stopnia anizeli dzielna, czyli kiedy wy-
ktadnik dzielnika wiekszy iest nizwyktadnik dziel-
acy, na ten czas ocligwszy wyktadnik dzielnika
od wyktadnika dzielney, zostanie dla ilorazu wy-

ka ilos¢ maiagca wyktadnik odiemny znaczy to samo
co utomek, ktoérego licznikiem iest iednosc . a mia-
nownikiem taz sama ilo$¢ Z tyrrze wyktadnikiem
lecz dodaynym.

44, W powyzszym przyktadzie (42), w ktd
rym iloraz wypadt catkowity, spétczynnik dziel-
nika miesci sie zupetnie w spétczynniku dzielne'y
i wyktadniki wszystkich gtosek w dzielniku mniey-
sze sa od wyktadnikéw tychze gtosek w dzielne'y.
Przyktad nastepuigcy iest pod tymi dwoma wzgle-
dami od tamtego odmienny , i ma ieszcze précz
tego niektore czynniki wiasciwe samey dzielne'y,
niektére wiasciwe samemu dzielnikowi.

W tym takze przyktadzie zaden czynnik dziel-
nika nie ma sobie réwnego miedzy czynnikami
dzielnéy; lecz poniewaz 27= 9.3. 36= 9.4, as
Z¥=a3 XaS,b7 =ai«x xP ,£6= cIJXc4, WA= dxrf3
wniesiemy, ze 27
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Poréwnawszy iloraz ten z dzielng i dzielni-
kiem , postrzezemy 16d, ze spotczynnik dzielney to
iest 3, i spotczynnik dzielnika t©iest 4 powstaty
z podzielenia liczb 27 i 56 przez ich spoiny dziel-
nik to iest przez liczby g: 2re, ze drugi czynnik
dzielney, ktérym iesto3, zniknat, drugi zasczyn-
nik dzielnika pozostat, lecz ma za wyktadnik li-
czbe 5 pozostaigcg z odiecia liczby 3 bgdacey wy-
ktadnikiem gtoski a w dzielney , od liczby $ be-
dacej wyktadnikiem teyze gtoski a w dzielniku;
toz méwi¢ o czynniku ocim , 4tym i 5tym, ktoére
w dzielney zniknety, w dzielniku pozostaty, lecz
z wyktadnikami odmiennemi, z ktérych kazdy ro-
wna sie toznicy miedzy wyktadnikiem gtoski znay-
duigcey sie w dzielniku , i wyktadnikiem teyze
gloski znayauigcey sie w dzielney; 3cie ze nako-
niec dwa ostatnie czynniki dzielney mX, i dziel-
nika ef pozostaty na swoiem mieyscu-

Stad wniesiemy, ze w takim przypadku dzie-
lac ilosci algiebraiczne poiedyncze iod czynniki
liczebne tak w dzielney iak w dzielniku dzielg sie
przez naywiekszy spoiny dzielnik: 2re ze czynni-
ki bedace potegami iednychze gtosek dzielg sie o-
deymuiac wyktadnik kazrley gtoski bedacey czynni-
kiem w dzielney, od wyktadnika teyze gtoski beda,-
ce'y czynnikiem w dzielniku. Co sie tycze czyimiké>?
odmiennych w dzielney i w dzielniku znayduigcychb
sie , |e iakosSmy iuz powiedzieli, zadne'y zmiani*
w dzieleniu, nie podpadaig, lecz pierwsze pozo-
staig w liczniku iako czynniki dzielney , drugie
mko */.ynniki dzielnika pozostala w mianowniwi.
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4%. Zbierzmy teraz wkrotkosci wszystko to
co$Smy dotad o dzieleniu ilosci algiebraicznych po-
iedynczych powiedzieli- lloraz ilosci tych moze
by¢ albo catkowity, albo utomkowy. Azeby ilo-
raz byt catkowity, potrzeba lorf, aby spétczyn-
nik dzielnika miesScit sie zupetnie w spdtczynniku
dzielney, 2re,Nazeby wszystkie gtoski znayduigce'
aie w dzielniku, znaydowaty sie tal ze w dzielney;
8de, azeby wyktadnik kazdey”™ gtoski w dzielniku
nie byt wiekszy od wyktadnika tejze gtoski w
dzielney. Chcgc w tym przypadku otrzymac ilo-
raz, trzeba.

io<i Podzieli¢ spdtczynnik dzielney przez spét-
czynnik dzielnika. a iloraz liczebny bedzie spdtczyn-
nikiem ilorazu szukanego.

2te. Przekresli¢ ia dzielney gtoski, ktdre iey sg
spdlne z dzielnikiem, lezeli gloski te tak w dziel*
ney iak w dzielniku maig romne wyktadniki; iezeli
zas%ouyktadniki ich nie sa réwne, o-dig¢ wyktadnik
dzielnika od tuykiadnika dzelney , reszta bedzie wy-
ktadnikiem teyze gtoski w ilorazie.

acif Napisa¢ w ilorazie w zystkie gtoski dziel-
ney, ktére sie nie znayduig w dzielnikunp.

Jezeli za$ albo sp6tczynnik dzielnika nie mie-
§ci sie zupetnie w spotczynniku dzielney; albo
gtoski bedgce w dzielniku sg odmienne od gtosek
bedacych w dzielney; albo nakoniec iezeli wde-
ksza iest liczba gtosek w dzielniku niz w dziel-
ney, htb gtosek dzielnika wieksze sg wyktadniki
niz tychze gtosek w dzielney, chopiazby gtoski
dzielney i dzielnika byty iednakowe; na ten czas
iloraz szukany bedzie .mial posta¢é utomkows.
Chcac w tym przypadku ~trzymac iloraz, trzeba
‘,idcb Spé’rcz%nnik dzielney i dzielnika podzieli¢
przez spoiny ich dzielnik, iezeli to by¢ moze.
2re. Przekresdli¢ gtoski spolne dzielney i dziel-
nikowi, iezeli gtoski te tak w dzielney iak w dzielr
ni-
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% iku maig rowne wytctadniki; lezeli 'zets Wyktadni-
‘ki ich sg nie ré6wne, trzeba odia¢ wyktadnik mniey-
szy ad wiekszego, a reszta bedzie wyktadnikiem tey-
2£ g-torti , ktéra pozostate W tym wyrazie ‘'utomkat
w ktérym, miata wyktadnik wiekszy

3cie. gtoski odmienne tak dzielney iak dzielnika
zostawi¢ bez zadney zmiany pierwsze w liczniku,

drugie w mianowniku utomka bedacego ilorazeme
hap.

46. We wszystkich, przyktadach, dzielenia,
ktéoresmy dotad przytoczyli, tak dzielha i dzielnik*
iako tez ich iloraz, sa ilosciami dodaynemi. O;
baczmyz teraz iaki bedzie iloraz , kiedy dzielna i
dzielnik sg ilosci 6diemne, albo iedna z nich dp-

1 dayna drug-a odiemna.

— b rozmnozywszy przez dany dzielnik — a, wy-
padnie iloraz 4- nb (34), ktéry odigwszy od da-
mey dzielney 4- ab, zostanie poditug- prawidet o-
'‘deymowania (24) 4- ab ab= 0;co dowodzi, ie
znaleziony iloraz — b iest prawdziwy (46).

2re. — ==— b: gdyz "znaleziony ilora>

«+ @

;—Db rozinnozywszy przez dany dzielnik 4-a , wy-
padnie iloczyn — ab, ktéry odigwszy od dane'y
'dzielney — ab, zostanie — ab4- ~ 6.

3cie. Cl~ = 4-k: gdyz znaleziony iloraz + k
—a
Toztnno-zyWszy przez dany dzielnik — a, wypa-
dnie iloczyn — ab, ktory odigwszy *od dzielney
t—ab, zostanie + ab-i-ab= 0.

'Gdyby$my za$ dzielac np. — ab przez
zamiast ilorazu 4- b, wzieli przez omytke za ilo-
raz — b; omytka ta zaraz databy sie postrzedz:
hanozac bowiem znaleziony iloraz —>> przez dany

1> 4ziel-
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dzielnik * a, wypadtby iloczyn «eab, ktory od-
iawszy od dzielne'y — ab, zostanie — ab — ab
=r—.ant ; co dowodzi , ze znaleziony iloraz — Kk
iest fatszywy: dzielnik bowiem — a miesci sig
widocznie w pozostate'y rescie — zab.

Stad sig okazuie, ze'iloraz iest dodayny czyli
ma przed sobg znak + , kiedy obiedwie dane do
dzielenia ilosci sg dodayne , lubiobiedwie odiem-
ne ; kiedy za$ iedna z nich iest dodayna , druga
©diemna, iloraz ma przed sobg znak —, cjyli
iest odiemny.

Mozna wigc ustanowi¢ nastgpuigce prawidto
na znaki w dzieleniu : tezeli dzielnik . dzielna ..
z iednakowemi znakami, iloraz bedzie dodayny .:
iezeli dzielnik i dzielna sg z odmiennemi znakami,
iloraz bedzie odiemny.

47. Pozostato ieszcze dzielenie ilosci wielore
kich , czyli z kilku wyrazéw ztozonych. W dzie-
leniu takowych ilosci wypada dzie(!ié albo ilos¢

0 8
poiedyncza przez*wieloraka, np.«—.....c..cc..... ; albo
a+ zb— 3c
ilo§¢ wieloraka przez'poiedyncza np. albo
Wielorakg przez wieloraka, np.g ..... » W ’'pier-

Wszym i drugim przypadki! dzielenie oznacza sig
ewyczaynie sposobem utomka : iednakze w przy-
padku drugim mozna czasem uzy¢ prawidia po-
danego wyzey (40), lecz w ten czas tylko , kie-
dy kazdy wyraz dzielne'y skiada sig z wyrazu

dzielnika, np.2XN20X—5CX oL sy oo Jakds

X
poniewaz w dzietue'y wszystkich wyrazéw iest
gpolnym czynnikiem X , roztozywszy w*gc dziel-
na naczynniki (09), bgdzie
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To samo prawidto przystosowaé¢ czasem mo-
#na i do przypadku trzeciego , kiedy gtoski spdl-
ne dzielney i dzielnikowi znayduiag sie we wszy-
stkich wyrazach znakami 1+ i — od siebie od-
dzielonych: np.

nik na znayduie sig we wszystkich wyrazach
dzielne'y i dzielnika ; roztozywszy wigc tak dziel- f
na iak dzielnik na czynniki, bgdzie

W innych przypadkach dzielenia ilosci wie-
lorakich przez wielorakie, iak sobie postgpi¢ na-
lezy, podamy na to prawidta na innern mieyscu;
nie izby wiadomos$¢ ta byta od poprzedzaigcych
trudnieysza ; lecz ze potrzebuie obszernieyszego
wyktadu , a do zrozumienia tego, co w poczat-
kach Algiebry wytozoném by¢é powinno, nie be-
dzie nam .potrzebna.

V. 0O ulomkach algiebraicznych,

48. Utomki algiebraiczne te'm sig tylko od li-
czebnych réznig, ze co w tych wyrazaig liczby,
to w tamtych wyraza sie przez gtoski: znaigc
wiec doktadnie cztery dziatania arytmetyczne z
utomkami liczebne'mi , tatwo ie zastosowaé¢ mo-
zna do utomkow algiebraicznych. 1 tak
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as 8 "W i t. d. mnozac licznik i mianownik
cd —cm

przez tgz samg ilo$é ¢, b, a+ bd<—mit. d.
2re. Utomki _b , Tn sprowadzone do iedna-

kowego mianownika , zamienig si§ w nast™puigce s

—, — , mnozac w pie'rwszvm utomku obadwa

bd

wyrazy przez d, w 2gim obadwa wyrazy przez K

Podobniez utomki , -H, — , sprowadzone do
a b ¢

Jednakowego mianownika, zamienig sig w nastg-

DUiace bem - acn ab mnozac obadwa w
= ) -
F abc' abc’ abc a y

razy W utomku lwszym przez bi ¢, w 2gim przez
&i c, w scim przez ai bit d.
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$te. Rozmnozywszy ~ przez wypadnie

— ; rozmnozywszy — przez. — , wypadnie — *
b ywszy b p pr yp b
— ; mt- JL rozmnozywszy przez X _A wy -

d

6te Utomek -1 podzieliwszy przez c, wypa*

padnie —
e
Podzieliwszy C przez — , wypadnie —
b a

Podzieliwszy ~ przez _L, wypadnie ~ x ~
b d b »

ad
bc
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4y. Tych samych skrocen*, ktore sig uzywa-
ta w utomkach liczebnych, mozna czasem wygo-
dnie uzy¢ w utomkach atgiebraioznych. i iak:
chcac sprowadzi¢ do iednakowego mianownika*

dwa utomki — i~ , zamiast' mnozenia wyrazow'
m mx

Iwszego utomka przez MX~ drugiego przez m,
dosy¢ iest rozmnozyé' wyrazy IWszego utomka
przez x; tym sposobem utomek ten zamieni sig

w nastepuiacy: ___., ktérego mianownik iest tenl
mx~ J
sam co w utomku 2gim. Podobniez dwa utomkiU

— , bedg sprowadzone |do jednakowego mia-

tc  bm

nownika, gdy obadwa wyrazy w iwszynr* utom--
ku, rozmnozymy przez m, w drugim przez c; ia-r
koz tym sposobem utomki te zamienig, sig w na--

stgpuiace: , ZZL i t. di
becm tcm

W ogolnosci chcac krdotszym sposobem sprO-*
wadzi¢ utomki do iednakowego mianownika,irxe--
ba zebraé w ieden iloczyn wszystkie odmienne czyn-
niki z>yduiqce sie w mianotunikach danych utom-
kéw : iloczyn, ten bedzie spd/nym dla uiomkoéut da-'
ntfth mianownikiem ;| licznik zai kazdego z danyciif

iliom’
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utomkéw rozmnozyé przez czynniki tego iloczynu
nie znayduic[ce sie W mianowniku tegoz utomna, np.

jNiech beda utomki — , — , —
. e’ @b’ cd
nowniki maig pie¢ odmiennych czynnikéw a, bt
c. di e; iloczyn zatem abcde bedzie spélnym
dla wszystkich mianownikiem: rozmnozywszy po-
tem licznik lwszego utomka przez ade, zgoprzea
cde, sgo przez.alre, ago przea bcd, wypadng
utomki

> ktérych mia-
ae

©hcac utomek — njt-b z— rozmnozy¢
m(x — c-hd)

przez X e—c-t-rf, zamiast mnozenia licznika a +

b— z przez X «— c+ ri podtug prawidta zwyczaj-

nego , mozna iego mianownik M (x-~c + d) po-

dzieli¢ przez x— £+ r, i wypadnie iloczyn szu-
rt-t-k— 2.
kuny —-----me-- -
m
ghcgc utomek b podzieli¢ przez ctafnt*

zamiast mnozenia mianownika a+ b przez ce+dm
podtug, zwyczaynego prawidta dzielenia utomkow
przez catkowite, mozna iego licznik (c + dm) X

podzieli¢ przez c1+dm; i wypadnie iloraz —
a+b
Vit d..

50. Poniewaz.utomek co do waznosci swoie'y
iest. ilorazem wypadaigcym z podzielenia licznika
przez mianownik; a iloraz iest zawsze dodayny,
gdy dzietna i dzielnik maig przed sobg iednako-
we znaki Yy zawsze odiemny, gdy dzielna i dziel-
nik maia przed sobg odmienne znaki (46); idzi#
zatem>ze w utomku odmieniwszy znaki licznika
i-mianownika , wazno$¢ sie-utomka [nie odmieni.i

i tak- utomek .. ..

3 =Qa

; iakoz waznoscig o-
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obudwtt iesLiIoraz 4* p. Podobniez — q

gdyi waznos$cig obudwu tych utomkow iest iloj.
raz fe Toz. méwié¢ o utomkach g + m~_~

C-~r-d u

Prawde te okaz%¢ takze mozna sposobem na-..
stepuiacyni : poniewaz, rozmnozywszy obadwa.
wyrazy ulomka* przez iednez liczbe., waznos$¢
sie iego,nie odmieni, w utomku wiec np, tym.,

— e , rozmnozmy obadwa wyrazy przezia,

cr—da-

tym sposobem tak w liczniku iak w mianowniku,
wszystkie znaki 4- zamienia sie na a znaki

na a- (54)-

Chcac zatem sprowadzi¢ do iednakowego mia,-
mp — px rs—7—nx

nowmka np. te dwa utfomki: = Teemm-—-, —-——r
ab od ' cd ab’

dosy¢ bgdzie w utomku np. drugim odmieni¢ zna-
ki tak w. liczniku iak w mianowniku, przez co,

utomek ten zamieni sie w nastepuiecy : — il + nx
cd -Habi
tiogr~w~ 4 . m m ¢
1» 5 —cd’ ktérego mianownik iest. taki i1ak w
ab =—c

utomku pierwszym.

51. Wszystkie te dziatania z utomkami ogdl--
nemi opieraig sie na tych samych zasadach, kt6->
re s3 wytozone w Arytmetyce dla utomkoéw licze-
bnych. Mozna ie takie z tatwoscia wyprowadzic
z uwag nad dzielng, dzielnikiem i ilorazem liczb,
catkowitych., z ktérych dzielenia wypadata utpnt--
ki. | tak zwazywszy np. ze iloraz wcale sie nie
odmienia , gdy dzielna, i dzielnik rozmnozymy,
przez iednez liezbe ; wiedzac procz tego, ze uto-
mek co do waznosci swoiey, iest wskazanym ilo--
razem, ktoryby wypadt z podzielenia licznikm
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przez mianownik ; wnieslibySmy, ze utomek co
do swoiey waznosci wcale sie nie odmienia, gdy
iego licznik i mianownik rozmnozymy przez ie-
dnez liczbe, na |czem zasadza sie sprowadzanie
utomkéw do iednakowego mianownika. Ta sama
uwaga doprowadzitaby do ustanowienia prawidta
na dzielenie catkowitéy lub utomka przez utomek.
Jakoz chcac wp. podzieli¢ catkowitg o prze utomek

— , poniewaz rozmnozenie dzielney i dzielnika

’

przez iednei liczbe nie czyni zadne'y zmiany w
szukanym ilorazie; rozmnézmy tak dzielng m, ia-

ko tez dzielnik — przez c: w tym przypadku
* y ¢ ' m

potrzeba bedzie podzieli¢ ac przez — .= & (40).
C

podzieliwszy za$ ac przez b, wypadnnie

Podobniez chcac podzieli¢ utomek ~ przezu-
: b

tomek , rozmnozywszy przez br tak dzielng
r

iL, iako tez dzielnik — , trzeba bedzie _b czyli
r
ar, podzieli¢ przez ™ czyli przez bc. Podzieli-
r

wszy za$ ar. przez bc, wypadnie iloraz &~ =

%— i t. d.



ROZDZIAL Il

Zastosowanie wiadomosci poprzedzajacyeh do ror-
wigzywania rownan stopnia pierwszego.

I. O skrdceniach, ktérych turozwigzywaniu réwnan’

stopnia pierwszego uzy ¢ mozna.

$2. Wiadomosci w poprzedzajacym rozdziele,
wytozone sa dostateczne do rozwigzywania wszel-
kich roiunan stopnia pierwszego (32), w ktérych
ilosci niewiadome nie sg rozmnozone* ani same
przez siebie, iak iest np. X~, y3, z2 Lt* d. ani
przez inne niewiadome iak np. Xy , Xyzi t. d.
Lecz nim réwnania takowe rozwigzywac¢ zacznie-
my, podamy pierwey niektére sposoby stuzace
do utatwienia i skrécenia dziatan potrzebnych dla
uwolnienia ilosci niewiadomych od wiadomych z;
niemi potaczonych, na cze'm , iakoSmy ma-*uwa-
zali (17), rozwiazywanie rownan>zalezy> WeZmy
np. rownanie nastepuigce

4x 4-a— 56 =-3x4~2c . - - - - - - (D).
W ktorem ilosci 4, a, 56, 3 i 2c, sag wiadome;
ilos¢ x niewiadoma. W tem réwnaniu ~poniewaz
pierwsza strona rowna iest drugie'y, odigwszy za-
tem po obu stronach te same ilo$¢ a, reszty po-
zostate beda réwne. RoOwnanie wiec to zamienig
sie w nastepuigce :

4x 4-av+— Bbe—a— 3x 4 2c— a;
czyli, 4Xx— 56= 3xh-2c— N; - .reiiieenn. 2)

W réwnaniu ostatniemu dodawszy 5b po obur
stronach, bedzie

4Xx — 56+ 56= 3x 4- 2c > a4-5b,
czyli, 4x = 3x 4-2c— fl-+-56;,- - - - - - (3)

Odigwszy 3x po obu stronach , zostanie
- 4x— 5x = 3x 4-2c+— a4- $h— 3x
czyli, ax—3x = 2c— a4-56 - — - - - - (4}X
WYli, X=2C— /14-56 . - (5

W réwnaniu. (1) ilose.niewiadoma'ar-znayduie
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sie z obu stron'pomieszana z wiadomemi : trzeba
wiec byto Idrf ilo§¢ wiadoma 4- a przenie$¢ ze
strony lewe'y na>prawg i wypadto rownanie (2),
w ktorem ilo$¢ a iestz prawey strony, lecz z od-
mienionym znakiem dodaynym na .odiemny. 2re
przenieslismy ilo§¢ wiadomg —5b, ze strony le-
wey na prawg , i wypadito rownanie (5), w kto-
rein ilos¢ 56 znayduie sig na prawe'y stronie, lec®
z-odmienionym znakiem odiemnym na dodayny.
5cie PrzeniesliSmy ilo$é niewiadoma 3x ze strony
prawey na lewa, i wypadto réwnanie (4), wkto-
rem ilos¢ 5x znayduie sig na lewe'y stronie, lecz
% odmienionym znakiem: dodaynym, ktory tu iest
domyslny, na odiemny. iSakoniec odigliSmy 3x
od 4x , i wypadto réwnanie (5) , w ktérem- z ie-
dney strony iest. sama’ ilo$¢ niewiadoma x, a z
drugiey same ilosci wiadome. Lecz mozna byto
dziatanie to skroécic¢,, i w réwnaniu (1) przeniesé
od razu + a, — 5b ze strony lewe'y na prawg, a
% ze strony prawey na lewa , odmieniwszy w i-
108ciach tych znak + na — , i znak —~ na 4-; a
tym sposobem réwnanie (1) zamienitoby sig od
razu na réwnanie (5);.

Uwagi te wzgledem’'przenoszenia wyrazow z
iedney strony réwnania na. druga, stuzace wsze-
kim innymi rownaniom , ktérebySmy wybra¢ mo
gli na przykiad podai.® nastgpuigc© prawidto-:

Chcac przenies¢ iakikolwiek wyraz réwnania z
iedney strony na drugg , trzeba wyraz ten prze-
kreslic na tey stronie, na ktdérey sg znayduie, ana-
isaCc go na drugiey stronie z odmienionym zna.
itm -h na — i — na 4-* pamigtaiac na to, ze
wyrazy bgdace bezJzad nego znaku ,, maig zawsze
przed sobg-znak domys$l ny -K | tak réwnanie

7x+ 3= 63* $X,
podiug tegolprawidta za mieni sig w nastgpuigce r?
7X 4-5x = 63 —3 ; czyli i2x=o00.

Podobniez réwnanie 3x — 8= 4x — 12, po-
diug tegoz prawidta- za mieni sig na 3x * 4#
rsl'#-—12  czyli =X 4,
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Rownanie to stad powstato, zeSmy w daneSm
rownaniu 5x'— 8= 4x —-12, wyrazy niewiadome
przenie$li na strone lewa, a wiadome na strone
prawga: tym sposobem wypadto ilos¢ wiekszg 4X
odeymowac¢ od ilosci mnieyszey 3x,, i zostalo sie
— Xe Przeniostszy za$ ilosci niewiadome na stro-
ne prayya, a wiadome na strone lewg, dane ro6-
whanie zamieni si¢ w nastepuigce :.-12— 8\ =4X—«3X;
czyli 4= X

Lecz przypadkowa ta okolicznos¢ w niczem
nie nadwereza powyzszego prawidta: iakozw ro-
wnaniu — X = —>4 rozmnozywszy obie strony
przez — 1, wypadnie X = 4,

53. Skad wniesiemy, ze iezeli po zachowaniu
powyzszego prawidta wypadnie w réwnaniu ilo$¢
niewiadoma odiemna, na ten czas trzeba™ z obu

6tron réwnania wszystkie znaki — zamieni¢
na 4-, i iesliby sie znaydowaty , wszystkie znaki
4- na — ; przez'co réwnos$¢ miedzy -stronami nie

zginie: gdyz dziatanie to zasadza sie na rozmno-
zeniu obu stron réwnania przez tez sarne ilosé to
iest przez — 1.

54. W réwnaniu i2X = 60, podzieliwszy)
obie strony przez iedne liczhe 12, wypadnie

— 5= ; czyli X = 5. Podobniez w réwnaniu
12 12
ax = b podzieliwszy obie stron przeza wypadnie

X . —b czyli x :*2, i't b, '
a

a a

Stad wniesiemy, ze. kiedy w rdédwnaniu z ie-
dne” strony iest ilo§¢ niewiadoma z czynnikiem
liczebnym lub ogélnym, a z drugiey stronyznay-
duig sie; same ilosci wiadome; chcac ilos¢ niewia-
domg od wiadomey uwolni¢ , trzeba zachowa¢ na-
stepuigce prawidito:

Napisa¢ z iedney strony rownania same ilos¢
niewiadomg . a strong drugg podzieli¢ przez czyn-
rHk tey ilosci niewiadomey. | tak

i5x = 4s ; wiec X =*if| ss 3. Podobniez

aox
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55. Czesto sie trafia , ze po przeniesieniu ilo-
$ci niewiadomych na iedne, a wiadomych na dru-
ga strone réwnania ? ilo$¢ niewiadoma iest kilka
-razy* powtdrzona z odmiennemi czynnikami Itak
rownanie ax »>—ac+ be= cx—xbx, poditug powyz-
szego prawidta (52) zamienia sie w nastepuigce :

ax— cx-bbx— ac-— be,
W ktérem ilo$¢ niewiadoma X w Ilwszym wyrazie
iest rozmnozona przez a, w 2gim przez* ¢, WOcim
przez b, Pierwsza wigc strone mozna roztozyé
na czynniki (69) ; i wyrazi¢ rdéwnanie to sposo-
bem nastepuigcym :

(n=—c*-6) X = ac—hc.

W teha rodéwnaniu czynnikiem ilosci X iest
Nn<- c4- b; zatem podiug ostatniego prawidia be-
dzie

Podobniez réwnar_lie mx 4-pX — X = a, zamie*
eniwszy na (m+p*— i)X=a, wypadnie podtug

tegoz prawidta X = — --—- i t. d.
m-hp— %

W takim wiec przypadku zachowaé¢ nalezy
nastepuiace prawidto : napisa¢ same ilos¢ niewia-
domg z. iedney strony , adruga strone podzieli¢ przez
wszystkie spotczynniki ilosci niewiadorney tak wy-
razne iak domysine , daigc przed niemi te same zna-
ki, ktore miaty przedtem np. X —>abx-b c3dx ==

56. 'Czasem wszystkie wyrazy réwnania sg po*
dzielne przez iednez ilos¢: np. w réwnaniu
lI6abx—Qbcd = i2bdx -t-1<cthc.

uwa*
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Uwazam 16d ze liczby 6, 9, 12 i 15 s podzielne
przez 3, podzieliwszy wiec obie strony rownania
przez 3, wypadnie 2abx—2bod= Abdx -t $abc.
Uwazam 2re, ze w ostatiiiem réwnaniu wszy-
stkie wyrazy maig spoiny czynnik b. ' Podzieli-
wszy wiec wszystkie wyrazy przez b, wypadnie
2nx— 3cd = 4rfjc t~5<tc.
Rownanie to poditug prawidet powyzszych za*
mieni sie

Podobniez w réwnaniu : 8cmx = i2flc :20c*,

W ktérem wszystkiewyrazy maig spoiny <czynnik
4c, podzieliwszy kazdy wyraz przez 4c, wypadnie
3a H-i<ct.

2mx = 3a+ 5C, wiec 3¢c= —- d.
2in
57. Prawidto powyzsze (54) dla uwolnieni
ilosci niewiadomey od czynnika, stuzy takze i w
ten czas, kiedy czynnik ten iest utomkiem. |Itak

w réwnaniu | x = 168> podzieliwszy obie strony
przez | bedzie

Jakoz w roéwnaniu = 60, rozmnozywszy e-
bie strony przez $,*abysmy tvm sposobem znie-
iili mianownik spoétézynnika ilosci niewiadomey

réwnanie to zamieni sie w nastepuiace: H x = 300;
. . , M
czyli 3x = 300; wiec X » 100 ($4).
m
Podobniez w réwnaniu — X = a, dla zni**
sienig mianownika g, rozmnozywszy obie strony

przez qf bedzie —* x, czyli rw =» a5; wig#

aa
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Wezmy leszcze réwnanie

w ktérem znayduig sie utomki i catkowite. Aby-
Smy w tem rownaniu tatwiey uwolni¢ .mogli nie-
wiadoma od wiadomych z 'nig zlgczonych roz-
mnoézmy 16d wszystkie iego wyrazy przez miano-
wnik a", aby tym sposobem mianownik ten byt
zniesiony: réwnanie wiec to zamieni sie w nastg-
puigce : .

2re. Dla zniesienia mianownika b, rozmnéz-
my wszystkie wyrazy ostatniego rdwnania przez
b; bgdzie

M
3cle. Dla zniesienia mianownika C w osta-
tniem roéwnaniu, rozmnoézmy wszystkie wyrazy
przez c, bedzie

- -- —— 0 -" \Y

Zastanowiwszy sie nad réwnaniem pigrwszem
i ostatniem , w ktérem wszystkie mianowniki roé-
wnania pierwszego sg zniesione, i z ktérego ta-
two iest podtug prawidet powyzszych otrzymac
wazno$¢ ilosci niewiademey; postrzezezemy 4ze li-
cznik X réwnania pierwszego rozmnozony iest w
ostatniem przez mianowniki b i ¢dwoch innych,
utomkoéw ; licznik n rozmnozony iest przez mia-
nowniki a i ¢ dwéch innych utomkéw; i licznik
gX rozmnozony iest prze*, mianowniki a i bdwadch

utont*
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utomkoéw pozostatych , catkowite zas w, pib-ro-
wnania pierwszego, $agw ostatniem rozmnozone
przez mianowniki' a, bi ¢ wszystkich trzech u-
tomkéw. f\

Uwaga ta m&ftagca mieysce we wszystkich in-
nych réwnaniach, podaie nastepuigce prawidto :
chcac to roiofultitu znieS€ mianowniki, trzeba Li-
cznik kazdego ulomka rozmnozy¢ przez mianowni-
ki innych utomkéw : a kazda catkowitg rozmnozy¢
przez mianowniki wszystkich utomkéw , i napisac
réwnanie bez mianownikéw. Tak np.w réwnania
d—x_q:rmt))( — _p L mnozé 1od hczink. dX przez
a
b i ¢ mianowniki dwéch innych utomkéw ; i mam
bcdx Iwszy wyraz réwnania. Mnoze potem -catko-
wita — ¢ przez a, bi ¢ mianowniki wszystkich
Jtrzech utomkow, i mam e—abrg 2gi wyraz ro-
wnania. Mnoze date'y licznik mX przez ai ~miano-
wniki dwoch innych utomkow i mam acmx 5ci wyraz
rownania. Nakonie¢ mnoze licznik =—p przez aib
inianoWniki dwoch innych utomkow , imarn—abp
4ty wyraz rownania. Tym sposobem réwnania
dane zamieni sia w nastepulace :

bcrix «—abcg — acmx — abp ;
z ktorego podiug powyzszych prawidet wypa-
dnie A
16d. bcdx — acmx — abca— abp; (52) ,

\  brde—acm

58. Prawidta powyzsze znacznie skrocg i
twig rozwigzywanie wszelkich zagadnien sposo-
bem algiebraicznym, to iest za pomocg réwnan i
znakéw ogdlnych. Pozostanie tylko ta iedynie
trudnos$¢ , iak dane zagadnienie utozy¢ w rowni-
nie , do czego, iakoSmy iuz powiedzieli, wpri-
Wa na réznych zagadnieniach, iakie nizey poda-
my, naywieoe'y dopomoze. Nastepuigce takze
prawidto gruntownie rozwazone, bedzie w tey
mierze wielce uzyteczne :

Weko.*

uta
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Wskazaé za pomocg znakow algiebraicznych na
Hotdach wiadomych czyta liczbami, czyli Hz gto-
skami oznaczonych, i na Hotdach niewiadomych,

ktore sie zawsze oznaczaig gtoskami, f¢ same rozu-
mowania i dziatania, Ktoreby nalezato uskutecznic,
chege sprawdzi¢ waznos¢ ilosci nieu/iadomey , gdy-
by waznos¢ ta byta dana.

Chcac prawidta tego uzyé, trzeba pierwey
pilnie wyznaczyé , iakie sa dziatania, ktére wy-
stowienie danego zagadnienia w sobie zamykawy-
raznie lub niewyraznie: lecz wtasnie na tern za-
lezy cata trudnos$¢ w utozeniu zagadnienia w ro-

' wnanie.

59. Dla zastosowania tak prawidta powyzsze-
go , na utozenie zagadnien w réwnania, iako tez
prawidetinnych , ktéresmy w dwoéch ostatnich roz- '

dziatach wytozyli, przytaczamy tu niektére zaga*
dnienia.

Il. Zagadnienia z iedng niewiadoma.

Zagadnienie I. sNoda iednem korytem ptynaca
napetnia iedne sadzawke w przeciggu godzin
inne a zai korytem puszczona do teyze sadzawki,
napetnitaby ig w przeciggu godzin 3| ; za ilez go-
dzin sadzawka by¢ moze napetniona, gdy woda
obiema korytami do niey puszczona bedzie +

Rozwigzanie. Gdybym znalazt liczbe godzin
szukana , sprawdzitbym ig sposobem nastepuigcym:
naprzdd sadzawki obigtos¢, ktérg ta iest 1, gdy£
o iedne'y tylko sadzawce iest W zagadnieniu mo-
wa, podzielitbym raz przez 2|, drugi raz przez
3| ; pierwszy z dwoch znalezionych ilorazéw, o-
znaczytby ile przez iedne godzine wptywa wody
do sadzawki korytem pierwszem, drugi ile ie'yw

irnie czasie wptywa korytem drugiem. Pote'm
fia te ilorazy rozmnozytbym przez znaleziona li-
czbe godzin szukanych , a dwa powstaigce stad i-
toczyny dodane do siebie okazatyby ilos¢ wody
wpuszczonej obiema korytami do sadzawki w
£ prze-

t
e s
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przeciagu godzin szukanych. Je$liby summa tych
dwoch iloczynéw wyréwnywata obugtosci sadzaw-
ki, bytoby to dowodem , ze znaleziona liczba go-
dzin iest prawdziwa.

Oznaczmyz ticzbg szukang godzin przez X, i
za pomoca znakow algiebraicznych uskuteczniy-
iny te same dziatania, ktéreSmy w powyzszem
rozumowaniu wystowili: a dla uniknienia dziatan
z utomkami, iako tez dla tego . aby znaleziona
waznos¢ ilosci szukane'y nie zalez da: od liczb szcze-
géinych do zagadnlenla wchodzacych , uczynmy
2l = o0,'3] = 6.

Podzieliwszy obigtos¢ sadzawki czyli i raz
przez 28 czyli przez a, drugi raz przez czyli

przez b, dwailorazy L, _EI)_ oznacza ilos¢ wody,
a

ktéra przez iedng godzing wplywa do sadzawki
korytem pierwszehn i drugiem

Rozmnozywszy dwa te ilora-zy przecz liczbg
godzin szukang / czyli przez X , dwa iloczyny
i— X Xczyli —, — x X, czyli — , okaza cata ilos¢
b y a'b y b ! a

wody wpu$zczone'y do sadzawki w pr’zeciqgu go-
dzin, ktorych liczba iest X. Aze ilo$¢ ta wody po-
winna wyrownywac obigtosci sadzawki , bgdzie

wigc réwnanie f — =i,
Ent b

dnie idii bx-\-tix*=ab (67) ; 2rex= — (55).
atb

z ktérego wypa-

r~ Roéwnanie to podaie nastgpuigce prawidio na
rozwigzanie tego zagadnienia we wszystkich przy-
padkach szczeg6lnych : ilocztn dwoch liczb ozmt-
czaigcych liczbe godzin potrzebnych do napetnienia
sadzawki kazdem z osobna korytem, podzieliwszy =g
przez summe tychze dwoch liczb, iloraz okaze li~\
czbe godzin potrzebnych do napetnienia teyze sa~
dzau/ki obiema razem korytami. '

V* ! " Za-



Réwnania stopnia pierwszego. 67

Zastosowawszy prawidio to do'danych liczb
w zagadnieniu powyzszem , wypadnie

Ze za$ w przeciggu iedney godziny wplywa

do sadzawki wody iednem korytem — L
a EAY

"4

-ri T rozmnozywszy przez znaleziong liczbe go-
dzin | , dwa powstaiace stad iloczyny dodane do
siebiewywowinny wyréwnaé obietosci sadzawki; co
tez iest nie zawodnie: gdyz x8-tT Xf = i; cqg-
dowodzi , ze znaleziona liczba godzin iest praw-
dziwa. %

Te s™ne prébe moznaby odby¢é wy«codniey
ze znakami ogo6lnemi. Jakoz poniewaz

60, W iakimkalwiek sposobie wystowimy po-
wyzsze zagadnienie, iakiekolwiek w niem nazna-
czymy dwie liczby; zawsze prawidio z waznosci
X ogbélney w?yprowadzone, postuzy do znalezienia
liczby szukaney. | tak niech bedzie zagadnienie,

Do wijkarczéwania pewney zarosli robotnik ie-
den potrzebuie tygodni 23 i dni 4; drugi ukonczyt*
by te same robote za tygodni is i dni $: w iakim*
Ze czasie obadwa razem zaroit te wykarczuig ?

Uczyniwszy a ~ tygodni i 4 dniom
b.Z=i$ - - Si
wypadnie , iak w zagadnieniu poprz edzaigcem

* i [): odbywszy dziatanie wskazano w tern

E a ro*
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rownaniu, lub w prawidle, ktéresmy * réwnania
tego wyprowadzili , tatwo bgdzie znalezé liczby
tygodni szukang. Toz mowi¢ o wszystkich in-
nych tego rodzaiu zagadnieniach.

Dla tey przyczyny rownania takowe, w Kkto-
rych waznoé¢ ilosci niewiadomych wyznaczona iest
samemi gtoskami i znakami algiebraicznemi, na*
zywaig sig formuty

Wzigwszy zagadnienie cokolwiek odmienne , w
ktére'mby np. woda nie dwiema lecz trzema lub
czterema i t. d. korytami do sadzawki wptywata;
sposOb postgpowania w rozwigzaniu tego zagadnie-
nia temby sig tylko od poprzedzajacego réznit, iz
bytby cokolwiek dtuzszy , i otrzymana w kohcu
formuta nie co od poprzedzajacey odmienna, iak
aprobowa¢ mozna ni zagadnieniu nastgpuigcem;

Do ukonczenia iedneyze roboty ieden rzemie-
$Inik potrzebnie 3 tygodnie i $ dni, drugi 4Vvtygo-
dni i 3 dni, trzeci 5 tygodni i 2 dni; zt ilez ty-
godni wszyscy trzey razem te HL.Oote ukonczg? |,

61. Zagadnienie Il. Pan przyymaigc stuge u-
mawia sie z nim, ze mu za kazdy dzien dopetnia-
nych nalezycie obowiazkéw stuzby zaptaci zt. 1,
gr. 6¢ za kazdy zai dzien zaniedbania tychze oho-
wigzkow, wytraci mu z iego zastug gr. 22I. Po
uptynieniu 00 dni stuga dostat zt. 6, gr. 22fe (t}/le
mu sie tez podtug umowy nalezato:. przez ilez dni
nalezycie dopetniat obowigzkéw stuzby i

Gdybym znalazt szukang liczbg dni dopetnio-
nych obowigzkéw, czy liczba ta iest prawdziwa,
doszedtbym tego sposobem nastgpuigcym : naprzod
liczbg tg odigtbym od 50, i wypadtaby na roézni-
cg druga liczba dni zaniedbanych obowigzkéw
stuzby. Potem pie'rwsza z tych dwéch liczb roz-
mnozytbym przez zt. 1 gr. 6, drugg przez gr.
225; i miatbym dwa iloczyny”~z ktorych pierwszy
oznacza, ileby sig nalezato studze za dni dopetnio?
%ych obowigzkdéw; drugi ile mu potrzeba z tych
zastug wytrgci¢ za dni zaniedbania tychze obti*
wigzkow* JNakoniec iloczyii drugi odigtbym od
pier-

ll
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pi-~wszego ; a ie$liby wypadaigca ro6znica czynita
zt. 6 gr. 221, bytoby to dowodem, ze znalezio-
na liczba dni iest prawdziwa.

Oznaczmyz liczbe te przez X, i uczyniwszy
zt. i, gr. 6= a, gr. 2il—b, dni 30= ¢, zt 6
gr. Z28— d; uskuteczniymy za pomocg znakow
algiebraicznych te same dziatania, ktoresmy w
powyzszem rozumowaniu wystowili.

Odigwszy X od 30 czyli od c, zostanie c— %
liczba dni zaniedbanych obowigzkéw stuzby.

Rozmnozywszy X.prstez zt. igr. 6, czyliprzez
af wypadnie ax natezyto$¢ stugi za dni dopetnio-
nych obowigzkéw.

Rozmnozywszy C—X przez gr. 228 czyli przez
b, wypadnie iloczyn.6c-— bx okazuiacy, ile mu po-
trzeba z iego zastug wytraci¢ za dni zaniedbanych
obowigzkéw stuzby.

Drugi iloczyn ec* bX odigwszy od pierwsze-
go ax, 'réznica ax — be-t-bx (24) okazuie, ile rze-
czywiscie nalezy zaptaci¢ studze. Ze za$ stuga
dostaie zt. @ gr. 228 czyli d; bedzie wiec réwnanie
0X < bct-bx= d, z ktérego podiug powyzszych
prawidet wypadnie naprzéd ax + bx = ber+d, po-
- bc+d / *
tern x =  — - (57)-

« 44-b

* Formuta ta ogdélna wskazuie, iakie dziatania
odbyé potrzeba z liczbami danemi a, b, ci Hdla
znalezienia niewiadome'y X ; mozna wiec albo ig
Wystowié¢ iezykiem zwyczaynym dla otrzymania
prawidta ogdlnego narozwigzywanie tego rodzaiu
zagadnien ; albo tez potozyé w niey na mieysce
gtosek a, b, ci dliczby do zagadnienia wcho-
dzgce gtoskami temi oznaczone. Uzywszy drugie-
go sposobu, formula ta zamieni sig w naszepuigce

robwnanie: X — = i5.
iest: 1; JS + J . . .
To iest: liczba, dni dopetnionych obowigzkéw
iest i5. Liczba zatem zaniedbanych obowigzkow
bgdzie 3* o— 11=34%. Dwie te liczby czyniag
- v za-
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zadosy¢ wanttntom zagadnienia: gdyz ptevVwf -|
rozmnozywszy przez zt. i gr. 6, druga przez 284
gr i drugi iloczyn to iest 15 x gr. 22l.==ri| zt.
©digwszy od iloczynu pierwszego, ktory iesti5 34 |
zt. 1lgr. 6=» 18z%., zostanie na réznicg zt. 6 gr.
22j. Go dowodzi, Ze znalezione liczby sg praw-*
dziwe,

Ta sama formuta stuzy do tatwego rozwiagza-
nia Wszelkich tego rodzaju zagadnien w iakifnkol*
wiek badz sposobie wystowionych ; iak tego do-
Swiadczy¢ niozna na zagadnieniach nastgpma*
sych *

Rybak dla Zachecenia su/ego syna obiectiie rhw
taci¢ po 5 gr. za kazde wy ciagnienie sieci z po-
owem: lecz za kazda raza, kiedy siei na prézno
zapuszczona beaziej syn powrdci oycu 5 g)osze.
Za 12tym wyciggnieniem sieci rachuia Sie, i oycieS
ptaci synowi 28 QroSzy. Ilez razy sie€byta zapu*
szczana korzystnie ?

Zgodzono rzemiedlnika po zt. 5 gr. 15 zd'ka-
£dy dzieii roboty , i procz tego obiecano mu codzien
Stoi } za kazdy iednak dzien, ktdregoby nie praco-
wac , miano mu za stét wytraci¢ z+. 1 gr. 18. PG
uptynieniu 7 tygodni, i ani 3, robota zostata u-
konczona. Gdy przyszto do porachunku , okazato
sie , ze nalezy, rzemieSlnikowi zaptaci¢ z+. ~jbo gr*
as* llez dni pracowat nad tg robotaf ica grasi’

tjiz Zagadniecie Ill. £)o dwoch czar srebifoych
test iedna poktywka : Czara iedna wazy 12 Uncyy<
a rézem z pokrywka'md ciezar dwd raZy wiekszy
nizeli tatara druga - czdra za$ druga raze<n z po-
krywka Wazy uncyy t,zy razy wiecey>niz pierg
wsza : iliz uncyy wazy pokrywka §

... Gdybym li¢zbg Wyrazaigta cigZko$¢ pokryWKki
hiiat wiadomg , czy liczbha ta iest prawdzi-
wa,- doszedibym tego sposobem nastgpuigcym i
dodatbym naprzod liczfog tg do cigzaCu czary pier-
Wsfley, to iest do i2 orieyyy i summy tey wzig-
wszy potowg , miatbym eigikose drugiey czary,

tg samg Uezbg dodatbym do znalezioney

cigz-
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ciezkosci czary drugiey ; a iesliby ta summa by-
ta trzy razy wieksza od ciezkosci czary pierwsze'y,
to iest od 12 uncyy , bytoby to dowodem , ze zna-
lezione waznosci niewiadomych: sg prawdziwe.

Oznaczmyz liczbe uncyy, ktére wazy pokrywka
przez x : liczbe te dodawszy do 12, bedzie 124-x;
potowa te'y summy, to iest 64-8x, ozhacza ciez-
ko$¢ drugie'y czary, do ktérey dodawszy x, be-
dzie 6 + ex + x ciezko$¢ czary drugiey i pokryw-
ki ; aze podtug zagadnienia summa ta iest 3 razy
wieksza od 12, bedzie wiec

6 r\x4x— 35; czylie4-fx= 36;= a zatem
2x*=0b; X — 20 (54);i t. d.

Zagadnlenle to iest szczeg6lnym przypadklem
nestepuigcego zagadnienia ogo6lnego :

Maigc dang liczbe a, znalez¢ dwie inne, Z kt6-
rych pierwsza dodana do liczby a iest m razy wie-
ksza od drugiey : doHflna za$ do liczby drugiey iest
n razy wieksza od liczby a: iakaz iest iedna Z
dwoch liczb szukanych ? .V

Oznaczywszy pierwszg z liczb szukanych przez
X , bedzie ft4-x sunnna m razy wieksza od liczby

drugiey: druga zatem liczba bedzie , do kto-
ra

rey dodawszy liczbe pierwsza X, summa 4-X,
m
powinna byé¢ n razy wieksza od liczby daney a

Bedzie zatemfL—* + X ==an: wiec a-Fx 4- mMX =
ra

amn a
amn ; a tem samem X = — -1t d

1 4-1fi

63. Zagadnienie IV. Matka iest 6 razy starsza
od swoiey corki: za lat 12 . matia bedzie tyUo 2
razy starsza od corki: itez ma lat corka ?

Oznaczywszy wiek corki przez x, matki wn k
bedzie 6x ; a za lat 12 corka mie¢ bedzie latX4-i::T
matka 6x 4-12 : i iczeli wiek matki lo iest 6x 4-:.,
lest dvya razy Wlekszy od wieku corki , to itslhd

»
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x-+-12, bedzie to dowodem, ze zagadnienie iss|
dobrze rozwigzane. Bedzie zatem réwnanie

6X 4-12 — 2xr-t-24 « i t. d.
. Zagadnienie to moznaby tak wystowi¢ o0gdl-
nie :

Znalez¢ dwie liczby , z ktorych pierwsza iest m
razy wieksza od drugiey : a dodawszy do obudsuu
po a, bedzie pierwsza od drugiey n razy wieksza.

Oznaczywszy drugg liczbe przez x, pierwsza
bgdzie mx. Dodawszy do cbudwu po a, bedzie
druga x 1+a, pierwsza mx-ta.

Ze za$ po takowem dodaniu liczba pierwsza
iest n razy wigeksza 6d drugiey, rozmnozywszy
aatem liczbe druagg to iest x-t-« przez n, iloczyn
n (X -+-n) réwny oy¢ powinien, liczbie pierwszey.
Bedzie wiec réwnanie

tax4-a= n'{x*%a): azatemx = - -

GdybySmy powyzsze zagadnienie ogdlne tak
+ dinieniii: znalezé¢ dwie liczby, z ktérych pierwsza
iest m razy wieksza od drugiey ; odigwszy zai od
obudwu po a, bedzie pierwsza n razy wieksza od
drugiey na ten czas, oznaczywszy druga liczbe
przez x , pie'rwsza bedzie mx; a odigwszy od obu-
dwu po a, bedzie druga x — a, pierwsza mx—ai
Aze podtug warunkéw zagadnienia', liczba mx—a
iest n razy wieksza od liczby 3I— fl; rozmnozy-
wszy wiec liczbe x — a przez n, iloczyn n (X*—«)
po\vinien by¢ rowny liczbie mx— a; bedzie wige
rownanie

N(x—<] = mxe—a, azatem X = - -
n—m
Poréwnawszy formute te z formulg oznacza-
ig przez A rpostrzezemy réznice tylko w ich mia-
nownikach: pierws$zey bowiem mianownikiem iest
w—>» , drugiey n-t-m, licznikiem za$ obudwu
mi'— a. Jezeli w haznaczaniu szczegolnych wa-
znosci liczebnych dla gtosek m, n i a, damy dla

n wazno$* Laikowila, zawsze bedzie licznik ilo-
éé*/\
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4 cig dodayna : bedzie bowiem iloczyn an wiekszy
©d a. Jezeli wiec waznos$¢ dla X ma by¢ liczba
dodayna, powinien by¢ takie i mianownik doday-
**y (46); w pierwszym zatem przypadku trzeba
da¢ waznos$é liczebng dla m wieksza niz dlan, W
drugim dla n wiekszg niz dla m. W obudwu for-
mutach odmieniwszy znaki licznika i mianowni-
ka, przez co sie wazno$¢ utomka nie odmieni
(42), formuly te zamienig sie w nastepuiace ;

. c—=~an as—an .

iwsza x €CC —— , 2¢0a X = --—-———-- ]

n—m m—n

W ktérych , gdy waznoscig n iest liczba catko-
wita , licznik a— an iest iloSciag odiemng : Jezeli
wiec waznos$é dla x ma by¢ dodayna , mianowni-
ki takze powinny by¢ odiemne ; co w ten czas
tylko moze mie¢ mieysce, gdy w formule pier-
wszej m iest wieksze, od w, w drugiey wasn wig*
ksze od to. i

Dla sprawdzenia formuty drugiey wezmy na-
stepuigce zagadnienie:

Maigtek osoby A iest 3 razy wiekszy od ma*
igtku osoby B; stracity obie po zt. 12000 j poczerni
maigtek osoby A iest 5 razy wiekszy od maigtku
osoby B ; iakiez sg te maigtki 2 f

Pbréwnawszy zagadnienie to z ostatniem za-
gadnieniem og6lne'm , postrzezemy, ze trzeba li-
czynic m= 3, n= 5, a= 12000. W aznos$ei te po-
tozywszy zamiast gtosek w otrzymanej formule,
znaydziemy X — 24000 i d.

To samo zagadnienie ogélne moznaby ieszcze
jidstepuigcemi sposobami odmienid.

Znalez¢ dwie liczby { z ktérych pierufsza iest
m razy wieksza od drugiey: a dodawszy do pier-
wszey a, od drugiey za$ odigwszy a, bedzie pier-
wsza od drugiey n razy wieksza; albo do piet
wszey dodawszy a, do drugiey b ,bedzie pierwsza
réowna drugiey *
albo od pierwszey odigwszy a do drugiey doda-

wszy b, bedzie druga A, ranV wigksza od
pierwszey i t. d.
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W tych i tym podobnych przypadkach ta-
two bedzie wynalez¢ leimuty ogdélne sposobem
podobnym do tego , ktorySmy iuz wytozyli.

64. Zagadnienie V. hewun chce dnc kazdemu z
ubogich, ktorych spotkat, po gr. i5; lecz mu nie
dostaie gr. 5 ; dnie wiec po gr. i3, zostalo mu
gr. 9, ilez byto ubogich.

Gdyby liczba ubogich byta wiadoma, rozmno-
zytbym naprzéd liczbg tg przez i5, i od tego i*
loczynu odlawszy 5, réznica okazataby ilos¢ pie-
niedzy przeznaczonych na iatmuzng. Potem tg sa-
rne liczbg ubogich rozmnozytbym przez i5, Ido
tego iloczynu dodawszy 9, summa ia okazataby
takie ilos¢ pieniedzy przeznaczonych na iatmu-
zng. Jes$liby ostatniag summa réwna byta powyz-
.szey roznicy , bytoby t6 dowodem , ze znaleziona
liczba ubogich iest prawdziwa.

Oznaczmyz wiec liczbg ubogich przez x , be-
dzie i$x — S pierwsze wyrazenie ilosci pienigdzy
przeznaczonych na iatmuzng.

i5x4*9 drugie teyze< ilosci pienigdzy wyraz.e-
Aftie. A zatem 15* «— 5= 13x4-9 ; x= 7i t. d.

Chcac zagadnienie to zamieni¢ na ogélne, u-
«zynmy i$ = «, i3— b, 5= w., 9t=n.

Tym sposobem dwa wyrazenia ilosci pienig-.
dzy przeznaczonych na iatmuzng, to iest 15x — 5,
i i3x-rg, zamienia sig w nastgpuigce : ax—
bx 4-n. A zatem

65. Zagadnienie VI. Trzey bracia kupili do-
bra za 50000 cz. zt. Naystciiszy mogtby sam za-
ptaci¢ to kupno, lecz mu nie dostaie potowy tych
pieniedzy , ktorg ma $redni ; ten zat samby wszy-
stko zaptacit ,”~ gdyby mu ncystarszy pozyczyt
irzeciey czesci swego maigtku. Nay miodszy za$
chcac dla siebie samego naby¢ tychze débr * pot;[rze-

[ 0-
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howalby ktey czesci maigtku brata naystarszego.
llez kazdy z nich ma pieniedzy ?

Niech X oznacza maiatek.. ktéregokolwiek z
trzech braci np. na/starszego. Poniewaz S$redni
mogitby isam za te dobra zaptaci¢ 50000 cz» zi.
gdyby mu naystarszy pozyczyt sciey czeSci swe-
go maiagtku, S$redniego wiec maiatek musi by¢
50000—AX.

Aze jffaymiodszy samby sptacit te dobra, gdy-
by mu naystarszy pozyczyt 4tey czesSci swego
maigtku , naymiodsz<sgo wiec maiatek nltui by¢
50000 — %x.

Wrcscie poniewaz naystarszy sptacitby sam
te dobra, gdyby miat potowe maiatku brata S$re-
dniego , maiatek zatem brata naystarszego to iest
X , powiekszony potowg maigtku brata $redniego,

to iest 59_9_1_;:1 = 25000 — §x réwnym byo mii*
si 50000 cz. zt. Bedzie zatem réwnanie

X =~25000 — ~ X =2=50000 ; wiec X = 00000it d.

66. Zagadnienio Vil. Dyojantes Autor nayda-
iunieyszego dzieta Algiebiy , ktére czaséw naszych
doszto , przepedzi w dziecifstwie 6tg Cze$€ catego
zycia, 12tg cze$¢ W miodosci , a potem Sie ozenit,
i przepedziwszy Ilu zwigzku matzenskim 7mg czes¢
swego zycia i nadto ieszcze lat 5, doczekat sie Sy-
na, ktorego przezyt kmalaty , i ktory dozyt tylko
potoiuy wieku Oyca swego. llez lat zyt Dyojan-
tes $

Szukana liczba lat sklada* sie z nastepuiacych
cz-g$ei: iérf z | czeSci tych lat przepedzonych w
dziecinstwie; 2re z czesci tychze lat przepedzo--
fiey w mitodosci ; 5cie z f czesSci tychze tat powie-
kszonej 5cig laty, ktére przezyt Dyofantes az do
czasu narodzenia sie syna; 4te z \ tychze lat prze-
pedzonej wraz z synem ; nakoniec ze 4 lat prze-
pedzonych po $mierci syna. Oznaczywszy zatem
szukang liczbe lat przez X, bedzie réwnanie
XS a* + li * ++t* + S +a*+ * A zatem
*=84. «.
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67- Zagadnienie VIIl. Mieszanina dwoéch meta-
idu/ slota i srebra wynosi 12 catéw szeSciennych i
wazy uncyy 100: ieden cal szeScienny czystego zio-
ta wazy unCyy i2§ * ieden cal szeScienny czystego
Srebra wazy uncyy tA : ilez w mieszaninie tey znay-
duie sie culow szesciennych ztota lub srebrat

Gdybym znalazt szukang liczbe caléw szescien-
>iych zlota, sprawdzitbym ig sposobem nastepuig-
cym : naprzéd liczbe tg odigtbym od 12 caléw sze-
sciennych , ktére wynosi catla mieszanina, a po-
zostata reszta okazataby liczbe caléw szesciennych
srebra w mieszaninie bedgcego. Pote'm liczbe ca-
I6w szeSciennych ziota rozmnozytbym przez B4
uncyy, a liczbe caléw'szesciennych srebra przez
6™ uncyy; pie'rwszy z dwéch tych iloczynébw o
kazatby, ile wazy samo ztoto, drugi ile wazy sa
mo srebro znayduigce sie w mieszaninie. Nako ,
nie¢ dwa te iloczyny dodatbym do siebie, a iesli* I
by summa ich uczynita 100 uncyy, bytoby to do-'l
wodem, ze znalezione dwie liczby sa prawdziwe*

Oznaczmyz wiec liczbe calow szesSciennych
ztota przez x, a tak dla uniknienia dziatah z ui)
tomkami, iako te* dla otrzymania formuty og6l*
ney na zagadnienia tegurodzaiu, uczynmy 12 ca-
I16w szesciennych = <1, x00 uncyy — b, 12™uncyy
— c, B®uncyy = d. Bedzie zatem >

liczba calow szesciennych ziota = x,

liczba caléw szeSciennych srebra— a— X,
waga samego ztota - - - = cX

waga samego srebra - - ¢ - =arf— dx;

I1l. Zagadnienia z kilku niewiadomemi.

2 6%. Do wszystkich zagadnien, ktoresmy do-
ja¢! rozwigzali» wchodzita iedta tylko niewiado-
mi* ef  ylubo niektére moga byé tatwo roawigzane

at
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aa pomocg dwoch niewiadomych. Tak np. w za-
gadnieniu ostatniem , oznaczywszy przez X liczbe
caléw szesciennych ztota, przez y liczbe caléw
t sze$ciennych srebra, bidzie CX wap samego zio-
tay dy waga samego srebra znayduigcego sie w
mieszaninie. Aze mieszanina ta wynosi caléw sze-
$ciennych a, i wazy uncyy b, bedzie wigc

Zadne z tych dwéch réwnan nieda waznosci
dla niewiadomych; z pierwszego wypada '

\Y » A
Widzimy tu, ze tak w dwdéch waznosciach
dla X, iako tez w dwoch waznodciach dlay, znay-
duie sie druga niewiadoma. Lecz dwie waznosci
znalezione dla X zré\p]/navlylszy z sobg, bedzie

t
Réwnanie to maigce iedne tylko niewiadoma
rozwigzawszy poditug prawidet podanych wyzey,
anaydziemy

t—L +—u
Podobniez zréwnawszy z sobg dwie znalezio-
ne waznosci dla Yy, otrzymamy réwnanie Z iedng
tylko niewiadoma

Ktére przerobiwszy sposobem zwyczaynynfc
bedzie

Mozrtaby dziatanie to skréci¢ sposobem n&stf*
puigcym :
Poniewaz z rdéwnania X + y = a wypadli
bgdaie wiec = — cy. Waznosfc
H
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te potozywszy zamiast CX w réwnaniu drugie'n*,,
ktore iest cX_-+dy = b, réwnanie to zamieni sie w
pastepuiace : "y

a—c c—a
Waznos$¢-t§ Yy potozywszy znowu zamiast y
W réwnaniu pierwszem, ktore iest x-t-i/ = a, be-
dzie

V—a

Wezmy ieszcze iedno z zagadnien rozwigza-
nych w rozdziale pierwszym : znnlez6 dwie liczby,
ktérych summa iest s, roznicct a (4). Oznaczy-
wszy wiekszg z liczb szukanych przez ocmnieysza
przez Y, bedzie ich summa X -+ U, ich rdznica
X-k vy ; aze podtug zagadnienia summa réwna iest
/S : réznica rowna a, beda wiec dwa nustepuigce
réwnania

Dwa te réwnania mogg by¢ tatwo rozwigza-
ne ktdrymkolwiek z dwoéch sposobdw uzytych do
rozwig *nia poprzedzaigcego zagadnienia : lecz
mozna e takze wygodnie rozwigza¢ sposobem na-
stepuigcym:

16d Strony odpowiadaigce tych dwéch ré-
wnan do siebie dodawszy, wypadnie

z
2re Strony roéwnania drugiego odiawszy od
#fcron rOwnania pierwszego, zostanie
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69. Dwa te przyktady sa dostateczne do oka-
zania iak wygodnie mozna czestokro¢ uzy¢ dwoch
niewiadomych, do rozwigzania zagadnien, ktére
takze za pomocg iedne'y niewiadothey mogg by¢
rozwigzane ; lecz zagadnienia te powinny zamykac
koniecznie dwa warunki wycazne lub domysine
dla utozenia dwodch rdéwnan; iedno bowiem ro6-
wnanie z dwiema niewiadomemi nie moze da¢ wa-
znodci dla zadne'y, iakosSmy to widzieli.

Sg tez i takie zagadnienia , ktére za pomoca
iedne'y niewiadome'y rozwigzane by¢ nie moga,
iak iest np. nastepuigce :

70. Zakupiono u go}podarz& dwie fury zboza:
na iedney znaydowato sie zyta korcy 4|, pszenicy
korcy s£, za co zaptacono zt. 173 i gr: $; na
drugiey znayAowato sie 2 korce zyta i $ Kkorcy
pszenicy , za co dano zt. 175 i groszy 10. Jakaz
iest cena iednego korca zyta i lednego korca psze-
nicy ?

yOznaczywszy cene iednego korca zyta prze*
rc, cene iednego korca pszenicy przez Yy, i uczy-
niwszy zadosy¢ warunkom zagadnienia, wypadng
dwa r6 wnania

Dla uniknienia dziatan z utomkami idlaotrzy-
mania wypadku ogdélnego, uczynimy4f = a, o4 = b,
z—c, s—d, zI| 170 gr. 5==p, zk 175 gr. 10=
Tym sposobem dwa ostatnie réwnania zamienig
sie w nastepuigce:

Podtug pierwszego z tych dwdch rownan wy**
pada
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iniostczy mianowniki, bedzie cp < bcy 1=ng— arfy
Ztego za$rownania otrzymamy léd ady—*bcy-aa.
— 'P> (51) rt y=z (55).
ad-—bc
Podobnymze sposobem za pomocg dwodch
rbwnan oznaczonych gtoskg A znaydziemy wa-

znos$¢ dla je Jakoz podiug pierwszego z tych
dwoch rownan wypada

W znalezionych wazno $ciach ogélnych dla **
y zamiast gtosek a, 6, c, rf, p i q potozywszy
ich waznosci liczebne wyrazone w zagadnieniu,
znaydziemy X = 185, y—275 Dwie to znalezio-
ne waznosci sg prawdziwe: gdyz czynig zadosy¢
warunkom zagadnienia, iak sie 6 tem fatwo mo-
zna przekonac¢: rozmnozywszy bowiem 4§ korcy
i“ta przez i8§, a 5¢ korcy pszenicy przez 2™, i
dwa te iloczyny do siebie dodawszy, summa ich
wynosi zt. 175 i gr. 5. Podobniez 2 korce zyta
rozmnozywszy przez i8f, a 5 korcy pszenicy
przez 27f i dwa te iloczyny dodawszy, summa
ich  wynosi" zt. 175 gr. 10 iak iest w zaga-
dnieniu.

Mozna takze te sarne probe odby¢ za pomocy
znakdw ogdlnych iezeli bowiem znalezione wa-
znosci ogodlne sg prawdziwe, tedy rozmnozywszy
waznos$é X przez waznos$¢ Yy przez 6, i dwa te
iloczyny do siebie dodawszy, summa ich powin-
na feye rébwna p, podobniez waznoS« X rozmno-

£y-
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lywsz? przez, €, wazno$¢ y przez d, summa
dwéch tych iloczynéw powinna by¢ rowna Q9
Lecz ze te znalezione waznos$ci maia mianowniki
odmienne, trzeba ie pierwey sprowadzi¢ do ie-
dnakowego mianownika, co tatwo uskuteczni¢ mo-N
ina zamieniwszy nNp. w waznos$ci X W liczniku i
mianowniku wszystkie znaki +» na — , i na -

é5|(oj_* Tym sposobem dwie znalezione waznosci
a

Co dowodzi , ze znalezione waznosci dla X £
dla 'y, sg prawdziwe.

Moznaby takze zagadnienie t# rozwigza¢ spo-
sobem nastgpuigcym:

Podtug pierwszego z réwnan oznaczonych gto*
skg A iestx = j wigc cx= ; waznosoé

a a

tg potozywszy zamiast tX w réwnaniu drugism,

bgdzie O-——+edy'-=0. Skad wypadnie
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Albo iak: Wszystkie wyrazy pierwszego z ro-
wnan A rozmnozywszy przez c, drugiego przez a,
dwa te réwnania zamienig sie w nastgpuigce:

Strony rownania drugiego odigwszy od stron
rbwnania pierwszego, zostanie

Co sie tycze niewiadomey x ,\te zraydzicmy
albo ktadac w ktérymkolwiek * dwéch réwnan A
zamiast niewiadomey.y znaleziong iey waznos¢,
albo tez w rownaniach tych niewiadoma Yy Spro-
tuarlzciigc do ieifoci-OTdegu spoiczynnik.i; co 'nasta-
pif gdy pierwsze z tych dwdch réwnan rozmno*
4ymy przez W, drugie .przez 0 \tym sposobem ré-
wnania te-zamienig sie w nastepuigce:

z ktorych drugie odigwszy od. pierwszego, ze-
etanie m .
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'Gdyby stosownie do warunkéw zagadnienia
wypadty dwa réwnania takie :

datwobySmy znalezli wazno$¢ niewiadomych spo-
sobem ktorymkolwiek z trzech podanych wyzey,
z niektéoremi tylko mnieyszey wagi odmianami;
ktére .zadney trudnosci nie sprawia.

71. W szystkie te trzy sposoby , iako tez inne,
ktore wytozymy nizey , do tego daza, azeby z
dwoch danych réwnanh otrzymaé iedno, w kto-»
romby iedna tylko zn&ydowata sig niewiadoma.
~Dziatanie takowe , «a pomocag ktorego iedna z,
dwoch (niewiadomych znosi sig >cz/yli ginie , nu-
zywa sig eliminatio; po polsku mozna ie nazwac
rugowaniem albo zniesieniem niewiadomey.

Gdyby zagadnienie zamykato 3, 4., 5i t d.*
wyraznych warunkéw, i t| Uz niewiadomych ; na
den czas uczyniwszy zadosj¢ warunkom zagadnie-
nia, otrzymalibySmy 3, 4, 5it d. rownan, w
ktorych -sposobem ktérymkolwiek z podanych wy~
» /Z2ey, znoszac naprzod iedng niewiadomag, potem

draga, trzeeig i t. d. przys$libySmy nakoniec do-
;rownania iednego z iedng tylko niewiadoma, kté-
rey waznos$¢ znalaziszy, tatwo sig znaydg wazno-
§ci innych niewiadomych. Wazmy naprzyktad
n&stgpuigce zagadnienie.

72. Naiemntk zgodzony do przenoszenia szklan-
‘tiych naczyn tfeiakiey ,wielkosci . zobowiazat sit-
'tyle placi¢ za kazde naczynie stluczone r ileza p ze-
eniesienie mego w catosci miat dosta¢ tu nagrode.

Dano mu ngpizod 2 naczynia mate, 4 $rednie

g duzych: pottukt S\teinie , inne wszystkie oddat
s catosci, i zaptacono mu zt. 28

Drugi raz dano mu 7 naczyn malych, “3 $re-
ednie a 5 duzych : tg razy oddat w catosci mate i
Srednie a duze pottukt, i dostat tylko 3 ziote.

Nakon-ec dano 9 naczyn matych , 10 S$rednich>
« n duzvch: pottukt wszystkie duie i dostat tule

ko 4 zlote.
5 tui

, ! »' v O
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11*5 nu placono za przeniesienie iednego na*
tzynia kazdey wielkosci i

Oznaczmy przez x zaptate od przeniesieniaie-
dnego naczynia matego , przez y zaptate od Ssre-
dniego a przez zZ od duzego. Rzecza iest wido-
czna, ze catkowita zaptata, ktérg naiemnik odbie-
ra, rowna iest réznicy miedzy ta summag, Kktoéra
mu sig nalezy za naczynia przeniesione w cato-
§ci, a miedzy ta summa, ktéora mu witasciciel na-

czyh wytraca za naczynia pottuczone. | tak
pierwsza razag zaptacono mu za przeniesienie w
eatosci naczyn matych ,*a 9 Z, za przeniesie-

nie w catosci naczyn duzych ; za sttuczone za$
naczynia $rednie wytrgcono mu 4y  Ze za$ ta
razag dostat zt. 28, bedzie wiec nastepuigce ro-
wnanie : 2X —eiy +.92= 28, Tym sposobem ro-
zumuigc dale'y , otrzymamy trzy nastepuigce ro-
wnania :

UA'T — 1 1An--
Z pierwszego z tych trzech réwnan wypada

z
Waznos$¢ tg x potozywszy w rdédwnaniu dru-
giej i trzeciem zamiast 7* i rownania te za-
mienia sig w nastepuigce:

N
Znibstszy w tych dwoch rownaniach miano-
wniki, wypadnie

Z pierwszey strony w obu réwnaniach spro*
wadziwszy wyrazy podobne , bedzie
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W pierwszem z tych dwéch réwnan wzig-
wszy waznos$é y , bedzie
o T¥a — "19°% s B.
S 34
Wazno$¢ te potozywszy w rownaniu drugiem
zamiast 5by , rGwnanie to zamieni sig w mastgpur
iace :

252 4- 56 X 732;4190 i03z= 8.

znidstszy mianownik wypadnie
252. 34 4-56. 702— 56. 190 — 34.i03z=: 8. 34:czyli
8568 4- 40882— iot>40 — 55022 — 272.
Z pierwszey strony sprowadziwszy wyrazy
podobne bedzie
8862 2072= 272 ; wigc * =oM_ . L
586
Waznos$¢ te 2 potozywszy w réwnaniu ozna*
czonehn gtoskag B zamiast 752, rownanie to zamie-
ni sig w nastepuiace ;
5 = 734— 190 _ 1&0,\ 1A

czyli

= 3

INakoniec znaleziong waznos$¢ dla y , i dla z
potozywszy w roéwnaniu oznaczonem gtoska
réwnanie to zamieni sie w nastepulace

284-4.3— 9.4
X = mmmmmmmmmmmeeeo e = | czylix= 2.

Ptacono wiec po 2 zt. od przeniesienia kazdo**
go z naczyn matych , po 3 zt. od kazdego z na-
czyh s$rednich, a po 4zt od kazdego z duzych.

Ten sam wypadek otrzymalibySmy uzywszy
do rozwigzania innych dwdch sposobdéw, Kktore-
$my wyi«y podali. "

Przyktad ten iest dostateczny dé okazania i*8s
sobie postgpi¢ nalezy we wszystkich innych za-

dnieniach o iakitltykolwiek liczbie ilosci niewia-
mych.

73. Czesto sig przytrafia, ze wszystkie niewia-

ro-
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domenie wchodzg razem do kazdegoirz-réwnact.,,,
okoliczno$¢ ta matg zmiane- W dziataniu' czyniaca;,,
nie moze sprawi¢ zadne'y trudnosci, dosy¢ iest*
tylko zastanowi¢ sie nalezycie nad zwigzkiem mie-
dzy niewiadomymi zachodzgcym , azeby od iedney-
niewiadomey przyys$¢ do innych. WeZmyna przy-
ktad nastepuigce zagadnienie.

Dano g40 zt doepodzielenia miedzy- czt&ry c+
soby A, B, C i D tuten sposéb , aby dziat oiobyi
A réwny byt ~ dziata ose>by B"; dziad osoby Bird-
mnat Sie¢ § dziatu o*oby G ; a dziat osoby-G réwntd
sie | dziaiu osoby D: ilez-,sie kazdey dostanie h

JOznaczywszy dziet osoby--pierwsze'y przez US
drugiey przez X , trzecie'y przez y, czwartey przaz
2-, ,i uczyniwszy zadosy¢ warunkom zagadnienia
©trzyniamy cztery na*tepuigce rownama

iwsze U+ xX*t-Yy 4-Z=j9-io.

2gie U— | x * scie x>>—%y ; atey = | z.

Poniewaz w — gfwigc 3lj 25 Z,
Aze |v X podtug,warunkéw zagadnienia, wiec
X=*2 2

Podobniez poniewaz'* =z, wiec §xi o~
a| x*“ j8. Aze | X— U, wiecu=_¢ z.

Doszedtszy, ze U— z, x /N z a podtug za-
gadnieniay = | z; polozmy waznosci te w réwiia—

mupierwsze'm ze czterech danych, tym- sposobem-
rédwnanie té zamieni sie w nastepuigce :

at2t+ z 22+ 2— g40; czyli

B2t 22N A2 +E) 19405 czyli

4 =5U© Wiec 472 — 18800 a tern samem

Z = 400.. Wiec gz'= 86; af‘z =» 240; Ze zas-
| zt=Vy ; wiec

y ~*240; a tein samem | =s 6a; a iy =* 1803./
aze | /— x ; wiec

x =+i8o. Po6débniez fx; Gag; a X 120. Ai
ze | x m, wiec ti=r 12on

' Cztery te znalezione dziaty czyniag zadosyé¢-
warunkom zagadnienia : gdyz summa ich czyni
ftio ; a dziat osoby pierwsZey, to-iest’ 120, réownai
aig ~Ndziata osoby drugiey ; daaat za$ osoby: dru.-*
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'grey, to iet 180, réwna sie dzialu osoby trze-
ciey, nakontec dziat osoby trzeciey, to iest z40
réwna sie | dzialu osady czwartey;

74. "Wezmy ieszcze cztery nastepuigce réwna-

nia :
1sze ; 3ux-2y ==, 2, 3cie, $x> 'jz—n ,
2gie; 25C4-3# = 39, 4te, 4y 4--52 =* 4j.
Z drugiego z tych czterech réwnan wypada

% = |e’S|_—2 Waznos$¢ tg potozywszy w réwna*
*

aiu trzeciedn tamiast 50C, bedzie
5 x 0.3 _ 2= n $ezyli
2
198 y—151/ — i4z = 22; czyli
— 4 14z ==i*- 22 (s3); czyli
, 151/ -+i4s =* i7>h
Dwa réwnania lyy t-i4z = 17.3, i 4v -+3z = 4i
rozwigzawszy sposobem, ktérymkolwiek z poda*,
mych wyzey, znaydzbmy y 5,2—17
Znaleziong waznos$¢ dla y potozywszy w ré*
« ’ WgHz'ie*XIM 39—3.5 243
a\ , 3- 2'

wnaninx =

czyli, x — 12*
Ze- za$ -podtug,’' pierwszego z czterech danych

rownan wypada U ?= -1-1- ; bgdzie zatem

n 2+2.3 “ezyli u= 4.
1 3~
Liczby-zatem szukane sg 4, i2> 5 i 7.
75. Czasem wygodnie mozna wprowadzié

wag niewiadoma oprécz tych , ktére sig iuz znay-
duig w zagadnieniu- VVeziny naprzyktad zaga-
dnienie-: 1 *
Mniaiki trzech oséb A, B, C sg inkie , ze ma*
fatek osoby A z potowg maigtkou/ dwj<h osob in-
nych tzym zi. 50 ; matagiek osoby B z trze¢ g cze-
Scig maiatku osoby A i O czyni zi. ob; maij/ek u-

no-
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goby C %czwartg czelcig majatku osoby A i15czy*
ni zi 46. Jokiez sg te majgtki t
Oznaczywszy maigtek osoby A przez X, 8
przez Yy, C przez z, i uczyniwszy' zadosy¢ wa*
runkom zagadnienia, wypadng trzy réwnania.
X+ ]y +i*,=50.
£X+ y 4-32,7136
lac+ |y -+2==46.
Uczynmy x +y+sr==w._ Bedzite wigc
X+ iy + fzs=-8x+ + 1*+ ix =] met
+y+|z= i*+|y+Jz+ = |u+ §f.
*X+ iV +2~ i*+iy + gz+!%«==4""h|z.
Trzy wiec dane rOownania zami enig sif w na*
stepuigce:
Ju+ 8& — 50, |«+ |y— 36, |W+Jz = 46.
Zniostszy mianowniki , bedzie

u+X = iooy
u-f-zy— io8> - - A
m+ 5z= i84J

Pie'rwsze z tych trzech rdéwnan rozmnozy-
wszy przez 6, drogie przez 3, trzecie przez 2, a-
byS§my tym sposobem niewiadome X, Yy, 2, spro-
wadzili do iednakowego spoél.czynnika , bedzie
6w+ 6oc= 600, 3u+ 6y = 324, 20+ 62= 368.

Dodawszy do siebie strony odpowiadajgce, wy®
padnie

1lu+ 6#+ 6/ +62-=1292.

Aze podtug przypuszcze nia6X + 6y +6z= 6 k,
bedzie wiec nu + 6u— 1292 , czyli 171*= 1:29».
A zate'm U—76.

W réwnaniach oznac75onych gtoska ~ , za-
miastu potozywszy 76, znaydziemy X = 24, y=16,
z~ 36

Tymie sposobem roz wigza¢ inoina nastepuja-
ce zagadnienia ; Majgtki trzech os6b A, B, C sg
takie, ze summa majatkéw osoby A i B, wieksza
ust 7 ztoiemi od majgtku osoby Cj summa podwoy-
mc majatkdéw osoby A i C wieksza iest i5 ziotemi
§d maigku osoky S j summa potroyna maja‘tkégv »-

s.oby



Réwnania stopnia pierwszego™

soby B i C wigksza iest 2i ztofemi od maigtku o
toby A, ilez ma kazda osoba t

Summa maigtku osoby A i podwoynego majgtku
osoby B i C czyni zt. 62; summa maigtku osoby B
I potroynego majatku osoby A i O czyni zt. 84 ;
Summa maigtku osoby C i poczwdrnego maigtku o-
soby A i B czyni zt, 102. Jakiez sg te maigtki ?

76. Przytoczymy tu jeszcze kilka innych zaga-
dnienn, ktére na wzdér powyzszych rozwigzywac

otrzeba , azeby naby¢ wprawy i tatwosci w dzia-
-ﬁniach ze znakami ogdélnemi.

Dwie paki A i B waza po kilka cetnaréwz
gdyby ad paki B odiety byt 1 cethar a dodany do
paki A, na ten czas paka A bylaby dwa razy ciez-
sza od paki B, gdyby zas od A byt odiety 1 ce
tnar i dodany do paki B, na ten czas paka B by-
faby trzy razy ciezsza od paki A: po ilez cetna-
réw iest w kazdey pace ?

Liczbe cetnaréw paki A oznaczywszy przez*-,
paki B przez y, i uczyniwszy"zadosy¢ dwom wa-
runkom zagadnienia, bedzie

idrf w pace A cetnaréw x-t-i, w pace B ce-
Inaréw y —e1, Aze w tym przypadku paka Aiest
dwa razy ciezsza od B, bedzie wiec pierwsze roé-
wnanie x-t-1= 2y — 2.

2.e w pace A bedzie cetnaréw * —it , W pac#
B,y+ 1 Aze w tym przypadku paka B fest trzy
razy ciezsza od: A, bgoétzie wiec drugie réwnanie
3X — 3= Y eor-

Dwa te réwnania rozwigzawszy podiug spo-

sobow podanych wyzey znaydziemy X = a|,
it~ 2t d/ . . .. . .
7. Jeden dtuznik dal wierzycielowi 12 lutdo-

rdw i 17 cz. zt. dla umorzenia diugu wynoszacego
769 zI. poi. Drugi dtuznik w celu umorzenia diu-
gu eg4 zt. poi. wynoszacego, dat 2& Ittidorow , e
wierzyciel wrécit mu 18 cz. z+. Po czemuz tu ra-
chowano ieden luidor i ieden cz. z¥*

Oznaczywszy waznos$¢ iednego tuidora przee
%t iednego dukata przez Yy, i uczyniwszy zadosy¢

-4 wa-
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warunkom zagadnienia , otrzymamy dwa réwnaniv
12X +17$ = 769, 5x — 18y 6y4,
z ktoérych wypadnie x.— 40, «= 17.

78. 1rzey gracze A \H, C po punrwszey par?*
iyi rachuia pienigdze : gracz A przegrat, drudZyc
dway wygrali,'kazdy tyle, ile mini siadaigr do,y
gry* W drugiey partyi gracz B przegrat dé dwoch
.innych , z ktérych kazdy tyle wygrat , ile miatza-
ozynaigc druga partya W trzeciey partyi prze- ~
grat gracz C, dway drudzy wygrali . kazdy tyle
ile miat zaczyrtaigc trzecig part a; Poprzestali gry9,
a kazdy. odszedt ze 120 cz. zt. po ilez mieli zaczy~
naigc- gre ?

Oznaczywszy szukang ilos¢ pieniedzy gracza *
A przez X , gracza B przez Yy, gracza C'przez- ary,
znaydzietny, ze po pierwszej partyi gracz

A—X—y—1z; B—2,; C—22
Po drugiey partyi
A=£2Xx %Wy— 22; B=3y — X—2z; C'=4#0
Po trzeefey partyi
A= Ax-—dj/—4z ; B= 6#>2x> 22 ;
C=72—x—wyl

A?e po skonczeniu trzecie'y partyi maig p& *

120 cz; wiec
AX — 47/—42 =-120", <oy —Y96— 22 = 120,
72— Sy-y = i?.0.

Odbywszy dziatanie sposobem, ktérymkolwiek;-
z podanych wyzey', znayctziemy* — igr, yt==io55
2= 60.

79 Rzemielinik zgodzony do pewniy roboty, u-

koniczyt ig za dwoma nawrotarr.i ; Pierwszg raztyr
pracowat przez dni 12, w ciggu ktdrych zona,

wraz z.synem o0sobno zgodzona pomagata mu przez

dni 7, za ca im zaptacono 74 z. Druga razg praz

cowat przez dni 8, w ciggu ktérych zona wraz z

synem pomagata mu przez dni $, za co dostali zt.

50. Po ilez na dzien ptacono rzemieUnikowi, a pp.-.
ile ieeo z6me wraz z synem ?

Oznaczywszy zaptate dzienng meza przez X.
hmy wraz z gynem przezy , i uczyniwszy zadd*
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sy¢ warunkom zagadnienia>otrzymamy dwa ro-
wnania;
127N4-71/=74, 8xra-63/-=5a-
Ktére rézwigzawszy sposobem ktorymkolwiek
z'podanych wyzey , znaydzitmy X1= 5>y = 2,
Bo. Gdyby summa pierwszg mzg im zaptaci
hawynosita z¥* 46, drugg raza zt. 6o, ainne wszy-
stkie okolicznoscilbyty te same.iak w zagadnieniti
poprzedzaigcein; na ten czas uczyniwszy zadosye
warunkom , wypadtyby nastepuigce réwnania :
12» f*'lye=4b, Sx1+5# = 50.

7 pierwszego réwnania wypdday = as—l2x.

fem samem <¢/ = to---——-oe- — nazhose ‘te potoZy*

wszy w réwnaniu drugiem zamiast' bedzie

8. -+ -Q°. 6— =-5.0 znidstszy mianownik

Jakze teraz- mamy rozumie¢ znak — znaydu-
iacy sie przed iloScig poiedyrrc»a, 2?2 Wiemy , co
znaczg dwie ilosci zlgczone z sobg znakiem. e—e*
kiedy- ilo§¢ roaigca by¢ odieta mnieysza iest ni2
ta, od ktOrey ig odig¢ trzeba. Ale od czego od-
ig¢ ilos¢, ktora sama iedna tylko znayduie sie na
ledncy stronie réwnania®?

AbySmy trudno$¢ te obiasnili, zastanéwmy sie
nad réwnaniami warunki zagadnienia wyr 'zaigce*
mi: t* lowiem maiac Scisty zwigzek z wystowie-
file-m zagadnienia, dadzg nam pozna¢ okoiidzno-

tci.
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§ci, 7 ktérych trudno$¢ ta wynikta. Wezmywiet
réownanie i2X +-71/= 46.

Zamiast X potozywszy iego waznos$¢ 5, ro-

wnanie to zamieni sie w nastepuigce i
60+ 7y = 46.

Z pierwszego weyrzenia na to rownanie wi-
da¢ w niem zaraz niepodobienstwo. Jakoz rzecza
iest niepodobng otrzymaé summe 46 przez doda-
nie iakiey ilosci do liczby 60: ktéra iuz fama prze-
wyzsza liczbe 46.

Wezmy takze drugie réwnanie 8x 4- = 30,

potozywszy 5 zamiast X, wypadnie _
404-5y = 30
to samo niepodobienstwo co wyze'y, gdyz liczba
30 nie moze wypas$é przez dodanie czego do li-
czby 4o.

Lecz ilosci 12» czyli 60 w rdéwnaniu pier*
wszem i 8z,czyli 40 w réwnaniu drugiem , wyra-
zam zarobek samego rzemie$lnika: ilosci qy I 5y
oznaczaig zarobek przyznany iego zonie i synowi:
liczby za$ 46 i 30 oznaczaiag summe dang w za-
ptate spoing tym trzem osobom. Tu iuz fatwo
postrzedz na czem zalezy to niepodobienstwo.

Podtug wystowienia rzemie$lnik sam ieden
wiecey by zarobit, niz przy pomocy zony isyna:
rzecza wiec iest niepodobng uwazac¢ pienigdze przy-
znane zonie i synow* iako powiekszajace zarobek
rzemiesinika. n »

Lecz iezeli pienigdze przyznane zonie i syno-
wi uwaza¢ bedziemy nie iako zarobek, ale iako
wydatek ze szkoda rzemies$lnika; na ten czas pie-
nigdze te potrzeba bedzie odigé od tych, ktdreby
rzemie$lnik sam byt zarobit; a w tym przypadku
nie bytoby zadney sprzecznosci w rdéwnaniach :
gdyz dwa te rownania zamienity by sie w nastepuiacy

60— 7y:=46;40 — 5/ = 30.

Z obu tych réwnan wypada y = 2. Skad
wniesiemy, ze rzemies$lnik zyskuie na dzien po $
zt. a na zone i syna wydaie przez dziehn po 2 zi.

co tez mozna sprawdzi¢ nastepujagcym sposohem.’
Za
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Za 12 dni pracy dostaie rzemie$lnik 5x 12
ezyli 60. .

Wydatek na zong i syna przez dni 7 iest
2X7=£i4 ; zostanie mu wigc z}. 46.

Za 8 dni pracy dostaie rzemieslnik ztotych
5x8 czyli 40. Przez 5 dni wydaie na zong i syna
zt. 2x 5 czyli 10, zostanie mu \vigc zt. 30.

Rzeczg iest teraz widoczna, ze chcac aby za-
gadnienie byto podobnem do prawdy, wystowie*
nie iego powinno by¢ nastgpuiace:

Rzemieslnik zgodzony do pewney roboty ukon-
czyi ig za dwoma nawrotami. Pierwszg razag pra-
cowal'przez dni 12, w ciggu ktérych, przez 7 dni
pomost wydatek na utrzymanie zoniy i syna, i zo-
stato mu sie z iego zarobku zi, 46. Druga raza
pracowat przez 8 dni, w ciggu ktérych Przez $ dni,
miat pizy sobie zone isyna , ktdrych kosztemswoim
utrzymywat, i dostat zt. 30. llez co dzien zyski-
walt, ile wydawat co dzien na utrzymanie zony \
N Oznaczywszy przez X zarobek dzienny, przez*

y wydatek dzienny na utrzymanie zony i syna, I
uczyniwszy zadosy¢ warunkom zagadnienia, bgdzie
12x = 7y ==46 >8%— Sy

Rownania terozwigzawszy sposobem, ktdérym-
Ikolwiek z podanych wyzey , znaydziemy X = 5z}

= 2zt
y 81. We wszystkich przypadkach , w ktorych
znaydziemy na wazno$¢ dla niewiadomey liczbf
ze znakiem <, mozna bgdzie sprostowaé wysto-
wienie zagadnienia sposobem podobnym do po-
przedzaigcego , szukaigc pilnie ilosci, ktéra Z do-
dayney / iakg byta w wystowieniu pierwszym,
powinna sbj~amieni¢ na odiemhg w wystowieniu
dragiem. L”~cz Aigiebra uwalnia od podobnych
W tey mierze badan, gdy sposéb dziatania z ilo-
$ciami odiemnemi iest wiadomy ; poniewaz bowiem
wyrazenia odiemne wypadata z ro6wnan; idzie za-
tem, ze wazkosci te powinny zadosyé czyni¢ ro-
lynaniona ; to iost: odbywszy z niemi dzialiania
wska-
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wskazane w rownaniach, powinna. Wypas¢ iedna
strona rownania réwna drugiey, | takwyrazeni*

«e—i- wyprowadzone z réwnan.

powinno tgcznie z waznoscig X ~ 5wyprowadzong
z tychze réwnan, sprawdzi¢ obadwa te .réwnania.

W réwnaniach tych potozywszy naprzéd wa-
znos$¢ X , bedzie

Potrzeba teraz zamiast y potozy¢ w tych ré-

wnaniach znaleziona wazno$¢ --—-— , a tym kon-

cem trzehawyrazenie to rozmnozy¢ przez 7i przez 5.
Podtug prawidet podanych wyzey wypada

tym sposobem sprawdzenie ich zalezy, nie na
'‘dodawaniu dwoch wyrazéw strony pierwszey, lecz
ma odieeiu wyrazu drugiego od pierwszego.
Widzimy tu, ze,warunki zagadnienia w aisty-
kule 80 nie pozwolity rozwigza¢ g'o w znaczeniu
pierwszego wystowienia, to iest przez dodawanie
czyli przez uwazanie pieniedzy przyznanych zo-
nie i synowi za dzienny zarobek ; drugie tez wy-
stowienie nie stuzy zagadnieniu rozwigzanemu
yy art. 79. GdybjySmy w tém zagadnieniu chcieliy
uwazac¢ iako wydatek, z réwnan



Rownania.stopnia pierwszego. 9s

euepodobifenstwo tego wypadku iest wtasnie prze-
ciwne niepodobienstwu, ktéreSsmy widzieli wy*
Sey: gdys$ idzieytu oto, aby~od .liczb 60 i 40 od*
saw”y 7y i $y ,'wypadly reszty wieksze niz sate
liczby.
Nip tylko znak < znaydmacy S|g przed wy-
razeniem ilosci y okazuie niepodobienstwo, lecz
"vie nawet poprawia.: gdyz p0d+ug4prawidel -poda-

Y
, hych. wyzey na zas&li (24), ---—---- rz-— 2.

Waznos$¢ potozywszys**? dwdcb rownamack

powyzszych zamiast. 71/, 57 / bidzie
60—Y X — 2~ Taczyli 604-i4-~ 77
40'— 5X*~ 2 —50; czyli 404-10 —5°*

Rownania te sprawdzata sie przez dodawanie 5
.d@ tem samem iloSci * 7y,<—<y zamieniue na
*%: i4, 4-"~io wyrazaig nie wydatek lecz rzeczywi-
sty zarobek* rzemiesinika , a oraz pdkazuia, iakie
powinno by¢ prawdziwe -wystowienie tego zaga-
dnienia

82. v'Wezmy . ieszcze nastepnigce zagadnienie :
\Kupicc prowadzgcy troiaki Handel, zyskal na wszy-
stkich hzcchisJZyiK .z- pierwszego powiekszony zy
skigm'z drugiego wynosi 1200 cz. zt. zysk z per.
tuszego ~powiekszony zyskiem z trzeciego wynosi
600 cz. zt. Zysk z drugiego powiekszony zyskiem
{Z trzeciego .wynosi 400 cz zt. Uakiz mini zysk z
ekazdegolhandlu"?

Oznaczywszy zysk 2 handlirpierwszego przez
@, z drugiego przez y , z-'trzeciego przez 2, wy-
padng podiug warunk()w'zagadnienia trzy naste-
pu'ace rownania

X 4-y — 1200, X 4-«— 600., Yy 4-'Z ~ 400,

"Dodawszy strony odpowiadaigce tych trzech,
rownaid, bedzie zx 4- 21/-4- 22 — 2200. Podzieli-
wszy obie strony przez 2, wzpadnie

«t+ y+ z— 1lloo.

Od tego rownania vodigwsj&y naprzod rowna*
ni#
\ , 1
| }
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nie trzecie , pote'm drucie, nakonieo pierwsze %
trzech rownan danych, znaydziemy
X = 700, y— 500, z£65ioa.

Kupiec zatem w handlu pierwszym zyskaj
700, w drugim 500, w trzecim za$ « 100 cz. z¥*
Abysmy poznali, co ma zrfacay¢ ten tak nazwany
zysk w handlu trzecim , weZmy dwa réwnania.

X+ y~ 1200 x+Vy -t-z= 1100.

Za pierwszem weyrzeniem na te dwa roéwna-
nia mozna zaraz postrzedz niepodobienstw*®© : sunj-
ma albowiem dwoéch zyskéow z handlu pierwsze®
go i drugiego -wieksta iest o 100 cz. zt. anizeli
summa wszystkich trzech. Ki3dy wiec zysk s
handlu trzeciego dodany do dwdch pierwszych
Z mnieysza ie o 100 cz. zt. rzeezg iest widoczng,
ze ten mniemany zysk iest rzeczywisScie strata,
ktorg kupiec w trzecim handlu poniost, i dla na-,
grodzenia ktdérey, musi 100 cz. zt. odigé od zy-
sku z dwoéch handlow pierwszych. Skad sig o-
kazuie, ze wystowienie tego zagadnienia powin-
no byé sprostowane w nastepuigcy sposoéb :

Kupiec prowadzacy troiaki handel , na dwdch
zyskat, na trzecim strac i. Zysk z pierwszego po-
wigkszony zyskiem z drugiego wynosi 200 cz. zt.
Zysk z plerwszego z mnieyszony stratg z trzeciego
wynosi 600 cz zl. Zysk z drugiego zrrtnieyszony
stratg z trzeciego wynosi 400 cz. zt. Jakiz miat
%ysk w handlu pierwszym i drugim, a iaka strate
w handlu trzecim ?

Oznaczywszy zysk z handlu pierwszego przez
X, 2ysk z drugiego przez Yy, a strate z trzeciego
przez Z, i uczyniwszy zadosy¢ warunkom zaga-
dnienia, otrzymamy trzy nastgpuigce rownania;

I+ y= 1200, X — z2—600, Yy Z~ 400;
ktére rozwigzawszy sposobem ktorymkolwiek =z
podanych wyzey , znaydziemz X ~ 700, y— 500,
Z — 100.

Kupiec zate'm w pierwszym handlu zyskat
700, w drugim zyskat <00, rf trzecim stracit
totfcz. zt.

83.
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83. Przyktady te okazuig, ,w wystowieniu, za-
gadnien stopniu pienuszego mogg sie znaydowac
niektére sprzecznosci, ktore Algiebra nie tylko daie
.poznac , lecz nawet podaie spos6b na ich sprosto-
wanie, zamieniaigc niektore 1losci na odiemne cho-
(tiaz w zagadnieniu uwazane byty iako dodayne, i
przeciwnie/ ilosci niektore uwazane iako odiemne, za-
>mieniaigc na dodayne . albo daigc przed waznoscia-
mi niewiadomych znak — .

lle~razy wiec po rozwigzaniu zagadnienia sto*
pnia pierwszego, otrzymamy wazno$¢ niewiado*
me'y ze znakiem < , bgdzie to dowodem ; ze za-
gadnienie to nie moze by¢ rozwigzane w znacze-
niu takiem , iakiego wymaga iego wystowienie,
lecz w znaczeniu przeciwnemu Dla te'y przyczy-
ny rozwigzania te, w ktdrych znalezione wazno-
$ci sa odiemne, zowig sie solutiones negatioae e
rozwigzania przeczagce W ogd6lnosci kazda ilosc
maigca przed sobg znak — nazywa sie ciuantitas
negatwn xllo$¢ przeczaca, dla réznicy od ilosci
maigcych przed sobag przeciwny znak 4-, Kktore
-sie nazywaig guantitaies pésitiuae , ilosci iwier-
rdzace\ <

‘ * 1 » y

ROZ DZIAL IV
1' OProponyi Arytmetyczney i Jeameiryczney,
I. O Proporeyi w ogélnosci.

84. Reguta trzech, iak wiadomo z Arytmety-
ki, nie mato przynosi utatwienia w rozwigzywa-
niu trudnieyszych zagadnien Arytmetycznych :
abysmy ie-y z korzysciag uzy¢ mogli w Algiebrze,
wytozymy igdu w ogdlnieyszym i wiecey szcze-
go6téw obeymuigcym widoku, nizeliSmy ig mieli
wytozong w Arytmetyce*

Khdy, jporownywamy miedzy sobg dwie li-
* 4 tczby
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czby Inb inne iakiekolwiek ilosci w zamiarze

dowiedzenia sig , ile razy iedna iest wieksza
lub mnieysza od drugie'y , czyli , iak odtad
mowi¢ bgdziemy , iaki migdzy niemi zachodzi

stosunek; na ten czas iedng z nich dzielimy przez
drugg, a iloraz iest wypadkiem szukanym. Gdy
sg cztery ilosci a, b, ¢ i d takie, ze iloraz dwoéch
pie'rwszych réwny iest ilorazowi dwoch drugich
przez siebie podzielonych ; na ten czas ilorazy i-
lo$¢ pierwsza a iest wieksza lub mnieysza od dru-
giey bytyle tez razy ilo$¢ trzecia C iest wieksza
iub mnieysza od czwarte'y d; czyli , krocey to
samo wyrazatac, stosunek ilosci a do b , rowny
iest stosunkowi ilosci ¢ do d. Cztery takowe ilosci
skladaig proporcya, i zowia sig proporcyonalnemi
migdzy sobg. Proporcyg zatem migdzy czterema
ilosciami a, b, ci d nachodzaca powinnaby si| al-
gebraicznie oznaczac A ]

Zwyczaynie iednak proporcyg oznacza sig
sposobem nastgpchym :
a:b:2c: d;albo, a: b=c: f
Wyrazenie takowe obeymuie w sobie obadwa
wyrazenia powyzsze, i znaczy zar6wno a podzie-
lone przez b réwna sig C podzielonemu przez df
iakotez b podzielone przez a réwnia sig podzie-
lonemu przeze. Pospolicie iednak dla krétkosci mo-
wimy: & ma sie do b iak ¢ do d
Cztery wyrazy skiladaigce proporcyg maig
swoie szczegbélne nazwiska, Wyrazy ai d zowig
sig skraynemi, extiemi: wyrazy, cib Sredniemi,
medii. Wyrazy a. b skladaig pierwszy stosunekt
ratio ; wyrazy c:d drugi stosunek proporcyi.
W yraz a iest poprzednikiem , antecedens, wyraz b
nastepnikiem , consetiuens pierwszego stosunku ; wy-
raz C iest poprzednikiem , wyraz d iest nastepni-
kiem- drugiego stosunku. W proporcyi zatem tak
sig ma poprzednik pierwszego stosunku do swego
na- '
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nastepnika , iak poprzednik drugiego stosunku do
swego nastepnika. Tu iuz tatwo postrzedz mo-
;ina, ze poprzednik i nastepnik iest to samo eo
dzielna i dzielnik, albo .co licznik i mianownik,
stosunek .za§ :to samo co iloraz albo wazno$¢ u-
tomka.

85. Czestokroé¢ poréwnywaiagc miedzy sobg
dwie iakie iloSci, iedne od drugiej odeymuiemy
w celu dowiedzenia sie ,cz6m iedna druga prze-
wyzsza , czyli iaka miedzy niemi, zachodzi ré-
znica. Daymy, ze ,np. iedna liniia ma 3.cale wie-
cej niz druga:: na ten czas wzigwszy dwie Ja-
kiekolwiek liczby, miedzy ktéremi zachodzi ré-
znica 3 ,,Np. i3i 10, moéwimy, ze miedzy temi
dwiema liniiami taka .zachodzi réznica, iaka iest
miedzy liczbami .13 i 10 ; albo Zze te Jimie maia
sie do siebie, iak liczby i3 i 10, albo nakoniec,
ze Umie te sg do siebie w takim stosunku , iaki
»,zachodzi miedzy liczbami i3 i jo

.Stosunek taki z .odiecia iednej ilosci od dru-
giey pochodzacy , nazwano stosunkiem Arytmety-
cznym , dla réznicy .od stosunku poprzedzaigcego,
iktéry wypada z podzielenia iedney ilysSci prze®
.drugga, i ktéry sie nazywa stosunkiem Jeometry-
tznym." A iako ,dwa réwne stosunki jeometryczne
isktadaia proporcya geometryczng ; tak dwa réwne
stosunki arytmetyczne sktadaig proporcyg arytme
tyczng : i iezeli miedzy dwiema ilosciami alb
taka zachodzi roéznica, iaka iest miedzy drugiemi"
(dwiema ci ,d, naien czas méwimy: tak sie >u
Apoprzednik a do swego nastepnika b w pierwszym
stosunku, iak poprzednik ¢ do swego nastgpnika <
w druglm stosunku , ,aglbo kroécej; tak S|e ma a
.do b, iak ¢ do d,.

Proporcya zate'm arytmetya&na moznaby tak
wyrazi¢:: a — = c¢—d, lub b a= d— c;
zwyczaynie iednak wyraza sie tak: a. b c d;
.albo tak : a. b= ¢ d.

86. Trafi¢ sie moze w proporcyi tak arytme-
tycznej iako tez ;jeometryeznej , ze; nastepnik

G z pier-
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pierwszego stosunku réwny iest poprzednikowi
stosuriku drugiego, np.

Proporcya taka zowie sig proporcya cigglg
arytmetycznag lub jeometryczng , proportio conti-
nua. Nastgpnik stosunku pierwszego-, ktdéry iest
razem poprzednikiem stosunku drugiego, zowie
sig Srednim arytmetycznie Iub jeometrycznie propor-
cyonalnym. Algiebraieznie proporcya ciggta tak
sig wyraza :

Wiedzac'iuz co rozumiemy przez proporcya,
arytmetyczng i jeometryczng, tatwo bgdzie po-
znac¢ inne ich wiasnosci.

Il. o Proporcyi Arytmetyczmy.

87. Proporcya arytmetyczna a. b=.c. d, po-
dtug iego coSmy powiedzieli wyzey (85), moze
by¢ tak wyrazona; a*— b="-c~—d. W roéwnaniu
tern dodawszy po obu stronach b id, bgdzie
aXxd— /4 c Toiest: w proporcyi arytmetyczney
summa wyrazéw skraynych réwna sie summie wy-
razoéw srednich.

W réwnaniu m-t-r= p 4 q odigwszy po obu
stronach ri q, zostanie mk—Qq<=p— r, ostatnie |0’
réwnanie poditug tego coSmy' powiedzieli wyzey,
moze by¢ tak wyrazone.: m. q= pP. I. To iest:
iezeti summa dwoch ilosci réwna iest summie
dwéch innych ilosci ; cztery te ilosci mo-
zna utozy¢é w proporcya arytmetyczna, biorac
dwie pierwsze ilosci za wyrazy skrajne, dwie
drugie z™ wyrazy S$rednie,; lub odwrotnie; np.
10 5—8-17, wigc 10. 8=-7. $; albo 8.s= io; 7.

88. Z tych gtownieyszych prawd fatwo iest
wyprowadzi¢ nastepuigcy;

10d. W proporcyi arytmetycznej ciaggtey
summa wyrazéw skraynych réwna iest. Sredniemu
dwa razy wzigtemu ; np. a. b—b. ¢ ; czylia—"b~le
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— ¢, dodawszy po obu stronach b i ¢, wypadnie
a+ c= 2b,

ute. Kiedy summa dwdch ilosci réwna iest
trzeciey dwa razy wzigte'y,, iloS¢ trzecia iest Sre-
dnia arytmetycznie proporcyonalng migdzy dwie-
ma' ilosciami pierwszemi ; nNp. n+ p= 2m; odig-
wszy Pimpo obu stronach, bgdzie n—*met=n—;
czyli a. ra= m. p.

3cie. W proporcyi arytmetyezne'y wyraz czwar-
ty rowny iest summie wyrazow S$rednich znrniey-
szoriey wyrazem pierwszym ; np. a b= c x;
wigc a+ X— b+ ¢ (87) ; a tem samem x=b+r—a.
Tymze s; mym sposobtm okaza¢ mozna, ze w pro-
porcyi arytmetyczney wyraz trzeci rowny sum-
mie dwéch skraynych zninieyszoney wyra-
zem drugim it d.

4te. W proporcyi arytmetyczney ciagtey- wy*
raz ostatni royyny iest $Sredniemu dwa razy wzig-
temu i zmnieyszonemu wyrazem pierwszym ; np.
a. b= b x; wigca-hxr= 2b, atem samem
X = 2b— a.

5te. Wyraz S$redni arytmetycznie proporcyo-
nalny réwny iest potowie summy dwéch wyra-
z6w skraynych; np.

a X = X. b, wigc atb= 2Xe, a tem samem

d+b
2 * .

6te. Kiedy ilo$¢ iaka réwna iest potowie sum* e
my dwéch ilosci innych, ilo$¢ pierwsza iest $re-
dnig arytmetycznie proporcyonalng migdzy dwie-
ma innemi iloSciami; np.

I11. o Proporcyi jeometryczney.

89. Proporcja jeometryczna a:b= cid, ia-
kosmywyzey (84) powiedzieli , moie byé¢ tak

y a
Wyrazona : — = —,
N b~ d
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W tém réwnaniu znidstszy mianowniki , be-
dzie n<i= fc (57). Toliest: w proporcyi jedmefry-’
izney iloczyn' wyrazéw skrctynychiréwny iest itot-
czynowi wyrazow Stednych np.

i4: 7— 10 : 5Wiec i4X5=«7X ior>

Prawde tg mozna' tak|le okaza¢ sposobenl w*-'

gtgpuiacym;

Daymy , ze -ll; ==mbgdzie teiE= m .W dwdch

tych réwnaniach zniéstszy ntéanowriiki,, wypadnie'
0— bm, c—dm

W dane'y zatem proporéyi a: 6= ¢ d, za-
miast n ic potozywszy znalezione waznosci, to
iest bmi dm, proporcya ta zamieni sie w naste*
puigcg : bm: b—dm: d, w ktérey widocznie ilo-
czyn skraynycb réwny iest iloczynowi $rednich
gdyz obadwa sktadaj sig z tychze samych czyn-
nikow bdm.

W rownaniu nNp. tern, Mr—pq podzieliwszy

obie strony przez rg., bedzie — —(40); atfa-
T
te'm m: q—pP: r (84). Tol iest: iezeli iloczyn
dwoch iakichkolwiek czynnikéw wir, rowny iest
drugiemu iloczynowi dwéch innych czynnikdéw
Pq mozna,z tych czterech Czynnikéw utozy¢
proporcya jeometryczng, biorgc dwa czynniki ie-
dnego iloczynu za wyrazy skrayne , dWa czynni-
ki drugiego iloczynu za wyrazy S$rednie propor-
<tvi; NP 7x4=*i4 X z-, bedzie' wigc 7: 2= i4: 4.
90. W proporéyi jeometryczney ciaggtey ,
ezyn wyrazow skraynych rowny iest kwadratowi
wyrazu $redniego. Jakoz w proporéyi a: bch: ct
iest ac=2 b (8g), czyli ac= b*

W rdwnaniu mq= a7podzieliwszy obie strony
przez aq, bedzie 2 ICII_ (40); czyli m: a=a: g

To iest: kiedy iloczyn dwoéch czynnikéw réwny
iest kwadratowi, ilos¢ z ktére'y przez siebie roz-
um ck

Y

il
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mnozoney powstat kwadrat, iest srednig geometry-
cznie proporcyonalng miedzy dwoma czynnikami

iloczynu ; Np. 8 X 2 = 42; wiec 8 4= 4: 2. n
9l Proporcyg & b= ¢ d zamieniwszy na
wnanie — — ia ; poniewaz waznos¢ utomka nie

odmienia sie, gdy obadwa iego wyrazy rozmno-
zg sie lub podzielag przez tfz same ilo$¢: w ro-
whaniu wiec powyzszem rozmnozywszy lub po-
dzieliwszy przez iakakolwiek ros¢ m tik liczniki
iak mianowniki po olau stronach, bedg dwa na-
stgpuigce réwnania:

Dwie te proporcye poréwnawszy z proporcyg
dang a: b= c: d, wniesiemy, ze w proporcyi
ieometryczney wszystkie wyrazy rozmnozywszy
lub podzieliwszy przez iaka ilo$¢, proporcyg sie
nie zepsuie.

Podobnymze sposobem okaza¢ mozna, ze dwa
pierwsze wyrazy proporcyi rozmnozywszy lub
podzieliwszy przez iedne ilo$¢, a dwa drugie przez
inng ilos$¢; albo dwa pierwsze wyrazy rozmnozy-
wszy przez iedne ilo$¢, a dwa drugie podzieli-
wszy przez tez sarne lub przez inng ilos¢, pro-
porcya sie nie zepsuie.

W te'mze réwnaniu B :—ila , rozmnozywszy lub

podzieliwszy obiedwie strony przez ial.akolvkk
ilos¢ m, otrzymamy dwa nastepuigcy rownania;
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Dwie te proporcye poréwnawszy z propor-
cya dang a: ft= c¢: d, wniesiemy, ze w pro-nor-
cyi jeomctryczney rozmnozywszy same tylko po-
przedniki , lub same tylko nastepniki przez iakg*
iloS¢ , proporcya sie me zepsuie.

Podobnymze sposobem okaza¢ mozna, ze po-
dzieliwszy same tylko poprzedniki lub same tylkol
nastepniki przez iakg ilos¢ , albo tez podzieliwszy
lub rozmnozywszy, poprzedniki przez iedng ilos¢,,
a nastepniki przez inng ilo$¢ ; albo nakoniec roz-
mnozywszy poprzedniki przez iedng ilo$¢, a na-
stepniki podzieliwszy przez te sarne lub przezin-
ng ilosé, proporcya sie nie zepsuie.

gz. 'W réwnaniu ad—bc podzieliwszy obie-
dwie strony i0d przez bd, 2reprzez cd, 5cie przez
ab, Ale przez ac-; otrzymamy cztery nastepuiaee
réwnania J

W ktérych odmieniwszy mieysce stronom, ktadac
strone pierwsza na mieysce drugiey, a strone
druga na mieyscu pierwszey j beda znowu cztery
réwnania:

To iest: w kazde'y proporeyi- je*metrycznej*
mozna oSm razy odmieni¢ mieysce poprzednikom*
i nastepnikom bsz nadwerezenia proporcyn

e ' O3-
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g3. Niech bedg dwie proporcye:

a: b= c:d, m: p= ¢: = Bedzie zate'm
attz=br, mr—pg (89). '
Podzieliwszy strony rownania pierwszego przez

strony odpowiadajgce,w rownaniu drugiem, wy-
padnie * '

mr Pq
Roztozywszy obie strony na czynniki (39)*
bgdzie

m p q r

Proporcya te poréwnawszy z dwiema propor*
cyami danemi,.wniesiemy, ze.we dwoch prupor-
eyach jeometryeznych wszystkie wyrazy iedney
podzieliwszy przez odpowiadaigce wyrazy dru-
giey, cztery ilorazy stad wypadaigce bedag skia-
daty proporcya

Z tych samych dwéch proporcyy danych wy*'
padaig nastepuigce réwnania:

w ktérych rozmnozywszy strony réwnania pier-
wszego przez odpowiadaigce strony w réwnaniu
drugiem, bedzie

Proporcye te por6wnawszy z dwiema propor-
cyami danemi, wniesiemy, ze we dwoch pro-
porcyach jeometrycznych wszyslkie wyrazy ie-
dney rozmnozywszy przez odpowiadaigce wyrazy
drugiey, cztery iloczyny stad wypadaigce beda
sktadaty proporcys.

A zate'm we dwoéch proporcyach
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Rozmnozywszy wyrazy odpowiadaigce sobie,, be-

dzie proporcya
ab: bn= cd: dr,
w ktérey dwa pierwsze wyrazy podzieliwszy prze©;
b, dwa drugie przed d, wypadnie (91),
a: m—cC: .

Ostatnia proporcya poréwnawszy z dwiema
danemi , wniesiemy ,' ze przekresliwszy w nichi®
wyrazy spolne obudwom,, pozostate wyrazy skia-
da¢ bedg proporcya.

Ta sama wiasnos$¢ stuzy proporcyoim nastep
puiacym : \ o

p4. Z proporcyi a: bz=c: d, wypada réwna-
nie -ftl)_ ':d_ ; w ktoére'm po obu sti'onach raz do-

dawszy , drugi raz odiawszy iakgkolwiek ilos¢
m, i tak dwie réwne- summy, iak dwie réwne
réznice W iedhymze wierszu napisawszy , bedzie

JbL +mi=— 7 ™: obréciwszy catkowita re> ufo*-

- ' d -

mplc .. wvv>adnie '

U & N
Obie strony rozmnozywszy rédprzez brapo*

tem podzieliwszy przez ¢+ dm, wypaduie

Ze za$ wazno$é ilosci m zalezy od naszey woli,
uczyniwszy wigo*macij ostatnie réwnanie tamie*
ni eig w nastgpuiace;
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Wzigwszy osobno summel, osobno roéznice*
bedzie

W tych dwdch réwnaniach drugie strony sg
sobie réwne , a zatem i strony pierwsze muszg
by¢ sobie réwne. Bedzie wiec

zatem pierwsze réwnania zamieni¢c mozna w na-
Stgpuigce: ! ,

Z tych pieciu réwnan wypadaig”™ nastepuigce
prOporcye:

ktére poréwnawszy z proporcyg dang a: b~ e df
Whniesiemy i0d, z proporcyi lwszey i 4tey, ze w
kazdey proporcyi jeometryczney summa dwoch
pierwszych wyrazéw tak sie ma do summy dwoch
drugich wyrazéw, iak nastepnik do nastepnika*
lub iak poprzednik do poprzednika :

2re, z proporcyi drugiey i pigtey wypada*
ze réznica dwoch pierwszych wyrazéw do rézni-
cy dwoéch drugich wyrazéw, iak nastepnik dé
nastepnika, lub iak poprzednik do poprzednika.

5cie, z proporcyi trzeciey wypada, ze summa
dwoch pierwszych wyrazéw, do summy dwbdch
drugich wyrazéw, iak réznica'dwoch pierwszych,
do réznicy dwoch drugich.

W proporcyi a: b~ ¢ d odmieniwszy tniey-
sce wyrazéw , bedzie (92), a: ¢c— b: d; A zatem

a
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W te'm réwnaniu raz dodawszy drugi r&z »d«
igwszy po obu' stronaohr ilo$¢ iakgkolwiek m, i
odbywszy dziatanie takie iak wyzey , otrzymamy

5..n—c u—n— a o

To iest: w lItazdey proporcyi jeometryczney

iest 16d summa poprzednikéw do summy naste-

pnikow , iak ktérykolwiek poprzednik do swego

nastepnika ; 2re réznica poprzednikdw do rdznicy

nastepnikéw , iak ktorykolwiek poprzednik do swe-

go nastepnika; 5cie Summa poprzednikéw do

. summy nastepnikéw , iak réznica poprzednikéw
do réznicy nastepnikow.

W ktoréy wzigwszy summe poprzednikéw i naste-

pnikéw , bedzi-e podtug wnioskéw poprzedzaiacych
4 +BfC: a+ b+ cZZC: c

To iest: iezeli sg trzy stosunki réwne , sum-

ma trzech poprzediukéw tak sie ma do summy

trzech nastepnikéw, iak ktorykolwiek poprzednik

do swego nastepnika. Tym



o proporcyi Aryt 1 Jeometr. 109

Tym samym sposobem okaza¢ mozna, ze ia-
ekakolwiek bedzie liczba stosunkéw rownyéh , za-
wsze summa wszystkich poprzednikéw do summy
wszystkich nastepnikdow , iak ktdérykolwiek po-
Iprzedruk do swego nastepnika.

Prawde te .mozna takze okaza¢ sposobem na-
stepuiacy m.jNiech bedag <np. cztery stosunki réwne.:

4

W ostatnich czte'rech rownaniach zni6stszy mia-
nowniki , bedzie

orf*. e To iest-:.ieaeli cztery Jakiekolwiek ilosci sgw

proporcyi, bedg tei i kwadraty ich w proporcyi.

1 Podobnymze sposobem okaza¢ mozna, ze le-

zeli cztery kwadraty sa w proporcyi, bedg tez w

proporcyi cztery ilosci, z ktorych pzzez siebie-
roz-
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rozmnozonych -powstaly te kwadraty; ze cztery
iakiekolwiek ilosci proporcya sktadajgce podniost*
szy do 3ciey , czwartey i t. <d potegi, proporcya
sie nie zepsuie ; i t. d.

1 97. ;Sg ieszcze inne wlasnosci proporcyi jeo*
metryczney , iako to : iezeti poprzednik pierwszy
rowny poprzednikowi drugiemu , bedzie tez na-
stepnik pierwszy réwny nastepnikowi drugiemu;
lezeli dwa pierwsze wyrazy proporcyi sg sobie
rowne., bedag tez -dwa .drugie wyrazy sobie ro-
wne ; lezeli trzy wyrazy iedney proporcyi réwne
sg trzem,odpowiadaigcym wyrajom proporcyi dru-
giej,czwarty wyraz pierwszej, rowny bedzie czwar-
temu wyrazowi drugiey; i t. d,

Te i tym podobne wtasnosci tatwo okaza¢ mo-
zna za pomocg dwoch, réwnan, z ktérych pier-
wsze powstaie z rozmnozenia przez siebie wyra-
z6w skraynych i $rednich , drugie z podzielenia
wyrazu pierwszego przez drugi, a trzeciego przez
czwarty , lub tez .drugiego przez pierwszy a czwar-
tego przez trzeci. .

,98. Te same dwa rownania stuzg takze do zna-
lezienia Wyrazu czwartego proporcyi , gdy sagda-
ne trzy pierwsze. Jakoz niech bedzie proporcya
a: b—c x, w ktérey wyraz tylko czwarty Si
iest niewiadomy. Poniewaz ax — bc (90), wiec

C . L. .
X = — Tymze sposobem znalez¢é mozna wyrkz

iwszy, ?.gi lub ,3ci. gdy sa dane trzy inne. Po-
dobniez w proporcyi ciggle'y maigc wiadome dwa
pierwsze wyrazy, znalezé mozna wyraz trzeci.
Jakoz z proporcyi tey o: b—b x, w ktérey wy-
raz tylko X iest niewiadomy, wypada ax — b2;

wiec*— a3 Z rowng tatwoscig znalez¢ ,tnoina

w proporcyi ciggte'y wyraz pie'rw$zy, gdy sgwia®
dome dwa ostatnie.
99. Lecz*nie zawsze tatwo iest znalez¢ w p
porcyi jeometryczney ciggiey wyraz S$redni, gdy
dwa
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dwa skrayn© sg wiadome. 1 tak w proporcyi
a X —X. b, poniewaz iloczyn skraynych réwny
iest kwadratowi wyrazu S$redniego (90) , bedzie
wige x| zz ab. Tu uwazaé potrzeba, ze iako X
iestiloScia , > ktorey przez sig rozmnozonej po-
wstat kwadrat X1; tak tez waznoscig dla X po-
winna by¢ ilos¢ taka , -ktéryby przez siebie roz-
mnozona, czyli podniesiona do kwadratu rownata
sig iloczynowi ab  Jezeli iloczyn ab znaczy np. 16,
albo 2%, albo 3bi t. d. tatwo bgdzie domysle¢ sig,
ze waznoscig dla X iest 4, 5, albo 6, i t. d. Ale

iezeli iloczyn ab znaczy np ‘jzg , nie tak tatwo po-
miarkowa¢ mozna, ze liczba ta iest kwadratem
powstalym z rozmnozenia 27 przez 27. Azeby
wige w pnpporcyi jeometryczney «<iggtej zawsze
mozna byto znalezé wyraz $redni,' g ty dwa skray-
ne sa wiadome, trzeba pierwej pozna¢ sposob
¢ rozwiagzania .n&stgpuiacego,zagadnienia : ,znalezc li-
czbg, ktoraby sama przez siebie rozmnozona réowna,*
la sie liczbie daney ; czyli, co na iedno wychodzi,

maigc dany kwadrat, znalez¢ liczbe , z ktérej
kwadrat ten powstat ; i ktéra nazywa sig pierwiast-
kiem kwadratowym.. Wiadomo$é owynaydowaniu,
czyli , iak sig zwyczaynie moéwi, o wycigganiu
pierwiastk6w kwadratowych, do rozwigzania wie-
lu waznych zagadnien istotnie potrzebna, wyt«-
zymy w nastgpuigcym rozdziele.

ROZDZIAL V.

O podnoszeniu liczb do kwadratu i tuyciggan-i-u,
pierwiastku kwadratowego.

100, Abysmy doktadnie poznali spos6b Wycig-
gania pierwiastku kwadratowego, trzeba naprzdéd
uwazyc¢ iakim zmianom podlegaig liczby, gdy ie
podnosimy -do kwadratu- W podnoszeniu pier-
wszych dziesieciu liczb do kwadratu nie zachodz
zadna trudnos$¢: lecz poniewaz kwadraty liczb tych

po-
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potrzebne nam bedg tak do podnoszenia liczb in:
nych do kwadratu, iako tez do wyciggania pier-
wiastkéw, ;potozymy tu w dwoch nastepuigcych
rzedach i liczby i odpowiadajgce im kwadraty,
ktére potrzeba znac¢ na parhiec:
liczby: 1,2 a 4,5 b ? 8 9, 10
kwadraty: 1, 4, 9, pb, 25, 3b,4q9, 64, 81, 100.

Uwaza¢ tu potrzeba, ze kwadrat hczb-y, ie-
dnocytrowey nie moze -sie”sktadae z wiece'y cyfr
iakze dwéch: liczba 10 naymnieysza z liczb dwu-
cyfrowych ma w swoim kwadracie 100 trzy cy-
fry. A Stad wniesiemy, ze iezeii dany kwadrat
ma cyfr wiecey niz dwie, pierwiastkiem iego nie
moze by¢ liczba iednocyirowa, lecz przynaymniey
dwucyfrowa.

Chcac pozna¢ iak sie wyciagata pierwiastki
z kwadratéw liczb dwucyfrowych, trzebaby na-
przéd uwaiy¢ , iakim sposobem liczby te wcho-
dza do skiadu kwadratow. Lecz sposob zwyczay- .
czayny podnoszenia liczb do kwadratu zalezgcy na
mnozeniu daney liczby przez siebie samg, w ni-
czem nie utatwia sposobu wyciggania pierwiast-
kow.+ Kwadrat np, liczby 47 dest N — 2209. 3
W kwadracie tym nie masz zadnego $ladu cyfr
skladaigcych pierwiastek : cyfry bowiem te przez
.mnozenie 47 przez 47 zamumiala si¢ na inne , i nie
podobna dostrzedz w iakim sposobie wchodzg do
sktadu kwadratu 2209 Ale gtoski abecadta'tey nie-
dogodnosci nie podlegaia: obaczmy wiec naprzod
na gtoskach, w iakim sposobie iiosci sldadaiaece
pierwiastek wchodza do sktadu kwadratu.

101, Kwadrat z ilosci dwuwyrazowey czyli dwl
emienngy a b, iako$my iuz powiedzieli (bb) iest
@+ b) (s«+b)— aa+ zdb + bl

-Przypatrzywszy sie temu kwadratowi zuwaga

i porbwnawszy go Z iego pierwiastkiem , postrze-

zemy, ze kwadrat duioch. ilosci a+ b sktada sie z

trzech czesci: torf z kwadratu a2 ilosci pierwszey $

2re z podwoynego iloizynu 2ab iloci pierwszey i

drugiey i och 3 kwadratu b* iloSci drugiey. Li-
?t "V oczba
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£zba 4” gklada sie ze 4 dziesigtkow i 7 iednosci; U "
moze by¢ tak wyrazong: 40 1+ 7. {Uczyniwszy
dzr 40 czyli 4 dziesigtkom, 6 = 7 iednqg$ciomy
b gdzie

47. 4? ~ (n-+-fc) (n-k-fc) ~a*4-2a&-t-b*.

To iest kwadrat 47 sktada¢ sie bedzie 106d z
kwadratu at cztertch dziesigtkow czyli 40 iedno-
$ci ; 2re z podwoynego iloczynu 2ab czterech dzie-
sigtkéw i siedmiu iednosci; 5ci* jz kwadratu fs
siedmiu iednosci
Kwadrat czterech dziesigtkow czyli 40 iest= 1606
Podwoyny iloczyn m dziesigtkow i 7 ieei:*» 56®

Kwadrat 7 iednosci 5= 4<
Summa ca-h2i=#*bz * - - - 1 - = 2209,
102. Chcac liczby tey 2209 znalezé pierwia-

stek 47, uwazmy naprzod, ze iak© w kwadraci©
czterech dziesigtkow czyli w 160,0 ostatnie dwa
znaki liczebne iako zera nie maig zadney wazno-
§ci ; tak w catym kwadracie 2209 ostatnie dwie
cyfry nie wchodza do kwadratu dziesigtkow: a
zatem kwadrat dziesigtkbw zamykacé-sie tylko bg-
dzie we 22 stach czyli we 2200.

2re. Przypatrzywszy sie kwadratom pieYwszyck
liczb dziesieciu, postrzezemy, ze naybliiszy kwa-
drat 22 Set czyli 2200, iest 16 set Cfcyti 1600: ia-
koz liczba 22 ,wieksza iest od 16 eeyli od kwsn
dratu ze 4/, a mnieysza od 25 czyli od kwadraty
z 5, tak iak liczba 47 wieksza iest od 4 dziesiagt-
kéw czyli od 40, a mnieysza od 5 dziesigtkow.
Czyli od 50» Szukaiac wiec naywiekszego kwa-
dratu zawartego w liczbie 22 dziesigtkbw? znay-
dziemy 16, ktérego pierwiastek 4 wyraza¢ bgdzi©
dziesigtki szukanego pierwiastku. Odigwszy i6seft
Czyli 1600 od 2209, i*eS2ta 609 zamykac ieszcs©
bedzie podwoyny iloczyn dziesigtkéw i iednosci,
to iest 560, i kwadrat iednosci, ktory iest 49-

acie. A iako w jpodwoynym iloczynie 4 dzie-
sigtkéw i 7 iednosci, to iest w liczbie 560 oat%-
tnia cyfra iako zero nie ma zadney waznosci ij*
ozebneyi tak w pozostatej reszcie 009 ostatnia «91
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fra dr nie wchodzi do podwoynego iloczyn dzie-
sigtkobw i jednosci : wiec podwoyny ten iloczyn
zamykaé sie tylko bedzie w 60 dziesigtkach czyli
w boo iednos$ciach , ktére procz tego zamykaia le-
szcze dziesigtki bedgce w kwadracie z 7 iednosci*

4te. Podzieliwszy iloczyn przez ieden z czyn-
nikéw , wypadnie na iloraz czynnik drugil Po-
dzieliwszy zate'm 60 dziesigtkbw czyli boo przez
podwoyne dziesiatki, to iest przez 8, iloraz 7 o-
kaze iednosci szukanego pierwiastku.

$te. Rozmnozywszy 8 dziesigtkow przez 7 ie-
dnosci , iloczyn 56 dziesigtkow czyli 500 bedzie
podwoynyM iloczynem 4 dziesigtkbw przez 7 ie-
dnosci.A Odiawszy ten iloczyn od pie'rw$ze'y re-
szty 609, druga reszta 4g bedzie i iest w istocie
kwadratem 7 iednosci. n .

Dzi‘akarrje to odbywa sie podiug nastepuiagce-

;rowzoru: N
™X.2u, pc, 22,09 a7

60,9
60.91

0001

Pisze sie liczba dana, iak gdyby ig potrzeba
byto dzieli¢ przez inng , przeznaczaigc dla szuka-
nego pierwiastku mieysce nalezace sie dzielniko-
wi. Potem iednosSci i dziesigtki oddzielaig sie
przecinkiem od dwdch pierwszych cyfr po lewey
stronie bedacych, ktore zamykaig w sobie kwa-
drat dziesigtkowe Dale'y bierze sie kwadrat nay-
wiekszy, ktory w tych dwoch cyfrach miescic¢
sie moze: kwadratem tym iest 16, ktdrego pier-
wiastek 4 napisawszy na przeznaozonem dla nie-
go mieyscu, ©deymuie sie id od 22. Przy po-
zos/atey reszcie b piszag sie dwie inne cyfry 09
daney liczby ; a ostatnia 9 iako nie wchodzgca
do podwo/nego iloczynu dziesigtkbw i iednosci
oddziela sie przecinkiem od innych , ktére podzie-

ihyszy przez podwoyne dziesigtki pierwiastku, ta
V e iest
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iest przez 8, iloraz 7 iednosci pisze sie na swo«
iem mieyscu : a dla utworzenia od razu dwoch
innych cjgsci kwadratu , to iest podwoynego ilo-
czynu dziesigtkow i iednosci, i kwadratu iedno-
§ci, ktére to dwie czesci zamykac sie powinny W
pozostatey reszeie 609, pisze sie 7 obok 8; skad
powstaie liczba 87 réwna summie podwoynych
dziesigtkéw i poiedynezych iednosci szukanego*
pierwiastku, to iest rowna aa-t-6, ktérg rozmno-
zywszy przez 7 czyli przez b, wypadnie 609 =s
zab + a2, czyli podwoyny iloczyn dziesigtkéw a
iednosci, wiecey kwadrat iednosci. Po odieciu,
nic sie nie zostaie ; co dowodzi, ze pierwiastkiena
liczby 2209 iest 47.

Wezmy leszcze liczbg 324, z ktérey potrzeba

wyciaggngé pierwiastek kwadratowy. Urzadzam
dziatanie, iak nastgpuie:l

1 poditug tego, co sie powiedziato wyze'y, znay-
duig 1 na dziesigtki pierwiastku ; dziesigtki te
pédwoione daig mi liczbe 2, przez ktérg podzie-
li¢ trz. bg dwie pieYwsze cyfry 22 pozostate'y ré-
szty Liczba 2 we 22 nhes$ci sig w prawdzie it
razy ; lecz nie mozna wzigé za pierwiastek ani
liczby wigksze'y riiz 10> ani same'y liczby 10pa.
nawet liczba 9 wzieta za pierwiastek iednosci by-
taby w ninieyszym przypadku za wielka : napi-
sawszy bowiem 9 obok , I rozmnozywszy 29
przez 9, iak wymaga prawidto , wypadnie iloczyn
261 , ktérego nie mozna odigé od 224. Biorg wig©
na iloraz liczbe mnieyszg od 9, to iest liczbe 8»
i napisawszy ig tak w pierwiastku na mieysca ie-
dnosci , iak obok dzielnika 2, mnoze 28 przez 8*
i mam iloczyn 224 rEwny pozostate'y reszcie ; c<
dowodzi, ze pierwiastkiem szukanym iest liczba

u 2 Utwe«
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Utworzywszy trzy czesci kwedratu a liczby 1%
vwpadnie

Tu iuz tatwo postrzedz mozna, ze 6 dziesigt*
L 6w, ktére zamyka kwadrat iednos$ci, dodane a®
ido podwoynego iloczynu dziesigtkow i iednosci,
powiekszaig ten iloczyn : podzieliwszy zatem przez
podwdyne dziesigtki iloczyn tak powiekszony, ni®
moga na iloraz wypas¢é same iednoSci.

io3. Nim przystagpimy do wyciggania pier
wiastkéw z}ozonych z trzech , czterech i t. d.
cyfr, uczynimy pie'rwey te istotng uwage : ze ka-
zda liczba mnieyszaod 100 nie moze mie¢ w swoim
kwadracie cylr wiece'y nad cztery: gdyz kwadrat
ze 100 iest 10000, a liczba ta iest naymnieysza
zo wszystkich Ilfl\z,\t;aézplegg cyfr é(i)g;f)mgl:g

04«Pote‘y e ySmy 1 1akimspo-
sobem tworzy sig kwedrat z liczby wiekszey od
100, z liczby np._ 473 roztozimy liczbe te na4/0+3,
czyI| na 47 _dziesigtkow wiecey 3 iednosci;  Chcg©
wyprowadzi¢ kwadrat liczby te d)z/ Z formu’ry a%
+ 2 + bx, uczynmy 1= 47 dziesigtkom *= 470
iecinosciom, » = 3 iednosciom  Bedzie wiec >

Widzimy w tym przyktadzie , ze w kwadra-
cie dziesiatkow ostatnie dwie cyfry nie m~”ig za-
dney waznos$ci, iako zerai ¢0 samo w ogolnosoi
ma mieysce w kazdym innym przyktadzie: dzie-
sigtki bowiem rozmnozone przez dziesiatki dai™
na iioozyn sta.

W kwadracie zate'm 223729 oddzieliwszy prze-
cinkiem dziesigtki i iednosci , w pozostatey czesci
8207 szukal potrzeba kwadratu d2|e5|a;tkowk A N

1ak#
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tako liczba 473 wieksza iest od 7 dziesigtkéw czy-
li od 470, a mnieysza od 48 dziesigtkéw czyli od
480 ; tak tez liczba 2237 powinna byé wieksza od
kwadratu ze 47 , a mnieysza od kwadratu ze 48 :
skad sie okazuie, ze naywiekszy kwadrat, ktory
miesci¢ sie moze w 2z37 iest kwadrat ze 47 , czy-
li kwadrat z dziesigtkOw pierwiastku. Rzeczg iest
przez sie widoczng, ze dla znalezienia tych dzie-
sigtkéw trzeba odby¢ to samo dziatanie , iakieby
odby¢ nalezato z liczbg 2237 chcac z ipey wy-
ciggng¢ pierwiastek kwadratowy; lecz na koncu
oprocz wypadku szukanego pozostataby icszcze
reszta zamykaigca sta utworzone z podwoynego
iloczynu 47 dziesiatkbw rozmnozonych przez i*-
dnosci.

AbySmy dziatanie to odbyli porzadni*, ros-
toimy, iak nastepuie:

Naprzdd oddzielaig sie dwie ostatnie cyfry 27,
A dla wyciagnienia pierwiastku z liczby 2237» kto-
ra pozostaie ze strony lewe'y, oddzielaig sie w niey
znowu dwie ostatnie cyfry 37 ; tym sposobem li-
czba dana roztozona iest na oddziaty, z ktorych
kazdy ma po dwie cyfry idac od strony prawcy
ku lewéy. Z dwoma pi¢rwszemi oddzialami 22,
37, odbywa sie dzialanie.,, zupetnie takie, iakieSmy
odbyli wyze'y (102) z liczbg 2209: skad powstajg
dwie pierwsze cyfry pierwiastku, to iest 47 , i
pozostaie reszta 28, do ktoérey przytaczywszy dwie
cyfry ostatniego oddziatu , to iest 29, liczba 2829
®amyka podwoyny ilo~tyn 47 dziesigtkéw rozmno-
zonych przez iednosdr, i kwadrat ~ed™osci. i i-
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dzieliwszy cyfre 9 iako nie mogaca wchodzi¢ do
podwoynego iloczynu dziesigtkbw 1 iednésci, li-
czbe 282 dzielimy przez podwoyne dziesigtki, to
lest przez g4: a iloraz 3 napisawszy tak obok 47,
iako tez obokQ4, i rozmnozywszy @43 przez 3,
wypada na iloczyn liczba 2829 zupetnie rowna 0°
#tatnie'y reszcie , pocze'm dziatanie iest ukonczone.
Wezmy ieszcze liczbe 22391824. Jakikolwiek
iest pierwiastek tey liczby, zawsee go mozna u-
wazac , iakoby byt roztozony na iedndésci i dzie-
siatki , iak w przyktadach poprzedzajgcych. Aze
W kwadracie dziesiatkbw ostatnie dwie cyfry nie
maig zadne'y waznosci liczebney iako- zera, wiec
w liczbie daney dwie ostatnie cyfry 24 nie moga
wchodzi¢ do kwadratu dziesigtkéw: odcigwszy ie
wiec przecinkiem, s-ztikaymy naywiekszego. kwa-
dratu mogacego sie miesci¢ w czesSci 223918, ktd-
ra z lewey reki pozostata* Cze$¢ ta pozostata ma
cyfuwiece'y niz dwie : co dowodzi: ze ficzhawy-
razaigca dziesigtki szukanego pierwiastku ma cyl¢
wiecey niz iedne (100); i mozna ig wiec znowu
roztozy¢ na dziesigtki i iednésci : ze. za§ kwadrat
tych dziesigtkbw nie wchodzi do ostatnich dwéch
cyfr w czesci 226918, odcigwszy wiec dwie te
cyfry, szukaé go nalezy w pozostatych cyfrach
2269™ Aze liczba 2239, ina ieszcze wiece'y nizdwie
~Nyfry, wiec kwadrat naywiekszy mogacy sie W
mey miesci¢ musi mie¢ przynaymniey dwie cy-
fry w swoim pierwiastku : liczba zatem wyraza-
jaca szukane dziesigtki mie¢ bedzie wiecey niz ie-
dne cyfre; Skad sie okazuib, ze we 22 trzeba
szuka¢ kwadratu liczby tey, ktéra wyraza iedno-
$ci rzedu naywyzszego w szukanym pierwiastku.
*L tego ciggu rozumowan, ktéry mozna posunaé
Sak daleko, iak sie podoba, okazuie sie, ze
czbe dang trzeba roztozy¢ na oddziaty po dwie
cyfry maiace zaczynaigc od reki prawe'y do ie-
‘wéy. Ostatni iednak oddziat z Ibwey reki moze
czesio- iedne t~lko cyfre, iakosmy iuz wJu
<iaiieE wyzey (i0Z) na liczbie 324°
uozZ-
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Roztozywszy zatem dang liczbe na oddziaty, i
narzadziwszy podiug przytgczonego tu wzoru, a
pierwszemi trzeifta oddziatami 22,39,18,24 47.52

postgpuie sie iak w przyktadzie 16 ~gh
poprzedzaigcym ; a znalaziszy « ~45
trzy pierwsze cyfry pierwiastku, fo/if q462
ktére sg 475, obok reszty 189 = - a

sze sig czwarty oddziat 24; i 0010

czba 18924 uwaza sig iakgzto- 2729

zona z podwoynego iloczynu 1892, 4
znalezionych 473 dziesigtkéw 1892 4

przez szukane iednosei, izkwa- 1L —
dratu tychze iednosei : odcig- x 0
wszy potem ostatnig cyfrg 4, pozostate z lewey
reki 1892 dzielg sig przez znalezione dziesigtki dwa
razy wzigte , to iest przez 96:6; poczem znalezio-
ny iloraz 2 sprawdza sig iak w dziataniach powyz-
szych.

Na tem sig konczy dziatanie w tyip przykta-
dzie : lecz tatwo iest domysle¢ sig, ze gdyby da-
na liczba miata ieszcze iednym oddziatem wigce'y,
znalezione cztery cyfry 4732*wyrazatyby dziesigtki
pierwiastku, ktorego iednosei nalezatoby szukac*
i ze tem samem przez te dziesigtki dwa razy wzig-
te trzebaby dzieli¢ pozostatg resztg z przytgczong
do nie'y iedna cyfrag oddziatu nastgpnego : toz mé-
wi¢ o innycla oddziatach , ktdre nastepnie piszg
sig obok reszt pozostatych.

105. Z tego, coSmy dotad powiedzieli , tatwa
viest uczyni¢ wniosek, ze na ile oddziatéw roato?
zy¢ mozna dany kwadrat, z tylu cyfr sktadaé sig
fogdzie szukany pierwiastek. Pierwszy oddziat z
prawe'y rgki daie w pierwiastku iednos$ei rzgdu
pierwszego; drugi iednosei rzgdu drugiego czyli
dziesigtki, trzeci iedndsci rzgdu trzeciego, czyli
sta, i tak daley az do oddziatu ostatniego, z lewey
rgki, ktory daie w pierwiastku iednosei rzecn
naywyzszego. Stad iuz tatwo domys$le¢ sig mo-
zna, ze gdyby po spuszczeniu oddziatu , reszta a
przytaczong cyfrag tego oddziatu innieyszAbyta &i

dwa
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~wa razy wzigtc cyfry w pierwiastku znalezione*
Rft ten czas w pierwiastku pisze g zero : w tym
albowiem przypadku pierwiastek mie¢ nie bedzie
iednosci tego rzgdu. Gdyby po spuszczaniu od*
dziatu nastepnego , cyfry znalezione w pierwiast-
ku dwa razy wziete nie miescity sig ieszcze w li-
czbie do dzielenia przeznaczonej, na ten czas po-
tozywszy w pierwiastku drucie zero spuscitby sig
oddziat nastgpny, iak to widzie¢ mozna w naste-
puigcych przyktadach: |

106. Lecz nie wszystkie dane liczby sg zupet-
iiein™ kwadratami; Przypatruigc sig kwadratom
dziesigciu liczb poczatkowych, (100), widaé mig-*
Azy tltertii znaczne przerwy, ktére mozna zapet>
mc liczbami nie maigcemi pierwiastkéw ; tak nv*
miedzy liczba 64, ktora iest kwadratem z 8, i li-
czba 81, ktora iest kwadratem z 9, nie dostaie 16
liczb posrednich, iakie sg 65, 66 i t,*d. ktore nic
sa Kwadratami. Nayczgs$ciej wigc zdarzy¢ sig
moze, iz dana liczba nie bgdzie kwadratem zupet-
ny™ ; lecz wyciggnawszy z niej pierwiastek spo-

2-wyczaynym, otrzymamy wypadek, Kkto-

yy bgdzie pierwiastkiem kwadratu naywigks”™ego,

naki w tey liczbie znaydowaé¢ sig moze Szukaigc

pierwiastku liczby 2276, znaydziemy wypa-

dek 47 z pozostatg resztg 67; co okazuie, ze oay-

wigkszy kwadrat zawarty w li-czbie 2276 iestkwa-
drat z liczby 47, to iest 2209.

107. Dla zapewnienia sig czy pozostata w ta-
feewyMffl przypadku reszta nie iest, za wielka , atem
samem CzY znaleziony pierwiastek -nie iest za ma-
y ; ~°*na jp° powigkszy6 iednoscia i potem po-
asiese do kwadratu ? a jezeli kwadrat .ten iest

wig-
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wiekszy od liczby daney ,xbedzie to dowodem, ze
znaleziony pierwiastek nie iest za maly. 1 tak
w przyktadzie poprzedzaigcym znaleziony pier-
wiastek 47 powiekszywszy iednoscig , bedzie 48, z
czego kwadrat 2504 iest wiekszy od liczby daney
a zatem znaleziony pierwiastek 47 nie iest za ma-
ty. Mozna tez o tern zapewnié sie sposobem na-
Stepuigcym;

Znaleziony pierwiastek oznaczywszy przez fl,
iego kwadrat bedzie n2, kwadrat za$ z ilosci «4-1
iest a2+e2«-pi ; réznica miedzy temi dwoma kwa-
dratami iest'za-}i ; to iest, kwadrat drugi wie-
kszy iest od pierwszego, pierwiastkiem dwa razy
wzietym i powiekszonym iednoscig. A zatem ie-
»eli znaleziony pierwiastek powinien by¢ powie-.
kszony iednoscig lub wiSce'y niz iednos$cig, kwa-
drat tego pierwiastku' odigwszy od liczby daney,
powinna sie zosta¢ reszta'przynaymniey réwna te"
mu pierwiastkowi dwa razy wzietemu i powie-
kszonemu iednoscig. lle razy okoliczno$¢ ta nie
ijna mieysca, znaleziony pierwiastek bedzie nieza-
wodnie pierwiastkiem kwadratu naywiekszego,
ktory sie zamyka w daney liczbie. | tak w przy-
ktadzie powyzszym podwoyny iloczyn znalezione-
go pierwiastku 47 powiekszony iednoscia wynosi
9%>co iest wieksze od pozostate'y reszty 67 ; a
zatem znaleziony pierwiastek nie iest za maty.

108. Czesto wydarza sie potrzeba ostrzezenia,
fze z dane'y liczby ma by¢ wyciggniony pierwia-
stek kwadratowy. W tym razie uzywa sie znak

taki: ; np. V~ab, — i t. d, znaczy, ze a

ticzb oznaczonych przez ab, ~ it. d, trzeba wy.
\"
ciagna¢ pierwiastek kwadratowy.'

Poniewaz odtad czesto uzywac bedziemy zna-
ku pierwiastkowego ostrzedz tu wypada, Ie dla
oznaczenia pierwiastku liczby z wielu cyfr zto-
ioney czyli z ilosci wielorakiey trzeba, albo przed
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ta iloScig da¢ znak pierwiastkowy, i prawe iego
ramie przedtuzy¢ nad calg iloscig; albo tez wzigé
ilos¢ dang w nawias , a z lewey strony przed na-
wiasem da¢ znak pierwiastkowy. | tak dwa tewy-

razenia V/~4a2b— 203+ ¢3, i (4a2b— + ¢3)
znaczg to samo, to iest wskazuig , ze trzeba wy-
ciagng¢ pierwiastek kwadratowy =z catey iloSci
4a2H]L 20* «ecd, czyli z liczby przez tg ilo$¢ ozna-

czonej* o _
Podobniez ze czterech tych wyrazen

pierwsze znaczy , ze trzeba Wyciagna¢ pierwiastek
kwadratowy z utomka fg§8, drugie , ze trzeba po*
dzieli¢ pierwiastek licznika przez pierwiastek mia-
nownika , trzecie, ze pierwiastek licznika powi-
nien by¢ podzielony przez mianownik, czwarte,
ate licznik powinien 'bye podzielony przez pier-
wiastek mianownika.

109. Poniewaz iloczyn utomka prze”™ utomek
rowna sig iloczynowi ich licznikéw podzielonemu
przez iloczyn ich mianownikéw ; a zatem iloczyn
utomka przez siebie samego, czyli kwadrat utom-
ka rowny iest kwadratowi iego licznika podzielo-
tonemu przez kwadrat mianownika. Skad wypa-
da, ze chcage otrzymac pierwiastek kwadratowy z
utomka, trzeba go osobno wyciggnagé¢ z licznika

*t. a # NNy

Uwaga ta ulatwia podnoszenie utomkoéw dzie-
sigtnych do kwadratu 1 wycigganie z nich pier-
wiastku kwadratowego. 1 tak
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110. Zasfanowiwszy sie nad kwadratami i
pierwiastkami utlomkéw dziesietnych , postrzeze-
my, ze kwadrat utomkéw tych ma zawsze cyfr
dwa razy wiecey, niz ich znayduie sie w pier»
wiastku- Jakoz z prawidet mnozenia wypada, ze
iloczyn dwoéch utomkoéw dziesietnych przez siebie
rozmnozonych powinien sie skitada¢ z tylu cyfr
dziesietnych, ile sie ich znayduie w obudwu czyn-
nikach : a zatem iloczyn utomka dziesietnego przez
siebie samego , czyli kwadrat utomka dziesietnego
powinien mie¢ cyfr dwa razy wiecey, niz pier-
wiastek ; i odwrotnie pierwiastek kwadratowy U*
tomka dziesietnego powinien mie¢ cyfr dwa razy
mniey, niz ich znayduie sie w kwadracie. Ze
zas w utomkach dziesietnych domys$iny mianownik
jna zawsze iedno$¢ z przydanemi zerami, a liczba
takowa przez siebie sarne rozmnozona daie zawsze
na iloczyn iedno$¢ z podwdyna liczbg zer; kiedy
wiec utomka dziesietnego domysiny mianownik
iest 10, 100, iooo i t. d. w kwadracie utomka te-
go domys$lnym mianownikiem bedzie w przypad-
ku Iwszyrn 100, w 2gim 10000, w 3cim looocop.
i t. d; i odwrotnie lezeli domys$iny mianownik w
kwadracie utomka dziesietnego iest 100, loood,
1000000 i t. d, w pierwiastku bedzie domySiny
mianownik io, 100, io$o i t. d. to iest iednosS¢ r
dwa razy mniey zer niz ioh byto w kwadracdie.

| tak poniewaz 7= 49: wiee (0,7)*"0,49;
(0,07)2= °’'00l9i (0,007)2 yst0,000049. Podobniez
poniewaz 1°N144= 12 ; wiec i,4i=i, 2jV 0,0i44

«5Q>12 ™ ™ 0,000144 0,012, t t, 4
A .

i tu 1
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111. Zrozumiawszy nalezycie t6 cosSmy dot
© pierwiastkach kwadratowych wytozyli , nie tru-
dno bedzie poigé sposéb , za pomocg ktdérego a
liczby nie bedace'y prawdziwym kwadratem wy*
©igga sie pierwiastek przyblizony, to iest tak bli-
ski prawdziwego, iak sie podpba. Daymy, ze
flrzeba wynale$¢ pierwiastek przyblizony liczby 2;
Koniewaz

Wyciggnawszy sposobem zwyczaynym pier-
wiastek naywigkszego kwadratu zawartego w ka-
ftdym liczniku" utomkéw poprzedzaiacych, znay-

dziemy, ze _

Przyblizony zate'm pierwiastek liczby 2 iest
'16d x, 4; zrgji y4i; 3ciei, 4xait. d Trzy*»
znalezione pierwiastki podnidsiszy do kwadratu,
feedzie 16d (i,4)2 = 1,96 ; zre (i,4i)a= i,9™ #»
Zch (i,4i14)2=1,999396. Z trzech tych kwadra-
tow ostatni nayblizszy iest kwadratu danego , to
iest liczby 2: bo mu tylko nie dostaie 0,000604
do tego, aby wyrdéwnat liczbie 2; gdy tym cza-
sem kwadrat drughckyli 1,9881 mnieyszy iest od,
liczby 2iloscig 0,01 rgtfc 0,011900 ; kwadratzas pier-
wszy czyli 1,96, mnieyszy iest od liczby 2> y®“
$cig ©04 = e'040000. W ogdlnosci znaleziony pier-
wiastek tem blizszy bedzie* prawdziwego, imwie-
ksza w nim b8<fci« j~eaba cyfr daiegigtny0** ,

L
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2 = 78afSs§85388Sw5 , i. wyciagnawszy pierwia-
Stek kwadratowy tak z licznika iak z mianownika

anaydziemy 2 —f8s35338==i,4i42i35. Pierwiastek
ten podniesiony do kwadr.czyni ”~999999/2|4822S
kwadratowi temu nie dostaie tyik6 0,0000003785177$
do tego, aby wyréwnat liczbie 2 biorgc zas tyl-
ko siedm cyfr dziesietnych, rdznica miedzy li-
czbg 2 a kwadratem znalezionego pierwiastku b§-
bedzie o0,0000003 ; to iest kwadrat znalezionego
pierwiastku mnieyszy iest od liczby 2 trzema tyl-
ko iednosSciami dziesietnemi siédmego rzedu. Po-
sungwszy to samo dziatanie datey, otrzymaliby
§my pierwiastek ieszoze blizszy: lecz nigdy nic
doydziemy do pierwiastku takiego , ktéryby pod-
niesiony do kwadratu uczynit zupetnie 2.

Ten sam iest sposéb postepowania w szukaniu
przyblizonego pierwiastku wszystkich innych liczb
nie bedacych kwadratami zupetnemi, Chcgc np*
znalez¢ pierwiastek przyblizony liczby 227 trze-
ba liczbe te obréci¢ na utomek dziesietny, kto-
regoby mianownik byt kwadratem zupeinym, ia-
kie sg 100, 10000f 1000000 i t. d. a potem z li-
cznika wyciagnaé pierwiastek przyblizony , a zmia*

nownika pierwiastek prawdziwy. | tak liczbe da-
o , , . 227 00 0000

ng 227 obréciwszy na utom ek-——-m-m-eo—- , W u-
1 000000

tomku tym przyblizony pierwiastek licznika iest
15006, a prawdziwy pierwiastek mianownika iest
lobo i bedzie zatem przyblizony pierwiastek li-

czby 226 rowny 15,066«.
1000

W dziataniach zwyczaynych mianowniki si$
dpuszczaig, lecz tylko do daney liczby przydai*
sie parzysta liczba zer, i wyciagngwszy z nie'y
sposobem iwyczaynym pierwiastek przyblizony,
w pierwiastku tym z prawe'y strony odcinamgi
cytr dwa razy mniey, niz przydaliSmy zer do li*
«»by daney.
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112. Gdyby trzeba byto wycigagnaé¢ przybli-
zony pierwiastek kwadratowy z uftomka dziesie¢
tnego, na ten czas do licznika przydaie sie tyle
zer , ile potrzeba, azeby liczbg wszystkich cyfr
dziesietnych byta parzysta. Chcac np. wyciagnac
przyblizony pierwiastek kwadratowy z utomka o, 2,
przydalibysmy do tego utomka zero iedno, lub
trzy, lub 5, lub 7, i t. d. a tym sposobem mia-
nownikiem znalezionego pierwiastku w przypadku
iwsz.ym bytaby liczbhapo, w 2gim 100, w 3cim
1000, w 4tym 10000, i t. d.

113. Chcac otrzymaé perwiastek kwadratowy
z utomka zwyczaynego, ktérego licznik i miano-
wnik nie iest kwadratem prawdziwym , trzeba wy-
ciggngé przez przyblizenie pierwiastek osobno a
licznika, osobno z mianownika. Lecz dziatanie to
mozna przez potowe skréci¢, zamieniwszy uto-
mek dany na inny , ktéregoby mianownik by}
kwadratem prawdziwym , co nastgpi, mnozac o*
badwa wyrazy danego utomka przez mianownik ;
a potekn bierze sie pierwiastek prawdziwy mia-
nownika, przyblizony za$ pierwiastek licznika
szuka sie sposobem zwyczaynym np, |

lig. Czestokro¢ kwadrat wiekszy od daney |
czby iest bardziey do niey przyblizony, anizeli
kwadrat od niey mniejszy. 1tak kwadrat z 6, to
iest 36 blizszy, iest liczby 3% anizeli kwadrat z 5,
czyli 25. Liczba zatem 6 iest pierwiastkiem bar-
dziey przyblizonym do prawdziwego pierwiastku,
liczby 3$, anizeli liczba 5 ktéra iest pierwiastkiem
jnaywifkszego kwadratu zawarttgo w daney li-
czbie 3% W wycigganiu zatem pierwiastk6wkwan
dratowych przez przyblizenie trzeba i na te okoli-
czno$¢é mieé¢ uwage , ktdry pierwiastek iestblizszy
prawdziwego, czy od mego mnieyszy czyli tez
wiekszy. Tak np. znaleziony wyze'y pierwiastek
liczby 2, to iest 1,4i42i3%, lubo iest tak do pra*
wdsi-
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wdziwego przyblizony, ze kwadrat tego pierwiast-
kil mnieyszy iest od liczby 2 trzema tylko iedno*
Sciami dziesietnemi siddmego rzedu; pierwiastekl
ittdnakze imi42i36 , wiekszy od prawdziwego, iest
ieszcze blizszy; gdyz podniéstszy go do kwadra*
tu, postrzezemy, ze kwadrat ten wiekszy iest od
liczby daney 2, iednag tylko iednos$eig dziesietng
sibdmego rzedu.

115. Zwyczaynie pierwiastki przyblizone
ciagaig sie za pomocg utomkow dziesietnych iako
wygodnieyszych niz sg utomki zwyczayne. Lecz
mozna takze otrzymac pierwiastek przyblizony za
pomoca utomkdéw zwyczaynych , wyt~zulgc dang
liczbe w postaci utomka zwyczaynego , ktéregoby
mianownik byt kwadratem prawdziwym. Tak np.
liczbe 2 wyraziwszy przez utomek fjjf, ktédrego
prawdziwym pierwiastkiem mianownika iest 12, *
przyblizonym pierwiastkiem licznika iest 17, be-
dzie pierwiastkiem przyblizonym liczby 2 utomek
zwyczayny *|: iakoz utomek ten podniesiony do
kwadratu, iest §f|, ktory przewyzsza liczbe 2 tyl-
ko 94 it d.

Mozna tez wyciggnaé¢ pierwiastek przyblizony
za pomocg utomkéw zwyczaynych nastepuiaeym
sposobem:

Daymy, ze trzeba znalezé przyblizony pier-
wiastek liczby 20. Poniewaz kwadrat ze 4 iest iS,
kwadrat $ iest 25 ; wiec pierwiastek liczby 20po-,
winien by¢ wigkszy od 4, mnieyszy od 5; to iest
pierwiastkiem liczby 20 bedzie liczba 4 i utomek.
Oznaczywszy utomek ten przez p, prawdziwy zal
pierwiastek liczby 20 przez X A a tern samem 20
przez XX; bedzie

X —a-hp - % - - * - (i).

Podniostszy obie strony do kwadratu, wypa.-
dnie xz= i6-hgp+ p2 Aze x2= 20 wiec Ib-t-Bp
-t-p* ==20, a tem samem 8p + p2= 4.

Ze Z@&S p iest utomkiem wiasciwym , to iesf
iloScig mnieysza od iednosci, a ulomek takowy
podniesiony do kwadratu fiwi# si§ iloscia mniey*

wy*

\
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Sza nie rownie od pierwiastku; w dziataniu Wig#
w ktorem rzecz idzie o wynalezienie tylko pier*
wiastku przyblizonego, mozna utomek ten iako
ilos¢ bardzo mat®, opusci¢ ; atem samem réwna”
kie powyzsze zamieni sig w nastgpuiace”™ 8p —
wigc p=4f. Waznos¢ te potozywszy w réwnaniu
(i), bgdzie X 5=4 t-£*=|y a tem $nmem Z’' 20—

,, Pierwiastek ten iest znacznic¢ blizszy prawdzi*

N

Wego nizeli 4; i»koz (])a= = N 4-f, gdy
4
4ym czasem 42= i6-

Niecli bgdzie ieszce® xs=j-fp ~ * 2).,
Podnidstszy obie strony do kwadratu, bgdzie

Opusciwszy p* iako ilos¢ Mrélzo mata, odia*

w$zy po obu stronach ~ 3 i podzieliwszy obi*

strony przez 9, wypadnie p — i—3|. Poto-
zywszy waznos$¢ tg w rownaniu (2) , bgdzio
~* 9. .1 ™ L czvli 1/720 1™
*-5 - » - le* c*ylIK20 - *3n™

Pierwiastek ten iest nieréwnie blizszy praw*9
flziwego niz byt poprzedzaiacy ; oczem fatwo prze-
kona¢ sig podnidstszy go do kwadratu, i poro-
wnawszy kwadrat ten z kwadratem danym f to iest
fc,liczba 20,

GdybysSmy chcieli otrzymaé pierwiastek ie<*
«zcze blizszy prawdziwego; uczyni¢by nalezato

bl .
aaiowu x®= — +p - e . - - - (3).
36
A zatem jcapts 4, A22 jp+ n*= 20. Od-

*dziatanie ia& wyzey 9 znaydziem#
p B
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1 ) ' .
p=* . Waznos$¢ te potozywszy w rownU*
. 11592 .
niu (3), wypadnie
ctcezyli 220 2= 1 = 5i8di = 44. 52+

y 36 11592 11592 4 + " 592

Pierwiastek ten tak iest bliski prawdziwego,
ze go mozna wzigé, za szukany : iakoz podnidstszy
go »do kwadratu, znaydzietny ro6znice miedzy
kwadratem tym , a kwadratem danym rowng

*NA57MN64 * a wyPadiby pierwiastek ieszcze bliz-

szy , gdybySmy dziatanie to dale'y posuneli; ni"
gdybySmy iednak nie doszli do pierwiastku ta-
kiego , ktéryby podniesiony do kwadratu uczynit;
Zupeinie 20.

116. Skad sie okazuie, ze pierwiastek liczby 26?

réwnie iak wszelkiey inney nie bedacey kwadra-
tem , iest iloscig takar ktéra ant zapomocg utom-
kow dziesietnych Zupetnie w liczbach wyrazong
by¢ nie moze Prawda ta , o ktérey teraz z same-
go tylko doswiadczenia na liczbach poiedynczycfy
przekona¢ sie mozemy , na innem mieyscu bedzie
oczywiscie W ogdlnosci okazana.

Wycigganie zatem pierwiastkéw kwadratowych
z liczb nie bedacych prawdziwemi kwadratami
daie poczatek liczbom nowego rodzaiu , tak iak
dzielenie daie poczatek utomkom , lecz ta iest i-

stotna ro6znica miedzy utomkami i przyblizonemi
pierwiastkami , ze utomki skitadaiace sie zawsze a
pewney liczby czastek iednosci , inaia z tg iedno*

$cia miare wdlng , i stosunek ich do iednosci mo-
ze by¢é zawsze wyrazony w liczbach catkowitych ;
czego pierwiastki przyblizone nie maig. Wysta-
wiwszy iedno$¢ podzielong nv. na 5 czastek , 9 ta-
kowych czastek wyrazaig lloraz wypadaiac™ »
podzielenia 9 przez 5, czyli | | mieszczaca sie 5
razy w iednosci, a 9 razy w §, iest spoing tnia**
1 1 ra



150 Rozdziat W

rag iednosci i utomka | ; a stosunek iednosci do §
rowna sie stosunkowi liczb catkowitych 5 do 9.

Poniewaz liczby catkowite i utomki maig z
jednoscig miare spoing, nazwano ie iloSciami Spoi-
rr.iernemi, commensurabiler , aze stosunek ich do ie-
dnosci moze by¢é zawsze wyrazony w liczbach
catkowitych , nazwano takze liczby catkowite i u-
tomki ilosciami stosun<owemi . rationales. Przeci-
wnie pierwiastki liczb nie-bedgcych prawdziwemi
kwadratami zowig sie ilosci niespoimierne, albo
niestosunkowe, incommensurabiles. irrationales : gdyz
poniewaz wyrazi¢ ich nie mozna zadnym utom-
kiem, idzie zatem . ze na iakakolwiek liczhe cza-
stek podzielimy iednos$¢, czastki te nigdy nie be-
dg tak mate, aby stuzyly razem za sp6lng miare
"i iednosci i tym pierwiastkom.

117. Wycigganie pierwiastkow kwadratowyc
do rozwigzywania wielu waznych zagadnien iest
istotnie potrzebne : nalezy wiec stara¢ sie o naby.
cie iak naywiekszey w takowem. dziataniu wpra-
WY : tym koricem trzeba wycigga¢ pierwiastki tak
prawdziwe iak przyblizone réznych liczb beda-
cych i nie bedacych kwadratami, iak sa np. li-
czby 3,5,6, 7,8, 10 i t.d. ; do czego takze
postuza niektére z nastepuigcych zagadnien.

Niektére zagadnienia stosowne do dwdch osta-
inich rozdziatéw.

Zagadnienie 1. Znalez¢ pierwiastek przyblizo-
ny do 7 cyfr dziesietnych kwadratu dwa razy wie-
kszego n z iest kwadrat z liczby 37,9-

Kwadrat z liczby 37.9 iest 37,9 X 37,9 ; kwadrat
ten dwa razy wziety iest: 2x37,9X07,9; ktorego
pierwiastek przyblizony réwny iest 55,5986940.

Zagadnienie Il. Znalez¢ wyraz $redni jeon.etry-
cznie proporcyonalny w pioporcyi ciggley , ktotey
dwa wyrazy skrayne sg 576 i 225.

Oznaczywszy wyraz szukany przez X, i uczy-
niwszy zadosy¢ warunkom zagadnienia , bedzie
576: X —X . 22j ; wiec'X*= 376.225i t. d.

Zagadnienie Ill. Znalez¢ trzy liczby , z ktd-

rych
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rych pierwsza rozmnozona przez drugg a podzie-
lona przez trzeciag czyni a; pierivsza rozmnozona
przez trzecig a podzielona przez dryga czyni b;
dryga rozmnozona przez trzecig a podzielona przez
pierwszg czyni c.

Oznaczywszy pierwszg liczbe szukang przez
X, dru™a przez w, trzecig przez Z, i uczyniwszy
zadosyé'warlLinkom zagadnienia, otrzymamy trzy
nastepujgce rownania:

4 —

Trzy te rownania mozna rozwigza¢ ktorym**
kolwiek sposobem z podanych wyze'y. Lecz mo«
znaby takze tr/y¢ sposobu nastepujgcego: strony
robwnania pierwszego podzieliwszy przez strony
odpowiadaigce W réwnaniu drugiem , bedzie

W proporcyi te'y dwa pierwsze wyrazy roz-
mnozywszy przez Yz, a pote'm podzieliwszy prze®
X , bedzie y2:2z2= a b

Dwag drugie wyrazy rozmnozywszy przez a9
wypadnie y2 z2*=a2: ab; wiec y: z= fl: V ab.

9

Ze za$ = a, podiug zalozenia, a tem sa-

z

Itifm Xu-=rz; czynniki tych dwo6ch iloczynéw
rownych utozywszy w proporcya (90) , bedzie
y: Zz~a: X Proporcyg te poréwnawszy z po-
przedzajaca , postrzezemy , ze pierwsze trzy wy-
razy w ledney, robwne sg trzem odpowiadajgcym
wyrazom w drugiey* a zatem wyraz czwarty ie-
dney réwny iest wyrazowi czwartemu drugiey (97).

Bedzie wiec x — I//ah
Z trzech réwnan danych wzigwszy naprzéod
12 ro«
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réwnanie pierwsze i trzecie , potem drugie i trze-
cie , i utozywszy ie w proporcye, bgdzie

Z proporcyami temi odbywszy dziatanie podo-

bne do poprzedzaigcego , znaydziemy Yy =

Zagadnienie 1Y. Znalez¢ liczbe do ktérey na-
jprzéd dodawszy i3 , potem 17 > dwie summy stgd
powstaigce miatyby sie do siebie iak 4 do

Oznaczywszy liczbe szukana przez i uczy-
niwszy zadosy¢ warunkom zagadnienia, bgdzie
ac+13: X-+17=4:5i t/ d

Zagadnienie V. W mieszaninie uzywaney do
fajerwerkow >znayduie sie is funtéw saletry, a 2
funty siarki: ilez funtow przyda¢ nalezy saletry
chcac otrzymac innego gatunku mieszaning, w kto-
reyby na 17 funtach mieszaniny znaydowato sie
tylko funta siarki?

Oznaczywszy przez X ilos¢ saletry, ktora przy-
da¢ potrzeba do mieszaniny pierwsze'y, miesza-
niny drugiey bedzie funtéw 17 Podtug wa-
runkéw zagadnienia w catey tey mieszaninie iest
2 funty siarki, a w 17 funtach mieszaniny iest |
funta siarki. A zate'm cata druga mieszanina tak
sie ma do same'y siarki w niey znayduiacey sie,
iak 17 funtéw mieszaniny do ilosci siarki znaydu-
iacey sig w tych 17 funtach , to iestff funta ; czyli

17 +Xx : 2s=.17 : | : wigc x —51.

Albo tak: Podtug warunkéw zagadnienia w

cale'y te'y mieszaninie iest 2 funty same'y siarki, a

funtow same'v saletry; w 17 za$ funtach
teyze mieszaniny iest \ funta siarki, 1es funtéw
saletry: bedzie wiec sama**saletra w drugie'y mie-
szaninie znayduiaca sie czyli x-t-i5* do samey
siarki czyli do 2, iak sama saletra znayduigca sie

W 17 funtach mieszflniny czyli iak , do samey
siarka



o Pierwiastkach kwadratowych.

siarki w tychze 17'funtach znayduigce'y sig* czyli
do o;toiest x+ 15: 2:i6f: §, i t. d.

Zagadnienie VI. Na skladzie w trzeth sgsiekach
znayduie sie pomieszane troiakiego gatunku zboze,
pszenica, zyto i ieczmien. Na 100 korcach , w pie'r-
wszym sasieku iest pszenicy korcy 80, zyta Kkorcy
12, ieczmienia korcy 8; w drugim sasieku pszeni-
cy korcy 75, zyta korcy 15 ieczmienia korcy 10$
W trzecim sgsieku pszenicy korcy 60, zyta korcy 20,
ieczmienia korcy 20. llez korcy zboza trzeba wzigé
Z kazdego sasieka , aby otrzyma¢ 100 korcy zbezag
w ktoremby znaydowato sie 73 korcy pszenicy, 1$
korcy zyta a 12 korcy ieczmienia ?

Oznaczywszy liczbg korcy, ktére wzigé¢ pa>
trzeba z pierwszego sasieka przez X, z drugiego
przez Yy z trzeciego przez Z ; poniewaz na ioo
kercach zboza w pierwszym sgsieku znayduigcego
sig j<st 80 korcy pszenicy, wigc ilos¢ pszenicy
znayduigce'y sig w liczbie koi*cy X tegoz zfyoza
trzymamy przez. nastgpuiacg proporcya:

~ Podobniez, poniewaz na 100 korcach zboza
znayduigcego sig w pierwszym sasieku iest 7/ta
korcy 12, wigc ilo$¢ zyta znayduigcego sig w li"
czbie korcy X tegoz zboza otrzymamy przez na**
stgpuigca pi”oporcyg :

Nakoniec poniewaz w 100 korcach zboza bo-
dacego w pierwszym sasieku itst 8 korcy igczmie-
nia, wigc ilo$¢ igczmienia znayduigcego sig w. li-
czbie korcy X tegoz zboza otrzymamy przez na-
Stgpuigcg proporcya:

t Tym sposobem postgpuigc daley znaydziemy,.
w liczbie korcy y zboza wzigtego z drugiego
! sa-

]
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Sasieka znayduie sie pszenicy korcy f Yy, zyta kor-
ey al y >i8Ezmienia korcy jg y. W liczbie za$
korcy zboza wzietego z trzeciego sasieka iest
pszenicy korcy ~z , zyta korcy , ieczmienia
korcy i z

Aze w 100 korcach mieszaniny czwartego ga-
tunku , ma by¢ pszenicy korcy 75, zyta korcy 15,
Jeczmienia korcy 12 ; bedzie wiec

| y-t+lz= 73; 2| x 5 *
"+i?27%g2= 12 n ,

Rozwigzawszy réwnania te sposobem , Kkto-
rymkoiwiek z podanych wyze'y , znaydziemy
3c==S07Yy — 20, z= 50r

Zagadnienie VII. Bankier ma dwa gatunki mo-
nety : te ney trzeba sztuk 10 na c2. zt. dru-
giey sztuk 20 Zc"daiotcemu zmienia¢ ztoto dat za s
cz. zt sztuk 51 ofow gatunkéw monety, llei dat
sztuk z kazdego gatunku ?

Oznaczywszy liczbe sztuk pierwszego gatum
ku przez x , drugiego bedzie 5i*= X' Przez na*
stepuigca proporcya doydzieiny ile wazg czerwo-
nych ztotych dwie te liczby.

ROZDZIAL VI,
O réwnaniach stopnia drugiego.

li3. Rozwigzywanie niektérych zagadnien w
poprzedzaigcym rozdziale przytoczonych dopro-
wadzito do rownan, w ktédrych niewiadoma byia
albo podniesiona do kwadratu, albo przez druga
niewiadomg rozmnozona. Rdéwnania takowe nazy-
waig sie réwnaniami stopnia drugiego. Wiadomo-
§ci w poprzedzaigcym rozdziale wytozone, uta-

twia
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twig sposéb rozwigzywani? wszelkich tego gatun-
ku rownan. Jakoz przenidstszy kwadrat ilosci
niewiadome'y na iedng, a ilosci wiadome na dru.
ga strong rownania , dla znalezienia niewiadomey
dosy¢ bedzie wyciggna¢ pierwiastek z drugiey
strony, i tak w réwnaniu nastgpuigcem:
Jx2 7= 44 Ix%

znidstszy naprzéd mianowniki, a potem przenidstszy
niewiadome na iedng a wiadome na drugg strong,
bgdzie

W ostatniem roéwnaniu wyciagnawszy £ obu
stron pierwiastek kwadratowy, znaydziemy X = 6.
Podobniez w rdéwnaniu gtoskowem nx2
= fx2-t-d'J, przeniodstszy niewiadome nakiedng a

wiadome na druga strone, bgdzie

W ogélnosci wszelkie réwnanie stopnia dru-
giego, iezeli iest takiego gatunku, iak dwa po-
przedzajgce , moze byé wyrazone w nastgpuigcym
ksztatcie :

Utomek ~ oznacza iakikolwiek spdtezynnik

q
iloéci x2. Z réwnania tego wypada

119. Poniewaz podtug prawidel mnozenia, i-
loczyn iest zawsze dodayny, czy to 6badwa czyn-
niki z ktorych powstal sg dodayne czyb i z oda-
dwa odiemne , wypada stad iori, Zze kwa( i*al, ktd-
ry iest iloczynem teyze samey ilosci przez siebie
rozmnozoney, musi by¢é zawsze dodayny czy-to
ilo§¢ tai ma przed soba,.znak e+, czyli —?
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2re ze kazde réwnacie stopnia 2go moze mie'e 'po-
dwdéyne rozwigzanie; iedno w ktérem szukany
pierwiastek ilosci niewiadomej ma przed soba
znak - drugie w Kktéorem tenze pierwiastek ma
przed sobg znak —> | tak w rownaniu liczebnem
X 2— 50, poniewaz waznoscig X iest ilo$¢, ktora
podniesiona do kwadratu czyni 56; ilos§¢ ta moze
By¢ algiebraicznie uwazana iako dodayna lub iako
©dn mna : bo czyto ig oznaczymy przez +6, czyli
tez przez — 6, zawsze bgdzie iey kwadrat + 6 K
+6--+-56, 1 —6x— 6= + 56.
Mozna wig.c wzigé jc= -+-6, albox — — 6*
Podobniez w roéwnaniu ogélnem Xx2 =

Pwoiakie to wyrazenie ozna-

cza sig sposobem nastgpu.igcym *

1 : 9 I i
w Wyrgieniu tern znak podwdyny + oznacza,
BAQ warnoaé liczebna, ilosci f—J moze byé

wzigta albo dodaynie, albo odiemnie.

Ztad wypada ogdlne prawidto, ze przed pier-
wrigsktkigm kwadratowym tizeba dawa¢ podwdyny
z j*.

i _ Tu.modgtby kto uczyni¢ zaAytanie, czemu sig*

daie podwoyny znak * przed X., ktore iest
Jakze pierwiastkiem kwadratu X2 tak iak £ 6 iest
pierwiastkiem kwadratu 56, i czemu nie pisze sig
tak: **==+67 Lecz to ostatnie wyrazenie k sztab,
tern tylko rézni sig od wyrazenia X e+ 6; w i-
stocie zas ol adwa znaczg to samo, .Takoz wyraze-
nie to X —i-o, daie dwa oddzielne réwnania,
ktore sg; x=x:-t-6, X =?«>6 Wyrazenie za$ to

# = + 6, daie czte'ry nastgpuiace rOwnania:
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Scie, — x= — 6; 4te>* x=.16;
* ktérych dwa pierwsze niczem sig od poprze-
dzaiacych nie réznigr w d\yéch za$ ostatnich za-
mieniwszy znaki -+ na <, i znaki — na -p, ro-
wnanie 3cie zamieni sig na lwsze, réwnanie za$
ite na 2gie.

120 Poniewaz kwadrat nie moze by¢ iloscig
odiemng , iako$Smy iuz uwazali (119), wypada
Stad, ze gdyby druga strona w roéwnaniu ogol-

nem x2= “byia |I0$C|a, odlemna réwnanie ta*

kowe byioby nlepodobnehn do rozwiagzania, Itak
wezmy np roéwnanie 3+ 25= 9, z ktoérego wy-
pada %2=.— 16: rzeczg iest widoczng, ze me masz
zadnej liczby, ktdraby przez siebie sarne roz-
mnozona uczynita— 16. iloczyn wprawdzie liczby
4 rozmnozonej przez — 4, iest— 16 ; lecz dwie
te liczby maigce przed sobg odmienne znaki , nie
sg rowne : iakoz rdznica miedzy niemi zachodzg-
ca iest-8 (24). lloczyn zatem ich nie iest kwadra-
tem. Poniewaz wiec ilosci odiemne nie maig pier-
wiastku kwadratowego, dla te'y przyczyny pier-
wiastki takowe nazwano iloSciami bezistotnemi,
albo uroionemi , guantitates imaginariae. Trafie
sie one moga dosy¢ czesto przy rozwigzywaniu,
rownan drugiego stopnia , iak obaczymy nizey.

121. Nie wszystkie réwnania stopnia drugiego

sg tak proste, iitk te ktéresmy dotad mieli, w kto-
rych iedna strona iest kwadratem niewiadomey,
a strona druga ma same iloSci wiadome. Nayczg-
sciey rOwnania stopnia tego sg mieszane, to iest
zamykaig w sobie trzy rgatunki wyrazéw: loa
wykazy w ktorych sie znayduie kwadrat niewia-
domej; 2re wyrazy w ktor ych sie znayduie pier-
wszy stopien niewiadomey; 3cie wyrazy wiado-
me: takie sg rownania nastepuigCe :

~ PieTwsze z tych dwo6ch rownan iest nieco pre-
Seteys?e od drugiego; gdyz ma tylko trzy wyra-
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zy, a kwadrat niewiadomej X iest w niem do*
dayny i niema zadnego spoétczynnika wyraznego.
Taki ksztalt kazdemu réwnaniu tego gatunku na-
da¢ potrzeba pierWej, nim sig przystapi do roz-
wigzywania. Wszelkie rownanie mieszane, czyli
iak ie czgsciej zowiag zupeine stopnia drugiego,
sprowadzone do tego ksztattu mozna bgdzie wy-
razi¢c w nastepuiacey formule:

w ktérej pi g sg ilosci wiadome dodayne lub
odiemne.

Chcac dane réwnanie stopnia drugiego spro-
wadzi¢ do tego stanu, trzeba 16d przenies¢ na ie-
dng strong rownania wszystkie wyrazy do Kkté-
rych wchodzi ilos¢ niewiadoma x ; 2re iez¢li kwa-
drat niewiadomej X iest odiemny, uczyni¢ go do-
daynym zamieniajac w réwnaniu wszystkie znaki
4- na — ii— na 4- (53); 3cie podzieli¢ wszystkie
wyrazy przez mnoznik ilosci XX (54), lub wszy-
stkie wyrazy rozmnozy¢ przez iey dzielnik , iezeli
ilos¢ ta iest rozmnozona, lub podzielona przez i-
losci wiadome. Zastosowawszy to do réwnania

bgdzie Idd przeniéstszy wyrazy niewiadome na
iedng strone

Zre zamieniwszy znaki w catem réwnaniu,.

Tyde rozmnozywszy wszystkie wyrazy przez dzi/I*~
nik 5,

podzieliwszy wszystkie wyrazy przez mno™>
znik 3,

Réwnanie to- poréwnawszy z formutg ogolna
X24-pX — (znaydziemy w tym, szczegdlnym przy-
padku
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122. Chcac réownanie do tego ksztattu sprowa-
dzone rozwigza¢ . trzeba sobie przypomnie¢ to
cosmy wyzey (101) powiedzieli , ze kwadrat ilosci
ztozone'y z dwoch wyrazéw zamyka zawsze kwa-
drat wyrazu pierwszego , podwoyny iloczyn wy-

razu pierwszego przez drugi, i kwadrat wyrazu
drugiego, i ze tern samem pierwsza stropa ro-
wnania

w ktérem a i b sg ilosci wiadome, iest zupetnym
kwadratem, ktérego pierwiastek iest X+ a Wzig-
wszy wiec pierwiastek kwadratowy pierwszey
strony, a oznaczywszy go ze strony drugie'y, wy*

padnie X+ a— + V b; wigc x =>ea + \&b
Roéwnanie wigc drugiego stopnia bytoby ta-
twe do rozwigzania, gdyby pierwsza iego strona
byta zupeltnym kwadx*atem, iak iest w réwnaniu
X2t-2ax -ha2=6. Lecz w réwnaniu og6lnem

pie'rwsza strona zamyka iuz dwa wyrazy, Kktore
uwaza¢ mozna za dwie pierwsze czgs$ei kwadratu
ilosci z dwéch wyrazéw zlozony; to iest: x2 :za
kwadrat pierwszego wyrazu X, i pPX za podwody-
ny iloczyn wyrazu pierwszego i drugiego. Po-
dwoyny ten iloczyn wyrazu pierwszego i drugie-
go podzieliwszy przez wyraz pierwszy dwa razy

Wzigty, to iest przez 2x, bgdzie 2— czyli -p (40)
X

Wyraz drugi szukanego pierwiastku. Aze X + \p po-
dniesione do kwadratu czyni xt+ - t - \p~;do pier-
wszey zatem strony réwnania ogdlnego X1t pX=q
dodawszy %p2 strona ta hgdzie zupetnym kwa-
dratem , ktérego pierwiastkiem iest X p. Lecz
dodaigc | p2 do strony pierwszey dla dopetnienia
kwadratu, trzeba takze tg samg ilos¢ dodaé¢ do
strony drugie'y dla utrzymania migdzy stronami
rownosci. Tym sposobem réwnanie og6lne XX
Hhjjx= q, zamieni sig w nastgpuigce ;

Wy
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Wyciggngwszy pierwiastek z obu stron, b§°
dzie

Wezmy ieszcze rOwnanie x%> px = Q.

Uwazaigc dwa wyrazy pierwsze'y strony teg©
réwnania za dwie pierwsze czesci kwadratu ilosci
ztozoney z dwéch wyrazdéw, to iest: x2 za kwa-
drat wyrazu pierwszego x, i — px za podwoyny
iloczyn wyrazu pierwszego i drugiego; podwdy-
ny ten iloczyn podzieliwszy przez~wyraz pierwszy
dwa razy wziety , to iest przez 4- 2x, bedzie

do pierwszey zatem strony réwnania danego

X% pX —(q, dodawszy strona ta bedzie zu-
petnym kwadratem, ktorego pierwiastkiem iest
X> | p. Lecz dodaigc do strony pierwsze'y

dla dopetnienia kwadratu, trzeba takze ®& sarne
ilos¢ doda¢ do strony drugie'y dla utrzymania mie:
dzy stronami réwnosci. Tym sposobem rdéwnanie
dane x2+ pPX — g, zamieni sie¢ w nastepuiace;

Wyciggnagwszy pierwiastek z obu stron, bedzie

Dziatanie to niczem sie nie rézni od wycia ga-
nia pierwiastku sposobem zwyczaynym podiug
prawidet wyzey wskazanych (102). Jakoz niecft.
pedzie réwnanie x2-t-bx = 4o.

Kzecza iest widQczaig3 U chcac ' réwnanie  ta

VOoIr
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rozwigzaé, czyli chcac .znalez¢ waznos$¢ dla X,
trzeba z obu stron wyciggng¢ pierwiastek kwa-
, dratowy: gd) z inaczey strona pierwsza tego ro-
wnania zamykaiaca w sobie ilos¢ kwadratowa
X2 nie moze sie zamieni¢ na X. Bedzie zatem

W yciggaigc z pierwsze'y strony pierwiastek
kwadratowy sposobem zwyczaynym, Znaydziemy
pierwszg cze$¢ szukanego pierwiastku X, i pozo-
stajg reszty + (jx. Ktoérg podzieliwszy przezpier-
wszg cze$¢ pierwiastku dwa razy wzieta, to iest
przez r+~2X, iloraz 4- 5 bedzie drugag czescig szu-
kanego pierwiastku: Przez tg cza$¢ druga pier-
wiastku to iest przez 4- 5 rozmnozywszy 2X 4- 5,
iak wymaga dziatanie zwyczayne , iloraz 4-6x 4-9,
nie moze by¢ od pozostale'y reszty, to iest od
4- 6* odciggniety, iako od niey 9iednosciami wie-
kszy ; skad wnosimy , ze piehwsza strona danego
réwnania powiekszona 9 iednosciami bedzie zu-
petnym kwadratem pierwiastku X 4-3. Dodawszy

. zatem 9 do pierwszey strony dla dopetnienia kwa-
dratu, a elo drugiey dla utrzymania miedzy stro-
nami réwnosci, rownanie dane zamieni sie w na-

stepuiace :

Wyciggnawszy pierwiastek kwadratowy z obu
stron bedzie

Gdyby byto réwnanie X2— 6x = 40 dziatlanie
W te'mby sie tylko od poprzedzajacego rdznito,
ze po znalezieniu pierwszey czesSci pierwiastku,
ktéra iest X , pozostalg reszte — 6x podzieliwszy
przez te cze$¢ pieYwszg dwa razy wzietg , to iest
przez 4- 2X ; iloraz — 3 bedzie druga czesScig szu-
kanego pierwiastku: reszta iak wyzt'y.

Skad sie okazuie, ze chcacirozwigza¢ réwna~
nie stopnia drugiego, trzeba naprzod dopeinié¢ kwa*
dratu strony pierwszey nastepuigcym sposobem i
wzig¢ poiowe wiadomego mnoznika pierwszey po-

Hs*
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iegt ilosci niewiadomey, podnies¢ ia do kwadratu}
i kwadrat ten doda¢ do obu stron daigc przed dru-
ga strong [znak podwdyny +. Pierwiastek strony
pierwszey zawsze si¢ sktada z iloSci niewiadomey
x, 1 z potowy ilosci wiadomey mnozg ey w dru-
gim wyrazie ilos¢ niewiadomag x , wzigtey Z takim
znakiem , iaki iest przed drugim wyrazem danego
réwnania.

123. Moznaby takze ten sam wypadek otrz
mac¢ Kamienhiaigc rownanie drugiego stopnia mie-
szane , na réwnanie proste, nastepuigcym sposo-
bem : niech, bedzie réwnanie X14- pXx = q.

Uczynmy X= Y — i p; bedzie wiec

Waznosci te potozywszy w réwnaniu pie'r*
wszem zamiast X2*i pX , roOwnanie to zamieni sig
W nastepuigce :

Aze X—Yy< "p, a tem samem y= X -t-§p;
powyzsze wiec rOwnanie zamieni sie w nastg-
puiace:

Gdyby byto rownanie x4—epX = (, zamieni-
libySmy ie na réwnanie proste tym samym spo-
sobem , z tg tylko odmiang, ze trzeba uczyni¢
x — U-y\ v- .

Przyktady. Znalezé liczbe, ktérey kwadrat
powiekszony tg samg liczbg wzietg razy 7 czyni 4a4.

124. Oznaczywszy liczbe szukang przez x
bedzie podiug warunkéw zagadnienia rownanie
Xa+ 71X =44 ,

w ktérem potowe liczby 7 mnozgce'y niewiadoma
X w drugim wyrazie podnidstszy do kwadratu,

i kwadrat ten , ktory iest — , dodawszy po obu
4

* str#-
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stronach, réwnanie to zamieni sig w nastgpu-
iace :

4 ar
Pierwiastek strony pierwszey , podiug- pr&=
widta powyzszego (123)" iest x-f-|; pierwiastek
za$ strony drugiey znaleziony sposobem zwyezay-
nym iest o bedzie wiec

Pie'rwsza waznos$é X, to iest 4 rozwigzuie za-
gadnienie w znaczeniu iego wystowienia ; gdyz
X2— 16; 7.~M"285 x2-+-7y = 16+28 = 44.

Co sig tycze waznosci drugiey, ta poniewaz
iest odiemna , wyraz gX= 7x— 11 = 77., trze-
ba od x2 odigé¢; aw tym przypadku wystowienie
zagadnienia powinno byc nastgpuiace :

Znalez¢ liczbe, ktorey kwadrat zrrnieyssywszy
tg srma liczbg wzietg razy 7; zostanie reszta 44.

Stosownie do tego wystowienia wypadnie na-
stepuiaee réwnanie :

z ktorem odbywszy dziatanie takie, iak wyzey,
bedzie

Tu wazno$¢ odiemna X zamienita sig na dodayna,
dodayua za$ na odiemna: gdyz pierwsza czyni zu-
petnie zadosy¢ warunkom drugiego wystowienia,
druga za$ z niemi sig nie zgadza.
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125. Czestokro¢ obiedwie znalezione waznosc
ezynig zupetnie zadosy¢é warunkom wystowienia.
Takie iest zagadnienie nastepuigce :

Znalez¢ liczbe, do ktérey kwadratu dodawszy
1$, summa to réwna bedzie tey samey liczbie wzie-
tey razy 8.

Oznaczywszy przez X liczbe szukang bedzie
réownanie

W ktérebn utozywszy wyrazy podiug- formuty oO*
go6lne'y X24-pX — Q, bedzie X2—8X — < 15. Do-
petniwszy kwadratu , wypadnie

A zatem dwie sg liczby 5i 5, ktére czynia
aadosy¢ warunkom wystowienia.

126 Czasem obiedwie znalezione waznosci sg
odiemne , co ldowodzi, Ze dane zagadnienie ani
przez iedne ani przez drugg wazno$¢ nie moze
by¢ sprawdzone w wilasciwem znaczeniu swoiego
wystowienia. Takie iest rownanie nastepuigce:

X24-5X 4-b— 2, '

ktore oznacza, ze trzeba znalez¢ liczbe, ktorey
kwadrat, powiekszony .naprzéd tg sama liczbg wzie-
ta razy 5, a potem 1hzbg 6, pvivmien uczynic¢
summe réwng liczbie 2. Samo wystowienie okazu-
ie, ze zagadnienie to nie moze by¢ sprawdzone
przez dodawanie: rzecz bowiem iest nie podobna,
aby liczba 6, ktora iest wieksza od 2, dodana
do iakie'y liczby czynita 2, Jakoz z réwnania te-
go wypada,

Znalezione waznosci obie odiemne oznaczaia,
ze wyraz $X powinien byé od innych odiety,'i
ze tem samem wystowienie nalezy sprostowa¢ w
nastepuigcy sposob; "Zna-
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Znalez¢ liczbe, ktérey kwadrat zmniejszony
sama liczbg wzieta razy $ i powiekszony liczbg
£ czyni 2.

Podtug-tego wystowienia wypadnie réwnanic
X7+ 5* 4-6= 2, z ktérego otrzymamy dla X dwie
Waznosci dodayne i i 4.

127. Wezmy ieszcze zagadnienie nastepuigce :
Podzieli¢ liczbe p na dwie czesci, ktérychby ilo*
1cn réwnat sie ilosci g.

‘Oznaczywszy iedne z szukanych czes$ci przez
X, druga bedzie p— x, aich iloczyn (p”™-x) X
= px— X2 Bedzie wiec réwnanie

Rownanie to rozwigzawszy sposobem zwy*
Czaynym , znaydziemy

'Ib iest: pierwsza z cze$Ci szukanych iest 7,
& druga tern samem bedzie i0>— 7==5 Wzig*
wszy za$ za Cze$¢ pierwszg szukang 3, druga be*
dzie 10— 3= 7. Widzimy tu, ze zagadnienie t®
stosownie do wystowienia ma tylko wiasciwi®
mowigc iedno rozwigzanie : gdyz w rozwigzaniu
drugiem sg te same dwie czesci tylko W odmien*
nym porzadku.

Uczyamy znowu ip= ia, q — 30. Znay-
dziemy

-ZnalezlisSmy tu dwie waznosci dla X, do kfo*
rych wchodzi ilos¢ bezistotna (120),

Abysmy doszli skad ta ilos¢ bezistostna Wzig*
la poczatek; przypatrzmy sie z uwagg réwnaniu
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a postrzezemy, ze nie mozna na pamigé nazna-
cza¢ waznosci liczebnych dla p i qV bo iezeli wa-
znos$¢ q wieksza bedzie od |p 2, to iest od kwadra-
tu §p, ilo$¢ |p2—q bedzie odiemna, a tern sa-

mem wyraz V ip *-q bedzie bezistotny, iak
iest w przyktadzie ostatnim , gdzie waznos$¢ qczy-
li 30 wieksza iest od 5p2, to iest od z5.

Jakoz zadna liczba nie mozrf by¢ na takie dwie
czesci podzielona , ktorychby iloczyn wiekszy byt
od kwadratu z potowy teyze liczby. Na okaza-
nie tego oznaczmy przez r réznice miedzy dwiema
szukanemi czeSciami, ktorych summe oznacza li-
czba p. Poniewaz z dwoch ilosci nieréwnych
wieksza réwna sie potowie ich summy wiecey po-
towag roznicy , a mnieysza rowna sie potowie
summy mnie'y potowg réznicy (8), bedzie wiegc
| p+ p czesé wieksza, *p— 5r czes¢ mnieysza,
a iloczyn ich @p+in (| p—if)= \p2—i r2:
skad sie okazuie, ze iloczyn dwoch iakichkol-
wiek czesci liczby daney zawsze iest mnieyszyod
-£p2, czyli od kwadratu z potowy ich summy,
poki tylko r bedzie miato iakg wazno$é¢; a kiedy
r= o, na ten czas kazda z tych czesci = |p, ilo-
czyn za$ ich iest 4p2. Rzecz wigc iest nie podo-
bna, chcie¢ aby iloczyn dwéch czesSci iakie'y li-
czby wiekszy byt od kwadratu z potowy ich sum-
my ; iak iest w przyktadzie powyzszym , gdzie
chcielismy znalez¢ dwie czesci liczby
10, ktérych iloczyn 30 wiekszy iest od kwadratu
Z potowy ich summy, to iest: od 25. W tym
wiec razie wypadek bezistotny ostrzega, ze to
czeguSmy w zagadnieniu szukali, nie ma mieysca.

128 Wszystkie zagadnienia drugiego stopnia,
ktéresmy dotad rozwiazali , tatwe byty do utoze-
nia w rownanie algiebraiczne. Nastepuigce beda
pod tym wzgledem nieco trudnieysze. Lecz pra-
widto podane wyzey (58) na zagadnienia stopnia
pie'rwszeg®© i tu takze przyniesie znaczne uflatwie-
nie.

Za-
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Zagad. 1. i7§ cz. zt podzieli¢ miano zaréwno
na pewnag liczbe osob, ktérych 2 ubyto, przez co
dziat krzdey z Bozostalych powiekszyt sie 10 cz.
zt. llez bylo oséb, i ile sie kazrley dodato?

Znalaztszy liczbe szukang os6b, chcac potem
dowiedzie¢ sie czy ta liczba iest prawdziwa, do-
szedtbym tego sposobem nastepuigcym. Naprzdd
175 cz zt. podzielitbym przez poczatkowa liczb§
0s6b, a iloraz okazatby ile kazda z nich miala,
dostrio poki byty wszystkie. Potem te same 175
cz. zt. podzielitbym przez liczbe osé6b zmnieyszo-
ng 2 *iloraz okazatby ile kazda ma dosta¢ po u-
byciu 2 os6b: a ieSliby drugi iloraz byt wiekszy
to cz zt od pierwszego, byloby to dowodem,
ze znaleziona liczba oso6b iest prawdziwa. Ozna-
czmy wiec szukang liczbe os6b przez X, i za po-
mocg znakoéw algiebraicznych wskazmy te same
rozumowania i dziatania, ktéreSmy dopiero wy-
stowili .

176
Bedzie naprzéd——)z——dzia’r kaEde'y z oséb pdki

byty wszystkie. Potém dziat kazde'y z O-
Xe 2

s6b po ubyciu 2. 'Aze podiug warrnku zagadnie-

nia dziat powtérny iest 10 cz. zk| wiekszy odpie'r*

Wszego, bedzie wiec rownanie

w  ktérém znidstszy mianowniki podiug pcwyi
szego prawidta ¥57) i odbywszy inne dziatlania
potrzebne do uwolnienia niewiadome'y od wiado-
mych, otrzymamy rdéwnanie drugiego stopnia
X2—-X — 30, ktére rozwigzawszy sposobem poda-
nym wyze'y (22) ,,znaydziemy
X— 1= +6 To iest x =*7, alboX —e 5.
Waznos$¢ X dodayna sprawdza zagadnienie po-
dtug iego wystowienia; waznosé¢ zas odienma na-
lezy do kmego zagadnienia, ktore tern sie od po*
K a prz«-
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przedzalacego r6zni, ze liczba oséb nie zmniey-

sza sie , ale sie powieksza 2, i ze dziat powtdr-
ny mnieyszy iest 10 cz. zt. od pierwszego.
Zagad. Il. Zgodzono dwoch rzemiesinikow na

rézng zaplate dzienng: pierwszy po uptynieniu
pewney liczby dni dostat <6 zt., drugi, Ktory w
tymze przeciagu czasu 6 dni préznowat « dostat
ZF 54. Gdyby drugi pracowat byt caly czas, a
pierwszy 6 dni préznowat , na ten czas obadwa by-
liby réwna summe dostali w zaptacie : Po. ilez dni
kazdy z nich pracowaly i iaka iest kazdego za-
ptata dzienna ?

Znalaztszy liczbe dni, ktére pracowat rze-
mieslnik. pierwszy, sprawdzitbym ig sposobem
nastepujacym: naprzod przez te liczbe dni podzie-
litbym g6 zt. a iloraz okazatlby zaptate dzienng
rzemiesSlnika pie'rwszego ; potem przez te sarne li-
czbe dni zmnieyszong 6 podzielitbym zt. $4, a i-
loraz okazatby zaptate dzienng rzemiesinika dru-
giego. Nakoniec rozmnozytbym zaptate dzienng
rzemie$inika drugiego przez cata liczbe dni, za-
ptate za$ dziennag rzemies$lnika pierwszego przez
liczbe dni zmnieyszong 6; a iesliby dwa te ilo-
czyny byty réwne, bytoby to dowodem, ze
znaleziona liczba dni iest prawdziwa. Oznaczy-
wszy zatem liczbe dni, ktére pracowal rzemie-
$Inik pierwszy przez X, liczba dni, ktore praco-
wat drugi, bedzie x+— 6. Zaptata dzienna pie'r-
Wszego bedzie _ ; zaptata dzienna drugiego .————é.

X Xo—
Gdyby rzemies$inik drugi pracowat przez

dni X / zaptata iego catkowita bytaby X X
*

54
= -—-; apierwszy pracuigc tylko przez

dni X *~6, bytby dostat catkowitey zaptaty (x—6)
9N _ 96 (1 *— 6)
X 1

Aze poditug zagadnienia rfwa te iloczyny sa
rowne, bedzie wiec ja.x
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Rownanie to tatwo rozwigzaé mozna sposo*
bem zwyczaynym : lecz mozna takie uzy¢ nastg-
puigcego skrocenia :

Podzieliwszy obie strony przez, 6, bedzie

ib (x—6) (x—Db).

W tem roéwnaniu obie strony sg widocznie
kwadratami : 982 ma za pierwiastek 3x, 16 (x— 6)
(x—1) ma za pierwiastek 4 (x—) , bedzie wiec
dx= %+ 4 (x— 6); a tem samem X = z4; albo
g —* 24

\

7

Podiug- pierwszego rozwigzania rzemies$lnik
pierwszy pracowat przez dni 24, a zatem brat
na dzien po zt. || = 4: drugi za$ pracowat tylko
przez dni 18, i brat na dzien po zt Jjg= 3.

Drugie rozwigzanie nalezy do innego zaga-
dnienia liczebnego.

Zagad. lii. Dano bankierowi dwa wexle , iev
den na 550 cz. zt. drugi na 720 cz, zit. pierwszy
ma by¢ wykupiony za 7 miesiecy, drugi za 4 mie-
sigce. Bankier dat na nie 1200 cz. zt. Jakiz po-
tracit sobie procent roczny ?

Dla uniknienia utomkéw, oznaczmy procent
roczny od 100 cz. zt. przez i2x; bgdzie wiec X
procent miesieczny, podiug prawidet arytmety-
cznych na odtracenie procentu , warto$¢ terazniey-
szg wexlu pierwszego znaydziemy przez nastepu-

igcg proporcya :

Warto$¢ teraznieysza drugiego Wtxh* wypa-
dnie z nastgpuiacey proporcyi:

1?0-
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Dodawszy dwie te warto$ci, bedzie réwnanier-

Podzieliwszy obie strony przez 200, bedzie

Podzieliwszy -obie strony przez 2, bedzie

Ot 0%
Dopetniwszy kwadratu sposobem wyzey po-
danym , i odbywszy inne dziatania zwyczayne

ana.ydziemy

Utomki bedace pod znakiem pierwiastkowym
sprowadziwszy do iednakowego mianownika, bg™
<dlzie

W utomku tym mianownik iest kwadratem zu-
peinym: wyciggngwszy zatem pierwiastek z lir
<flznika przestaigc "tylko na trzech dziesietnych,
znaydziemy 837, 869 na pierwiastek liczby 702025,
Waznosci zatem,* beda

Pierwsza- tylko z tych waznosci rozwigzuie
zagadnienie stosownie do. iego wystowienia, be-
dzie zatemprocent od.ioo roczny czyli za 12 mie*

u- uUX
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ROZDZIA&L VI
O postepach Arytmetycznych i Jeometrycznych.
I. o Postepach arytmetycznych.

180 Wszystko to cosmy dotad powiedzieli;
nie iest ieszcze dostateczne do rozwigzania wiel-
kiej liczby zagadnien z wielu wzgledéw nader
Waznych, iak sg np. zagadnienia o procentach
sktadanych czyli o procentach od procentéw itym
podobnych : wiadomos$ci w tym i w nastepuigcym
rozdziele wytozone utatwig do tego droge

Ylezmynp. latwe zagadnienie danAE isosc po-
dzieli¢ na pen na liczbe czesci takich , aztby roéznica
miedzy kazda czescig i druga po niey nastepuigcy
byta zawsze ta sama, i rownata sie Liczbie daney.

Niech bedzie np. liczba 28 dana do podziele-
nia na 7 czedci takich, azeby r6znica miedzy cze-
$cig pierwszg i druga, miedzy druga i>trzecia,
miedzy 1r'.ecig i czwartg i t. d. rOwnata sie iedno-

18ci Oznaczywszy cze$é lwszg przez X, 2ga be-
dzie = x-t~i, 3eia — X 2, 4ta = x ¥ 3, sta =s
X 4-4, lita — X -+5,,7ma = X4-6; a summa wszy-
stkich = 7x +#21. Ze za$ summa tych czesci po-
winna czyni¢ 28, bedzie wiec rownanie
7x 21 = 28; a zatem 7x =7:

CzesSci wiec szukane sg: i, 2 3 4, $ b 7<
Moznaby takze, oznaczywszy cze$¢ iw »z3 Przez
X, 293 oznaczyé przez x — 1, 3cig przez x— 2,

4Atg przez x«— 5, $ta przez x-— 4, btg przez* —

7mg przez x — 6. W tym przypadku summaw szy-

stkich czesci iest 7x 21, i bedzie réwnanie
Ix— 21 = 28; wiec 7x=»4g, X— T

A zate/n szukane czesci sg : 7. 6. 5. 4. 5. 2. L

Pwa te znalezione szeregi liczb tum sier
mie-
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liligdzy sobg réznig, ze kazdy wyrazw pierws”™ynk
iest wigkszy od poprzedzaigcego., w drugimmniey*
szy od poprzedzaigcego. z reszta obadwa czynia
zadosy¢ warunkom zagadnienia : gdyz Summa
wszystkich, czgsci tak w pierwszym iak w dru-
gim réwna sig liczbie daney 28> a réznica mig--
dzy dwoma po sobie nastgpuigcemi wyrazami iest
zawsze iednakowa i réwna sig 1.

Wszelki szereg liczb takich , ze rdznica, mig-
dzy dwiema liczbami przyleglemi iest zawsze ta
sama, zowie sig Postepem arytmetycznym, progres-
sio arithmeiica. Postgp : w ktorym kazdy wyraz,
wigkszy iest od poprzedzaigcego , nazywa sig po-
stgpem rosngcym, crescens; postgp, w ktérem ka-
zdy wyraz mnieyszy iest od poprzedzaiacego, zo-
wie sig postgpem zmn'ieysza'u[cym, sig. lub, malejg-
tym , decresctns.

Stosunek arytmetyczny, iakosmy powiedzieli
(85) >iest to samo, co roznica migdzy dwiema |i
czbami zachodzaca h a proporcya arytmetyczna
ciggta sktada sig z dwdch stosunkoé\y rownych i
takich, Zze nastepnik stosunku iednego réwny iest,
poprzednikowi stosunku drugiego. Skad iuz ta-
two uczyni¢ wniosek, ze proporcya arytmetyczna
ciggta iest postgpem z trzech tylko wyrazéw zio,-
zonym, i ze kazdy postgp arytmetyczny tak ro-
snacy iak maleiagcy iest ztozony z, pewney liczby
stosunkéw rownych i takich , ze nastgpnik kazde-
go stosunku iest rowny poprzednikowi stosunki*
nastgpnego. Dla tego tez r6znica migdzy wyraza-
mi postgp skladaigcemi zachodzgca zowie sig Ssto,-
sunkiem postgpu,' Algiebraicznie* postgp arytmety-
«zny wyraza sig tak :

i 30. W ogélnosci niech bgdzie postgp. arytme
tyczny iakikolwiek

ktérego, stosunek, czyli réznica migdzy wyrazam*
. aachodzaca iest I\ Postgp ten. moze byé albo ror
«n%cy, alba mielgcy..

W
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W pierwszym przypadku poniewaz kazdy wy-
raz. wiekszy iest roznicy r od swego poprzedni*
ka, bedzie wiec

W 2giem z tych rownan zamiast b potozy-
WSzy iego waznos$¢ z rownania pierwszego , bedzie

Te waznos$é C pot®zywszy w réwnaniu. Serem,

Tg waznos$¢ d potozywszy w réwnaniu: 4tem,
bgdziew ==a™L»rir i t. d. A

To iest: w> postepie arytmetycznym rosngcym
Wyraz drugi b rowny iest wyrazowi pierwszemu
m powiekszonemu réznicg I raz wzietg ; wyraz
%zeci c réwny pierwszemu powiekszonemu rézni-
ca wzietg dwa, razy; wyraz czwarty drowny pier-
wszemu powiekszonemu réznicg wzieta trzy razy.
I tak daley wyraz np loty rowny pierwszemu po-
wiekszonemu roéznicg wzietg razy 9: w ogo6lno-
§ci, wyraz, zastepuigcy mieysee n, czyli , iak sig
zwyczaynie mowi , wyraz nty, rowny iest pier-
wszemu powiekszonemu-réznicg wzietg razyw—1;
ézyli , oznaczywszy przez | wyraz zastepuiacy
mieysee nte, bedzie

Kiech bedzie np. postep

W przypadku drugim , kiedy postep iest ma-
lieigcy , w ktérym kazdy wyraz, mnieyszy iest roé-
znica od swego nastepnika, na ten czas w réwna*'
niacn. A~ a—r, c— /=71, d-—Cc= r, ilo$¢ r ma
Waznos$¢ odiemng, iako pozostata reszta z odigcia
liczby wiekszey od mnieyszey. Cucac wiec po>
%:yz~ze'y formuty uzy¢ dla znalezienia wyrazu i
NSStgp.uigceeo mieysee nte w postepie maleigcym,

, trze-
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trzeba dla r d®6 wazno$¢ odiemna. | tak niech
bedzie postep

W ktorym *»=21, rcs'—3: znaydziemy podiug
teyze formuty , stosownie do poprzedzajgce'y u-
wagi wyraz siédmy = 21 4- (7— 1) X— 5= 3;
Szukaigc za$ dalszych wyrazow tegoz postepu
znaydziemy wyraz 6smy — o0, wyraz dziewiaty
1 sSc—3, wyraz dziesiaty = — 6; i t. d.

i3i. Niech bgda dwa postepy

w ktoérych przerwa kropkami oznaczona moze by¢
zapetniong tylu wyrazami ile sie yjfcoba. Jezeli
pierwszy z tych dwoéch postepéw Test rosnacy,
drugi by¢ musi maleigcym : gdyz wyrazy drugie-
go idg w porzadku odwrotnym wyrazow pierwsze-
go. Oznaczywszy przez S summe wszystkich wy-
razOw ieden postep sktadaigcych, bedag dwa ro6-
whania

Dodawszy do siebie strony ®©dpowiadaigce
tych dwoéch réwnan , bedzie

W réwnaniach tych dodawszy strony odpo-
wiadaigce sobie, wypadnie

nowname zatem powyzsze zamieni¢ mozna w
nastepuigce:

Rzecz iest przez sie widoczna , ze summa
dwoch wyrazéw skraynych w postepie, to iest
imama, a+ i K powinna hyc 2drugiey strony tego

ré-
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rownania tyle razy powtdrzona, ile postep ma
wyrazéw. Oznaczywszy wiec przez n liczbe wy-
razbw postep sktadaiacych, powyzsze réwnanie
zamieni sie w nastepujace;

T6 iest: suTa ich wyrazdw postep a-
rytveiyczny  skdadaiacych, rdAmsilgsmﬁevwra-
zowskralnyh raznnozorey przez li Wrazow
i podiziloey przez 2 przez liczbe

132. Za pomocg dwoéch powyzszych réwnan

w ktérych znayduig sie piec ilosci , toiest: awy-
raz pierwszy, r stosunek, i wyraz ostatni, n li-
czba wyrazowi S summa tychze wyrazéw, mo-
zna tatwo wynalez¢ dwie ktérekolwiek z tych pie-
ciu ilosci, gdy trzy inne sg wiadome. Jakoz w
réwnaniu iwsze'm wzigwszy 1ad wazno$¢ a, 2re
waznos¢ /, 3ag waznos¢ n, i waznosci te poto-*
zywszy nastepnie w réwnaniu 2giem, otrzymamy
nastepuiace réwnania:

Za pomocg tych pieciu rownan tatwo bedzi.e
rozwigza¢ nastepuiace zagadnienia :

iwsze Maiec wiadone r, 1, r\, dbor, 1, s,
dbor, *, s, do1, n, s, znalezC a 2gie ne&
igc wiadone a, 1, s, dbo a, 1, n, a, n,
S dbo1, n, s, znalezC r. 3cir Malgc wiadare
a,r,n,dmoa, r, s, «/60a,nAs, dbor, n,
s, znaltZ¢ 1. . ite Meigc wiadone a, r, 1, dbo
** Kf s, dbo af 1, s, dbor, Irs; znalezt n.
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*te Maigc tuiadome a,r,I, albo a, r, n, albo
s n, albo r, 1, n, znalez¢ s.

* Kazde z tych dwudziestu zagadnien tatwo
ty¢ moze rozwiazane za pomocg iednego z pieciu
powyzszych rownan, | tak np. zagadnienie to :
maigc wiadome 1, r, s, znaleZzC a, rozwigzemy za
pomocg réwnania (5), w ktéorem znayduiag sie
wszystkie czte'rv ilosci wchodzgce do zagadnienia.
Inkoz w réwnaniu tern przeniéstszy niewiadome
na iedne a wiadome na drugg strone, bedzie

Druga strone rozmnozywszy i podzieliwszy
przez 4,

Tym. samym sposobem z tegoz réwnaniaznay- °
dziemy nastepuigca waznosé¢, dla/, kiedy a, r i
S sg dane; !

Podobniez chcac znalezé waznos$¢ dla n, gdy
sg dane, S, r., az réwnania (4) wyprowadzimy na-
stepnie
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N akoniec chcac znalez¢ wazno$¢ dla n, gdtf
sq dane |. r, s, zaaydziemy za pomoca zré-
wnania (3) sposobem podobnym do poprzedzaia-
cego,

Li
W innych wszystkich przypadkach szukane
waznosci sg w stopniu pie'rwszym , iak sie ©tein
tatwo przekona¢ mozna.
Niech bedzie np. postep -7- i. 3. 5. 7. 9. 11,
w ktérym ¢=1, r 2, /*=11, st=36. Chcac
sprawdzi¢ formute poprzedzaigcg, trzeba w niey
zamiast gtosek i, r i s potozy¢ liczby 11, 2 i 36>
i bedzie

U. O Postepach Jeomtlrytznych.

233. Postepy geometryczne te'm sie od aryt-
metycznych rdzniag, ze w nich nie réznica mie-
dzy wyraza™! , ale iloraz kazdego wyrazu prze*
wyraz poprzedzaiacy podzielonego iest zawsze ie*
dnakowy- Dwa nastepuigce szeregi liczb



i58 Rozdziat VII,

sg postepy ieometryczne : w pierwszym iloraz
czyli stosunek iest 3, W drugim | ; pierwszy na-
zywa sig rosngcym , drugi maleigcym. Obadwa
ztozone sa ze stosunkdw jeOmetrycznych réwnych
i takich, z?nastepnik kazdego stosunku, iest po-
przednikiem stosunku nastepnego: dla tego tez al-
gebraicznie oznaczaig sig takim sposobem , iakiego
uzywamy na oznaczenie stosunku jeometrycznego.

W ogélnosci niech bedzie postgp jeometry-
czjny iakikolwiek

W rownaniach tych znidstszy mianowniki*
bedzie

W réwnaniu drugiem zamiast b potozywszy

iego wazno$6 z rownania pierwszego ; bedzie
C= agXqyczyli c= aqz )
Tymze#sposobem znaydziemy d= e=ssaqi

f —agh Dany zatem postgp zamieni sig w nastg-
puigcy:

To iest: w postepie jeometrycznym wyraz
drugi rowny iest lwszemu rozmnozorTemu przez
stosunek podniesiony do potggi iszey; wyraz 3ci
rowny iwszemu rozmnozonemu przez stosunek
podniesiony do potggi 2giey, wyraz 4ty rowny pier-
wszemu rozmnozonemu przez stosunek podniesiony
do potggi 3ciey; i takdaley. Wyraz np. i©ty réwny
iwszemu rozmnozonemu przez stosunek podniesiony
do potegi gtey ; wyraz wty réwny iwszemu roz-
I"nozonemu przez stosunek podniesiony do potegi

«—i ; czyli oznaczywszy przez / wyraz zastgpu-
iacy mieysce n, bedzie
I= cigrrl - - - - * (i).

Za pomocg tey formuty w kazdym postepie
je«metrycznym , ktoérego wyraz pierwszy i stosu*
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aiek iest do™ny, znalez¢ mozna iakikolwiek wyraz,
nieprzechodzgé przez wyrazy miedzy pie'rwszym
i szukanym Srodkuigce. Tak np. w postepie
2: 6:it. d Wyraz loty =r 2. 39— 30566.
Podobniez w postepie — 8: 4 : i t. d.
Wyraz loty = 8X(8)9=; 8 X" =eqg| it d.
i54. Niech bedzie postep

ktorego stosunkiem iest (. JKedzie wiec

Strony odpowiadaigce tych rownan doda-
wszy do siebie, bedzie

Oznaczywszy summe wszystkich wyrazéw po-
step dany skiladaiacych przez S, bedzie

W drugiem rownaniu obie strony rozmnozy-
wszy przez (f, bedzie

To iest: chcac znalenc surrme wszystkich wyra-

- z6w postep jeornetryczny skiadaiacych , tizeba wy-

raz ostatni j;oznnczy¢ p)zez stosunek ; odigé¢ od te-

go iloczynu wyraz pierwszy , i reszte podzieli¢ przez
stosunek znnieyszony iednoicia.

Te sarne formule mozna takze otrzymac spo«

sobem nastepuigcym:

postepie a. b:c |

kazdy wyraz iest poprzednikiem wytgczywszy

ostatni | : i kazdy wyraz iest nastepnikiem wytg«
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czywszy pierwszy a. Jezeli wiec S oznacza sum®
mg wszystkich tych wyrazéw, s— | bgdzie sum®
ma poprzednikéw , s<—a summa nastepnikow,
Aze w stosunkach réwnych summa wszystkich po*
przednikéw tak sie ma do summy wszystkich na-
stepnikow , iak ktorykolwiek poprzednik do swex
go nastepnika (95) ; bedzie wiec

Wykonawszy z obu stron mnozenie wskazane 5
podzieliwszy potem obiedwie strony przez a, i
odbywszy inne dziatania potrzebne dla znalezie-
nia waznosci niewiadomej r ; wypadnie iak wy-

Podtugitey formuty summa lociu wyrazow

Podobniez summa lociu wyrazéw postepu ma-

leigcego
q g ti /I\ trn 0

135» Za pomocg dwoch puowyzszych réwnaj

do ktdérych wchodzg ilosci n, /, S, €, n: chcac
eznalez¢ dwie ktorekolwiek z tych pieciu ilosci,
. gdy trzy inne sg dane, trzeba w iednem z nich
znalez¢ waznosci dla a, q, 2, i poktas¢ ie na-
stepnie w rownaniu drugiem. W rownaniu Ww

- zniostby mianownik, bedzie

-1

= Z lego réwnania znaydzietny
413

q
js
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AbySmy trzy te znaleziona waznosci przenies$¢
mogli do réwnania (i), uwazy¢ tu pierwey po-
trzeba, ze iezeli np. n= 5, ua ten czas bedzie
agr+l— g4. W te'm réwnaniu rozmnozywszy obie
stilony przez q, bedzie gr1Xqg= g4 Xq, Czyli
gri x q= gb; aze podiug zalozenia gb= on;
Wiec gn=Xqg— gn.

Po te'y uwadze znaleziong wyzey waznos$¢
| potozywszy w réwnaniu | r=ctigr~1f bedzie

cs rqw-1. Znidstszy mianownik wypadnie

qs—4$ A — PON - (3)
, W temze réwnaniu |~ aqn~1potozywszy zna-
*leziong wyze'y waznos$¢ dla a, bedzie

I— (gt =—0s +S) g ; czyli 1= /qw— xgw-h-rg”*1;
wiec

igne— rgfl— /+ sgn~1= O - - - S N ()|

Nakoniec w temze rownaniu /= ng’*1 za-
miast q potozywszy iego wazno$¢ , bedzie

Zniostszy mianownik, wypadnie

Za pomocg tych pieciu rownan rozwigzujac
dwadzieécia zagadnien , iakie podaliSmy wyzey
(i32) na postepy arytmetyczne , znajdziemy nie-
ktére z nieb tatwe do rozwigzania; iak iest np.
nastepuigce : M igr wiadome q, 1, s, znalez¢ a
i t. d; drugie tatwe wprawdzie do rozwigzania,
bez w spr. wdzeniu na iakim postgpie szczeg6l-
nym czestokro¢ wiele czasu zabieraigce , iakie iest
np. zagadnienie nastepuigce: maiac windo- e a, q,
n, znaiezc s. Rozwigzawszy zagadnienie to za po-

mocg réwnania (3) znajdziemy s= flllL— —+ T§
9— i
L wa*
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waznos$¢ ogodlng chcac zastosowaé do postepu , w
ktorym « = 64, trzeba wazno$¢ (Q podnies¢ do
64tey potegi, co postepuigc sposobem zwyczay-
nym", zabratoby nie mato czasu i mieysca. JNa-
koniec znalezlibySmy i takie zagadnienia, do kto-
rych rozwigzania wytozone dotad wiadomosci nie
sa dostateczne: iak iest Np. nastepuiac.e : maigc
wiadome a, q, 1, znalez¢ n. Rozwigzuigc to za-
gadnienie za pomoca rdwnania (i), znaydzitjpy

W réwnaniu te'm ilos¢ szukana n iest wykta-
dnikiem; gdy tym czasem we wszystkich zaga-
dnieniach , ktéoreSmy dotad rozwiagzywali, wykita-
dnik byt zawsze iloscig wiadomg , i wszystkie
sposoby dotad wytozone nie sg dostateczne na ro-
zwigzanie réwnania, w ktére'm wyktadnik iest i-
loscig niewiadoma. |

Z tegoz réwnania qn~J s= — , chcac znalezé
a

waznos¢ dla q, trzeba z drugiey strony J_  wy.
a

ciagna¢ pierwiastek potegi wskazane'y przez ilos¢
N<— i.; gdy tym czasem dotad podalismy tylko
sposéb wyciggania pierwiastku potegi drugiey
czyli kwadratu, Wiadomoséci w naste puigcym
rozdziele wytozone utatwig rozwigzywanie tych i
tym podobnych zagadnien.

ROZDZI1IAL VIII.
0 LoearytMCtch.

i36. Z tego co$Smy powiedzieli 0 mnozeniu i
dzieleniu ilo$ci maigcych wyktadniki (30,42) > ta-
two iest uczyni¢ wniosek, ze wszelka liczba, wy-
taczywszy i, podnoszona nastepnie do rozmaitych

po-
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ppleg dodaynych i odiemnycb', przybiega ro-
zmaite waznoséci co raz wieksze lub mnieysze od
I. Jakoz iezeli a iest liczbg wiekszg od i, i zna*-
czy np. 10, na ten czas,

Jezeli za$ a iest liczbg mnieyszg od |, i M*B
tzy Mp. | na ten czas

To iest liczba wieksza od i, podnoszona do
poteg dodaynych coraz wiekszych, ma corazwie-
ksze waznosci , podnpszpna do poteg odiemycti
Coraz wiekszych , ma coraz mnieysze waznosci £
przeciwnie za$ liczba mnieyszg od i , w pierwszym
przypadku przybiera coraz mnieysze, w drugim
coraz, wieksze waznosci Wiasnos$¢ ta iest spoina
wszystkim liczcbom , wytgczywszy i , ktora do
Yzszelkiey potegi podniesiona iest zawsze iednoscig, .

1.07. Dla,oznaczenia , ze liczba ~iest nie zmien-
'na i ze za zmiang ie'y wyktadnika zmienia sie
ie'y waznos$¢ , oznaczmy wyktadniki przez X, xX>i
t. d. awaznosci odoowiadaigce przez 7 y'it d.
bedg wiec réwnania ax= k, n*t~y it d. w kto-
rych waznosciom Yy, yli t. d. odpowiadaia inne
Waznosci X, X i t. d; tak , ze iedna z tych wa-
znosci moze bydz wyznaczona przez druga.i
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To iest: chcagc dwie waznosci odpowiadajgce
iedney ze liczbie a do dwéch odmiennych poteg
podniesione'y przez siebie rozmnozy¢ lub podzieli€,
dosy¢ iest wyktadniki liczby aw pierwszym przy-
padku do siebie dodaé, w drugim od siebie odig¢.

Aze potega 2ga, 3o0ia, 4ta'i t. d. kazdey ilosci
réwna sie teyze ilosci wzietey za czynnik razy
2. 3.4 it d 128biezeli wiec a~ v, bedzie

To iest. chcac liczbe iakgkolwiek Yy podniesc
do potegi 2, 3, 4 i 1. d. dosy¢ iest X wyktadnik li-
by a odpowiadaigcly liczbie y rozmnozyé przez
2,3>4 it d

Ze za$ wycigganie pierwiastkéw iest dziata-
niem odwrotnem podnoszeniu ilosci do poteg,
chcac zatem z liczby iakieykolwiek Yy wyciggnac
pierwiastek potegi drugiey, 3ciey, czwartey it.d.
dosy¢ iest X wyktadnik liczby a odpowiadaiagcy

liczbie y podzieli¢ przez 2, 3, 4it d. | tak ie-
zeli ax-="y, bedzie pierwiastek kwadratowy li-
czby y czyli y= af.

Podobniez pierwiastek trzecie'y potegi VY,
czyli y —flfit d.

Tu iuz tatwo postrzedz mozna, ze gdybysmy
mieli tablice taka, w ktéreyby obok kazdey li-
czby Yy znaydowaty sie odpowiadaigce iey wa-
znosci X, tak ze maigc dang liczbe Yy, moznaby
byto znalez¢ X, i odwrotnie; ia ten czas mno-
zenie dwodch liczb iakiehkolwiek Yy , ¥y moznaby
uskuteczni¢ przez dodawanie : bo zamiast dziala-
niana tych liczbach, dodalibySmy waznosci X, Xxjli-
czbom.tym odpowiadajgce, a liczba -w tablicy
znayduigca sie, ktérey ta summa odpowiada, by-
taby szukanym iloczynem. lloraz dwoch liczb
iakiehkolwiek znalezlibySmy w teyze tablicy w
prost réznicy miedzy wazrosciami X, X danym
liczbom odpowiadaigcemi; a t“m sposobem dzie-
lenie skonhczyloby sie na odeymowaniu. Chcac
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jjcjabfi iakg y podnie$¢ do potegi 2, 3,4 it d;
Waznojf¢ X liczbie Yy odpowiadaiacg rozmnozyliby-
S§my p,zez 2, 3,4 it d; a liczba iloczynowi te-
mu od,)owiadaigca bytaby szukang potega; tym
sposobem podnoszenie do poteg skonczytoby $i§
na mnozeniu iedney liczby przez 2 albo 3, atoo
4 i t. d. Nakoniec chcac z liczby iakieykolwiek
y wyciggnaé¢ pierwiastek potegi 2giey , ociey,
atey i t. d. wazno$¢ X liczbie y odpowiadajaca
podzielilibySmy przez 2, 3, 4it d;a liczba ilo-
razowi temu odpowiadaigca bytaby szukanym
pierwiastkiem.

Pierwszy Nepper uznat potrzebe takowych,
tablic i one- do skutku przyprowadzit. -Waznosci
X nazwane w nich sag logLirytmami. Logarytmy
zate'm sg to wyktadniki poteg, do ktérych trze-
ba podnies¢ liczbe niezmienna ar azeby z niey
wyprowadzi¢ nastepnie wszelkie waznosci licze-
bne. Liczba ta niezmienna zowie si¢ zasadg, ba—
sis, ukitadu Logarytmoéw.

i3B. Poniewaz wtasnosci logarytmow nie za-
leca od szczegdlne'y waznosci tey liczby, ktéra
iest ich zasadg, wypada stad, ze moze by¢ nie-
skonczona liczba tablic czyli uktadéw togarytmo-
wych, biorgc za ich zasade wszelkie liczby wie-
ksze lub mnieysze od iednosci., Wzigwizy wpv
np. a= 10, bedzie

Wyktadniki o, i, 2, it d. sg logarytmami
liczb im odpowiadaigcych, ktére sie + prawcy
strony znayduig ; o iest logarytmem iednosci ;
iednos$¢ iest logarytmem liczoy io ; 2 iest loga-
rytmem liczby 100, i t d. — 1 iest logarytmem

utomku j~j **2 iest logarytmem ,,, i t. d. Tu iuz
mo-
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mozna sprawdzi¢ to, coSmy wyzey powiedzie”™ fe
logurytmach , ze stuzg do utatwienia i skrdcenia
dziaian arytmetycznych naytrudnieyszych , ia-
kiemi sg mnozenie i dzielenie liczb wiekszych,
podnoszenie ich do poteg i wyciaganie pierwiast-
kow* Jakoz dodawszy i logarytm liczby 10 do
2 logarytmu liczby ioo, wypadnie 5 logarytm
liczby 1000, ktdra iest iloczynem i6qg i io. Odla-
wszy 4.logarytm liczby 1000©, od 6 logarytmu
liczby 1000,000 , zostanie 2 logarytm liczby ioo,
ktora iest ilorazem wypadaigcym 2z podzielenia
ioqo,000 przez ioooo, i t d.

169. Zi postepu jeometrycznego. di bici
di e: fi wypada

Logarytmy ilos¢i a>b ci t. djoznaczywszy
przez La, Ib,lIc, it d. powyzszy ciag rownan
zamieni sie w nastepuigcy:

Zi rownan tych wypada nastepuigcy postep
arymetyozny :

Stad wniesiemy, ze logarytmy liczb bedacych
W postepie jeometrycznym skiladaig postep aryt-
metyczny. Co tez postrzezemy w powyiszey ta-
blicy (i68) , gdzie liczby i, io, ioo, 1000 11. d.
«ktadaig postep jeometryezny, a odpowiadaigce ini
logarytmy o, 1,2, 3 it d. skladaig postep aryt-
metyczny. Uwaga ta postuzy do okazania iakim,
sposobem wynalez¢ mozna logarytmy liczb' srod-
kujacych miedzy 1i 10, miedzy io i 100,, mie-
dzy ioo i 1000 i t. d.

i4qg. Miedzy pierwszemi dwoma wyrazami po-
stepu ~jeometrycznego,, to iest miedzy 1 i 10*
znaydzmy S$rednia jeometrycznie proporcyonaing
(99) * ktéra iest, 3,16227700, ¥ i miedzy dwoma piej>

WSZftr
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wszemi wyrazami postepu arytmetycznego , to iest
miedzy o i 1 znaydzmy S$rednig arytmetycznie
proporcyonalna, ktora iest f (89). Otrzymamy

dwa nastepuiace postepy-;
~T 1: 3, 162277667 10 ;

w ktdrych kazdy wyraz postepu jeometrycznega
ma za logarytm odpowiadaigcy sobie wyraz wpo-
stepie arytmetycznym

Znaydzmy znowu $rednig jeometrycznie pro-
porcyonalng iak miedzy 1 i 0,16227766 , iako tez
miedzy 5, 16227766 i ia, pierwsza z tych dwoch
bczb pukanych iest '1,77827941, druga 5,62341619.
Nuaydzmy takze $rednig arytmetycznie propor-
cyonalng tak miedzy o i f, iako tez miedzy § i
1; pierwsza z nich iest ~, druga |. Otrzymamy
zatem nastepuigcy postep jeometryczny i arytme-
10;
T ° 4* 1;
w ktérych kazdy wyraz postepu jeometrycznego
nia za logarytm odpowiadaiacy sobie wyraz w po-
stepie arytmetycznym

~GdybySmy potem w powyzszych postepach
znaiezl $rednig jeometrycznie i arytmetycznie pro-
poicyorialng miedzy wyrazem pierwszym i dru-
gim, nuedzy drugim i trzecim, miedzy trzecim i
czwartym, miedzy czwartym i pigtym, otrzyma-’
ibystny postep jeometryczny i arytmetyczny ma-
lace po 9 wyrazéw, w ktérych kazdy wyraz po-
S Jeemetrycznego , miatby za logarytm od-
Sob”e wyraz w postepie arytmety-

V 1: 1,777"797M1; 0,16227766; 5,6204i3i9:

cznyni

1ym samym sposobem postepuiac daley, gdy-
ysmy miedzy z i 10 umies$cili np. 10000000 S$re-
dnich ]Jeometrycznie proporcyonaln\ca, i tylez
srer nich arytmetycznie proporcyonalnych miedzy
otrzymalibySmy dwa ogromne pos epy jeo-

oii,
metryczny zaczynajacy sie od i , a konczacy sie n*
°t arytmetyczny zaczynaigcy sie od o, a kon"
I - Ctp-
\ Jr'ﬁr'r

f
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czaoy sie na i, w ktorych kazdy wyraz postepa
jeometrycznego miatby za tog.trytm odpowiadaia,-
©y Sabie wyraz w postepie arytmetycznym.

W tak wielki¢y liczbie wyrazéw postepu jeo~
metrycznego, z ktérych kazdy, dwa skrayne wy-
taczywszy, wiekszy bytby od i a muieyszy od
10 pznalaztyby sie niektére wyrazy tak mato od
liczb 2, 3, 4,y, 6, 7, 8i g réznigce sie, ze ie
bez znacznego uchybienia, wzig¢by mozna za te
liczby, a odpowiadaigce im wyrazy w postepie
arytmetycznym za togarytmy tychze liczn. Tak,
np. znalezlibySmy w postepie jeometrycznym wy-
razy 1,9999999 ; 2,00004)01 ; 2,9999999; 5,000000i ;
3,9999999 > 4,0000001 ; i t. d.: z tych pie'rwszy
lub drugi moze by¢ wziety za liczbe 2, trzeci
lub czwarty za liczbe 3, pigty lub szosty zaliczbg
4 it d, a odpowiadaigce im wyrazy w postepie
arytmetycznym za togarytmy liczb 2,3, 4i t. d.
Tym sposobem znalezlibySmy ‘togarytmy liczb
srodkuiacych miedzy 1 i 10.

Podobniez miedzy 10 i .100 umiescilibySmy
10000,000 srednich jeometrycznié proporcyoual-
Jiych , i tylez $rednich arytmetycznie p. Otorcyo-
nalnych miedzy i i 2; a wyrazy postepu jeo-
metrycznego naybiizsze liczb 11, 12 , i5..949,
wzielibySmy za te liczby, odpowiadaiace za$ im
wyrazy*- postepu arytmetycznego za togarytmy
tychze liczb, 1 t. d.

Dziatanie to staie sie nier6wnie Kkrotsze,
gdy idzie o wynalezienie logarytmu iedney iakiey
liczcby. Niechby trzeba byto znalezé logu-
jmytm liczby 2, ktéra Znayduie sie miedzy dwo*
ma pierwszemi wyrazami 1i 10 powyzszego ium
damentainego, postepu jeometrycznego

Z laydzmy naprzod S$rednig jeometrycznie pro-
porcyonalng miedzy 1 i 10 i $rednig arytmetycznie
jproporcyonalng nuedzyo i 1 ; pierwsza liczba, szu-
kana iest, iak iuz powiedzielismy,, 5,i622771)0,
druga Znaleziona liczba, $rednia jeometryczuie
proporcyonalna iest wieksza od liczby 2; iiezba



o Logaryimctch. 18%

zktem 2 miescie sie bedzie miedzy i i ta S$rednig
jeometrycznie proporcyonalna 0,16227766y a lo-
garytni iczby 2 miesci¢ si¢ bedzie miedzy o i

Znaydzmy powtdre S$rednig jeometrycznie pro-
porcyonabig miedzy 1 i 0,16227760, tudziel S$re-
dnig arytmetycznie proporc/ondng miedzy o0i 5:
pierwsza z tych dwdch liczb' szukanych iest
1,7782794.1 , druga Znaleziona powtornie Sre-
dnia jeometrycznie proporcyonalna mnieysza iest
od liczby 2; a zatem liczba 2 mie$ci¢ sie bedzie
miedzy tg $rednig jeometrycznie proporcyonalna,
i miedzy 3,10227706, ktora iest od liczby 2 wieksza;
a logarytm liczby 2 mies$ci¢ sie bedzie miedzy 4 i f-

Xlaydzmy znowu $rednia jeometrycznie pro-
poreyonaing miedzy 1.,77. 27941 i miedzy 6,16227766,
tudziez Srednig arytmetycznie proporcyonalna mie-
dzy ~i {: pierwsza z dwodch tych liczb szukanych
iest 2,571.07070, druga | Znaleziona po trzeci
raz $rednia jeometrycznie proporcyonalna iest
wieksza, od liczby 2; a zatem liczba 2 miescic sie
bedzie miedzy 1,77827941 i miedzy 2/67167670, z
ktérych pierwsza iest mnieysza a druga wieksza
od liczby 2; iogarytm za$ liczby 2 miesci¢ sie
bedzie miedzy \ i

Tym samym sposobem postepnie sie dale'y,
szukaigc zawsze S$rednicy jeometrycznie propor-
cyonalre'y miedzy dwiema pierwey znalezionemi/
z ktérych iednaiest mnieysza, druga wieksza od
li,czby 2, lecz tak iedna, iak drugaiest nayblizsaa li-
czby 2, aprzy kaziern dziataniu szuka sie takze Sre-
dnia arytmetycznie proporcyonalna miedzy dwiema
pierwey znalezionemi, ktére dwom $rednim jeonie-
tnycznie proporcyonalnyin do tegoz dziatania wcho-
dzacym odpowiadata. jNakoniec za 26 dziataniem
znaydziemy S$rednig jeometrycznie propcreyonalna 3
2,0000001, aodpowiadaigeag tey Srednig arytmety-
cznie proporcyonalna 0,6010090. Liczba 2,0000001
rézni sie tylko od liczby 2iedng iednoscig dziesietng
sibdmego rzedu: nmana ig wiec b z znacznego uchy-
bieuU wzigé zaliczbe 2, aodpowiad ligcgiey srednig
arytmetycznie proporcyonaln .za iogarytm liczby a

*o ., f LS
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Logarytm o0,030i300 uwazany iako wyktadnik
liczby io wzigtey za zasadg, znaczy, ze liczbg 10
podnidstszy do potggi wskazane'y przez licznik
30i0300, a z wypadku tego wyciggnawszy pier-
wiastek wskazany przez mianownik 10000000, znay-
dziemy liczbg bardzo btizkg liczby 2; czyli ze

*

Pie'rwsza strona rownania tego iest cokolwiek
30i_029<?

od liczby 2 wigksza ; lecz liczba (10) lo0°0355
iest nieco od liczby 2 mnieysza.

1A2. §4 takze inne sposoby wynaydowania lo-
garytmow ; lecz do zrozumienia icti potrzebne
wyzsze wiadomosci z Algiebry: ieden tylko na-
stgpuiacy moze tu by¢ wytozony ;

Chcac znah Z¢ logarytm liczby 2, trzeba roz-
wiaza¢ nastepuiace réwnanie:

w ktére'm niewiadoma X iest logarytmem szu-

kanym. .

Poniewaz (10)~= 1, a (10)* — 10; wigc li-
czba szukana X musi byé wigksza od a, a mniey-
sza od 1; to iest liczba X musi by¢ utomkiem.

Niech bgdzie wigc = ~ wazno$¢ tg zamiast &
.P
potozywszy w réwnaniu (i):> bgdzie

* ~Nio; f =tr 2.
Podnio6stszy obie strony do poteari o bedzie

Ze za$ 23= 8; a 24= 16, (28);, stad wnosi-
my, ze w rownaniu (2) wazno$¢ P musi by¢
wigksza od 3, a mnieysza od 4. Niech bgdzie

wigc p*= 3+ — ; wazno$¢ tg potozywszy zamiast p

w réwnaniu (2) bgdzie;
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Podzieliwszy obie strony przez 2* Gzyli przez
&>bedzie

Podnidstszy obie strony do potegi (, bedzie

Ze zas utomek f podniesiony do potegi 5ciey
bzyrn iiczoe maieysza od 2, a podniesiony do po-
tegi 4te'y czyni liczoe wieksza od 2; w réwnaniu
&atem (3) waznos$¢ g musi by¢ wieksza od 3, a
tnnieysza od 4. Uczynmy wiec (== 3 4-~: wa-
zno$¢ te potozywszy zamiast q w rownaniu (3),
bedzie

Podzieliwszy obie strony przez (])* czyli przez
bedzie

Podnio6stszy obie strony do potegi r, bedzie
1= (511)--, - - - - - - - . - (.0-

Utomek podnoszac nastepnie do potegi 2,
3, 4 i t. d. znaydziemy,. ze utomek ten podnie-
siony do potegi 9te'y mnieyszy iest od a podnie-
siony do potegi 10tey wiekszy iest od stad
wnosimy, ze w rownaniu (4) waznos$¢ r iest wie-
ksza od 9, a mnieysza od 10- MoglibySmy wiec
~Nezynié r = 94-k i potozywszy wazno$¢ te za-
miast t w réwnaniu (4) , posungé- dziatanie daley.
Ale ze nam idzie nie o wynalezienie log'arytnui
liczby 2, lecz o, pokazanie iakim sposobem loga-
eytm ten wynaleziony by¢é moze, przestanmy na
tern. coSmy znalezli dotad, i daymy ze ¢.=9,.
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Waznos$¢ te potozywszy zamiast X w rdéwnaniu
(i) , bedzie

Utomek it obréciwszy na dziesietny wypadnie

Logarytm zatem liczby 2iest 0,30107. Loga-
rytm ten zgadza sie z logarytmem teyze liczby
wyzey (i4i) znalezionym w czterech pierwszych
cylrach dziesietnych ; a bytby ieszcze doktadniey-
szy, gdybySmy powyzsze dziatanie daley posu*
ngli.

i43. Logarytm liczby 2mnozac nastepnie prze
2; 34 4it d. otrzymamy logarytmy liczb 4, 8,
i6 i t d. ktore sa potega 2ga , 5cig, 4ta i t, d,
liczby 2. 'e

Logarytm liczby 2 dodawszy do logarytmu
liczby 10, 100, 1000 i t. d. otrzymamy logarytmy
liczi) 20, 200, 2000 i t. d. W reszcie dosy¢ be-
dzie mie¢ logarytmy liczb pierwszych , azeby o-
trzymac¢ logarytmy wszystkich liczb ztozonycli,
ktore sa potegami 7 lub iloczynami liczb pie'r-
wszych (@), i tak poniewaz 25=5*; wiec loga-
rytm liczby 25 réwny bedzie logarytmowi liczby
5 .rozmnozonemu przez 2; czyli | 25 — 2/5. Po- «
dobniez poniewaz 210— 2. 5. 7. 3; wiec L210=%4

, Nie-*
% 1

(@) Liczby 1,2, 5,y, 7, 11, i3, 17 i wszystkie
inne me bedace ani potegami, ani iloczynami
liczb innych przez siebie rozmnozonych zowig sie
liczbami pierwszemi. Te za$ liczby, kio>e sg al-
bo potegami ctibo iloczynami liczb pierwszych , zo-
wig sie liczbami ztozonemi ; iakie sg 9 * 3 *,
21= 7. 3,1t d W ogolnoici liczbami miedzy
soba pieYwszemi zousiemy te, ktore nie maig in-
ney miary s.polney tylko iednasc. 1 tak liczby 20
¢27 maigce tylko, iednasc za spoing miare s3:
miedzy “sabg pifaulSU*.
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Niektdrych nawet liczb pierwszych mozna b8§=
dzie otrzymac¢ logarytmy tym samym sposobem.
| tak poniewaz 5= ~, wiec /5=/10 — /2;i t. d.

i44. Logarytmy, ktore zwyczaynie wyrazaig
sie utomkami dziesietnetni , ztozone sg z dwdch
czesci przecinkiem od siebie oddzielonych: czes¢
po lew'e'y stronie przecinka bedaca, iest zawsze
albo zerem , albo liczbg catkowitg, cze$¢ bedaca
po prawey stronic przecinka iest utomkiem dzie-
sietnym. Pierwsza cze$¢ zowie sie cechg logary-
tmu , chnracferistica ; gdyz daie pozna¢ do ktdérego
rzedu iednosci nalezy , czyli z itu cyfr sktada sie
liczba, ktérey dany iest logarytm. ‘ Jednosci pier-
wszego rzedu czyli liczby iednocyfrowe maig w
W logarytmie ceche o; iedno$ci drugiego rzedu
czyli liczby dwucyfrowe maig za ceche 1; iedno-
8ci trzeciego rzedu czyli liczby trzycyfrowe maig
za ceche 2;it d, W ogo6lnosci iezeli cecha da-
nego logarytmu ma iednosci n, liczba temu loga-
rytmowi odpowiadaigca sktada sie z cyfr n 4- 1 ;
i odwrotnie, iezeli dana liczba ma cyfr n, ce-
cha logarytmu liczbie te'y odpowiadaigcego ma
iednosci n— 1.

145. Logarytmy liczb dziesieciokrotnych czyli
dziesie¢ razy od siebie wiekszych lub mnieyszych,
maig druga czes¢ po prawe'y stronie przecinka
znayduigca sie iednakowa, itylko ceche odmienna.
np. liczba 54360 ma zk logarytm - - 4,7362794.

bo gdy kazda z tych liczb iest ilorazem poprze-
dzaigcey przez 10 podzieloney, wypada stad, ze
chcac otrzymaé logary/m iedne'y, trzeba od loga-
rytmu drugie'y odigé logarytm liczby 10 czyli 1
(137) ; a tym sposobem cecha logarytmu liczby
poprzedzaigce'y zmnieyszy sie iednos$cig, czes¢
za$ logarytmu po prawey stronie przecinka fc8«
daca zostanie ta sama.
146.

*7
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i46. Poniewaz utoimk iest ilorazem liczmk
podzielonego przez mianownik, a dzielenie za po*
mocg logarytmow orbywa sie przez odiecie loga*
rytmu dziulrika od logarytmu dzielney ; clicgO
wiec otrzymaé logarytm utomka, trzeba od lo-
garytmu licznika odig¢ logarytm mianownika*
Kiedy licznik iest mnieyszy od mianownika., be-
dzie tez logarytm licznika mnieyszy od logarytmu
mianownik i ; pdeymuiac przeto drugi od pier-
wszego r*.-/ta wypadnie ndieinna. Skad sie o-
kazuie, ze kgarytmy utomkéw sg odiemne.
Chcac np. znal. z¢ logarytm utomka f, trzeba
od logarytmu it.dnosci, ktérym iest o, odigé¢ lo-
garytni liczby 2, ktérym iest o0,50i0300 i bedzie
= 0— 030jo3o0 —— 0,30i0500.
Odigwszy od o liczbe i,30i0300, ktéra iest
logarytmem 20, znaydziemy logarytm utomka g

rbwny— i,30i0300.
Poniewaz | 3= 0,4771213 a 12 = 0,30i0300 ;
wiec logarytm | = o0,30i0300 — 0,4771213 = —

01760913 i t d.

A zatem chcac np liczbe 36 rozmnozy¢ przez
utomek |, trzeba do logarytmu liczby 36, kto?
rym iest 15563026, doda¢ logarytm utomka
ktorym jest — 0,1760913; aze drugi logarytm iest
odiemny , wiec go od pierwszego nalezy odig¢ ; i
bedzie 36 X ~= 136 4-11 = 15566025 -0,17609".3,

Skad sie okazuie, ze mnozenie liczby catko*
witey przez utomek za pomocg logarytmow od?
bywa sie przez odiecie logarytmu utomka od lo-
garytmu catkowitej; gdy tym czasem mnozenie
liczb catkowitych, iakoSmy iuz okazali, odbywa
sie zawsze przez dodanie logarytmoéw liczbom tym
odpowiadaigcych. Przeciwnie dla podzielenia li-
czby 36 prze2utomek |, nalezatoby , odciggaiac
odiemny logarytm utomka ~ od logarytmu catko-
witej 36, podiug prawidet odeymowania (24),
logarytm utomka doda¢ do logarytmu catkowi-
tej ; gdy tym czasem dzielenie liczb catkowitych
odbywa sie przez odiecie logarytmow do liczb

tych
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tych nalezacycli. Ta nieiednéstaynos$é¢ dziatan za
pomocy logarytmow zdawac sie moze na pierwsze
weyrztnie szczeg6lnieyszg. Leczzgtebiwszy rzecz
nalezycie, przekonamy sie, ze zawsze odeymo-
nie logarytmoéw odpowiada dzielenia liczb , a do*
dawanie logarytméw odpowiada mnozeniu liczb,
czy liczby te sg catkowite czy ulomkowe. Jakoz
dla otrzymania logarytmu utomka odeymuiemy
logarytm licznika 2 od logarytmu mianownika 5>
a przed' pozostatg reszkg daiemy znak — . Nie
zwazaigc zatem na znak — , logarytm utomka |
iest wtasciwie moéwigc logarytmem ilorazu wypa-
daigcego z podzielenia mianownika 3 przez licznik
2, i nalezy do utomka Mnozy¢ za$ liczbe 36
przez | iest to samo, co ig podzieli¢ przez f; obu-
dwéch bowiem dziatan wypadkiem iest a4.

147. Lecz mozna z tatwoscia unikna¢ logary-
tmoéw odiemnych w dziataniach z utomkami, iak
pospolicie czynié¢ sie zwykto: dosy¢ iesttym kon-
cem ceche logarytmu licznika powiekszy¢ tylu ie-
dnosciami ile sie podoba, byleby od tak powie-
kszonego logarytmu licznika madgt by¢ odietym
logarytm mianownika ; a w znalezionym ostate-
cznym wypadku odcigé z prawey strony tyle cyfr,
ile iednosci dodato sie do cechy logarytmu liczni-
ka. | tak chcac np. znalez¢ logarytm utomka
do cechy logarytmu licznika 5, ktéry iest 0,477] 215,
dodawszy np. 3 iednosSci , bedzie 3,4771216 , loga-
rytm liczby 1000 razy wiekszey niz iest licznik 3
(i45). Od tego logarytmu odigwszy logarytm
mianownika S , ktdéry iest 0,9030900 , zostanie
2,57403i3 logarytm liczby 1000 razy wiekszey niz
utomek g. Logarytmowi temu odpowiada w ta-
blicy liczba 670: liczba zatem ta podzielona przez
1000 bedzie waznoscig utomka 1 w rzeczy sa*
me'y utomek | obrécony na utomek dziesietny czy*
ni 0,675. Gdyby trzeba byto mnozy¢ utomek |
przez catkowitagss56 ; do powyzszego lcgarytmu
2,S7403i3, dodawszy logar. liczby 36, ktdry iest

L 55b3025; bedzie 4,t50355% logarytm, ktéremu
od-

I 10 .7 )
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odpowiada w tablicy liczba 13500 tysigc razy wie-
ksza niz iloczyn szukany. lloczyn wiec ten be-
dzie 13,500, °?yH i3>%*i t* d.

Skad sie okazuie , ze odeymowanie logary-
tmoéw mozna zamieni¢ na ich dodawanie, iak sie
pospolicie czyni , roéwnie dla iednosta-ynosci w
dziataniach z log/rytmami , iako tez dla utatwie-
nia tychze dziatan : odeymowagnie bowiem liczb
wielkich wymaga wiekszey uwagi anizeli dodawa-
nie. Chcac ni), podzieli¢ f86 przez 3i, trzeba od
logarytmu dzielmy , ktéry iest 2,2695129, odigc
logarytm dzielnika , to iest i,49i36i6, a reszta
0,7781513 iest logarytmem ilorazu. Dec* zamiast
odeymowania logarytmu dzielnika od logarytmu
dzielney r mozna logarytm pierwszy odia¢ np. od
liczby 10. Odeymowagnie to nie wielkiey wymaga
uwagi: gdyz ws ystkie cytry logarytmu poczyna-
igc od strony lewey odeymuig sie .od 9 ; a ostatnia
od 10; tym sposobem réznica miedzy liczbg 10 i
logarytmem 1,4913616 , znayduie sie bardzo tatwo,
i pisze sie pod logarytmem dzielney; potem oba
te logarytmy dodaig sie, a od ich summy odey-
muie sie liczba 10 reszta iest logarytmem szu*
kanego ilorazu; bedzie zatem
Logarytm dzielne'y - - - - 2,2695:129.
Rolnica miedzy 10 i log. d2|eln|ka - - 8,5086384.

8uinnia 10,7781518.

Od te'y summy odlawszy' liczbe 10, bedzie
0,7781513 logarytm szukam go ilorazu.

Spos6b takowy postepowania zgadza sie zu-
petnie z wytozonemi zasadami dziatan algebrai-
cznych. Jakoz odeymuigc Nnp. zwyczaynym spo-
sobem ilo$¢ b od ilosci a; zostaie a—-b; gdy za$ .
pierwe'y ilos¢ b odeymuie sie od 10, i pozostata
reszta 10-— b doda sie do ilosci a, bedzie summa
«- h|o — by od ktorey odlqwszy |0], zostanie'reszta

*— b iak wyzey

Ro6znica miedzy danym Iogarytmem a ligjsba

10, 100; i t. d nazywa sig aopeiniemem (nyime*

tycznym tego logarytmu. i4$.
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las. Czestokroé sie przytrafia, ie po cdby-
te'm dziataniu wypadnie logarytm taki, ktory sie
nie znayduie w tablicach. Sposéb, podiug kt6-
rego znalezé mozna liczbe logarytmowi temu odr
powiadaigca , wytozymy w nastepuigcym przy-
ktadzie: chcac za pomoca logarytmdéw rozmnozy¢
*

. 31 x e
354 przez 7| czyli przez — ; bedzie
4

Doga*

rytm ten w tablicach sie nie znayduie: lecz z
dwoch naybardziey do niego przyblizaigcych sie
wiekszy iest 5,4383%j/,ktory odpowiada liczbie
2744 , mnieyszy za$' iest 5,4582258, ktéry odpo-
wiada liczbie 2745. Skad wnosze, ze liczba od-
powiadaigca logarytmowi 3,4583050 inusi by¢ 2743
i utomek Dla oznaczenia tego utomka biore na-
przéd roznice miedzy logarytmami liczb 2744 i
2743 , potem ro6znice miedzy logarytmem danym
5,45850 0 i logarytmetn liczby 2745; pie'rwsza z
tych réznic iest 0,0001785, druga 0,0000792. Az®
réznice logarytméw mato co od siebie odmien-
nych , mogg by¢ uwazane za proporcyonalne ro-
znicom liczb tym logarytmom oapowiadaigcych,
W dziataniach zwtaszcza W ktdrych najczesciej
rzecz idzie 6 wynalezienie waznosci przyblizonych;
uktadam wiec nastepuigcg proporcya : iak sie ma
réznica miedzy logarytmami odpowiadaiactmi dwém
liczbom 2744 i 2743 do ré6znicy tychze liczb ; to
iest do 1, tak sie ma roznica itiiedzy logarytmem
liczby szukanej i liczby 2743 do réznicy tychi®
liczb. ROznica zate'm miedzy liczbg szukang i li-
czbg 2743* , bedzie czwartym wyrazem nastepuia- e
ce'y proporcyi: 0,000i583: 1=0,0000792: X; czyli
91) i;83; i— 792 : X — 0,5 Ulomek ten,
dodawszy do 2743, bedzie 2743,5 liczbg odpowia*
daigcg logarytmowi 3,4385050.

Czasem nie tylko cytry dziefctettie, lefcz i oe-
tha datiego logarytmu ait zgadza sie i logajjJ

fil * tm*«

Iy/ j'l 11'/ ':j
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tmami tablic. | tak chcac np. wyciggnac pier.

wiastek kwadratowy z liczby 28 za pomocag loga.
128

rytmdéw, bedzie V~28=---" = 0,7235790. Loga.

rytm ten wziety z cechg 3 nayblizszy iest dwéch
logarytmoéw 3,7266198, i 3,72.3°578 , ktore odp«-
wiadaig liczbom 5292 i 5201. A zate'm logarytm
pierwiastku liczby 28 wziety z cechg 3 odpowia-
da¢ bedzie liczbie mnieyszey od 5292, a wiekszey
od 5271 ; to iest, liczba logarytmowi temu odpo-
wiadaigea bedzie 5291 i utomek Abys$tny ten u-
tomek oznaczyli , wezZzmy naprzéd réznice miedzy
logarytmami liczb 5292 i 5291 ; potem ro6znice mie-
dzy logarytmem pierwiastku liczby 28 wzietym z
cechg 3, i logarytmem liczby 5291: pierwsza z
tych réznic wynosi 0,0000820, druga 0,0000412.
Utomkiem zatem szukanym bedzie czwarty wyraz
nastepuigce'y propor: 0,0000820 : 1=0,0000412 :

Utomek ten dodawszy do liczby 5291 , bedzie
5291,502 liczba , ktorey logarytmem iest 3,7235700.
Cyfry dziesietne tego logarytmn zgadzaig sie zu:
petnie z cyframi dziesietnemi w znalezionym lo-
garytmie pierwiastku kwadratowego liczby 28 ;
ircz ostatni ma za ceche o, co dowodzi Zeliczba
temu logarytmowi odpowiadajaca iest Jednocyfro-
wa (i44): pierwiastkiem przeto szukanym bedzie
liczba 5,291502 : taki tez iest pierwiastek liczby 28
znaleziony sposobem zwyczaynym.

149. Tablice logarytmdéw iakich zwyczayn
w dziataniach uzywamy , co do rozlegtosci swo-
ie'y sg rozmaite : najpospolitsze rozciagaig sie
tylko do liczby 10000 tub 20000. Mozna iednak z
tatwoscig znalez¢ logarytm wszelki¢y liczby tak
wielkiey , iak sie podoba, za pomoca logarytméw
liczb tablicg obietych, a to sposobem nastepuja-
cym : Daymy, Ze potrzeba znalez¢ logarytm li-
czby 879653 za pomoca tablicy rozciggaigcey sie

tylko do 10000. Odcigwszy w liczbie daney dwie
. «sta-
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ostatnie cyfry bedzie liczba 8796,56 sto razy miney*
sza od liczby daney. Czes$¢ catkowita tey liczby,
to iest 8796, znayduie sie w tablicy, i ma za lo-
garytm 3,9442852. Biore potem z tablicy rdznice
logarytméw dwéch liczb po sobie nastepuigcych,
to iest "8796 i 8797; roznica ta iest 0,coc0494.
Aze ro6znice liczb mato co miedzy sobg réznigcych
sie moga by¢ uwazane za proporcyonalne roézni-
com logarytmow liczbom tym odpowiadaigcych,
lako$my iuz to uwazali; uktadam wiec nastepur
igcg proporcyaiak sie ma 1 réznica dwoch liczb
8797 i 8796, do roznicy ich logarytmow, to iest
do 0,0000494 , tak sie ma 0,53 réznica dwdch
liczb 8796,55 i 8796, do r6znicy ich logarytméw.
A zatem ta ostatnia rdéznica bedzie czwartym wy*
razem nastepuigcy proporcyi:

1:0,0000494 = 0,56: X — o0 000026182 ;
opusciwszy dwie ostatnie cyfry dziesietne , bedzie
X'3=0,0000261. Dodaw szy liczbe te do 3,9442852
togar liczby 8776, bedzie 3,9443n 3 logarytm W«
czby 8796,50 Ze za$liczba ta iest 100 razy mniey-
sza od liczby daney 879653, wiec dodawszy dwie
lednosci do cechy powyzszego logarytmu , bedzie
logarytm szukany 5,9445113.

i50. To coSmy dotad o logarytmach powie-
dzieli , dostateczne iest do okazania , iaklm sposo-
bem tablic logarytmowych do rachunku uzywa¢
nalezy. Prdécz tego tablice te maig na wstepienie
tylko wyktad porzadku podiug ktérego sg rozto-
zone, i ktory iest W kazdem niemal dziele tablic
iogarytmowych odmienny; ale tez podaig rozne
fiposoby i skrécenia w dziataniach z logarytmami
uzywane. Wstep wiec takowy pierwey odczytaé
jialezy nim sie do uzywania tablic logarytmowych
przystapi.

Odczyttiiag¢ takowe wstepy, natrafiamy cze*
Stokre¢ ha wyrazenie , ze logaryim zero réwn
iest liczbie nieskoniczoney wziftey ze znakiem od-
lewnym. Aby$my to wyrazenie zrozumieli , uwa-
za¢ potrzeba, ze logarytmy rownie iak odpowift-

M a da*
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daiace im liczby, powiekszata sie bez granic, i
moga by¢ nieskonczenie wielkie. Aze kierfy li-
czba'y iest utomkiem, logarytm iey X ma za-
wsze przed sobg znak odiemny, i iest iloScig tern
wiekszg, im mnieysza ma waznos$¢ liczba Yy, ia-
kosmy to wyze'y uwazali (iS8)iest wiec rzeczg o-
czywistg , ze w tym przypadku nie podobna dla
X naznaczy¢ waznosci tak wielkiey, azeby wa-
znos$¢ ta wzieta ze znakiem odiemnym, czynita
liczbe Yy zupelnie réwng zeru ; a te'm samem loga-
rytmem zera musi by¢ liczba nieskonczonawzigta
*e znakiem odiemnym.

151 Uktad logarytmdw liczbe 10 za zasade
maigcych , o ktérych dotad méwiliSmy, zowie sie
uktadem logarytméw pospolitych, dla réznicy od
innych .ukfadéw logarytmowych podtug inney
zasady wyrachowanych i maigcych inne nazwi-
ska. -W kazdym uktadzie logarytm* m iednosci iest
zero : gdyz iakakolwiek bedzie wazno$¢ zasady a,
zawsze iest a°=1i. Wszystkie inne liczby, ie-
dnos¢ wytagczywszy, maig w kazdym uktadzie
cnne logarytmy ; rzeczg bowiem iest widoczng , ze
iezeli a i A sg d”rie rézne zasady dwoch uktadow
logarytmowych , i iezeli iest w iedr.ym uktadzie
<?t=y, w drugim A**—y: wyktadnik X bedacy
logarytmem liczby v w ukladzie pierwszym musi
by¢ koniecznie odmienny od wyktadnika X, beda-
cego logarytmem teyze same'y liczby y w ukia-
dzie drugim. Lecz maigc logarytm liczby iakiey-
kolwiek y poditug zasady awyrachowany, tatwo
iest otrzymacé logarytm teyze liczby stosowny do
inney iakieykolwiek zasady przez A oznaczone'y»
Jakoz z dwo6ch réownan ax=y, AX>—Y, wypada
AX—ax. Oznaczywszy przez 1 logarytmy maigc#
za zasade o; bedzie 1A®— lax.

Ze za$ podiug zatozenia 10*=Ily a 1AX=.\"A
157); bedzie w{ec x,U = \y', a tem samem

Leci
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Lecz u~azalagc A za zasade, Xj iest logary-
tmem liczby y w ukfadzie drugim: oznaczywszy
zatem logarytmy tego drugiego ukladu przez L,
bedzie LA*fc="L» ; czyli x,— hy. W powyz8§ze'm
wigc roéwnaniu'zamiast potozywszy hy, bedzi*

To iest: chcac znales¢ legnrytm liczby y w u*
kladzie drugim, trzeba iey iogarytm wzi{ty z u~
ktadu pierwszego podzieli¢ przez takiz logaryim
zasady ukiadu d)ugiego.

Z réwnania poprzedzaigcego wypada takie

Skad sie okazuie, ze iakakotwiek iest liczba
Yy, zawsze miedzy iey logarytmami \y iLy zacho-
dzi stosunek nieodmienny i rowny 1A.

i02. AbySmy sie z uzywaniem logarytmoW
osWoili , rozwigzemy za ich pomocg naprzod nie-
ktore formuly ogdlne , potem zagadnienia liczebne*

Z definieyi togarytmoéw i z tego co$my onich.
dotad powiedzieli wypada , ze

0*..
liownanie bz= c chcac rozwigzaé za pomocg

togarytmow bedzie

1 c;aie Ib"™ = z 1bfwiecrLb salc, aternsamem
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Podobniez chcac za pomoca, logarytmow roz-

wigzaé¢ réwnanie ~ ~ d, ,w ktérem z wyktadnik
wyktadnika C iest iloscig niewiadomg ; trzeba
naprzod uczyni¢ CZ~U tym sposobem rdéwnanie
.dane zamieni $ig w nastepuigce: bu = <j wiec
I"w==td czyli uib= 1d; a tern samem

Id 41 _ .
, czyli cr = gdyz m==cz podtug przy-

puszczenia. W tern réwnaniu wzigwszy znowu
logaryan obu stron , bedzie

W tern oatnie'm wyrazeniu wyraz 11d znaczy
logarytm logarytmu ilosci d, i otrzymuie sig u-
waiaigc logarytm ilosci d iako liczbe pospolita.

llosci bz, bG i tym podobne, zowig sig wykla~
dnicze» fjeponentiales. ,

153. Zagadnienie I. JT postepie jeometrycznym
maigc wiadomy wyraz pierwszy a, oftatnib, * 1%\
czbe wyrazéw n, znalez¢ stosunek g ; albo tez ma-
igc wiadome a, 1 x q, znalezé n,

Cbcac np. migdzy dwiema liczbami 3 i 192 u-
laiesci¢ pie¢ S$rednich jeonietrycznie proporoyo-
natnych , trzeba utozy¢é postep jeametryczny, kt6-
rego wyraz pierwszy iest 3, ostatni 192:, a liczba
wyrazow 7. Postep takowy tatwa bedzie utozy¢
scakzitszy stosunek. Potozywszy wigc w powy z*

$ze'n*
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szem réwnaniu 192 zamiast 1,3 zamiast a, 6 za-
miast N 1, bedzie

Logarytm ten o%powiada liczbie 2; wiecq = 2.
Postgp zatem szukany bedzie ~ 5: 6: 12: 24: 48:
90: 192.

Podobniez chcac rozwigzac¢ zagadnienie fiastg-
puigce: z beczki obeymuigcey 100 garcy wina, utu-
czono garniec wina , a wlano garniec wody; uto-
czono znNOwu garniec tey mieszaniny, a wlano gar*
nie¢c wody; it d. ilez razy dzialanie to powto-
rzy¢ nalezy, aby w ostatniey mieszaninie w beczce
znayduigcey sie woda z winem na pdl byta zmie-
szanaf trz~ja uwazaé, zeza kazdem dziataniem
ubywa setna cze$¢ wina w beczce sie znaydmace-
g0 ; liczby zatem wyrazajgce ilos¢ wina w beczce
bedacego sktadaig postep geometryczny maleigcy,
ktérego wyraz pierwszy iest 100, drugi 99, osta-
tnig 50, stosunek za$ -fA Postep ten zamienié
mozna na postep rosnacy, ktérego pierwszy wy”
raz iest 50, ostatni 100, a stosunek —, Liczba
wyrazow postep ten sktadaigcych iest w?dgocznie le-
dnoscig wieksza od liczby dziatan do otrzymania
agdaney mieszaniny potrzebnych : gdyz oprocz
wyrazO6w oznaczaigcych ilo$¢ wina po kazdem
dziataniu w beczce pozostala, iest ieszcze wyraz
ostatni 100 oznaczaigcy ilos¢ wina znayduigcego
sie w beczce przed rozpoczeciom dziatan. YV ro-

wnaniu zatem
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To iest.: potrzeba byto utoczy¢ z beczki bli-
sko 69 garcy

Ten sam iest spos6b postepowania we wszy-
stkich innych zagadnieniacn , w iakimkotwiek
badz ksztalcie wystowionych, ktére z wiadomo-
§ci o postepach jeometrycznych utozy¢ inoina, ia-
kie 84np. nastgpuiace :

Wiasciciel wartuigce'y kilka kroé stotysigcy
maigtnosci osSwiadcza przyiaciotom, ze maigtnosé
tg podzRtit na 3z akcyy rownych , ktére chciat-
by sprzedaé w nastepuigcy sposob : pierwszg ak-
®ya za 1 grosz miedziany, druga za 2 grosze, trze-
big za 4 grosze, czwartg za 8 groszy i t d. lecz
%£ym istotnym warunkiem dla poczatkowych ak-
eyonistow , ze poty akcyy swoich nie zaymag w
posiadto$é , péki mu kupcéw nie wynayda na
Wszystkie. llez bgdzie kosztowata ostatnia akcya,
t ileoy dostal wiasciciel za maigtno$¢ tym sposo-
bem sprzedana?

Dtuznik winnym bedac s4000- zt. umawia sie
* wierzycielem - ze tesli mu diugu tego nie wypta-
ci na oznaczonym terminie , tedy Sza pierwszy mie-
sigc przetrsymaney wyptaty, zaptaci od kazdego
sta po 1 dinarze, za drugi po 2 denary, za trze-
cipo 4 denary i t d.  Wyplata dlugu przetrzy-
mana byla fat 8 t 4 miesigce, takgz summe procz
kapitatu winien iest dtuznik wierzycielowi ?

W pierwszem z tych dwoch, zagadnien idzie
® wynalezienie wyrazu ostatniego i summy wszy-
stkich wyrazéw skladaigcyeh postgp jeometry-
czny, ktérego wyraz pierwszy iest 1, stosunek
39a liczba wyrazéw 32. W rownaniach zatem

*c»yniwszy «= 1, a= 2, n= 3z, bgdzie
i—}3lr=Z. 23-— 1=2~.-1. Od.)ywszy dzia-
tanie pomocg logarytniow znaydziemy
" 2147483648 groszy S— 4297967 295 groszy czyli
==30976821: GF z| to zt. i groszy 8.
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S =» 7953643 cz. zt. 1 ziote i groszy is5.

Zagadnienie drugie tein sie rézni od pier-
wszego , ze W niem potrzeba znalezé summe po-
stepu jeometrycznego ztozonego ze 100 wyrazow*
w ktorym wyraz pie'rwszy iest ztoty ieden, w.y-
raz drugi ztotych 2 i t. d. rachuiac naieden grosz
miedziany denarow 18, Bedzie zatem S$”=2100— I.

To iest: liczbe 2 podniodstszy do potegi se*
tne'y i od wypadku odiawszy iednos$¢, reszta bi-
dzie summa ztotych, ktéra diuznik oprécz kapi-
talu winien wierzycielowi. Bedzie wiec
2io» _ |0g. 2x 100 o”,|o300 x 100 == 30, i030000.

Poniewaz ten lo~arytm ma za ceche 00 ie-
dnosci, summa zatem szukana skiada sie ze 3i
cytr (is44).1i t. d.

154. zagad. Il. Kapitat a umieszczony w ban*
ku na lat n iaki bedzie na koncu ostatniego roku
wraz z procentem, biorac procent sktadany, czyli
rachuigc procent od procentu?

Procent roczny od kapitatu, iak wiadomo z
Arytmetyki, dwoma sposobami ®dtraci¢ mozna :
albo liczbe set w kapitale zawartych mnozac przez
procent roczny od iednego sta ; albo liczDe iedno-
Sci kapitat sktadaiacych mnozac przez procentro-
czny od iednego ztotego. W pierwszym przypad-
ku procent roczny réwna sie kapitatowi podzie-
lonemu przez 100 , a rozmnozonemu przez li-
czbe wyrazaigcg procent roczny od sta; w dru-
gim przypadku p>oceni roczny rocuna sie kapitato-
wi rozmnozonemu przez liczbe wyrazaipcg procent
roczny od 1.

Oznaczywszy zate'm procent roczny od 1lprzez
r, procent roczny od kapitatlu a umieszczonego w
banku, podtugpowyzszegoprawidta, bedzie = ar.
Ze za$ podtug zagadnienia , wierzyciel przytacza
procent do kapitatu, dodawszy zatem'procent ar
do kapitatu poczatkowego «, kapital wraz z pro-
centem na koncu roku pte'rwszego bedzie

tt-+-ar ==a (| +r),

Ka-
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Kapitat ten zostawiony w banku na rok dru-
gi, przyniesie' rocznego procentu , podiug po-
wyzszego prawidta, ar (i~hr), ktéry dodawszy
do kapitatu a (i + r), bgdzie kapitat wraz z pro-
centem na koncu roku drugiego.

Kapitat znowu ten zostawiony w banku na rok
trzeci, przyniesie procentu rocznego ar (i + r)*s
ktéry dodawszy do kapitatu «(i-t-rja, bgdzie ka~
jpitat wraz z procentem na koncu roku trzeciego
«(t + Nl+or(i+r)t= (atfiif) A+ ML=« (i+r)
Ql+ty1= n@-+rn)s.

Tym sposobem postgpuigc dale'y, znaydziemy,
ze kapitat wraz z procentem na koricu roku
czwartego bedzie a(i+r)4; na koncu roku piate-
go a(l+r)5i t. d. na koncu roku ostatniego czyli
n, «@+r)w

Poozatkowy' zatem kapitat a wraz z kapitata-
mi na koncu roku igo, 2go, 5go... ngo skiada
nastepuigcy postep jeometryczay : .

w ktérym i+ r iest stosunkiem , liczba wyrazéw
n4-1, a wyraz ostatni a (14-rn—A.

Zwyczayny procent iest po 5 od sta, w tyra,
wi8G przypadku bedzie
r==j|5= > a tern samem 4 4*r=*11#25= 23
Chcac sie np. dowiedzie¢ w iakg summe urosnie
na koncu 25 roku kapitat 1000 zt dany na tako-
WYy procent po 5 od sta, trzeba w réownaniu A=.a
(1 4-t)w uczyni¢ a= 1000, r= ~, n= 25; tym
sposobem roéwnanie to zamieni sie w nastepuigee :

A — 1000 (y)“5; co rozwigzawszy za pomoca

vlojrarytmoéw bedzie IA — liooo 4- (121 — 120) K

25= 3,5297322. >

Logarytm ten w tablicach odpowiada liczbie
3380,353 blisko. To iest: 1000 zt. dane na tako-
wy procent na korica, 2£ roku urostyby w sum-

I3
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Gdyby summa zostawata w banku przez lat-
100, znatezlibySmy A — 1000 {8£)IO# *= 1000
X'i3i,5= 151500 blisko.

To iest: 1000 zt dane na takowy procent Mt
koricu 100 roku urostyby w summg 111500. Skad
sig okazuie iak szybko rosng kapitaty przez przy*
dawanie do nich procentéow sktadanych.

Z réwnania A —a (1 + r)n, mozna wyprowa-
dzi¢ cztery zagadnienia; 1. Maigc wiadomy kapi*
tai poczatkowy a* procent roczny r, i liczbe lat
pobieranych, procentdw n ; znalez¢ kapitat ostate-
tzny A. Zigadnienie to rozwiazaliSmy wyze'y.

2. Maigc wiadome a, A in, znalezé r.

W roéwnaniu A = a (1 -+~ r)n podzieliwszy

*bie strony przez a bgdzie (1 +r)n= ~ czyli

np. Diuznik maigc za lat 12 zaptaci¢ summe
,20%22 z}. chce dla pozbycia sie tego ditugu oddac
natychmiast wierzycielowi 10000 zt. iakiz potrgca
sobie procent ?

W powyzsze'y Formule potozywszy 20122 za*
miast A, 10000 zamiast a. 12 zamiast «, bgdzie

B t
Logarytm ten wzigty z cecha 2, w tablicy
odpowiada liczbie 106: ten sam wigc logarytm
wzigty z cechg o odpowiada¢ bgdzie liczbie 100
razy mnieyszey: a te'm samem i-hr=»i,od wiec
r==0,06; to iest: dtuznik potrgca sobie po 6 od sta.
3- Maigc wiadome A, r i n, znalez¢ a.

np. Dluznik za tat 15 winien iest zaptacié
tooooo zt. bez procentut iakaz summe ma terar
od-
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odda¢ wierzycielowi dla pozbycia sic? tego dlugu”
Z potrgceniem sobie procentu po 5 od sta ?

Uczyniwszy 100000 =tA, 15= n.2 = r, a tern
samem 8 ~ 1-~r; powyzsza formuta zamieni sie
W nastepuigca: <

% f \2Qy N n re %

Ze za$ 1(]]).,3=121— 1.20, trzeba wiec rozni*
e§ tych dwoch togarytmoéw rozmnozy¢ przez 15,
iloczyn ten odia¢ od logarytmu liczby ioo6oo; re-
szta bedzie logarytmem liczby szukane'y.

4. Maiac wiadome A a i r. znalez¢ n.

Chcac np. dowiedzie¢ sie za ile lat kapitat ta
dany na procent po 5 od sta, zostanie podwojony,
w rownaniu A=z=a(i-br)n potozywszy naznacza-
ne waznosci , bedzie

to iest: kapitat umieszczony w banku na procent
ektadany po 5 od sta rocznie, podwoiony zosta*
nte za lat i4, miesiecy 2 i dni blisko 15.

155. Zagadnienie Il1l. Umieszczono w banku
pierwszego roku summe a, drugiego ro<u przydano
summe b, 3g0 summe ¢ , 4o summe d; ostatniego
roku summe k, na procent sktadany: i t. d; Ia*
kiz bedzie kapitat wraz z procentami na konhcu ro-
ku n/
jEHe'rwsza summa « lezagc w banku przez li-
czbe lat n f uro$nie na koncu w kapitat a (1 tr)n
161).

( 'I?)ruga summa b lezac w banku przez lat n—1
uros$nie w kapitat fi (i 1 +)*1"1.

Trzecia summa c lezgc w banku przez lath—a
uro$nie w kapitat r(i -Fr)H* i t. d. Nakoniec o*

sta-
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statnU summa*k lezagc w banku przez ieden tyt*
ko rok uro$nie W kapitat kK (i -+-r); Bedzie wiec
kapitat ostateczny, czyli

Znalaztszy wazno$¢ kazdpgo Wyrazu strony
drugiey tego réwnania, znaydziemy kapitat osta-
teczny A.

Dziatanie to iest nieréwnie tatwieys$ze, gdy
iest

Druga strona tego rownania skiada postep
Jeometryczny, w ktérym wyraz pie'rwszy iest
wyraz ostatni «(i-t-r)w stosunek i-t-r»

. . r _ "f1E- NE

Z rownania tego mozna takie wyprowadzi®
eztcry zagadnienia takie iakiesmy wyprowadzili
Z rownania A—a (teer)n.

is6. Zagadnienie IV. Diuznik winnym bedae
summe A, umawia sie z wierzycielem, ze mutttug
ten wraz z procentem ratami wyptacaé¢ bedzie. Na
frocy tey umowy wierzyciel przy Kkoncu kazdegif
roku dostaie od diuznika jUmme a. Tym sposubef*
przez lat n diug wraz z procentami od procentéw
Urno,zony zostat. llez wynosita summa a f

Poczatkowy kapitat A zostaigC W reku diu*
inika przez rok pie'rwszy, na koncu roku tego
uroénie w summe A (i-t-r), a po oddaniu wie*
rzycielowi summya, na ~poczatku roku drugiegfi
zostanie U diuznika A (i +

"%V\
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Kapitat B zostaigc w reku dtuzniika przez rok
drugi, na koncu roku tego urositife w summe
B(i + f)j a po oddaniu wierzycielowi summy a
na poczatku roku trzeciego , zostanie u diuznika
U(, +r)_ n; czyli, zamiast B potozywszy iego wa-
zno$é¢, ~M(i+nNl—n(i-+r)=n~C.

Kapitat C zostaigc w reku dtuznika przez rok
trzeci, na kohcu roku tego zamieni sie w summe
C (j+ r); apo oddaniu wierzycielowi summy a
na poczatku roku czwartego zostanie u dituznika
C (14-1)~—a{ czyli zamiast Cpotozywszy iego wa-
znos¢ ,

Tu iuz tatwo pomiarkowaé, ze na koncu ro-
ku u po oddaniu wierzycielowi summy a zostanie
u dtuznika

Ze za$ podiug warunkéw zagadnienia diug
na ten czas bodzie zaspokoiony; bedzie wiec

Wyrazy przez ktére ilos¢é a iest rozmnozona,
sktadata postep jeometryczny , ktorego wyraz pier-
wszy iest i, ostatni (I-+-r)”~1 a stosunek i-Hrt
summa zatem postepu tego bedzie (i34)

Powyzsze wiec réwnanie zamietli sie w nastepfr

Chcac
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Chcac np. dowiedzie¢ sig ile nalezy rocznie
ptaci¢ dla umorzenia w przeciagu rz lat diugu,
wynoszgcego zi. ioo pozyczonych na 5 od sta
rocznie, trzeba w roéwnaniu ostatniem uczynic
A— 100, n— 12, r= 2|, a tem samem bedzie
(1-4-r«= (8™ ==1,79580. ~ Waznosci te potozy-
wszy w réwnaniu powyzszem na mieyscu glo=
sek, réwnanie to zamieni sie w nastepuigce :

To iest: dla umorzenia w przeciggu f* Lat
dtugu wynoszgcego zt. 100 i procentow od niego-
rachowanych po 5 od sta rocznie, trzeba co rok
wierzycielowi ptaci¢ zt. 11, 28.

wyprowadzi¢ cztery nastepuigce zagadnienia :

z. Maigc wiadome A, r, u, znalez¢ a; 2. V&~
lac wiadorme a, r, n, znalez¢ A*. 3. Maigc wia-
dome A, a, n, znalez¢ r; 4. Maiac wiadome A+
a, r, znalezé nv !

PieYwsze z tych cztérech zagadnien rozwigza*
lismy wyzey; podobnym sposobem mozna roz-
wigza¢ drugie i trzecie: chcac rozwiaza¢ czwarte,
trzeba sie uda¢ do logarytmow, a naprzod ildli
niewiadomg (i + r)” uwolni¢ potrzeba od wiado-
mych. Wr réwnaniu

wnik , i rozwingwszy licznik drugie'y strony, to
iest wykonawszy mnozenie wskazane 4 bedzie

Podawszy a po obu.gronach , 1 odigwszy
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Roéwnanie to przez ozycie Iogarytmow zamie*
su sie W nastepuiace:

Gdyby byto np. zag}/adni'eni'ei Znc;qgniotté
tftupu 10000 cz. zt. nas od sta, z warunkiem ze
dtuznik v ypiacré¢ bedzie co rok wierzycielowi po
looo r*. zt. poty, puki sie zupetnie z riiuyu nie
uisci; za ilez lat diut* wraz z procenta- i od pro-
tentéw unmorzony bedzie?

W powvzsze'y formule uczyniwszy A s&= 10000 ;
tSe= jooo, r— 0 06; znaydziemy N« i5,7.

157 Wylozone wyzey trzy gitdwnieysze ga«
tunki zagadnien o procentach skiadanych nate«
zycie zrozumiane, utatwig rozwigzywanie innych
tegoz rodzaiu zagadnien w rozmaitym sposobie u-
tozonych , iak sa np- nastepujace :

Kupiec ma w iednym handlu 100000, w dru-
gim 120000; kapitalt pierwszy przynosi nmu rocznie
15» drugi 12 od sta: procenta te przylacza do ka-
pitatéw: za ilez lat dwa te kapitaly bedg sobie
rowne ? 1
Oznaczywszy I|czbe szukanq lat przez n, ka*
pitat pierwszy na koricu tego roku wraz z pro-
tentami bedzie 100000 0~8)rg drugi za$ bedzie

120000 Aze podiug zagadnienia dwa te o*
atateczne kapitaty maig by¢ sobie rowne bedzie,
100000 ('£8)” — 120000 (\+£)n t

Podzieliwszy obie strony .przez 100000 bedzie

.(nli)na7i,2 (¥$l)n*
Zni6stszy mianownik toow i podzieliwszy obie
atrony przez H2n wypadnie

Inne zagadnienie. Jedna osobtet data nd pro-
skitadany 12000 zt. po 6 od sta rocznie, dru-

Sa
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gtt zds data takze na procent sktadany 11800 zt*
po £ od sta miesiecznie: za ilez lat dwa te kap itaty
bedq réwne?

W pierwszym kapitale procent roczny od 1
wypada , W drugim procent miesieczny od 1
iest 203, Oznaczywszy zate'm liczbe szukang lat
przez n, a te'm samem liczbe szukang miesiecy
przez 12n, powyzsze dwa kapitaty przy koncu
tego czasu zamienig sie pie'rwszy w summe
12000 ($%)n, drugi w summe 11800 (fas)12”

i bedzie podtug warunkdéw zagadnienia.
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ROZDZIAL IX

Zawieraigcy obszernieyszy wykiad niektorych wia®
donosci dotad wytdzonych»

158. Wszystko to, cosmy w poprzedzaiacych
rozdziatach wytozyli , uwaza¢ nalezy iako 'pier-
wszy kurs Algiebry Elementarnej, w ktoérym rze-
czy tylko tatwieysze i do poczatkow istotnie na-
lezace miesci¢ sie powinny, OpusciliSmy wiele
wiadomosci wyzszych , z, wytézchemi dotad sci-
sty zwigzek maiacych, ktére wytnagaiac gtebsze-
go zastanowienia i obszernieyszych wyktadow,
nie iednego z poézynaigpych mogtyby odstre-
czy¢ , a”ktore bedac dopiero w dalszey Algiebrze
potrzebnerin, wytozone nawitasciwszem dla siebie
mieyscu ; op6znityby wyktad wiadomosci w po-
czatkowej Algiebrze naypotrzebnieyszych j 1 same
mogtyby pierwej z pamieci wypasé, nimby
przyszto ddé oswoienia sie z niemi przez czeste
ich uzywanie w rozwiezywaniu zagadnien tru-
dnieyszych po6 wiekszej czesci, nie sg podane do-
tad. Wszystkie takie wiadomosci razem zebrane
umiesciliSmy w tym i w nastepuiacych rozdziele,
ktére pod tym wzglede.m za przydatek do roz-
dziatow poprzédzaigcy¢h uwaza¢ nalezy.

I. Dzielenie ilosci algiebraicznych wielorakich=

159. Ze czterech dziatah arytmetycznych, zna-
kami ogélnemi odbywaigcych sie, pozostato le-
szcze do wytozenia dzielenie ilosci algiebraicznych.
wielorakich. Dzielenie to, bez ktérego poczat-
kowa Algiebra tatwo obey$¢ sie moze ,” do zrozu-
mienia dalszych iej wiadomosci bedzie istotnie
potrzebne : teraz ie wiec Wyktadamy.

Poniewaz dzielnik rozmnozony przez iloraz da-
ie iloczyn rowny dzielnej, dzielna zatem powin-
na w sobie zamyka¢ wszystkie czastkowe iloczy-'

N
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tiy kazdego wyrazu dzielnika rozmnozonego przez
kazdy wyraz ilorazu ; i gdyby mozna byto roz-
poznac te iloczyny czastkowe w dzielne'™ zawarte,
dzielgc ie przez wiadome wyrazy dzielnika, zna-
lezlibySmy wyrazy ilorazu , tak iak w Arytmetyce
znayduig sie wszystkie cyfry ilorazy dzielgc na-
stepnie przez dzielnik liczby uwazane za czastko-
we iloczyny tegoz dzielnika rozmnozonego przez
wszystkie cyfry ilorazu. Ale w liczbach czagstko-
we te iloczyny tatwo mozna rozpoznaé : nastepu-
ig one po sobie porzadnie zaczynaigc od iednosci'
umieszczonych w ostatnim rzedzie po lewe'y stro-
nie . gdyz iednosci kazde'y cyfry w liczbie dziel- "
ne'y zalezg od rzedu , ktory cyfra ta zastepuie : co
W wyrazeniach algiebraicznych nie ma mieysca;
lecz sie temu zaradza uktadaigc wyrazy dzielne'y i
dzielnika w takim porzadku, aby wyktadniki po-
teg iedne'yie gtoski byty coraz mnieysze zaczyna-
iac od lewe'y reki ku prawe'y, iak iest w dwoch
nastepuigcych ilosciacn :

ja? — 22.a6b -+-12a562«— 6a4i>3_ 4 -+-8a2bs

5a4-—2"3b 4 4
g ktérych pie'rwsza iest iloczynem, druga mnozni-
kiem w przytoczonym wyze'y (36) przyktadzie
mnozenia, a w obudwéch wyktadniki gloski a sg
coraz mnieysze idac od lewe'y reki do prawcy ;
utozenie takowe wyrazéw dzielne'y i dzielnika na-
zywa sie uporzadkowaniem, danych ilosci.

Gdy dwie dane ilosci s tym sposobem upo-
rzadkowane , rzeczg iestwidoczng, ze iakikolwiek
iest czynnik, przez ktéry mnozy¢ nalezy druga
dla otrzymania pie'rwsze'y, wyraz 507, od ktérego
zaczyna sie pie'rwsza, powstat z rozmnozenia wy-
razu 5u4, od ktérego zaczyna sie druga, przez_
wyraz w ktorym gtoska a ma naywyzszy wykta-N
dnik w czynniku szukanym, i od ktérego zaczy-
naé¢ sie musi tenze czynnik szukany, gdy w nim
wyrazy sg uporzagdkowane podtug wyktadnika gto-
ski a- Podzieliwszy zatem b5a? przez 5n4, iloraz

(a3 (42) bedzie pierwszym wyrazem szukanego
czyn.
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czynnika. Aze podiug prawidet mnozenia, cat-
kowity iloczyn powinien w sobie zamyka¢ rozmai-
te iloczyny czastkowe powstaigce z rozmnozenia
wszystkich wyrazéw mnozne'y przez kazdy w”raz
mnoznika; wypada stad, ze ilos¢ wzigta tu za
dzielng powinna zamykac¢ iloczyny wszystkich wy-
razow dzielnika, ktory iest 5114 za3b
przez pierwszy wyraz ilorazu, to iest przez a3, i
ze tern samem odigwszy od dzielney te czgstkowe
iloczyny, ktére sg: 5a? — 2«6b -t-4a5b*, reszta

— 20a6b mwm8aS5b* —-6a4b3— 4a3 M -t-8a* 65,
zamykaé w sobie bgdzie te tylko czastkowe ilo-
czyny , ktore pozostaig z rozmnozenia wszystkich
wyrazow dzielnika przez drugi, trzeci i t. d. wy-
raz szukanego ilorazu*

Pozostata zate'm reszta moze by¢é uwazana ia-
ko czgstkowa dzielna, a pieYwszy iey wyraz, w
ktorym gtoska a ma naywyzszy wyktadnik , nie
mogt inacze'y powstaé, iak tylko z rozmnozenia
pierwszego wyrazu w dzielniku przez wyraz dru-
gi w szukanym ilorazie : podzieliwszy zatem pier-
wszy wyraz pozostde'y reszty , to iest — 20
przez pierwszy wyraz dzielnika, to iest prze®
S«4, znaleziony iloraz — 4aaf (46) bgdzie drugim
wyrazem szukanego ilorazu. Przez ten drugiwy-
raz rozmnozywszy wyrazy dzielnika, i powstate
stad iloczyny czastkowe odigwszy od reszty, dru»
ga reszta 4- 10n*b3— 4n3b*+ sa2bs, zamykaé w so-
bie bgdzie te tylko czgstkowe iloczyny , ktére po-
wstaig z rozmnozenia wszystkich wyrazéow dziel-
nika przez wyraz trzeci i t. d szukanego ilorazu.

Tg druga pozostata resztg uwazaigc znowu ia*
ko druga Gzastkowa dzielnha, pie'rwszy ie'y wyra®
ioa4g nje mobgt powsta¢c innym sposobem, iak
tylko z rozmnozenia pie'rwszego wyrazu w dziel-
niku przez trzeci wyraz w szukanym ilorazie; po-
dzieliwszy zate'ul pierwszy wyraz drugie'y reszty*
ktéry iest lon”b* przez pierwszy wyraz dzielni*
ka , to iest przez 514, iloraz zb3 bgdzie trzecim
wyrazem szukanego ilorazu. Przez ten trzeci wy*

N 2 raz
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raz rozmnozywszy wszystkie wyrazy dfcieinika*
i czastkowe iloczyny z.rozmnozenia tego wynikte
©digwszy od drugie'y reszty, nic sie nie zostanie:
co dowodzi, ze szukany iloraz ma tylko trzy wy-
razy.
y161. Chcac dziatanie to porzadnie odby¢, tr:
ba zachowaé¢ nastepuigce prawidia :

I6d Uporzadkowawszy wyrazy dzielney i dziel
nika podtug wyktadnikéw iedneyze gtdski, to iest
tak, aby wyktadniki te coraz sie zmnieyszaty zaczy-
naiac od reki lewey ku prawey stronie pisze sie dziel-
nik "obok "dzielney po prawey stronie, i-miedzy
dwiema temi ilosciami daie sie liniyka pionowa.

2re. Dzieli sie pierwszy wyraz dzielney przez
pie'rwszy wyraz dzielnika podiug prawidet na
dzielenie ilosci poiedynczych , 4 znaleziony iloraz
pisze sie na przeznaczonem dla niego mieyscu vr
drugim wierszu pod dzielnikiem.

3cie. Mnozg sig wszystkie wyrazy dzielnika
przez znaleziony wyraz pierwszy ilorazu, a wy-1
padaigcy iloczyn pisze sie pod dzielng w drugim
wierszu i od nie'y sie odeymuie pozostata za$ re*
szta pisze sie w wierszu trzecim.

4/e. Dzieli sie pierwszy wyraz pozostatby re-
szty przez pierwszy wyraz dzielnika, a znabzio-
ny wypadek pisze sie na swoiem mieyscu iako
drugi wyraz szukanego ilorazu : z wyrazem tym
postepuie sie tak , iak sie wyzey postgpito z wy-
razem pierwszym. 1 to sarno dziatanie poty sie
powtarza , az poki wszystkie wyrazy dzielney
nie zostang zniszczone: maigc zawsze uwage na-
przod na znaki wyrazow, powtdére na spoiczyrr*\
niki , potrzecie na gtoski i ich wyktadniki.

WZOR
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WZOR DZIELENIA.
Dzielna Dzielnik

Pierwszy wyraz dzielne'y, to iest podzie-.
lony przez pierwszy wyraz dzielnika,, toiest p~zez
$a4, daie na iloraz a3, ktory sie piaze pod dziel-
nikiem. Przez ten iloraz rozmnozywszy trzy wy-
razy dzielnika, i w trzech czastkowych iloczy-
nach z rozmnozenia tego wyniktych odmieniwszy
znaki wypadnie — 507™M-za@>— 4«5€a.  losé, ta p*-
tze sie pod dzielng i od niey sie odeymuijy; po6-
Czem zostaig reszta iwsza>— 20ah+ &ash**-"jasb3
Tr 4a3bA4- 8a2£5.

Pierwszy wyraz te'y reszty to iest'— 20a6b po«
dzielony przez pierwszy wyraz dzielnika to iest
przez 4-%$a4, daie na iloraz — 4a26, ktory, sie pi-
sze na swoiem mieyscu iako drugi wyraz szuka-
nego ilorazu. Przez ten drugi wyraz rozmnozy-
wszy trzy wyrazy dzielnika, i w trzech czastko-
wych iloczynach z rozmnozenia tego wyniktych
odmieniwszy znaki, wypadnie ilo$¢ 4- 20a6b'— 8350a
4-iba™3, ktéra sie pisze pod pierwsza resztgi od
*de'y sie odeymuie : poczem zostaie reszta druga,
to iest 4-iofl4M — 'aaba 4 - %es:

Pierwszy wyraz drugiey reszty to.iest 4-i0a4£3

podzielony przez pierwszy wyraz dzielnika, to,
iest
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iest przez £f4 ? ¢hue na iloraz -t 2b3, ktory sie pi-
pisze na svyoiem mieyscu iako trzeci wyraz szu-
kanego ilorazu. Przez ten trzeci Wyraz rozmno-
zywszy trzy wyrazy dzielnika, i w trzech czast-
kowych iloczynach z rozmnozenia tego wyniktych
odmieniwszy znaki , wypadnie ilo$¢ < iomb3
-t-4n34 —*8a2l5, ktéra odigwszy od drugie'y reszty,
nic sie nie zostaie , co okazuie, ze -H2b3 iest wy-
razem ostatnim szukanego ilorazu, i ze tem sa-
mem iloraz ten iest a3— 4nZ+s 2b3

161. Czestokro¢ w ciggu dzielenia mnozac
dzielnik przez | 6zne wyrazy ilorazu powstalg ta-
kie czastkowe iloczyny, ktore sie nie znayduig
w dziejney, i ktédre potem dzieli¢ potrzeba przez,
pierwszy”™ wyraz dzielnika. Iloczynami temi sa te,
ktéore maigc przed sobg’ odmienne =znaki i bedac
fobie rowne, znikng¢ musiaty, kiedy sie formo-
wata dzielna przez rozmnozenie dwoéch iey czyn-
nikow ilorazu i dzielnika. Niech bed2|e wp. a3—b3
do podzielenia przez a— b

Dzielenie. Mnozenie,

Pierwszy wyraz d*ielne'y , ktéry iest «3 po-
dzielony przez pierwszy wyraz dzielnika, to iest
przez a, daie na iloraz U2; rozmnozywszy dziel-
nik przez ten iloraz i odmieniwszy znaki w dwoch
czastkowych iloczynach, wypadnie — a3+ akd:
wyraz pie'rwszy — a3 dodany do wyrazu pier-
wszego dzielmy, zniknie; lecz pozostaie wyraz
drugi + abdTktory z poczatku nie znaydowat sie
W dzielney. Poniewaz wyraz ten zamyka gtoska
e >mozna go dzieli¢ przez pierwszy wyraz dziel-

ni-
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nika i Wypada r.a iloraz, 4- ab. Rozmnozywszy
dwa wyrazy dziefyiika przez ten iloraz, i odmie-
niwszy znaki w iloczynach , wypadnie —azb-tab2;
wyraz — a2 dodany do pierwszego wyrazu pozo*
state'y reszty zniknie , lecz zostaie wyraz 4- ab2,
ktéry takze wie znaydowat sig w dzielne'y. Po-
dzieliwszy go przez a; wypadnie na iloraz 6* 3
przez ten czgstkowy iloraz rozmnozywszy dwa
wyrazy dzielnika, i odmieniwszy znaki w iloczy-
nach, wypadnie — ab*+ fy3: pierwszy wyraz— ab*
dodany do pierwszego Wyrazu drugiey reszty ni-
knie, i drugi wyraz 4- b3 dodany do ostatniego
wyrazu — b3, ktory pozostaie z dzielne'y, nikm®
takze.
Dla tem lepszego obigcia tego mechanizma
dzielenia, dosy¢ iest rzucie okiem na mnozenie
dzielnika a—Db przez iloraz «24-62, umieszczone
obok poprzedzajagcego dzielenia: postrzezemy, ze
wszystkie wyrazy nowo powstate w dzieleniu sg
te, ktére nikng w wypadku mnozenia.

162. Czasem sig przytrafia, ze gtoska,
dtug ktorey porzadkuig sig dwie ilosci dane, w
kilku wyrazach znayduie sig z iednymze wykta-
dnikiem , czy to w dzielney czy to w dzielniku.
W przypadku tym trzeba te wyrazy umiesci¢ w
iedney kolumnie, albo tez napisaé ieden po dru-
gim , porzadkuigc ie podiug wyktadnika inney
gtoski. Niech bedzienp. ilo$é « a4b2 4- 6*c4— a2

a6 4- 2asc* 4- b64-2b*c24-a24, ktoérg podzielié
trzeba przez a2— h2<- c2.

Porzgdkuigc pierwszg z tych ilosci podtug gto*
ski a, umiescimy w iedney kolumnie dwa w Yyra-
zy*— adb2 i 4-2u4c2, w inney kolumnie wyrazy.
+ 0204 i — a4, nakoniec w ostatniey kolumnie
trzy wyrazy 4- b6e2j4c24-b2cg, porzadkuigc ie
poditug wyktadnika gtoski b, iak to widzie¢ mo-
siu w przylgczonym wzorze..

NG -
Wzor

po-

P
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Pierwszy wyraz dzielnej, to iest — a>pddzie-
loiiy przez pierwszy wyraz dzielnika , toifest przez
, d.aie na pierwszy wyrazilorazu — a4 : rozmno-
zywszy Wszystkie wyrazy dzielnika przez ten ilo-
raz, i w iloczynie stad wyniktlym odmieniwszy
znaki, aby go mozna byio odig¢ od dzielney,
mieszczac w ledneyze kolumnie wyrazy maiace tg
&ame potggg gtoski a, pozostanie 1wszg reszta,
"°} n-S" bierze za drugg dzielhg czastkowa.
, Pierwszy wyraz tey nowey dzielney, ktory
iest—»tas6a, podzielony przce. daie ,na drugi

Wy-
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wyraz, ilorazu — za2bz; rozmnozywszy wszystkie
wyrazy dzielnika przez ten drugi wyraz ilorazu,
i w iloczynach odmieniwszy znaki dla odigcia
ich od ¢zastkowey dzielney, mieszczac w iedney-
ze kolumnie wyrazy maigce tg sarng pofcggg gto-
ski a, po odigcig zostanie druga reszta, ktéra sig
bierze za trzecig dzielng czastkowa.

Odbywszy to samo dziatanie z resztg druga i
nastgpn.emi, zuaydzieiny ieszcze trzy wyrazy na
iloraz. Ostatki rozmnozony przez wszystkie wy-
razy dzielnika d,aie iloczyny , ktére odlawszy od
4te'y reszty , nic sig nie zostaje : dzielnik wigc
miesci sig zupetnie W dzielney, a tern samem iest
iey. czynnikiem, -~

Czasem mozna utatwié dzielenie rozktadaiae
dzielng na czynniki , ktére czgstokroé na samo
weyrzenie upatrzy¢ mozna. Tak np. gdyby przy-
szto do$¢ 8<9%®@ — 4a3p* -h 4af-h zas— 6t +1, podzie-
li¢ przez 2a3«—=ii2-*1 ; poniewaz dzielnik ten skia-
da ostatnie trzy wyrazy dzielney, dosy¢ bgdzie
sprébowaé, czy nie iest takze czynnikiem trzech
pierwszych wyrazéw dzielney. Trzy te wyrazy
maig widocznie za spoiny czynnik 4a3: gdyz
gfle — 4usk*-t-4a3= 4fl3 (2a3 u2-t-1). Dzielng z*
te'm mozna wyrazi¢ w nastepuiacvm ksztatcie:

i dzielenie mozna odby¢ bez diugiego zachodu;
przekresliwszy bowienl dzielnik i pierwszy czyn-
nik dzielney, ktory iest zupetnie réwny dzielni-
kowi , drugi czynnik 4s$3141 bgdzie szukany!*,
ilorazem.

Wprawg podaie wiele podobnych sposobéw,

przez ktore znacznie skrdci¢ mozna zwyczayne
dziatanie.

Il. O naywigkszym spélnym dzielniku dti/6ch Holci
algiebraicznycM

i63. Kiedy dzielenie dwoch ilosci

algiebrai*
cznych nie mozg by¢ wykonane, na ten

czas ilo-
raz
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raz zostaie pod postacig utomka, ktérego liczni-
kiem iest dzielna a mianownikiem dzielnik. Chcac
potem wyrazy utomka tego zmnieyszyé , trzeba u-
wazac¢ czy licznik i mianownik nie maig iakiego
czynnika spélnego , przez ktéry mozna ie podzie-
lic. Lecz gdy wyrazy utomka sg ilosciami wie-
lorakiem!, spoiny ich dzielnik nie tak tatwo by¢
moze upatrzony, iak w ilosciach poiedynczych :
w ogoélnosci szuka¢ go nalezy sposobem takim , ia-
ki iuz widzieliSmy w Arytmetyce , szukaigc nay-
wigksz™go dzielnika spélnego dwom liczbom da-
nym. Dziatanie to zasadza si§ na nastgpuigcej
prawdzie :

Y/szelki dzielnik spoiny dtuom liczbom iest tak-
ie dzielnikiem reszty pozostaley Z podzielenia ie-
dney liczby przez druea.

Daymy, ze dwoch liczb jakichkolwiek spoiny
dzielnik, ktéry oznaczamy przez D, miesci si§ zu-
petnie w iednej z nich razy A, w drugiey razy
B  Poniewaz dzielnik rozmnozony przez iloraz
daie na iloczyn dzielng, pierwsza zatem z dwoch
danych liczb iest AD , druga +>D. ~iiech Q ozna-
cza catkowity iloraz z podzielenia liczby pier-
wszej przez drugg wypadaigcy , a R, catkowitg
resztg z dzielenia pozostatg : bidzie wiec

Zniostszy mianownik, i obiedwie. strony po-
dzieliwszy przez D, wypadnie

Lf |
Pierwsza strona™ tego réwnania iest liczbg cat-
kowita podtug zatozenia, wiec i druga musi by¢
takze liczbg catkowita: a ze wyraz pierwszy dru-
giej strony iest liczbg catkowitg, wigc i drugi

wyraz ~ musi by¢ liczbg catkowita, a te'm sa-

JBei R iest podzielne przaz. D i to iest pozostala
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reszta z podzielenia dwdéch ilosci danych iest po*
dzielna przez spoiny dzielnik tychze ilosci.

Zastosuymy to naprzéd do przyktadu licze-
bnego. Niech bedg dwie liczby dane 637 1 i45.
Naywiekszy spoiny dzielnik tych dwoch liczb wi-
docznie przechodzi¢ nie moze liczby mnieyszey
i45: wypada wiec naprzéd sprébowaé¢ czy liczby
ta, sama siebie dzielagca , nie iest szukanym spdl-
nym dzielnikiem. Liczba i45 sama w sobie mie-
§ci sie rAz 1, w liczbie za$ 607 miesci sie 4 ra-
zy, i pozostaie reszta 65: co dowodzi, ze liczba
143, .nie iest szukanym dzielnikiem.

Ze za$ wszelki dzielnik Spoiny dwom iloSciom
iest takze dzielnikiem reszty z podzielenia iloSci
iedne'y przez drugg pozostate'y , spoiny zatem
dzielnik dwdch liczb 667 i i45 powinien by¢ tak-
ze dzielnikiem tak liczby i43, iako tez liczby 65,
ktéra iest resztg z podzielenia pozostatg. Naywie-
kszy spoiny dzielnik dwéch liczb i45 i 65 nie
moze by¢ wiekszym od liczby 65: trzeba zatem
sprobowac, czy liczba 65 nie iest szukanym dziel-
nikiem. Liczba 65 sama w soiie miesci sie raz 1,
W liczbie za$ i43 miesci sie razy 2, i pozostaie re-
szta i3 : co dowodzi, ze liczba 65 nie iest szuka-
nym dzielnikiem. Lecz spoiny dzielnik liczb 45
i 65 powinien by¢ takze spélnym dzielnikiem tuk
dla liczby 65, iako tez d a pozostatey reszty >3:
trzeba wiec szukaé naywiekszego spolnego dziel-
nika liczb 65 i 13- Naywiekszy” spdiny dzielnik
tych dwoch liczb nie moze bydz wiekszy od liezby
mnieyszey, to iestod i3 : nalezy wiec sprébowag,
czyli i3 nie iest tym dzielnikiem. Liczba i5 mie-
§ci sie sama w sobie raz 1; w liczbie za$ 65 mie-
sci sie 5 razy zupetnie.

Liczba zatem i3 dzielgca liczby 65 i i5, dzie-
li takze liczbe i43= 65, 2-t-i3; ta sama liczba i5
dzielgca liczby 65 i i43 , dzieli takie liczbe
63y =; i45. 4-+-65: wiec liczba ta. iest spolnym
dzielnikiem dwaoch liczb danych. Ze za$ ten spoi-
my dzielnik nie moze by¢ wiekszym od *3, 'Et() sie

oka-
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okazuie z samego dziatania, podtug- ktdrego szu-
kany dzielnik powinien miesci¢ sie zupetnie w Ii?
czbie.i3. .

Tym samym sposobem posfcepuie sie szukaiao
naywiekszego spolnego dzielnika dwoch ilosci al-
giebraicznych: probuie sie naprzoéd czy iedna z
dwoch danych ilosci nie iest dzielnikiem drugiey"
a iezeli z dzielenia pozostaie reszta , przez te re-
szte dzieli sie pierwszy dzielnik, potem pierwsza
reszta dzieli sie prZez drugcj., i tak daley e az po6-
ki sie nie przyydzie do takiey reszty, ktéra poprze-
dzaigcg dzieli zupetnie.: reszta ta bedzie naywie-
kszym, spoiny m dzielnikiem dwoch ilosci -danych.

i64. Nim przystagpimy do przyktadow, uczy
m¢é tu pierwey potrzeba nastepuiacg uwage : ze
naywiekszy spoiny dzielnik dwaoch’ ilosSci nie pod-
jada zadne'y zmianie, gdy sie iedna z nich roz-
mnozy lub podzieli przez ilos¢ , ktdra nie iest dziel-
nikiem drugiey, i ktéra nie ma zadnego sp6lnego
czynnika z druga. | tak np. dwie ilosci ab i dc
maig a za" spoiny, dzielnik : rozmnozywszy ab przez
d. bedzie iloS¢ nbct, ktéra z drugg iloscig, ac ma
tenze sam. spoiny dzielnik, iaki iest migdzy ab,
1 ac.

Inaczey sie rzecz ma. gdy rozmpozymy ab
przez ilos¢ bedgcg dzielnikiem ilosci drugiey ac,
czyli ktéraby miata spoiny czynnik z iloScig acr
Rozmnozywszy np. ab przez c, bedzie abc ilos¢
ta ma z ii-0scig aj za spoiny dzielnik ac. Podo-
bniez rozmnozywszy ab przez ilos¢ cd, ktdéra ma
spoiny czynnik z iloscig ac, bedzie ilos¢ abcd,
ktéra z iloscig ac ma za spélny dzielnik ac.

Whniesiemy stad idd ze iezeli .szultaigc naywie-
kszego spolnego dzielnika dwéch ilosci postrzeze-
my w ciggu dziatania, ze dzielnik albo dzielna
ma iaki.czynnik, ktéry nie iest czynnikiem ilosci
drugie'y, mozna sie go bedzie pozby¢ dzielgc
przezen iedne z. dwdch ilosci danych; 2re ze nie-
sna iedne z dwoch danych iloSci rozmnozy¢ przez
iakakolwiik .liczbe; byleby liczba ta nie byta
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dzielnikiem drugiey ilosci dahey, i nie miata. za-
dnego spoinego z nig czynnika.

Jo takoWem przygotowaniu przystapmy iuz
do przyktadow. Wezmy dwie ilosci takie, kto-
reby miaty niektére gtoski spoine, gdyz inaczey
nie mogtyby mie¢ spo6lnego dzielnika. Niech be-
da nu. dwie ilosci

3fI3— 3a g ab2— b3, i 4ab— $ab24-b3,

W ktorych wyrazy uporzadkowane sg podiug wy"
ktadnikoéw gtoski a>iak wymaga dzielenie Pie'r-
wszg wezmy za dzielng drugg za dzielnik: lecz
zaraz zachodzi trudno$¢, ktéra yr ilosciach licze-
bnych mieysca nie ma; to iest, ze piérwszy wy-
raz dzielnika nie miesci sie zupetnie w pierwszym
wyrazie dzielne'y , z przyczyny dwoch czynni-
kéw 4 i b, ktére znayduig sie w iednym, a Wdru-
gim ich nie masz. Ale ze gloska b ieit spolnym
czynnikiem wszystkich wyrazow dzielnika, a nie-
jktoryck tylko Wyrazéw dzielney ; mozna sie wigfc
iey pozbyé w dzielniku, dzielac go przez b, przez
co, 'pédiug uwagi powyzsze'y, szukany spoiny
dzielnik dwoéch danych ilosci w niézOm sie nie
zmieni  Podzieliwszy druga ilo$¢ przez b wypa-
dnie 4u2— shb+ b2 Idzie wiec teraz o to, aie-
fey znalezé naywiekszy spoiny dzielnik dwdch
nastepuigcych ilosci: ; V.
5«$— 3a2 +ab2— b3, i 4n2— Bab-+b\

tecz Jeszcze pierwszy wyraz dzielnika, to
iest 4n* nie miesci sie zupeinie w pierwszym wy
razie dzielnedy , ktdry iest 5fI3, gdyz liczba 4 ber
daca spoétczynnikiem pierwszego, Wiegksza iest od
liczby 5 bedageey spoéiczynnikiem drugiego. Ale
mozna rozmnozy¢ pierwszg ilo$¢ dang przez iaka-
kolwiek liczbe , byleby liczba ta nie byta spol-
nym czynnikiem wszystkich wyrazéw ilosci dru-
giey , co, podiug uwagi powyzszey, w niczedia
nie zmieni naywiekszego dzielnika spdélnegf
dwoch ilosci danych. Rozmnézmy wiec ilos*.
pierwszg przez liczbe 4, ktéra nie iest czynni-
kiem ilosci drugiey : tym sposobem potrzeba be-
dzie ilosc. 120’
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12a3 — 12n*b 4-4a62 — 4b3 podzieli¢ przez aa*

— 5%16-t- 6*:
iloraz czagstkowy z podzielenia tego wypada 3a.
Rozmnozywszy dzielnik przez terl ilor«z, i odig-

wszy iloczyn od dzirlne'y , zostanie reszta
3ci2b + iib2 — 463.

Ilos¢ tai podtug tego co$Smy powiedzieli wy*
£e'y, powinna mie¢ z iloscia 4a2— $cib + b2 tenze
sam naywiekszy spoiny dzielnik , co ilos¢ pier-
wsza. Korzystaigc z -powyzszych uwag, dziele
pozostatg reszte przez 6, i mnoze igpizez 4, aby
tym sposobem pierwszy wyraz iey stal sie zu-
petnie podzielnym przez pierwszy wyraz dzielni-
ka: bedzie zatem dzielna i2na-t-4nf»— i6bi , dziel-
nik za$ 4n?,— $ah-t-b2, a czgstkowy iloraz 3. Roz-
mnozywszy dzielnik przez ten iloraz, i od dziel-
ne'y odigwszy iloczyn, zostaie reszta 1976-196%
i cata rzecz idzie oto, aby wynalezé naywiekszy
spoiny dzitelnik tey reszty i ilosci 4fl2— 5ab b2

Ze zas gtoska a, podiug ktérey odbywa gig
dzielenie , w pozosfcale'y reszcie iest stopnia pier-
wszego , w dzielniku za$ stopnia drugiego j dziel-
nik wiec nalezy wzig¢ za dzielng, a pozostata re-
szte za dzielnik.

Przed zaczeciem tego nowego dzielenia, dziel-
nik lgafe—+196* dziele przez 16: gdjz ilo$¢ ta
iest spolnym czynnikiem wszystkich iego wyra-V
z6w, a nie iest czynnikiem dzielney: mam wieo
na dzielng ilos¢

4a2— sab+ b2 a na dzielnik ilos¢ a— h.

Odbywszy dzielenie Zzadna reszta nie pozo-
-Staie : a zatem a-—b iest szukanym najwiekszym
spélnym dzielnikiem Jakoz pierwsza ilo$¢ dana
podzielona przez a—b, daie na iloraz 5a2«b2;
druga ilo$¢ danapodzielona przez a— b daie na ilo-
raz 4«— b

i65. Kiedy ilo$¢ wzieta za dzielnik sktada
7, kilku wyrazéw maigcych ten sam stopien gto-
ski , podtug ktérey wyrazy zostaty uporzadkowsa.!
ne> na tan czas, postgpuigc drogg zwyczajny

B 71 * dala-
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dziatanie nie miatoby konhca. WeZmy np. dwie
ilosci

przygotowawszy dziatanie iak do zwyczaynago
dzielenia , bedzie

dzielagc naprzéd aab przez ab, wypada iloraz a;
fFzez ktoéry rozmnozywszy dzielnik i odigwszy i-
{;zyn od dzielney, w reszcie znayduie sie nowy

yraz, w ktérym a iest drugiego stopnia, to
iest a2, powstaigcy z rozmnozenia — ac przez a
Wzigwszy re9zte aX*eac2— ad2 — d3 za dzielng i
rozmnozywszy ig przez b, aby tym sposobem mo*

zna ia byto podzieli¢ przez ab, bedzie

W reszcie tey znowu przybyt nowy wyraz a*c ,
Wktérym a iest drugiego stopnia: to samo mia-
toby ciggle mieysce w dalszem dziataniu.

Dla uniknienia tey nieprzyzwoito$ci , trzeba
uwazaé, ze dzielnik ab—ac+ = a(b— e)-+ri2;
uczyniwszy dla skrocenia fc*~c= w, dzielnik za-
mieni sie na am+ ri2; lecz w tym przypadku trze-
ba dzielng a2 4-ac2 « ri3, rozmnozy¢ przez m, a»
zeby w nowey dzielne'y tym sposobem utworza-
ne'y pierwszy wyraz podzielny byt przez ilos¢
aM, bedacg pie'rwszym wyrazem dzielnika: be-
dzie zatem dziatanie

teraz wyrazy maigce gtoske a w drugim stopni®

fiknety w dzielney, i pozostaly tylko wyrazy
ma*
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raai~ce a w pierwszym stopniu. Abysmy fe znie-
$li , podzielmy naprzéd ac2m prze'z am, wypa®
dnie iloraz €; rozmnozywszy dzielnik przez ilo-
raz , i odlawszy iloczyn od dzielney , pozostanie
2ga reszta : wzigwszy tg drugag reszte za dzielna-,
i podzieliwszy ia przez d2, ktére nie iest czynni-
kiem dzielnika', bedzie — gbt—x2«—dm, co roz-
mnozywszy przez m, wytudnie

+ — rm'— am-.

Poniewaz reszta bd2< ¢2m dma nie zamyka
W sobie gtoski a > wypada stad, ze iezeli dwie
dane ilosci maig miedzy sobg spoiny dzielnik,
dzielnik ten nie zalezy oa gtoski a. Doszediszy
do tego punktu , nie mozna iuz konczy¢ dzielenia
podtug gtoski r ; lecz uwazac¢ potrzeba , ze iezel
znayduie sie spoiny dzielnik niezalezagey od gto-
ski a miedzy ilosciami baZ*—cm+-dm* i am+ d~,
dzielnik ten powinien z osohna dzieli¢ oba wyra-
zy dzielnika omi 4-d2: gdyz w Ogdlnosci , iezeli
ilos¢ iaka uporzadkowana iest stosownie do po-
teg gtoski a, Wszelki dzielnik tey ilosci nie zale-
zacy od a powinien dzieli¢é z osobna ilosci, kto-
re innozag rézne potegi tey gtoski.

Aby sie o tepi przekona¢, dosy¢ iest uwazy¢,
ze w tym przypadku kazda z ilosci danych po-
winna by¢ iloczynem ilosci zalezacey od a roz-
snnozoney przez spolny dzielnik, ktéry od a nie
zalezy. Jakoz niech bedzie* n». wyrazenie

w ktéorem gtoski A, B, C, D, E 'oznaczaig ilo-
Sci iakiekolwiek nie zalezgce od a; rozmnozywszy
wyrazenie to przez ilo§¢ M takie,od a nie zaleza-
ca . wypadnie iloczyn

iloczyn ten uporzadkowany podiug a, zamyka,
leszcze te same potegi gtoski a iak pierwej; lecz
spo6tczynnik kazdey z tych poteg iest jpodzielny
jprzea Af. pO
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P& takowem przygotowaniu, w dwéch ijor=
idach.

przywrociwszy zamiast m ilos¢ (6—*c) , ktora
gtoska ta wyraza, bedzie

+ rzecza iest widoczna, ze w dzielniku ilosci o— ¢
i d* nie maig zadnego spdlnego czynnika : wiS«
dwie dane ilosci spdlnego dzielnika nie maia.

Gdyby na samo weyrzenie nie mozna byto
poznaé¢ , ze nie masz spodlnego dzielnika miedzy
b—t i d2, nalezatoby szukaé naywigkszego spol-
tiego ich dzielnika, porzadkulgc ie podiug ie»
dneyze gtoski, a potem sprobowac¢ czy dzielnik
ten miesci sie zupeinie w ilosci

166. Zawsze iednak wygodniéy iest zaraz
poczatku dziatania szukaé naywiekszego spolnego
dzielnika nie zalezgcego od gtoski , podiug kto-
rej sg uporzadkowane wyrazy : gdyz odkia daigc
szukanie to na koniec dziatania, czestokro¢ re-
szty wypadaig coraz bardzicy zawiktane i rachu-
nek staie sie coraz trudnieyszy.

Niech beda nn. ilosci 1

Uporzagdkowawszy ie poditug gtoski *, wyp*.«
dnie d

Uwazam naprzdd, ze iezeli dwie te ilosci ma-
ig spolny dzielnik nie zawisty od a, dzielnik tem
powinien zupelnie miesci¢ sie osobno w Itazdey
z ilosci mnozacych rozmaite potegi gtoski a (155),
tako tez, w ilosciach ba2— b2ea 1 b* —-b2c, ktore
nic maig gtosi,i a

Idzie wiec tylko ot®, azeby znalezé spdlne
dzielniki dwéch iloSci —eai b— c, i sprob©*

potom, czy miedzy tema dzieinikasiri ni®
n&y=

na.
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znayduie sie taki, ktoryby razem byt dzielnikiem
nastepuigcych ilosé* :
D3~Sbc2, i b2— bc tudziez bacx— baca i bZ”-b/c.
Podzieliwszy 6a— ca przez b~~C wypada ilo-
raz ft-t-c: a zatem be—c iest dzielnikiem spd6luym
iloSci b2~cai b*—c, ktéore widocznie mitc nie
moga innych dzielnikéw; gdyz ilo$¢ b<— c moze
tylko by¢ podzielona przez siebie samg i przez r.
Trzeba sie wiec zapewnié, czy b— cdzieli takze inne
ilosci wyzey wymienione,, albo tez czy ilo$¢ ta
dzieli takze dwie iloScrdane , co ma mieysSce w
same'y rzeczy : gdyz podzieliwszy dwie te ilosci
Drzez b— ¢, wvpadna ilorazy

Dwie ostatnie ilosci chcac sprow adzi¢ do
prostszego ieszcze wyrazenia, nalezy sprobowac
czy pierwsza nie iest podzielna przez ito$e b+e,
ktora nie iest czynnikiem ilosci drugiey a*+ ba
-4-b*: odbywszy dzielenie , znaydziemy iloraz zu-
peiny, pozostanie tylko szuka¢ spdlnego dzielni-
ka dwdéch nastepuigcych ilosci :

Przystagpiwszy do dziatania podiug podanego
wyzey sposobu, za drugiem dzieleniem wypa-
dnie reszta zawierajaca gtoske, a w pierwszym
stoprffti*: przez te reszte dzielagc dwie dane ilosoi
przekonamy sie, ze ona nie iest ich spoinym
dzielnikiem; skad wniesiemy , ze gtoska a nie
wchodzi do spdlnego dzielnika, ktérego szukamy,
i o* tem samem dzielnik ten sktada sig tylko z
iednego czynnika b>— c.

Gdyby oprécz tego spo6lnego dzielnika nie za-
wistego od gtoski a znalazt sig drugi do ktérego
wchodzi ta gtoska, nalezatoby dwa te dzielniki
przez siebie rozmnozy¢ , ailoczyn ich bytby nay-
wiekszym spélnym dzielnikiem szukanym.

Uwagi te przy nalezytey wprawie w rachun-
ku algebraicznym beda dostateczne do wynale-
zienia w kazdym przypadku naywiekszego spol-

nego deielnika.
) Pray-
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Przytaczamy tu kilka przyktadéw dla wpriSwy.

t* *1110“ -+- <iD3. _ ,

Z pi-erwszem! czterema przykltadam? odby*
wszy dziatanie zwyczayne, znaydziemy naywig-
kszy spoiny dzielnik w przyktadzie Iwszyni
—Xxa— 2tx+ 2i2, czyli 324-aax — 2fl2; w «gu»
2a2-4znb—b2; w 3cim a— v ; w 4tym a— 36.

W przyktadzie jtym podzieliwszy ilo$¢ pigr=
wszg przez a2, druga przez 36, bedzie

Roztozywszy dzielnik na czynniki, bgdzie

Podzieliwszy dzielnik przez 564-67, i reszte
dziatania odbywszy sposobem zwyczayirym, znay-
dziemy 3<2—2fa naywiekszy spo6lby dzielnik
dwoch ilosci danych.

W przyktadzie 6, pierwsza ilo$¢ dang podzie-
liwszy przez a, rozmnozywszy przez 3 i odby«
wszy dzielenie , znaydziemy iloraz 2 z pozostalg
reszta — 8ab2—«¥@bd — 8f>*— 584d » ktérg roztozy-
wszy na czynniki bedzie — a (Sb* « fc

0O a (Sfr*
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(sh2 + 3bd). Reszta ta iako mnieysza od drugiey
ilosci daney, bedzie dzielnikiem: podzieliwszy ig
zate'm przez czynnik 8ba-t-5bd, wypadnie dziele
druga ilo$¢ dang przez — a~~b. Odbywszy~dzie-
lenie sposobem "zwyczaynym , otrzymamy iloraz
fcez zaoney reszty. A zatem najwiekszym spdél-
nym dzielnikiem dwdch danych ilosci iest—0--1%4
czyli, co na iedno wychodzi >a+b.

Czasem dwie dane iloSci mozna zaraz rozle-
je naczynniki: i tak z dwoch danych ilosci

pierwszag mozna roziozyc na awa nastepuigcy
czynniki': a@* (d* — ca) --c2(rix— ca). ?Druga po-
dzielona przez 2 daie sie takze roztozy¢ na dwfc
czynniki a(2ad—c2) c¢(2ad —2).

Podzieliwszy zatem ilo$¢ pie'rwsza przez
da— ca, druga przez 2orf— ca, pozostanie dzieli¢

c3 przez a—¢C. Odbywszy dzielenie otrzy-
mamy iloraz bez zadney reszty.* A'zatem bay-
wiekszy spoiny dzielnik dwoch danych ilosci iest
a— C

. Podobniez gdyby byty dwie dane ilosci
3&cg t- 3omp-Msfar-t-sntpy , i 24arf<— 7fgq — 42fg
f-4ada : pierwszg i druga roztozywszy na czyn-
niki znaydziemy:

Pierwszg zatem ilo$¢ podzieliwszy przez
3be4-5mp, drugg przez 4ad— 7fg, i odbywszy
dziatanie zwyczayne, znaydziemy , Ze naywie-
ks2ym spoinym dzielnikiem dwoch danych ilosca
iest 5+6.

HI. O wyciagganiu pierwiastku kwadratowego z Ho*
$ci algiebraitznych.

167. PowiedzieliSmy wyzey (108) , ze kiedy a
ilosci iakiey nie mozna Wyciggngé¢ pierwiastku
kwadratowego, na ten czas przed iloscig ta daie

sig z*uk pierwiastkowy V. Czesto eig trafia, £e
nie-
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niektére czynniki ilosci bedacych pod znakiem

pierwiastkowym, sg kwadratami : np. aim: w
takowym przypadku ilos¢ pod znakiem pierwiast-
kowym bedaca moze by¢ sprowadzona do wyra-
zu prostszego. Jako$ podniodstszy do kwadratu
iakikolwiek iloczyn bcd, bedzie bed X bed= bacad2z
skad wnosimy , Je kwadrat iloczynu iest iloczy-
nem kwadratéw z iego czynnikow, a tern samem
pierwiastek kwadratu b*c2d2 iest iloczynem pier-
wiastkow b, ti dz czynnikéw b2c2 i a2 Zasto-
powawszy uwage te do iloczynu a2m, wniesiemy,
ze pierwiastek iego powinien by¢ iloczynem z at
ktore iest pierwiastkiem pierwszego ezynnika oa#

przez Vm pierwiastek drugiego czynnika m b§-

Podobniez 1

W ogo6lnosci prawidito, ktéore w tym razi®
rachowaé¢ nalezy, iest nastepuiace: wzig 0sobna,
pierwiastki wszystkich czynnikéw bedacych kwadra-
iami, i napisa¢ ie przed znakiem pierwiastkowym
iako mnozniki tegoz znaku pierwiastkowegos pod
ktorym zostawuig sie tak, iak sg czynniki nie be
dace kwadratami*

168. Bla zachowania tego prawidta potrzeba,
pierwey pozna¢ sposéb, podiug ktdrego mozna
osadzi¢, czy ilos¢ algiebraiczna iest kwadratem :
a clo tego potrzeba rozréznié ilosci poiedyncze od.
wielorakich. -

% prawidta mnozenia ilosci maiacych wy-
ktadniki,,wypada, ze druga potega iakiey<olwiek
iloici ma zawsze wyktadnik dwa razy wiekszy, od
wyktadnika tey iloici. Jakoz
#*Xal= az; = a3X «3= a6 i't. d.

Skad wypada, ze wszelki czynnik bedacy kwa-
dratem powinien mie¢ wyktadnik parzysty, i ze
chcac otrzymac pierwiastek tego czynnika , trzeba
go napisa¢ z wyktadnikiem dwa razy mnieyszym
miz byt poczatkowy}
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Co sig tycze czynnikéw liczebnych, z tych
Wyciggata sig pierwiastki, iesli to byé moze*
sposobem zwyczaynym.

Podtug tych uwag poniewaz w wyrazeniu

¥ 64a6batt czynniki a6, 6*, c%sa kwadratami, i
liczba 64 iest takie kwadratem z 8 ; wyrazenie
wigc €o, iako iloczyn czynnikéw kwadratowych,
bgdzie miato za pierwiastek iloczyn pierwiast-
kéw kazdego z tych czynnikéw. A zatm

169. Gdy okoliczno$¢ ta nie ma mieysca, trze«
ba stara¢ sig roziozy¢ iloczyn dany na dwa inne,
%ktoryckby ieden zamykai same czynniki kwadratowe,
drugi same czynniki nie kwadratowe* Niech bgy
dzie np.

tatwo iest dostrzedz, ze pomiedzy dzielni*
kami liczby 72 niektére sg kwadratami zupetne-
zni, to iest: 4, 9 i 36, wzigwszy z nich naywig*
kszy ,, bgdzie

Czynnik a4 iest kwadratem.zupetnym z

Czynnik b* ma-igcy wyktadnik nieparzysty,
Aw iest wprawdzie kwadratem zupetnymlecz
go mozna roztozy¢ na dwa inne bzi b, z kto-
rych pierwszy iest kwadratem : bedzie wiecj

Podobnie* ¢5 =£Cc*XC. Ttym samym sposo-
bem postgpilibySmy ze wszystkiemu gtoskami
maigcemL Wykiadsiki nieparzyste.. Wypadnie
Zatem

Zebrawszy osobno czynniki kwadratowe, dru»
ga strona rdéwnania tego bgdzle 36ftdo2c4x 2k,
Wreszcie wzigwszy pierwiastek czynnika pier-
wszego f a oznaczywszy gp w drugim , wypadnia

lipn®



Dopetnienie dziatan Algiebr. 217

Inne przyktady.

170. Poydzmyz teraz do wyciggania pier-
wiastkdw kwadratowych z ilosci wielorakich,
czyli iak ie zwyczaynie zowig , z tuielomiunow , a
naprzod przypomnieé¢ tu potrzeba, ze zaden dwu-
mian, czyli ilos¢ z dwéch wyrazéw ztozona, nie
moze by¢é kwadratem zupetnym ilo$¢ bowiem pa-
iedyncza podniesiona do kwadratu iest takze ilo-
§cia poiedyncza ; a kwadrat ilosci dwumieruiey
zamyka zawsze trzy czesci (101). Tak rip. aa4 o
nie iest kwadratem,z + chociaz a iest p*ex*
wiastkiem kwadratu a2, b pierwiastkiem kwa-
dratu b2: gdyz kwadrat z a 4- bt ktéry ieat
a24-zab 4-b2, zamyka ieszeze wyraz 4-2ab, kto- t
ry si§8 nie znayduie w ilosci daney a 4

Wezmy wiec ilo&¢ z trzech wyrazow pto-
zong

Abysmy w tam wyrazeniu znalezli trzy
e
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$ci skladaigce kwadrat, ktérego piezwiastek iest
dwumienny, uporzadkuymy wyrazy podiug wy-
ktadnika ktorejkolwiek gtoski np. gtoski a': be-
dzie wiec

16«4ca 4* 242303 4 -gfa*.

Jakikolwiek iest pierwiastek [szukany, byleby
tylko byt uporzadkowany poditug tey samey gto-
ski a, kwadrat pierwszego w mm wyrazu musi
byé pierwszym wyrazem w danej ilo$ci, to iest
musi by¢é wyrazem i6«4ct * podwoyny iloczyn
pierwsego wyrazu w szukanym pierwiastku
przez iego wyraz drugi, musial da¢ poczatek
drugiemu wyrazowi w danej ilosci, to iest wy-
razowi 24fl2issc; nakoniec kwadrat drugiego wy-
razu w tymze pierwiastku powinien by¢ osta-
tnim wyrazem gbé w danej ilosci. Po tych u-
wagach przystagpmy do dziatania.

o}

Biore naprzod pierwiastek kwadratowy z wWy-
razu pierwszego i6udca, a wypadek 4a2 (i6§)
iest pierwszym wyrazem szukanego pierwiastku,
ktdry sig pisae po prawej stronie danej ilosci
W tym samym wierszu.

Odeymuie potem kwadrat pierwszej Czesci
pierwiastku od danej ilosci, po cae'm zostang
tylko dwa wyrazy 4- 240"/3c+ gb*

Poniewaz wyraz 24n7b*C ifst padwoynym ilo»
#zynem pierwszego wyrazu 4aac przez wyraz
drugi szukanego pierwiastku , otrzymam wigc
ten drugi wyraz, dzielgc 2iarlyc przez dwa razy
wziety wyraz pierwszy, to iest przez 8a*c, kto-
ry sie pisze pod pierwiastkiem w drugim wier-
szu ; iloraz 563 iest drugim wyrazem szukanego
pierwiastku.

Pierwiastek iest iuz znaleziony; lecst aby sie

praa-
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przekona¢ czy iest prawdziwy, trzeba ttwazy¢,
czy kwadrat drugiego wyrazu iest gb*, albo tef
czy wyraz pierwszy dwa razy wziety, to iest
8a2 powiekszony drugim znalezionego pierwiast-
ku wyrazem,- ktéry iest 51?*, i rozmnozony przez
tenze wyraz drugi, daie na iloczyn dwa osta-
tnie wyrazy danego kwadratu, A zatem obok
8a*c *z prawey strony pisze -+ 3&3, i mnoze
8&ac 4 ob* przez 3b*: iloczyn stad wypadaigcy
odigwszy od dwoch ostatnich wyrazéw danego
kwadratu, nic sig nie zo&taie : co dowodzi, ie
znaleziony pierwiastek 4at -H3f3 iest prawdziwy.

Rzeczg iest \rzez sig wic~bzna, ze to samo
rozumowanie i ten sam sposOb postepowania za-
stosowa¢ mozna do wszelkie'y ilosci z trzech tyl-
ko wyrazow ztozone'y, czyli trzymienncy.

171. Kiedy ilo$¢, ktérey szukamy pierwiast-
ku kwadratowego, ma wiece'y wyrazow niz trzy,
pierwiastek ~szukany bedzie miatl wiece'y wyra-
z6w niz dwa. Przypusciwszy , ze pierwiastek
ten ma trzy wyrazy w-tn-¥p, i uczyniwszy
m4n= /, bgd/ia m+n-t-p=/-t-p , a tern sa-
mem ilo$¢ dana rdwng bedzie kwadratowi z *4-ps
ktéry iest

W kwadracie tym =sma-2ntn -t-wz. A za-
tem uporzagdkowawszy ilo$¢ danag podiug wykta-
dnika iedneyze gtoski, pierwszy wyraz tey ilosci
bedzie widocznie kwadratem z pierwszego wyra-
zu w pierwiastku , a wyraz drugi zawiera¢ be-
dzie podwoyny iloczyn wyrazu pierwszego przez
drugi tegoz pierwiastku : drugi zatem wyraz
znaydziemy dzielac d/Ugi wyraz ilosci taney
przez dwa razy wziety wyraz pie'ewszy pierwiast-
ku. A maigc dwa pierwsze wyrazy szukanego
pierwiastku, kwadrat ich wyrazony tu przez i%
odlawszy od ilosci dane'y zostanie 2p-hp*; to
lest: podwdyny iloczyn dwéch pierwszych wy*
razOw M e n pierwiastku, rozmnozonych przez
'wyraz trzeci, i kwadrat wyrazu trzeciego.

1 We-
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Wezmy wp. ilosé

® ktorey potrzeba wyciagna¢ pierwiastek kwa-
dratowy, Uporzadkowawszy wyrazy podiug-wy-
ktadnikow gtoski a, przystepnie da dziatania;

.p -o.

Wyciggam naprzéd pierwiastek kwadratowy
z pierwszego wyrazu 16a*, i mam 4fa2 pierwszy
wyraz szukanego pierwiastku ; podnosze go da
do kwadratu jLodey muie od ilosci daney.

Podwaiam potem pierwszy wyraz pierwiastr
ku, i wypadek 8a* pisze w drugim wierszu pod
pierwiastkiem: przez 8a* dziele — 4oa*h pier-
wszy wyraz pierwsze'y reszty, i mam 5ab drugi
wyraz szukanego pierwiastku, ktory pisze obok
Sal po prawey stronie, i. mnoze tak 8n2 iako i

5a6 przez ten drugi wyra®, ailoczyn odeymu?
ie od pierwszey reszty.

Tym sposobem odigtem od daney ilosci kwa?
drat dwumianu 4 —%nb: a ze druga reszta za-
' myka tylko w sobie podwoéyny iloczyn tego dwu-
mianu przez trzeci wyraz szukanego pierwiastku,,
i kwadrattegoz wyrazu trzeciego ; podwaiam wiec
ilos¢ 4u2— $ab, i wypadek 8a2— 10ab napisawszy
pod 8a2—-«Sab, dziele te d,rugg reszte 8«2*— 10ab*
pierwszy wyrazilorazu, toiest 8fc iesttrzecim wy-
razem szukanego pierwiastku. Pisze go takze obok.
8«*— 10abf i mnoze 8a2 — loab+ bbc przez tea
trzeci wyraz, a wypadaigcy iloczyn odigwszyod

dru-



Dopetnienie dziatan Atgiebr tti

drugiey reszty, gie. nie zostaie: co dowodzi,
pierwiastek dane'y ilosci iest 4n5— jao 14Shc.

Wreszcie dziatanie to aupeime podobne dc
wyciggania pierwiastku kwadratowego z ioSci li-
czebnych, tatwo iest zastosowa¢ do wszendch i-
tosei algiebraicznyeh , aktorych wyciagna¢ chce-
my pierwiastek kwadratowy.

IV. O wycigganiu pierwiastku z innych poteg wyz-
szych od stopnia drugiego, tak z ilosci Licze-
bnych iako tez z algebraicznych*

172. Dziatlanie arytmetyczne, od ktorego za-
lezy rozwigzywanie rdéwnan stopnia drugiego, i
za pomocg ktorego maiac dany kwadrat docho-
dzimy iego pierwiastku, iest tylko szczegdlnym
przypadkiem dziatania ogdlnieyszego, stuzgcego
do znalezienia liczby, ktérey wiadoma iest pote-
ga iakiegokolwiek stopnia, i ktorg takze zowie-
my pierwiastkiem, lecz z przydaniem stopnia a
ktorego pochodzi. Dziatanie to, 6d ktdérego za-
lezy rozwigzywanie réwnan stopni wyzszych, po*
daie takie spos6b wynaydowania logarytmow nie™
réwnie krotszy i tatwieyszyr, niz sg dwa wyto-
zone wyzey. Lubo wiec za pomocag logarytmow
tatwo otrzymaé mozna pierwiastek liczebny Kka.-
zdego stopnia, wypada iednak poda¢ tu sposéb
z-wyczayny wyciggania tych pierwiastkéw , aby-
§my i nowy spos6b wynaydowania logarytmoéw

Wytozy¢ mogli, i obeznawszy sie z dzialaniem,
tern na liczbach, tatwiey ie potem do ilosci al«
giebraicznych zastosowali, i nakoniee dopetnili

wiadomosci a wycigganiu pierwiastkow, ktorg-
Smy dotad na drugi tylko stopien podali.

173. Chcac wyciggac¢ z liczb pierwiastki sze-
Scienne czyli trzeciego stopnia, trzeba naprzéd
pozna¢ sze$ciany liczb iednhocyfrowych : liczby
te i szesSciany im odpowiadaigce umieszczamy W
~ Woich nastepuiacych wierszach :

V
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3 5 4 5 6 7% 9
i 8 27 64 125 216 543 $12 70

Aze szescian liczby naymnieyszey dwucy*
froweyy-io iest szeScian z i6, iest 1000 : wszelka
xatem liczba 2 trzech cyfr ztozona nie moze
by¢ szescianem liczby dwucyfrowe'y , leczjiedno”™
cyfrowe'y.

Liczba dwucyfrowa, to iest z dziesigtkéw i
iednosci ztozona , podnosi sie do szeScianu spo-
sobem takim, iakim ig podnosimy do kwadratu:
gdyz roztozywszy ig na dziesigtki i iednoSci, i
oznaczywszy dziesigtki przez a, iednosci przez bp
bedzie » n

Skad sie okazuie, ze szeScian czyli trzecia
potega liczby ziozoney z dziesigtkdw 1 iednosci*
zamyka cztery czeSci; to iest: szeScian dziesigt-
kéw , potroyny kwadrat dziesigtkow rozmnozony
1 przez iednosci, jaotroyny kwadrat iednosci rozmno-
zony przez dziesiatki i szescian iednosci.

Niech, bedzie liczba 47, ktora trzeba pod-
mies¢ do potegi trzeciey; uczynmy aa=4 azi«a
siatkom czyli 40. b=?7 iednosciom.

174. Chcac teraz z danego szescianu io:
Jcys$¢ iego pierwiastku , uwaza¢ naprzdd potrze®
ba, ie w szeScianie 4 dziesigtkow, to ieot w li-
czbie 64000 ostatnie trzy cyfry z prawey reki
iako zera nie maig zadney waznosci liczebney;
szukaigc przeto szeScianu dziesigtkdw, mozna w
liczbie daney io38a3 oddzieli¢ przecinkiem trzy
ostatnie cyfry, a szuka¢ go w- pozostatych li-
czbach ze strony lewey. Poczem rozporzadziwszy
dziatanie iak do wyciagania pierwiastlcu kwa*
kratowego, po trzeciey cyfrze z prawey strony

da-
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daie sie przecinek, najwiekszy 03,823 47
szeScian mogacy sie miesci¢c w 64 il Bl
liczbie i03 z few’ey reki pozo- ““g~g

state'y bedzie szeScianem z dziesigtkéw szukane-
go pierwiastku. Przypatrujac sie szeScianom
liczb jednocyfrowych wyzey umieszczonym, po-
strzegam , ze naywiekszy szesScian iaki miescié¢
sie moze w liczbie i03, iest 64, ktoérego pier-
wiastek iest 4* Napisawszy wiec 4 na mieyscu
przeznaczonem dla pierwiastku, 6deymuie liczbe
64 od i03, a obok pozostatey reszty 09 pisze o-
statnie trzy cyfry danego szeScianu. Pozostata
reszta 39823 zawiera w sobie ieszcze trzy czesci
szedcianu, to iest: potréyny kwadrat dziesigt-
kéw rozmnozony przez iednosci , czyli 3ab;
potroyny kwadrat iednosci rozmnozony przez
dziesigtki czyli 30bX, i szescian iednosci czyli
i3. Gdyby waznos¢ iloczynu 3ad byta wiado-
ma , podzieliwszy iloczyn ten przez 3 ilos¢ wia-
doma , znalezlibySmy na iloraz b czyli iednosci
szukanego pierwiastku : ale chociaz waznosc¢ ilo-
czynu 3ab nie iest wiadoma, wiemy przeciez,
te w iloczynie tym ostatnie dwie cyfry z pra-
wej strony nie mogg mie'¢ zadney waznosci li-
czebney : iloczyn albowiem ten ma Kden czyn-
nik al wyrazaigcy kwadrat dziesigtkow, a tem
samem zakonczony iest na dwa zera. lloczyn
zatem 3ab znaydowaé sie musi w czesci 3g8,
ktéra zostaie z liczby 39823 po odigczeniu odniey
dziesigtkow i iednosci, 1 ktdra procz tego zawie-
ra ieszcze w sobie sta wypadaigce z potrdéynege
iloczynu dziesigtkéw przez kwadrat iednosci, i ¢z
szescianu iednosci.

Dzielac 398 przez potroyny kwadrat 4 dzte«
sigtkéw, to iest przez 48, wypada na itcraz 8%
«le pierwey nalezy aprobowaé, czy tuzy czesci
szescianu pozostate w reszcie 39823 nie beda bc
"Welkie , przypusciwszy, z«szukane iednosci etyli
b 8, X« znaydaiemy
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Summa

Wypadek ten wiekszy od pozostate'y* reszty
308a3, dowodni, ze trzeba zmnieyszy¢ liczbe 8
wzietg za Jednosci szukanego pierwiastku. Od-
bywszy te same prébe z liczbg 7, okaze sie, ze
liczba ta czyni zadoey¢ warunkom wiec szuka-
nym pierwiastkiem bedzie 47.

Zamiast sprawdzania takiego iakie |est po-
wyzsze, zwyczaynie podnosi sie zaraz do sze-
$cianu liczba , ktéra wyrazaig dwie cyfry znale-
zione. Dziatanie to odbywszy z liczbe 4», znay»
dziemy

48. 48. 48= 110502 ;
a liczba ta iako wiekszg od daney i038*3 dowo-
dzi , ze w pierwiastku Oyfra 8 iest za wielka.

Tym samym sposobem postepuie sie z kazda
liczbg maigca cyfr wi'ece'y niz trzy, a mnie'y nil
siedm. Oddzieliwszy trzy pierwsze cyfry po
prawe'y stronie, bierze sie naywiekszy szeScian
zawarty w cyfrach pozostatych z lewey strony;
pierwiastek'tego szeScianu pisze sie na mieyscu
dla niego przeznaczonym, a sam szescian odey-
muie sie od tey liczby, pod ktéra iest podpisa-
ny ; obok pozostatey reszty piszg sie trzy osta-
tnie cyfry, z ktérych dwie pierwsze z prawey
strony odlaczywszy przecinkiem , pozostate ze
strony lewe'y dzielg sie przez potréyny kwadrat
znalezionych na pierwiastek dziesigtkéw ; lecz
przed napisaniem ilorazu na mieyscu przezna-
czone”, trzeba go pierwe'y sprawdzi¢, podno-
szac do szescianu dwie cyfry na pierwiastek zna-
lezione: iezeli szescian ten wiekszy iest od liczby
daney, cyfre maigcg w pierwiastku wyrazac¢ ie-
dnosci potrzeba zmnieyszy¢ , i przystgpi¢ do
sprawdzenia powtérnego. Sprawdzanie to poty
aie powtarza, poki otrzymany szescian nie wy-

pa-
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padnie rowny daney liczbie, albo tez od nie'y
mnieyszy , iezeli dana liczba nie iest zupeinym
sze$cianem ; a w przypadku tym, pierwiastek zna-
leziony iest pierwiastkiem sze$cianu naywieksze-
go, ktory sie zawiera w daney liczbie. Ponie-
waz czestokro¢ po odieciu szescianu tego od da-
ney liczby pozostatg znaczne reszty, czy znale-
ziony pierwiastek nie iest za maty, przekonac si§
mozna sposobem nastepujagcym ;
(a #i)3= a3-t-60* -t-3n me 1,

Szescian ten wiekszy iest 6d szeScianu a3 i*
loscig 3a21#3« 4 1. Skad wypada, ze kiedy re-
szta po wyciggnieniu pierwiastku szesciennego
pozostata, mnieysza iest anizeli potroyny kwa-
drat znalezionego pierwiastku , wiecey trzy razy
Weziety tenze pierwiastek wieccy 1, znaleziony
pierwiastek nie bedzie za maty.

175 Cbcac wyciagnagt¢ pierwiastek szescien-
ny z liczby ro$8238 7, uwazaé, naprzéd potrze-
ba , ze iakakolwiek iest liczba cyfr w szukanym
pierwiastku , roztozywszy go na iednosci i dzie-
sigtki, szescian dziesigtkéw nie moze wchodzié
do trzech ostatnich cyfr po prawey stronie be-
dacych , a tern -same'm znaydowaé¢ sie musi w li-
czbie 105823. Lecz naywiekszy szeScian zawarty
w liczbie 105823 musi mie¢ wiecey niz iedne cy-
fre w swoim pierwiastku, ktéry tem samem mo-
zna bedzie znowu roztozy¢ na iednosci i dzie-
sigtki : aze szeScian tych dziesigtkbw nie moze
Wchodzi¢ do ostatnich trzech cyfr po prawe/y
stronie™ odtgczywszy zatem trzy te cyfry prze-
cinkiem , w pozostatey liczbie 105 trzeba szukaé
tego szescianu. Gdyby po takowem odtgczeniu
tych trzech cyfr zostalo sie leszcze wiecey niz
trzy cyfry po lewey stronie, nalezaloby powto-
rzy¢ znowu powyzsze rozumowanie ; a tak ozna-
czylibySmy mieysce szeScianowi z iednosci rzedu
tiaywyzszego, rozktadaigc dang liczbe -iii od*
Cizjaty trzycyfrowe poczawszy od retdpr&weyku
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lewey: ostatni iednak oddziat po lewey strome
Bioze mie¢ cyfr mnie'y a nizeli trzy.
Po takonem przygotowa- 105,823 817! 473

ulu rozporzadzinszy dziata- 64 ~4x
nie iak zwyczaynie , szukam “4i8 ,3 ——————
naprzéd podiug prawidet w lo3g’3 ?

foprsedzaiacym artykule w y - ------——-----

czonych pierwiastku sze- 20008,17

Iciernego dwdch pierwszych 105823817

oddziatow z lewey reki; i mam na wypadek 47;
odigwszy szescian tey liczby od dwdch oddzia
téw , ktére go w sobie zawierata; obok reszty
2000 pisze oddziat nastepuiacy 817 ; a liczba
2000817 powinna, ieszcze w sobie zawieraé¢ trzy
ostatrie czesci szeScianu z liczby, W ktorey 4/
wyrazaig dziesigtki , a ktorey jednosci sg szuka-
ne : znaydziemy zatém te iednosci iak w przykta-
dzie artykutu poprzedzajacego, oddzielajac dwie
ostatrie cyfry z prawey strony od innych, a
o0zes$é z lewey strony pozostatg dzielagc przez po*
tréoyny kwadrat ze 47, to iest przez 6627. Zna-
leziony iloraz 3 nalezy sprawdzi¢ podnoszac 473
dk> szescianu, a wypadek okaze sie réwnym li-
czbie daney : gdyz liczba ta iest zupelnym sze-
Scianem.

Wyltozenie "przyktadu powyzszego moze za-
stgpi¢ mieysce ogolnego prawidta. Gdyby dana
liczba miata cztery oddziaty, z oddziatem czwar-
tym nalezatoby odby¢ takie dziatanie, iakie sig
<tdbylo z trzecim ; a kiedy potréyny kwadrat z
yyfr 'na pierwiastek znalezionych nie miesci sig
W reszcie po odiaczeniu od nie'y dwdoch cyfr pier-
wszych z prawey strony, na ten czas napisa-
wszy w pierwiastku zero, przylacza sie do re-
szty oddzial nastepuiacy, 1 z tg reszta postg-
J3uie sre tak iak z poprzedzajaca.

1/ Poniewaz szedcian utomka otrzytnuie sig
Oliavae utorek ten przez iego kwadrat, czyli co
m iedno wychodzi podnoszac do szescianu iego
licznik i dzielac go przez szeScian mianownika,

wy-
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wypada stad, ze chcgc Otrzymac pierwiastek sze-
scienny utomka , trzeba osobno wyciagna¢ pier-
wiastek z licznika i z mianownika. | takszeSciau
utlomka f iest jfJ : Wzigwszy pierwiastek szescien-
ny liczb 125 i 216, wypadnie pierwiastek
Sposobu tego trzymac¢ sig nalezy, gdy tak
licznik iak mianownik iest zupelnym szeScia-
nem : lecz gdy okoliczno$¢ ta nie ina mieysca,
zamiast wyciggania pierwiastku osobno z licznika
Osobno z mianownika , mMnNoza sig wyrazy
danego utomka przez kwadrat mianownika $ tym
Sposobem utomek dany zamienia sig na inny,
ktérego mianownik bedzie zupelnym szescianent
Zz mianownika poczatkowego ; i dosy¢ bgdzie
wzi:i6 tylko pierwiastek naywigkszego szescianu
zaWaHego vr liczniku. Gdyby przyszio np. wy-
Ciagna¢ pierwiastek szescienny z utlomkai | roz-
mnozyw-zy oba wyrazy tego utomka przez kwa-
drat mianownika , to iest przez 25 , wypadnie

—/ ..i W utlomku tym pierwiastek mianowniku

iest 5; cb sig zas tycze licznika 75 poniewazniy*
wigkszy szescian w liczniku tym mieszczacy sig
iest 64 , ktorego pierwiastek iest 4, wniesiemy,
ze | liest przyblizonym pierwiastkiem szeScieir*
Cym utomka | ; iakoz réznica migdzy szeScia-
nem danym, a szeScianem znalezionego pier*

Wiastku wynosi tylko —V* Chcac mie'¢ pier-
125 <

Wiastek blizszy prawdziwego, trzeba z liczby
7% wyciggna¢ pierwiastek przez przyblizenie po-
dtug sposobu, ktéry podamy nizey. |,

Jezeli mianownik dahego ulomka iest iui.
kwadratem, dosy¢ bgdzie obadw'a Wyrazy utom-
ka rozmnozy¢ przez pierwiastek kwadratowy mia-
nownika. Chcac np. znaltz¢ pierwiastek sze-
scienny utomka *, rozmnozywszy obadwa wy-
kazy utlomka przez pierwiastek kwadratowy mia-
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nownika, to iest przez 5, bedzie — . Nay-
5.5.3
wiekszy szescian mieszczacy sie w liczniku iest
8> ktérego pierwiastek- iest 2; pierwiastek za$
szescienny mianownika iest 3: a zatem utomek |
iest pierwiastkiem naywiekszego szeScianu za-
wartego w utomku %

177. Moznaby wycigga¢ przyblizone pi
wiastki szescienne za pomoca utomkoéow zwyczay-"
nych sposobem podobnym do podanego wyzey
(1i5) na nrzyblizone pierwiastki kwadratowe; B4
iest: trzeba liczbe dang obréci¢ na utomek, kto-
regoby mianownik byt szescianem zupeinym.
Tak np. chcac otrzymacé pierwiastek szeScienny z
liczby 22, wyrazam liczbe te w ksztatcie utom-
ka nastepujacego :

Izl =rs Pierwiastek naywieksiego szfe-
12$ 125
§cianu mogacego sie miesci¢ w .liczniku iest i4 ;
jpierwiastek zas mianownika iest 5: bedzie wiec

czyli a| pierwiastkiem szesciennym liczby 22.

Zwyczaynie iednak wyciggaig sie przyblizo-
ne pierwiastki szeScienne za pomocag utomkow
dziesietnych , obracaigc liczbe dang na utomek
dziesietny taki, ktére,gobymianownikiem byt sze-
§cian zupetny. Lecz obaczmy pierw”y, iak sie
tworzg sze$ciany liczb dziesietnych.

Widzimy tu, ze w szeScianie zawsze iest cyfr
dziesietnych trzy razy wiecey niz ich ma pier-
wiastek. Jakoz wszelki iloczyn powinien mie¢
tyle cyfr dziesietnych , ile ich iest w iego czyn-
nikach : szescian zatem iako iloczyn trzech czyn-
Nikbw miedzy *sobg réwnych , powinien mieé

cyfr
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cyfr dziesietnych trzy razy wiecey, niz ich ma
ieden iego "czynnik, %o iest pierwiastek.

Skad wniesiemy, ze obracajac liczbe dang na
Utomek" dziesietny, trzeba ie'y przydac¢ zer trzy
razy wiecey , niz mie¢ cheemy cyfr dziesietnych
w iey pierwiastku szeSciennym.

Chcac np. z liczby 2 otrzymaé pierwiastek
szescienny przyblizony do trzech cyfr dziesie-
tnych , przydaie do liczby tey dziewie¢ zer czyli,
mnoze ig przez 1000000000, i zamieniam ig w u-
tomek nastepujacy : t1.53555%34 > bedzie wiec

Wyciggam potem sposobem wytozouyai wy-
zey pierwiastek z licznika

A zatem 1/-2 2= 1279 : iakoz (1,293 as
*N995616979; liczba za$ (i,260)3= 2,0003760060.

To iest 1&d przydaie do liczby 2 po prawe'y
stronie dziewie¢ zer, gdyz chce mie'¢ w pier-
wiastku trzy cyfry dziesietne ; 2rt wypadek roz-
kladam na oddziaty trzycyfrowe poczynajgc cdi
reki prawey ku lewe'y; 3de wyciggam pierwia*
stek szescienny z pierwszego po lewey rece od-
dziatu , ktory iest 2, i pierwiastek, ktorym iest
a, pisze na mieyscu dla niego przeznaczonym;
Ate od pierwszego oddzialu odeymuie szesciaji
znalezionego pierwiastku, i obok pozo™talCy -t
*zty, ktoraiest 1, ;pisze trzy zera tkiadaigce od-

Pa . aziat
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dziat drugi, skad powstaie liczba 1000 ; 5t W li-
czbie tey oditgczam dwa pierwsze zera z prawe'y
etrony, a liczbe pozostalg ze strony lewey, to
iest 10, dziele przez potroyny kwadrat znalezip-
go pierwiastku, to iest przez 5; 6t¢ przed napi*
saniem ilorazu, ktéorym iest 3 na mieyscu swo-
iem pierwej go sprawdzam podnoszac i3 do sze-
§cianu ;%aze ten szeScian wypada wiekszy od li-
czby z ktérag dziatam, to iest od 2000, zmniey-
«zam wiec ten iloraz iednoscia, i pisze w pier-
wiastku 2 ; 72re szeScian z 12, to iest 1728, o-
deymuie od dwoéch pierwszych oddziatobw wcho-
dzacych do dziatania, a obok reszty, ktéra iest
272 , pisze oddziat nastepuiacy, i mam liczbe
272000 ; 8me w liczbie te'y odtgczywszy dwa o-
statnie zera z prawey strony, liczbe pozostatg zel
strony lewe'y, to iest 2720, dziele przez potroy-
ny kwadrat z 12, czyli przez 432, i mam na
iloraz 6 ; lecz przed napisaniem ilorazu tego w
pierwiastku , probuie czy nie iest za wielki :
dnidstszy 126 do sze$cianu, znayduie wypa-
3( wiekszy niz 2000000; zmnieyszam wiec ilo-
az ten iednrscig, i pisze 5 obok dwdch pier-
wszych cyfr W pierwiastku ; gte szeScian ze 125,
to iest 7953:2? odeymuie od trzech oddziatéw do
dziatania wchodzacych, to iest od 2000000, i
obok pozostate'y reszty, ktora iest 46875 > pisze
trzy zera oddziat czwarty skladaiece , tym spo-
sobem mam liczbe 46875000, w ktore'y odigczy-
wszy dwa zera po prawe'y stronie, cze$¢ pozo-
stalg ze strony lewe'y, to iest 468750, dziele przez
potroyny kwadrat znalezionego dotad pierwiast-
ku , a iloraz 9 pisze¢ na swoiem mieyscu w pier-
wiastku, i mam liczbe 1259, w ktérey odigczy-
wszy trzy ostatnie cyfry, bedzie szukany pier-
wiastek sze$cienny 1,259; ite. Nakoniec podno-
sze do szescianu tak pierwiastek znaleziony, ia-
ko tez liczbe 1,260, 1 postrzegam, ze pierwia-
stek szesScienny liczby 2 wiekszy iest od 1,259, a
mnieyszy od 1,260. Liczba iednak 1,260 blizsza
iest
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iest prawdziwego pierwiastku liczby 2, nizeli li-
czba 1,259: gdyz rdéznica miedzy szescianem li-
czby 1,260 i szeScianem danym iest mnieysza a-
nizeli réznica miedzy tymze szeScianem danym i
szeScianem liczby 1,259, o czem ‘{atwo przeko-
na¢ sie mozna.

178. Gdyby liczba dana miata iuz cyfry dzie-
sietne , przydac¢ do niey nalezy tyle zer, aby li-
czba wszystkich cyfr dziesietnych w nie'y be-
dacych byta trzy razy wieksza od liczby
cytr dziesietnych , ktérgdmy zamierzyli w
szukanym pierwiastku. Chcac np. z liczby
1,25 wyciggngé pierwiastek szeScienny Z dwie-
ma cyframi dziesiethnemi , powinien szes$cian
szukanego pierwiastku mie'e cyfr dziesietnych
sze$é: aze ich ma iuz dwie , potrzeba wiec
przypisa¢ cztery zera po prawey strome liczby
1,25, i sposobem zwyczaynym wyciggnaé pier-
wiastek szescienny z liczby 1250000. Po odby-
teni dziataniu znaydziemy, ze pierwiastek liczby
tey przypada miedzy 105 i 106, pierwiastek za-
tem liczby 1,25 przypadaé¢ bedzie miedzy 1,05 i
1,06.
179. Woreszcie im wiecey zer przydamy do
liczby daney, tem pierwiastek otrzymany bliz-
szy bedzie prawdziwego ; nigdy iednak nie be-
dzie zupetnie rowny prawdziwemu , choé¢by dzia-
tanie to iak naydaley posuniete byto : i pier-
wiastek szescienny liczby, ktéra nie iest zupet-
nym szeScianem , réwnie iak pierwiastek kwa-
dratowy liczby nie bedacey zupetnym kwadra-
tem , nie moze by¢ wyrazony przez zaden uto-
mek , choc¢by tez mianownik iego byt tak wiel-
ki, iak tylko by¢é moze™® Abysmy sig o te'y pra-
wdzie widocznie przekonali , trzeba pierwey oka-
za¢, ze nie tylko kwadraty i sze$Sciany utom-
kow wtasciwych sa zawsae utomkami, iakosmy
to uwazaé mogli ; ale tez wszelka liczba utamko-
wa, nie mogaca by¢ sprowadzong do mnieyszglLh

1



ftozdziat

swyrazéw , czyli skladaigca sie Z dwoch liczb mie*
dzy sobg pierwszych, (i43),, podnoszona do kwa-
dratu, szedcianu, i t. d« dai* zawsze wypadek,
ulomkawy nie moga;y by¢ sprowadzonym do mniey-
szych wyrazéw.

Prawda tazasadza si§ na nastgpuigeey : Wszelr
ka liczba pierwsza P dzielgca zupetnie iluczy.n
(ijogh liczb A.i B,,, dzieli¢ takze musi iedne z tych
icz -

Daymy , z* I|czba ta nie dzieli zupetnie lir
«zby B, i ie B iest wieksza od P/, oznaczywszy
przez a iloraz catkowity, a przez B' pozostata, re°

sztg, bedzie

rozmnoiyw&zy obie strony przez A, wypadnie

Podzieliwszy ohie strony przea P, bedzie

P: P’

Ze za$ pierwiza strona réwnania tego iesfc
ticzbg catkowita, gdyz podtug- zatozenia iloczyn.
AB iest podzielny przez P; druga wigc. strona
'‘feyc powiiwn* takze liczbg catkowita.;, a gdy wy-
raz pierwszy drugiey strony iest liczbg catkowity

z zatozenia, wiec i drugi, wyraz musi byen

liczbg catkowita ; a tern samem; iloczyn AB' musi
bye podzielny pi*zez p

B' iako reszta pozqstata z dzielenia B przez*
P iest mnieysza od. P; nie mogac zatem dzieli¢
B' przez P, podzielmy P przez Bl, a otrzymany
iloraz, catkowity oznaczmy przez (', pozostata za$
reszte przez B'; dfeielnry potem P przez B¢, a o*
trzymany iloraz oznaczmy przez (", pozostatg
za$ reszte przez B''; i tak daWy, az poki na re-
szte nie zostanie i ; co nastgpi¢ musi : gdyz P
iest liczba pierwsza. Tym sposobem otrzymamy
nastepuiace réwnania.:
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Rozmnozywszy obie strony kazdego réwna*
nia przez A, bgdzie e
T J , n

ATku // ifnf/f * s JJ

Wypadki te okazuig, ze poniewaz ie*t
podzieLne przez P, iloczyny takze AB" , AB™i t d.
powinny by¢ podzielne przez P. Ze za$ pozor

state reszty' B', 3', B™ i t. d. sa coraz mniey-
sze, az.nakoniec za ostatniem dzieleniem wypa-
dnie na reszte i ; ostatni zatem iloczyn bedzie

Ax i, ktéry takze byé musi podzielny przez P;
to iest P dzieli¢ musi Liczbe A. '

Stad wypada, ze iezeli liczba pieYwszaP niedzie-
laca .upalnie podtpg zatozenia liczby B -niedzieli zu-
petnie liczby A ; me moze takze zupetnie dzieli¢
ich. iloczynu AB,.

Jezdljkzatem utomek 3 nie moze byé spro*

wadzonym do mnieyszych wyrazéw, nie masz
aadney liczby pierwszey, ktéraby razem dzieli¢
mogta liczby )i a; aze podiug tego co poprze-
dzito , wszelka liczba pierwsza, ktéra nie dzieli
liczby a nie moze takze dzieli¢ iloczynéw aXa,
<iXfIXn i t. d. czyli al, a3i t. d. i ze kazda™li-
czba pierwsza, ktora nie dzieli zupetnie bf nie dzieli
takze iloczynow bx bczyli b2 b Xbx b, cz*yli b*it.d.

rzeczg iest widoczng, ze utomki —, — it.d- ni®
moga by<€ sprowadzonemu dowyrazoéw mnieyszych,

tak iak i utomek i, a,te,m bardzie'y nie moga
« . "N
zamieni¢ sie w liczby catkowite.

Z tey ostatniey prawdy wypada, ze wszy-
stkie liczby catkowite , ktéx’e nie sg zupetnemi
kwadratami lub szescianami i t. d. nie maigpier-
wiastkéw nie tylko w liczbach catkowitych, ale
tez w liczbach utomkowych.
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i8d. lloé¢, ktorey wyrazi¢ nie mozna ani w
liczbie catkowitey ani w utomkowey, nie moze
fnie¢ spolney miary z iednoscig lub z i.akowg iey
Sizescig : Pierwiastki zatem szescienne liczb nie
bodacych zupelnemi szeScianami, tak iak pier-
wiastki kwadratowe liczb nie bedacych, zupeine-
Hii kwadratami, sg niespétmieme czyli bezsto-
s,unkow;e (nb). t c

Poniewaz pierwiastek szeScienny liczby np. 64
iest 4, a pierwiastek kwadratowy liczby ib iest
*fkze 4 ; wiec pierwiastek szescienny liczby 64,
rbw.by iest pierwiastkowi kwadratowemu liczby
liczby i6y czyli Kb4 = Ve

Pierwiastek szescienny liczby 43 wiekszy iest
~df; 3., a mnieyszy od 4 ; pierwiastek kwadrato*:
wy liczby iz wiekszy iest od 3, a mnieyszy od
4. Mobgitby zatem kto rozumieé, ze pierwiastek
szescienny liczby 43 réwny iest pierwiastkowi

kwadratowemu liczby 12; czyli ze V 12,
Lecz réwnanie , to iest falszywe: gdyz pierwsza
strona, podniesiona do sze$cianu czyni 43; dru-
ga.j&a$ atrona podniesiona do szeScianu wynosi

2. \S-12 K i2 = 12 V~i2 (167). Skad sig o-
kazuie, ze pierwiastki szescienne liczb nie beda-
cych zupelnemi sze$cianami stanowig ilosci nie-i
apo6lmierne innego gatunku niz pierwiastki liczb
nie bedacych kwadratami ; gdyz nayczeScieyrze-
czg iest nie podobng iedne wyrazi¢ przez dru-

ie,., OV ... / .
d 181. Poznawszy sposOb wyciggania pierwia
kéw kwadratowych i szeSciennych z- ilosci licze-
bnych , latwo go mozng bedzie zastosowa¢ do
wyciggania pierwiastkbw wszelkiego stopnia.
Lecz jpierwey nim ten sposéb wylozymy, uczy-
ni¢ tu wypada niektére, uwagi nad wyciagganiem
pierwiastkéw z ppteg, > ktéorych wyktadniki sg
ppdzielne prze”™ 2 lub 3. . .
Pierwiastek eawaitey potegi otrzynmed”™ nor

<
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&ua przez podwdyne wyciggnienie pierwiastku
kwadratowego : gdyz wzigwszy pierwiastek kwa-
dratowy ilosci podniesioney do, potggi 4te'y np.
ft4, wypadnie kwadrat a2, z ktérego wyciagna-
wszy znowu pierwiastek kwadratowy, wypadnie
a pierwiastek szukany.

Podobniez potréyne wyciggnienie pierwiast-
ku kwadratowego odpowiada wycigganiu pier-

wiastku osm,e'y potggi: gdyz 16d «8 — ft«.; 2rr

Tu iuz tatwo, postrzedz mozna , ze przez na-
stepne wycigganie pierwiastku kwadratowego,
mozna bgdzie otrzymaé¢ pierwiastek wszelkieypo-
fcggi, ktore'y wyktadnikiem iest iedng z liczo 4,
8, 16, 32 i t d.

Pierwiastki, ktéorych wyktadniki aie aa li-
czbami pierwszemi, moga by¢ sprowadzone do,
innycb nizszego stopnia : tak nNp. pierwiastek

stopnia sz6éstego mozna otrzymaé przez wycia-
gnienie naprzéd pierwiastku kwadratowego, a

potem szes$ciennego ; iakoz V”~a6 == «t ty J%h=za
it d.

182. Obaczm.y teraz, igk sig wyciggaiag pier-
wiastki potgg, ktérych wyktadniki sa liczbami
pierwszemi. Niech bgdzie wp. liczba 23i$%$4007,
‘4 ktérey potrzeba wyciagna¢ pierwiastek stopnia
piatego. Uwazam naprzéd, ze poniewaz nay-
nmieysza z liczb dwucyfrowych , to iest ia ma
w piate'y swoie'y potgdze sze$¢ cytr , gdyz
io5= 1looqoo; wigc pierwiastek pigtego stopnia
liczby daney musi mie¢ przynaymniey dwie cy-
fry: oznaczywszy zate'm dziesigtki szukanego
pierwiastku przez a, iednosci przez b, ilos¢a-f-fc
oznacza¢ bgdzie pierwiastek szukany: liczbg wigc
danag mozna wyrazi¢ nastgpuigeym sposobem:

(a 4 @= n5-t + ioa'3dd + 10aXB *#*
i-fas = 23tS$4°07.

Po takowen\ Jprzygotowaniu, uwazam, Zze
%' A-POT.

“Ma VvV
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poniewaz w «5 czyli w piatey potedze dziesiata
kéw tego pierwiastku ostatnie pie¢ cyfr z pra-
wey strony iako zera nie maig zadney waznosci
Iks&ebney., oddzielam wiec %brzeoinkUm te pied
cyfr.s gdyby w pozostatby czesci z iewey ~stro-
ny przecinka znaydowato sie ieszcze wiecey niz
pie¢ cyfr, przystosowatbym do nich to. sapie
rozumowanie , iakie iest poprzedzajgce ; i cym
sposobem dana liczbe roztozylbym na oddziaty
piecigcyfrowej, poczynaiac od reki prawey ku fe-
wey; ostatni oddziat po lewey stronie zamykac
bedzie pigta potege ieduosci rzedu, naywyzszego
W szukanym*pierwiastku.

£odaoszgc liczby jednocyfrowe do potegi pig-
te.y , postrzegam, ze pierwszy oddziat dauey ii**
czby, to iest 23i5, przypada miedzy piata pote-
ga liczby 4 i 5: gdyz* pigta potega pierwszey z
tych dwéch liczb iest-ioz4, drugiey 0125: biorg
wiec 4 za dziesigtki szukanego pierwiastku , a
odigwszy piagta potege tey 1i2315,54007 47
liczby > to iest 1laa-* od- |i024 >.280
pieifws-zeg®" oddziatu ii- k2oir»4o007
(czby daney, obok pozo- **- 1 \Y
;.statey reszty , ktérg iest 5291 , pisze oddziat na**
1 ;-stepiu.acy. Jbiczba stad wypadajgaca powinna w
.sopie zamykaé¢ wyrazy $a*b-. -+ 10adl-b i t. d.
ktére pozostajg w ilosci (a~\~b)5, po odigcip od .
niey pigtey potegi dziesigtkéw czyli cb5» Gdyby
wazno$é liczebna iloczynu 5a® byta wiadoma,
podzieliwszy waznoéé te przez-5a4, miatbym na™
iloraz i>iednosci szukanego . pierwiastku. tech
chociaz wazno$¢ iloczynu tego nie iest wiadoma,"
wiem atoli, ze ostatnie cztery iego cyfry z pr.a-
wéyv strony nie maia zadney waznos$ci znacza-
cey: gdyz ieden iego czynnik a4, Kktéry iest
€zwartg potegag dziesigtkéw, konczy sie na cztery
zera. Odtaczywszy przeto w pozostatby reszcie
czSary ostatnie cyfry z prawe'y strony , cze$¢ po-
zostata ze strony lewey, to iest 12915 zamyka¢
bedzie iloczyn 5a*b, czyli pieé¢ razy wzietag pa**

Vitg®
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tege czwartg znalezionych na pierwiastek daie-
fttatkéw,, rozmnozong przez iednos$oi, i proécz te-
go dziesiagtki tysiecy, nalezaue do iloczynoéw
ionhji-h- i t, di

(Czwarta, potega liczby 4 wzieta pifé razy
wynosi 1280; dzielagc 12915 przez 1280, wypada,
na iloraz 10 ; lecz w pierwiastku nie mozna po-
tozy¢ wiecey nad 94 a i tak ieszcze sprobowae
nalezy , czy i ta cyfra nie iest zn wielka, podno?
gzac do potegi piatey znaleziony pierwiastek czy*
li liczbe 49. Préba takowa okaze, z * cyfrg ma?
igca w szukanym pierwiastku wyrazne ledaoscL
powinna by¢ liczba 7, i ze tems”sameni. pierwia-
stek ten iest 47 , gdyz potgga piata liczby 48 wie-
ksza iest od liczby daney; potgga zas pigta li-
czby 47 iest 229345007 mnieysza od teyze liczby
daney.’

Gdyby dana liczba miata iednymu oddziatem
wiecey , przytaczytbym go do reszty pozostate'j
z, odigcia potgg i pigte'y znalezionego pierwiastku
od dwéch/pierwszych oddziatéw, liczby daney ;
atx catkowita reszta odbytbym to. samo dziatanie,
iak z poprzedzajaca; i, tak daley.

Wreszcie prawidta, podane na, wycigganie
pierwiastké6w kwadratowych i szeSciennymi z u-
tomkoéw. i liczb nie bedacych., zupetnemi kwadra-
tanu i szes$cianami, z tatwosécia by¢ moga za-
alosowane, do. wyciggania pierwiastkéw stopnia
piatego.

i83. Na tych samych zasadach polega
806b wyciggania tycti&e pierwiastkdw, z ilosci ai-
giebraicznych. L”cz nim .to,okaz,,my na przy-
ktadach z ilosciami wielorakiem!, wypada piec-
Wey cokolwiek wspomnie¢ o pojedynczych.

Poniewaz w iloczynie kaida gtoska ma
wyktadnik summe wyktadnikéw., ktére sig znay-
duig w kazdym czynniku (30), wypada stad , ze
potega ilosci poiedynczey otrzymam sie mnozac
wyktadnik, kazdego czynnika przez Wyktadnik po-
Hfr szakaney,

1 tak.

spo-
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I tak trzecia np potege ilosci a2bx otrzyj
mamy mnozac wyktadniki 2, 3 i 1 nalezagce do
gtosek a, b I C przez liczbe 3, ktéra iest potega
szukang : bedzie wiec aseboca.  Jakoz (azbac)t
—— a2b3c X a2b3c X a2b3c= a2,3,b3'*c*’3= a6b9c3.

Gdyby dana iloS¢ miata sp()}czynnik licze-
bny, trzeba go takze podnie$s¢ do potegi zagda-
ney : i tak czwarta potegag ilosci 5«62c5 iest
81 a468c™°.

i 84. Co sie tycze znakéw przed ilosciami p
jedyn czerni bedacych , trzeba uwazaé¢ , ze wszel-
kie potegi , ktorych, wyktadnik iest parzysty , maig
przed sobg znak -+: wszelkie za$ potegi, ktorych
wyktadnik iest nieparzysty j maig przed sobg ten
sam znak, iaki sie znayduie przed ilosciami, z
ktorych potegi te powstaia.

Jakoz potega stopnia parzystego iest iloczy-
nem iloSCi rozm.nozoney przez siebie sarne czyli
wziete'y za czynnik razy 2, 4, 6,8 i t. d. ilo-
czyn za$ ma zawsze przed sobg znak kiedy
liczba odigmnych czynnikéw iloczyn ten sktada*
iacych iest 2, 4, 6, 8 i t. d, (34). Przeciwnie

potega stopnia nieparzystego z ilosci odiemne'y 1
bedgca iloczynem ilosci tey wzietey za czynnik
razy 3, 5, 7, 9i t. dr, mnsi mie¢ zawsze przed
soba znak — : gdyz iloczyn ma zawsze przed

sobg znak = kiedy liczba odiemnych czynnikoéw
iloczyn ten skladajgcych iest 3,, $:,7-,9 i t. CL
igk. to tatwo wnies¢ z tego, coSmy wyzey po»
wiedzieli o mnozeniu (34).

185. A iako wycigganie pierwiastkow .ie
dziataniem ®©dwrotneiii podnoszeniu ilosci do po*?
teg ; tak tez- chcagc daney potegi wynalezé pier-
wiastek , trzeba sie trzymaé¢ prawidta powyzsze-
mu odwrotnego, to iest pOdZIE'Iéwykl’adnlk kazdey
gloski ptzez wyktadnik oznaczaiacy stopien pier-
wiastku zgdanego.

Tym sposobem znaydziemy pierwiastek sze-
Scienny ilosci aGb?cQ dzielac wyktadniki 6, 3.i 9
przez 3, i bedzie pierwiastek szukany a2tk

yndana. ilo§¢ ma spéiczynnik liczebny*
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rzeba takze wzig¢ iego pierwiastek maiacy by¢
spo6iczynnikiem dla pierwiastku sposobem powyz-
szym otrzymanego. Chcac mie¢ np. pierwiastek
stopnia czwartego z ilosci 8ia4bscx2; poniewaz 81
iest potegg czwartg liczby 3, podzieliwszy za-
tem wyktadniki gtosek przez 4, bedzie szukany
pierwiastek 3thzc3.

Jezeli wyktadniki gtosek nie sg podzielne
przez wyktadnik szukanego pierwiastku , na ten
czas przed iloscig daie sie znak pierwiastkowy,
nad ktorym u gOry pisze sie liczba stopien szu*
kanego pierwiastku wyrazaigca : iakoSmy to iuz
widzieli wyzey.

186. Wyrazenia maigce przy sobie znak

pierwiastkowy iakiegokolwiek stopnia mogg by¢
czasem do prostszych sprowadzone. Jakoz z te-
go cosmy wyzcéy (i67) powiedzieli, tatwo iest
uczyni¢ wniosek , ze potega iakakolwiek iloczynu
iest iloczynem kazdego z czynnikéw do teyze po-
tegi podniesionego ; i ze tem samem pierwiastek
iakikolwiek iloczynu iest iloczynem pierwiastkow
tegoz stopnia kazdego z czynnikéw. Skad wypa*
da, ze iezeli ilos¢ bedaca pod znakiem pierwiast-
kowym ma niektére czynniki bedace potegami tegoz
stopnia, takiego iest znak pierwiastkowy $ mozna
bedzie wzig¢ osobno pierwiastki tych czynnikow
i iloczyn ich rozmnozy¢ przez wskazany pierwia*
stek innych czynnikéw.

Niech bedzie np. V gda’*h?cxi.
Poniewaz 96 = 52.3= 25. 3;ps iest pigtg potega
ilosci a; b?= bs5Xb2; cXl=c I0OXc: bedzie wigC
96a5b¥c*1 = 25n5h5¢'> X3bas. A zatem

187. Poniewaz wszelka potega parzysta
winna mie¢ przed sobg znak =-(184), zadna wi€o
iloé¢ odiemna nie moze by¢ potega stopnia pa*
rzystego , i nie moze mi¢é¢ pierwiastku w tytnz*
stopniu. Skad wypada, ze wszelki znak pier*
Miastkowy stopnia parzystego znayduigcy dsie

prze

po-



2i0 R ozdziat IX
przed iloscia odiemng iest wyrazeniem bezistotnem.

Pierwiastki zatem -czyto prawdziwe czy przy-
blizone poteg-parzystych , w ten czas tylko mo»

by¢ wyznaczone, gdy potegi te s3 dodayne.
'f?zed pieiwiastkami to»n aaie sie tak iak przed

, kwadratow cmi podweymy znak + , gdyz ni

zna wiedzie¢, czy dana potega powstata z pier-
wiastku dodaynego czy z oeiiemnego, kiedy tak
pierwszy iak drugi podniesiony do potegi pa-
1 rzystey daie wypadek ze znakiem 4-

inaczey sie rzecz ma w potegach ‘nieparzy-
stych , ktére maig zawsze przed sobg t(n sam znek,
iaki iest przed ich pierwiastkiem (i84): przed
pierwiastkiem poteg takowych trzeba zawsze da-

wacé znak taki , iaki iest przed potegami, i w
tym przypadku ilosci bezistotne mieysca nie
maia.

188. Zamiast znaku pierwiastkowego , moz

czasem wygodnie uzyé wyktadnikéw ulomko-
wych ; &to na fundamencie prswidta powyzsze-
go (185), ze chcac wy (iagna¢ pierwiastek d<*nely
potegi, trzeba podzieli¢ wyktadnik kazdey gto-
ski przez wykiadnik oznaczaigcy stopien pier-
wiastku szukanego. Tym sposobem bedzie \

' /189. PoOydimyz teraz do wyciggania piet-
wiastkéw iakieykolwiek potegi z ilosci algiebr&i-
,cznych wielorakich. Sposob postepowania w te'y
mierze dosy¢ bedz.ie okaza¢ na iednym tylko
przyktadzie: gdyz to, coSmy dotagd o wycigga-
niu pierwiastkéw powiedzieli , tatwo iest zasto-
ssowa¢ de wszelkich przypadkéow. Daymy, ze
trzeba wyciaggnaé¢ pierwiastek faO6tego stopnia *
ilosci nastepuigcy;

*y 6]
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Poniewaz ilos¢ dana upodr zac¢fkcwana iest po*
dtug wyktadnika gtoski wypada stad, ze
pierwszy iey wyraz musi byé¢ szOsta potegg wy-
razu pierwszego w sznkany-m pierwiastku po-
diug teyze gtoski X uporzadkowan ym : wzigwszy
zatém szosty pierwiastekilo$ci 64xs3 podtug prawi-
det podanych wyzey (185) bedzie wypadc¢k 2X3-

Wypadok ten podnidstszy do potegi szc¢Sftey,
i odigwszy od ilosci dane'y, pierwszy wyraz po-
zostatey reszty musi by¢ wyrazem drugim w szé-'
5te'y potedze dwoch pierwszych wyrazéw- szuka”
nego pierwiastku : dwa te wyrazy oznhaczywszy
przez n4-b i i 0$¢ te podnidstszy do potegi Szo-
stey (2%4), bedzie

Pierwszy zatein wyraz pozostatey reszty iest
iloczynem sze$¢ rézy wzietym pigtey potegi wy-
razu pierwszego w pierwiastku przez drugi wy-
raz tegoz pierwiastku: podzieliwszy go z&té-ia
'przez ba5, iloraz bedzie drugim wyrazem b.

Pigta potega pierwszego wyrazu w pierwiast-
ku, to iest wyrazu 2X3 rozmnozona przez 6,
iest 6x 32xIS~ ]g2xr5, przez co podzieliwszy
pierwszy wyraz pozostatey reszty , ktory iest

p6oa3x 15, iloraz — 503 iest drugim wyrazem
szukanego pierwiastku. I)fa sprawdzenia znale-
zionego pierwiastku 2zc3—1Mm3trzeba go podniesc
do potegi széstey, a wypadek okaze sie réwny
ilosci daney.

. 'Gdyby pierwiastek mial iednym wyrazef®.
W>ece'y, odbywszy dziatanie powyzsze , zostata*
by druga reszta, w ktoréy wyraz piérwszyBy#t-

sze$¢ razy wzietym tloczynesi pigtéy pot*g\



24a " Rozdziat IX

dwdéch pierwszych wyrazéw pierwiastku , przez
wyraz trzeci. a zatem pierwszy ten wyraz dru-
giej reszty podzieliwszy przez 6 (2x3 —
iloraz bytby trzecim wyrazeto szukanego pier-
wiastku ; a dla sprawdzenia t'go wyrazu nale-
gatoby podnies¢ do potegi szostey trzy wyrazy
na pierwiastek otrzymane. Tyto sataym sposo-
bem postgpicby nalezato, chcac znab z¢ naste-
pne wyrazy w pierwiastku * iakabykoiwiek byta
ich liczba.

V. O podnofzeniu \lohi wielorakich do pot(g i d
kombinaty ach.

190. RozwiiaigC potege szosta dwumiandw
ar+b, 2x3* 583 w poprzedzajagcym artykule™
tatwo mogliSmy pomiart owaé, zel podnoszenie i-
losci wielorakich do poteg droga zwyczayng wy*
konyWane, to iest bioragc ie za czynnik tyle rat
zy, ile wyktadnik szukaréy potegi ma ieanoscij
zabiera¢ musi nie inato czasu i mieysca, zwila*
szcza kiedy potg/e-a szukana iest wysokiego sto®
pnia. Przypatrzenie sie¢ z gtebszg uwagag roz-
maitym potegom wielomiandw i okolicznosciofcri
rozwiianiu tjxh poteg towarzyszacym , dato po-
czatek pewatyprawidtom, ktére diugie to i czy-
stym omytkom podpadajace ,dziatanie znacznie
skraeaig. Lecz prawidta te zasadzaig sig w cze-
§ci na sposobach rozmaitago porzadkowania gto*
sek ktoremi sie ilosci oznaczaig: takowe wiec
sposoby porzadkowania, czyli iak sie zwyfczay-
nie mowi, kombinowania gtosek , pierwey wyto*
zy¢ potrzeba, nim przystagpimy do podania pral
Widet na rozwiianie poteg ilosci wielorakich.

191. Trzy 63 gatunki kombinacyy : naprzéd
pisza sie przy sobie gtoski maigée by¢ kombino-
wanymi w tak m porzadku w iakitn ie tylko pi-"
saé mozna , powtarzajagc w iedneyze kombinacyi
te satog gtoske: np. trzy gtoski a, b, € daig
dwukrotnuh czyli dwugtoskowych tego gatunku

kom-
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kombinaoyy sze$é, ktére sg : ab, ae, ba, bc
ca, ch.

W trzecim gatunku kombinacyy nie tylko sie
nie powtarza ta sama gtoska w iedneyze kombi-
nacyj, , iak w kombinacyach gatunku pierwsze-
go ; ale tez nie maig mieysca kombinadye ztozo-
ne z tychze samych gtosek, lubo w odmiennym
porzadku umieszczonych , iak iest w kombina-
tyach gatunku drugiego. | tak trzy gtoski a,
b cdaig dwukrotnych tego gatunku kombinacyy
trzy, ktére sa: ab., ac, bc.

rij2  'Pierwszy gatunek kombinacyy. Niechbe-
'dq npt cztéry gtoski a, b. ¢, d, maigce by¢
komljirroWanemi. Rzecza naprzod iest widoczng,
ze kombinacyy iednokrétnych czyli iednogtosko-
Wych iest 4, ktére sg : a b, c, d.

2re. Napisawszy gtoske a po lewe'y stronie
kazdey zel czterech kombinacyy iednokrétnych*
bedzie kombinacyy dwukrotnych czte'ry, z kto-
rych kazda zaczyna sie od a, i ktére sg aa, ab,
ac, gb. Napisawszy druga gtoske b po lewey
stronie kazdey kombinacyi iednokrotney , przy-
bedzie drugich cztery kombinacyy dwukrotnych,
z ktérych kazda zaczyna sie od gtoski b, i ktor©
sg, ba,bb, bc, bd Podobniez napisawszy na-
przéd gtoske € potem d po lewey stronie kazde'y

" kombinacyy iednokrotneA , przybedzie osSm kom-
binacyy dwukrotnych , z ktérych czte'ry zaczy-
nata sie od C, a cztery od rf, i ktore sg; ca, cb,
tc, cd, da ‘db\ dc, dd.

Cztery zatem gtoski a, b, ¢, d daig kombi-
nacyy dwukrotnych 4 x 4= 4t= 16, z ktérych
eztery zaczynata sie od «, cztery od b, cztery od
c, i cztery od d

ocle. NaptsaWszy kazda ze czterech glosek
do kombinowania danych po lewe'y stronie ka-
zdeyzeiG kombinacyy dwukrotnych, otrzymamy
4 razy i6 , czyli 43 kotnbinacyy trzykrotnych,
~zyhi trzygtoskowych, z ktérych 16 zsczynaig sig
'dd a, 16 dd b, 16 od ¢, i 16 od d-

Q 4*e*
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4fe. Napisawszy kazdg ze czterech gtosek do
kombinowania danych po lewej stronie kazdey
kombinacyi trzykrotney, otrzymamy kombina-
cyy czterokrotnych , czyli czte'rogdeskowych czte'-
ry razy wiece'y niz byto trzykrotnych ; ¢|ze li-
czba trzykrotnych iest = 43, wiec liczba cztero-
krotnych bedzie — 43x4—44it d

W ogdlnosci niech liczba gtosek do kombi-
nowania danych bedzie m: kombinacyy iedno-
krétnych bedzie m; dwukrotnych m2, trzykré-
nych m3, czterokrotnych m4 , pieciokrotnych
w5, - - nkrétnych czyli ztozonych z liczby gto-
sek n bedzie m”. To iest: trzeba liczbe gtosek
do kombinowania danych podnies¢ do potegi,
ktoreyby wyktadnik miat tyle iednosci, po ile

osek ma sie znaydowa¢ w kombinacyach syn-
anycb. Siedm gtosek np. daig tego gatunku
kombinacyy dwukrotnych 72, trzykrotnych 73
czterokrotnych 74 i t. d.

Kombinacyy tego gatunku, ktére sie takze
nazywaig ivaryacyami, mamy przyktad w ukia-
dz e liczenia , gdzie dzies e¢ znakéw liczebnych,
daig wszelkie liczby , iakie tylko by¢ moga. U-
waza¢ tu iednak potrzeba , ze poniewaz zero po
lewe'y stronie cyfry napisane nie odmienia iey
waznosci, przeto te 10 znakéw liczebnych nie da-
ig kombinacyy dwukrotnych 102 czyli 100, lecz
tylko 90: gdyz o:, 02, o3 i t. d. znacza to sa-
mo co 1, 2,3it d Podobniez kombinacyy
trzykrotnych te same 10 znakéw liczebnych daig
tylko 900, lubo podtug prawidta powinnoby ich
by¢ io3= iooo it d.

Niektére gry iak tryktrak sg przyktadem te-
go gatunku kombinacyy Moznaby tu takze
wspomnieé¢ gtoski abecad”™ i odmienne dzwigki
gtosu ludzkiego, ktore tym sposobem miedzy so-
bg kombinowane daig rozmaite stowa pisane lwy-
mawiane , tozmodwi¢ oznakach muzycznych i t. d»
Wreszcie gatunek ten kombinacyy nie tak czesto
uzywa sie w praktyce iak dwa nastgpuigce.

193.
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igs. Drugi gatunek kombinatyy. Niech beda
te same cztery gtoski a, b,c, d do kombinowa-
nia. Rzeczg iest widoczng, ze kombinacyy ie~
dnokrotnych bedzie 4, ktore sg a, b, c,

Napisawszy a po lewe'y stronie kazde'y kom-
binacyi iednokrdtney, bedzie komblnacyy dwu-
krotnych od a zaczynaigcych sie tylko 3= 4— i,
ktére sg: ab, ac. ad; kombinacya bowiem aa w
tym gatunku mieysca nie ma (191). Podobniez
postapiwszy z gtoskami b, ¢i d, otrzymamy trzy
kombinacye dwukrotne zaczynaiace sie od b, tfzy
zaczynaigce sie od C, i trzy zaczynaigce sie od
d A zatem czte'ry gtoski a, b, ¢, d daig dwu-
krotnych tego gatunku kcmbinacyy”i2 = 4.3 = 4
4— 1) i,., .
( Pc’?dobnymie sposobem postepuiac daley, 0-
kaze sie , ze te sama cztery gtoski daig kombi-
nacyy .,

trzykrotnych 24= 4.3.2= 4 (4—1) (4— 2;
czterokrotnych 24= 4 3. 21=4 (4— 1) (4—2)

4—3) it

W ogolnosci, niech bedzie liczba gtosek do
kombinowania danych m: postepuigc sposobem

podobnym do poprzedzaigcego, wypadnie za-
wsze liczba kombinacyy

iednokrotnyoh =
dwukrotnych = m(m— 1) ;
trzykrotnych = I (me 1) (m— a)?

czterokrotnych =m (m— 1) (m— 2) (Mm«—3) i
pieciokrotnych = m(m— 1) (m— 2) (w < 3)
(m— 4y

krotnych = m(w—el) W—2) - - «
(m— n+ i).

| tak pie¢ gtosek stowa robak daig tego ga-
tunku kombinacyy iednokrétnych $, dwukro-
tnych 5. 4=20, trzykrotnych =5 4. 3 — 60o#
4krétnych 5 4. 3. 2=120, ~krétnych $. 4. 3. 2.
1= 120, 6krétnyeh 5. 4. 3. 2. 1. 0=0. WHiasnie
tez tak by¢ powinno ; bo stowo % pieciu gtosek

Q * ~No-
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ztozone w tenczas tylko moze da¢ kombinacja
szeSciokrotng , kiedy iedna gtoska w iedneyze
kombinacyi bgdzie dwa razy powtdrzona, a ta-
kowe kombinaeye nalezgce do gatunku pierwsze-
go , w drugim mieysca nie maia.
, Piszacy Logogryjy i Anagramyat&i (*) moga
z tego gatunku kombinacyy korzysta¢. Extrakty
takze determinowane Loteryi liczbowej nalezg do
kombinacyy tego gatunku. Kombinaeye 'te na-
zywaig sig takze petmutacye, albo iloczyny roé-
wnowazne.

ip4. Trzeci gatunek kombinacyy. W tym ga-
tunku kombnacyy iakoSmy powiedzieli, maig
mieysce same tylko iloczyny z odmiennych czyn-
nikéw ztozone, czyli r6zng wazno$é maigce , gdy

tym

(*) Stowo ickie przerobione na inne ze wizy*
stkich tychze samych glosek , w odmiennym
tylko poizadku bedacych ztozon» . "zowie sie A*
nagramma. Tak ze stoten”igismuriaus zro-
biono rhagramniTi, digrtus Mus s K edy za$
z takiego stowa borg sie wszystkie Znaczgce
kombinaeye z iedney, duoch, trz>ch it d. gto-
sek ztozone, zhior, takowych kombinacyy zo-
wie sie Logogryfem tego stowar “Fraszki te
pracowite , mowi Francoeur, przestaly iuz za-
trudniac uczonych pomimo wielu, szczesliwych
W te'y mierze wypadkc')w. Z netzwiska r.aboycy
Henryka Wielkiego , to iest ze stdbw Frere Jac-
ques Clemeris, zrobiono Anagramma c‘est I’en-
fer qui m’a cre'e. Jabtonski dla Stanistawa
Leszczynskiego, ktory pozniey byt Krélem Pol-
skim, ze stbw , bomus tescinia , wyprowadzit
anSgrammata nastevuigre : Ades incolumis >
Omnis es lucida ; Mane sidus loci ; Sis co-_
lumna Dei, | scande solium. Ostatnie zarfu®
guie na uwage z tego wzgledu, iz zamykat
w sobie przepowiedzenie pOzniey ziszczonef
Cours complet des Math. Tom Z!, p. &
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tym czasem do poprzedzaigcego gatunku naleza
iloczyny ztozone z tychze samych czynnikéw w
odmiennym, tylko porzadku umieszczonych. |1
tak, ze 12 kombinacyy dwukrotnych drugiego ga-
tunku;, ktére dalg cztery gtoski a, b, c1d, i
ktére sg: ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, tb cd, da,,
db, dc, nastepuigce tylko sze$é ab, ac, ad, be-
bd i cjts, iako iloczyny réznowazne sg kombina-
cyami dwukrétnemi trzeciego gatunku : pozosta
te sze$¢ iako iloczyny réwnowazne z pie'rwszemi
mieysca tu nie maig. Liczba zatem dwukrotnych
kombinacyy gatunku trzeciego czterech gtosek a,
b, ¢, d, moze byc nastepuigcym sposobem wy-
r a z o n a |, .

Podobniez przypatruigc sie 24 kombinacyom
trzykrotnym drugiego gatunku, ktore daig te sa-
me 4 gtoski a, b, ¢, d, postrzezemy miedzy nie-
mi cztery tylko ijoczyny rdéznowazne, ktére sg
abc, abd, acdy btd : inne wszystkie iako z tychze sa-
mych czynnikdw w odmiennym tylko porzadku”
umieszczonych*ztozone, mieysca tu mie¢ nie mo-
ga. Liczba zatem Kkin Lii"cyy trzykrétr yCh ga
tunki trzeciego ze czttrech gtosek a,b, ¢ d
moze by¢ tak vyyrazona :

Nakoniec miedzy 24 kombinacyami czte'ro-
krotnemi gatunku drugiego ze czterech, glosek,
a, b, ¢, d, znaydziemy ieden tylko iloczyn ro-
ZMowijszay, abcd ; inne wszystkie z tychze samych
czynnikéw, w odmiennym tylko porz dku umie-
szczonych ztozone, sg iloczynami réwnowaznemu.
Liczba zatem kombinacyy czterojkrétnych gatun-
ku trzeciego ze 4 gtosek a, b, ¢, d, moze ty¢
tak. wyraz.onei:
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Z tego rozumowania, ktdére mozna zastoso-
wac do iakieykolwiek liczby gtosek do kombino-
wania danych ‘{atwo iest ustanowi¢ prawidto
ogolne.

Niech bedzie m liczbg gtosek do kombino-
wania danych : bedzie liczbha kombinacyy gatun-

ku trzeciego

Loterya liczcbowa iest przyktadem tego gg*
iunku kombinacyy: z 90 liczb wycigga sie zwy-
czaynie pieé¢. Te 90 liczb daig l6d 90 kombina-
cyy lednokrotnych zwanych extrakty.

— == 4005 kombinacyy dwukrotnych

zwanych amba.

2, 90. 89, 88 . .
ocle 15T 0 oe; 1*748© kombinacyy trzykrloi

tnych zwanych tema.
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ftiokrotnych zwanych Kkuiinterna.

tatwo iest zatem wyrachowac¢, iak sie ma
pewnos¢ wygraney do pewno$ci przegraney na
Loteryi liczbowey. Stawia¢ np. trzy liczby na
samo terno , poniewaz z 90 liczb do ciggnienia
wzietych moze wyy$¢ ternow 117780» a wygry-
wa iedno tylko terno stawione ; a zatem pewnos$c¢
Wygraney do pewnos$ci przegraney ma sie
iak 1 do 117480 ; to iest: u 74bo razy pewnieysza
iest pregrana niz wygrana.

195. Poznawszy kombinacye gatunku trze-
ciego, talwiey mozna bedzie wyi»zy¢ sposéb
krotszy rozwiiania poteg-ilosci wielorakich.

Naypierwsza z takowych ilosci iest ilos¢ dwu*
Wyrazowa czyli dwumian, iaki iest np. X +fl»
Dwumian ten podnoszony sposobem zwyczaynym
do potegi drugiey, trzeciey, czwartey i t.
"daie nastepuigce wypadKki;

(x +~a)t— X2+ zax +ak
(«+ a)3—x3f5axi+ 3 x4 a3
(x *a)4 =C XA+ 4ndtase6a2xX z--ta*x -+ fl4 i t. d.

Przypatrzywszy sie z uwagg tym i ianyn\
potegom dwumianu %-t-a , tatwo bytoby ustauo-
Wi¢ prawidto , iakie maig by¢ wykladniai dla
X i dla a, tudziez iaka "bydz powinna liczbg
Wyrazéw w kazdey potedze ; lecz nie tak iest ta-
two domyslec¢ sie , iakie maia by¢é spétczynniki
liczebne wyrazéw kazdey potegi. Jakoz spot-
Czynniki te oiorg poczatek z dodawania do siebie
Wyrazéw podobnych , ktére wypadaiag W podno-
szeniu ilosci do poteg, i ktdérych liczba w roz-
maitych potegach iest rozmaita, iak sie o tem.
tatwo przekona¢ mozna zastanowiwszy nieco u-
Wage , tlad mnozeniem z ktérego potegi powsta-
fa. Dla zapobiezenia tey ‘niedogodnosci wezn\y



>

270 Rozdziat I X

czynniki odmienne, iakie sa np. x+a , x+0Dh
X 4 cC, it. d i szukaynjy ich iloczynéw,
porzagdkujac w niph wyrazy podiug- wyktadni*
kéw gtoski X.

10d. iloczyn dwéch czynnikéw Xx-\-g, x + bp

N I A |

iest

2re. lloczyn trzech czynnikéw x--a, X + b,
X + C. iest

3cif* lloczyn czterech czynnikéw x *RA, Jt.fi,
X+ C, X **cl iest t ~

W iloczynach tych , wszystkie wyrazy w ie-
dneyze kolumnie umieszczone , w ktoryctpX ma
tenze sam wyktadnik, biorgc za ieden,wyraz, po-
strzezemy iod, ze wyktadnik gtoski: X. zmniey-
sza sig iednoscia w kazdym wyrazie zaczawszy
od pierwszego, w ktérymi, wyktadnik ten réwna
8ig liczbie czynnikow |Ioczyn sktadajacych , az
do ostatniego , w letorym X° —1 iest domyslne

2re. Ze spoiczynnik pierwszego wyrazu iest
1; spéiczynnik drugiego wytazu iest rGwnysum-
mie drugich wyrazéw a, b.c i t, d. znayduig-
cych sig w czynnikach ; sp6tczynn k trzeciego
wyrazu iest rowny summie iloczyndéw rozriowa-
znych dwukrotnych z tychze gtosek a, b, ci. d.
spo6tczynnik czwartego wyrazu iest rowny sum-
mie ilocaynéw trzykrotnych réznoWaznych z
tychze gtosek atb cit d.

Jakoz w iloczynie czterech czynnikow wyraz
drugi Xi ma za spéiczynnik summe a Hhbi+ec -t d\V

kio-
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ktéora wyraja summe iloczynéw iednokr™dtnych
czterech gtosek a, b, ¢, d; wyraz trzeci x| ma
za sp6.dczynnik summe ab -+ac 4- atff-t-bc + bd +~cdt
ktora iest'summa dwukrotnych iloczynéw rézno-
waznych z tychze czterech gtosek a, b, c, d
(194). Wyraz czwarty X ma za spéiczynnik-summe
abc -Ar.abdH- acd -f-bod, ktora iest summa trzykrotnych
ijoczynow i;6znowaznych z tychze czterech gto-
sek,a, b, ¢, d Nakoniec spoiczynuik. ostatnie-
go, wyraju , w ktérym domysla sie x°1= 1, ré-
wna sie iloczynowi czterokrétnemu tychze gto-
gk a,b,ed

196. Tu iuz tatwo wnie$¢ mozna, ze ksztalt
tych iloczynéw powinien podlega¢ tym samym,
prawom, iakakolw.iek bedzie liczba czynnikéw:
lecz -wniosek ten, na. domys$le oparty , moze by¢
tfik&e' nagtepuigcym sposobem dowiedziony.

Jhzeeza naprzod iest widoczna, ze wszelki ilo-
eayn tego gatupku , powinien w sobie' zamykac
Wszystkie potegi gtoski X, zaczagwszy od potegi,
ktérey wyktadnik réwny iest liczbie czynnikéw
iloczyn sktadaigcych, az do potegi, ktorey wy-,
ktadiukiem iest: 0. AbysSmy wypadek wyrazili
Ogo6lnie , niech, w oznacza liczbe czynnikéw: po-
tegi gipski X nastepnie po sobie idace bedg xmt

Jxin-t it d.

Daymy, ze gtoski A, B, Cp. .. Y s3 iloscia-
mi potegi te mnozacemi zaczawszy od Xm~1; lecz
poniewaz liczba wyrazéw zalezagca od waznosci
§zczegbin/ey wyktadnika m iest niewyznaczona
poty, poki wyktadnik ten nie iest dany w li-
czbach ; mozemy tylko napisa¢ wyrazy poczat-
kowe i ostatnie szukany iloczyn skladaigce ; a na
mieysee wyrazéw domysinych potozymy kropki :
tym sposobem otrzymamy nastgpujacag formute. :
xm e~ AXm=1 1+ BXne~2 t- CXm~3 1 +1
ktéra wdraza iloczyn powstaty z liczby iakiey-
kolwiek m czynnikéw dwumiennych X-ta, xdrb
x4cC, it &

Koz-
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Rozmnozywszy iloczyn ten przez nowy czyn*
nik X 4/, bgdzie (io).

Ta iuz rzeczy iest widoczna idd ze iezeli ilose
A iest summa, gtosek a, b, ¢ it. d bgdacych
drugiemu wyrazami czynnikéw dwumiennych,

ktérych liczba iest m, ilo$¢ 4+-/ bgdzie summa
tychze gtosek a, b, c........ I, ktérych summa iest
m 4 i; i ze te'm samehn lezeli A iest prawdziwym

spotczynnikiem drugiego wyrazu w iloczynie
stopnia m, A +/ bidzie takze prawdziwym spod-
czynnikiem drugiego wyrazu w iloczynie sto-
pnia M+i.

ire. Jezeli B iest summa dwukrotnych iloczy-
now roznowaznych glosek at b, ci t d. kto-
rych liczba iest m, B-hlA wyrazaé bedzie sum-
mg dwukrotnych iloczynéw réznowaznych ztych-
ze gtosek a, b, c... .1, ktorych liczba iestm +i ;
bo*bedy A= a 4 b 4-c-+i t. d. bedzie 1A —I
(¢+D+4 +it d) A zate'm iezeli B iest prawdzie
wym spoétczynnikiem wyrazu trzeciego w iloczy-

nie stopnia B +/4 bedzie takze prawdziwym
spétczynnikiem trzeciego wyrazu W iloczynie
Stopnia )7i+-i.

ocie. Jezeli C iest summa trzykrotnych iloczyn
néw réznowaznych glosek a, b, cit. a. ktdérych
liczba iest m, C+-/B bedzie summa trzykrotnych
iloczynéw réznowaznych z gtosek a, b, c.... 1,
ktorych liczbg iest w+-1 : bo gdy B= ak+-a"™+-
ad -hi t. d- bedzie /B= / (flbo+~ac+ad+i t d)
Jezeli wigc C iest prawdziwym spoétczynnikiem
Wyrazg czwartego w iloczynie stopnia m, C+-/B
bedzie takze prawdziwym spotczynnikiem wyra-',,
zu czwartego w iloczynie stopnia m+ i.

Ten sam spos6b rozumowania rozciggngé,mo-
zna do wszystkich wyrazéw » 1 iezeli Y iest ilo-
ezynem wszystkich gtosek a, b, ¢ i t. d. ktérych

liczba iest m, IY musi by¢ iloczynem tychze glio—
B | 1 sek,
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sek powiekszonych gtoskag |, ktérych tem samem
liczba iest m+ .

Jezeli wiec uwagi czynione wyze'y (ig5) nad
iloczynem stopnia czwartego maig mieysce , mu-
sza mie¢ takie mieysce nad iloczynem stopnia
piatego, szostego i wszystkich innych.

Wypada stad, ze kiedy iloczyn czynnikéw
dwumiennych x+a, x+b, x+c¢, it d. ktor
rych liczba réwna sie ra, iest wyrazony w naste-
puiacym ksztalcie :

1d bedzie zawsze summag gtosek a, b, ci t. d*
ktérych liczba iest m; B summa dwukrotnych i-
Joczynéw roznowaznych z tychze gtosek : C,
summa trzykrotnych iloczynéw réznowaznych z
tychze gtosek, i tak daley-

Abysmy prawo, ktéremu to wyrazenie podle-
ga, zamkneli w iednym wyrazie, wezmy wyraz
Umieszczony w mieyscu niewyznaczonem, ktéry
dla tey przyczyny eznaczmy przez NXxm~n. Wy-
raz ten bedzie drugim, iezeli uczynimy n= i ;
trzecim iezeli n=>2, iedynastym iezeli 71= 10, i
t d. W pierwszym przypadku gtoska N bedzie
summg gtosek a, b, cit d ktérych liczba iest
w, w drugim summa dwukrotnych iloczyndéw ré-
wnowaznych tychze gtosek a, b, ci t. d. w trze-
cim summa dziesie¢krotnych iloczynéw réznowa-
hiych tychze gtosek i t. d.

197 'Chcac iloczyny powyzsze (195) (x-t-a)
(x~hb) , (x+a) (x-t-b) (x+c) , (x-t-a) (x4-t»)
(x+c) (x-hd) i t. d. zamieni¢ na potegi dwu-
mianu Xx + a; (x-+-«)*, (x+fl)3, (jc+ f)4i t. d,
dosy¢ iest w iloczynach tych uczyni¢

, - -7 L —w

Na ten czas wszystkie ilosci mnozace te sarne
P°tege gtoski X beda miedzy sobg rdwne: a tak
spoétczynnik wyrazu drugiego, ktory w iloczynie
(*+ @) (x-hb) (x-h €) (x +a), iest a-Hbi+ci+d,
zamieni sig na 4a.

Spét-
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Sodtczynnik wyraza trzeciego , ktory w tym*
ie iloczynie iest

Spotezynnik wyrazu czwartego, ktéry w tym-
ze iloczynie iest abc 4- abd -+acd + bed, zamieni sig
na 4a$y A stad fatwo iest poijiiarkowac ; ze spot-
czynniki rozmaitych, potgg gtoski X, zamienig sig
na iedng potggg gtoski a, wzigtg tyle razy, ile

iest W tych spdiczynnikach wyrazéw, i ozna*
czong przez liczbg czynnikéw wyrazy te skiada-
igcycii A tak spo{czynnikiem N mnozgcym, po-

tggg XMm~n w powyzszym ikmzyni¢ ogo6lnym, bg-
dzie po.tgga nta gtoski a, czyli an wzieta tyle ra-
zy , -ile otrzyma¢ mozna iloczyndw réznowainych,
n krétnych , z gtosek ktérych liczba iest m.

Podtug teoryi koinbinacyi liczba gtosek nt
daie réznowanych iloczynéw n krétnych

Biorac nastepnie 1,2 , 3, 4 i t. d. zamiast

1 bedzie — spdiczynnikiem liczebnym wyrazu

i
drugiego;———I————é———— spotczynmkiem liczebnym

kipm liczebnym wyrazu czwartego ; aw ogolnoscj

spo6tczynnikiem, liczebnym dla,wyrazu Jzastgpuig*
cego mieysce n, = 1? Szukana zatem formuia
bedzie ;
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Z formuty tey wyprowadzi¢ mozna prawidto
. nastepuiace : Chcac z iednego wyrazu otrzymac
wyraz nastepuigcy , trzeba spoéiczynnik liczebny
rozmnozy¢ orzez Wyktadni* gtoski x danego wy-
razu ; podz eii¢ przz liczbe oznaczaigca mieysce te-
goz wyrezu ; wyktadnik gloski a powiekszy¢ ic-
dnodiig a.uiykia >nikgtoski xzmnieyszy¢ iednohia.

I tak , chcac tip. wyraz xm, ktory iest pie'r-
Wszy, przerobi¢ na wyraz drugi, trzeba iego
spétczynnik liczebny , ktérym iest 1, rozmnozy¢
przez wyktadnik gtoski X, ktéorym iest mwy i po-
dzieli¢ przez liczbe oznaczaiacg mieysce tegowy-
razu , ktéra iest- i ; tym sposobem utworzy sie

dla. drugiego wyrazu spoiczynnik liczebny ™ ;pe-

tem wyktadnik gtoski X zmnieysza sie iednoscig
i bedzie XI'-1,-wykladnik za$ gtosek a, ktdrytu iest
0, powiek sza sj\e iednoscig, i bedzieal: wyrazza-
tom drugi bedzie — axm~X
2
Ten znowu drugi wyrSz chcgc przerobic
tia trzeci , trzeba spoéiczynnik iego liczebny

~  rozmnozy¢ przez wyktadnik gtoski X, to
1 .

iest przez m— 1, i podzieli¢ przez liczhe 2,
ktéra oznacza mieysce tego wyrazu ; 1 bedzie

——1li spéiczynnik liczebny dla wyrazu
1. 2

trzeciego : zmnieyszywszy pote'm Wyktadnik gto -
ski X iednoscia , a wyktadnik gtoski a po-
wiekszywszy iednoscia , bedzie wyraz trzeci

nn -1 axn-i.
1.2 L
Tymze sposobem postepuigc znajdziemy
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formule nie mozna wyznaczy¢ liczby wyrazéw,
chyba nadawszy dla m wazno$¢ szczegdlng, nie
trudno iednak bedzie wynalez¢ wyra?; zastepuig-
cy mieysce w iakieykolwiek odlegtosci od pier-
wszego bedace. Wyraz np. zastepuigcy mieysce
w+ 1 podiug powyzszey formuty bedzie /

Ostatnia ta formuta zowie sie wyrazem Ogol*

i t.d gdyz czyniac nastepnie n= i, n= 2, n—5
i t. d. formuta ta daie wszystkie wyrazy iego
¢iagu.

198. Chcac poditug prawidta w poprzedzaiag-
cym artykule wyprowadzonego podnies¢ dwu-
mian X + a do poteofi no. dziesiatev. bedzie

Wyraz

Widzimy fu , ze wyraz pie'rwszy od poczatku/
i0 iest x 10, i pierwszy od kornca , to iest osm a-
lg te same spoOtczynniki i te sanie wyktadniki;
lecz liczba 10 w pieYwszym wyrazie od poczatku
iest. wyktadnikiem dla X, w pierwszym za$ od
konca iest wyktadnikiem dla a: podobniezw wy-
cazi« drugim od poczatku, ktory iest i0'ax9, i w

dru-
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drugim od konca, ktory iest 10a9x ,r te same sa
spétczynniki i wyktadniki ; lecz w drugim od
poczatku liczba 9 iest wyktadnikiem dla X, li-
czba 1 iest wyktadnikiem dla a; w drugim za$
od konhca liczba 9 iest wyktadnikiem dla a * li-
czba i iest wyktadnikiem dla X : toz moéwié¢ O
innycti wszystkich wyrazach. Jezeli, iak iestw
przyktadzie poprzedzajacym, wyktadnik szuka-
ney potegi iest parzysty, a te'm samem liczba
wyrazow potege te skiadajgcych nieparzysta , na
ten czas w wyrazie mieysce $rednie trzymaigcym
iak tu iest 2$2a5x5 rownie od poczatku i od kon-
ca oddalonym gtoski a \'X maig tenze sam wy-
ktadnik , k 6ry iest xé6wny potowie wyktadnika
potegi szukaney.

Podtug uwag tych, chcac np. dwumian X t-a
podnies¢ do potegi széstey, dosyé iest wynalez¢
cztery pierwsze wyrazy szukarey potegi ; ostatnie
trzy tatwo bedzie wyprow adzi¢ z trzech wyra-
zéw pierwszych.

199. Formute w artykule powyzszym umie-
szczong z tatwoscig zastosowaé do wynalezienia
poteg wszelkiego dwumianu. Chcac np. podniesé
do potegi széstey dwumian 2x3— 5n3: dosyé be-
dzie w formule wspomnione'y potozy¢ 2X3 za-
miast X Yy a— 5n3 zamiast a- Jakoz uczyniwszy
iix3~ X' ,— sn3= a. bedzie

Zamiast a', X' potozywszy ilosci, ktorych
mieysce gtoski te zastepuig , bedzie

Widzimy tu, ze wyrazy $3 na przemiany
raz dodayne , drugi raz odiemne. llekro¢ w da-
nym dwumianie wyraz drugi iest odiemny, Wy-

W rozwinietey potedze aastgpuigce mieysce'
afcity
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2gie , 4te, €te i w ogo6lnosci mieysce parzyste za-
wsze sg odiemne : gdyz w tych wyrazach wykta-
dnikami ilosci w danym dwumianie odiemney $3
liczby nieparzyste; a Wszelka potega ilosci od-
iemney maiaca za wyktadnik liczbe”™ nieparzysta
ma zawsze przed sobg znak < (‘84). Przeci-
wnie , wyrazy ktére w rozwinietey’ potedze za-
stepuig mieysce nieparzyste iakie iest IWSze, 5cie>,
S5te i t. d. sg zawsze' dodayne : gdyz w tych wy-
razach wyktadnikami ilosci w danym dwumianie
odiemney sa liczby parzyste ; a wszelka potegi
z wyktadniki* m parzystym ma zawsze przed so-
ba znak -~, czy) to ilos¢ do tey potegi podnie-
siona iest dodayna, czyli tez odiemna.

(43) >mozna zatem powyzszg formute (197 zamie-
ni¢ w nastepuiacy :

Roztozywszy drugg strone na czynhiki, bedzie

. Chcac podiug téy formuty otrzymac szuka-
ng potege danego dwumianu , trzeba utozy¢ ha-
stepuiagcy cigg liczb :

Pierwsza ztych liczb, to iest __ mnozy sie przez

utomek — , potem wypadek ten, ktory iest
1..ic

, ! fnho-”
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mnozy ng przez druga liczbg ZL&? i przez jitp-
- 0

mek — potem wypadek ten, ktdry iest "l
X -J 2. **
mnozy sig przez trzecia liczbg —--1 i przez n-
3
tomek*Jl, i tak daley: zebrawszy razem wszy-

stkie te wypadki i dodawszy j, cata summa mno-
72y sig przez xw.

W przyktadzie (2x3— $a*)6 trzeba napisaé 6

zamiast w, zamiast — a(2x3)6 czyli 64y t*
2X3 X

zamiast XM tym sposobem podiug ostatnie-

go prawidia znaydziemy (2x3 5a3)6 =

>0l Rozwiianie potgg innych ilosci wielora-
kich tatwo iest podciggng¢ pod prawidia powyz-
sze na rozwiianie potgg dwumianu, iak to oka-
zemy na przyktadzie nastepujgcym;

Kiech bgdzie trzymian g+b-hc, ktéry pod-
nies¢ potrzeba do potegi trzccie'y. Uczynmy nar

Potozywszy potem Db-t-c zamiast m znaydzia-

Rozwingwszy potegi dwumianu b+ e, wypa-
dnie

202. Zastanowiwszy 199z uwaga nad sposo-
bem, za pomocg ktérego wyprowadziliSmy po-
wyzsza formute (197) na rozwiianie potgg dwu-

R mia-
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mianu, postrzezemy, ze wyktadnik m szukane'y
potgg”™i powinien mie'¢ wazno$¢ catkowitg i doday-
ng. Chcac zate'm doswiadczyé¢, czy formuta ta
i w ten czas ma mieysce, kiedy wyktadnik za-
daney potegi iest utomkiem , albo tez ma przed
sobg znak — , trzeba do ie'y wyprowadzenia u-
zy¢ innego sposobu , w ktérymby wazno$¢ wy-
ktadnika szukane'y potegi byta rzecza oboietna.
Taki iest sposéb , ktdry nizey podamy wytozy-
wszy pierwey iedne prawde , bez kt6érey sposéb
ten wytozonym by¢ nie moze, i ktéra w dalszey
Algielorze czesto bedzie potrzebna. Prawda tZ
iest nastepuiaca :

Wsze?ﬁi dwumian taki, iak sg np. x—a, xa— a2
X3—a*, i w ogdlnosci sm=—am, byleby wyktadnik
m byt liczbg catkowitg i dodayng, iest podzielny
przez X'— a.

Ze dwumian x —ea iest podzielny przez x—a,
prawda ta iest sama przez sie widoczna. Co do
dwumianu x2« a2, ten roztozy¢ mozna na czyn-
niki (Xx— @) (x-ha); iloczyn za$ ten iest wido-
cznie podzielny przez X > a Dzielagc x3—fI3
przez X — a, znaydziemy na iloraz Xi 4-ax a2
Toz moéwi¢ o wszelkich innych tego gatunku
dwumianach, w ktérych x i a maig wyktadniki
liczebne: dwumiany takie dzielgc przez X—a,
znaydziemy zawsze iloraz catkowity , w ktéryih
wyktadniki gtoski X zmnipyszaig sie ciggle ie-
dnoscig az do zera, wyktadniki zas gtoski a cig-
gle sie iednoscig powiekszaig.

Podobniez dzielac xm— am przez x—a, znay-
dziemy nailoraz Xm~1+ axm~1 4+ a2xm~3+ u axin"4+
it d. w ktérym wyktadniki gtoski x zawsze sie
zmnieyszaig iednoscia , -wyktadniki za$ gtoski a
zawsze sie iednoscig powiekszaig: wyraz zatem
ostatni tego ilwrazu musi by¢ aln~x; przed-
ostatni za§ am~2x. Abyémy sie o prawdzie tey
przekonali, wezmy od razu réwnanie

(
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Rozmnozywszy obie strony przez mianownik
X — a, z pierwszey strony zostanie sam licznik
czyli dzielna Xm— ani ; druga za$ strona zamie-
ni sie w nastepuiaca :

Summa dwoch tych wyrazen sklada sie tyl-
ko z wyrazu pierwszego w pierwszym wierszu,
i z ostatniego w wierszu drugim , czyli réwna
iest dwumianowi XImM—aw : wszystkie inne wy-
razy obu wierszo6w rdznigce sie od siebie tylko
znakami, w dodawaniu znikng- Kiedy wiec dru-
ga strona réwnania powyzszego, rozmnozona przez
dzielnik X e—a daie na iloczyn dzielng, iest to
dowodem, ze ta druga strona iest ilorazem wy-
padaigcym z podzielenia XmM— am przez X —a.

Uwaz t¢ tu potrzeba, ze po wyrazie a2xXn~zw wier*
szu pierwszym nastepowac¢ powinien Wyraz a3*™-3,
ktory dodany do odpowiadaiacego sobie wyrazu
w drugim wierszu zniknie; i ze podobniez w
drugim wierszu przed wyrazem — an+~Ix, znay-
dowac sie powinien wyraz —am~2Xz; ktéry do-
dany do odpowiadaigcego sobie wyrazu w wier-
szu pierwszym zniknie Wyrazy te nie sg na-
pisane , lecz ich domysle¢ sie' nalezy w przerwie
©znaczoney kropkami.

203. Przystagpmy teraz do wytozenia dru-
giego sposobu na rozwiianie poteg dwumia-
nu. A naprzéd uwaza¢ potrzeba, le poniewaz

zamiast wiec rozwiiania dwu-

K * ajiia-
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mianu (X 4- a)m, mozna rozwingé dwumian.

BN N14- 0 — albo tez dwumian xm(t+j/)m

n

czynigc =Y.

Przypatruigc sie poczatkowym potegom dwu-
mianu i Y, postrzezemy , ze rozwiniecie ia-
kieykolwiek potegi tego dwumianu powinno by¢
zawsze nastepuiacego ksztaltu :

«zbami nie zalezagcemi bynaymniey od waznosci
gtoskby, lecz iedynie od wyktadnika tey potegi,
do ktérey podniesiony iest dwunran 1+ 2. (*)e
Po takowe'm przygotowaniu, niech, bedzie ]

Odigwszy drugie rownanie od pierwszego
zostanie

(*) W rozwinieciu potegi stopnia m dwumianu
y 4- 1, wyktadnik gtoski y zmnieyszalby sie
W kazdym wyrazie iednoscig; w zadnym ie-
dnak vjyrazie wyktadnik ten nie moze by¢. od-
temny , bo gdyby byt np. wyraz iaki iu ksztal

cie nastepuigcym: Ky_r= — zatozywszy, ze
R

y==o0, wyraz ten zamienitby sie na 5 co iak

cbaczymy nizey, oznacza ilo$¢ nieskonczenie
wielka; gdy tym czasem to samo zatozenie
czyni wszelkie potegi dwumianu y + k etyl*
i+y, réwnemi iednotci.
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podzieliwszy zate'm pie'rwszg stro-
ng ostatniego réwnania przez u— u, drugag prze®
y<— Z, znaydziemy (202)

Potiiewaz to ostatnie réwnanie zawsze po-
winno mie¢ mieysce, iakiekolwiek bedg wazno-
$ci dane dlay i z, wiec utrzyma sig takze, kie-
dy uczynimy y= 2z, aternsamem U—V. W tym
za$ przypadku z pie'rwszey. strony tego réwna-
nia wyraz drugi Um~2/ zamieni sig na unt~z
U—um~1(3) ; toz mowic¢, o innych wszystkich
wyrazach strong pierwszg skitadaigcych * aze li-
czba tych wyrazéw musi by¢ koniecznie réwna
liczbie iednosci w wyktadniku m znayduigcych
sig, o czém tatwo przekona¢ sig mozna, zasta-
nowiwszy sig z uwagg nad dzieleniem dwumia-
nu Xm— amprzez X— a; pierwsza zatem strona
rébwnania tego zamieni sig na wim’1-*l. Z drugie'yza$
strony przez przypuszczenie ze Yy~=Z, czynniky + 2
zamieni sig na iy ; czynnik yz+ yz+zi zamieni
sig na '3y2i t. d. RAwnanie wigc to zamieni sig
W nastgpuiace :

Rozmnozywszy obie strony przez u, wypadnie

Ze za$ podiug przypuszczeniau=1+Yy,6 b§-
dzie wigc

Ze strony pierwsze'y zamiast (i+y)m poto-
zywszy wazno$¢ zatozong , ktdra iest
1+ Aii 4-Bij2+- Cy34---—--- i z obu stron odbywszy
mnozenie wskazane przez nawiasy ; bgdzie

Przeniostszy wszystkie wyrazy na pierwsza
stro-



254 Ro zdz iat IX.

strone i uporzadkowawszy ie podtugl wyktadni-
kow gtoski y ; wypadnie

Nadawszy dla y wa-znosc rzeczywistg laka-
kolwiek, pierwszag strona réwnania tego nie moze
by¢ inaczey réwna zeru, chyba w ten czas tyl-
ko , kiedy spo6tczynniki mnozace wszystkie potegi
gtoski y bedg réwne zeru- Wypada zatem

Bedzie zate'm
czyli

*

J
Ze za$ podiug zatozenia y = i , bedzie wis®
X

Poniewaz m iest liczba catkowita , z drugie'y
stro-
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strony réwnania tego, wyraz zastepuiacy miey-
sce oznaczone liczbg m-t-i bedzie oskatnyr: gdyz
w nastepuigcym wyrazie bytby ieden czynnik
—>H/czyli 0. Rozmnozywszy obie strony ro-
wnania t*go przez Xm, wypadnie formuta taka
sama, iakg$my otrzymali wyze'y (200).

204. Ten sam iest sposOb postepowania,
dy wyktadnik szukane'y potegi dwumianu iest
utomkiem albo tez liczbg odiemng. Jakoz w pier-
wszym przypadku wezmy dwa réwnania

Ze zas podiug przypuszczenia

a tern samem

Poniewaz za$ podiug tego cosSmy powiedzie**
li wyzey (202) iest

W powyzszem wiec rownaniu odbywszy z dru-
giey strony dzielenie przez y — 2, a ze strony
pierwszey zamiast licznika i mianownika potozy-
wszy znalezione ich waznoSci, i podzieliwszy
tak licznik iak mianownik przez spélny czyn-
nik U— Vv ; réwnanie to zamieni sig W nastepu-
je ;
u’TM

kie-
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Uczyniwszy Yy = Z, a tetn samem i 4- YV
= i42z,i u— u; réwnanie ostatnie zamieni sig
W nastgpuigce:

KozmnozywsZy Z pierwszej strony licznik i
mianownik przez u, a obie strony rozmnozywszy
przez un, bgdzie *

Zamiast u,n, i un potozywszy ich waznosci,

Ze strony pie'rwsze'y zamiast czynnika 14*y) n
potozywszy iego waznos$é, ktora iest: i + Ay
+ + Cy314*- - -, i z obu stron wykonawszy
mnozenie wskazane przez nawiasy , bedzie

W réwnaniu tern przeniéstszy wszystKie wy'
rSzy na strone pieYwszg i sp6iczynniki “'mnozace
Wszystkie potegi gtoski Yy uczyniwszy rowne =<
ru, iak wyze'y (200), znaydziemy
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WazKos¢ te potozywszy wpierwszetn z dwéeh
danych réwnan zamiast~, B, C i t d. bedzie

Zamiast Y potozywszy iego wazno$¢, ktora
iest , 1 odbywszy inne dziatania, iak wyze'y
X

(203), znaydziemy formute na rozwiianie potegi
witomkowey dwumianu X-h(i.

Uwaza¢ tu potrzeba lorf, ze w ostatniem ro-
Whnaniu ciag wyrgzéw druga strone sktadaigcych
nie moze mie'¢ konca: poniewaz liczby N in sg
miedzy sobg pierwsze , zaden zate'm z czynnikéw
rozmaite potegi gtoski Yy mnozacych przez odie-
cie od niego liczb i, z, 3, 4.... nie moze sie

- zar
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zamienic nna1 zero; 2re ie z rozwiniecia dwumia-

nu (i +y)n, otrzyma¢ mozna rozwiniecie dwu-
mianu (i +y)m, uczyniwsz,y n= i; a tym sposo-
bem formuta druga zamieni sie na pierwsza w
poprzedzaigcym artykule otrzymang; i odwrotnie
formute pierwszg zamieni¢ mozna na druga kita-

dac w pierwszey — zamiast m.
n

z0$- Pozostato ieszcze okazaé, iaka iest for-
muta na rozwinigcie dwumianu, kiedy wyktadnik
m iest odiemny ; tym koncem dosy¢ iest w ro-
wnaniu (V), z ktérego w poprzedzaigcym arty-
kule wyprowadzilismy formute na rozwiianie
dwumianu z wykiadnikiem utomkowym, zamie-
ni¢ m na— m. A tuuwazac¢ potrzeba , ze

Aze podiug tego co poprzedzito ilos¢

zamieni sie na bedzie wie®

W tymze przypadku

Druga strona rownania (V) wcale nie odmie-
nia swego ksztattu, bedzie zatem
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Roéwnanie to rézni sie iedynie od réwnania
(V) znakiem gtoski m; powinno zatem doprowa-
dzi¢ do tych samych wypadkéw, ktédrebysmy
otrzymali z réwnania (V)', zajniemaigc w niem m
na—m

206. Formuty dwumianu mozna uzy¢ do wy-
ciggania pierwiastkéw wszelkiego stopnia. Jakoz

-------- m
pouiewaz * ¢+ )= ((1L + ii) (188); chcac zatem
wyciggnalé pierwiastek stopnia m z dwumianu t¢-
gu dosy¢ iest rozwing¢ iego potege stopnia o-

znaczonego przez utomek L..
. mj
Daymy , ze z liczby wyrazone'y przez™ a-<4b
trzeba wyciggnagé¢ piprwiastek stopna piatego.
Poniewaz

)(k ki* Yy
trzeba wiec w formule tey X zamieni¢ na a, aza-
mieni¢ na i), i zamiast m potozy¢ | tym sposo-

bem formuta ta zamieni sie w nastepuiaca:

Chcac uzy¢ formuly tey do wyciggania przy-
blizonego pierwiastku stopnia pigtego liczby da-
ney, trzeba roztozy¢ liczbe te 'na dwie czesci
tak, azeby cze$¢ wieksza byta”™ zupelnie potega
piata , i cze$¢ te oznaczy¢ przez a, pozostalg zas

czesé
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% . .
przez. b. Niech bedzie Nnp. liczba 260: roztézmy
ig na 243+17 , gdyz 243 iest piata potegag liczby
3, i uczyimy a— 243, b— 17, skad wypadnie

Potozywszy liczby 1€ w poprzedzaigce'y for-
mule , otrzymamy na szukany pierwiastek ciag
utomkoéw coraz mnieyszych; a zamiast sprowa-
dzania utomkéw tych do iednakowego mianowni-
ka , lepie'y iest obrécic¢ ie na utomki dziesietne.
W ogo6lnosci, im wieksza Zachodzi réznica mie-
dzy liczbami oznaczonemi przez a i b; tern bar-
dziey utomki ciagg ten skitadaigce zmnieyszaé¢ sie
beda , i tern predsze bedzie zblizanie sie do pier-
wiastku prawdziwego. W przyktadzie tym ponie-
waz liczba b iest mnieysza od Ts liczby a, wyra-
zy zastepnigce w ciggu mieysce 6te, 7me it d.
sg tak mate, ze ie mozna opuscic, i przesta¢ na
pierwszych pigciu. Wyrazy-te, z ktérych kazdy
iest utworzony za pomoca wyrazu popi~zedzaigce-
go (200) sa nastepuigce :

Odlawszy summe wyrazow odiemnych od
Summy dodaynych, wypadnie reszta i,0i36i59
wyrazaigca summe pieciu wyrazow ciag ten

sktadaigcych f ktéra rozmnozywszy przez fi3
czyli przez 3, iak wymaga powyzsza formuta,
czyli
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znaydziemy 3,0408477 na pierwiastek pigtey po-
tegi liczby 260; lecz lubo wypadek ma 7 cyfr
dziesietnych , doktadnos$¢ iednak dochodzi tylko
do cyfry szoste'y.

Tym samym sposobem postepuje sie zawsze
iakikolwiek iest stopien szukanego pierwiastku.
Chcac np. wvciagna¢ pierwiastek kwadratowy z
liczby 101, ajbo z liczby 99 ; w pierwszym przy-
padku liczbe dana trzeba roztozy¢ na 100+ 1, w
drugim na 81+ 18, albo tez na ioo>— i; potozy-
wszy potem w formule dwumianu 100 zamiast X,
1 zamiast a, § zamiast m, znaydziemy

207. Wielka liczba przypadkow, w ktorycla
nie mozna wyciggnaé¢ pierwiastkéw zupetnych,
i dtugos¢ dziatania potrzebnego do ich otrzyma-
nia przez przyblizenie , byta powodem do szuka-
nia sposoboéw, za pomocg ktéorych moznaby byto
z iloSciami bedacemi pod znakiem pierwiastko-
wym odbywaé dziatania fundamentalne, ktérym
pierwiastki te podiegaig ; aby tym sposobem do-
piero na koncu wypadto dziatanie naybardziey
zawiktane, iakiem iest wycigganie pierwiastkéw
przez przyblizenie , i azeby dziatanie to odby¢ sie
mogto z liczbami naymnieyszemi, lub z wyraze-
niami nayprostszemi , do iakich tylko dane zaga-
dnienia sprowadzi¢ mozna.

Dodawanie i odeymowanie ilosci pierwiastko-
wych niepodobnych , moga by¢ tylko wskazane-
wii przez znaki + i e

1 tak
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5

Itak summy §~a a,"a:’:\r \r?b, tudziez ro-

3 5 3 3

znica W@V a, va—V &, inaczey wyrazone
by¢ nie moga.

Czasem iednak i tu zmiana iakowa prostsza
nastapi¢ moze np.

b 3 & 3
ant V= A "Vlidah — ad 'Szad w  wyraze-
niu tem, ilosci pierwiastkowe moga sie sta¢ po*
dobnenn, podiug tego coSmy powiedzieli wyzey
(Itfb)-  Jakoz

208. Co sie tycze innych dziatan ze znake
pierwiastkowemu , te zasadzaig sie na prawdzie
wyzey okazaney, ze podnidstszy uiszysikie czyn*
nikt iloczynu do iedneyze potegi , iloczyn ten be
dzie podniesiony do teyze samey potegi (186). Z
drugiey srony wiadomo iest, ze ilos¢ pierwiast-
kowa podnosi sig xto potegi tegoz wyktadnika,
ktorego iest znak pierwiastkowy, przekresliwszy

ten znak; np. a podniesione do siodme'y pote-
gi iest a; gdyz dzialanie to odwrotne dziataniu

wskazanemu przez V a przywraca ilo$¢ ado pier-

wotnego stanu.
7 7

A zatem iezeli Nnp. w wyrazeniu Y/ «X
~niesiemy znaki pierwiastkowe, wypadek ab be-
dzie siédma potegq iloczynu danego, a wzigwszy
pierwiastek'siodmy, wniesiemy, ze
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Rozumowanie to maigce mi~ysce we wszy-
stkich przypadkach okazuie, ze chcgc przez siebie
rozmnozy¢ dwa wyrazenia pierwiastkowe iednegoz
itopnia, trzeba ilosci bedace pod znakiem pierwiast-
kowym przez siebie rozmnozy¢, i przed iloczynem,
da¢ znak pierwiastkowy tegoz stopnia,

Podtug tego prawidta bffcdzie

20 Poniewaz siodnma prtgga wyrazenia

Skad wypada, ze chcac  podzielic  przez siebie
dwie ilosci pierwiastkowe iednegoz stopnia, trzeba
przed ich ilorazem daé znak pierwiastko tegoz

stopnia. Bgdaie wigc podiug tego prawidia

l6d
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210. Z prawidta mnozenia ilosci pierwiast
wych iednegoz stopnia 4791) wypada, zeichig
podniesé iloSc piertuiastkEug do lakieykolwie» po-
tegi, dosycC iest ilos¢ bedacg pod znakiem pierwiast-
kowym podnies¢ do tey potegi, a przed wypad-
kiem dac¢ tenze sam znak pierwiastkowy. Jakjpz

aze wszystkich trzech czynnikéw znaki pieijiast-
kowe sa iednegoz stopnia, trzpba wiec dos* po
temi znakami bedace rozmnozy¢ przez siebie, a
przed iloczynem da¢ tenze sam znak pierwias

kowy* Bedzie wiec

Trzeba tu ~kze uwazaé; ze gdy wyktadnik
imaku pierwiastkowego iest podzielny przez wy*
kiadnik potegi , do ktérey sie ilot¢ dana podnosif
na ten czas Wyktadnik pierwszy dzieli sie przt%
drugi np. b,
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Jakoz poniewaz wyktadniki 2, 3,4 it d.
bedace pr™-y ilosciach, znaczg , ze ilosci te pod*
tuesc nalezy do potegi 2gie'y, 3cie'y, 4te'y i t. di
ate same Wyktadnild nad znakiem pierwiastko-
wym potozone znacza, ze z ilosci pod temi®™ zna-
kami bedacych trzeba wyciagnag¢ pierwiastek
Stopnia ago, 3go , 4go™i t. d.; Wykladniki za-
tem ilosci i znakéw pierwiastkowych maig zna-
czenie odwrotne. Jako wiec dzielac Wyktadnik
ilosci przez 2,3, 4 i t. d. wyciggamy z ilosci
te'y pierwiastek stopnia 2go, 3go, 4go it d.J
tak odwrotnie dzielagc wyktadnik znaku pierwiast-
kowego przez 2,3,4 it d. podnosiemy ilos¢ pod
tym znakiem bedacg do potegi 2gie'y, 3cie'y, 4tey
itd ,

211. Dla teysze przyczyny iako mnozgc WY-
ktadnik ilosci przez 2, 5, 4i t. d. ilo$¢ tg pod-
nosimy do potegi 2gie'y o 3ciey, 4te'y i t. d, tak
odwrotnie mnozac wyktadnik znaku pierwiastko-
wego przez 2,3,4 it d X ilosci pod tym zna-
kiem beda:ey wyciggamy pierwiastek ~stopnia Zgof
Ogo, 4go i f. d.

Skad kwypadab, czie chcat Z ilosci pod znakiemk
pierwiastkowym c ciggna¢ pierwiaste
|ak|egokol Wﬁ stogn?a?/ tvrvz)éb:zgw?/kmgnik znaku
pierwiastkowego rozmnozy¢ p,zez wyktadnik zada-
negq fierwiastku. / tak

Jezeli iednak Wyktadniki ilosci bedacych pod
znakiem pierwiastkowym podzielne sg przez wy-
k&inik zgdanego pierwiastku, dziatanie odbedzie

podtug prawidta wyzey podanego (185), dzie-
lac wyktadniki ilosci bedgacych pod Znakiem
pierwiastkowym przez wyktadnik zgdanego pier-
wiastku np.

Sr.
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212. Poniewaz mnozac wyktadnik ilosci
dacey pod znakiem pierwiastkowym przez m
podnosi sig ilos¢ ta do potggi m; a mnozac przez
m wyktadtuk znaku pierwiastkowego wycigga sig
Z wypadku pierwiastek stopnia m; wypada stad,
ze to drugie dziatanie przywraca iios¢ dang do

iey pierwotnego stanu.
5 r
I tak wyrazenie™ a3 zamieni¢ mozna w na»

gtgpuigce : Vkal, ktére wypada z rozmnozenia
wyktadnikéw 5 i 3 przez 7 ; gdyz mnozy¢ przez
7 wyktadnik ilosci a3, iest to ilos¢ tg podniesc

do potegi 7me'y, ibgdzieS/fI51 ; a mnozyé przez
7 wyktadnik 5 znaku pierwiastkowego ilosci

V all, iest to wyciagnac pierwiastek 7my z wy-
padku : drugie wigc to dziatanie niszczy skutek
pie'rwszego. /’

Przez to podwoyne dziatanie sprowadzaig sig
do iednakowego stopnia wszystkie kosci pier-
wiastkowe stopni réznych , mnozac tak wykta-
dnik kazdego znaku pierwiastkowego, iak wy-
ktadniki ilosci pod tym znakiem bgdacych przez ilo-
czyn wyktadnikéw wszystkich innych znakéw pier-
wiastkowych. Poditug tego prawidta dwie ilosci

9 e 7. 1
4 7V o3 sprowadzone do iednakowego Wy-
ktadnika znaku pierwiastkowego , zamienig sig W

Przez podobnez dziatanie trzy ilosci ab%
5



9 &petnitnit dziatan Algiebr. 291

zamienig sig w nastepuiacy;

Gdyby pod znakami pierwiastkowemi znay-
dowaly sie liczby, te takze podnie$¢ trzeba do
potegi wskaztne'y przez iloczyn wyktadnikéw
innych znakéw pierwiastkowych.

219. Mozna takie przenies¢ pod znak pier-
wiastkowy czynnik znaydnigcy sie za tym zna-
kiem , podnoszagc go do potegi wskazaney przez
wyktadnik znaku pierwiastkowego; wid

Sprowadziwszy podiug powyzszego prawidia,
do iednegoi stopnia iakiekolwiek znaki pierwiast-
kowe , tatwo mozna bedzie zastosowa¢ do nich
podane wyzey (208) prawidta mnozenia i dziele-
nia ilosci pierwiastkowych iednegoi stopnia,

.Niech bedzie w ogdélnosci

Bedzie naprzdéd podiug prawidta (212)

ii4. Prawidta pod ktore podciggnelismy dzi*.
S 2 U-
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tania ze znakami pierwiastkowemi tatwo by¢ WO*
ga uzyte do ilosci rzeczywistych ; leCz moglyby
wprowadzi¢ w bigd w dzialaniach Z ilosciami
bezistotnemi, gdybySmy nie poleczyli z niemi
niektérych uwag wynikaigcych z wiadomosci wy-
zey wytozonych. Tak np. z prawidta powyzsze-
go (208) wypada, ze

Wypadek ten iest widocznie taiszywy; bO
poniewaz iloczyn — a x/ ~ a iest kwadratem

ilosci a, bedzie wiec iloczyn ten —a (208)*

Trudno$¢ te wyluszczyé mozna sposobem
nastepuiecym : kiedy iest niewiadomo, iakim spo-
sobem utworzyt sie kwadrat «a, ktorego szuka-*
my pierwiastku , na ten czas pierwiastek iego
bedzie podwéyny +e ai e a Lecz Kkiedy iest
wiadomo, ktora z tych dwéch itosci rozmnozo-
na przez siebie data poczatek kwadratowi a2, na
ten czas nie mozna braé za pierwiastek drugie'y.

W  Wyrazeniu tern:. V axV —a =

wiadomo iest, ze kwadrat a2 umieszczony pod
fcnakiem pierwiastkowym powstat z rozmnozenia
ilosci = a przez a: wszelka Zatem watpliwos$é
ustaie , wzgledem znaku przed pierwiastkiem tego

kwadratu i bedzie V *a xV~— a— V2= - a.
Ta sama trudno$¢ miataby mieysce wzgledem

iloczynu a X /fl, gdybySmy nie uwazali, ze

poniewaz w wyrazeniu tern / a X/ n = V-2
nie ma6z znaku — , trzeba wiec wzig¢ waznos$é

tylko dodayng ilosci a2: w przypadku bowiem
tym kwadrat a2 powstat z rozmnozenia -+a prze*

a te'm samem pierwiastek bedzie -~a.

215. Dziatania z ilo$ciami maigcemi Wykta-
dniki tatwo by¢ moga wyprowadzone z tego co-
§my dotad o ilosciach tych na réznych miey*
ccac-h powiedzieli. Jakoz wiemy iuz,

xo6d,



Mopelnunie dziatan Algiebi *99

Stad naprzéd wypada , ze

To iest: wszystkie czynniki mianownika mo-
zna przenies¢ do licznika daigc przed ich wykta-
dnikami znak

Odwrotnie , kiedy ilo$¢ taka ma czynniki z
wyktadnikami odierrnerri, rroina ie przenies¢ do
mianownika daigc przeg%ich wyktadnikami znak

216. Poniewaz mieysce znakoéw pierwiastko-
wych zastgpi¢ moga wyktadniki utomkowe (1&8) ;
w dziataniach zatem uzycie wyktadnikéw utom-
kowych powinno doprowadzi¢ do tych samych
wypadkow , iakie sig otrzymuig odbywaigc dzia-
tania te za pomocg znakdéw pierwiastkowych.
Jakoz

16d; Poniwaz
3 2

wigc

Zwazywszy zas, ze

wniesiemy, ze
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Wcirny jeszcze
przykitad ogdlny

Dodawszy utomkiJLi 1., i wszystkie wy-

m w
ktadniki sprowadziwszy do jednakowego miano-
wnika , druga strona réwnania tego zamieni sig

W nastepuiaca :

A zate'm

W ogdlnosci

Sprowadziwszy do iednakowego mianownika
wyktadniki utonikowe, bedzie

tatwo iest, postrzedz, ie sprowadzenie wy-
ktadnikéw utamkowych do iednakowego miano-
wni-
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wnika zastepuie tut mieysce sprowadzenia zna-
kow pierwiastkowych do iediiakowego stopnia
i prowadzi do tychze samych wypadkow.

5cie * I to iest t"kze rzeczg widoczng, ze

VII. Przydatek do ieoryi postepdw arytmetycznych.

217 PodaliSmy wyzey (i3r) formute na e-
trzymanie sammy wszystkich wyrazow postep
arytmetyczny skiadajgcych. Wystawmy sobie
teraz , ze w postepie arytmetycznym

7~ti.bc. d . kI,
ktérego liczba wyrazéw iest n. a stosunek r, ka-
zdy wyraz podniesiony iest do iedneyze potegi
iakieykolwiek oznaczoney przez m; i ze potrzeba
znalez¢ summe tych wszystkich poteg.

Z postepu danego wypadaig nastepuigce ro-
wnania (i50). ,

Podniostszy obie strony kazdego z tych ré-
wnan do stopnia M, bedzie (107). o

Strony odpowiadaigce tych réwnan dodawszy

<0 siebie, przekresliwszy potem z obu stron wy-
razy
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razy spélne, i a™ ze strony drugiey przenidsiszy
na pierwsza ; wypadnie

Niech bedzie

Jpgdzie wiec

howname wigc powyzsze zannem Sig w na-
stgpuiace ;

UczyAamy irirf *m==s: réwnanie (V) zamieni
Slg W nastypuiace ;

gdyz w wyrazie drugim, trzecim i1 t d. dru-
giej strony rownania (V) znayduie sig czynnik

Ze zas
bedzie wigc a tern samem,

W Ii'
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witasnie tez, tak byé powinno podiug- tego cosmy
powiedzieli wyzey (100).

Uczynmy, 'it m= a: rownanie (V) zamieni
sie w nastepuiace:

Zamiast dwumianu SC — 1° , potozywszy
iego  wazno$¢ wzieta z powyzszego réwnania

Ze za$ podiug powyzszego réwnania |— a
*sr(n — i) wypada | — a+ r~=zrn; bedzie wiec
o (1 n\

2
Wiasnie tez tak byé- powinno podiug poda-
nego wyze'y prawidta (i5i).
Uczyimy 3cie m— 3: rownanie (V) zamien*
eig w nastepuigce ;

Aze podiug powyzszych réwnanh

waznosci te polo-
ar

zywszy w ostatniem réwnaniu , bedzie
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Tym samym sposobem znalezé mozna S2, 5*
itd

Chcac np. znalez¢ wazno$¢ S2 w postepie
liczb naturalnych i. 2. 3.. .n, trzeba, w ostatniem
rownaniu zamiast |, potozy¢ n, a zamiast ni r
i>otozy¢ iednos¢, bedzie wiec

1. 2. o

2x8. Za pomocg tey formuty mozna wyra-
chowac liczbe kul utozonych w ostrogran , iakie
po skitadach rartyllerycziiych widzie¢ sie daia.
Oslrogany te sg troiakiego ksztattu: iedne z pod-
stawami k.yadratowemi, drugie z podstawami
troykatnemi, trzecie z podstawami prostokatnemi.

Co do gatunku pierwszego , ostrogi'any te w
6Woie'y wysokosci podzielone sg na warszty kwa-
dratowe , ktére , idgc od wierzchotka ku podsta
wie, skladaig cigag kwadratow z liczb natura!-
tiych. Jakoz w pierwszey warszcie od wierz-
chotka iest tylko iedna kula. Kula ta opiera sie
na 4 imaych w kwadrat utozonych skiadaigeych
drogag warszte. Te 4 kule opieraig sie na 9 in-
nych w kwadrat utozonych skladaigeych trzecia
warszte; podobniez w 4 warszcie iest kul 16, W
s5tey 25 it d. A zatem liczba kul w warszcie

lwszey = 1= i*, w 2gie'y= 4=5=22, w 5cie'y
9= 32, w 4te'y = 16%4 42... ostatniey czyli
wtey — n2.

Summa wiec wszystkich kul ostrogran skia-
daigcych réwna sie summie kwadratow z liczb
naturalnych zaczagwszy od 1 az do liczby n ozna-
czaigcey liczbe warszt , ktéra takze wyraza li-
czbe kul bedacych w kazdym boku podstawy O-
stogranu. Oznaczywszy przez S liczbe wszy-
stkich kul ostrogran sktadaigeych bedzie podiug
powyzszey formuty:

5*
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i z. O
Gdyby np. ostrogran byt ztozony zio warszt,
szyli, co na iedno wychodzi, gdyby w iednyai
boku podstawy ostrogranu byto kul 10, naleza-
toby uczyni¢ n=io, atem samem bytoby

Nastepuiaca tablica , ktérg tatwo rozciggnaé
mozna tak daleko , iak sie podoba, moze zasta-
pi¢ mieysce powyzszey formutly i stuzy¢ razem
do idy sprawdzenia :

PieYwszy wiersz oznacza liczbe warszt, albo
liczbe kul znayduigcych sie w iednym boku ka-
zdey warszty; drugi wyraza liczbe kul bedgcych
W kazdtty warszcie ; trzeci wskazuie summe kul
znayduigcych sie w warszt-.ch nastepnie do sie-
bie dodawanych. | tak liczba i40- na jniem
mieyscu lezaca , okazuie, ze w siedmiu pier-
wszych od wierzchotka warsztach, czyli w ostro-
granie z siedmiu warszt ztozonym , znayduie sie
kul i4o0. .

\

219. W osfrogranach troykagtnych warszty sg

troykatami réwnobocznemi , wylgczywszy pier-
wszg od goOry , ktéra ma tylko iedne kule ; ka-
zdy bok warszty 2gie'y ma po 2, 3cie'y po 3,
atey po 4,,.., ntey po n kul.

Pierwsza warszta ztozona z iedne'y kuli opar-
ta iest na 3 kulach drugg warszte skiladaiacych
utozonych w troykat dzielgcy sie na dwa rzedy
kul, z ktoérych ieden ma dwie kule, drugi ie--
dne. Te trzy kule oparte sg na b innych trzecia,
1 Warszte sktadaiacych, utozonych w troykat dzie-
lacy sie na 3 rzedy , z ktorycjti ieden ma 3 kule,
drugi 2, trzeci 1 kule. Te 6 kul oparte sg na 19
huiych czwarta warszte sktadaiacych , utozonych

w
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w troykat dzielgcy sie na 4 rzedy, z ktérych Io*
den ma 4 kule ,'drttgilp, trzeci 2, czwarty 1Kkule.
Podobniez warszta 5ta iest troykatem dzielgcym sig
na 5 rzedow, z ktdrych ieden n™a 5 kul , drugi
ci4, trze3, czwarty 1, pigty 1 kule, to iest. : 1-
czba kul warszty 5tey réwna sie summie postepu
arytmetycznego liczb naturalnych zaczawszy od 1
az do 5. Toz méwié¢ oinnych wszystkich wartztach ;
w Xxote.y Np. warszcie liczba kul réwna sie sum*
mie postepu arytmetycznego liczb naturalnych
zaczagwszy 6d 1 az do 10- Liczba zatem kuiznay*
duigcyeh sie w warszcie

Oznaczywszy zatem przez S liczbe kul ostro-
gran sktadaiecych >bedzie

Nastepuigca tablica dostatecznie rozciggnieta
moze zastgpi¢ cpieyice formuty lub stuzyé do ie'y
sprawdzenia

Pierwszy wiersz oznacza Hczpe warszt ostro*
gran sktadajacych albo liczbe kul umieszczonych
W iednym boku kazdey warszty, dru”™i wskazuie
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liczhe kul znayduigcych sie w rozmaitych wgj>
fztach Wiersz tea powstate z nastepnego doda-
wania liczb naturalnych zaczawszy od. iednosci
al do liczby wyraiaigcey mieysce warszty. Trze-
ci wiersz powstate z nastepnego dodawani* liczb
Umieszczonych w wierszu drugim , a tern samem
oznacza summe kul we wszysLkich warsztach
czyli w catym ostrogranie bedacych.

220. W ostrogranaeh prostokgtnych warszty sa,
prostokgtami. Pierwsza warszta od goéry skilada
sie tylko z iednego rzedu kul, ktérych liczba
inoze byé rozmaita; druga sktada sie z dwdch
rzedow , z ktérych kazdy ma iedne kule wiecey,
niz iest w rzedzie warszty pierwszey, trzecia
sktada sie z trzech rzeddéw, z ktorych kazdy ma
iedng kule wiecey , niz ich iest w kazdym rze-
dzie warszty drugiey , czwarta sktada sie ze czte-
rech rzedow, z ktérych kazdy ma iedng kule
wiecey , niz ich iest w kazdym rzedzie warszty
poprzedzaiagce'y, i tak daley. Jezeli wiec m iest
liezba kul rzedu w pierwszey warszcie , w ka-
zdym z dwéch rzedow warszty drugiey bedzie
kul m-t-i, w kazdym z trzech rzedow warszty
trzecie'y bedzie kul m+ 2, w kazdym ze 4 rze-
déw warszty 4tey bedzie kulm i wkazdym
zn rzeddéw warszty ostatniey czyli wtey bedzie
kul m+n — 1. Liczba zatem kul warszty

Oznaczywszy wiec przez S liczbe kul caty
®strogran sktadaiacych, bedzie
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Odbywszy dziatania wskazane, i wypadek
roztozywszy na czynniki, znaydziemy

i. 2. 0]
Jezeli np. m—3$, n=io, bedzie
Dla zastgpienia lub spra-

wdzenia te'y fornmuy mozna utozy¢ nastepuiacy
tablice, w ktére'y dla m naznacza sie za waznos$¢
liczba kul pierwsza wrnrszte skladaiacyck , iaka
iest w tym przyktadzie liczba 5:

Pie'rwszy wiersz oznacza liczbe warszt 1 li-
czbe rzedow kazde'y warszty, iako tez mieysce,
ktére ta warszta w ostrogranie zastepuie , drugi
wiersz wskazuie liczbe kul znayduigcych sie vf
rozmaitych warsztach ; wiersz ten powstaie z Wy-
tozonej wyzey formuty n (wr-f-n*— 1), czynigc W
niej m 5, n = liczbie oznaczaigcey miey sce
warszty. Wiersz trzeci powstaie , z dodawania
<lo siebie liczb w drugim wierszu umieszczonych,
a te'm same'rn wyraza liczbe wszystkich kul war-
szty te czyli ostrogran dany sktadaigcych.”

221. Gdy osirogran iest Sciety czyli nie c:

nalezy go dopetni¢ w mysli, pote'm wyrachowacd
osobno liczbe kul ostrogranu catego i przydane-
go w mysli : réiwica miedzy temi dwiema li-
czbami okaze liczbe kul sktadaigcych ostogran
Sciety.

"Niech bedz e np. ostrogran S$ciety z podsta-

wa kwadratowg z siedmiu warszt ztozony , w kto-
K rym

A
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rym bok podstawy ma kul i2.0stogran ten gdyby
byt caty, skiladalby sig z 12 warszt (zi8), i
miatby kul I%;—-Q = 2.i3. 25 — 650. W

>

ostrogranie z 5 warszt ztozonym , ktéry w mysli
dodaie sig do Scietego , znaydowaloby sig kul

L o =» 5. 11 = 55. A zatean w ostrogranie
, 2.3
scigtym znayduie sig kul b50« 55 = 5¢5.

Niech bgdzie ostrogran $cigty z podsta\v¥4
troykatna z 9 warszt ztozony , w ktérym bok
podstawy, ma kul 15. Ostrogran ten, gdyby
byt caty, skiadatbysig z 15 warszt (219), i miat-

by kul —1"= 5 8. 17 = 680. W ostro-
1. 2. 3

granie z b warszt ztozonym, ktéory w mysli do-

daie sig do Scigtego, bytoby kul iI—ZL-f = $6.
. . 3

A zatem w ostrogranie $cigtym iest kul 680 — 56

= baas.

Niech bgdzie nakoniec ostrogran S$cigty z 7
warszt ztozony z podstawg prostokatng, w ktorey
ieden bok ma kul 20, drugi 12: podstawa zatem
czyli ostatnia warszta tego ostrogranu skfada sig
z 12 rzgdow, i ma w sobie kul 240. A zatem
nMmI4nN2 n= 240, (220). Ze za$ ostrogran ten
gdyby byt caty, skitadatby sig z 12 warszt, iak
to okazuie liczba rzgdéw warszty ostatniey, bg-
dzie wigc i2m-+-i4d4— 12 = z40; a tern sametn
w= 9, to iest: pierwsza tego ostrogranu warszta
miataby kul 9. Liczba zatem wszystkich kul o-

strogranu catego bytaby 1%?--%—3?(2= 1274. W

1. 2. 3
ostrogranie z 5 warszt ztozonym , ktéry w mysli

dodaie sig doscigtego , iest kul » N-=»75 A za-
1.2. 3

tem vr ostrogranie $cigtym afnayduie sig kul 1099.
222.
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222- Chcac znalez¢ liczbe warszt ostrograntl
z podstawa kwadratowa , kiedy wiadoma iest li-
czba kul caty ostrogran sktadaiacych , trzeba W
) . w3 24 o
robwnaniu S — * - — - 1, (118) znies¢ mia-

nownik i podzieli¢ ‘ob?e strony przez 2; bedzie
wiec ;
35 = n3+ | n2+1 «: skad wniesiemy, ze
«3 <35 ; A teln samem n < V 55,

Aze (n4* )3 = n3 4-3na -+ 30 + 1; wie©

(w4 i)3]> 35; a te'm samem w -~ 1> 55
Skad sie okazuie, Ze n czyli szukana liczba
warszt iest pierwiastkiem szeSciennym naywig-
kszego szeScianu zawartego w liczbie 3 5.
Co do ostrogranow troykatnych poniewaz

tt iest 5 — - (119) , bedzie 6 5 =5
6

w34- 3«2++2n ; a zatem w3<;65, (n+i)3)>6S:

liczba wiec n iest pierwiastkiem sze$ciennym nay*

Wiekszego szeScianu zawartego w liczbie 65.
Nakontee w Ostrogranie prostokgtnym, po'

niewaz réwnanie

(120), 3aatnyka trzy iloSci rbézne; trzeba miel
dwie wiadome np. 5i m azeby znalez¢ trzecig n.

W reszcie w kazdym przypadku liczba szu-
kanych warszt moze by¢ tatwo znaleziona za po-
moca tabliczek dostatecznie rozciggnietych, kté-
rych wzory podaliSmy wyze'y*

VIII. O postepach geometrycznych maleigcych.

220. W postepie jeometrycznym , ktéregowy-
raz pierwszy — a, stosunek = g, liczba wyra-
jow = n, a ich summa =*> iest iakoSmy iuz
powiedzieli wyzey (i35).

$ 3
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yei
Kiedy qiest liczbg catkowitg >ilos¢ Q* bgdzi*
tgjil wieksza, im wieksza bgdzie liczba n, i S

Jnoie by¢ wigksza od wszelkie'y ilosci naznaczo-
ny , daigc dla n przyzwoita waznos$¢, to iest;
biorgc dostateczng liczbe wyrazéw postgp jeome-
tryczny skiadaiacycti. Lecz ieieli ( iest utom-

kiem, oznaczywszy utomek tett przez -L. t rOwna-
ni
hie powyzsze zamieni sig w nastgpuiace i

ny b
Aie utomek ma te'm mniejszg wazfios¢, iift
«t wigkszy iego mianownik ; im wieksza zatem
~dzie liczba wyrazéw n, tern mnieyszy bedzie
Wy-
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wyraz Yy a tem samem waznos$¢ 5 tem bai*
J ot'" 1
ctziCY przybliza¢ sie bedzie do ilo$ci-------—- Mo6
J " m o> i

Ze by¢é nawet rdznica miedzy summa S a iloscig

™ , mnieysza od wszelkiey ilosci naznaczo*
me-1 s . A
ney ; lubo $cisle biorgc rzeczy, summa S ilosci

t€y nigdy zupeinie rowng nie bedzie.

llo$¢ zate'm — — , ktérg oznaczal bedziemy
m—i
przez X,'iest granicg, do ktérey summy czast*
Kowe oznaczone przez S tem barciziey zbliza¢ sif
beda, im bedzie wieksza eliczba wyrazéw postep
geometryczny sktadaigcych.
Stosuigc uwagi te do postepu

ti t. d. bedzie fl===1i, g== = = §, * zateift

m= 2:L— =2; a im wiece'y weZmiemy
m — i

wyrazow w postepie powyzszym, tem bardziej

summa ich przyblizona bedzie do liczby 2. Jakoz

Wyrazenie granicy L moze byé¢ “w azgne ia*
ko sumina postepu jeometrycznego , w ktérym j
liczba'wyrazéw iest nieskonczona: 1 zwyczaynie
summa ta wyraza sie tym sposobem; leca aby
mie¢ doktadne iey wyobrazenie, trzeba ig sobie
wystawi¢ nie iako prawdziwg summe wszystkie!
wyrazow, ale iako granice, do ktérey tem bat"
rlziey summa ta iest przyblizona > Im lest wieksi
liczba wyrazdw.

Zzzh
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224. Z wyrazenia S= —” ——1 mozna WY-

prowadzi¢ wszystkie Wyrazg sI|<iadaiace postep
jeometryczny, ktérych summe wyrazenie to Wy-
stawia : gdyz podzieliwszy gH-l, przez q i
znaydziemy podiug tego coSmy powiedzieli wy-
zery (20i)

To samo wypadnie z waznosci

gdy sie uskuteczni dzielenie Uosci m przez m-—+
podtug" naatepuiacego wzoru;

Dzieli sie iN\aprzod m sposobem ZzZwyCzaynym
przez pieYwszy wyraz dzielnika; wypada na ilo-
raz i ; mnozy sie iloraz ten przez dzielnik, i od-
lawszy iloczyn od dzielne'y, pozostata reszta i
dzieli sie przez pierwszy wyraz dzielnika, i wy-

pada iloraz -L's iloraz ten rozmnozony przed
m .
T2 dziel-
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o m i oo .
dzielnik daie iloczyn ------------ - czyli I — — , kto“
m m m
ry odiawszy od picrwszey reszty, zosta-

ie reszta druga _nL”|: z ig reszta odbywa sig to

samo dziatanie iak z poprzed/aigcg. Postgpuigc
tym samym sposobem daley, tatwo iest postrzed*
prawo , ktéremu podlegaig wszystkie ilorazy czast-
kowe, i ze iloraz wypadaigcy z podzielenia m

przez M— i skiada szereg i-t- — 4 — £ —
m ne ns

i_ +--- ktdrego liczbha wyrazéw iest nieskon*
w4

czona Bgdzie wigc

m _ - h ——1———f. —1|+ I_ -1t %1 rozmno-

m— | m m* m3

zywszy obie strony przez o, bgdzie

———————————————— L— d (1 - f- —- + = 4+

m— 1 m w* m3

Zamiast m potozywszy waznos$¢, ktora iest

JL , bgdzie

bierze sig za waznos$¢ utomka m 1, ilekro¢ sze-
m— X

reg ten iest schodzacy sie czyli zbiezny, conuer—
gens, to iest: kiedy wyrazy szereg ten skladaig-
ce sg tern mnieysze, im bardziey sig oddalaig od
wyrazu pierwszego

Jakoz poprzedzaigce dzielenie przerwawszy
po reszcie pierwszey , drugieﬁ/ , trzeciey i t. d-
znaydzUmy. 1

U#-
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lloraz pierwszy i reszta i

Widzimy tu, ze ilorazy te%i bardzie'y przy*
blizaig sig do prawdziwe'y waznoséci, im samniey-
sze odpowiadajgce im reszty: lecz okolicznos$¢ ta
ma w ten czas tylko mieysce , kiedy m wieksze
iest od iednosci. W kazdym innym przypadku
nie mozna zaniedbywac¢ pézostaigcych reszt, kté-
re coraz bardzicy rosnac daig poznaé¢, ze ilora-
zy oddalaig sig coraz bardzie'y od prawdziwey
Waznosci.

AbySmy to przyktadem obiasnili , uczynh-

my naprzéd m — 2. bedzie wigc ——--—- =2 = 1
— i

+ 1+ 44 -8 -+ -----Szerey drugg strony réwna-

nia tego ski.idaigcy , iakoSmy iuz uwazali, co
raz bardziey przybliza sie do- 2.

Uczynmy powtére m = 1, bedzie wi8«

Druga strona réwnania tego ciagnaca sie bex
konca iest wprawdzie iloScia nieskonczonag, iak
tego wymaga utomek § pierwszg strone skiadaig-
cy , ktéry oznacza ilo$¢ nieskoriczong, iak to W
krotce obaczymy (233); lecz gdybySmy nie uwa-
zali na pozostaigce reszty, wypadtoby niepodo-
bienstwo : gdyz poniewaz dzielnik rozmnozony

ez iloraz powinien by¢ iloczynem rownym
Selney, bytoby wiec (i+ i+ i+ iH-—)o= 1

rownaniu tern pie'rwsza strona iest zerem:
Wypadtoby wiec 1= o, co by¢ nie moze.

Uczyniwszy potrzecie *& =8, bedzie
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Sprzecznosci te nikng, gdy uwazymy, ze w
drugim przypadku kazda z pozostatych w dzie-
leniu reszt iest rowna iednoS$ei, i ze poniewaz
reszty te nie zmnieyszaig sie, nie mozna ioli za-
niedbywaé¢, choéby tez szereg byt naydaley roz-
ciggniety. Przydawszy wiec iedne z tych reszt
do drugie'y strony roéwnania
4. ----%)o, rownanie to bedzie zupeine.

W przypadku trzecim pozostajgce reszty, i,
-L, -i-, JL i t. d.'skladaig postep rosnacy 1,2,
m 2 m3
4, 8,16 i t. d. adodawszy do kazdego ilorazu uto-
mek bedacy reszta ilorazowi temu odpowiadaig-

ca , $ciste wyrazenia utlomka ——_ bedg nastg-
m<- |

puigce:

Z ktorych kazde czyni

Uczyniwszy m= — n, ulomek ---;---i zarnie-

m s'ie w nastepuia;cy:n = podzie-
—nK1 n+1 "

tiwszy licznik przez mianownik znaydziemy na
iloraz nastepuigcy szereg:

a uczyniwszy « = 1, wypadnie

Do-
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Dodaigc nastepnie wyrazy szereg ten skia-
daigce, wypadkiem bedzie na przemiany raz i,
dragi raz o: pierwszy wypadek iest wiekszy,
dragi mnieyszy od prawdziwOy waznos$ci utomka

------ », ktora w przypadku tym iest §: ale ze po-

n+ i
wyzszy szereg hie iest schodzacy sie j nie moze
da¢ tey prawdziwey waznoséci,'i na iakimkol-

wiek zatrzymamy sie wyrazie , trzeba takze ra-
chowac pozostatg reszte.

Uczyniwszy N= 2, szereg powyzszy zamieni
ftie w nastepuiacy:

w ktérym summy czastkowe 1, f, |, 510t d. sag
na przemiany raz wieksze , drugi raz mnieysze

ed prawdziwey waznosci utom ka--—— , ktéra w
«4-1

*ym przypadku iest | , lecz do ktérey summy te

co raz bardzie'y przyblizata sie: gdyz dany sze-

reg iest schodzacy sie.

liubo szeregi rozchodzace sie, divergentes,, to
iest takie , ktorych wyrazy sag te'm wieksze , im
sg bardzie'y od pie'rwszego oddalone, co raz wie-
cey oddalaig sie od prawdziwe'y waznos$ci wyra-
zenia tego , z ktorego biorg poczatek ; uwazane
iednak iako wyrazenia te rozwiniete , daig poznac
te przynaymniey ich witasnosci , ktére nie zalezg
od dodawania ich wyrazow,

IX. Przydatek do teoryi Logarutmoui.

226. Chcac otrzymac logarytm iakieykolwiek
liczby y, trzeba jako$Smy iuz okazali wyze'y, roz-
wigza¢ réwnanie (i0)X—Yy, w ktérem wyktadnik
X iest niewiadomy. AzZe wynalezienie waznosci
dla X iest niezmiernie dtugie i pracowite, w li-
czbach zwtaszcza wiekszych , obaczmy, czyby
nie byta krdtsza droga postepuigc porzadkiem od-
wrotnym , to iest: naznaczaigc waznosci dla X,
a szukaigc odpowiadaigcych waznosci dla y , kt6-
reby utozone w tablice stuzy¢ mogty do wyzna-
czenia X przez y. * W
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yV réwnaniu (io)* = y, uczyniwszy X

T
bedzie (i0)f3=y.

AbySmy znalezli waznos$¢ dla y, kiedy liczba
10 ma za wykladnik T8 wyeiggniymy naprzéd
pierwiastek kwadratowy z liczby io’; bedzie

V¥ 10 = (lo)4= (lo)I5a= 3,162277660.
Z wypadku t~go wyciggngwszy pierwiastek
stopnia piatego znaydziemy

w réwnanivi zatem (1) podnoszac druga strone
do potegi 2, 5, 4 — 9, znaydziemy waznosci
dla y odpowiadaigce liczbie 10 podniesioney do

Wyciggnawszy pierwiastek kwadratowy z obu
stron rownania (1r), bedzierr

go, wyciggnhagwszy pierwiastek pigtey potegi, wy-*
padnie

Pruga strone tego réwnania podnoszac do
potegi 2, 3, 4 -- -9, znaydziemy waznosci dla y
odpowiadaigce liczbie 10 podniesioney do potegi

Tym samym sposobem postepujac dale'y, znay-*
dziemy waznosci dla y odpowiadaigce liczbie 10
podniesioney do potegi VESS,\ t s i* d,
Idgc potem do potegi 2, 3, 4--*9, otrzymamy
waznos$ci dla y odpowiadaigce liczbie 10 podnie-
sioney do potegi tudziez
rsfa » 1055- JB83**1isls i t d. Tym sposobem
mozna bedzie utozy¢ nastepuiacy tablice {
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227. Chcac za pomocag tey tablicy znalfeé
logarytm liczby np. 2549, dziele naprzéd te li«
czbe przez (30)3 czyli przez 1000 : gdy £ta iest nay*
wieksza potega liczby 10, ktéra w daney liczbie
miescié sie moze. Znaleziony iloraz 2,549 roz-
mnozywszy przez dzielnik (10)3, iloczyn wypa-
dnie réwny daney liczbie. Bedzie wiec

2re. Szukam w tablicy naywieksze'y potegi li
czby 10, ktéraby sie miescita w czynniku 2,549,

Potegg tg iest (io)iéz 2,51i886432. Przez tg po-
tege podzieliwszy 2,549, i otrzymany iloraz roz-
mnozywszy przez dzielnik znaydziemy

3cie. Szukam w tablicy naywigkszey potegi
liczby 10 , ktéraby sie miesci¢c mogta w czynni-
ku 1,014776177 Potega taiest (i0)°»*°6 :551,01391 »386.
Przez te potege podzieliwszy iloraz poprzedza**
igcy 1,014776177, i otrzymany iloraz trzeci roz-
mnozywszy przez dzielnik, wypadnie

ate. Szukam w tablicy naywiekszey potegi
liczby 10, ktéraby sie mieScic mogta w trzecim
ilorazie, potegg tg iest (po)C0003 “ 1,000691016.
Przez te potege podzieliwszy ilmiaz trzeci, i o-
trzymany iloraz czwarty rozmnozywszy prze*;,
dzielnik . wypadnie

5te. Szukam w tablicy naywieksze'y potegi li-
czby 10, ktéraby sie miesci¢ mogta w ilorazie
czwartym: potega tgiest fio)(000006 = 1,000138165.
Przez te potege podzieliwszy iloraz czwarty , i o-
trzymany iloraz pigty rozmnozywszy przez dziel-
nik, wypadnie

Widzimy tu, ze ilorazy za kafde'm dziataniem
otrzymane coraz bardziey zblizaig sie do iedno-
§ci : postepuigc wiec tym samym sposobem daley,
mo£n» bgazie otrzymac iloraz taje mato rozniacy

1 sie



Dopetnienie dziatan Algiebr. 321

sie od iednosci, iak sie podoba-; za siodmemnp.
dziataniem otrzymany iloraz w pierwszych sie-
dmiu cyfrach dziesietnych nie rézni sie od ie-
dnosci. '

iest, biorac za iedno$¢ iloraz pigty, ktory od
niey wiekszy iest dwiema tylko iednosciami dzie-
sigthnemi pigtego rzadu, liczbe dang mozna bedzie
roztozy¢ na pie¢ czynnikéw bedacych réznemi
potegami liczby 10: wypadnie bowiem

2549 = (10)3 X (i0)°«4 X (i0)°>0P x (io)°»00°*
X (i0)0H0906; czyli 2549-(10)3)40636 (50),

' Skad sie okazuie, ze 5,40d56 iest logarytmem
liczby 2549 (i38).

Chcac otrzymac logarytm te'y liczby o sie-
dmiu cyfrach dziesietnych, trzeba powyzsze dzia-
tanie powtorzy¢ ieszcze dwa razy; przez co do
pieciu czynnikéw poprzedzaigcych przybeda dwa
nowe czynniki bedace potegami liczby xo, toiest;
(10)000000, i (x0)°.0000003 ; a zatem logarytm o
siedmiu cyfrach dziesietnych liczby 2549 bedzie
3,4063698 ; taki tez znayduie sie w tablicach lo-
garytmowych.

Sposéb ten postepowania tatwo zastosowac
mozna do wyrachowania logarytmu wszelkiey li-
czby, iaka tylko dana by¢ moze. Wielkos$¢ li-
czby daney, iak to tatwo pomiarkowaé mozna,
nie ma zadnego wptywu na diugos$¢ czasu po-
trzebnego do wyrachowania iey logarytmu. Cze-
sto nawet wieksze'y liczby logarytm nie réwnie
predze'y wyrachowany by¢é moze, a nizeli mniey-
sze'y, iak tego doswiadczy¢ mozna szukaigc loga-
rytmow liczb 25124, 63i03, 100937 i t. d. tu«
dziez liczb 79, 19; 7, i t. d.

Przestajgc na te'm coSmy dotad znalezli, to '

-t



ROZDZIAL X

Obszernieyszy wyktad teoryi rownan stopnia pite-
wszego i drugiego.

I. Niektore tzczegolnieysze wypadki w rozwigzys
waniu réwnan stopnia pierwszego trafi¢ sie
' mogace.

228. Rozwigzuigc zagadnienia stopnia pi
wszego wypadaia czestokro¢ wyrazenia ilosci szu-
kanych zupetnie od zwyczaynych odmienne, tak
dalece , ze z pierwszego weyrzenia zdaie sie rze-
czg niepodobng osadzi¢, co te wyrazenia znaczy¢
moga

Lecz trudnos$¢ ta zniknie natychmiast, gdy
sie nalezycie rozwaza okolicznosci z zagadnieniem
potaczone. MieliSmy iuz tego przykiad w zaga-
dnieniu powyzszem (80), w ktére'm waznos$¢ nie-
wiadomej otrzymana ze znakiem —-, iakkolwiek
z poczatku zdawata Sie¢ do zrozumienia trudna,
za rozwazeniem iednak okolicznosci z zagadnie-
niem potgczonych utatwiong zostata : nastepuigce
zagadnienie dostarczy nam wiecey tegro rodzaitt
wypadkow :

Zagadnienie. Dway gonce wystani o iedney*
ze godzinie z dwé h miast, ktérych odleglo$¢ iest
a, larig na przeciw siebie: ieden przez godzing t»
iezdza mit b, drugi w tymze czasie uiezdzamil ¢ i
po ilez mii uiadg nim sie z sobg spotKaig ?

Niech linia AB wyraza wiadoma odlegtosé O
dwéch miast. Daymy, ze punkt S iest punktem
spotkania sie dwéch gohpow , i ze goniec pier-
wszy uiezdza droge 4S, drugi BS.

Oznaczywszy droge uiechang od pierwszego
przez X, od drugiego przez y, bedzie x = ASf
y=xBS: aze AS+BS=AB, a podiug zagadnie-
nia JB=*n ; bedzie wiec

X +
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s X-1-y =e»,

Ze zas~droga przebyta podzielona przez pred-
toi¢ , czyli przez liczbe nil na godzine uiecha-v
jfoych, réwna sie liczbie godzin na przebycie dro-
gi tozonych ; pierwszy zatem goniec przed spo-

tkaniem bawit W drodze g®dzin E drugi godzin

A*© obadwa o iedneyze godzinie z mieysc

§Cwoicb wyieidzaigc bawili w drodze réwng li-
0zbe godzin, bedzie wiec drugie réwnanie

o} C
Dwa te réwnania rozwigzawszy , znaydziemy

Poniewaz do znalezionych waznosci dla X, v,
nie wchodzi znak — , rzeczg iest widoczna, ze
jakiekolwiek liczby wezmiemy zamiast glosek a,
b, ¢, zawsze dla X iy wypadng waznosci doday-
ne, i ze te'm samem dane zagadnienie bedzie za-
wsze rozwigzane w znaczeniu zgodnem z iego
Wystowieniem. Jakoz nie trudno sobie wystawic,
ie w kazdym przypadku, gdy dway gohce iada
razem n* przeciw sobie, muszg sie konieczni©

spotkac.
229. Przypusémy teraz, ze obadwa gonce
iadg w iednymze kierunku, i ie goniec odcho-

dzacy z punktu A $ciga gonca odchodzgcego z
punktu B, i dazacego ku punktu C.

ftzeczg iest widoczng , ze w tym przypadku
goniec $cigaiagcy nie moze inaCze'y dogoni¢ ucho-
dzgcego, chyba ze predkos$¢ pierwszego wieksza
iest od predkosci drugiego , i ze punkt spotka-
nia S nie moze by¢é miedzy punktami A i B, lecz
Oiigdzy punktem B i C Goniec zatem $cigaigcy,
nim doscigni© drugiego, przeby¢ musi droge AS,

go-



5a4 Rozdziat X.

goniec uchodzacy droge BS» Ze za$ AS $*BS 3= dfB j
oznaczywszy zatem droge przebyta od gonca
pierwszego prz”~zar, droge przebytg od gonca
drugiego prz-jz Yy, a odieglo-s¢ dwoéch miast *sB
przez n, bedzie rbwnanie pierwsze

Drugie rownanie bedzie tak iak w przypad*
ku pierwszym

b c
ktére wyraza rownos$¢ czasu tozonego przez obu
goncow na przebycie swoich drog, i w ktéorym
ilosci i C oznaczaig liczbe mil uieehanych rm ie»
dne godzine przez gonca pierwszego i drugiego.
Dwa te réwng&ia rozwigzawszy znaydziemy

Tu waznosci znalezione dla X i y w ten czas
tylko bedg dodayne, gdy bedzie bwieksze od @
to i6st,wgdy predkos¢ gonca $cigaigcego wieksza
iest od predkosci gorica sciganego. Uczyniwszy
tip.i* 4, c—2, znaydziemy x —2a, y —a.

Skad sie okazuie, ze w tym przypadku od-
legto$¢ punktu spotkania 5 od punktu A iest
dwa razy wieksza a nizeli AB.

Zatozywszy potem ze b Amieysze iest od

tyl ze mp. b= =4 ; znaydziemy X= — g
— 2a.
Waznosci te maigce przed sobg znak — oka«

Zuig , ze zagadnienie to nie moze by¢ rozwigzano
W znaczeniu iego wystowienia (80). Jakoz rze-
cza iest niepodobng, aby goniec $cigaigcy, 2 mi-
le tylko na godzine uiezdzaiac* madgt doscignaé
gonca uchodzacego , ktdry 4 mile na godzine u-
ieidza. ' v o,
230. Jednakze te same waznos$ci rozwigzu
zagadnienie w pewne'm znaczeniu : gdyz potozy-
Wszy ie zamiast X i Y w réwnaniach X —y = %
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b ars znaydziemy podiug prawidet na znaki
C
W odejmowaniu (z4)

a N

Znalezione zatem waznos$ci czynig zadosy¢
frownanichn 4 gdyz w obudwu strona pierwsza ro-
wna iest stronie drugiey.

Jezeli sig z uwaga zastanowimy nad znaka»
tni wyrazéw sktadaigcych pierwsze z tych dwoch
ostatnich rébwnan, postrzezemy w iakim sposo-
bie nalezy zmieni¢ wystowienie tego zagadnienia>
aby w nie'm wytkniete wyze'y niepodobienstwo
mieysca nie miato. Jakoz poniewaz droga prze-
byta od gonca $cigaigéego, ktéra iest = a, ma
by¢ odigta od drogi przebyte'y przez gonca $ci-
ganego, to iest od + 2a ; wypada stad, ze go-
niec podtug wystowienia $cigaigcy, iest w isto-
cie Sciganym przez drugiego , ktory podiug wy-
stowienia iest Sciganym, i ze ten drugi goniec
%punktu B odchodzacy $ciga pierwszego, ktory
odchodzi z punktu A.

Za takowg zmiang w wystowiemu , hastgpuie
takze zmiana w kierunku drogi goncéw: nie mo*
ga iuz dazy¢ ku punktowi C, lecz w przeciwng
strone ku punktowi C' iak okazuie figura,

punkt spotkania iestS, wypada stad, ze BS"AS1
z=AB. a tern samem j/—X = a. Drugie, za$ ro6-

wnanie iestzawsze to samo, to iest B = tL
C

Odbywszy dziatanie potrzebne, znaydtietfty

dwi*
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dwie w nz.noroi dédayne , ktdre rozwigziug zdge=>
dnienie w znaczeniu iego wystowienia.

25: .e'yniwszy c= o, to iestprzypusciw-
szy , ze goniec S$cigany zostaie na mieyscu*
rzec?,a iest .widoczng, ze goniec ten zadne'y dro-
gi nie prz; <izie, i ze spotkacie sig z pierwszym
w ten czas bedzie mialo mieysce, gdy pierwszy
. goniec przebgdzie drogg AB czyli

Uczyniwszy Znowu b—o0, to iest przypu-
§ciwszy, ze goniec $cigaigcy zostaie na miey-
scu , rzeczg iest widoczna , ze droga przez niego
przebyta powinna by¢ réwna o, i ze goniec ten
z drugim inaczey spotka¢ sig nie moze
chyba w ten czas, kiedy drugi goniec wkierun-
ku odwrotnym przebgdzie drogg AB czyli a; co
tez w rzeczy samey wypada: potozywszy bowiem
zero zamiast bw réwnaniach

Te same waznosci w obu przypadkach czy-
nig takze zadosy¢ rownaniu X —Yy =yi \iak «i§ o
tem tatwo przekona¢ mozna. Co sig tycze ro-

wnania drugiego _b = ~-, rébwnanie to mieysca
c

tnie'9 nie moze w tych przypadkach, kiedy ieden
tylko z goncéw puszcza sig w drogg, a drugi

zustaie na mieyscu.
£ Wiasnie tez tak wypada: potozywszy bowiem

zero zamiast C w réwnaniach
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To iest: goniec $cigaiacy powinien przeby¢
droge réownn a, azeby doscignagt drugiego; go-

niec za$ scigany przebywa droge b = o0."

202. Afuze tu byé ieszcze taki przypadek , w
ktorym zagadnienie to i*st zupeinie niepodo-
bnym, Przypadek ten ma w ten czas mieysce,
gdy sie naznacza dla obu gohcéw iednakowg
predkos¢: rzecza iest przez sie widoczng, ze w
iakgkolwiek na ten cza6 iaflg strone , nie moga sie
nigdy z sobg spotka¢ > gdyz zawsze sg od siebie
w takiey Odlegtosci , w iakiey.sie znaydowali w
chwili ruszenia w droge. Niepodobienstwo to,
ktoremu zadne przeksztatcenie wystowienia zapo-
biezen nie moze , wydaie sie oczywiscie, w ro6-
wnaniach.

Jakoz poniewaz podiug zagadnienia obadwa
gonce rowng liczbe mil uiezdzaia na godzine:
bedzie wigc b— c, a tern same'm réwnanie
X _ Y Zaimiehi sie w n'ast mace: 2t
b € epma b b
i zni6stszy mianownik, bedzie 5t=y; Rodéwnanie
zatem %—y = 4, zamieni sie w nAstepuigee :
X—1x= a; czylio—a

Wypadek ten ifest mepodébny : gdyz podtug
niego ilo$¢ aoznaéz.ngca odlegtos¢ dwo<.h mieyse*
z ktérycti puszczaig sie gorice w droge, powin-
na by¢ poczytana za zero.

233, Niepodobienstwo tdé okazuie sie w spoé-
sobie osobliwszym w dwoéch waznosciach ilosci
niewiadomych.

Poniewaz bowiem z zalozenia iest b= c, bi-
dzie wiec

Nie tak tatwo iest pomiarkowac , iaki moz*
U s b
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by¢ iloraz, kiedy dzielnik iest zero posfrzedz tyl»
to mozna, ze gdyby ilo~é b bardzo mato réznita
sie od*V, waznosci dla X i Yy wypadtyby bardzo
wielkie. AbySmy sie o hm przekonali-, wezmy
naprzéod b=>4, c= 3,9: bedzie wiec

b~~€= 4+ 39~ Qi atm siniern

Uczynmy potem

0,01 o 01

Skad sie okazuie, ze im mnieysza wozmid
sig réznica miedzy ilosciami hic, tern mnieyszy
1 wypada mianownik dla szukanych waznosci, i
te'm wieksze wypadaia te waznosci.

Lecz poniewaz jakakolwiek ilos¢ chocby tez
naymnieysza nie moze by¢ nigdy réwna zeru,
wypada stad, ze chocbySmy naymnieysza na-
znaczyli réznice miedzy liczbami oznaczonemi
przez bic, choébySmy tern samem otrzymali
nayw'eksze waznosci dla X i ¥, nigdy iednak war
znosci te nie mogg by¢ tak wielkie , iakieby wy
padty w ten czas, kiedy miedzy liczbami ozna-
czonemu przez hic nie masz zadney réznicy,
czyli kiedy b= c

Ostatnie te waznos$ci nie mogace by¢ ozna-
czonemu przez zadnag liczbe, choéby tez nay-
wieksza, iaka tylko by¢ moze, nazwane sg ito-
$ciami nuskuiaczonemi, infinitefc, i wszelkie wy*

. .oom . 4 . S
razenie w ksztalcie —, ktérego mianownik iest
0
zero, uwaza sie za ilo-¢ nieskonczona.
Moznaby tu zApyta¢, iakim sposobem wa*

In0dci X — >y _a czynig zadosyd danym
o 0

réwnaniom; ta itst wilasnosé istotna Al-
gie-
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giebry , ze waznosci niewiadomych w iakimkol-
w»pk ksztilcie wyrazone . zawsze czynig zad.G-
sy¢ réwnaniom zagadnienia, gdy poddane beda
dziataniom wskazanym.

Waznosci te -potozywszy w réwnaniach.
ic-y —a, ~ ktore odpowiadata przy-

padkowi temu, gdy b= ¢, rownania te zamienia
sie w nastepuigce:

ab rb _ab —eab o
0 o & Czylizmee = a; wie¢
)

0 0
ab—nb= aXo0; czyli o — o.

Drugie rownanie w tym przypadku zamienia
sie na

Poniewaz tak w pierwsze'm iak W drugie'm
réwnaniu obie strony sg sobie réwne , wazno-
§ci zatem znalezione czynig zadosy¢ tym réwna-
niom

Uwaza¢ tu ieszcze potrzeba , ze na liczbe go-
dzin , ktérych gonhce potrzebuia niin sie spotka-.

ia, wypada takze ilo$¢ nieskonczonaa ~ ; wia-

0
$nie tez tak byé¢ powinno : bo kiedy droga, kto-
irg maig przeby¢ nim sie spotkaig nie ma korca,
liczha godzin do przebicia te'y drogi potrze-
bnych konca takze mieé¢ nie powimaa.

Te same waznosci niewiadomych poprawuig
Sprzeczno$¢ i niepodobienstwo wypadku otrzy-
manego wyzey (2 >2), podtug ktérego ar=o. Ja-
koz w réwnaniu x — j/=«, podzieliwszy obie

strony przez X, bedzie 1 -~ 'L — -L. Aze z

oc 3C
rownania wypada X —Y\ rownanie zateitt.
b b

41 ~* i—
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zamieni, sie w nastepuigce :

robwnaniu uchybienie zalezy na ilosci — , kto-
X

rg druga stroi a przewyzsza strone pierwszg : Tecz
uchybienie to lodzie tein mnieysze, im wieksza
we Zmie sie liczba na wazno$¢ dla x. Shusznie
wiec w przypadku tym algiebra deie d'j x wa-
znosé trk wielka, -ze idy zadna liczba -chocby tez
ltaywieksza'wyrazi¢ nie mc/ze
2 34. Gdyby dway gonce iadac z iednako

predkoscig i w itdnymze kierunku, puscili si§
w droge z iednegoz punktu, na t»n czas spotka-
nie sie ich miatoby mreysce na kazdym punkcie
tey-drogi , ktéra przeby¢ maig. GbaczmyJakie
w tym przypadku wypadng waznos$ci dla nie-
wiadomych X i V.

B 4
Poniewaz pnnkta A i B znayduig sie razem,
bedzie wiec w tym przypadku a=a1'6; aze pred-
ko$¢ goncéw iest jednakowa , wiec b—c  Wa-
znosci te potozywszy w réwnaniach :

o 0
AbySmy paznali, iaka mie¢ moze waznosd
iloraz, kiedy cistélna i dzielnik iest zero, wez’n\y

dwa réwnania dane

W pierwszem poleczywszy o zamiast &, be-
dzie Xe— bs=0, a tni samem x *y Vaznojd
te potozywszy zamiast X w rownaniu diugiém>

bedzde —*=  gdyz 6=¢
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Rownanie ostatnie, ktorego obiedwie strony
#a tez same, identico, to iestziézoine z tythie sa-
mych wyrazéw maigcych przed sobg te same
znaki , zawsze bedzie sprawdzone iakakolwiek wa-
zno$¢ naznaczymy dla y, a tem samem rzeczg
iest niepodobng wyznaczyé w szczegdlnosci tg

niewiadoma. Procz tego réwnanie drugie E =
| C

dale X = y , tak iak i rOwnanie pierwsze x— y—o,
z ktorego takie wypada X —Yy. Okazuie sie tyl-
ko z réwnania iednego i drugiego , ie dw-*y
gonee bedg zawsze razem : gdyz drogi przebyte
"X i w zaczynaig sie obiedwie w purkeie A i sag
zawsze rowne, lecz ich wyznaczyé nie mozna.
Wyrazenie zatem ~ iest znakiem ilosci niewyzna-
czohey inJfteTh'innin.

1"20 Sg iednak przypadki, w ktérych dana
ilo;?¢ zdawac¢ sie moze iloScig niewyznaczong , lu-
bo w istocie wyznaczy¢ ig mozna. 1 tak wyra-
zenie

zamienia sie na §, lezeli iest fl= b: gdy tvm
czasem roztozywszy licznik na czynnik”, wypa-
dnie eV

Skad wniesiemy, ie gdy sie trafi wyraze-
nie, ktére zamieni¢ mozna na g, dla zapewnie-
nia sie , czy wyrazenie to iest rzeczywiscie ilo-
$cig niewyznaczong , trzeba pierwey uwazvé, czy
licznik i mianownik nie maig iakiego czynnika
sp6lnego, po zniesieniu ktdorego mozna b dzie o-
trzymaé¢ prawdziwg wazno$¢ danego wyraz* nia.

235 To cdSmy dotad powiedzieli , okazuie
widocznie, ze rozwigzania algiebraiczne albo zu-

pet-
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petnie czynig zadosy¢ wystowieniu zagadnienia,
gdy iest podobne ; albo wskazujg, ukie zmiany
uczyni¢ nahzy w wystowieniu, ydy miedzy da-
nemi w zagadnieniu ilosciami zachodzg sprze-
cznos$ci , ktdrym zaradzio jrtélr.a ; albo nakonitc
daia pozna¢ zupeine niepodobb pslwo , kiedy nie
nn-sz zadnego sposobu, azeby dane zagadnienie
z temi samemi iloSciami wiaclomemi magio by¢
eozwiazane t-Jc w znaczeniu whéeiwcm iego wy-
stowienia , iak w znaczeniu podobnem do wysto-
wienia danego.

257. W rozwigzywaniu przez rodzne przypad
lei zagadnienia poprzedzanego uwaza¢ nabzy
Ze zmiana znaku niewiadomych X 1y odpow adoL
zmianie w kierunku drog, ktére te niewiadomi
Oznaczaig. Kiedy w przypadku pierwszym (228
niewiadoma y brana byta od Bku”, miata przed
gobg w roéwnaniu X 4.y =*n znak «+, a w jarzy-,
padku drugim (229) przybrata zn»k —., gdy$my
ig wzieli w strone przeciwng od B ku C: w tym
bowiem przypadku wypadto réwnanie pierwsza
X ey — u. Uczyniwszy 19 samg zmiane znaku w
b bedzie *_ X

o c
wypadek te« nie zgadza sie z tvm , ktéorySmy o*
trzymali wyzey; lecz uwazaé¢ tu potrzeba, ze «
oznacza droge przez drugiego gohca w iedney
godzinie przebyta, i ze droga ta powinna mieé
ten sam, kierunek, i tenze sam znak iaki ma
droga Y : bedzie zatem rdownanie drugie

rownaniu drugiem Cﬁ —

Sama wiec zmiana zmkow dostateczna iest,
do zawarcia drugiego przypadku zagadnienia te-
go w jirzypadku pierwszym  Akad sie okazuie,

Algiebra dale razem rozwigzanie wielu zaga-
dni A do siebie podobnych ; iakoSmy to iuz u-
w.zali ruzwigzuigc zagadnie.ua stopnia chugie-
go (128).

238.
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238. RozwiazaliSmy to zagadnienie za pomo-
cg dwdch niewiadomych : lecz ie tatwo t-.kze
rozwigza¢é mozna przez iedne tylko niewiadomy.

Jakoz iezeli X oznacza droge A9 przebyta
od gofica, ktéry wyjezdza z punktu A, bedzie

— dB— ASr=a~x droga przebyta przez gon-
ca drugi. go. Aze dwie te drogi odbyte sg w ie-
dn3mze czasie, a predko$¢ gonca pierwszego
iest b, drugiego ¢, bedzie wiec

239. Czestokro¢ do zagadnienia w artykule
228 podam go, przyduie sie nastgpuigca okoli-
cznos¢ :

0 \Y,

Daymy, ze goniec odchodzacy z punktu B
ku A, puscit sie w droge d godzinami pierwey,
iuz nastapit wyiazd gonca z -punktu A ku B.

W  przypadku tym goniec uiezdzrigcy pa
godzing mil ¢, przez liczbe godzin d uiedzie. mil
cd. iNiech bedzie cdss.BC. Goniec zatem odcho-
dzmy' z punktu' B znaydowac sie bedzie napunk-
cie C w chwili , kiedy goniec drugi rusza z miey-
sca : a zatem odlegto$¢ mieyso , z ktérych gon-
ce wyiezdzaig w iednymze czasie na przeciwko
siebie iest

W réwnaniu zatem

nicist a potozywszy

g:zeli gonce iadg w kierunku iednak owym

droga przebyta od genca wyiciciaigctgo z Junk-
tu
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tu A iest AS ; droga za$ przebyta od gorica dru*
gii go iest CS = siS «— AC — AS— AB — CB»=X

— a—cH Rownanie zatem —b = ,  Za»

mieni sie w nastepujace :

Vv « U*‘»*K

a40. Wystowione tym sposobem zagadnienie
zamyka ieden przypadek w ktérym znaleziona,
waznos$¢ odiemna, dla X nie +dwa i.-st do.zrozu-
mienia ; to iest, kiedy przyprs/czrigc kierunek
przeciwny w drodze goncéw , naznacza,-s» d g
liczby d w zno$¢ taka , ze droga. 3C wyrazona
przez cd iest wieksza od a czyli od AB:

W ten czas' bowiem goniec z ppnktu Rwyieidza-
ircy znayduie s e na punkcie £ z drugiey stro-
ny punktu A ldnym.jw chwili, kiedy drygi go?
nie¢ rusza z p.upktu A ku B Niepodobienstwo;
iatem iest przypuszczac¢ , aby tym sposobem dway
y -~g riee spotka¢ sie k sobg mogli

Gdyby byto np. aAz fo6 mit, 6— 3 mile,
c 2 mile <t=60 godzin: wypadioby zatem
cdi— izo mil, a kim sanem punkt C bytby O
yo mil za punktem '/f ( wzgledem punktu B.
Lecz w przypadku tym potozywszy naznaczone

wazZnodci w réwnaniu X = - _ . (269) bg»
i + ¢

A zatem spotkanie sie goncow miatoby miey-
sce w punkcie Vlezgcym o 12 mil z drugiey stro-,
ny punktu A, lecz miedzy punktami A i C, cho-
ciaz zdaie sie goniec 6diechawszy z punktu
B maigc odbywaé¢ droge d&te'y za punktem .C,
nie moze spotka¢ sie z dgugitn goncem gdzieinr
elzie'y iak za punktem C.

' < WwWu- Aby-
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AbySmy zrozumieli zagadnienie w tym przy-
padku, potozmy zamiast X liczby odiemng = m.
Réwnanie

zamieni sie w nastepmace :
odmieniwszy znaki w ca-

lem réwnaniu , bedzie

Tu iuz widzimy, ze droga przebyta od gon-
ca w yiezdzaiacego Zz pynktu B iest cd =—a-*-rrf
czyli BC— AB— AS—CS, i z2 CA BC— AB
= c¢ri— (= co Wypada na to, iak gdyby goniec
drugi miat wyiezdza¢ z punktu C: na ktérym
znayduie sie w chwili wyiazdu gonca pi, rwsze-
go : aze iada w &nrunku przeciwnym , spotkanie
ich nastapi¢ musi w przeciggu drogi AC. Przy-
padek wiec ten-ie-t zupeinie taki , iaki iest pier-
wszy w artykule powyzszym (209) , gdzie dosy¢
iest (k—cd zamieni¢ na cd-~'4,. azeby- otrzymac
waznos$¢ dla m w przypadku terazniey$zym.

Il. For™uTy ofioin& na rozwigzywanie réwni
stopnia pierwszego z iakcokolwiek liczbg nu*
wiadomych.

24i Sposoby podane wyz*y. (72) na rozwia-
zywanie rownan stopnia pierwszego z 'dwiema
lub wiecey niewiadomemu zalezg w og6lnosci na
tern >ze niewiadome znoszg sie nastepnie iedna
po drugiey poty, poki nie wypadnij réwnanie,
Z iedng tylko niewiadomg , ktérg znalaziszy, ta-
two znayduig sie inne  Sposob , ktéry teraz,wy-,
tozy¢ mamy, tem sie od innych rézni, ze nie
nastepnie iedng po drugiey, ule ratem wszystkie
np-wiadome , iakabykolwriek byta ich liczba, zno-
szg sie oprdcz iedndy, i od razu otrzymuie ste
réwnanie z tg tylko niewiadomg , ktérey waznos¢
naypierwey znalezé chcemy. Lubo sposéb tei\

PH"
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potrzebny iest tylko do rozwigzywania zagadnhn
Z trzema, czterema i t. di niewiadomymi, aby-
S§my go iednak w zupeinosci tem lepiey obiaé
mogli, zaczniemy od réwnah z dwiema mewia-
domemi.

A naprzéd ostrzedz tu n .FFzy, ze dla uni-
kniecia wdelosci gtosek, ktérych uzy¢ potrz ba
na ogo6lne oznaczenie ilosci danych,, gdy liczba
rownan-i niewiadomych wi ksza iest od dwoch,
zgodzono sig oznacza¢ tAz sama gtoska wsz\ stkie-.
sp6lezynniki iedneyze niewiadomi y , a dla ostrze-
zenia, ze g'oska ta w kazdem réwnaniu ma in-
ng waznos¢ liczebna , 'daio $ig nad nig zmamic ie-
dno lub wiecey podtug liczby réwpmn i nicw.a-
domycb  Roéwnania ogdlne z dwiema *nitwiado-
niemi pisza Sig tik :

Obadwa spdlezynniki niewiadomey X sg o*
znaczone przez a, spoétczynniki za$ ni. wiadomey
y przez- b; ale znamie potozone nad gtoskami
drugiego réwnania ostrzega* ze waznos$¢ ich w
tein réwnaniu nieiest ta sama iaka wpicrws.zfcin.

Trzy réwnania piszg sig tak:

fi'x + by + c'z= <T.

Gdy sa ozt.-ry réwnania , gtoski zastepuigcfc
anieysce wiadomych w pierwszein rdéwnaniu nie
maig zadnego nad sobg znamienia, w drugiem
maig po iednem znamieniu, w trzcciem po dwa,
W czwartem po trzy i L el

Wezmyz teraz dwa réwnania :

PmrWsze rozmnozywszy przez iakgkolwiek
*Jos¢ M i od niego odiawszy drucie , bedzie

Poniewaz wazno$¢ ilosci m zalezy od upodo-
bania, daymyz iey taka waznos¢, aby byto
a tein saindin®j/n— b'= o; co bedzie za-

wsze
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wsza rzeczg podobng czy to b <«\*, czyli tez
j&>b' czyli. nakoniec b—b': w pierwszym przy-
padku' ni wazyé powinno wiecev jniz ieanos¢,
drugim mniey niz iednos$¢ , w trzecim za$ bedzie
rowne iednosci.

W rownaniu zatem, oznaczonem gtoskg A be-
dzie wyraz drugi Yy \bm— b') = o: zostanie wiec
om ;- ¢
am — ii
_ b'

Ze za$ k= 6'; atern samem m= — ; W

X (,arw— af): cm—c', a zatem X =s
i

$nalezione'y wiec waznosci dla x potozywszy ~

zamiost m, bedzie

Praypusémy znowu , ze w ma taka waznos¢,
iz rM,— ci', a tern samem rw— a'= o. W ro6-
wnaniu zatem {A) wyraz pierwszy iako maiacy
zero za czynnik- zniknii* € i zostanie

y (bm—b)z—cm— c'ya zatAm TR — }
*Ze za$ przypuszczenia am—a' a tern sameg

m= iL ; w znalezioney wi8>c waznosci dla y p«p
a

tozywszy — zamiast m, znaydziemy
a

ua> — iw au — on
24Z Wezmy z”owu trzy réwnania

Pie>.
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Pierwsze z tych ro6wnan rozmnozywszy pr?p®
ilos¢ iakgkolwieky”,. druga. przez Pas¢ i-kafeob
wiek h/ 1 dodawszy ie do siebie a réwnanie
trzecie od nich odlawszy bedzie

Poniewaz waznos$¢ ilosci mi n zalezy od npo*
dobania , przypusé¢my wiec , ze
am-~n'n—a", em+b'n —b" Redzie wigc
am4-Ctn — n"ssso bra bne—bA= o W 16
wnaniu zatem (J) wyrazy pierwszy i drugi ma
igce za czynniki zero, znikng, i zostanie.
*(m+ cn—t") — rMfm+ K — A zatem

cm 4-c'n — C
W dwéch réwnaniach amvalwur=*al'y hm
4fn —Db", fatwo iest znalezé waznosci niewiado-
mych w i n, za pomocg wypadkéw otrzymanych
w artykule »poprzedz?i»cym : uczyniwszy bowiem
m— X, y azamiast glosek ct, b ¢, a', b, ¢,
potozvwszy odpowiadata”™* im.gtoski

zamienig si§ w na-

uigce :

Waznosci te potozywszy zamiast min w
znalezioiey waznosci dla z, i wszystkie wyrazy
sprowadziwszy do iednakowego mianownika, wy-

pad iie

Podobniez uczyniwszy,
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#fn— c"*=o0, w roéwnaniu (A) zniknie wyraz
pierwszy i trzeci, i zostanie tv'ko

Znalaztszy potem wazno$¢ dla m i n za po*
nioca dwoéch réwnan am+ fI'n— a', cm-+ ¢c’n—-c",
i-odbywszy dziatanie iak poprzedzaiace, znay-
dziemy

iSakoniec uczyniwszy bm+ b'n= h", cnm+ ¢*n
==C" w réwnaniu (A) zniknij wyraz drugi i trze*
ci, i zostanie tylko

am on — a
Zamiast w in potozywszy ich waznosSci zna-
lezione za ponloca réwnan bm -~ b'n= b", com
+c?% — C', i odbywszy dziatanie iak powyzsze
znajdziemy

W trzech "znalezionych wazuoéciach dla zt
Yy, X uskuteczniwszy mnozenie wskazane przez
nawyasy , odmieniwszy znaki licznika i mianowni-
ka w waznosci z i X, | utozywszy wyrazy takim
porzadkiem, aby byty naprzemian dodayne i od*
iemne, wypadnie

243. Gdyby byty cztery réwnania i czte'ry
niewiadome U, ¥> 7z >pierwsae réownanieroa-
mna*
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MpipzyKbysmy przez m, drugie przez n, trzecie
prze*- p: dodawszy potem trzy te rownania, a

czwarte odigwpzy . i odbywszy dziatanie podo-
bne do poprzedzajgcego , tatwobySmy znalezli
cztery szukane wazne ci ; bez giebsza uwaga

nad ewypadkami po.wyzszenu poda tatwy sposob
znaydowania tych waznosci bez diugiego za

chodu,
WezZzmy naprzdéd réwnanie ax —b'; bidzie wie®

X== ~ Tit' postrze gam ie licznikiem znatezio*

ne'y waznosci iest wyraz wiadomy danego ro-
wnania , a mianownikiem spétczynnik a niewia*
domey.

Z dwéch réwnan ax + by =c,~a'x + b*j =1\
Wyjadto .

Tu mianownik znalezionych waznosci sktada,
sie takze Z gtosek a, a', b b', ktére sg spotczym
mikami niewiadomych , a to w nastepuigv ym spo-
sobie : pisze sie n przéd gtoska a po lewey stro-
nie gtoski b; skad wypada ab; potem odmienia
sie mieysce tym dwom gtoskom , i powstate ba:
dwa -te wyrazy #tgczg sie zmkiem — , [ bedzie
ab‘—ba: nakoniec dawszy w obudwu wyrazach
znamie nad gtoskg druga, wypada" ab' — ba
spoiny mianownik dla szukanych waznosci.

Co sie tycze licznika, ten w obu wazriosciach
tak co do liczby wyrazéw, iako tez co do zna-
kéw i znamion nad gtoskami podobny u st mia-
nownikowi; lecz.jy waznosci x miey sce spdtczyn-
nika tey niewiadomey, ktérym iest a, zastepuie
C wyraz wiadomy do danych réwnan wchodza-
cy: w waznosci Y mieysce spoétczynnika'tey nie-
wiadome'y, ktérym iest b' zastepuie tenze Wyraz
\viadomy €. W réwnaniach zatem z dwiema nie-
Wiadomemi licznik two zy ne z mian twnika , za-
mitniaigc spétczynnik nkwiadumey szukantiy

wy*
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Wyraz wiadomy w danych roiunciniach znayduig-
ty sie , zachowuiac z re.,ztg znamiona takie iak
uj w mianoWn ku. ~ ~

Przypatrzyw szy sic znalezionym waznosciomi
z rbwnah o trzech niewiadomyeh , postrzezemy
i0d, ze mianownik sktada sie z samych tylko
sp6[czynnikoéw ilosci nh wiadomych X .y, zZ*
zre ze sze$¢ wyr.z w mianownika potaczone sg
znakami na piztmian «— i + ; ocie ze kazdy z
tych wyrazéw iest iloczyn* m trzech czynnikéw
ilosci niewiadomych; 4W ze licznik tak co do li-
czby wyrazéw, iako t z co do znakéw i znamion
nad gtoskami , podobny iest do mianownika , z
tag tylko réznicg , ze do niego wchodzi wyraz-
Wiadomy w danych réwnaniach znayduiacy sie,
i zastepuje mieysce gl© ki bedac.ey spdiczynni-
kiern tey niewbidurne'y, ktérey waznosci szuka-
my. Utozenie zatem licznika nie podpadnie Zza-
dnej trudnosci skoro pierwey bedzie ntozony
mianownik. Pilnieysza uwaga nad wyrazami skla-
daigcemi mianownik podaie do utozenia go na-
stepuigcy sposob :

Dwa p erwsze spotczynniki a i b napisawszy
raz w porzadku prostym, drugi raz w porzadku
odwfbtnym , powstana dwa wyrazy ab i ba

"Wzigwszy potem trzeci spétczynnik c, i na-
pisawszy go tak przy wyrazie ab, iako i przy
Wyrazie lut raz na koie u drugi raz we S$rodku,
trzeci raz na poczatku ; tym sposobem z wyrazu
ab powstang tezy nastepuigce: *bc, ab cob; i
z wyrazu ba trzy takze bac bca cbha Wszystkie
te wyrazy, ktére sg réwnowaznemi iloczynami
trzykrotne mi gtosek u, b, ¢, (190) , potaczywszy
z sobg znakami na przemian — i +, bedzie abc

deb —+~ cab - bac-hb--— cba. Nakoniec dawszy

gtoska druga kazdego z tych szeSciu wyra-

z6w znamie iedno, a dwa znamiona nad gtoska
frzecig , bedzie
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spoiny mianownik dla wszystkich trzech szuka-
nych waznosci.

Stad iuz, tatwo uczyni¢ wniosek, ze chcac
utozy¢ mianownik da czterech niewiadomych*
trzeba do kazdego z szes$ciu wyrazéw abc — arb
1+ecab — i t. d. wprowadzi¢ gtoske 1l bedaca spot*
czynnikiem czwartey me.wiadomey , mieszczac ia
nastepnie w kazdym wyrazie iod na mieysca
czwartem , 2re i a mieyscu trzeciem ocie na nfney-
gcu drugiém , ngkoniec na mieyscu pierwszem :
tym sposobem z wyrazu wp. abc powstang cztery
nastepuiace .

Odbywszy to samo- dziatanie z pieciu wyra*
zami pozostatemi, wypadek catkowity sktadaé sig
bedzie ze 24 wyrazow , a w kazdym wyrazie gto-
ska druga ma iedno znamieg, trzecia dwa znamio-
na, czwarta trzy znamiona.

Co sie tycze licznika dla kazde'y--' niewiado-
mey, ten w kazdym przypadku titwo otrzymacd
mozna pod ug powyzszey uwagi.

244. Chcac formut tych uzy¢ do rozwigzy-
wania rownan liczebnych, trzeba poréwnywacé
k tzdy wyraz rdéwnania liczebnego z odpowiadaj
igcym mu wyrazem w rownaniu ogélmm.

Chcac no. rozwigzaé trzy nastepu gce rowna*
aia :

trzeba réwnania te zblizy¢ do rownan ogdlnych
wyzey (282) podanych, i uwazaé, ktére w nich
wymazy sg sobie ,odpowiadaigcemi. Z pordéwnania
tego Whniesiemy ze

Potozywszy liczby te zamiast gtosek Wzna-
lezibnych waznos$ciach ogélnych dla X ,y, z i
odbywszy dziatania wskazane , zuaydzitmy x =&4p
y—9 z= x Dwa-
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Uwazy¢ tu potrzeba , ze te sanil w znpsci o«
golne niewiadomych stuzi do rozwigryw <nia ré-
wnan liczebnych w tenczas naw t, gdy w nich
nie wszystkie wyrazy maig przed 505%aznak. % *
iak iest w rownaniach og6lnych*.

Gdvbv byto np.

trzeba w porownywaniu wyrazéw «gélnych z Ii.
czebnemi mi£¢ wzglad na znaki , ktére sie przed
wyrazami temi znayduig. Tu wypadtoby uczy-
nic¢

i stosownie do prawidet wyze'y podanych na zna-
ki (34) uwaza¢, iaki ma by¢ znak przed kazdynt
wyrazerti w szukanych wsznosciach ilosci nie-
wiadomych.

Tym sposobem znalezlibySmy, ze pierwszy
np. wyraz spélnego mianownika , to iest ab'c'o

bedzie réwny -3 x 4x— 6= — 72. Daigc te sa-
rne uwage uwage na wyrazy inne tak w miano-
wniku iak w liczniku, i bioragc osobno sumni$

Wyrazéw dodaynych, osobno summe wyrazéw
odiemnych znaydziemy.

J *o
iV. Niektére szczegdlniejtze wypadki w rozwtA'
zywaniu réwnan ttopnia Hrug ego trafi¢ si{
mogace.
115. W rozwigzywaniu réwnan stopnia dru-
, tak iak i w réwnaniach stopnia pierwsze-
w , go,
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go, wypadaig czasein takie wyrazenia ilosci szu*
kanych , ze ie nie tatwo zrozumie¢ i tak z zaga-
dnieniem'iak i z wypadkami zwyczaynie otrzy-
niywanemi pogodzi¢ mozna Gibsza.tylko uwa-
ga do ich. pravydziwego znaczenia doprowadzi¢ i
zgodnos$¢ ich. z innemi okaza¢ moze. Obaczymy
to na przyktadzie w zagadnieniu nhste pajacem.

Padzitil¢ dang liczbe na diuie czesci, ktoiychby
kwadraty miaiysie do sieb.e w stosunku danym.

INiech bedzie a liczba dana, m stosunek kwa-
dratow dwdch iey czeSci. Oznaczywszy iedne
Cze$¢ przez X, druga bedzie a—-X, i stosownie
do warunku zagadnienia wypadnie

Rownanie to mozna rozwigzaé dwoma $poso*
bami: albo, nadawszy mu ksztatt réwnania ogol*
nego X14-pX — (, rozwigza¢ ie sposobem zwy*
czaynym; albo tez korzystaiac z tego, ze z pier-
szey strpny licznik i mianownik iest kwadratem,
wyciggng¢ zaraz z obu stron pierwiastek kwa-
dratowy : tym sposobem wypadnie

Wyrazenie to, iak wiadomo zamyka dwa ré*

Podtug pierwszej waznosci druga czesé¢ Ii"
czby daney iest
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summa znalezionych dwoch czgsci , ktére- sg

Kwadraty za$ dwodch tych znalezionych czg-
&i sg: %

lwidocznie kwadrat pie'rwszy wiekszy iest mra-
sy od drugiego.

Podtug drugie'y waznosci, ktéra iest”

i—vm
a *ix ot o X
—————— — > d-aaie do siebie rownaig sig takze
) v -m
ilczbie daney a; lecz poniewaz czgéc? te maig
Pr~'d sobg znaki odmienne, liczba a witasciwie
towigc , nie iest ich summag , ale roéznica.

Uczyniwszy m— i, to iest zatozywszy, ze
"Wadraty dwéch szukanych czgsci, sg rowne, bg-
ahe M— i : znalezione zatem dwie czgsci po-
3W pierwszego rozwigzania bgda.

iest: dwie znalezione czgsci $a réwne- Tak
W a tez
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tez wlasnie by¢ powinno: lecz drugie rOawigza*
nie daie dwa wypadki nieskonczone.

co takie byé¢- powinno : bo ~dy podiug drugieg®
rozwi»zania liczba a iest roznicg dwoch szuka-
nych ilosci, stosunek kwadratéw ilosci tych w
ten czas tylko moze byé poczytanym za réwny i,
czyli co na iedno wychodzi, kwadraty te w ten
czas tylko moga byé poczytane za réwne mig*
dzy soba , kitdy ilosci te sg tak wielkie , ze ro-
znica ich a moze by¢ wzieta za zero, czyli gdy
ilosci te sg nieskoniczenie wielkie wzgledem swo-
iey roznicy a i

Jakoz niech bedg ilosci te X 1 x — a. Stosu*
ntk ich kwadratéw iest

Podzieliwszy licznik 1 mianownik przez x t
badzie

X X *
Tu iuz widocznie sie okazuie , ze Im wieksz*
bedzie liczba X , tem mnieysze bedg utomM

I1Z, —y i tern bardzie'y stosunek ten przybliza®
X X2
sie bedzie do f czyli do i.

246. Rozwiazuiac sposobem zwyczaynym p°3
Wyzsze réwnanie

ktére rozwigzanwszy &°3D
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Lubo te waznosci zdaig sie wcale rézne od tych,
ktoreSmy otrzymali , za pomocg sposobu pier-
wszego ; w istocie iednak ksztattem tylko roznig
sie od nich , iak sie o tern przekonamy poczyni-
wszy w nich niektdére zmiany

A naprzod potrzeba sprowadzi¢ do iednako-
Wego mianownika dwa utomki bedgce pod zna-
kiem pierwiastkowym; tym kopcem dosy¢ bedzie
licznik i mianownik drogiego rozmnozyé przez
i « m; wypadnie bowiem

ii— 7TM— 7 \A /\

Poniewaz za$ mianownik ostatniego utomka
iest kwadratem , dosy¢ wiec bedzie sam tylko .
licznik umiesci¢ pod znakiem pierwiastkowym:

bedzie zatem

Wypadnie wiec

| te leszcze wyrazania nie sg takie, jakie*
§my otrzymali za pomoca sposobu pierwszego ;
a nawet chcac ie sprawdzi¢ w przypadku Kiedy
fn= i, wypadnie. "
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Ostatnie wyrazewie oznacza ilo$¢ nieskonczo-
czong tik i.ik wyzey; ale pierwsze nalezy do
ilosci niewyznaczoney , iakiesfy iuz widzieli w
zagadnieniu o goncach ; lecz. potrzeba pierwcy
uwazyc¢, czy wyrazenie to nie iest takie iak w
artykule 205, to iest, czy nie ma w nem t{abie-
go czynnika spo6lnego licznikowi i mianowniko-
wi, ktory po zatozeniu ze m— 1 zamienia si¢ na
zero.

W wyrazeniu :-?-T-fl:-q-gimrozlo’zywszy -

cznik na czynniki bedzie ,

Xele m 1 — W
T11 iuz tat vo postrzeds mozna, ze licznik dla
tego tv*.ko zamienia sie na z 10, iz iego czynnik
Vv I —m musi by¢ rowny zeru. Obaczmy wiec
czy ten czynnik {f*r-— mnie ma iakiego czynni-
ka spdlnego z mianownikiem i— m; a dla ub ze-
nig ddalmia, uczynmy .v. m— n; a tern samem
m = n2; bedzie z .tern

Licznik i mianownik nst t iego wyrazenia r®&zo™
iy/wszy na czynniléi, b;dfie
_ r

Aze yi~v-~yr bedzie wiec
wypadek ten sam iak w ar-
tykom poprzedzajgcym.

1'odobuymze sposobem postgpi¢ nalezy z dru-
ga waznoscig , ktora iest

Roztozywszy licznik i mianownik na cz®
niki, bedzie
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Ogo6lne to zagadnienie odpowiada nastepuja-
cemu szczegélnemu: Na linii igcza-ey dwa Swia-
tta znalez¢ punkt, ktory tak iedno Swiatto i.k
drug-r zarouino o$wieca.

Wiadomo % Fizyki . ze dzielno$¢ Swiatta iest
w stosunku odwrotnym kwadratéw z odlegtosci;
to Ust: w odlegtosci dwa razy wiekszey, Swia-
tlo i<st 4 razy mriieysze; w odlegtosci 3 razy
wieks/e'y, Swiatto iest g razy mniejsze i t d.

Kiedy wiec podtug powyzszego zagadnienia
Xi a— x sag dwie odlegtosci punktu szukanego
od dwéch danych Swiatet, iezeli odlegtosci te
sg rowne , kwadraty ich sg,takze rowne ; a tern
samem"stosunek kwadratow czyh m—i ; cow ten
czas tylko by¢é moze , kiedy oba Swiatla sg rowne.

Jezeli za$ stosunek kwadratéw z odlegtosci
szukanych , czyli m?=4, co tylko w ten czas by¢
moze , kiedy iedno S$wiatto iest 4 razy mocniey-
sze od drug ego , w przypadku tym odlegtos¢ ie-
dna musi by¢ dwa razy wieksza od drugiey:
iakoz w znalezionych waznosciach dla X ia— X
Zamiast V m potozywszy V 4 =2 , bedzie po-
dtug pierwszego rozwigzania

podtug drugiego

Dwa zatem sg.punkta szukane: ieden, stosownie do
wystowienia znayduie sie na tipii tgczgcey dwa Swia
tta w odlegtosci dwa razy blizsze'y Swiatta stabszego
niz mocnieyszego, drugi na przedtuzeniu tey linii w
odlegtosci odswiatU stabszego takiey, iaka iest mig-
dzy Swiattami. l)wa te punkta czynig zadosy¢ wa-
runkom zagadnienia : gdyz odlegto$¢ obu od swiatta’
stabszego,iest dwa razy mnieysza niz odlegtos¢ tych-

. ze
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ie punktéw od S$wiatla moenieyszego; & zafeSA
w ot u przypadkach sosunek kwadratdéw z tyehj
odlegtosci bedzie 4.

Kiedy za$ Irr—i, pierwsze tylko rozwigza»,
nie czyni zadosy¢ warunkom zagadnienia: gdy
bowiem w przypadku tym punkt szukany powi*'
nien by¢ w réwney odlegtosci od dwoch Swiatet
danych, rzecza iest niepodobna, aby punkt tako-
wy mogt sie znaydowaé na przedtuzeniu linii b-
czacey te dwa $wdatla, gdzie wszystkie punkta,
zawsze sg W mnieyszey odlegtosci od Swiatta ie-.
dnego niz od drugiego

IV. Ri>ti n ni1 o dwoch wymzach.

247. Wszelkie rownanie , w ktorem znayduie
sie iedna tylko potega nbwiadomey potaczoney
* iloSciami wiadottumi, moze by¢ zawsze spro-
wadzone do dwoch wyrazo” , z ktéorych w ie-
dnym zebrane sa razt m wszystkie wyrazy nie-
wiadome, w drugim wszystkie wyrazy wiado.
me. WidzieliSmy to iuz w réwnaniach stopnia
drugiego {lifc) : obaezmy to samo w innych

P»liech bedzie nu. réwnanie;

Przeniéstszy wyrazy niewiadome na iedng
gtrone , bedzie

Daymy, ze n3 — or = P, 4-n563= (;
powyzsze zatem rdéwnanie zamieni W nastepu-
jaca :

f>xs= gt a te'm samem X5 = -i-; X = Y - >
Vv *
W ogo6lnosci, wszelkie rownanie ¢ dwoch wy-
razach sprowadziwszy do ksztattu — q;

wypadnie X = J'" Jt.

24°, Trzeba tu uwazac¢, z kiedy wyktadnik
m iest liczbg nieparzystaf zn«k pierwiastkowy
b§-
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bedzie tylko miat przed sobg ieden znak albo do-
etayny , kiedy ilo$¢ pod nim bedaca iest doday-
na , albo odiemny, kiedy ilo§¢ pod nim bedaca
iest odo mna (i84). Kiedy za$ wyktadnik -.iest
liczbg parzysta, na ten czas znak pierwiastkowy
bedzie mial przed sobg podwoyny znak + ;i ie-

teli ilos¢ -L iest odiemna, ilo$¢ pierwiastkowa

iest bezistotna , i zagadnienie bedzie niepodobne,
iak w rownaniach drugiego stopnia. Przytoczmy
tu niektére przyktady.

1. Z roéwnania x5 = — 1024, wypada

x = V — 1024= - 4: gdyz wyktadnik 5 iest
nieparzysty. 4

2. Z réwnania x4= 625, wypada X — 623,
= +5: gdyz wykladnik 4 iest parzysty

3. Nakoniec z réwnania x4= — 16, wypada
s = + V' — 16: to iest, waznos$é X iestilosciag
bezistotna, gdy wyktadnik 4 iest parzysty, a i-
los¢ bedaca pod znakiem pierwiastkowym iest od-

iemna. \
a4g. W rdéwnaniu dwuwyrazowem *w= 1.1

\

uczyniwsszy -- = rt, bedzie JL =i a**, czyli

Xmr~rm wiec Xm— m=rO

Ho$¢ xm— 'im iest podzielna przez x — a, i
podiug tego co$Smy powiedzieli wyzey (202) wy-
pada

Przypusciwszy, ze X — «= 0. obie strony ro-
wnania b go zamienig si¢ na o. Lecz drugA stro-
na, iako iloczyn d~yéch ezy»»ikéw. moze by¢
rbwna o, tak w ten czas kiedy x — a= o0, iak

w
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w ten cz*s kiedy drugi iey czyhnik iest rowny
0:a w tym przypadku bedzie
XxXmil+ axm2 - - - -V om-2X-fn™-1= oi
gdyby byta .iakowa wflznose dla "% ktoraby czy-
nita zadus$y¢ temu ostatniemu réwnaniu, wazno$¢
ta czynitaby t kie zpdosy¢ réwnaniu danemu.
Dla znalezienia te'y waznos$ci uczynmy X—ay :
tym sposobem réwnanie XmMe NM—O0 zamieni si§
na amym»— 1™= o: podzieliwszy obie strony przez
am, beda ym— 1— 0 Skad naprzéd wypada

Podzieliwszy potem

Z roéwnania tego mozna wyprowadzi¢ inne
Waznosci dla y , ktore réwnie iak waznos$¢ wy-
zey'znaleziona', to iest 1, powinny zadosy¢ czy-
ni¢ réwnaniu iiwv— \'= o, czyli ifm— >, to iest:
potega stopnia m tych waznos$ci bedzie 1.

Skad wypada ten osobliwszy na pierwsze
weyrzenie wniosek, ze jedno$¢ moze mieé¢ rozne
pierwiastki miedzy sobg odmienne-

Pierwiastki te. ktore sg bezistotne, czesto u-
zywaig Sie w dalszey algebrze: okazemy ie tu
na pierwszych czterech stopniach: gdyz podtug
wiadomosci dotad wytozonych w tych tylko
czterech stopniach mozna rozwigza¢ réwnanie

z ktprego pierwiastki te wypadaig.
Uczynmy 16d m= 2 A zatem rdwnanie

yM — x = o0 zatnieni sie na Y2~ 1~o0; wiec
y2*=1; y—i 1; czyli y=m11, y—— 1 ,2re
Uczynmy m= 3; rOwnanie YMe i = g, zamieni
*ig nay*—i=0, wiec if3= 1; i, czyli
2/==1-

Po-
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Podzieliwszy potem

10/1ma

lloczyn dwoch czynnikow (y> i) (y*+ y+. yj
moze by¢ w dwoch przypadkach rownym o; Na-
przéd kiedy y+ i— o; skad wypada iak
wyzey: powtére kiedy y* --yi1+l o; a tem sa-
mem y2HU— — i.

W réwnaniu te'm dopetniwszy kwadratu (122)
i wyciaggngwszy pierwiastek, kwadratowy z obu
stron, znaydzitiny

Mamy wiec dla tego stopnia trzy pierwiast-
ki, to iest:

L 2
dwa ostatnie sg bezistotne, ale czynig zadosy¢ ré-
wnaniu ; gdyz podnidstszy ktorykolwiek z nick
do szescianu, otrzymamy na wypadek 1. | tak

Kwadrat znowu ten rozmnozywszy przez ie-
go pierwiastek, bedzie

3 ie. Uczyniwszy m= 4, réwnanie ym— r
=r 0, zamieni si¢ y4— 1— 0. Wiec ed4~ t; t=1.
Lecz w4 — 1 =3 (; 1 —<1) (y? + 1) ; bedzie wigec
{y2— (/a+1) = 0. Uczyniwszy naprzéd y3— 1

=0,
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0, bedzie y*= i, a tern Baniem y=s s; ta
jegty = + i, y — — i- Uczyniwszy potem i/2-r i—o,
bedue y2— — i ; a tein samem u~ j-V — i; to
iest: y—avV—1, y——V —i. Mamy za-

tem w przypadku tym cztery pierwia tki;

Z tych czterech waznosci dwie tylko sg rze-
czywiste , drucie dwie sg bezistotne , ale kazda
z nich podniesiona do potegi czwartey dale na
wypadek i

Widzimy tu, ze iednos¢ ma tyle pierwiast-
kéw miedzy sobg rownych, ile wyktadnik dane-
go roéwnania ma iednosci. Uczac sie wyzszey
Algiebry przekonamy sie , ze w kazdem roéwna-
niu iakiegokolwiek stopnia niewiadoma ' zawsze
ma tyle wazno$ci, ile ma iednoSci naywyzszy wy-
ktadnik niewiadéme'y w dane'm réwnaniu znay-
duigcey sie ; a lubo naycze$ciey nie wszystkie
znalezione waznosci czynig zadosy¢ danemu za-
gadnieniu , zawsze iednak poddane dziataniom
wskazanym w rownaniu z danego zagadnienia wy*
prowadzonem , wszystkie temu réwnaniu czynig
zadosy¢
V- O réwnaniach stopni wyzyzych , ktore moeg

by¢ rozwigzane na wzér rownan stopnia dru-

1w .| . . S

50. lekro¢ ro6 wnanie dane jakiegokolwiek
Stopnia ma tylko dwie odmienne potegi ilosSci
niewiadoiney, a wyktadnik iedney, dwa razy iest
wiekszy od wyktadnika drugiey ; réwnanie ta-
kowe moze by¢ zawsze rozwigzane sposobem ta-
kim iakim sie rozwigzujg réwnania stopnia dru-
giego. i tak weZmy rownanie ogoélne

X Hrl4-pxm*=g,
W ktorem p i q sg ilosci wiadome, a ieden wy-
ktadnik niewiadomey 2m iest dwa razy wiekszy
od wyktadnika drugiego w, Abysmy rownanie
to rozwigzali uczynmy %n=u: podnio6stszy o*
|»ie strony do kwadratu bedzie x2W= U2 W r6-
wnaniu danem zamiast X m, XM potozywszy UuUm
i Ut bedzie, ul+ pus=q. Popeilniwszy kwa*<
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dratu i wyciagnagwszy pierwiastek kwadratowy™
bidzie

u= xw= — | p+VH4-%mna
Dwie waznos$ci tego wyrazenia oznhaczywszy
przez a i a' b_$dzie Xxm—a xw=fl": skad wy-
fj m

padnie x = a, X = al-

Jezeli wyktadnik m ie6t parzysty , .zamiast
dwéch waznosci bytoby ich cztery: gdyz™w tym
przypadku przed obiema znalezionemi waznoscia-
mi daé¢ nalezy %odwoyny znarlﬁ + (187), i wye&<<
dtoby X ~+tvra,x = = a';toiest:X=Vra

m m mn.. ,
X + X = — ;iczte-
ry te waznosci bytyby rzeczywiste , gdyby ilo«
$ci ni a byty dodayne.

Chcac wszystkie waznosci X zamkngé W
iedney formule , trzeba w réwnaniu xm =

— | p = Vg+ 1 pawyciagna¢ z obu stron pier*
wiastek potegi m; tym sposobem bedzie

Nastepuigce zagadnienia nalezg do réwnan ti*

go rodzaiu: i .
251. Zagadnienie I. LicZd® 6 rozlozyi na dnwa

czynniki takie, azeby summa Ich szelcianbw @y~

mia 3s . .
Oznaczywszy przez X ieden z dwdch czynni*

kéw szukanych , drugi bedzie — . SzeScian pier*
X

wszego iest X3, szeScian drugiego iest £ ale
summa tych szescianéw pow.nn* by¢ 35, bedzie
wiec X3et ])_;L?)- = 35. Znios szy mianownik wypa-
dnie X6 4216 = 35x3; wiec X6 — 35** = — 216.

Uczyniwszy x3= U, * t*m samem x4= u3
ro*
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réwnanie ostatnie zamieni sig w nastepuigcy i
m2« 5%U— — 216. "

Dopetniwszy kwadratu i obywszy zwyczay-
nie w tym przypadku d/i.ttanija, znaydzielny

I~ A

Podtug' pierwsze'y waznosci wypada drugi
czynnik | — 2, podtug drugiey waznos$ci drugi
czynnik iest$~3. A zatem, podiug pierwszego
rozwiazania szukane czynniki liczby 6 sg 3i 2,
podtug drugiegc) Czynniki te sg 2i 3 Il)wa te
wigc rozwigzanil ro6znig sig tytko od siebie
porzadkiem znalezionych czynnikéw liczby b.

262 Rownanie, za pomoca ktérego rozwigza-
liSmy to zagadnienie’, iest stopnia szofrtrgcu po-
dtug powyzszey zatem uwagi (-A\) mewiado6nil”
x powinna mieé¢ sze$¢ waznosci. Abysmy te szesé
waznosci wyprowadzili , Wezmy dwa wyzey o-
trzymane rownania stopnia trzeciego X3 = 27,
X3—8, z ktorych wypada **— 3, X = 2

Dwie te znalezione waznos$ci rozmnozywszy
przez trzy pierwiastki liczby 1 w stopniu trze-
cim , ktére sa

Z ktérycli dwie tylko sg rzeczywiste . ipne bez*
tstotue f czynig iednak zadosy¢ warunkom zaga-
/ l " . . dnie* y
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dnienia; iak sie o Km tatwo przekona¢ mozna
przez probe. -

257. Zagadnienie 2. #l*gc wiadomg wstaw$
i dostane tuku at znalez¢ wstawe iuku dwa razy
mnie yszego

Podtug twierdzenia fundamentalnego Trygo-
nometryi prostekrésiney iest

Niech bedzie X ~ wstza? a tem samem
X2=. wstAa : réwnanie wiec ostatnie zamieni sie
W nastepuiace :

Dopetniwszy kwadratu i wzigwszy pierwia-
stek kwadratowy z obu stron, bedzie

llos¢ bedaca pod znakiem pierwiastkowym
roztozywszy na czynniki , bedzie

Aze R2— wst*2a = cost22a ; wiec

Uczyfimy ia= a'; a tem samem «=*=*a': r0O-
wnanie wiec osfatnie zamieni sie w nastepuiace:

llo$¢ bedaca pod znakiem pierwiastkowym
rozmnozywszy i podzieliwszy przez 4, bedzie
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V1. Zagadnienia niewyznaczone stopnia pieruts&t*
go i drugiego.

254. Rozwigzuigc zagadnienia z dwiema lub
wiecey niewiadomemi, widzieliSmy, ze liczba ro»
wnan , ktore zawsze z warunkéw zagadnienia
wyptywaia , byta w kazdem zagadnieniu roéwna
liczbie niewiadomych do niego wchodzgcych.
Zagadnienie, do ktérego wchodza dwie np nie-
wiadome , a z ktérego warunkéw nie mozna o-
trzymac wigce'y rownan iak tylko iedno, inaczey
rozwigzane by¢ nie moze, tylko naznaczajac dla
iedne'y nieWiadomey wazno$¢ dowolng Wezmy
np. zagadnienie: znalez¢ rtwie li zby iamehohi
ktérychby summa czynita 101, oznaczywszy dwie
szukane liczby przez X, y bedzie X+y —10, a
tern samem x ~ |o —+Yy. Rzeczag iest przez si§
widoczng , ze nie mozna z réwnania tego otrzy-
mac¢ waznosci dla X, tylko naznaczaigc w. znosé
iakgkolwiek dla y: a ze tg ostatnia wazno$¢ od
woli naszey zalezacg mozna nieskonczenie odmie-
nia¢, czynigc ig dodayng lub odiemng , catkowi-
tg lub utomkowg, wiec w takowym przypadki*
liczba rozwigzan musi by¢ nieskoriczona i niepo-
dobna wyznaczyé, liczb , iakie miai w mysli tenj,
ktéry to zagadnienie utozyt. To samo ma miey-
sce we wszystkich zagadnieniach , w ktdrych
wieksza iest liczba niewiadomych niz warunkow
czyli rownan Dla tego zagadnienia takowe na-
fcw.ane niewyznaczone , v oh.emata indrtermin ita.

2££ Sag i takie zagadnienia , z ktérych tyle
otrzymac¢ mozna réwnan , ile w nich iest niewia-
domych , a krore iednak sa niewyznaczone Po-
chodzi to stad, ia lubo na pozér liczba, warun-
kéw wystowionych, zdaie sie by¢ réwna liczbie
niewiadomych; mmeysza ic*t iednak w istocie Z

1 przy*
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przyczyny yyzaiemney warunku iednego od dru-
giego zaleznosci , przez co niektére warunki zda-
iace sie by¢ réznemi od innych sg rzeczywiscie-
tez same, iak sie to okazuie w nastepuiacych
dwdch rownaniach : ‘

rozmnozywszy pierwsze réwnanie przez 2, dru-
gie przez 5, tak piehwsze iak drugie zamieni
sie w nastepuigce: <X +-1zy= bo. Pochodzi to
*tad, ze kazda z trzech liczh wiadomych do ré6-
wnania drugiego wchodzgacych, réwna sie dwom
trzecim czesciom liczby sobie odpowiadaigcey w
rownaniu pierwszem ; a kiedy np. 5 korce zyta
i 6 korcy pszenicy kosztuig talarow 30, tern sa-
mem dwie trzecie czesci trzech korcy zyta i dwie
trzecie czesci szesSciu korcy pszenicy powinny
kosztowaé dwie trzecie czesci trzydziestu talaréw.
Warunek zatem drugi , z ktérego powstato dru-
gie rownanie, iest wtasciwie mdéwigc warunkiem
pierwszym ; a tem samem zagadnienie to maiace
dwie niewiadome, a ieden tylko warunek, i
przypuszczaigce iedno tylko réwnanie, iest nie-
wyznaczone. Toi moéwi¢ o nastepuigcych trzecia
réwnaniach z

w ktéorych réwnanie trzecie powstato z dodania
wyrazéw réwnania drugiego przez 2 podzielone-
go do odpowiadcigcych wyrazéw w réwnaniu
pierwszem przez 2 rozmnozonem: trzecie wiec
rownanie bedace wypadkiem dwdch pierwszych,
nie wyraza zadnego nowego warunku, i zaga-
dnienie, z ktorego réwnania te powstaty, ma
dwa tylko oddzielne warunki w dwéch pier-
wszych rownaniach wyrazone, aze ma trzy nie-
wiadome , wiec iest niewyznaczone, iak sie o
tem przez probe tatwo przekonaé mozna

WeZzmy ieszcze dwa nhastepujace zagadnienia.*

X Zna-
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Znalez¢ liczbe , ktéraby sama przez siebie podzitt
tona dala na iloraz i*.

Znalez¢ liczbe, ktéra rozmnozywszy przez 2,
i iloczyn ten zmmeyszyruszy iednoscia, reszte roz-
mnozywszy przez' 2, i ten drugi iloczyn zninieyz
szywszy dwiema iednosciami, a te drugg reszte po-
dzielili'szy przez 4 , iloraz bedzie iednoscia mniey-
szy od liczby szukaney.

Pierwsze z tych dwdch zagadnien widoczni© .
iest niewyznaczone : kazda albowiem liczba sama
przez siebie podzielona daie na iloraz 1 Kdéwna-

nie tez — — 1, ktére z tego zagadnienia wy-'
X

pada, poddane dziataniom zwyc¢zaynym, 'zanriie-

nia sie na x = x, X—x= o0, x(i-~)= 0"
* *

W zagadnieniu drugie'm lubo z samego wy-
stowienia warunkoéw nie tak tatwo dostrzedz mo-
zna, ze. kazda liczba moze by¢ wzieta za szuka-
ng : utozywszy iednak zagadnienie tow réwnani*

1 rownanie to sposobem

zwyczaynym rozwigzawszy, otrzymamy na wy*
padek X — ~a tern samem zagadnienie to réwni*
iak poprzedzaigce, przyymuie nieskonczong li-
czbe rozwigzan, i /wszelka liczba catkowita lub
utomkowa , dodayna lub odiemna spétmierna
lub niespoétinierna , a nawet bezistotna czyni za-
dosy¢ warunkom zagadnienia.

256. Nie wszystkie iednak zagadnienia nie-
wyznaczone przyymuia nieskonczong liczbe roz-
wigzan. Czestokro¢ sama natura zagadnienia,
albo iego warunki nie przypu6zczaig waznosci u*
tomkowych i odiemnycdi, a przynaymniey nie-
spétmiernych. 1 tak gdyby w zagadnieniu nie-
wyznaczohem szto o wynalezienie liczby oséb
lub bydlat i t. p. zagadnienie takie nie przypu-

szcza-
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szczaloby rozwigzan utomkowych. Podobniez
gdyby by'o zagadnienie: znalez¢ dwie liczby cat-
kowite dodane, ktéorychby summa czyn ig 10; W
réwnaniu X — 10— U, gdyby tylko liczba y mia-
ta by¢ catkowita dodayna, zamiast U mogliby-
smy wzigé wszelkie liczby catkowite i dodayne
iakie tylko by¢ moga poczawszy od i, ale ze
podiug warunkéw zagadnienia liczba takze X ma
by¢ catkowitg dodayng, wypada stad, ze liczba
Yy nie moze by¢ wieksza nad 10; gdyz inacze'y
liczba X stataby sie odiemng , a nawet Yy nie mo-
ze by¢ réwne io: gdyz w tym przypadku nie
dwie, iak wymaga zagadnienie, ale iedna tylko
liczba bytaby znaleziona , a druga réwnataby sie
o A zatem nastepuigce tylko rozwigzania mogg
mie¢ mieysce:

Aze cztery ostatnie sg te same co cztery
pierwsze, zagadnienie wiec to nie przyymuie
wiecey rozwigzan iak tylko piec.

257- Rozwigzanie Zagadnienia ostatniego nie
podpada zadney trudnosci. Z rdOwng 'tatwoscig
rozwigza¢ mozna wszelkie inne zagadnienie nie*
wyznaczone tak nieskonczonag iak skonhczong li-
czbe rozwigzahn przyymuigce , itzeli w réwnaniu
do ktorego zagadnienie to prowadzi , albo obie-
gwie niewiadome , iak w poprzedzatacym , albo
iedna przynaymniey ma za spoétczynnik iednos¢.
Niech bedzie np zagadnienie: znaUz¢ dwie liczby
catkowite i dodayne z ktorychby iedna zmnieyszona
drugg trzy razy wzietg czynita u. Oznaczy-
wszy pie'rwszg niewiadomg przez X, drugg prze*
y } bedzie X — 3= u; wigec X = 11 1+ w
réwnaniu tern potozywszy zamiast y iakgkolwiek
liczbe byleby catkowitg i dodayng , zawsze wa-
,znoi¢ dla X wypadnie catkowita i dodayna, a
bim samem liczba rozwigzan. ktére zagadnienia
40 przyymuie bedzie nieskonczona.

X a Wczy-
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uczyniwszy

Znaydziemy

Podobniez w zagadnieniu: znalezé dwie %
czby , z ktorych, iedna doaana do dru?7y trzy ra-
zy v>Z'eteu czyni 11  Oznaczywszy pierwszg nie-
wiadomag przez X ,druga przezy, bedzie x+3y=ii,
wiec t— 11 3y.

Z réwnania tego okazuie sie, Ze dla Yy nie
mozna naznaczy¢ wigkszey waznosci iak 3: gdyz
uczyniwszy nv. y —K bedzie X =? 11 «— 12t=—i ;
co sie sprzeciwia warunkom zagadnienia, Dla
tevze przyczyny waznos$¢ dla VvV nie moze byéd
mnievs”.a nad 1: gdyz inaczey liczba v -bytaby
albo utomkiem, albo o, a?bo iloscig odiemna;rco
*ie takze sprzeciwia warunkom, podiug ktérych
dwie znalezione liczby powinny by¢ catkowite i
dodayne; kiedy wiec wazno$¢ dla Yy nie moze
by¢ ani wieksza od 3, ani mnieysza od 1, a wa-
znosci utomkowe w te'm zagadnieniu mieysca
nie maig, wypada stad, ze dla y mozna dactrzy
tylko nastepujace waznosci: y= 1, y—2, y~5.

Jezeli V= »>2>3 >bedzie X= $, 5, 2.

€0 sie tycze innych zagadnien niewyznaczo-
nych prowadzgcych do rownanh, w ktdrych spot-
czynniki obu niewiadomych sa rézne od 1, roz-
wigzywanie takowych zagadnien zalezy nate'm,
azeby réwnania z nich otrzymane przerobi¢ na
inne , w ktérvchby iedna z niewiadomych miala
za spoétczynnik 1. Sposéb, poditug ktdérego od-
bywa sie to dziatanie, wytozymy w nastgpuia-
cych zagadnieniach.

258. Zagadnienie 1. Pewna lirzba kobiet %
meiszezyzn ztozyta iie na piknik, n\ezszrzyzni za*
EchiIi po 2' zt kobiety po ziotych 16, skladka
obiet iest wieksza iednym ztotym od skiadki v,ei-
szrzyzn. llez do sktadki nalezato kobiet ile mez-
szLZKzn ?

Oznaczywszy liczbe Jobiet przefc X, liczby
nagiszczyzn przez Yy, bedzie stosownie do warun?»

kow
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Z dwéch ostatnich réwnan okazuie sie, ze
dla ir nie mozna mnifeyszey waznosci naznaczyé,

iak o0: gdyz uczyniwszy np. i = e« |, bedzie
X——2y+ii=—i4;co by¢ nie moze. L.oz
potozywszy zamiast r inng iak)kolwitk liczby
wiekszg od— i, byleby liczba ta byta catkowi-

ta, waznosci dla niewiadomych x, y wypadn%
Za-
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zawsze calkowite i dodayne. A zate'm zagadnie-
nie to przyymuie nieskonczong liczbe rozwigzan*
Czyniagc np.

g pierwszego rozwigzania gKtauKa Ko-
biet. wynosi u. Ib = 176 i t. d. skfadka m z-
izczyzn 7 175 z+. it d.

279, Zagadnienie 2. Gospodarz wydatl sum-
we A tut utiupun e wotéw | Kni, waiy phacit
po 21, korne po 3i tdkiow, ilez kupit wetito Ukt
kun’ /

Odznaczywszy przez %liczbe kupionych wo-
téw, przez y liczbe- kupionycli. koni , bedzie

Daymy, ze N~ — 1770 talaréw; ostatnie zatem
dwa rownania zamienig sie w nastepuigce :
Yy =. 2it — 3540, x = 53io— 3U-
Z ostatniego réwnania okazuie sie, ie nowin*
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#®— 22, co byé niemoce. Z rdéwnania zas przed-
ostatniego okazuie sie, ze powinno byé 2if> 3o,

czyli f> —21 , czyli i> 168 : iakoz uozyniwszy

i= i68, wypadnie y= 3528— 0540= + 12, co
by¢ nie moze. Kiedy wiec t powinno mie¢ wa-
znos$¢ wiekszg od 168 mnieysza od 172, a wa-
znosci ulomkowe w zagadnieniu ninieyszem miey-
sca mie¢ nie moga, nie mozna zatem dla t na-
znaczy¢ , wiece'y waznosci, iak tylko trzy na-
stgpuigce: 169, 170 i 171 : a tem samem zaga-
dnienie to wiece'y rozwigzan przyigdé nie moze,
iak tylko trzy.

Uczyniwszy + = i6qg, 170, 171» znaydziemY
. —— ¥
Podtug pierwszego rozwigzania summa wyda-
na za woty 21. 71 =i4gi , summa wydana za ko-

nie 3i. 9=279. Dwie te summy czynig razem
1770 i t. d*

260. Zastanowiwszy sie z uwaga nad temi
dwoma zagadnieniami, z ktérych pierwsze przyy-
muie liczbe rozwigzan nieskonczong, drugie o*
graniczong , wyprowadzimy nastepuigce postrze-
zenia :

10d. W zagadnieniu pie'rwszem zamiast liczb
wiadomych do niego wchodzacych, ktére sg: 16,
2% i 1, potozywszy gloski a, b, ¢, rownanie

-25y —\, zamieni sie na ax — fey=«=c. Wszy-
stkie tego gatunku zagadnienia przypuszczaiaco
nieograniczong liczbe rozwigzan prowadzg do ré-
wnania takiego, iakie iest powyzsze, w ktédrem
dwie niewiadome ilosci sktadaigce pie'rwszg stro-
ne sg potgczone z sobg znakiem —* gdy tym cza-
sem zagadnienie drugie, i wszystkie 'inne tegoz
gatunku , ktére przyymuiag liczbe rozwigzan o-
gratiiczong , prowadza do réwnania nastepuigce-
go ksztattu : — €. Co sie tycze trzeciey
ilosci € wiadome'y do zagadnienia wchodzgacey,

ta
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ta czasem iest dodayna, iak w dwoch zagadnie-
niach poprzedzajgcych ; czasem odiemna, a cza-
sem rowna o, idk sie okaze w innych zagadnie-
niach. Uwaga ta postuzy do poznania z samego
weyrzenia na rownanie, czy zagadnienie, z kté-
rego to réwnanie wzieto poczatek , przypuszcza
liczbe rozwigzan ograniczong, czyli tez nieskon-
czona.

261. 2”&, W réwnaniach i6x— 2517= 1, 2iX
+ 611/ = 1770, za pomocg ktdrych rozwigzaliSmy
dwa poprzedzajgce zagadnienia, spoétczynniki nie- '
wiadomych tak w iednem iak w dragiem réwna*
niu sg liczbami miedzy sobg pierwszemu Waru-
nek ten iest istotny w zagadnieniach tego rodza-
iu; i ieieli w rownaniu tiK by = c, liczby aih
iilie sa miedzy soba pierwsze, rownanie to bedzie
do rozwigzania niepodobne, chybaby trzecia tak-
ie liczba wiadoma C miata ten sam dzielnik , kto-
ry iest spolnym dzielnikiem dla a i . Jakoz
gd~by np. byto a= km, b= kn, réwnanie po-
wyzsze zamienitoby sie na kmx + kny = ¢, wiec

c
fnxtny ——>a tem samem bytoby rzecza niepo-

dobna, aby liczby x, y byty catkowite, gdyby
t nie byto podzielne przez K, iak tego dos$wiad-
czy¢ mozna na réwnaniach szczegélnych 9*— isy
= 2 i 9x — 151/— 6. Uwaga ta przydatna bedzie
dla tych , ktérzyby sami chcieli uktadaé tego
rodzaiu zagadnienia.

262. 3cie. Przypatrujac sie waznosciom dla
X iy w poprzedzajgcych dwoéch zagadnieniach
znalezionym, postrzezemy, ze waznosci te skia*,
daig dwa postepy arytmetyczne. W postepie o-
beymuigcym waznosci dla X w zagadnieniu pier-
wszem (278) stosunkiem iest liczba 25 bedgca 6po6t-
czynmikiem niewiadomey y w rownaniu i6x— 2517
= 1. W postepie obeymuigcym waznosci dla y
stosunkiem iest liczba 16 bedaca spotczynnikieU*
mewiadomey X w termie rownaniu. TQZ mowié

0 za-
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msagadnieniu drugiem (259) , z tg tylko rozni-
ca, ze z dwoch postepow obeymuigcych ograni-
czong liczbe waznosci dla % i dlay w zagadnie-
niu drugiem, ieden iest rosngcy drugi maleigcy ;
gdy tym czasem w z gadnieniu pierwszem oba*
dwa postepy sktadajgce nieskonczonag liczbe tyck
ze waznosci sg rosngce , wiasnie tez tak by¢ po-
winno : bo gdy w zagadnieniu pierwszem sktad-
ka kobiet iest wieksza iednym ztotym od skiadki
mezszczyzn, rzeczg iest oczywistg, ze' im bedzie
wieksza liczba mezszczyzn , tern wiekszg by¢ po-
winna liczba kobiet do skitadki nalezgcych : prze-
ciwnie w zagadnieniu drugiein poniewaz za wo-
ty i konie zaptacono razem talarow 1770, im
wieksza zatehn bedzie liczba kupionych wotow*
tern mnieysza by¢ musi liczba kupionych koni,
i odwrotnie. Okolicznosci te we wszystkich za-
gadnieniach tego rodzaiu maig mieysce. Jakoz
daymy , ze w zagadnieniu niewyznaczonem zna-
leziona iest iedna wazno$¢ dla X i dlay, i ze iest
X —a, y= fi. Potozywszy waznos$ci te w réwna-
niu ax — by —c, bedzie eta—bp= ¢ Roéwnanie
to odigwszy od poprzedzaiacego , zostanie ax— a*

Ze za$ liczby b i a sg miedzy sobg pie'rw«z«
(261) ; druga strona tego rownania nie moze by¢
liczba catkowitg, chyba w ten czas ty)Jko, kiedj

Yy * [Siest podzielne przez > Daymy, ze P

N p; aw tym przypadku rdéwnanie ostatnie za-
$nieni sie X — a—bp. Dla wyznaczenia zatem
niewiadomych x i u mamy dwa réwnania;

. t Czynig®© nastepnie p— i* 2, 3, 4 ---, rzZnay-»
dziemy
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dwa postepy takie, o lakach moéwiliSmy wyzey.

Odbywszy to samo dziata lie z réwnaniem
0x4-bu—c, przyymuigoem liczbe rozwigzan, o-
graruczong, znaydziemy

Z dwoch, tych postepow pierwszy iest male-
jacy. drugi rosngcy: a pie'rwszego stosunkiem
iest b, drugiego a

Uwaga ta postuzy do predszego wyrachowa-
nia innych waznosci dla X idla y, gdy sj po-
czatkowe znalezione.

260. 4te. Zastanowiwszy sie nad sposobem,
ktérym rozwigzaliSmy pie'rwsze zagadnienie (256),
postrzezemy, ze sposéb den zalezy na szukaniu
naywigkszego spoélnego dzielnika dwdch, liczb 2$
i id, ktore sg spoi¢zynnikami niewiadomych do
zagadnienia wchodzacych. Jakoz dzieli sig 1ud

liczba wieksza 25 przez mnieysza 10, i wypada
pierwsze réwnanie positkowe x =y + = cz.yli
X- yau.

2re. Dzieli sie liczba mnieysza 16 przez pier-
wszg reszte 9, i wypada drugie rownanie posit-

kowe y — uU4- ~—i; czyli y — u4-1.
. 9
3 cle. Dzieli sie pierwsza reszta 9 pr:
<Jrugg 7, i wypada trzecie réwnanie positkowe

4f* Dzieli sie druga reszta 7 przez trzecig 2,

i wypada czwarte rdéwnanie

5f*. Dzieli sie nakomec reszta trzecia przez
fzwarta, i wypada pigte rGwnanie ir:2r+r.
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"Widzimy tu , Zze trzecia wuczba w adoma do
(zagadnienia wchodzgaca , to iest i, tey tylko zmia-
nie, w tych dziataniach podpada, ze w pbsi ko*
Weni réwnaniu pierwszem trzfieiem i piatem ma
przed, scbg znak - , to -iest, taki, iaki sig przed
nig znayduie w réwnaniu poczgtkowym iox =
4- i ; w réwnaniu za$ posilkowem drngiein *i
czwartem ma przed sobg znak — , co wypada z
natury samego dziatania: liczba albowiem ta w

réwnaniach positkowych na przemiany raz sie do-
daie, drugi raz gig odeymuie p« obu stronach.
Jezeli wigec liczba réwnan tych iest nieparzysta,
iak w tym przyktadzie , w ostatniem réwnaniu
posilkowem liczba ta mie'¢ musi przed sobg smak
4-; gdyby za$ liczba tychze .réwnan byta parzy-
sta, iak bedzie w innych przyktadach t w <osta-
tniepi réwnaniu posilkowem liczba trzecia wiado-
ma do zagadnienia wchodzgaca miataby przect so-
bag znak — ; ale to w ton czas tylko, kiedy w po-
czatkowem roéwnaniu przed ta liczbg znayduiesig
znak -t-: gdyby albowiem réwnanie poczatkowe

miato ksztatt taki : rx = by — ¢, na ten cza;s Ii-
czba Cw réwnaniu pie‘rwszem, trzecie'll piatem
i t. d. miebby musiata przed sobg znak — ; w ré-
wnaniu zas drggieén , czwartein i t. d. znak 4%,

CO iest przez sie widoczna.

Te same uwagi stuza takze zagadmeniui dru*
giemu , ktére przypuszcza liczbe, rozwigzan o-
graniczong, z ta tylko réznicg , ze trzecia liczba
wiadoma oznaczona przez A zadriey zgota nie
podpada zmianie, i we wszystkich réwnaniach
positkowych zawsze ma przed sobg znak taki,
iaki mi w réwnaniu poczgtkowem.

Opuszczanie zatem w réwnaniach positko-
wych liczb > trzecia i, i tylko »a kftadac™ w ré-
W .aniu ostatniem , powyzsze dziatanie mozna be-
dzie od >y¢ podiug histepuiacego wzoru
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Doszedtszy, ze r=2r-t-i, tatwo bedzie zna?
lez¢ waznosci dla X iy Uwaga ta podaie pred-’
st,y sposéb rozwigzywania takowych zagadnien.
1 tak niech bedzie zagadnienie: Dowodzca twier-
dzy zapytany ; iak hczng ma zatoge, odpowie-
dziat : liczba pieszych cz'ery razy wzieta i powie-
kszona 5, réwna sie liczbie iezdnych wzieteif 7 ra-
zy. Oznaczywszy liczbe zoinierzy pieszyen przez
X , iezdnych przez Yy, bedzie roéwnanie 4x = ay
«—5, ktore rozwigzuigc podiug powyzszego wza-
ru, bedzie

"W ostatniem rownaniu positkowem przed li-
czbg 5 daliSmy znak taki, iaki sie znayduie przed
nig w réwnaniu poczatkowem: gdyz ostatnie ro-
wnanie positkowe iest trzecie. Doszediszy, ze
u —St'— 5, tatwo Znaydziemy, ze y = 4i— 5,
X ~ —e10 Z réwnan tych okazuie sig, ze
waymnieysza wazno$¢, ktorg dla t naznaczy¢ mo-
ina iest z;i t. d,

204. Dwa poprzedzajgce zagadnienia, ktére
przypuszczata nieskorhiczong liczbg rozwigzan mo-
zna ogolnie tak wystowié: znalezé dwie Liczby,
2 ktérych iedna wzieta razy a i powiekszona lub
zmnnyszona iloscig ¢ réwna fie diugiCy wzietey
mzj b. W reszcie jakiekolwiek bedzie wysto-
wienie zagadnienia tego gatunku, zawsze ie mo-
zna bedzie sprowadzi¢ do rownania 0Xx —by*cf
ktére sposobem podanym wyzey z tatwoscig roz-
wigzane by¢ moze. WezZmy np. zagadnienie:
Znauz¢ liczbe , ktéra podzielona przez 09 dnie re-
szty 16, podzielona za$ przez $6, daie reszty 27-

Niech X oznacza catkowity iloraz wypada-
igcv z podzielenia liczby szukaney przez 'OQy
catkowity iloraz wypadaigcy z podzielenia teyze

liczby jprzoz 56: liczbg wigc izukang oznaczy*
w8zy
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Wszy przez N, bedzie stosownie do warunkow
zagadnienia N = 3qv4->6 albo N—j6y4-27. A
zatem 39X 4- 16 — 5% 4~27 ; czyli 3gpc— 562/ 4-11.
liozwigzuiac réwnanie to podiug- podanego wy-
zey wzoru , otrzymamy pie¢ rdéwnanh positko-
wych., z ktérych ostatnie iest ri1*=2r4-11. Wa-
znos$¢ te pouczywszy w innych czterech réwna*
I niach positkowych, znaydziemy y = 3gr 4- 176,
X— <6r4- 23 Dwa te rdOwnania ostrzegajg , ze

nay mnieyszta waznos$¢, ktora dla r naznaczy¢ mo-
zna, iest~ 4 ; gdyz uczyniwszy r—— 5, bidzie
X — — 2804- 253 «*=— 27, co by¢ nie moze. Lecz
wszelka inna liczba catkowita, byleby wieksza
od — 5, zamiast r potozona, da dlaX i y wa-
znos¢ catko wita, dodayng, Uczyniwszy na. r*=— 4,
znaydziemy x = 29. Waznos$¢ tg potozywszy za-
miast X w rownaniu N — 3gx 4-16/ wypadnie
Nt= 1147, naymnieysza liczba szukana czynigca
zadosy¢ warunkom zagadnienia ; i t. d

265. Ten sam iest sposob postepowania, gdy
do zagadnienia wchodzg trzy niewiadome lub wie-
cey* 1 tak niech bedzie zagadnienie: znalez¢ li*
czbe, ktéra podzielona prztz li, dnie reszty 3*
podzielona przez 19» daie reszty $e podzielona
przez 29, daie reszty 10

Oznaczywszy przez N liczbe szukang, aprzez
X, Y 2, ilorazy catkowite wypadaigce z podzie*
tenia tey liczby przez 11, 19 i 29, bedzie

Pierwsze Ztych dwdch réwnan roanmigzanwszy
sposobem zwyczaynym znaydziemy X~ t9r4-t4.
A zatem 11X ~r 209* 4- 1*4. Waznos$¢ te potozy-
wszy w rownaniu drugiem zamiast iix, bedzie
292 4-7 = 209» 4-154 , czyli 292=. 20gr 4-147. R6-
wnanie to rozwigzuigc podiug podanego wyzey
Wzoru, wypadnie
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Z rownania tego okazuie sie, ze powinna
by¢ 606in)> 1534,8, czyli n)>25 Naymnieysza
zatem wazr.oée , ktérg dla n naznaczyé mozna,
jest 26; a w tym przypadku b.gdzie N= 4i28 ;
it d

26C Aby$my ten sam spos6b zastosowali do
zagadnien przypuszczaigeych liczbe rozwigzanh
ograniczong-, uwiza¢ nalezy , ze w réwnaniu
21x ~ 4— OWYy (0jTp), liczba wieksza Ol iest od-
iemna ; dzielgc zatem liczbe wiekszg przez niniey-
szg , ktéra iest dodAyna, tak iloraz iak pozostata
reszta bedg odiemrse, dzielac za$ liczbe mnievsz™
dodayng przez pie'rwszg reszte Kktéra iest odbm-
na, "iloraz bedzie odiemny, a pozostata reszta
druga dodayna; i t k daley Co sie tycze trze-
ci.-'y liczby wiadémey oznaczone'? przez A, ta ia-
koSmy iuz uwazali (263), nie podpada zadney
zminnie, i iakakolwiek bedzie liczba réwnan po-
sitkowych , zawsze w ostatni* m rownaniu ma przed
sobg znak +. Po te'y uwadze, przystapmy d#
dziatania.

Inne zagadnienia, 16d; Mdika data dwom sy-
nom 100 groszy do rozdania miedzy x>bogich : star-
szy dat kazdemu ubogiemu po 8 gr. i zositto mu
gr. 1, miodszy dni kazdemu po gr. 10, i zostato
mu takze gr. 7: ilez groszy dostat od matki syn

ttarszy , ile mtodszy ¢
Za-
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Zagadnienie to wystowione og6lnie'y zamieni
+ ie w nastepujace : liczbe 100 rozdzielic na dwie
czesci , z ktorych pierwsza podzielona przez 8, a
druga przez 10, daig reszty po 7; takiez sg dwie
czescl szukane ?

lloraz catkowity wypadajgcy z podzielenia
pie'rwszey liczby szukaney przez 8, oznaczywszy
przez ,X, a przez Y iloraz catkowity wypadaigcy
z podzielenia drugiey liczby szukane'y przez 10;
bedzie liczba pierwsza 8%i1+7, druga zoy-t-7j

tairi WA i n 1 1Am -« — 1nn s mnarid

2re. Liczbe 109 rozdzieli¢c na dwie czesci, z
ktérychby iedna byta podzielna przez 5, druga
przez 24

Oznaczywszy przez X i praez Y ilorazy wy-
padaigce z podzielenia dwéch szukanych liczb
przez < i przez 24, bedzie

Skad sie okazuie, ze powinno byc¢'E> 21*
t< 20. Jedna wiegc tylko wazno$¢ moze by¢ dla
i naznaczona, to iest t~ 22, i wypadnie y = i,
50717. Zagadnienie wiec to iako przyymui®rc®
iedno tylko rozwigzanie nalezy do wyznaczonych,
chociaz ma posta¢ zagadnienia nicwyznaczonego.

3cie?> Dtuznik winnym bedac 853 zt. chee dtug
ten zaptaci¢ piecio - ztotowkami i talarami szescio-
ztotowemi : ilez ma wyliczyé pierwszego i drugie-
fio gatunku pieniedzy na zaspokolenie tego dtugu $

©rzna-
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Oznaczywszy przez X i przez Yy liczbg szuks*
fig pigcio ztotéowek i talaréw, bedzie

A zatem
Skad sie okazuie.

ze powinno by¢ u <171, u> i42. Mozna* v/in&
dla U naznaczy¢ 28 waznoS$ci, ktdére sg :

x y *~ /N 78N

267. Pozostaty itszc”~e zagadnienia przyym
igce ograniczong liczbg rozwigzan z trzema Ilub
wigce'y niewiadomemi, iakie sg nastgpuiace :

Zlotnik ma trzy gatunki srebra: iedno czhtr-
nastey préby, drugie iedenastey, trzecie dziewig-
tey. Po iuz ma wzig¢ grzywien z kazdego ga-
tunku , aby otizymat mass{ wazacg 36 grzywien
dwunastey préby ?

Szukang liczbg grzywien srebra gatunku
pie'rwszego oznaczywszy przez X, drugiego przez
2/, trzeciego przez zZ, bedzie réwnanie pierwsze

Ze za$ w iedne'y grzywnie czyli w 16 lotach
srebra czternastey préby znayduie sig i4 totow
czystego srebra, a reszta miedzi; w liczbie zatem
grzywien X znaydowaé sig bedzie czystego sre-
bra to6tow i4x. Podobniez w liczbie grzywien Yy
drugiego gatunku znaydowaé¢ sig bedzie czy-
stego srebra t6tow ny , w liczbie grzywien Zz
trzeciego gatunku znaydowac sig bedzie czyste-
go srebra t6téw 92; a we 3« grzywnach dwuna-
©tgy proby znayduie sig czystego srebra 1t6tow
30.1z- 360. Bedzie wigc drugie rdwnanie

Pie'rwsze réwnanie rozmnozywszy przez g* *
i odigwszy od drugiego , bedzie
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Z<e zas podiug- réwnania pierwszego z = 30— X—%y ;
bgdzie wigc

Z rownan tych okazuie sig, ze u nie moze
mie'¢ waznos$ci ani mnieyszey od 36, ani wig-
kszey od 4o.

W ~7 w v

Zagadnienie wiec to, przypnszczaigC rozwig-
zanie pie'rwsze i ostatnie, do ktérych wchodza,
dwa tylko gatunki srebra przyymuié¢ pie¢ roz-
wigzahn. Podtug rozwigzania Np. drugiego wy-
pada *

co dowodzi, ze ta
mieszanina srebra iest dwunastey proby : gdyz
0 = 30 ; to iest na iedng grzywne wypada czy-
stego srebra totéw 12.

268, Tym samym sposobem rozwigzuig
wszystkie inne teggoptunkuzagadnienia, ktére kaz-
dy sam sobie ulHada¢ moze byleby zachowat
przestroge w nastgpuigce'y uwadze podana.

Wezmy dwa og6lne réwnania z trzema n’e-
wiadomemi

Daymy, ze z trzech liczb f, g, h, pierwsza
/ iest naywigksza ostatnia h iest naymnieysza.

sig
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Aze nadto hx 4hyi1+hz— hS,, a liczba h iest
mnieysza tak od/, iak od (¢ ; bedzie wiec
e+hy + hz <fx + vy-hhz) a tern samem powinno
byé_ha <"b, czyli ha.

Jezeli b nie iest mnieysze od fa, a wieksze
od ha, zagadnienie bedzie niepodobne do roz-
wigzania Dwie te ilosci fa i ha sg dwiema gra-
nicami, miedzy ktoremi ilo$¢ b powinna by¢ za-
warta, a procz tego ieszcze ilos¢ b me powinna
sie bardzo zbliza¢ 'do iedne'y lub drugie'y grani-
cy : gdyz w tym przypadku inne gtoski nie mo-
gtyby by¢ wyznaczone , okazmy to na przykta-
dzie. Dla 100 ubogich, dano 100 zi., rrezszczyzni
dostali po 3| zt , kobiety po B4zt., dzieci po §zt.
ilez bylo nuz zcr.yzn, kobiet i dzieci?

Zagadnienie to prowadzi do nastepuigcych

dwoch réwnan : »
Xty + z— 100; +\z= 100, w
ktorych 100-==/1. ioo= b,'sl —f,il = g,|l.—h.

Granice zatem dla b sg 100. 3] = 350, i 100. |—$o.
Aze b nie wychodzi za te granice, ani sie bar-
dzo do nich zbliza , zagadnienie to iest podobne
do rozwigzania. Lecz potozywszy zamiast b li-
czbe wychodzacg za iedne z dveéch granic, lub
do iedne'y z nich bardzo zblizong / zagadnienie
bedzie niepodobne do rozwiagzania.

Uczyniwszy np. b= s5i, bedzie dwa réwna-
nia

Znidstszy mianowniki w réwnaniu drugie'm,
a pierwsze rozmnozywszy przez 3 i ediawszy od
drugiego , zostanie i8x 4-Py= 6: co byC ine mo-
ze: gdyz liczby X, ¥ powinny by¢ catkowite.

269. Wezmy ieszcze zagadnienie tego gatu
ku ze czterema niewiadomemu  Gospodarz E-
trzebowat 100 rzemieslnikéw czworakiego gatunku,
i zapiacit im 100 cz. zt. rzemie$lnicy iednego ga-
tunku dostali po 10 cz. zt. drugiego po 5, trzecie-
go po 2, czwartego po £ cz. zt. IUZ byto rze-
miesinikow kazdego gatunku ?

Za*
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Zagadnienie to prowadzi do nastepuigcych
dwoch réwnan :

Drugie réwnanie rozmnozywszy przez 2 i
odigwszy od niego pie'rwsze, bedzie igu + gx
+ 3y — 100, wiec 3y = 700 — 950— 19U; a uczy-
niwszy 100— gx=c¢ wypadnie
3U=C— ioii. A z.stem

Mamv wiec

Zj rownan tycn oKazuie sie, ze powinno oyc
cpe-t- 5t < loo, ay K 4-igt™> 600 : gdyz inaczey
znalezione waznosci byl-yby odhmne Z resztg
mozna iakgkolwiek wazno$¢ naznaczy¢ dla X i
dla t, byleby ten warunek byt zachowany. U-
czyniwszy np» X =1, wypadnie
‘u=9i — 3" y=igt— 546 , z ktérych sie oka*
zuie , ze powinno byé t <13i, #>28 Kiedy
Wiec X — 1, dwie tylko waznosci dla f nazna-
czy¢é mozna, to iest: t= 30, i i= '29. Jezeli
t— 50, znaydziemy u= 1, y= 24, zs=74 Kie-
dy zas t= 29, wypadnie u= 4, j/le=j, 2= 90.

Czynigc potem. x= 2, 3,4 ,61it d. znay-
dziemy inne rozwigzania tym samym sposobem,
iakim znalezliSmy dwa pierwsze.

270. Naznaczenie waznosci dla X idlatW
poprzedzaigcem zagadnieniu zabiera niemato cza-
su. Zapobieze¢ temu mozna uzywaigc nastepuig-
cego sposobu:

Z otrzymanego wyzey rownania iqu < 9*

wypada
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Niech bedzie —----- l = t, a tern samcém
3
u* 3f-f-i. Waznos$¢ te potozywszy w roéwnaniu
poprzedzaigce'm, bgdzie y= 27— igf—e3x.
Rownanie to okazuie , ze powinno by¢
19i4+3X <27 : gdyz inaczey liczba Yy bytaby od-
iemna; z resztg dla f i dla X mozna daé¢ wazno-
$ci iakiekolwiek , byleby ten warunek byt dopet-
niony. Uczynmy wiec

byé nie moze. 9

A zate'm dla t nie mozna wi-gcej waznosci
naznaczy¢, tylko dwie, to iest: t= o, i t= 1i.
W pie'rwszyvn przypadku otrzymane réwnanie
y =27 — 3x ostrzega, ze X nie moze mie¢ wie-
kszej waznosci nad 9: gdyz inaczey liczha y by-
taby odiemna; w drugim przypadku otrzymane
rbwnanie Yy *=8— 3x ostrzega, ze X nie moze
mie¢ wiekszej waznosci nad 2. Przypuszczaigc
zate'm f— o, mozna bgdzie dla X naznaczy¢ 10
Waznosci zaczagwszy od o, az do 9 wigcznien
przypuszczaiac zas t=1 1, mozna bgdzie .dla X
naznaczy¢ trzy tylko waznosci, ktére sg: o, 1,
2 W pie'rwszym wigc przypadku zagadnienie
to mie¢ bgdzie 10 rozwigzan, w drugim 3. Ze
za$ w pierwszym przypadku u— 1 y —27 — 3x,
a w drugim U— 4, y=8 « 3x, waznoéci te po-
tozywszy w rownaniu Z— 100 — U— X = VY, znay-
dziemy w pierwszym przypadku z= 72 + 2x,
w drugim 2=88-+-23:.

Mamy zate'm nastgpuigce réwnania :
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A zatem lezeli t=0 , bgdzie

X— gy 7%, C
Jezeli za$ f= 1, bedzie

W szystkich zatem rozwigzan iest i5; a opu*
szczaigc te do ktorych wchodzi o, liczna rozwia-
zah bedzie 10.

Tego samego sposobu uz”™¢ wygodnie mozna
do ii nych zagadnien, osobliwie w ten czas, aie-
dy trzecia 'ilos¢ wiadoma do zagadnienia wcho-
dzaca iest liczbg wielkg , iak iestw zagadnieniach,
w artykule 2D9, 267, i t. p.

271. Wezmy leszcze dwa réwnania: 5x 4-5Y
4-72 = 560; gx 4—2,éy t-49z = 2920. Pierwsze z
nich rozmnozywszy przez 7, i odigwszy od nie-

go drugie, bedzie
12x4-ioy = 1000; czyli 6x 4-ty = 500.
Uczynmy x +y = i; bedzie wiec 6x4-5y ~ X
4-5f, albo 6x 4-5y = 6t— Yy-- Waznosci te poto-
zywszy zamiast 6x4-51/ w rownaniu poprzedza-
iacem , wypadnie

Waznosci znowu te polor 'wszy zamiast x i
Yy w pierwszem Nnp. r6wnaniu danetu , bedzie

Uczy-
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Uczyniwszy
Waznos¢ tg po’rozywlszy zamiast t w roéwnaniach
poprzedzajacych , znaydziemy

Rownania te ostrzegajg, ze S powinno by¢
mneysze od i4, a wieksze od 11;i t. d

Sg takze inne sposoby rozwigzywania tako
wych zagadnien W niektérych przypadkach dzia-
tania skraoiigce, ale sposob wytozo-ny wyzey
(203) tg ma zaletg, ze-stuzy do wszystkich przy-
padkéw bez wytaczenia.

272 Przytaczamy tu kilka zagadnien niewy-
znaczonych rdznego gatunkuj, ktére dla wprawy
rozwigzac¢ nalezy.

Gospodarz po ukonczonych zniwach zaptacit
zniwiarzom.i zniwiai kom 1000 z,. Zniwiarze do-
stali ps 19 zt. zniwiarki po zt i3: ilez byto zfni-
\viarzéw i zniwiarek ?

132. Oséb znayduigcych sie na iednem wido-
wisku zaptacity zt. 2G2 ; siedzgcy na mieysca pier-
wszem ptacili po 3 zt. i groszy 5, na drugiem por
2zt igr 5, na trzeciem po 1 zt. gr. 5: ilez by-
fo siedzacych na mieysca pierwszem , drugiem i
trzecjem *

Znalez¢ liczbe, ktéra podzielona przez 2> 3> 5*
daie reszty 1, 2,3 , albo podzielona przez o, 4*
5, daie reszty 2 A3, 4, albo podzielona przez 3,
4 ,5>7> reszty 2, 3, 4, 0 - a//po znalez¢ li-
czby zupetnie podzielne przez u i 32.

Maigc dany utomek |||’, fcfon/ 1 i przyblizo-
nym stosunkom S$rednicy “do okregu, znalez¢ uto-

mek drugi — fa&i, abu roznica miedzy temi du/o-

Y. . . .
wu utomkami do iednakowega mianownika sprowa-
dzonemi miata za licznik iednos$¢ ; t t
Wszystkie te zagadnienia- rozwigzuig sie spo-
sobami podanemi wyzey; ostatnie "prowadzi do
na-
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nastepuiacego réwnania — 4 —— : uto-

: , Y,  Ossy
mek bowiem szukany moze byc mnieyszy lub
wiekszy od danego Gdyby utomek dany byt
dziesietny, trzeba go pierwey obroci¢ na zwy-
czayny. Daymy ,'Ze liczbe 2,256 , ktora iestprzy-
blizonym pierwiastkiem kwadratowym liczby 5,
trzeba zamieni¢ na utomek zwyczayny przybliza-
igcy sie do tego pierwiastku kwadratawego. -Po-
niewaz 2,236 — 2 + + trzeba zatem
rozwigza¢ nastepuigce réwnanie:

278./ Péydzﬁ)y teraz do zagadnied niewyzna-
czonych stopnia drugiego. ISiech bedzie, zaga-
dnienie: Znalez¢ dwie liczby x i y, kto™ychby ilo-
czyn powiekszony ich summg czynitby. Zaga-
dnienie to prowadzi do nastgpuiacego rownania:

X + «n 7q, A zatem

Skad sie okazuie, ze x -t-i powinno by¢
dzielnikiem liczby bo. Dzielniki liczby 8o sg na,-
steuuiace;

Zagadnienie wiec to przypuszcza 4 tyfki
rozwigzania to iest:

Tym samym sposobem rozwigza¢ mozna na-
stgpuiace zagadnienia: i0d. Wyzn<*czyt iv liczbach
catkowitych boki prostokgta, ktoreyoby powierz-
chnia zamykata 4 razy wiecey stép kwadratowy hg
anizeli obwdd ma stép liniloiuych. Poniewaz po-
wierzchnia prostokgta znayduie si¢' mnozac iego
podstawe przez wysoko$é¢ , oznaczywtzy zatem
dwa te boki przez X iy, bedzie powierzchnia

~ Xy >
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— XY ; obwo6d — 2X <+ 2y . wypadnie wiec podiug
warunkéw zagadnienia Xy —8x + 8«, a tern sa-

—* 8X _ o 64 . : .
mem Yy — ---—--- = 0+ - . okad sig okazuie,
X—8 , X—-8

ze X —8 powinno by¢ dzielnikiem liczby 64.

2te. WyznaczKé w liczbach catkowitych rowno»
legtoscian pi oAokagtny z podstawg kwadratowa,
ktoregoby obieios¢ zawierata 5 razy wiecey stop
szesciennych , mz iego powierzchnia ma stop kwa-
dratou ych  Poniewaz abieto$¢ réwnolegtoscianu
znayduie sie mnozac iego wysokos$¢ przez pod-
stawe ; oznaczywszy zatem wysoko$¢ przez X,
bok podstawy przez Yy, bedzie obietps¢ — xy'lf
powierzchnia, dwéch podstaw — 2yX ; powierz-
chnia czterech $cian pobocznych — 4Xy i stoso-
wnie do warunkéw zagadnienia wypadnie,

»i/2— xoya+ 20Xy, wiec

X r—10 X —I0

3cie. Maigc dang w liczbie catkoiuitey ozna~
ezoney przez a krau edz szeScianu, wyznaczy¢ w li-
ezbach, catkowitych bok podstawy kwadratowey i
wysoko$¢ rdéwnolegtoscianu prostokatnego , ktore-
goby objetos¢ miata sie do obietoffi ‘szescianu, iak
pouierzchnia réwnolegtoscianu do powierzchni sze-
scianu. Oznaczywszy przez X wysoko$é , przezy
bok podstawy réwnolegtoscianu szukanego, b§-

ate'm samem

274. Wezmy ieszcze réwnanie

w ktérem obiedwie niewiadome podniesione sg
do drugiego stopnia ;|' nadawszy mu nastepuigcy
ksztatt;

omr y2
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i rozwigzawszy ie sposobem zwyczaynym, bi-
dzie

czyli

ilos¢ bedacg pod znakiem pierwiastkowym
rozwingwszy, i uporzgdkowawszy podiug'wy-
ktadnikéw gtoski X ; bidzie
P — 4«jf -p zcex — abfxiecxz— 4djx2; uczyni-
wszy zas

ta wezmie ksztatt nastepuiacy

(jdybysmy chcieli znalezc dU X i dlay wa-
znosci tylko spéimierne czyto catkowite, czyli
tez utomkowe , cata trudnos$¢ rozwigzania zaleza-
taby na znalezieniu takich waznosci dia X, kto-
reby'ilo§¢ m+ nx + pX2 czynity kwadratem zu-
peitnym, i kwadrat ten oznaczywszy przez tz

Rozwigzawszy roéwnanie
wypadnie

Uczyniwszy
dzie

Wy»
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Wypadek ten okazuie, ze chcac rozwigzaé
zagadnienie , trzeba wyznaczy¢ i w taki sposob,
azeby ilo$¢ v~atx -t-B, byta kwadratem: bo gdy-
by tym kwadratem byto u2, dwie niewiadome x
i y zalezatyby iedynie od na8tgpuigcych rownan,
stopnia pierws$zego :

W ktérych spétczynniki £,«,/, nip, tudziez
ilosci ti U sa spotmierne.

Wyznaczenie ilosci t podiug warunku wy-
ze'y podanego , czyli, co na iedno wychodzi

rozwigzanie réwnania Uu— \AAtz - B w licz-
bach spétmiernych, polgczone iest w og6lno-
§ci z wielg trudnosciami. Jeden z przypadkow
naytatwieyszych w ten czas ma ftiieysce , kiedy
A iest kwadratem ; oznaczywszy kwadrat ten
przez , bedzie

W zigwszy zamiast Yy liczbe spo6imierng, ilo-
§ci i i u beda spotmierne, rownie iak ilosci
Xi y.

Jezeli B iest kwadratem oznaczonym przez
rownanie dane rozwiezuie sie z takg samag ta-
twoscia, iak w przypadku poprzedzaigcym, zato-
zywszy u“ id-t-j3, bedzie

Nakoniec iezeli ilos¢ Aiz + B moze by¢
yoztozong na dwa czynniki spotmierne , np. ta-
kie
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275. Znalaztszy iedne waznoéé spotmiern” dlg

t, mozna z niey tatwo wyprowadzi¢' nieskonczo- ;
czong liczbe waznos$ci innycii, ktére czynig za-1
dosyé danemu réwnaniu iNia okazanie tego nieci*

bedzie a wazrops¢ dana dla t, a fi wazno$¢ dla U,

z tamtey wyplywaigca: bedzie wiec

Réwnanie to odigwszy od réwnania

Uczynmy

Waznos$¢ te potozywszy zamiast uaw rowna-
niu poprzedzaigcem. bedzie

)— u-
Formuta ta da liczby sp6tmierne dla i * gdy
sie wezma liczby sp6tmierne zamiast V.

276. Wyprowadzone dotad, formuty moga
by¢ z tatwoscig zastosowane do rozwigzania roz-
maitych zagadnien ; przestaniemy tu, tylao na

na-
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nastepuiacych : znalez¢ dmie libzby x iy takie,
azeby summa lub réznica ich kwadratow byta rd-
wna danemu kwadratowi /2. Réwnania maigce
by¢ rozwigzanemi , do ktérych zagadnienie to
prowadzi, sa:

Wyrazenia te zamkniete sg w drugim przy-
padku artykutu poprzedzaigcego. Uczynmy
y=zZVX-—@; bedzie zatem

Rozwingwszy dwa te réwnania, wypadnie

z pierwszego X = _2"UJ-, z drugiego
V24-i

Waznosei te potozywszy w rdéwnaniu powyz-
*zem Y= VX— B, znaydziemy

Naznaczaigc pote'm waznosci spotmierne dla
fi i dla v, otrzymamy waznos$ci spétmierne dla
xi diay. Wziagwszy np. 8= 5, dane rdéwnania
zamienig sie w nastepuigce:

w lwszem
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Skad sie okazuie, ze naymnieysza waznos¢,
ktéra dla v naznaczy¢é mozna, iest 2: gdyz uczy-
niwszy 0= 1: bytoby w pie'rwszym przypadku

y=1],w drugimy = —e Uczyniwszy
0

v= 2,3,4.... znaydziemy w lwszem ré-
whnaniu

w agiem za$ réwnaniu

W réwn”iiu drugiem nie mozna otrzyma¢
dla X i dla y waznos$ci catkowitych , kiedy sie
daie. na waznos$¢ dla v liczba catkowita. Lecz U-
czyniwszy u= 8§, znaydziemy X~ 12, y—i3.

Ptozwigzanie drugiego zagadnienia w licz-
bach catkowitych naytatwieysze iest w ten czas,
kiedy 42 iest liczbg nieparzysta: poniewaz bo-
wiem ro6znica miedzy' kwadratami dwaéch ilosci
aind1l iest 2ti+wl, dosy¢ bedzie wprowadzié
réwnanie 2a z ktorego Wypada

B2 1

2
padnie y~— xz— fi2 .

W przyktadzie danym , gdzie pz= 25, znay-
dziemy
V' 24
a=

— =12; atern samem x=i2, y= i3, iak

; a wzigwszy X~ a, y—a 1f wy-'

wyze'y*



588 Ro)z)dzia’rx Obtzernieyszy wyktad, rownan.

Poniewaz w troykacie prostokatnym kwadrat
k przeciwprostokatney rowny iest summie kwa-
dratow z dwoch bokéw katowi prostemu przyle-
gtych; m iac wiec dany w liczbie spdtmierney
ktérykolwiek bok takiego troykata , mozna be-'
dzie za pomoca powyzszych formut wyznaczyé
inne dwa boki w liczbach takze spo6lmiernych.
Aze wszelki troykat iest summa lub r6znica
dwoch  troykat.0w, prostokatnych utworzonych
przez prostopadta z wierzchotka iednego z katoéw
spuszczong do boku przeciwnego; maigc wice
danv w liczbie spotmierney bok iakiegokolwiek
troykata , mozna bedzie wyznaczy¢ w liczbach
takze spdlmiernych iego dwa inne boki, wyso-
kos¢ i powierzchnia.
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