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A L G I E B R A
, R O Z D Z I A Ł  I.

Wiadomołci poprzednicze.

i .  kazdem zagadnieniu arytmetycznemu, 
iak  to łatw o postrzedz m ożn a, muszą, b y ć  dwie 
przyn aym n iey liczb y  w iad om e, a trzecia n iew ia­
doma , którą znaleźć potrzeba. L iczba ta niew ia­
doma iest zawsze albo summą , albo różnicą , al­
bo ilo czyn em , albo ilorazem liczb w iadom ych 
do zagadnienia w chodzących  ; i kto ma, w p raw ę 
w  dodawanie , odeym owanie , mnożenie i dziele­
nie liczb całkow itych  i u łam kow ych , w szelkie 
zagadnienie arytm etyczne z łatwością- rozwiąże 
b y le b y  w przód u\yazy ł > któi-e^o z tych  czterech, 

i fundam entalnych działań ma u żyć  do w ynalezie­
nia liczb y  niewiadom ey. M ieliśm y iuż i takie za­
gadnienia , których  rozwiązanie zależy od k ilku  
razem działań arytm etycznych rozm aicie z sobą 
powiązanych^ Zagadnienia takowe zfdaią się czę­
stokroć na pierw sze w eyrzenie bardzo trudne 
zw łaszcza  ̂ g d y  są d łu g ie  i w  samem w ysło w ie­
niu zaw ikłane. L ecz trudność ta/zAiknie n atych ­
m ia s t, k ied y  przez ciąg porz'ądnych , iasnych i 
krótkich  rozum owań z  w arunków  zagadnienia w y- 
ciągnionych ; wskazaną będzie d ro g a , k tó rey  w  
rozwiązaniu trzym ać się należy. W eźm y na p rzy ­
kład  zagadnienie następuiące :

Dwon zasłużonym żołnierzom wyznaczono sum­
mę 974 zł. którą podzielić się maią , uf. ten sposób, 
nby starszy z  nich dostał 126 zł. więcey niż młod­
szy i ileż się każdemu dostanie ?

A  W

I JW • ' '
i
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www.rcin.org.pl



W  zagadnieniu te'm , iak w idzim y , dwie *a 
K czby niewiadome , które w yn aleźć trzeba : lc©z 
iedne z nich znalazłszy , z łatw ością doydziem y 
d ru giey. W iedząc np. ile się dostanie w  podziale 
żołnierzow i młodszemu , dodawszy* do działu ter 
go 120 zł. m ielibyśm y dział żołnierza -starszego 
D w a te działy  dodane do siebie pow in ny b y ć  
równe w yzn aczo n ej summie 974 zł. •

D zia ł zatem żołnierza m łodszego , w ięcey  
tenże sam d z ia ł, w ig e e y , 126 z łr  rów n y ie s t974 

i i ł .  czyli
D ział m łodszego żołnierza dwa razy  w zięty, 

w ięce'y 126 zł. rów iiy  iest 971 zł. A  zatem
D ział m łodszego żołnierza dwa razy  wzięty^ 

ró w n y  iest 974 z ł. m niey i2(j zł. czyli
D zia ł m łodszego żołnierza dwa razy  w zięty  

ró w n y  iest 848 zł. w ięc.
D ział m łodszego żołnierza raz w zięty  rów n y 

iest połow ie 848; czyli ,
D zia ł m łodszego żołnierza rów n y iest 424 z ł. 
M łodszy zatem dostanie . . . . .  424 .zł.
Starszy 424 więce'y 126 zł. czyli , 55o
Rozwiązanie to czyni zadysyć warunkom  za» ) 

gadnienia : g d y ż  starszy bierze 126 zł. więee'y 
niż m ło d szy , <a obadwa razem biorą w yznaczo­
ną summę 974 zł.

2. Rozumowanie za p om ocą, którego zaga* 
dnienie to rozwiązaliśm y , iest w praw dzie o czy­
wiste i dosyć łatw e ; częste iednak powtarzanie 
tych że sam ych w yrazów  , lakierni są równy iest> 
więcey etc. i razi ucho i przeszkadza u w a d ze : 
cob y  się ieszcze w idoezniey okazało , g d y b y  nam 

' p rzyszło  rozw iązyw ać iakie -zagadnienie dłuższe 
i trudnieysze. Jako w ięc c y try  na m ieysce w y j 
razów  liczebnych w prowadzone , znacznie uła- , 
tw iły  i skróciły  zw yczayne działania arytm ety­
czne ; tak też końcem ułatw ienia i skrócenia tiar 
dnieyszych i d łuższych  zagadn ień , starano sig 
w prow adzić w ięcey  leszcze znaków skróconych 
na m ieysce inny ch takie w yrazów  , które w  m -  

. . .  wią-

a R o z d z i a ł  Z.
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w iązyw aniu tych  zagadnień często powtarzać
trzeba.

I tak na oznaczenie dodawania u żyw a sit 
znak taki : 4- ; np. 42,4 4- *126, znaczy 424 w ię­
c e y  126.

Znak odeym owania iest t a k i : —7 ;  np. 974 
126, znączy 974 m niey 126.
Znak mnożenia iest taki : X p.np. ' 424 X 2, zna­

czy  4ż4 rozmnożone przez 2.
D zielenie oznacza się tak iak w  ułomkach, 

za pomocy liniyk-i poziom ey odtączaiące'y liozbę
8a8,

dzielną ©d dzielnika np. —  znaczy 848 podziej
2

lone przez 2.
N a oznaczenie, że dwie liczb y  lub  iakiekoł- 

"wiek ilości są sobie równe , u żyw a się znak ta­
k i  : a p ; np. 84- S'== n  ; znaczyt 8 w ięcey  3 ró­
wne 11.

N a oznaczenie , że iedna ilość w iększa iest 
od d r u g ie y , u żyw a się znak taki : > ;  np. 8 4- 
5 .>  9 , znaczy 8 w ięcey  3 większe są niż 9.

; N a oznaczenie, i e  iedna ilość m n iejsza  iest 
od d r u g ie y , u żyw a ten sam z n a k , lecz w  poło­

że n iu  odwrótnem  , np. 9 <  8 4- 3 , zn aczy  9 mniey - 
sze iest niż 8 w ięcey  3.1

ilośei n iew iadom e, któ rych  szukam y , ozna­
czaią się końcbw em i głoskam i abecadła z ,  y ,  x  

łi t. d . S-ą ieszcze inne znaki skrócone , które na 
swoiem  m ieysca w y ło ż y m y .

Chcąc zk pom ocą ty ch  skróconych znaków 
rozwiązać pow yższe zagadn ien ie, oznaczm y dział 

jmłodszeg© żołnierza przez x. Ponieważ starszy 
pow inien dostać 126 zł. w ięcey  niż m łodszy- 
kiedy w ięc dział m łodszego iest x ,  dział star- ' 
-tzego będzie x  4- 126. M o n y  zatem oznaczone 
oba dwa d z ia ły  , to iest:

dział ’ m łodszego —  x. 
dział starszego =  x  4~ i2<k

A  2 Sum-
<  / •  -  . * /

Wiadomości poprzedniczce 3
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4 R o z d z i a l i .
y _ \ ' ;  -  , v  •’ . ■■. • • v '

Summa tych  dwóch działów  tym  sposobem 
oznaczonych iest

x  4- x  -ł- 126 : czyli 2x 4- 128.
Aże p o d łu g  zagadnienia summa do podziału j 

W yznaczona iest 974 zł. ; bgdsie w ięc 
2X  4- 1 2 6 = 9 7 4 .

O d dwóch su mm rów nych  odiąw szy części 
równe reszty pozostaną równe. O deyrniym yż 128 
tak od 2 x 4 -1 2 6 , iako też od 9 7 1 ; zostanie 

2x 4- 126— 126=97-1*— 126;, czyli 
2x =  848.

D w ie siunmy równe podzieliw zsy przez ie* 
dngż liczb ę , w ypadną dwa ilorazy rów ne. Po­
dzielmy z tak 2x , iako też 848 pracz 2 , bgdzie

A że przez x  oznaczyliśm y dział żołnierza 
m ło d szego , m łodszy zatem dostanie 4a4 z ł. a- 
tem  samem starszy , którego dział oznaczyliśm y 
p rzez x  4- 12 6 , dostanie 424 4 -12 6  czyli b5o z ł.
1 t. d.

3. Porów naw szy z sobą dwa te Sposoby, któ­
ry c h  użyliśm y do rozwiązania danego zagadnie­
nia , postrzeżemy""tg tylko  m iędzy niemi różnicę, 
ze co w  pierw szym  w yraża  się przez słowa-, to 
vr drugim  w yrażaią skrócone znaki. P ierw szy  
sposób iest arytm etyczny : bo się nie rożpi od 
t y c h ,  których  używ am y w  A rytm etyce: dru gi 
Algiebraicm y. A lgiebrą bow iem  zow iem y umie* 
igtność podaiąćą sposoby rozw iązyw ania zaga 
dnien. z*  pom ocą skróconych zn ak ó w : p óźniey  
nabędziem y o n iey  dok ładniey sżngo w yobrażenia.

4 . Znalezione d zia ły  dw óch ż o łn ie rz y , to iest 
424 i boo w  ten czas tylko maią m iey lce  , k ied y  
summa dana do podzielenia iest 974 a różnica 
m ięd zy działam i 126 zt. Sposób zaś za pomocą, 
którego rozw iązaliśm y to zagadnienie iest zawsze 
ten sam iakakolw iek dana bedzie do podzielenia

Sjum-
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su m m a, i iakakolwiek m iędzy działami w yzna­
czona różnica. M ożnaby w ięc zamiast liczb 974 
i 126 użyć znaków ogólnych żadney ważności 
szczególney nie m aiących , iakiemi są np. g łoski 
abecadła , na m ieysce , k tórych  można będzie w  
każdym  przypadku szczególnym  położyć ważność 
dane'y sum my i dane'y m iędzy działami r ó ż n ic y ; 
przez coby się nie mało p ra cy  i czasu oszczędzi­
ło : bo raz tym sposobem rozwiązane zagadnie^ 
n ie , posłu ży  do prędkiego rozwiązania w szelkich 
in n ych  tego rodzaiu zagadnień. Zam ieńm y w ięc 
pow yższe zagadnienie w  następuiące :

Dwom zasłużonym żołnierzom wyznaczono sum- 
mę s. którą podzielić się maią iu ten sposób, aby 
starszy z nich dostał a  złotych więcey , niż młod­
szy : ileż się każdemu dostanie ? S 1

O znaczyw szy dział m łodszego przez x ,
D ział starszego będzie . . . . . . x  4- &
Summa obudwu działów  tym  sposobem ozna* 

ozonych będzie
 ̂ ? x  4- x  4- a ; czyli zx  4- a.

A że summa p o d łu g  zagadnienia iest s f bę­
dzie w ięc v

2x  4- a —  s.
, O diąw szy a tak od 2 x 4 -«  iako też od s, zo­

stanie

Wiadomości poprze dnicze. 5

W yrażenie to algiebraiczne w y s ło w iw s zy  
sposobem z w y c z a y n y m , otrzym am y następuiące 
Praw idło do w ynalezienia ważności działu m niey- 

od potowy summy daney do podzielenia, 
' Q(f-

I - ‘
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•ditęwszy połowię różnicy wyzntuzoniy między dziel« 
iam i, reszta bę-rlzie dziaiem żołnierza młodszego.

P raw idło  to zastosowawszy do danego zaga­
dnienia , w  którem  dana suniina do podzielenia 
iest . . , , ;  . . . J = 974.
różnica m iędzy działami . . . 0==126^
łatw o żnaydzieiW y, ze dział m łodszego żołnierza 
w yk o si zł. . • » • • . . 4s4.

Ten sam w yp adek otrzym alibyśm y kładąc w  
żrtalezionem w yrazeńiii algiebraicznehn dzi&łu te* 
£0 żołnieiza zamiast głosek, i  i a  liczb y  > k tó rych  
m ieysce głoski te zastgpuią. - T ym  sposobem t y *  
rażenie to żamieiii się w  następniące;

S R o z d z i a ł  t.

x =£ł 4a4. dział m łodszego żołnierza, któ­
r y ’ maiąc w ia d o m y , łatw o będzie w yrach ow ać 
dział żołnierza starszego , wiedząc iaka m iędzy 

{ temi działami zachodzi różnica.
G d yb y  b y ła  summa do podziału wyznaczo* 

na czy li s =  5oo , a a=£ 54 ; p o ło żyw szy  w ażności 
te zamiast g łosek  s , a w  powy ższem w yrażeniu  
algiebraiczhem  działu żołnierza m łodszego , w y ­
rażenie to zamieni się w  następuiąćei

5. O znaczyliśm y tu przez x  dział żołnierza 
m łodszego , skąd potem złatw ością doszliśmy dzia­
łu  żołnierza starszego. Lecz można otrzym ać teii 
sam w ypadek oznaczaiąc przez x  dział zołnierzą 
s ta rsze g o , z tą tylko różnicą , że ponieważ młod­
szy  ma dostać złotych  a mnie'y niż sta rszy ; k ie­
d y , w ięc dział starszego iest x ,  dział m łodszego 
będzie x-— a. M am y zatem oznaczone innym  spo- 

v sobem dwa szukam* d zia ły  to iest r 
dział starszego =  x  
dział m łodszego ‘h=jcJ—-a

SuanaA = ^ x + x —a czyli 
ax*—a,-

m  -  ’* «  W
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A le  podług zagadnienia summa =  s ,  będzie 
w ięc ' y . . ' 1 . •

2 x — n— s.
Do dwóch ilości rów n ych  dodaw szy tg samg 

d o ś ć , summy dwie , które stąd w ypadną będą 
j. równe. D odaym yż a tak do 2x*—a , iako tez do 

s będzie

Vriadomości poprzednicze. J

u **
To iest : chcąc otrzymać ważność działu żoł­

nierza starszego, trzeba do połowy summy daney do 
podzielenia, dodać połowę wyznaczoney między dzia­
łami różnicy.

Praw idło to zastósow aw szy do danego zaga- 
1 dnienia , albo też w  znaltzionem  w yrażeniu  al- 

giebraicznem  działu starszego ''żołnierza zamiast 
głosek s , a ,  p o ło żyw szy  liczb y  w  zagadnieniu 
tern naznaczone ; znaydziem y

x = 55o , od czego  odlaw szy naznaczoną m ię­
dzy dziąłaipi ró żn icę , to iest 126 , zł. zostanie 
42  ̂ dział żołnierza m łodszego.

6. W ażność tg działu żołnierza starszego,

to iest — _t- można także w yp row ad zić  z wa-
2 ,z

znosci działu  żołnierza m ło d szeg o , która iest

—  —  —  (4 ). Ponieważ bowiem  żołnierz starszy 
2 2

ma dostać złotych  a w ięcey  niż m ło d szy , doda­
w szy zatem a do ważności działu żołnierza m łod­
szego , będzie dział żołnierza starszego

www.rcin.org.pl



8 R o z d z i a l i .

W yrażenie to z n a c z y , że od s trzeba na­
przód odiąć a , a potem dodać 2a i podzielić 
p rzez 2. od s odlaw szy a a dodaw szy 2a , bę­
dzie s +  a. D zia ł zatem żołnierza starszego bę­
dzie s 4- a. D ział zatem żołnierza starszego będzie

a’ czy li ; k tó ry  maiąc w iadom y , ła
2 2 2

tw o będzie znaleźć dział żołnierza m łodszego.

dział m nieyszy =  —  —  —  ; iakakolw iek będzie 
2 2

dana do podzielenia sum m a, iakakolw iek m iędzy 
działam i naznaczona różnica ; zawsze łatwo b ę­
dzie w ynaleźć obadwa szukane d z ia ły , kładąc w 
dw óch znalezionych ważnościach * ogólnych  za­
miast s naznaczoną w  liczbach summę , zam iast , 
a naznaczona w  liczbach m iędzy działami rp- 
żnicę. . , y y ' . T y c •„

L ecz nie ty lko  ważności te ogólne dw óch 
szukanych działów  służą do prędkiego rozwiązać ¥ 
nia zagadnień, o podzieleniu daney summy pie- 
mgżne'y na dwie osoby podług w yzńaczoney mię­
dzy działami różnicy*; można ich  także w y g o ­
dnie u żyć do rozwiązania nieskończoney liczb y  
zagadnień innych  , na pozor zupełnie od poprze- 
dzaiacego różniących sie. I tak w eźm y zagadnie- 
nie nast^jmiące :

Oycjec i Syn maią razem'lat 5ĘL Oyciec od Sy­
na starszy iest 2½ laty : ileż ma lat Oyciec, a ile 
Syn ?

Zagadnienie to lnbo zćlaie się od poprzedza- 
iącego wcale odm ienne, w  istocie iednak iest 
zupełnie do niego p odobne: i fnożnaby ie bez 
naym nieyszego nadwerężenia dwóch liczb szukA- 
« ych  tak óditoiehić ; daną summę 5s zi. podzielić

na
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na dwie osoby iu ten sposób, ażeby starsza miała 
24 zł. więcey niż młodsza: ileż się kazdey dostanie ?

W iedząc zatem z poprzedzaiącego zagadnie­

nia , ze np. d z ia ł, w ięk szy  iest — 4— -w iedząc nad-
2 2

to z w arunków  drugiego zagadn ien ia, ze .1= 52, 
a— 24; łatwo będzie w y ra ch o w a ć, ze O yciec ma

lat — +  2- — 15:=38 i t. d.
, 2 2 2

To z m ówić o następuiących zagadnieniach :
- Dla dwóch oddziałów woyska dano 100,000 rfl- 

ćyy chleba; ieden oddział' ma dostać 27000 racyy 
więcey niż drugie ileż racyy dostanie się każdemu 
oddziałowi ?

Za parę koni dano 89 cz. zł. ieden z nich i 5 
cz. zł. więcey kosztuie niż drugi: iakaż iest cena 
każdego ?

i 344  kul drmatnych ułożone są we dwa stosy, 
w iednym iest kul 64  więcey niż w drugimi ileż kul 
znayduie się w każdym stosie l

Do ulania armaty ważącey funtów i^ 566| u- 
2 yto miedzi 10096 funtów więcey niż cyny-, iakaż 
ilość miedzi i cyny znayduie się w tey armacie ?

W iedney grzywnie czyli w 16 łotach srebra 
dwunastey próby iest czystego srebra 8 łotów wię­
cey niż miedzi: ileż w mieszaninie tey znayduie się 
łotów czystego srebra , ile miedzi i t. d.

W szystkie te zagadnienia różnią się tylko 
in ię d fy  sobą w ysłow ieniem  ; w  rzeczy  zaś sam ey 
Są sobie znifKftiie podobne i w  kazdem albowiem 
$ nich tak iak w  zagadnieniu pierwsze'm, dana iest 
summa do podzielenia na dwie części i dana r ó ­
żnica m iedzy temi częściami zachodząca i g d y b y ­
śm y w  kazdem z ty ch  zagadnień daną summę 
dw óch liczb szukanych oznaczyli przez s , a ró ­
żnicę przez a ,  i odbyli działanie iak w  zagadnie­
niu pierwszem  , zawsze w iększa z dw óch liczb

t k a n y c h  w yp a d łab y  — 4- — , m nieysza 4 - —  ~

8.

Wiadomaśc poprzednicze. %
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8. D w a te w yrażenia ogólne w ysło w iw szy  
ięzykiem  zw yczaynym  , w ypadnie następuiaće 
p raw id ło  dla wynalezienia dw óch liczb niew ia­
dom ych , których dana iest Summa i ró żn ica : 
liczba miększa równa się połowie summy, więcey po* 
łową różnicy • liczba mnieysza równa się połowie 
summy mniey połową różnicy. Praw idło  to postu* 
ż y  do prędkiego rozwiązania w szelkich zagadnień, 
W któ rych  rzecz idzie o w ynalezienie dwóch liczb 
n ie ró w n y ch , których  summa i różnica iest dana, 
I tak np. w  zagadnieniu ostatniem , w  ktorem  
summa dwóch liczb szukanych , to iest liczba 
łotów  czystego srebi-a i miedzi zray d u iący ch  
sig w  grzyw nie jre b r a  dw u nastej p r ó b y , iest 1¾ 
łotów^ , a ich różnica 8 łotów  ; będzie p odług  
praw id ła  pow yższego liczba w iększa to iest l i ­

czba łótów  czystego srebra — +  —  == 12 ', li-
2 2

ezba m nieysza , to iest liczba łotów  miedm

*® R o z d z i a l i ,

9. G d yb y  trzeba był® w yn aleźć trzy  liczb y  
n ieró w n e, których  summa iest dana, i dane są 
różnice m iędzy niemi zachodzące, sposób postg- ‘ 
pow ania w  szukaniu lic;zb niew iadom ych tem by 
się ty lko  od poprzcdzaiącego różnił , iż b y łb y  
cokolw iek dłuższy. Jakoż niech będzie zagadnie­
nie następuiace:

Trzem zasłużonym żołnierzom wyznaczony sum­
mę 284o zł. którą podzielić się maią ten sposóbt. 
aby naystarszy z nich. dostał 200 zł. więcey niż 
średni, ten zaś 120 zł. więcey jiiz naymłodszy ; ileż 
się każdemu dostanie ?

Zagadnienie to, lubo iest bardzie'y zaw ikłane 
niż poprzedzaiące , może b y ć  iednak z łatwością 
rozwiązane sposobem arytm etyczn ym , ieżeli sig 
dobrze nad iego warunkam i zastanowim y. Są tu 
w praw dzie trzy  liczb y  niewiadome ; lecz iednę z 
nich zn a la z łszy , doydziem y z łatw ością dwóćłp

’ * ; ‘ ‘ Ę ' *
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pozostałych. W iedząc np. ile się dostanie w  po­
dziale żołnierzow i . naym łodzem u , dodaw szy dó 
tego działu i 20 zł. rhiełibyśm y dział żołnierza śre­
dniego , albo też do działu żołnierza naym lodsze- 
go  dodawszy. 120 i 200 czyli 020, m ielibyśm y 
dział żołnierza nayśtarszegd. T rz y  te d zia ły  do­
dane dó siebie p o w in n y  uczynić w yznaczoną sum ­
mę 284o,zł. a zatem

D ział żołnierza naym łodszego /  W ięcey tenże 
sam dział pow iększony 120 z le te m i, w ięcey  tsiiże 
sam dział pow iększony 320 złotemi rów n y iest 
284o zł. czyli

D ział naym łodszego żołnierza trzy  razy  w zię­
t y ,  w ięcey  i 20 zł. więCe'y 320  ±L rów n y iest 2840 
zł. czyli

D ział naym łodszego żołnierza trz y  razy  w zię­
t y ,  w ięce'y 44o zł. ró w n y  iest 284o z ł.  a zate'm

D ział naym łodszego żołnierza trzy  ra zy  w zię­
ty  , ró w n y iest 284o zł. m niey 44o z ł. czyli

D ział naym łodszego żołnierza trzy  razy  w zię­
t y ,  ró w n y iest 24oo zł. w ięc dział naym łodszegą 
żołnierza raz w zię ty  rów n y iest trzecie'y części 
ś 4 oo zł.' czy li

D zia ł naym łodszego żołnierza ró w n y iest 800 zł.
ISaym łodszy zatem żołnierz dostanie 800 z ł-
Średni 800 w ię ce y  120 czyli . • • 9203
INaystarszy 920 w ięcey  200 czyli . 11*0.
Rozwiązanie to czyn i zadosyć warunkom  za­

gadnienia g d y ż  naystarszy. bierze 200 z ł . 'w ięcey  
niż średni ; ten zaś 120 zł. w ię ce y  niż n a jm ło d ­
s z y ; a w szy scy  trze'y biorą w yznaczoną summę 
284o zł.

10. Chcąć zagadnienie to rozwiązać za pomo­
cą sk łóco n ych  znaków  oznaczmy- dział żołnierza 
naym łodszego przez x. Ponieważ średni p o w i­
nien dostać 120 z ł. więce'y niż naym lodszy , k ie­
d y  w ięc dział naym łodszego iest x ,  dział średnie­
go* będzie x  +  120. Aże naystarszy; pow inien 
W2iąć 2©o z ł w ię ce y  njż średnią będzie w ięc dział

nay -

Wiadomości póprźedniczi. "ii
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jiaystarszego x  •+• 120 4- 200 czyli x  4 - 32». Ma* 
m y  zatem oznaczone w szystkie trzy  działy.

D zia ł naym łodszego =  x  , średniego =  x  4* 
120, naystarszego =  x 4 - 320.

Summa ty ch  trzech działów  tym  sposobem 
©znaczonych , iest x 4- x 4 - i 20 4- x 4- 3 2 0 ; czyli 
5x  4- 44o. A  ze podług zagadnienia summa do po* 
działu  w yznaczona iest 284o zł. bgdzie w ię c ,

5x  4- 44o=?284o.
O diąw szy 44o tak o d 3x - ł- 44o ,  iako tez od 

s 84o ,  zostanie

*2 R o z d z i a ł  ti

A że przez x  oznaczyliśm y dział naym łodszego 
żołnierza , naym łodszy zatem dostanie 800 zł. i t. <i.

11. A b yśm y otrzymali w yp a d ek  o g ó ln y, któ­
r y b y  s łu ż y ł do prędkiego rozwiązania wszelkich, 
tego rodzaiu zagadnień, iakakolw iek będzie nazna* 
czona summa i iakiekolw iek m iedzy trzema szu- 
kanemi liczbam i dane ró żn ice ; oznaczmy summę 
do podzielenia .daną przez s , różnicę m iędzy dzia­
łem  nayw iększym  i średnim przez a , różnicę mię­
d zy  działem średnim i naym nieyszym  przez b. Ó* 
znaczm y nadto dział naym nieyszy przez x  j dział 
zatem średni będzie x  +  i),a  n ayw iększy  x  4- b 4- a. 
Summa w szystkich  tych  trzech działów  tym  spo- 
iobęm  o zn aczo n ych , iest x + x  +  b -h x -h b -h a ;  
czyli 3x  +  %b+a. A  że summa p o d łu g  zagadnienia 
jest s będzie w ięc.

Odiąwszy 2b tak od 3t f - t i ako  tę£ od 
zostanie
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Wiadomohi poprzedniczc, *3

u  u

W yrażenie to algiebraiczne w y s ło w iw szy  spo­
sobem zw y c za y n y m , otrzym am y nastgpuiace pra­
w idło dla wynalezienia ważności .dziaiunaym iuey- 
szego : Od summy daney do podzielania oiuąc na­
przód różnicę piet wszą , potem różnicę dtugą dwA 
razy w ziętą , i resztę podzielić przez o•

Praw idło to zastosow aw szy do danego zaga­
dnienia, w  którein w yznaczona summa do podzie­
lenia iest j- = 284o , różnica pierw sza 0 = 2 0 0 , ró­
żnica druga 6 = 12 0 , a tein samem różnica ta dwa 
nazy w zigta 26=240; łatw o zn ayd ziem y, że dział 
unym łodszego żołniei-za w ynosi 800 zł.

Ten sam wypadek, otrzym alibyśm y kładąc w  
znalezionem w yrażeniu  ałgiebraicziieni działu  to­
go żołnierza, zamiast głosek s t a iz b  l ic z b y , któ. 
pych m ieysce g ło sk i te zastgpuią. T ym  sposo­
b em  w yrażenie to zam ieniłoby sig w  nastgpuiące;

G dybyśm y przez x, oznaczyli dział żołnierza 
średniego , ponieważ n a jsta rszy  ma z ł. a w igcey 
iuż średni , k ied y w igc dziat średniego iest x ,  
dz;ał naystarszego bgdzie x  4 - a ; aże nay m łqds*J‘ 
ma zk  b m niey niż śre d n i; bgdzie w igc aział n a j ­
m łodszego x~~b. 'Trzy zatem działy  s y : średni 
=  X , iui y vyigkszyJ=  x  4- a, naym nieyszy =  x -—b , a 
siyńma ich  iest x  +  x + a + x  — b , czyn  bx 4- a-—tu 

Aże p odług  zagadnienia sum m a *= s ; b id zie  
w igc
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D odaw szy 6 tak do 5 x<— b , iako tez do a§ 
bgdzie

o x— 6+6=r-— a+b ; czy li 5 x — S>— a+b. 
Podzieliw szy tak 3xr iako też s<— a+6 przez 3, 

w ypadnie

t i  R o z d z i a ł  l .

C-heąc otrzymać ważnołć działu żołnierza ire- 
dniego , trzeba od summy daney do podzielenia, od- 
iąć różnią  pierwszą, a do reszty dodać różnicę 
drugą i podzielić przez 3 .

P raw idło to zastosow awszy do danego zaga­
dn ien ia, albo też w  znalezionem w yrażen iu  algie- 
braicznem  działu średniego żołnierza, zamiast g ło ­
sek  s , a i 6 p o ło żyw szy  liczb y  w  zagadnieniu 
naznaczone, znayduiem y 30=920, poczem  łatw® 
bgdzie w yzn aczyć  dwa d zia ły  pozostałe.

W ażność tg działu żołnierza średniego to iest

-— ~— , można także w yp row ad zić z  w ażności 
3

działu  żołnierza naym łodszego, która iest S a J
V ' '• 3

poniew aż bowiem  różnica .m igdzy działem n ay­
m łodszego i średniego, iest b ; dodaw szy zatem b 
*i© ważności działu  żołnierza naym łodszego, bg­

dzie dział średniego J— “— ~+f r ;c z u ,  2!L
* 3  7 3 ‘ 3

s---«-—26+36 . . .  ' ,  . x ,czyli — ......- W yrażenie to oznacza, ze od3
i —a odiąw szy 26 a potem dodać 36 i  podzielić 
przez 3 . O d s— a odiąw szy 26 a dodaw szy 36, 
bgdzie s•—a+b. D ział zatem żołnierza średniego 
, V , . j — -a+b.
będzie ------- —

3

Podobnytnże sposobem z ważności tego osta­
tniego d zia łu , można w yprow adzić dział żołnie? 
rza na y starsze go : ponieważ bowiem  różnica mig*
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Wiadomości pi&przednicze. l5

dzv iem i dwoma działam i iest a ,  dodaw szy zatom
} 3 aa ,  ezyli co na iedno w yckod zi —  do działu żołnie­

rza śred n iego , to iest do 5 bgdzie dział

ruaystarszego.

my wyznaczonóy dodawszy różnice pierwizą dwa 
razy wziętą, a drugą poiedynczą, i wszystko podzie­
liwszy przez 3 , wypadnie dział żołnierza nay star­
te g o .

Postąpiw szy tym  parnym yposobem , którego 
w y ż e y  użyliśm y dla w yznaczenia w  liczbach dzia­
łu  żołnierza maymłodszego , zn ajd ziem y x = ii2 0  
dział żołnierza naystarszegó. Wreście to samo 
w yrażenie ogólne działu żołnierza naystarszeg© 
O trzym alibyśm y, oznaczaiąc dział ten przez *  a 
dw a inne d zia ły  stosownie do w arunków  zaga­
dnienia , iak się o te'ęn łatw o pnzekonać można.

12. W iedząc że dział n ayw ięk szy
o

, . . . .  —a+b . s—a—ib .średni 3as____ , naymmeyszy =  — —----- , można
3 . o

bgdzie z łatwością rozwiązać nie tylko w szystkie 
zagadnienia maiące za ce l podzielenie danay sum­
m y  .pienigżney na trzy  osoby podług w yzn aczo­
n ych  m iędzy działam i różnic ; ale też nieskończo­
ną liczbę zagadnień innych w ysłow ieniem  tylko 
od poprzedzaiącego różniących się , lecz W isto­
cie zupełnie do niego podobnych , iak są nastg- 
puiące :

Na seymiku złożonym z Jsoo osób głosuiących 
ieden ze ,trzech staraiących się o tenże sam urząd 
miał za sobą i 4 głosów więcey, niż drugi; ten zaś 
miał głosów 27 więcey niż trze f i :  ileż głosów miot- 
każdy ?

Mat-
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Matka i dwie iey córki maią razem lat 67^ mat- 
ka ma 18 lat więcey, niż córka starsza; ta zai córka 
mu dwa lata więcey niż iey siostra: ileż lat ma 
każda-z nich ? ' '

W trzech oddziałach woyska iest razem i 4 25 o 
g iów : tu iednym oddziale iest giów 5 3 ? więcey niż  
w drugim>; w iym zai iest giów 384  więcey niż ni 
trzecim: ileż glow iest w każdym oddziale ?

Do przewiezienia 29 cetnarów towaru, używa 
kupiec woiu , muła i konia ; lecz chciałby na wołu 
ułożyć dwa cetnary więcey niż na muła, na muła 
zai 5  cetnary więiey niż na koma: iakże ciężar ten 

• ma rozdzielić ? ' ,
W zwierciadle metallo'wem funtów ivażącem 

znayduie się miedzi 11 funtów wię ey niż cyny ;  
cyny zai ieden funt więcey niż arszemku : ileż fun­
tów na zrobienie tego zwierciadła użyto miedzi, cy­
ny i arszeniku?

W 100 funtach prochu armatniego iest 62,½ fu n- 
łuW więcey saletry a niżeli siarki; a węgli tyle ile 
siarki: ileż funtów saletry , siarki i węgli wchodzi 
do składu tego prochu ? i t. d. . * '

'We w szystkich  tych  zagadnieniach w yn aleźć  
potrzeba trzy  l ic z b y , których  summa iest dana, 
i dane są różnice m iędzy lemi liczbam i zachodzą­
ce : a lubo w  zagadnieniu o stajni em nie masz ża- 
dney różnicy  m iędzy drugą liczbą szukaną i trze­
cią , c z y l i , ,co na iedno w y c h o d z i, różnica ta iest 
s= 0 , g d yż ilości w ęgli i siarki do prochu w ch o ­
dzące są rów ne; iednakże u w  tym  przypadkw ' 
znalezione w yże'y ogólne ^ ż n o ś ó i dla każd ey  z 
trzech  liczb szukanych są d.o rozwiązania dosta­
teczne : trzeba tylko  w  każdey z nich zamiast b, 
przez które oznaczona iest różnica m iędzy dru­
gą i trzecią liczbą szukaną zachodząca , p o ło ży ć  
zero p ty m  sposobem ważność np.K liczb y  nayw ię-

k sze 'y , która iest , zamieni się w  nastg-
' o

puiącą:

id R o z d z i a l i .
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Wiadomości poprzednicze. i?

ió w  i t. d.
i 5 , G d yb y  daną summę s potrzeba b y ło  po- 

dzielić na czterech żołnierzy ta k , ab y naystarszy 
i wziął a zł. w ięcey  niż d r u g i ; drugi b zł. w ię- 

B ce y  niż trzeci ; trzeci c zło tych  więce'y niż czwar* 
■ ty : oznaczyw szy dział któregokolw iek żołnierza 
m przez x '  a inne działy  stosownie do w arunków  
•| zagadnienia, i odb yw szy działanie takie iak w y -

i-żąy, znaleźlibyśm y dział nay w iększy 
[ . 4

dział drugi dział trzeci
° 4 4

I d ział czw arty = — 1_____ 6 iak sig o tem łatwo
i 4
| przekonać można.
H i i .  Te same ważności ogólne czterech smika- 
■ » ych  liczb w  zagadnieniu ostatniem , m ożnaby 
* także bezpośrednio w yprow adzić i  trzech wa- 
i in ości znalezionych w  zagadnieniu poprzedzaią- 
j c e m : Jakoż porównawszy z sobą dwa te zaga­

dnienia-, postrzeżem y niektóre w arunki w  obu- 
dwu iednakowe r niektóre odm ienne: skąd w nie­
s ie m y , że tak sposób postępowania w  rozwiąza­
niu tych  dwóch Zagadnień , iako też znalezione 
ważności szukanych działów  pod niektóremi 
w zględam i, będą w  obudwu zagadnieniach iedna- 
kowe , pud niektóremi odmienne, r¥ak w  poprzs- 

| dzaiącem iak w  ostatniem zagadn ien iutrzeb a  po- 
| dzielić dm ą summę na części nierówne podług 
| w yznaczonych m iędzy temi częściami różnic : lecz 
| W zagadnieniu powyzozeiir liczba tych  części iest 

3 , i dla tey  p rzy czyn y  mianownikiem każdey z 
^'zech znalezionych ważności iest liiczha. 3 ; w

Ił * za-

' - ( - " 1 ' •
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zagadnieniu ośtatniem liczba szukanych części 
iest 4 , a tem samem i m ianownikiem  czterech 
szukanych ważności powinna być liczba 4 . W  
zagadnieniu powyższem  w yzn aczonych  m iędzy 
działami rożnie iest dwie : iedna a m iedzy dzia­
łem  nayw iększym  i średnim , druga b m iędzy 
działem  średnim i naym nieyszym  ; obie też ró ­
żnice te wchodzą do liczników  znalezionych w a ­
żności. W zagadnieniu ośtatniem trz y  sa w yzn a­
czone różnice , iedna a m iędzy działem naywię- 
kszym  i drugim  , druga b m iędzy działem drugim  
i trzecim , trzecia c m iędzy działem drugim  i trze­
c im , trzecia c m iędzy działem trzecim  i czwarty m : 
w  licznikach zatem szukanych działów  tego za­
gadnienia , wszystkie trzy różnice znaydow ać się 
pow inny. W  liczniku nayw iększey części zaga- 
di.ienia p o w yższego , różnica a znayduie się uwa 
razy  w zięta: bo też nay starszy żołnierz r*z m azie* 
tych  a w ięcey  niżeli śred n i, drugi raz złotych  41 
i b w ięcey  niż naym iodszy: w  zagadnieniu osia- 
tniem żołnierz naystarszy raz ma złotych ' a w ię ­
c e j  ulż d ru g i, 2re zło tych  a+fi w ięce'y niż trzeci, 
nakom ec złotych  a , b i c w ięce'y.n iż naym iodszy. 
W  liczniku zatem ważności działu nayw iększego 
w  ośtatniem zagadnieniu różnica a będzie trzy ra­
z y  w zię ta , różnica łr dwa razy wzięta , różnica e 
raz wzięta.

Z tych  u w ag w niesiem y 1 orf, ż«* szukanych 
ważności w  zagadnieniu ośtatniem iest 4 ; zre, że 
każde'y ważności mianownikiem będzie liczba a ; 
3cie, ze do liczników  w chodzić będą nic tylko sum ­
ma s , różnica pierwsza a , różnica druga b . ale 
też i różnica trzecia c; 4 te, że nakoniec ponieważ 
żołnierz np. naystarszy ma naprzód a złotych w ię­
cey  niż drugi., petem złotych  a i b W ięcey niż 
trze c i, nakoniec złotych a , b i c w ięcey  niż ezwar- 
t y ;  w ięc w  liczniku ważności działu tego żołnie­
rza będzie różnica a wcięta trzy  r a z y , różnica b 
Wzięta dwa r a z y ,  a różnica c w zięta raz ie­
den. D ział zatem żołnierza naystarszego będzie

z  4- ■

R o z d z i a l i .
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Wiadomości poprzednicze. 19

i$? G d yb y  daru summ§ potrzeba b y ło  podzie­
lić i a  czyści n ierów nych 3 , 6 , 7 i t. d. stosownie 
do w yznaczonych m iędzy niemi różnic ; roz wiąza­
nie tych. zagadnień sama tylko  liczba szukanych 
‘Części od poprzułzaiącego różniących Yię nie pod­
padłoby żadney ‘trudności. M ożnaby nawet dana 
licz.bg części oznaczyć przez i iką głoskę z abeca­
dła , 1  zagadnienie to uczynić t ik ogóln em , aby 
raz rozw iązane, słu żyło  do w szystkich  przypad- 
ków  iakie tylko w  tym rodzaiu zagadnień w y  la- 
rzyć  się mogą. T ym  sposobem zagadnienie to za­
m ieniłoby isig w  następuiące :

Daną su nmę s podzielić na m części nierównych, 
i takich , aby różnica między częścią pierwszą 1 dru­
gą by ta a , między drugą i trzeićą b .  między trzecią 
i czwartą a ; i t. d. iakież będą :e części. L ecz roz­
wiązanie tego zagadnienia w y m ig a  w iększe y co­
kolw iek w p ra w y  , niż ią dotąd mieć może,my. 
W praw a ta p o słu ży  nam także do łatw ego i pręd­
kiego rozwiązania innych  zagadnień nierównie 
zaw ilszych niż są poprzedzaiące : a nawet w  zaga­

dnieniach poprw dzatących - sposób postępowania 
może b yć  znacznie skróconym  i ułatw ionym , g d y  
się ze znakami ogólnemi lepiey obeznamy.

i b. W yrażenia te : 3x 4-4 10 = 2Styp, óx+2.a+-b-^s, 
i tym  podobne , zowią się równaniami, aequn:io~ 
nes. ilości 5x ,  za , b, s ,  44o i t. d. oddzielone od 
siebie znakiem -4- łub •— , zowią się wy niżami, ter­
minu W yrazy skład iiL a c e  równanie oddzielone od 
siebie znakiem =x, naz/w aią się stronam-i, równa 
nia . me-libra. W równaniu 3x-t-2n-4-ó— r pierwsza 
strona ma trzy  w y r a z y , to iest 3x ,  4-20 i 4- b,

U 2 dr u -
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20 R o z d z i a l i ,

druga zas strona ma tylko ieden w yra z  s. }?oó&
bnież równaie 8x—-1 2 =  —4-32. ma z obu stron p o

5
dw a w y r a z y : 8x i —  12 są dwa w y ra zy  strony

p ierw szey , Ẑ , i +  32 są dwa w y ra zy  strony dnu-
5

g ie y .
Każde równanie uważać potrzeba iako zaga* 

dnienie napisane znakami algiebraicznemi. w  ten 
sp osób , ażeby wszelkie w zględ y czyli stosun­
ki p odług w arunków  zagadnienia między, ilo­
ściam i niewiadomemu i wiadomemi zachodzące b y ­
ły  w y ra żo h e , i oznaczona równość , która podług 
tych że  w arunków  m iędzy ilościami iednemi i dr li­
gi emi zachodzić mus;. 1 tak równanie ostatnie

Sx— 12= - + 3 2 , któreśm y przypadkiem  w zięli dla
3

p rzy k ła d u , w ysłow ione sposobem zw yczaynym , 
zamieni się w  następuiące zagadnienie: znaleźć 
liczbę x ,  któraby wzięta razy 8, i zmnieyszona 12, 
tyle uczyniła, ile czyni ta sama liczba wzięta razy 
2 , podzielona potem ptZez 5 i powiększona 32. Po­
dobnież równanie

iest wyrażeniem  algiebraicznem  następującego za­
gadnienia: znaleźć liizbc s ., ktoraby rozmnożona 
przez liczbę m , potem podzielona ptzez a ,1 zmniey­
szona summa dwóch, liczb p  i q podzieloną przez 
różnicę dwóch liczb b i c ,  tyle czyniła, ue czyni 
ta sama liczba Kyzmnieyszona liczbą v ,  potem po-* 
dzielona przez summę awech liczb d i  e ,  i powię­
kszona liczbą s.

W reście zawsze łatw i ey  będzie dane równanie 
w ysłow ić ięzykiem  zw yczaynym  i zamienić ie w  
zagadnienie, aniżeli dane zagadnienie napisać 
znakami ałgiebraicznemi i zamienić ie w  równanie. 
N ą y  w ięcey  .w tey  m ierze znaczy wpra.wa, któ-

- N r f c .V
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re y  łaabyć można rozwiązuiąc rozmaitego ga­
tunku zagadnienia, iakie n iżey  podamy.

17. Zagadnienie w  ten czas iest _ rozwiązane , 
k ied y się znaydzie ważność ilości niewiadom e'y: 
co w  równaniu w  ten czas ma m ieysce , kiedy z 
iedney strony równania iest sama ilość niewiado'* 
m a, a z dru giey  same tylko  ilości wiadome. Zna- 
leźć w  równaniu w ażność ilości niewiadom ey, 
czyli zamienić równanie na in n e , w  którem by z 
iedney strony b y ła  sama tylko ilość niewiadoma, 
a z dru giey  same tylko ilości w iadom e, zowie sig 
rozwiązaniem tego równania. Ze zaś w  równaniu 
ilość niewiadoma zw yczaynie iest rozmaicie połą­
czona z w iadom em i, iak w idzieć można w  równa­
niach p o w yższych ; ażeby w ięc równanie rozw ią­
zać , trzeba ilość niewiadomą uwolnić od wiado- 
m ych z nią połączonych. Działanie do tego .po­
trzebne podlega pew nym  praw idłom  , które w  
kiótce w y ło ż y m y .

18. Ponieważ w  równaniu iedna strona iest ró­
wna d ru g ie y , w iec do obu stron dodaw szy, lub 
też od obu stron odiąwszy tgż sarnę liczb ę , w  p ier­
w szym  przypadku wypadną dwie summy , w  
drugim  dwie różnice równe. Podobnież obiedwie 
strony równania rozm n ożyw szy, lub też obiedwie 
podzieliw szy przez tgż sarnę liczbę , w  pierw szym  
przypadku w ypadną dwa ilo c z y n y , w  drugim  
dwa ilorazy równe. I tak ieżełi np. x — 18 , bę*

Wiadowhi poprzednicze. t i

Ten sam w ypadek m iałby m ieysce, gdybyśm y za­
miast liczb 5 1 18, u żyli innych  liczb iakichkoiw iek.

U w aga ta, sama przez się widoczna posłuży 
nam do uwolnienia ilości niewiadom ey od wiado­
m ych z nią połączonych. Jakoż ilość niewiadom ą 
a wiadomemi może b yć czw orakim  sposobem po- 

i lód*
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R o z d z i a l i .

l ó d .  przez dodaw anie, n p .  ^  +  -
zre. p izez ode} octy a nie np. x  3 =  x **
3o t. przez mnożenie rip. r y —- _

4t£. przez dzielenie np. J l — (5.
o

>Y pieiw szym  p izy p a d łn - ilość niewiadoma u* 
■ wolni się odywiadomey przez od jęcie , w  drugim  
p izez  dodanie po obu„stronach równania liczb y  
Wiadomey 5 ; w  trzecim  przez podzielenie, w  
czw artym  przez rozmnożenie obu stron równania 
przez liczbę wiadoma 5 ; i będzie:

kJ

trzeba lod po obu stionach r ównania dodać po 12 ; 
tym 'sposobem  równanie to zamieni się w  następA- 
ią c e :

iJ
Podług- tych  uwag chcąc rozwiązać rów nanie 

pow yższe

f2re. VY ostatnićm równaniu odlawszy po ©bu 

stronach 1 - . , zostanie
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Wiadomości peprzedniz*  23
24jc

3?c znaczy to sam o, co ; ostatnie w /gc ró-
ó

wnanie zamienić można w  nastgpuiące:

Nakoniec obie strony ostatniego równam a po­
dzieliw szy przez 22 w ypadnie

223C l 52 ...
------- = ------- ; czyli sc=b.—  22  22
Liczba zatem szukana iest 6 : iakoz 6 w zięte 8 

razy i zmnieyśzone ia , czyni 56  ; .6 w zięte 2 razy, 
podzielone potem przez 3 i powiększone 5 2 , czyni 
także 36-

19. G d yb y  w  równaniach oprócz ilości n ie­
w iadom ych zawsze b y ły  znaki liczeb n e, iak i c t  
równanie poprzedzaiąee , inzbyśm y łatwo m ogli 
w yprow adzić praw idła  na uwolnienie ilości nie­
wiadome y  od wiadofftych. Lecz W A lgiebrze za- 
miast znaków liczebnych  u zyw aia  sio znaki ogólne, 

, to iest głoski abeca h a , z którem i potrzeba odby­
w ać te same działania, iakie sig odbyw aią ze zna­
kam i liczebnem i. Chcąc np. rozwiązać równanie 
pow yższe (16), » ,
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n“ * * . takow ych nie m oglibyśm y usku­
tecznić nieznaiąc sposobu iakim sig one odbyw a­
ła. Chcąc za|tm rozw iązyw ać równania-a]giebrai-  ̂
e z n e , trzeba p k r w e y  poznać sposób dodawania, 
©deymowania y mnożenia i dzielenia za pomocą 
znakew  o g ó ln ych : co w yło żym y  w  następuiącym 
rozdziale.

R O Z D Z I A Ł U .

O Dodawaniu , Odeymoutnniu, Mnożeniu ri DzlHt« 
niu ilości algiebraicznych.

u  Dodawanie ilości algiebraicznych.

20. Ilości algiebraiczne, równie iak liczb y  w  
A rytm etyce, są albo poiedyncze, to iest z iednego 
w y  razu zlozone , np. a r 5b 27cd i t. d. albo ivie- 
lotakie, to iest z dwóch , trzech lub w ięcey  w y ­
razów  zło zonę, np. a-— 1>,3 b +  tic—  1 t2d. Ilości 
ałgiejjraiczne nadto m ogą b y ć  albo podobne, to 
iest iednahowemi głoskam i oznaczone , np. oa i  * 
12«,. 7b i 8b , 2\xd i cH i t. d . ; albo tez nieporto~ 
biie y to iest odmiennemi głoskam i oznaczone, n p .: 
5« i Zb, da i one, 7bc i 8<ffl»i t. d.

21. N a dodawanie ilości niepodobnych ten
tylko A lgiebra podaie spei ób : ilaści nie podobne 
napisać pizy sobie, w iednym wierszu i złączyć \e 
znakiem -K  I tak dwie ilości poiedyncze 8n i i 4ł> 
dodane do Siebie czynią 8Arf iAb • podobnież dwie 
ilości w ielorakie 4 a<— 5b 1 21 ■— oa-\~e dodane do 
siebie czynią 4« “— +  — od~f~e 1 t. d.

22. ( ’o sig ty czy  ilości podobnych , w  doda­
w aniu tych  zachodzą niektóre skrócenia, iak to W 
następuiących przykładach obaczym y.

sod. a dodane d o ‘a czyni « 4 -a , czyli 2«.
2re. 5a dodane do 4 *4. czynią 4 « -t- 3a czyli 7«.
01 e. 1nt-ł-ob dodane do 4*14-26, czynią Ca +  Zb 

4 * 4 « 4- 2b ; ezyli ga 4- 56*

Ątti

*4 R o z d z i a k U .
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4 fe. a + 6  dodane do a «—■ b , czyni a *—■ 6 4- &4- 6, 
czyli 2a —-6 4- 6 , czyli 2a.

$te. $a>— 46 dodane do 4- 4,6 , czynią 4 -4 6  
4- 50 — > 4 6 , czyli 8a 4- 46 -̂ >6 , czy li 8 :.

6<f. 7« *— 26 dodane do 2.a 4- 66, czynią 2a 4-66 
4- 7 a —  26 ; czyli qa 4 - 66 —  26, czyli ga 4 - 46 .

7r, e —  76 ćfodane do 3a 4- 3 6 , czyilią  3a 4 -5 6  
4- fl 76 , czyli 4a 4-36 —  76, czyli 4n •—  46 .

8me. 4 n »i - 36 dodane do 2« — '46  , czynią 2rt—4 6  
4- 4 fl ■—  3 6 , czyli 6« •—  46 —  5 6 , czyli Ca —■ 76 i t. d.

Pierwsze trzy  p rzy k ła d y  nie potrzebuią ża­
dnego obiaśnienia: pięć ostatnich są takie oczy> 
w iste : bo w  p rzykładzię 4tym  dodawszy « 4 -6  do 
a — 6, będzie summa 2a —  6 4-6 =  2« ; co znaczy, 
ze 2a .pow iększyw szy i zm nieyszyw szy tą samą 
ilością 6 , zostanie 2a. Toż m ówić o przykładzie 
jty m  , w  którym  8a -ł-4 6 —  46 =  8a. U p izy k ia - 
dzie btym summa 9« 4- 66 —  26 =  9« 4- 46 , znaczy, 
ze do 9n dodaw szy naprzód 06, a potem odlawszy,. * 
26 zostanie g a 4 -46 . Podobnież w  przykładzie 7mynt 
summa Aa 4- 36 —  76 =  Aa •—  46 , zn a czy , że do -i» 
dodawszy naprzód 3 6 , a potem odiąwszy 76, zo­
stanie 4n •— 46 .

iNakoniec w  przykładzie 8mym summa 6«*—46 
*— 36 =  6« —-  76, z n a c z y , że od 6« odiąwszy na­
przód 4 6 , a potem 5 6 , zostanie 60—  76.

Zastanow iw szy się pilnie nad temi p rzykłada­
m i , w yciągniem y z nich następuiące u w a g i:

icid. l)odaiąc ilości podobne, głoski me podle­
gała iadney zmianie , lecz tylko  znaki i liczb y  
przed głoskam i będące które się zowią spólczytf 
nikt, coifficienies.

2re. Spółczynm ki te czasem się od siebie o- 
deym uią t iak iest w  przykładzie btym  i 7mym, 
czasem się do siebie dodaia, iak w  przykładzie 
2gim , 3cim i 8m ym , tudzież w  przykładzie iszym^ 
gdzie a dodane do a , czyn i 2 a i w  przykładzie 
7mym gdzie a dodane do 3« czyni 4 a : spółc^yn- 
Iłik bQwiem , g d y  iest 1' opuszcza się w  pisaniu,

le c z

o Dodawaniu i t. d. *5
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lecz iest dom yślny: i tak a , b, x  i t. d. znaczy 
znaczy to samo co i x  i t. d.

5cif. Spóiczynniki ilości podobnych w  ten 
czas^sig do siebie do da i ą , k ied y  przed temi ilo- ( 
ściami są ierinakowe vznaki , to ie s t: albo przed 
obiema znak —  , iak w  przykładzie 8m ym , albo 
przed obiema znak •+• iak w  przykładzie 3cim , i 
iak  iest we w szystkich przykładach przed w y r a ­
zem pierw szym  , przed którym  znak H- opuszcza 
s ig , lecz iest zawsze dom yślny.

4 te. Spóiczynniki ilości podobnych w  teft 
czas sie od siebie odeymuią , k ied y przed temi ilo­
ściami są znaki odmienne , to ie s t : przed iedna 
znak -h / przed drugą znak •— , iak w  przykładzie 
titym i 7m ym .

K ie d y  sig spóiczynniki od siebie odeymu- 
aą , pozostała reszta albo ma przed sobą znak ■ +• 
iak  w  przykładzie b tv m ; albo znak — , iak  w  
przykładzie 7mym ; albo nakoniec nie masz za- 
ciney pożostaie'y r e s z ty , iak w  przykładzie 4tym  
i 5’tym.

bte. l 'o  odigciu od siebie spółczynników  przed 
pozostałą resztą daie sig znak taki , iaki iest przed 
ilością maiącą spółczynnik w ig k sz y : iezeii zaś 
spóiczynniki te są ró w n e , na ten. czas reszta miey* 
sea mieć nie bgdzie.

Z uw ag tych  możemy ustanowić nastgpuiące 
praw idło  dodawania ilości podobnych :

SpoUzyńniki ilości podobnych maiących przed 
sobą iedtianowe znaki dodaią się;  spóiczynniki ilo­
ści podobnych maiących przed sobą odmienne znaki 
oaeymuią się daiąc przed resztą znak spólczynniKa 
większego.

20- G d yb y  p rzyszło  3 ,  4  lub w ig e s y  ilości 
podobnych do siebie d od ać, na ten czas trzeba 
wziąć iednę summę ilości podobnych maiących przed 
sobą znak -p, drugą summę tychże ilości maiących 
przed subą znak <— , i mnieyszą z tych dwóch summ 
adiąć ud wiekszey, a przed resztą dać znak summy 
więjkszey.

. 26  R o z d z i a t l l . .
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l^dług tego prawidła dodawszy do siebie na> 
stgpuiące ilości.

o Dodamaniu i ł. d. 27

D ziałanie to zależące na zebraniu ilości podo- 
bnych w  ieden w y r a z , czyli na sprowadzeniu ich  

f do iednego w y ra z u , zowie sig sy t<iwodzeniern f > e- 
duitio, i ma m ieysce nie tylko w  dodawaniu ilo- 

< ści algiebraicznych ; ale też w  ich  odejm ow aniu, 
mnożeniu i dzieleniu, iak to obaezyiny niżey.

U. Odejmowanie ilości algiebraicznych.

2 4 . N a oznaczenie, ze iedna ilość ma b yć od- 
igta od d r u g ie y , u żyw a s ig , iakośm y iuż p ow ie­
d z ie li, znak oaeym owania •— ; i tak « •— 0 znaczy, 
ze od liczb y  oznaczoney prz.cZ, a trzeba odiąć li­
czb gozriaczoną przez b.

A  zatem od « odiąw szy b 4- c , to ie s t, od liczb y 
oznaczoney przez a odiąwszy dwie liczby icdng 
•znaczoną przez b , drugą przez c , zostanie reszta 
a ' ^— c* Podobnież od a odlawszy t + 1, -t 

J zostanie reszta a — b —  c —  d.
Stąd w n iesiem y, że w ilościach maiących się 

odeymowac wszystkie znaki 4 - tak wyraźne iak do­
myślne zanńemaią się na znaki ■— . 1 iak od 5a •—
2 i>-ł-4 c odiąwszy <d 4- ne 4-m 4 - x  , zostanie oa —

G d yb y  p rzyszło  o.t a odiąć b — . ;  abyśm y _ io 
odejm owanie ła tw ie y  uskutecznili, naznaczmy 
dla o ,  b i c szczególne w ażności iakiekolw irk.

■  N iech bgdzie a =  l2 , i>= 8 , c =  3. A  zatem od , 
a > iest teraz to sam o, co od liczby 12
•diąc iiczbg 8 zmnieyszoną trzema iedijościanii;

I czyli od 12 odiąć 8 — 3 . O diąw szy 8 od 12 , zosta- 
»te 12 —  8 = 4 . Lecz. pozostała reszta i  iest m niey-

saa
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sza ni £ b yć powinna : bośm y też od 12 odięii 9  
liczbg większą niż potrzeba. N ależało w  r z e c z y !  
same y odiąe mnie'y niż 8 trzema iednościarni; f zo- * 
stanie przeto w ięcey  niż 4  trzema iednościarni; i i  
będzie 12 —  8 -+-5 ==4 4 - 3 = 7. P ołożyw szy teraz I  
zamiast liczb naznaczonych znaki ogólne, wniesie- I 
m y ,  że od a odlawszy b<— c, zostanie « —  b-¥-f.

Jakiekolwiek ważności szczególne naznaczym y i 
dla a ,  i i - c ,  zawsze trzeba będzie liczbę ozna­
czoną przez —  c dodać do pozostałey z odięeia i 
liczb y  oznaczoney przez 6, od liczb y oznaczoney 
przez a. Stąd w niesiem y, że odeymuiąc ilości rr.a- 
tące przed sobą znak — , trzeba znak, ten •—• zamie- ii 
nić na znak + .

A byśm y się o tey w ażney prawdzie te'm wi* ’5 
doczniey przekonali , w y ło ży m y  ią ieszcze nastę- | 
piuąeym sposobem: O d 12 odlawszy 8 zostanie i .  I 
Jeżeli tak do 12 iako do 8 dodamy np. 3 , i  drugą ;| 
summę, to iest, n  odeym iem y od summy pitr- 1 
w s z e y , io iest od i 5 , zostanie także 4 . Jezeii tak | 
do 12 iak do 8 dodamy po 4 , po 3 i t. d, i summę 1 
mnieyszą odeym iem y od w ię k sze y , zaw sze zosta- !  
nie ta sama reszta, to iest 4 .*” G dybyśm y zamiast >1 
liczb 1 2 1 8  w zięli do odeymowama inne dwie li- I 
czby iakiekolwiek , i tak do w iększey iak do j 
mnieysze'y dodawszy iednęi lic zb ę , summę dru- i 
fi‘% odięłi od p ierw szęy , zaw szeby się pozo- S 
stała ta sama reszta, iakaby w ypadła bez ta- | 
kow ego dodania. Oznaczm y w ięc liczbę w iększą | 
przez a ,  liczbę m nieyszą przez b —  c i odeym iy- 
my. drugą od pierwsze y p o n ie w a ż  dodanie takiey- | 
kołw iek liczb y  do obu tych  liczb przez a.'i p rze z  j 
b<— c ozr . ezo n ych , nie ma żadftego w p ły w u  na | 
resztę z udięcia iedney od drugiey zostaiącą; do- 1 
daym y w ięc liczbę c tak do a t iako też do li*— c ! 
w  tym przypadku zamiast odeymowania b~— c od 
a , potrzeba od a +■  c odiąć b —  c -t- c ; czyli o d a  +  c 
odinć b: g d yż  6—- c +  c=zb. O diąw szy b od a-\-cf 
zostanie a -K  -— b.

Sposób inny* Ponieważ od b odiąwszy b nic
fcifr

z8 R o z d z i * ł  11.
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o D o d a w a n i u  i t .  d . *9

l§ rie  zostanie, Czyli b<—  b ~ o ,  podobnież 0 - := 0 ,

gdzie w igc
Cl zza fl-hb  «•— b ■ + C —  C.

T ym  albowiem sposobem ilość a nie zmieniła 
*ig eo do w ażności; nadaliśm y iey  tylko inną po­
stać przez przydanie do niey cztćrecn ilości, 4-t>—<b 

'4 -i-—c, których, summa czyni o.
Jeżeli teraz u w a żym y , że przekreślić która­

kolw iek z tych  czterech ilości do a przydanych, 
iest to samo co ilość tg odiąć e.d a ; wniesieni y ,  iż 

powyższem  w yrażeniu z p ićrw szey strony od­
law szy b —  c a z d ru giey  strony przekreśliw szy 

Bk 6— 'Cy reszty pozostałe laedą równe. Ze z as po 
ŁakóWein działaniu z pierwsze'y strony zostać po­
winą Szukana reszta z odigcia b <— c od /1 w ypa- 
d&iaca; a z dru giey  strony zostanie a — -i?-i-c; w igc 
tą szukaną resztą iest a -— b-f-c; to iest: od a od­
law szy b •— c , zostanie a ■— b-ł-c.

W reście dla spróbowania czy  w  odeymowa- 
nin nie zaszła iaka o m yłk a , do pozo^jLiłey reszty 

Ia —  b 4- c dodaw szy ilość odigta b—  crgjgdzie sum­
ma n*—  0 +  c + k — c =  a :  co dow odzi, że znaie- 

I zioną reszta iest praw dziw a.
2 uwag tych  w ypada nastgpuiące praw idło 

odęym owania ilości algiebraiczuyeh : 1 u ilości ma- 
iącey być odietą wszystkie znaki 4- zamieniwszy 
na -— , i wszystkie znfiki —- zamieniwszy ną 4- , 
• n a p i s a ć  ią w i e d n y m  wierszu po praiuey stronie 
d r u g i e y  ilości d a n e y .

1'odług- praw id ła  tego odlaw szy rf— 2£4-8w*—  
od f5n —  zb-[-bc zostanie o ą—  2b 4- oc>—  W 4- ze ■—  óm 
4 -x  i t. d.

Jeżeli w  pozostałey reście znayduią sig ilości 
podobne, należy ie sprowadzić do iednego w y ra ­
zu podług- praw idła podanego w yże y , p a s ) ; n p .  
od ja -sb 4- 8c odiąw szy 5a —  4Ó4-7C, zostanie 
7« — Ib 4- 8c *— da 4- 4 ó •— 7c , czyli aa +  c i t. d. , ^

20. Czasem dosyć iest tylko ostrzedz, że ilość 
u ‘dng ud d ru giey  odiąć trzeba. N a ten czas ilose 
Hiaiąca b yć oihjgtą bierze sig w  nawias bez żadne y

zini a-
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zm iany znaków przed ie y  w yrazam i będących ; 
lecz przed nawiasem daie się znak — . 1 tak w y ­
l i  zenie to : 7a —  4ó 4- Sc —  (5a —• -+• jc) , znaczy,
że od 7a —  4ó+ -8c trzeba odiąć ja —  Ib •+• "je. ile // 
razy  w ięc w  w yrażeniu iakiem przed nawiasem 
iest znak —-, chcąc w yrażenie to napisać bez na­
wiasu , trzeba w szystkie znaki ilości będącey w  
nawiasie zamienić 4- na i znaki —  na 4-; np. 
w yrażerńe następuiące : 3a +• zb —  (711 -+- bb 4 c —  
&a)j znaczy to sam o, co oa-hz b— 'ja— ab -t- 4e 
4- ; czyli

•—‘4ci —  5ó -ł- 4c -t- 8d.
26. W  ostatnim przykładzie pozostała reszta 

— «4 a— 3i> 4 - 4*-*-8 cł z n a c z y , że od summy dw óch 
ilości 4 c i Brf trzeba odiąć dwie ilości 4 a i 5b. ilo­
ści te : -+- 4c , 4- 8d , 'i  w szystkie in n e, przed któ- 
remi iest znak dodawania 4- w yra źn y  lub dom y­
śln y , zowią się ilościami dodaynemi, ąuariiitates 
additiyac; ilości zaś te —  4c,~ 5ó i w szystkie in­
ne , przed któfem i iest znak odeym owania *— , zo­
w ie się iloścm^hi odiemntnii, subtractivae.

W każdem w yrażeniu algiebraicznein na piej— 
wszem  m ieysca kładzie się zwyczaynire ilość do­
da yna z dom yślnym  znakiem 4-, iakośm y iuż po­
wiedzieli (22). Jeżeliby zaś w yrażenie iakie za­
czynało się od ilości óaiem ney, na ten czas przed 
ilością tą trzeba dać w yra źn y  znak — , np. od 
aa 4- 46 odiąw szy 8a 4-gó , zostanie 5a-h-ib'— 8 a—  
9Ó, c z y l i— £a— J b,. Podobnież o d d a —• 7Ó odiąw szy 
", a —  7 b zostanie ba —  7Ó —  7 a 4 - 7 b ,  czyli *-r- a\ t. d.

W  p rzykładach  tych  dwie pozostałe reszty, 
to iest: ■—  —  ab, i —  a składaią się tylko z sa­
m ych ilości odiem nych. "Wiemy iuż , że np. w y ­
rażenie to: a —*/> zn a c z y , iż od liczb y  ©znaczo- 
Mey przez a odiać potrzeba liczbę oznaczoną przez 
b A le 00 znaczy w yrażenie to : •—  a ,  —  ba-— j  
i w szelkie inne z sam ych ty lk o  ilości odiem nycii 
złożone , które nie tylfco z odeym ow ania, ale też, 
iak się okaże w kró tce , z mnożenia także i dziele-

. A* nia
L fi \

5» R e z rl z i a t IX.

www.rcin.org.pl



i ma- -ilości- a lg e b ra iczn ych  w yp aść mogą, t« wy*
I ł«źym y wa i u nem m ieysca.

1*1. Mnożenie ilości algiebfatcznych.
I %

27. Chcąc dwie ilości poiedynezc przez siebie 
.rozmnożyć , dosó iest m iedzy niemi dac znakm no- 
ie.ua x. 1 tak. ą x b  iest iloczynem  dw ócii czyn­
ników a I b ;  to iest, zn a czy , że iiczoa oznaczona 

' przez a powinna b yć rozmnożoną p rzez liczbę 
. Którą oznaczą b. Zamiast, znaku x  , d,ue sig czg>
? stuka-o ć m igdzy czynnikam i kropka ; co z w /cza  y*
| nie w  ten czas ma m ieysca, g d y  czynniki są ii-“
’ czeb n e, np. 5 . 4  , zn aczy  ó rozmnożone przez 4 , .

iNayczgściey iednak czynuiiu ogólne piszą się p rzy  
sonie o oz żadnego zn a k u , up. no znaczy a roz- 
)*wożone przez u 1 t. d,

Mnożąc w iec ab przez r ,  wypadnie \loczyn 
ab: - mnożąc ab przez cd , w ypadnie lfoczyn abcd;  
mliożąc ax przez bc, w ypadnie i .oo/j/ u axbc i t. d.

(Siad można w yprow ad zić nastopuiące p raw i­
dło: mnożenia" ilości a lg eb ra iczn ych  poiedyn- 
c z jy d i : iloczyn ilości poiedyuczycrv składa się ze 
u, rou/jtkich czynników bez żadnego znaku, tprzy so­
bie poTożonyck.

A  iako iloczyn czterech np. czynników  licze­
bny o a 2 , 3 , 4 i 5 ,  lub itinyca ia ki c hko lwi ek, 
zawsze iest ten sam , iakikoiw iek zachow any ug- 
fllzie porządek w  ich. mnożeniu ; tak też iloczyn 
Złożony z czynników  ogólnych m ieysce liczb za- 
stfpu iąoych  , zawsze iest ten sam , w  inkimkol- 
w iek  porządku czyn niki te są w  nim umieszczo­
ne. f  lafcy dxbc, dc-xb , i t. d. z a waz o iest ten sam 
iloczyn utworzony z rozmnożenia cztereeil czyn ­
ników  a , by c i x . 'Zw yczaynie iednak piszą sig 
g łoski w  iloczynie takim  porządhfcietu, iakun po 
sobie naslgpuią w  abecadle.

Co sŁg tycze spólczynnikó w lic ze b n y ch , które 
pi'zy czyan+kach ogóm  yeh snaydować sig mog*,.
1 , ' . - " t e
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te mnożą sig sposobem zw yczayn ym  , np.e 6a X 
czynią óoab, 4x  XÓc, czynią 5zcx i t. d,

2». Mnożąc a przez a ,  podług- pow yższego 
p raw id ła  wypadnie iloczyn aa; mnożąc aa przez 
a , w ypadnie aa* mnożąc aa przez aa , w ypadnie 
a aa a i t. d. 1

W  takim przypadku pisze sig ?raz tylko ilośe 
c lub inna iakakolw iek; a z  prawe'y Strony u g ó ­
r y  daie sig znak liczebny m aiący ty le  iednosci, 
ile  razy  ilość ta wzigta iest za czynnik. I tak za­
m iast aa , aaa, aaaa i t. d. pisze sig a2, «3 , a4 , i  
t. d. co przez skrócenie w ym aw ia sig a dwa, a 
irzy , a czie. y i t. d. L iczb y  te 2 , 5 , 4 , znaczą, 
że w  i'oczy nie o2, ilość a wzigta iest 2 razy  za 
czyn n ik ; w  iloczynie a3 ilość a wzigta iest 3 ra zy  
za czynnik ; w  iloczynie o4 ilość a ‘wzigta iest 4  
ra zy  za czynnik i t. d. L iczb y  takowe zowią sig 
wyfóadniki, exponentes.

Trzeba tu zastanowić sig należycie nad różni­
cą iaka zachodzi migdzy spółczynm kicm  i w y k ła - 
tfnikiem. W  ilościach tych  2a , 3a , 4a i t. d. 
sp ółczyn niki 2 , 3 , 4  znaczą, że ilość a rozmno­
żona iest przez 2 , 3 , 4  iedności, czyli że ilość a> 

- dodana iest do siebie 2 , 5 , 4 r a z y , i zamiast 
m ożnaby napisać a-i-a, zamiast oa , możnaby na­
pisać fl -ł-a-ł-a i t. d. W  ilościach zaś tych  a 2, a 3, 
a4 i t. d. w ykładn ik i 2 , 3 , 4  zn aczą , że ilość a 
w zigta iest za czynnik 2 , 3 , 4  r a z y , i zamiast a2 
można napisać a x a ,  zamiast a3 można napisać 
a x a x a  i t. d. D a y m y , że a =  5 , bgdzie 20=2. 
5— 10, 3f l= 3. 5= i 5 i Ł. d. a 2= 3 . 5= 2 5 * a 3= 5 . 5 . 
5 = 1 2 5  i t. d.

29. W szelki ilo czyn , którego czyn niki są rpig- 
d zy  sobą ró w n e , czyli który  iest utworzony z  
mnożenia iedne'yże ilości przez siebie samg , zow ie 
sig potęgą tey ilości poteniia. I tak a2 iest^cl^fgą 
ilości a ,  i zowie sig inaeze'y kw adratem ; a3 iest 
trzecią potggą ilości a ,  i zowie sig inaczey sześcia­
nem. inne w szystkie potggi maią nazw iska od li­
czb y  iedności ich  w ykładn ików , i l a k n 4>n5 , a 6

i i .  d.

1 0»
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i  t. cl iest 4t ą , 5 tą , 6 t ą i  t. d. potęgą ilości a. Sa­
jna ilość a iest potęgą pierwsza , ilość łbow i em a 
może b yć  uważana iak oby ‘raz ieden w zięta b y ła  
za czyn n ik , i iakoby m iała za w yk ła d n ik  ‘ i l e c z  
w ykładn ik bę-dący jednością opuszcza się , ale iest 
zawsze dom yślny , i tak a , b , c i t  d. iest to sa­
mo co a1 , b1, cl i t. d.

5o. Z tego cośm y dotąd pow iedzieli o mnoże­
niem  ilości p o ie d y czy ch , w yp ada co następuje: 

a 2 X a 3 —  aa  x  a a a  —  a a a a a  =  «5 -~= a -"*'3 ; 
nł>4 x  a ab* =  a xbĄ x  a - b * ~  abbbb  X aa bb « 3b6 

=  al^  b ^ 2 i t. d.
Skąd w n iesiem y, ze wwożąc przez siebie czun~ 

niki maiące te same głoski z wykładnikami , wy­
kładniki głosek łych tak wyraźne iak domyślne do- 
daią się.

3.1. Zebraw szy razem w szystkie uw agi , które­
śm y nad mnożeniem ilości poiedynczyc^f ucźym łi, 
w yp row ad zim y z nich następujące praw idło  ogól­
ne do mnożenia ty ch  ilości spółczynniki mnożą si-ę 
sposobem zwyczay nym ; wykładniki głosek iednako. 
wych iak wyraźne iak domy sine dodaią się ; a u/szy- 

■ stkie głoski piszą się przy sobie bez żadnego zna­
ku vorządkiem abecadła. I tak iloczyn  trzech czyn ­
n ikó w  Sab*c3d x ia b 3c2 X 'bab7- c4 e — boa3 bt c9 de 
i t. d. - * " /

02. Jako potęgi różnią się m iędzy sobą lięzbą 
czyn ników  rów n ych  potęgi te tw orzących  ; tak i- 
ło czyn y  p o d łu g  rozm aitey lic z b y  sw oich c zyn n i- v. 
kó w  jakichkolw iek są rozmaite. I tak ab iest ilo­
czynem  drugiego stopnia; ab c iest iloczynem  trze­
c ieg o  stopnia ; abcd iest iloczynem  4 go stopnia i t. d. 
g d y ż  iw s z y  utw orzony iest z  dw óch czyn n ików , 
drugi z trz e c h , 3ci ze czterech i t  d. 15a2k*c 
iest iloczynem  szóstego stopnia , mą bowiem  sześć 
czy n n ik ó w , to ie s t : dwa czynniki a ? trzy  czyn n i­
k i b i ieden czyn n ik c; czyn n ik i liczebne c z y li 
spóiczynniki-nie uważają się w  naznaczaniu sto­
pnia ilościom  algiebraiczn ym  ; i Iak 123 ab iest ilo­
czynem  stopnia ago.

€ Za-
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Zastanow iw szy z uw agą nad iloczynem  c z y n ­
ników  poiedynczyćh , postrzeżem y, że stopień te- 

iloczynu ró w n y iest summie stopni, w szystk ich  
iego  czynników . I ta k  a2bc x  cd —  a'1bc'ld , iloczyn 
ten iest szóstego stopnia , a ieden iego czyn n ik axbc 
iest stopnia 4 g o , 2gi cd stopnia 2go i t. d.

3 3 . Dotąd zatrudnialiśm y sig mnożeniem ilo­
ści algiebraicznych p o ied yn czych : obaczm y teraz, 
iak sig mnożą ilości wielorakie. A  naprzód uw a­
żać tu potrzeba, że iako w  A rytm etyce m nożącnp. 
2d , czyli 20 +  6 przez 3 , m nożym y i 6 iedności i 
« dziesiątki przez 3 ; tak też mnożąc np. a -4- b, tub 
a —~b przez c trzeba rozm nożyć i b i u przez c. 
Podobnież iako w  Arytm etyce mnożąc np. J r] p rzez  
24» m nożym y naprzód 7 iedności i 5  dziesiątki 
przez 4 , a potem 7 iedności i 3 dziesiątki przez 2 ; 
rów n ie też i w  A lgiebrze mnożąc np. a b , lub 
m — b przez c -+- d , lub przez c —  d , trzeba rozmno­
żyć  b i a przez d , a potem toż samo b i a przez c ; 
z  tą tylko odm ianą, że w  A rytm etyce zaczyna sig 
mnożenie od p raw ęy  ręki: g d yż z rozmnożenia ie­
dności przez iedności , mogą w yp aść dziesiątki i  ‘ 
t. d. co w  mnożeniu ilości algiebraicznych m iey­
sca mieć nie może. Przeto też mnożąc ilości algie- 
b^aiczne trzym am y sig w  mnożeniu tego porządku, 
którego trzym ać sig naw ykliśm y w  pisaniu ; tc iest 
mnożenie rozpoczynam y od lew ey rgki postgpuiąc 
ku  prawe'y- I tak mnożąc np. a -h b przez c mno­
żym y naprzód a przez c , pote'm b przez c.

D ru ga u w a g a , którą tu u czyn im y, iest nastg- 
p u ią ca , iloczyn dwóch liczb iakichkolw iek rów na 
sig zawsze iednemu z czynników  tyle razy  do sie­
bie dodanemu , czyli tyle razy  wziętem u, ile czyn ­
nik drugi ma iedności. 1 tak iloczyn np. 5o utwo­
rzony z rozmnożenia 10 przez 5 , rów na sig czyn ­
nikow i 5 dodanemu do siebie, czyli wzigtem u razy  
10; albo też równa sig czynnikow i 10 dodanemu 
do siebie czyli wziętemu razy  5 . Podobnież ilo­
czyn  ab równa sig czynnikow i a wzigtemu tyle  ra- 

/ * ary, ile czynnik b ma ludności; albo też równa sig
czyn-
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i czynnikow i b wziętem u tyle r a z y ,  ile czyn n ik a 
ma iedności.

Z  tey  p raw dy przez się widoczne'y w yp ada 
ten w ażn y w nioseK , że p ow iększyw szy lub zmniey- 
sz y w sz y  ieden z czyn ników  iakąkolwiek ilością, 
iloczyn ich p ow iększy  się albo zm nieyszy drugim  
czynnikiem  tyle  razy  w ziętym  ilu iednośclami czyn­
n ik  pierw szy iest pow iększony lub zm nieyszony.

34 . Po tych  uw agach  przystąpm y iu i  do mno­
żenia.

© Dodawaniu i i, Ł  $c

W  przykładzie iw szym  i 2 g im , g d y b y  o»y«r 
n ik  p ierw szy  b y ł a do rozmnożenia przez c , w y- 
o a d łb y  iloczyn  ac j lecz czyn nik p ierw szy  a w  
1 w szy  nr p rzykładzie iest p o w ięk szo n y, w  2jfirri 
zm nieyszony ilością b ; w ięc ilo czyn  ac powinien 
b y c  w  iw szym  przykładzie pow iększony, W  drugim  
zm nieyszony czynnikiem  drugim  c w ziętym  ra zy  b, 
czyli rozmnożonym przez b ; w ypadnie w ięc iloczyn 
^  ładzie, a c -+• bc, w  drugim  ac— hc.

. vv przykładzie S c iw , g d y b y  d ru gi czynnik 
b y l c , iloczyn p o d łu g  p rzykład u  lw szego  bydby 
ac +  bc; a ze czynnik drugi c iest pow iększony ilo­
ścią d ,  w ięc iloczyn ac-Ą-bc pow inien b y ć  powię- 
ks zony czynnikiem  pierw szym  a -+■  b w ziętym  ra- 
z y  ri, c zy li rozmnożonym przez d. A żero zm n o - 
zyw^zy a-ł-6 przez d , w ypadn ie p o d łu g  p rzy k ła ­
du lw azego ad +  b d ; w ięc iloczyn ac-hbc p o w i­
nien byc pow iększon y iloczynem  ad-i bd. Całko* 
w ity  zatem iloczyn będzie ac-hbc +  ad+cd .

oniec w  p rzyk ład zie  4 tym , g d y b y  drugi 
- '  ^ y ł c * iloczyn  p o d łu g  p rzyk ład u  2g»

w yp a d łb y  ac~~bc. A łe  czyn nik eTrugi c iestzm niey-
C  a sz«r
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szony ilością d ; w ięc iloczyn  ac •—  bc pow inien 
b y d ź  zm nieyszony czynnikiem  pierw szym  a •—-k 

v w ziętym  razy  d , czyli rozmnożonym przez d. Że • 
zaś rozm nożyw szy — 6 przez rf, w ypadnie po­
dług- p rzykładu  2go ad-~bd ; w igc iloczyn ao— bc 
pow inien b yd ź zm nieyszony iloczynem  ad — bd ; 
zm nieyszyc zaś iloczyn ac —  bc iloczynem  ad —  bd, 
iest to iloczyn ad —  bd odiąć od iloczynu ac —  bc ; 
bgdzie w igc p o d łu g  praw ideł odeym owania (z4 ) 
całkow ity  iloczyn  ac•— bc —  ad-hbd.

W  przykładzie 4tyih  zastanowiwszy sig nad 
całkow itym  iloczynem  złożonym  ze czterech ilo- x 
czyn ów  cząstk o w ych , i porów naw szy go z czyn ­
n ikam i, z których  pow stał; postrzeżem y i od, że 
p ierw szy  iloczyn -cźąstkowy ac , k tó ry  iest doday- 
n y ,  pow stał z rozmnożenia ilości dodayney a przez 
ilość dodayną c: stąd w niesiem y, że ilość doday- 
ną rozm nożyw szy przez drugą ilość dodayną, w y ­
padnie iloczyn do d ayn y, czy li +  a x  +  c =  ac.

2re. D ru gi iloczyn  cząstkow y —  bc, k tó ry  iest 
od iem ny, pow stał z rozmnożenia ilości odiem ney 
*— b , przez ilość dodayną c: stąd w n iesiem y, ży 
ilość odiemną rozm nożyw szy przez dodayną, w y ­
padnie iloczyn odtgmny ; czyli że ■—  b x  c — ■—  be.

3cie. Trzeci iloczyn cząstkowy •— ad , k tó ry  iest 
odim nny, p ow itał z rozmnożenia ilości dodayney a 
tprzez odiem ną— d : stąd w niesiem y, że ilość do­
dayną rozm nożyw szy przez odiem ną, w ypadnie 
ilo czyn  odiemn y ; czyli +  a x ■—  d =  —  ad

4 te. Czw arty nakoniec iloczyn cząstkowy +  bd, 
k tó ry  iest d o d ayn y , pow stał z rozmnożenia ilości 
odiem ney — 6-przez odiemną —  d'; stąd w niesiem y, 
ze ilość odiemną rozm nożyw szy przez odiemną, 
w ypadnie iioczyh dodayny ; c z y li•—d  X —  d~-\-bd.

W idzim y tu , że k ied y o ba dwa czynniki sądo- 
d a y n e , lub oba dwa odithnne , iloczyn iest doday­
n y  ; k ied y  zaś ieden czynnik iest dodayny drugi 
o d iem n y, ilo czyn  iest odiemny. Stąd m ożem y u- 
stanowić następuiące praw idło  na znaki w  mnoże­
niu ilości w ielorakich  : czynniki z iednakoaiemi

zna,"
- \ J
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o D o d a w a n i u  i t. d. 37

z n a k a m i  d a i q  i l o c z y n  d o d a y n y  : c z y n n i k i  z  o d m i e ń - 
nerąi znakami d a ią  i l o c z y n  o d i e m n y .

3 5 . Lubo praw idło to widocznie w y p ły w a  z 
uwag' nad czterema powyższemu przykładam i ; a- 
byóm y $ię iednak toin lepiey  o tey  w ażney pra­
w dzie przekonali, w y ło ż y m y  ią ieszcze sposobem
następuiącym : • -

D a y m y , ż e  potrzeba rozm nożyć a —  a  przez 
+  b. Ponieważ a-— a znaczy to sam o, co zero, 
szukany zatem iloczyn pow inien b yd ź zero: ilo­
czyn bowiem  iest zawsze zerem , g d y  ieden z tw o­
rzących go czynników  iest zero. Aże mnożąc a 
przez -f- b w ypadnie nfr, czy li -ł- ab ; w ięc mno­
żąc —  a przez •+- b powinno w ypaść -—  ab: i bę- 
dzie całkow ity  iloczyn  ab— ab=z o. Stąd w niesie­
m y , że —  a  x  +• b =  ■— ab.

N
zte. Mnożąc b przez a — a , w ypadnie także 

iloczyn ab—  ab: bo g d y  czynnik a —  a  ró w n y  
z e r u , iloczyn tek że powinien b yć  zero ; a zatem 
d ru gi w yraz tego. iloczynu pow inien b y ć  odie­
m ny , aby tym  sposobem znikną! p ierw szy  w yraz 
dodayny. Stąd wniesiem y,, z e + b x  — a ~ — ab.

N akoniec mnożąc c — a przez — b , p ierw szy 
w yra z  iloczynu p o d łu g  tego co poprzedziło , bę­
dzie •— ab ; drugi w ięc w yraz tegoż iloczynu po­
w inien b y ć  -t- ab  , ab y  tym  sposobem zniknął w y ­
raz p ie rw s z y — a b :  całkow ity  bowiem iloczyn po­
w inien b yć  ió w n y  z e r u , k ied y  ieden czynnik 
a — a iest zerem. Stąd w n iesiem y, zc — a X  — b 
;=  -t- ab,

5 6 . D la w p ra w y  p rzytoczym y tu kilka  p rzy ­
k ład ó w  mnożenia , z  któremi trzt ba się należycie 
obeznać: g d yż w  dalszym  ciągu  często się do 
nich odw oływ ać będziem y.

W"::, . 5»
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W  przykładnie in s z y m  m noży się surrima dw óch 
iaki chkolw iek ilości a-hb pirzeż ich  różnicę a •— b, 
i w ypada na ilo czyn  —  b* , to iest róinióa kw a­
dratów  tychże ilości. Stad w niesiem y lódI, żeruw- 
md dwóch ilości. rozmnożona przez ich różnicę daie 
ńd iloczyn różnicę kwadratów tychże. ilości ■ żre,ze 
różnica kióadratów dwóch ilości uważana być może 
za iloczyn pochodzący % rozmnożenia ich summi/ 
przez ich różnicę, np. x* —  c2 pochodzi z rozmnożę^ 
nia x-t~ c przez x  —  c.

P rzy k ła d  2 g i . 3c i , 4 ty  i Sty okązuią ż iakich 
części składa się potęga druga czyli k w a d ra t, i 
potęga trzecia czyli sześcian summy dw óch iakich- 
k o lw itk  ilości a + i)  i ich  ró żn icy  a —  b.

W  p rzykładzie Gtym mnożą się następnie w szy ­
stkie trz y  w yra zy  mnożnego 5 a*<— ia* b -t-4a2bł 
p r z e z  p ie rw szy  w yra ź  mnożnika ̂  ta iest przez a i.

D m i
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D w a w y ra z y  5n4 i^i3 maią iednakowe znaki (22) i 
a zatem iloczyn ich  będzie m iał znak 4 - , k tó ry  się 
na początku opuszcza. Mnożę potem spółczynrii- 
k i tych  dwóch w yrazów , to iest 5 spólczynnik ilości 
u4 mnożę przez 1 , k tó ry  iest domyślnym spółczynni- 
czynnikicm  dości c 3 , i ntam 5 spólczynnik w yra- 

n zu iw szege  w  iloczynie, N akoniec mnożąc a4 
przez a3 (^o) , dodaie ich w y k ła d n ik i, i mam a7. 
A  zatem p ierw szy  w yra z  iloczynu  iest 5a?.

Potem 2gi w yraz  mnożnego —  2n3b mnożę 
przez a3. Ponieważ dwa te w y ra zy  maią odmien­
ne znaki (34), iloczyn ich będzie m iał'znak — 
Mnożę potehn spółczyn niki tych dwóch w yrazów . 
Nakoniec a3b mnożę p rzez ci3 ; i mam drugi wyraz* 
iloczynu -— 2n6b.

Podobnież rozm nożyw szy 4- 4a^b1 przez fl3, bę­
dzie 3ci w yra z  iloczynu 4- 4a5b*.

K ozm noźyw szy w szystkie trzy  w y ra z y  mno­
żnego przez lW szy w y ra z  m nożnika, trzeba ie p o ­
tem m nożyć przez 2gi w yra z  m nożnika, to iest 
przez *—  4a2ć , daiąc zawsze baczność naprzód na 
z n a k i, powtóre na s p ó łc z y ą k i, potrzecie na g ło ­
ski i ich w yk ład n ik i : skąd powstaną drugie trzy  
w yra zy  iloczynu *— 20a6b 4 - 8a5ć2'— i6ft4b3.

Naostatek p o d łu g  tychże praw ideł rozm noży­
w szy  W szystkie trz y  w y ra zy  m nożnego przez trze­
ci w yra z  m nożnika, to iest p rzez  4- 2b3 Będę m iał 
ostatnie trz y  w y ra z y  ilo c zy n u , 4 - 1 oaAb3 —  4a3b# 
4 - 8n2ó5. A  zatem całk o w ity  iloczyn składać się 
będzie z 9 iloczynów  cząstkow ych :

>—. 2 ń,6 4 *4a W)2 20a6b 4- 8a 5a* —  16a4ł?3 4 -10a4b3
—*4 fl3fa4 4- 8a2fa5.

W  tym  iloczynie w y ra z y  niektóre są sobie po­
dobne , to iest złożone z ty ch  sam ych głosek  i ma­
jące iednakowe w y k ła d n ik i: a zatem p o d łu g  tego 
co się w y ż e y  pow iedziało (25) sprow adziw szy ie, 
będzie iloczyn  s z p k a n y .
$a7 •—*' 22a6l)4- izci^b7 r~ óa*b3 — ■ 4fl3b4 4- 8a2bs.

37. W  p rzykładzie  p ie rw szy m , 2gim i 5cim  
W yrazy tak m nożnych I a k  m nożników są stopnia

piór-
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pierw szego (22); a w y ra zy  iloczynu są stopnia 
2go. W  przykładzie 4tym  ji jty m  w y ra zy  mrio- 
żnyeh  są stopnia 2go ; w y ra zy  mnożników stopnia 
rw sze g o ; a w y ra zy  iloczynów  są stopnia 5go. Na- 
koniec w  przykładzie btym w szystkie w y ra zy  w  
m nożnym  są stopniarfg J‘-> a w y ra zy  iloczynu są 
stopnia 7go ; właśnie też t a k , b yć  powinno stoso­
w n ie  do u w a g i, którąśm y w yże'y uczynili (55) ; 
stąd w n iesiem y, że ieżeli w y ra z y  mnożnego są 
iednegoż stopnia , i w y ra zy  mnożnika iednegoż 
sto-pnia ; wyrazy iloczynu bgdą także iednegoż sto­
pnia , który oznaczył summa dwóch liczb iedney, 
«znac2aiącey stopień w yrazów  m nożnego, d ru giey  
oznaezaiąeey stopień w yrazów  mnożnika.

^  szelkie wyrażenie algiebraiczne złożone z 
w yrazów  iednego stopnia, zowie sig w yrażeniem  
rownosłopniowem, albo równoczynnikowem , 
pressio- homo/genea, dla różnicy  od w yrażeń  różno 
■ siopnlokych , które się składała z w yra zó w  różne­
go stopnia. Pow yższa uw aga p osłu ży  do upatrze­
nia, c z y  w  znalezionym iloczynie w yrażeń  równo- 
stopniow ych nie zaszła iakowa om yłka przez opu­
szczenie , którego z czynników  w  mnożeniu w y ra ­
zów  p o i e dyn c z y  eh .

3 b. W reścic mnożenie ilości a lg ieb ra iczn ych  
wirloi*akich w  tenezas tylko odbyw a sig podług 
w skazanych w y ż e y  p raw id e ł, kiedy iest tego  p o ­
trzeba nieuchronna. N ayczęście'y prżestaiem y na 
w sk a zan iu , że ilości te p ow in n y b y ć  przez siebie 
rozmnożone. N a ten koniec w szystkie czyn niki 
wielorakie biorą sig w  nawias ; czyn niki zaś poie- 
dynćze piszą sig przed nawiasem z  lew ey lub z 
p raw ey  strony. I tak w yrażenia te : (a -f- b) (a— b) ; 
(§fl-i-2be —  4 dm) (114-56) (x —  c) ; x  ( a +  b>— 1) i 
(a2 4~ %ab •+- b2) m i t d. znaczą , że w  p rzykładzie  
s w szym  dwa czynniki w ielorakie , w  2gim trzy  
takież c z y n n ik i, w  3cim zaś i 4tym  ieden czyn ­
nik w ieloraki a drugi poiedynćzy p ow in n y b y ć  
przez siebie rozmnożone p o d łu g  praw ideł p ó w yż- 
szych . Podobnież W yrażenia Łe ; ( ¢ 4~b)z , (a— 5)s

łt .  dr
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j  t. d. znaczą , ze z dw óch ilości a +  b , n ■—  b, 
iw sza  powinna b y ć  podniesiona do kwadratu, 
2ga do sześcianu.

39. Często się trafia w  działaniach a lg e b ra i­
cznych , ze dany iloczyn potrzeba ro zło żyć na 
czyn n ik i, z których  on powstał. 1 tak chcąc roz­
ło żyć  na czynniki iloczyn ax -ł~ am-h bx +-bn , uwa­
żać potrzeba, że ponieważ dw óch p ierw szych  w y ­
razów spólnym  czynnikiem  iest a , dw óch dru­
g ich  spólnym  czynnikiem  b ,• będzie a*-ł-am  =  •<* 
{x  ■ +• m) ;

bx +  b m ~ b  (x +  m).
Strony odpowiadaiące w  tych  dwóch równa­

niach dodaw szy do s ieb ie , w ypadnie ax-hdm-h 
bx +  bm — a (x -h m) -ł- b (x -ł- m).

W  równaniu tern z d ru giey  strony czynnik 
w ieloraki x  -hm raz pow inien b yć  rozm nożony 
przez a , drugi raz przez -hb: będzie .więc 

ax -+- am ■+■ bx -t- bm —  {x  4 - nr) (a-hb).
Podobnież chcąc iloczyn ax >—>am —  bx +  bm, 

ro zło żyć na czyn n ik i, uważać potrzeba, że ponie­
w aż dwa pierw sze w yrazy  tego iloczynu maią spoi­
n y  czyn n ik a , będzie w ięc ax —  am —  — - m).
D la teyże p rzy c zy n y  bx-hbm ~b (x-hm). Ale że 
w  danym iloczynie w yraz 3ei bx iest o d iem n y, a 
4 ty  bm iest d o d ayn y , będzie w ięc podług- łego  co­
śm y pow iedzieli w y że y  (29), bx +■  bm — \—
(x  — m). D w a te równania : ax •— am ęs a (x—  ), 
i —  bx +  bm =  — b (x  <—  m) dodaw szy do siebie, 
w ypadnie

a x —• am —  bx-t-bm— a (di— m) —■ b (x  —  m).
W  równaniu tem z d ru giey  strony czynnik 

w ieloraki x —  m powinien b yć rozm nożony raz 
p rzez a , drugi raz przez — b : będzie w ięc, a x •— 
am>—• bx -ł-bm — ( x <— m) (n •—  b).

Trzeba tu także uważać na spółczynniki domy- 
ślne. I tak w  w yrażeniu  tein : 3a2x  -+- —  x , w
p ierw szym  i drugim  w yrazie spółczynniki ilości 
x  , $ą w y ra ź n e ; w  trzecim  zaś w yrazie  iest spół-

; «*»■ */
1 ...
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ozynnik dom yślny (22). W yrażenie w ięc to rozło­
żone na czynniki zamieni się w  następuiące : x  
( 3 - » * 4 * 2 -— 1). Podobnież w yrażenie x*~ ax-h^bx1, 
rozłożone na czynniki zamieni się w  następuiące: 

x  (1 — ^a +  ^bx) i  t. d.

IV. Dzielenie ilości Algiebraieznych.

4 o. Iloraz dw ócli ilości ,viakosm y iuż pow ie­
d zie li, oznacza się p rzez u łom ek, któreg-o liczn i­
kiem  iest dzielna, a mianownikiem dzielnik. I tak 

cib
ułom ek ten —  iest ilorazem ilości a b  podzielony 

a
przez a , to ie s t , znaczy , że liczbę oznaczoną przez 
ab podzielić potrzeba przez liczbę oznaczoną przez a.

Dzielna w  A lg e b rz e  równie iak \y A rytm ety­
ce , powinna b y ć  uważana iako iloczyn  dw óch 
czyn n ikó w , z których  ieden iest danym  dzielni­
kiem  , drugi szukanym  ilorazem . Rozm nożyw szy 
zatem znaleziony iloraz przez dany d zie ln ik , p o­
w inna w ypaść na iloczyn ilość dzielna.

P od łu g  tey uw agi podzieliw szy ab przez af 
powinno na iloraz w ypaść b : iakoż znaleziony ilo ­
raz b rozm nożyw szy przez dany dzielnik a , w y ­
padnie na iloczyn ilość dzielna ab. Podobnież po4 
dzieli w szy  abrx przez b x , w ypadn ie na iloraz ac: 
iakoż rozm nożyw szy znaleziony iloraz ac przez da­
n y  dzielnik b x , w ypadnie na iloczyn ilość dzielna 
a b c x  i t. d.

A  stąd w yprow adzić można następuiące pra­
w idło dzielenia ilości algiebraieznych poiedynczych: 
czynniki spólne dzielnej i dzielnikowi przekreśli-

, , . mpqrxtuszy t reszta będzie szukanym ilorazem : md. • ■—  m
p r X

=  mą, i t. d. '
P raw idło  to obeym uie także i sp ó łc zy n n ik i; np. 

2ab sabed . ,
-—  — e , -------x=z c i 1 t. a.

2 a 5 aó
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4 i . A byśm y p raw id ło  to ła tw iey  zastosować 
m ogli do w szystkich  przypadków  dzielenia ilości 
algiebraicznych p o ie d y n c zy c h , uważać potrzeba, 
że dzielnik może b yd ź złożon y albo ze w szystkich  
tychże sam ych c z y n n ik ó w , które się znayduią w  
dżielne'y, iak i e s t 'w  przykładach  p o w y ższy c h ; 
albo z niektórych tylko czynników  spólnych dziel-

, . i i -  i abc a2bcd ,iie y , a z m nych odm iennych, np- .— • , - — 1
cm a2 bmx

t. d . ; alb© nakoniec ze. w szystkich  czyn n ików  od-

mienrjiych od czynników  d zieln ey, np____ i i-d .
7 dmp

W  przypadku pierw szym  g d y  w szystkie czyn ­
niki dzielnika znayduią się w  d zieln ey, na ten 
ezas, ieżeli liczba czynników  dzielnika m nieysza 
iest od liczb y  Czynników d zie ln ey , c z y li,  Co na 
iedno w y c h o d z i, ieżeli dzielnik m rtieyszy iest od 
dzielney , po zachowaniu pow yższego praw idła  i* 
łorazem będzie ilość ca łk o w ita , iakośm y iuż wi-

dzieli W p rzykładach  p o w yższych , guzie ——=cu
bx

i t. d. Jeżeli w  dzielniku w ięce'y iest czyn ników  
niż w  dzielne'y, czy li ieżeli dzielnik w iększy  iest 
od dzielney , iloraz będzie u łom kien i, którego li­
cznikiem  iest sp ółczyn n ik  dzielney w y ra ź n y  lub 
dom yśln y, a mianownikiem  czynniki w  dzielnika 
pozostałe po zachow aniu pow yższego praw idła, top.

abc bc $abcd $bd abcx c
N akoniec ieżeli tak dzielna iak i dzielnik ma­

ią równą liczbę czyn n ik ó w , czy li są sobie równe, 
ilorazem będzie iedność : w szelka bowiem ilość sa-

. . . , . . - a  . abc 5 a 2b
ma w  sobie nuesci sic raz ieden, ńp-----=  1 , ------- —

abc 3a 7b h
=» 1 ,, i-t. d. Co też i z  tego w zględ u  iest rzeczą

widoczna, że yt ułomku np. ^  przekreśliwszy
tibc

/ ezyu*
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czyn niki spó ln e  dzieiney i dzieln ikow i, zostanie 
sio na iioraz ułom ek , którego licznikiem  i miano­
w nikiem  iest dom yślny spółczynnik dzielimy i 
dzieln ika ,, to iest iedność, iloraz zatem szukany b g- 
dz ie | = 1 .

W  przypadku d ru gim , g d y  dzielnik składa 
sig z niektórych tylko  czynników  spolnych dziel­
n e j ,  a z innych odm iennych, na ten czas po za­
chowaniu pow yższego praw idła ilorazem bgdzie u- 
ło m e k , którego licznikiem  są czynniki dzielne y , 
m ianownikiehi czynniki dzielnika pozostałe po prze- 
'kreśleniu czynników  spólnych dzielney i dzielni-

. , . 3abc 7>a 2abcx 2bcx . , ,
kow i ; np----- A =  —  , -------= ------- , i t. a . ,

7 bid' 7 d $amp $mp
jNhkoniec w  przypadku trzecim , g d y  dzielnik 

składa sig ze w szystkich czynników  odm iennych 
od czynników  dzielney, na ten czas ilorazem bg­
dzie ułomek , którego licznikiem iest dana dzielna,

mianownikiem  dany dzieln ik; np.~-^C .., i t. d.
: , mpq . . .

42 . Czgstokroć na pierwsze weyr-zenie zdaiesig,
że dzielna i dzielnik * nie maią żadnego czynnika

.i 72n5 bicńd2 .. . ,spornego: np. \-------------- : w  ilorazie tym  zadem
1 0 9a n *c*d

z czynników  d zie ln ej nie ma sobie równego m ię­
dzy czynnikam i dzielnika. Lecz z w a ż y w sz y , że

Przekreśliw szy w igc podług pow yższego p ra­
w id ła , czynniki spólnc dzielney i dzielnikowi, ze-

72^5^7 c îlz
stanie iloraz szukany _—     = 8  az b- c*d.

9a3b̂ czd
P orów naw szy czyn niki tego ilorazu z czynni-
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kam i dzielne'y i dzielnika , postrzeżem y ló d , że 
czyn n ik  liczebny czy li spótczynnik ilorazu to iest 
8 powstał z podzielenia czyn n ika liczebnego dzai- 
ń e y , którym  iest 72 , przez czynnik liczebny dziel-

n ik a , którym  iest 9: {gdyż —  =  8. 2re ze drugim
9  , . ,

czynnikiem  ilorazu iest taż sama głoska a , która 
się znayduie w  dzielney i w  dzieln iku , lecz ma 
za w y k ła d n ik  2 , k tó ry  pozostanie z od igcia liczb y 
3  będące y  w ykładn ikiem  głoski a w  dzielnika, 
od liczb y  5 będąeey w ykładn ikiem  teyże głoski a 
w  d zie ln ey: iakoż' a* ^  ci5" 2 ; ^cie £e trzecim  czyn ­
nikiem ilorazu iest taż sama głoska b ,  która siej 
znayduie w  dzielney i w  dzieln iku , lecz ma za 
w ykład n ik  3 , k tó ry  pozostanie z odigcia l ic z b y ,4  
b ędąeey w ykładnikiem  głoski b w  dzielniku od 
liczb y  7 będąeey w ykładnikiem  teyże g ło sk i b w  
d z ie lm y :  iakoż b* =  bi~* , toż m ówić o dwóch o- 
-statnich czynnikach  ilo ra zu , z których  p ierw szy  
c4==c6—2  ̂ drugi d czyli dI — d2~I-

Stad w niesiem y lorf, że w  dzieleniu ilości al- 
g ieb raiczn ych  p o ie d y n c z y c h , czyn niki liczebne 
'czyli spótczynnik i dzielą się sposobem  zw yczay- 
nym  . 2>e że czynniki będące potęgam i tychże sa­
m ych  głosek dzielą się przez siebie caeym uiąc 
w yk ład n ik  dzielnika od w ykładn ika  d zie ln ey , njp.
a5 „ , <i5 aaaaci
—  =  a5” 2 —  a2 : g d y ż  —  — -------=  aa =  o, —
«3 f l 3 aaa

i t ' d.
4 3 . Z  tego ostatniego w niosku w ypadała dwa 

inne. P ie r w s z y , że k ied y dzielna i dzielnik są 
iedney że głoski potęgami rów nego stopnia, czy li 
maią w ykładn iki równe , na ten czas odiąw szy w y­
k ład n ik  dzielnika od. w ykładn ika d zie ln ey , cua
* a ̂
ilorazu zostanie na w yk ład n ik  zero ; np__=  a 5=?s

a3

, o Dodawanlu i t. d. 4$

www.rcin.org.pl



w ięe a° =  i .  T o  iest: wszelka ilość matąca za wy*
kladnik zero znaczy ło samo co iedność.

D ru g i wniosek z dzielenia przez siebie potęg 
w yp ad aięcy  iest ten , ze k ied y  dzielnik iest potęgą 
w yższego stopnia aniżeli dzielna , czyli k ied y  w y ­
kładnik dzielnika w iększy  iest niż w yk ład n ik  dziel­
ą c y ,  na ten czas ocliąwszy w ykład n ik  dzielnika 
od w ykładnika d zie ln ey , zostanie dla ilorazu w y -

4$ R o x d * i a t ł t e

-
ka ilość maiąca wykładnik odiemny znaczy ło samo 
co ułomek, którego licznikiem iest iednośc . a mia­
nownikiem taż sama ilość Z łyrrże wykładnikiem 
lecz dodaynym.

4 4 . W  pow yższym  p rzykładzie  (4 2 ) , w  któ­
rym  iloraz w yp a d ł ca łk o w ity , sp ółczyn n ik  dziel­
nika mieści się zupełnie w  spółczynniku dzielne'y 
i w yk ład n ik i wszystkich głosek w  dzielniku m niey- 
sze są od w ykładn ików  tych że głosek w  dzielne'y. 
P rzyk ład  następuiący iest pod tym i dwoma w zg lę ­
dami od tam tego odm ienny , i ma ięszcze prócz 
tego niektóre czynniki w łaściw e sam ey dzielne'y, 
niektóre w łaściw e samemu dzielnikowi.

W  tym  także p rzyk ład zie  żaden czyn n ik  dziel­
nika nie ma sobie rów nego m iędzy czynnikam i 
d z ie ln ć y ; lecz ponieważ 27 =  9 .3 .  36 =  9. 4 ,  a8 
z*=a3 X a S ,b 7 =ai« x P , £ 6 =  cJ Xc4 , W4 =  d x r f 3 
w niesiem y, że 27
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• Dodawaniu i ł. d. 4 7

Porów naw szy iloraz ten z dzielną i dzielni­
kiem , postrzeżem y ló d , że sp ó łczyn n ik  dzielney to 
iest 3 , i spółczyn nik dzielnika t© iest 4 pow stały 
z podzielenia liczb  27 i 56  przez ich  spoiny dziel­
nik to iest przez lic z b y  g : 2re, że drugi czynnik 
dzielney, którym  iest o 3 , zn ik n ął, dru gi zaś czyn ­
nik dzielnika p o zo sta ł, lecz ma za w yk ład n ik  li­
czbę 5 pozostaiącą z odięcia liczb y  3 bgdącey w y ­
kładnikiem  głoski a w  dzielney , od liczb y  $ bę­
d ą ce j w ykładnikiem  teyże g ło sk i a w  dzielniku; 
toż m ówić o czynniku ocim , 4 tym  i 5tym , które 
w  dzielney z n ik n ę ły , w  dzielniku  p o zo sta ły , lecz 
z w ykładnikam i odmiennemi , z których  każd y  ró­
wna się ł ożnicy m iędzy w ykładnikiem  głoski znay- 
duiącey się w  dzielniku , i w ykładnikiem  teyże 
głoski znayauiącey się w  dzielney; 3cie że nako- 
niec dwa ostatnie czyn niki dzielney m x, i dziel­
nika ef pozostały na swoiem m ieyscu-

Stąd w n iesiem y, że w  takim przyp adku  dzie­
ląc ilości ałgiebraiczne poiedyncze iod czyn niki 
liczebne tak w  dzielney iak w  dzielniku dzielą się 
przez nayw iększy spoiny dzieln ik: 2re że czyn n i­
ki będące potęgami iednychże głosek dzielą się o- 
deymuiąc w yk ła d n ik  każrley g łoski będącey czynni­
kiem w  dzielney, od w yk ła d n ik a  teyże g łoski będą,- 
ce'y czynnikiem  w  dzielniku. Co się tycze czyimikó>? 
odmiennych w  dzielney i w  dzielniku znayduiącycb 
się , |e iakośmy iuż p o w ied zie li, żadne'y zmiani* 
w  dzieleniu, nie podpadaią , lecz pierw sze pozo- 
sta ią w  liczniku iako czyn niki dzielney , drugie 
mko *'/.ynniki dzielnika pozostałą w  m ianowniwi.
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4 $. Zbierzm y teraz w krótkości w szystko to 
cośm y dotąd o dzieleniu ilości algiebraicznych po- 
iedynczych  powiedzieli- Iloraz ilości tych  może 
b y ć  albo ca łk o w ity , albo u łom kow y. A żeby  ilo­
raz b y ł  ca łk o w ity , potrzeba lorf, ab y spółczyn­
nik dzielnika mieścił się zupełnie w  spółczynniku 
d zie ln ey , 2 re ,N ażeby w szystkie głoski zn ayd u iące ' 
ąię w  dzielniku, znaydow ały się t a l  że w  dzieln ey; 
§de , ażeby w ykładn ik każdey^ głoski w  dzielniku 
nie b y ł w iększy od w ykładnika t e j ż e  głoski w  
dzielney. Chcąc w  tym  p rzypadku otrzym ać ilo­
raz, trzeba.

io<i Podzielić spółczynnik dzielney przez spół­
czynnik dzielnika. a iloraz liczebny będzie spółczyn- 
nikiem ilorazu szukanego.

2te. Przekreślić ia dzielney głoski , które iey są 
spólne z dzielnikiem, leżeli głoski te tak w dziel* 
ney iak w dzielniku maią rómne wykładniki; iezeli 
zaś%uykładniki ich nie są równe , o-diąć wykładnik 
dzielnika od tuykiadnika dzelney , reszta będzie w y­
kładnikiem teyże głoski w ilorazie.

3cif Napisać w ilorazie w zystkie głoski dziel- 
ney, które się nie znayduią w d z ie ln ik u np.

Jeżeli zaś albo spółczynnik dzielnika nie mie­
ści się zupełnie w  spółczynniku dzielney; albo 
g ło sk i będące w  dzielniku są odmienne od g łosek  
będących w  d zie ln ey ; albo nakoniec iezeli wdę- 
ksza iest liczba głosek w  dzielniku niż w  dziel­
n e y ,  htb głosek dzielnika w iększe są w yk ła d n ik i 
niż ty ch że  głosek w  dzieln ey, chopiażby g łoski 
dzielney i dzielnika b y ły  iednakow e; na ten czas 
iloraz szukany będzie .miał postać ułom kową. 
Chcąc w  tym  przypadku ^trzymać iloraz , trzeba 

‘ „idcb Spółczynnik dzielney i dzielnika podzielić 
przez spoiny ich dzielnik, iezeli to być może.

2re. Przekreślić głoski spólne dzielney i dziel­
nikowi , iezeli głoski te tak w dzielney iak w dzielr

ni-

www.rcin.org.pl



© Dodawaniu i t. rf. 4g

% ik u  m a ią  r ó w n e  w y ł c t a d ń i k i ;  l e ż e l i  'zets W y k ł a d n i -  
‘k i  ich  s ą  n i e  r ó w n e , t r z e b a  o d i ą ć  w y k ł a d n i k  m n i e y -  
s z y  ad  w i ę k s z e g o , a r e s z t a  b ę d z ie  w y k ł a d n i k i e m  t e y -  
2£ g-torti , k t ó r a  p o z o s t a ł e  tu t y m  w y r a z i e  "u ł o m k a t 
w  którym , m i a ł a  w y k ł a d n i k  w i ę k s z y

3cie. głoski odmienne tak dzielney iak dzielnika 
zostawić bez zadney zmiany pierwsze w liczniku, 
drugie w mianowniku ułomka będącego ilorazem ę 

hap.

4 6 . W e wszystkich, przykładach, dzielenia, 
któreśmy dotąd p rzy to c z y li, tak dzielha i dzielnik* 
iako tez ich iloraz, sa ilościami dodaynemi. 0 ; 
baczm y z teraz iaki będzie iloraz , k ied y dzielna i 
dzielnik są ilości ódiemne , albo iedna z nich dp- 
■ dayna drug-a odiemna.

;—  b rozm nożyw szy przez dany dzielnik —- a, w y- 
padnie iloraz 4- nb (34 ) , który odiąw szy od da- 
mey dzielney 4- ab , zostanie podług- praw ideł o- 
'deymowania (24) 4- ab ab =  0 ; co dowodzi , ie  
znaleziony iloraz — b iest p raw d ziw y (4 6 ).

2re. — == —  b : gdyż "znaleziony ilora>
•+7 Cl

;—b rozinnożywszy przez dany dzielnik 4 - a , w y ­
padnie iloczyn — ab, który  odiąw szy od dane'y 
'dzielney •—  ab , zostanie —  ab 4- ~  6.

3cie. C I ~  =  4 -k : g d y ż  znaleziony iloraz +  k 
-— a

Toztnno-źyWszy przez dany dzielnik —  a , w yp a­
dnie iloczyn —  ab , k tó ry  odiąw szy *od dzielney 
t—- ab , zostanie 1—  ab -i-ab =  0.

'G dybyśm y zaś dzieląc np. —  ab przez 
zamiast ilorazu 4- b , w zięli przez om yłkę za ilo­
raz —. b ; om yłka ta zaraz dałaby się postrzedz: 
hanożac bowiem  znaleziony iloraz — >ł> przez dany 

1> 4. ziel-
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5o R o z d z i a l i 1.

dzielnik *— a , w yp a d łb y  iloczyn •+• ab , który  od- 
iąw szy od dzielne'y —  ab, zostanie —  ab — ab 
= r —. ant ; co dowodzi , że znaleziony iloraz •—  k 
iest fa łszy w y : dzielnik bowiem —  a mieści sig 
w idocznie w  pozostałe'y reście —  zab.

Stąd sig okazuie , że 'iloraz iest dod ayny czyli 
ma przed sobą znak + , kiedy obiedwie dane do 
d zielen ia  ilości są dodayne , lubi obiedwie odiem- 
ne ; kiedy zaś iedna z nich iest dodayna , druga 
©diemna, iloraz ma przed sobą znak — , c jy li  
iest odiemny.

Można w igc ustanowić nastgpuiące praw idło 
na znaki w  dzieleniu : teżeli dzielnik i  dzielna s ą  

z  iednakowemi znakami, iloraz będzie dodayny .: 
iezeli dzielnik i dzielna są z odmiennemi znakami, 
iloraz będzie odiemny.

47. Pozostało ieszcze dzielenie ilości w ielora­
kich  , czyli z kilku w yrazów  złożonych. W  dzie­
leniu takow ych ilości w ypada dzielić albo ilość

% 8
poiedyncza przez*wieloraką, np.«—................  ; albo

a +  zb —  3c

ilość w ieloraką p rze z ' poiedyncza np. albo

Wieloraką przęz wieloraką, np .a .....». W  ’pier-
d q

Wszym i dru gim  przypadki! dzielenie oznacza sig 
ew yczaynie sposobem ułom ka : iednak że w  p r z y ­
padku drugim  można czasem u żyć praw idła po­
danego w y że y  (4 o ) , lecz w  ten czas tylko , kie­
d y  każdy w yraz dzielne'y składa sig z w yrazu

ax-h2bx —  5 cx , _ t i ’dzielnika, np. —-----------------___ a +  zb —  oc. Jakoż
x

ponieważ w  dziełue'y w szystkich  w yrazów  iest 
gpolnym czynnikiem  x  , ro zło żyw szy  w*gc dziel­
ną naczynniki (09), bgdzie

• ^  ̂ i - *
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o Dodawaniu i t. d. 51

To samo praw idło przystosow ać czasem mo- 
#na i do przypadku trzeciego , k ied y głoski spól- 
ne dzielney i dzielnikowi znayduią się we w szy­
stkich w yrazach znakami ■ +• i —  od siebie od­
d zie lo n ych : np.

nik na znayduie sig w e w szystkich  w yrazach  
dzielne'y i dzielnika ; ro zło żyw szy  w igc tak dziel- f  
na iak dzielnik na czynniki ,  bgdzie

W  innych  przypadkach  dzielenia ilości w ie­
lorakich przez w ie lo rak ie , iak sobie postąpić na­
le ż y , podam y na to praw idła  na innern m ie y scu ; 
nie iżby wiadomość ta b yła  od poprzedzaiących 
trudnieysza ; lecz że potrzebuie obszernieyszego 
w ykładu  , a do zrozum ienia te g o , co w  począt­
kach A lg ieb ry  w yłożonćm  b y ć  p ow in n o, nie bę­
dzie nam .potrzebna.

V. O ułomkach algiebraicznych,

4 8 . Ułomki algiebraiczne te'm sig ty lko  od li­
czebnych różnią , ze co w  ty ch  w yrażaią liczb y, 
to w  tam tych w yraża  się przez g ło s k i: znaiąc 
w ięc dokładnie cztery  działania arytm etyczne z 
ułomkami liczebne'mi , łatw o ie zastosować mo­
żna do ułom ków algiebraicznych. I tak
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a s 8 ."‘“Ul.__ i t. d. mnożąc licznik i m ianownik
cd — cm

przez tgż samg ilość c, b ,  a +  b d < — m i t .  d.

2re. Ułomki — , —  sprowadzone do iedna- 
b m

kow ego m ianownika , zamienią si§ w  nast^puiące s

— , — , mnożąc w  pie'rwszvm ułom ku obadwa 
bd bd
w y ra z y  przez d , w  2gim obadwa w yra zy  przez K
Podobnież ułom ki , -H , — , sprowadzone do 

a b c
Jednakowego mianownika, zamienią sig w  nastg-

bcm acn abx , , ,
DUiace : — — , —  , *----  » mnożąc obadw a w y-
F ab c abc ab c
razy W ułomku lw szym  przez b i c , w  2gim przez 
& i  c,  w  5cim przez a i b i t. d.
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$te. Rozmnożywszy ~  przez wypadnie

— ; rozmnożywszy —  przez. — , wypadnie —  *
b b d b

—  -= —  ; m-t- JL rozmnożywszy przez x — wy-
d hd b A

6te Ułomek -1  podzieliw szy przez c , wypa*
b ... .

padnie —  
be

Podzieliw szy c przez —  ,  w ypadnie —  
b a

Podzieliw szy ~  przez _L, w ypadnie ~  x  ~  
b d b »

ad
bc
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4 y. T y ch  sam ych skróceń*, które sig u żyw a­
ła w  ułom kach liczeb n y ch , można czasem w y g o ­
dnie użyć w  ułom kach ałgiebraioznych. i iak : 
chcąc sprowadzić do iednakowego mianownika*

dw a ułomki —  i ~ , zamiast' mnożenia w yrazó w ' 
m mx

lw szego  u łom ka przez mx~, drugiego przez m, 
dosyć iest rozm n o ży ć ' w y ra z y  lW szego  ułom ka 
przez x ;  tym  sposobem  ułom ek ten zamieni sig

w  następuiący: __. ,  którego m ianownik iest ten 1
mx~ J

sam co w  ułom ku 2gim. Podobnież dwa ułomkiU

—  , będą sprowadzone |do jednakow ego mia- 
tc bm
now nika, g d y  obadwa w yra zy  w  iw szynr* ułom-- 
ku , rozm nożym y przez m, w  drugim  przez c ; ia-r 
koż tym  sposobem ułom ki te zamienią, sig w  na--

stgpuiace: , Z.ZL i t. di
b cm t> c m

W  ogólności chcąc krótszym  sposobem sprO-* 
w adzić ułom ki do iednakowego m ianow nika,irxe-- 
ba zebrać w ieden iloczyn wszystkie odmienne czyn­
niki zn> yduiqce się w mianot,unikach danych ułom­
ków : iloczyn, ten będzie spd/nym dla uiomkóut da-' 
ntfth mianownikiem ;l licznik za i każdego z danyciif

iiiom'
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o Dodawaniu i f. d. 5S‘$
ułomków rozmnożyć przez czynniki tego iloczynu 
nie znayduic[ce się W mianowniku tegoż ułomna, np.

jN’ iech beda ułom ki —  , —  , —  > których mia- 
bc ab cd ae

nowniki maią pięć odm iennych czynników  a ,  bt  
c . d i e ; iloczyn zatem a b c d e będzie spólnym  
dla w szystkich  m ianownikiem : rozm nożywszy po­
tem licznik lw szego ułomka przez a d e , zgo p rzea  
c d e , 5go p rzez.a Ire , 4 go przea b c d , w ypadną 
ułom ki

©hcąc ułom ek — n jt- b z—  r o z m n o ż y ć  
m ( x  —  c -h d )

przez x  •— c-ł-rf, zamiast mnożenia licznika a +  
b —  z przez x  •—  c +  ri podług praw idła z w y c z a j­
nego , można ie g o  m ianownik m (x-~ c  +  d) po­
dzielić  przez x  — £ +  ri , i w ypadnie iloczyn szu-
. rt-ł-k— 2.kuny ---------- -

m
<3 hcąc ułom ek podzielić przez c-t-rfwt*

a -{- b i
zamiast mnożenia m ianownika a +  b przez c •+■  dm ' 
podług, zw yczaynego praw idła dzielenia ułom ków 
przez ca łk o w ite , można iego licznik (c +  dm) x
podzielić przez c ■ +• dm ; i w ypadnie iloraz —

a +  b
V t*. d . .

50. Poniew aż.ułom ek co do ważności swoie'y 
iest. ilorazem w ypadaiącym  z  podzielenia licznika 
przez m ianow nik; a iloraz iest zawsze dodayny, 
g d y  dzietna i dzielnik maią przed sobą iednako- 
w e znaki y zawsze odiem n y, g d y  dzielna i dziel­
nik mai a przed sobą odmienne znaki (46) ; idzi# 
zatem > że w  ułom ku odm ieniwszy znaki licznika 
i- mianownika , ważność się-ułom ka [nie odmieni. i

i  tak- ułomek - + - n  . ; iakoż ważnością o-
•+- a- •—-a
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*6  R o z d z i a ł  TJLobudwtt iest iloraz 4* b. Podobnież —
** fl — Cl-g d y i ważnością obudwu tych ułomków iest iloj.. raz fe. Toż. mówić o ułomkach g +  m ~ ~

C ~ r ~  d  —7 U

Prawdę tę okaz%ć także można sposobem na-.. 
stępuiacyni : ponieważ, rozm nożyw szy obadwa. 
w y ra zy  ułomka* przez iednęż liczbę., ważność 
się iego ,n ię  odm ieni, w  ułomku w ięc np, tym.;

— -------- , rozmnozm y obadwa w yra zy  p r z e z i a,
c ■—  d 4 -
tym  sposobem tak w  liczniku iak w  mianowniku, 
w szystkie znaki 4 - zamienia sie na a znaki 
na a- (54).-

Chcąc zatem sprowadzić do iednakowego mia„-
 ̂ i , , . mp •— px rs —7- nx.

nowm ka np. te dwa u łom ki:  -----— - , — -— — ; r
ab cd cd ab 

dosyć bgdzię w  ułomku np. drugim  odmienić zna­
k i tak w. liczniku iak w  m ianow niku, przez co,

ułom ek ten zamieni się w  następuięcy : — i l +  nx"
cd -Habi

tioęr ~ - vs'~ 4 m m #
■ » — :— , którego mianownik iest. taki iak w  

ab •— cd
ułom ku pierw szym .

51. W szystkie te działania z ułomkami ogól-- 
nem i opieraią się na tych sam ych zasadach, któ->- 
re są w yłożone w  A rytm etyce dla ułom ków  licze­
bnych . Można ie takie z łatwością w yprow adzić 
z  u w ag nad dzielną, dzielnikiem i ilorazem liczb, 
całkow itych ., z których  dzielenia w ypadała ułpnt-- 
ki. I tak zw ażyw szy np. że iloraz wcale się nie 
odmienia , g d y  dzielna, i dzielnik rozm nożym y, 
przez iednęż liezbę ; wiedząc prócz te g o , że uło­
m ek co do ważności swoiey, iest wskazanym  ilo-- 
razem , k tó ry b y  wypadł z podzielenia licznikm
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o Dodawaniu i. ł, d, 51
przez m ianownik ; w n ieślib yśm y , ze ułomek co 
do sw oiey ważności wcale się nie odmienia , g d y  
iego licznik i m ianownik rozm nożym y przez ie- 
dnęż lic z b ę , na |czem zasadza się sprowadzanie 
ułom ków  do iednakowego mianownika. Ta sama 
uwaga doprow adziłaby do ustanowienia praw idła 
na dzielenie całkow itćy  lub ułom ka przez ułom ek. 
Jakoż chcąc wp. podzielić całkowitą o prze ułom ek

— , ponieważ rozmnożenie dzielney i dzielnika 
c
przez iednęi liczbę nie czyn i żadne'y zm iany w  
szukanym  ilo ra zie ; rozm nóżm y tak dzielną m, ia­

ko tez dzielnik —  przez c: w  tym  przypadku 
y c

* . . . , '  bc
potrzeba będzie podzielić ac przez —  . =  ’ & (4 o).

c
podzieliw szy zaś ac przez b , w ypadnnie

Podobnież chcąc podzielić ułom ek ~  przez u- 
/ ‘ b

łom ek , rozm nożyw szy przez br tak dzielną 
r

i L , iako też dzielnik — , trzeba będzie — czyl i  
b r b

ar , podzielić przez ™  czy li przez bc. Podzieli- 
r

w szy  zaś .ar. przez bc,. w ypadn ie iloraz ^  =

% — i t. d.
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Zastosowanie wiadomości poprzedzający eh do ror- 
wiązywania równań stopnia pierwsze go.

I. O skróceniach, których tu rozwiązywaniu równań’ 
stopnia pierwszego uży ć można.

$2. W iadomości w  poprzedzającym  rozdzielę, 
w yło żo n e są dostateczne do rozwiązyw ania w szel­
k ich  róiunań stopnia pierwszego (32) , w  których  
ilości niewiadome nie są rozmnożone* ani same 
przez s ieb ie , iak iest np. x~ , y 3 , z2 Lt* d. ani 
przez inne niewiadome iak np. xy , xyz  i t. d. 
L ecz nim równania takowe rozw iązyw ać zacznie­
m y ,  podam y pierw ey niektóre sposoby służące 
do ułatwienia i skrócenia działań potrzebnych dla 
uwolnienia ilości niewiadom ych od wiadom ych z ; 
niemi p o łączo n ych , na cze'm , iakośm y ma-*uwa­
żali (17 ) , rozw iązyw anie równań>zależy> W eźm y 
np. równanie następuiące

4x  4- a —  56 = - 3x>4~ 2c . - - - - - - (1). 
W którem ilości 4 , a ,  56, 3 i 2 c ,  są w iadom e; 
ilość x  niewiadoma. W  tem równaniu  ̂ ponieważ 
pierw sza strona równa iest drugie'y , odiąw szy za­
tem po obu stronach tę same ilość a , reszty p o ­
zostałe będą równe. Równanie w ięc to zamienią 
się w  następuiące :

4x  4- a ■—  5b •— a —  3x 4- 2 c —-  a ;
c z y l i ,  4 x —  56 =  3x h - 2c -— n; - ...................... (2)

W  równaniu ostatniemu dodaw szy 5b po obur 
stronach , będzie

4 x  —  56 +  56 =  3x  4- 2c >—  a 4 - 5b ,
/ c z y l i , 4 x =  3x 4 -2c —  f l- ł-5 6 ;,-  - -  - - - (3 ) 

O diąw szy 3x  po obu stronach , zostanie 
- 4 x —  5x  =  3x  4- 2c •—  a 4- $b— 3x  

c z y l i , 4x —— 3x  =  2c — a 4- 56 - — - - - - (4 ){
w y l i ,  x = 2 c — / 1 4 - 5 6 .................................. - (5)

W równaniu. (1) ilosę. niewiadoma 'ar-znayduie

R O Z D Z I A Ł  III.
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się z, obu stron'pom ieszana z wiadomemi : trzeba 
w ięc b y ło  ldrf ilość wiadoma 4- a przenieść ze 
strony lewe'y na> praw ą i w yp ad ło  równanie (2), 
w  ktorem ilość a iest z p raw ey  s tro n y , lecz z od­
m ienionym  znakiem  dodaynym  na .odiemny. 2 re 
przenieśliśm y ilość wiadomą ——5b , ze strony le- 
w e y  na praw ą , i w ypadło  równanie (5 ) , w  któ- 
rein ilość 56 znayduie sig na prawe'y stronie, lec® 
z-odmienionym  znakiem odiemnym na dodayny. 
5 cie Przenieśliśm y ilość niewiadomą 3x  ze strony 
p raw ey na le w ą , i w ypadło  równanie (4 ) ,  w k to - 
rem ilość 5x znayduie sig na lewe'y stronie , lecz 
% odm ienionym  znakiem: dod aynym , który  tu iest 
d o m y śln y , na odiem ny. iSakoniec odigliśm y 3x  
od 4x , i w yp adło  równanie (5) , w  którem- z ie­
dney strony iest. sama’ ilość niewiadoma x ,  a z 
d ru giey  same ilości wiadome. Lecz można b y ło  
działanie to skrócić,, i w  równaniu (1) przenieść 
od razu +  a ,  —  5b ze strony lewe'y na p ra w ą , a 
%  ze strony p ra w e y  na lew ą , odm ieniwszy w  i- 
1 ościach tych  znak +  na ■— , i znak •—  na 4- ; a 
tym  sposobem rów nanie (1) zam ieniłoby sig od 
razu na równanie (5);.

U w agi te w z g lę d e m ’ przenoszenia w yrazów  z 
iedney strony rów nania na. drugą , służące wsze- 
kim  innym i równaniom  , którebyśm y w yb ra ć  mo 
g li  na p rzy k ła d  podai.^ nastgpuiąc© prawidło-:

Chcąc przenieść iakikolwiek wyraz równania z 
iedney strony na drugą , trzeba wyraz ten prze­
kreślić na tey stronie, na którey są znayduie, a na­
pisać go na drugiey stronie z odmienionym zna. 
kitm -h na — i —  na 4- ,* pamigtaiąc na to , że 
w y r a z y  bgdące bezJ żad nego znaku ,, maią zawsze 
przed sobą-znak domyśl n y  -K I tak równanie 

7 x +  3 =  6 3 *— $ x ,
p odług  teg o 1 p raw id ła  za m ieni sig w  nastgpuiące r?

7x  4- 5x  =  63 —- 3 ; czyli i 2 x = o o .
Podobnież równanie 3x  —  8 = 4x —  12 , po­

d łu g  tegoż praw idła- za  mieni sig na 3x  *— 4# 
r 51'#-— 12 czyli *—>x 4,

Rozdział 111. Równania stopnia pierwszego. $§

www.rcin.org.pl



Równanie to stąd p o w sta ło , żeśmy w  daneSm 
równaniu 5x '— 8 =  4x — -12 , w yra zy  niewiadome 
przenieśli na stronę le w ą , a wiadome na stronę 
p raw ą : tym  sposobem w ypadło  ilość w iększą 4x  
odeym ować od ilości m nieyszey 3x , ,  i zostało się 
■—  x • Przeniósłszy zaś ilości niewiadome na stro­
nę prayy ą , a wiadome na stronę lewą , dane ró ­
wnanie zamieni się w  następuiące :..-12-— 8^=4x —«3x; 
czy li 4 =  x.

Lecz przypadkow a ta okoliczność w  niczem  
nie nadweręża pow yższego p ra w id ła : iakoż w  ró­
wnaniu —  x  = — >4 rozm nożyw szy obie strony 
przez —  1 , w ypadnie x  =  4 ,

53. Skąd w n iesiem y, że ieżeli po zachow aniu 
pow yższego praw idła wypadnie w  równaniu ilość 
niewiadoma odiem na, na ten czas trzeba^ z obu 
6tron równania w szystkie znaki —  zamienić 
na 4 -, i ieśliby się znaydow ały  , w szystkie znaki 
4- na —  ; p rzez 'co  równość m iędzy -stronami nie 
z g in ie : gd yż działanie to zasadza się na rozmno­
żeniu obu stron równania przez tęż sarnę ilość to 
iest przez •—  1.

5 4 . W  równaniu i 2x  =  60, podzieliwszy) 
obie strony przez iednę liczbę 12 , w ypadnie

—— 5=. ; czy li x  =  5. Podobnież w  równaniu
!2 12

ax =  b podzieliw szy obie stron przez a w ypadn ie 
aX b -i • b . ■ j  '—- =  — , czyli x  = *—, i t. d, 
a a  a

Stąd w niesiem y, że. k ie d y  w  równaniu z  ie­
dne^ strony iest ilość niewiadoma z czynnikiem  
liczebnym  lub ogóln ym , a z d ru giey  strony znay­
duią się; same ilości w iadom e; chcąc ilość n iew ia­
domą od w iadom ey uwolnić , trzeba zachow ać na- 
stępuiące p raw id ło:

Napisać z iedney strony równania sarnę ilość 
niewiadomą . a stronę drugą podzielić przez czyn- 
n-ik tey ilości niewiadomey. I tak

i5 x  =  4s ; w ięc x  =*if| s s  3 . Podobnież
aóx

6g R o z  d z  i a t l i t .  x
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Równania stopnia pierwszego* bi

55. Często się trafia , ze po przeniesieniu ilo­
ści niewiadom ych na iednę, a w iadom ych na dru­
ga  stronę równania ? ilość niewiadoma iest kilka 
-razy* powtórzona z odmiennemi czynnikam i Itak 
równanie ax >— ac +  be =  cx —*- bx , p odług p ow yż­
szego  praw idła (52) zamienia się w  następuiące : 

a x -— cx-b b x— ac-— be,
W którem ilość niewiadoma x  w  lwszym w yrazie 
iest rozmnożona przez a, w  2gim przez *— c , WÓcim 
przez ■+■ b. Pierw szą w ięc stronę można rozłożyć 
na czyn niki (69) ; i w yrazić  równanie to sposo­
bem następuiącym  :

(n •— c *t~ó) x  =  a c —bc.
W  teha równaniu czynnikiem  ilości x  iest 

n <—  c 4- b ; zatem p odług ostatniego praw idła b ę­
dzie ,

Podobnież rów nanie mx 4 - px —- x  =  a , zamie* 
•niwszy na (m + p *— i ) x = a ,  w ypadnie p o d łu g

tegoż praw idła x  =  —— - ----- i t. d.
m-h p —  %

W  takim  w ięc  przyp adku  zachow ać należy 
następuiące p raw id ło  : napisać sarnę ilość niewia­
domą z. iedney strony , a drugą stronę podzielić przez 
wszystkie spótczynniki ilości niewiadorney tak wy­
raźne iak domyślne , daiąc przed niemi te same zna­
ki , które miały przedtem np. X —>abx-b c3, dx =as

56. 'Czasem w szystkie w yra zy  równania są po* 
dzielne przez iednęz ilość: np. w  równaniu 

lóabx’—'Qbcd =  i2bdx -t-1 <ctbc.
uwa*
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62 R o z d z i a ł  I I I .

Uważam lód ze liczb y  6 , 9 , 12 i 15 są podzielne 
przez 3 , podzieliw szy w ięc obie strony równania 
przez 3 , w ypadnie 2abx—~ 7>bcd =  Abdx -t- $abc.

Uważam 2re, ze w  ostatiiiem równaniu w sz y ­
stkie w y ra zy  maią spoiny czynnik b. ' Podzieli­
w szy  w ięc w szystkie w y ra zy  przez b , w ypadnie 

2nx— 3cd =  4rfjc -t~ 5<tc.
Równanie to p odług praw ideł p ow yższych  za* 

mieni się

Podobnież w  równaniu : 8cmx =  i2flc :2oc*, 
W którem w szystkie^w yrazy maią spoiny <czynnik 
4 c, podzieliw szy każdy w yraz  przez 4 c , w ypadnie3a H-<c .2mx =  3 a +  5C , w ięc 3 c=  .---- i t. d.

2tn
57. Praw idło pow yższe (54) dla uwolnienia 

ilości niewiadom ey od czyn n ika , s łu ż y  także i w  
ten c z a s , k ied y  czynnik ten iest ułom kiem. I tak 
w  równaniu | x = r6©> podzieliw szy obie strony
przez | będzie

Jakoż w  równaniu =  60, rozm n ożyw szy er­
bie strony przez $,* abyśm y tvm  sposobem znie- 
iii mianownik spółćzynnika ilości niew iadom ey

równanie to zamieni się w  następuiace: H x  =  3oo;
, /% S

czy li 3x = 3o o ; w ięc x  »  100 ($4 ).
171

Podobnież w  równaniu —  x =  a ,  dla zni** 

sienią mianownika q , rozm nożyw szy obie strony 

przez q f będzie —* x ,  czyli r̂ wc =» a 5 ; wig#

aa
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Równania stopnia piirvtsztg9* 6*

W eźm y leszcze rów nanie

w  którem znayduią się ułom ki i całkow ite. A b y ­
śmy w  tem równaniu łat wie y uwolnić .m ogli nie­
wiadom ą od w iadom ych z 'nią złączonych roz­
m nóżmy lód  w szystkie iego w y ra zy  przez miano­
w nik a", aby ty m  sposobem m ianownik ten b y ł  
zn iesio n y : równanie w ięc to zamieni się w  nastg- 
puiące : •

2re. D la zniesienia m ianownika b , rozmnóż­
m y w szystkie w y r a z y  ostatniego równania przez
b ; b gdzie

MJ

3cie. D la zniesienia m ianownika c w osta­
tniem ró w n an iu , rozm nóżm y w szystkie w y ra zy  
przez c , będzie

«  #  _  r . _____ _

---   - - ---- i -  —i "  v
Zastanow iw szy się nad równaniem piąrw szem  

i ostatniem , w  którem  w szystkie m ianow niki ró- 
w nania pierw szego są zniesione, i z którego ła ­
two iest podług praw ideł p o w yższych  otrzym ać 
ważność ilości niewiadem ey; postrzeżeżem y 4 ze li­
cznik x  równania pierw szego rozm nożony iest w  
ostatniem przez mianowniki b i c dw óch innych, 
ułom ków  ; licznik n rozm nożony iest przez mia­
now niki a i c dw óch in n ych  u ło m k ó w ; i licznik 
qx rozm nożony iest prze*, m ianow niki a i b dw óch

ułom**
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ułom ków  pozostałych , całkowite zaś w ,  p i b- ró­
wnania pierw szego, śagw ostatniem rozmnożone 
przez mianowniki' a ,  b i c w szystkich  trzech u- 
łom ków . f,\

U waga ta m&ftąca m ieysce we w szystkich in­
n ych  rów n aniach , podaie następuiące praw idło : 
chcąc to róiofułłitu znieść mianowniki, trzeba Li­
cznik każdego ułomka rozmnożyć przez mianowni­
ki innych ułomków : a każdą całkowitą rozmnożyć 
przez mianowniki wszystkich ułomków , i napisać 
równanie bez mianowników. Tak np. w  równania
dx mx p 1 , .. ,
—  _ q = r  .—  _  > mnożę 1 od hczińk. dx przez
a b c

b i c m ianowniki dwóch innych ułom ków ; i mam 
bcdx lw szy  w yraz  równania. Mnożę potem -całko­
w ita  —  q przez a, b i c mianowniki w szy stk ich  
Jtrzech u łom ków , i mam •— abrą 2gi w yraź ró­
wnania. Mnożę dałe'y licznik mx przez a i ^miano­
w niki dwóch innych ułom ków  i mam acmx 5ci w y ra ź  
równania. Nakonieć mnożę licznik •— p przez a ib  
inianoWniki dwóch innych ułom ków , im arn — abp 
4 ty  w yraz równania. Tym  sposobem równania 
dane zamieni sia w  następ u la ce :

bcńx •—• abcą — acmx —- abp ; 
z  którego p o d łu g  p ow yższych  praw ideł w y p a ­
dnie ~\

lód. bcdx —  acmx —  abcą —  abp ; (5z) ,

\ brd ■—acm
58. Praw idła pow yższe znacznie skrócą i u ła­

tw ią rozwiązyw anie w szelkich zagadnień sposo­
bem  algiebraiczn ym , to iest za pomocą równań i 
znaków  ogólnych. Pozostanie tylko ta iedynie 
trudność , iak dane zagadnienie u ło ży ć  w  r ó w n i­
nie , do c z e g o , iakośmy iuż p o w ied zie li, w p ri-  
Wa na różnych  zagadnieniach, iakie niżey poda­
m y , naywięoe'y dopomoże. N astępuiące także 
praw idło gruntow nie ro zw ażo n e, będzie w  tey  
mierze w ielce użyteczne :

Wsko.*

64 R o a d z i a t  Ul.
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I Wskazać za pomocą znaków algiebraicznych na 
Hołdach wiadomych czyta liczbami, czyli Hz gło- 
skami oznaczonych, i na Hołdach niewiadomych,

( które się zawsze oznaczaią głoskami , fć same r ozu - 
mowania i działania, Któreby należało uskutecznić, 
chcąc sprawdzić ważność ilości nieu/iadomey , gdy­
by ważność ta była dana.

Chcąc praw id ła  tego u ż y ć , trzeba p ięrw ey  
pilnie w yzn aczyć  , iakie są d zia łan ia , które w y ­
słow ienie danego zagadnienia w  sobie zam yka w y ­
raźnie lub n ie w yra źn ie : lecz w łaśnie na tern za­
leży  cała  trudność w  ułożeniu zagadnienia w  ró- 

' wnanie.
59. Dla zastosowania tak praw id ła  pow yższe­

go , na ułożenie zagadnień w  ró w n an ia , iako te.z 
praw ideł innych , któreśm y w  dw óch ostatnich roz- ' 
działach w y ło ż y l i , przytaczam y tu niektóre zaga* 
dnienia.

II. Zagadnienia z iedną niewiadomą.

Zagadnienie I. •Woda iednem korytem płynąca 
i napełnia iedne sadzawkę W przeciągu godzin ;  

inne a za i korytem puszczona do teyże sadzawki, 
napełniłaby ią w przeciągu godzin 3| ; za ileż go­
dzin sadzawka być może napełniona, gdy woda 
obiema korytami do niey puszczona będzie ł

Rozwiązanie. G d yb ym  znalazł liczbę godzin  
szukana , spraw dziłbym  ią sposobem nastepuiącym : 
naprzód sadzawki obigtość, którą ta  iest 1 , gdy£ 
o iedne'y ty lko  sadzawce iest w zagadnieniu  mo­
w a , podzieliłbym  raz przez 2 | , drugi raz przez 
3| ; p ierw szy z dw óch znalezionych  ilo ra zó w , o- 
zn a czy łb y  ile przez iednę godzinę w p ły w a  w o d y 
do sadzawki korytem  p ie rw sze m , d ru gi ile ie'y w

firnie czasie w p ły w a  korytem  drugiem . Pote'm 
ia te ilorazy  rozm n ożyłbym  p rzez znaleziona li­
czbę godzin szukanych , a dw a powstaiące stąd i- 

ło czyn y  dodane do siebie o k a za łyb y  ilość w o d y 
wpuszczonej obiema korytami do sadzaw ki w

£  prze-
I t
I • s
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przeciągu godzin szukanych. Jeśliby summa tych  
dw óch iloczynów  w yró w n yw ała  obugtości sadzaw ­
ki , b y ło b y  to dowodem , ze znaleziona liczba g o ­
dzin iest praw dziw a.

Oznaczm yż łiczbg szukaną godzin przez x ,  i 
za pomocą znaków algiebraicznych uskuteczniy- 
in y  te same d zia łan ia , któreśm y w  pow yższem  
rozum owaniu w y s ło w ili: a dla uniknienia działań 
z u łom kam i, iako też dla tego . ab y znaleziona 
ważność ilości szukane'y nie zależ da: od liczb szcze­
góln ych  do zagadnienia w ch od zących  , u czyń m y 
2| = o , ' 3| = ó.

Podzieliw szy obigtość sadzawki czy li i  ra z  
przez 2§ czyli przez a ,  drugi raz przez czy li

przez b , dwa ilorazy _L , _L oznaczą ilość w o d y, 
a b

która przez iedng godzing w p ły w a  do sadzawki 
korytem  pierwszehn i drugiem

R ozm nożyw szy dwa te ilora-zy przecz liczbg 
godzin  szukaną / czyli przez x  , dwa ilo czyn y

i— X x  czyli — , —  x  x , czyli —  , okażą całą ilość 
b a b  b ,

w o d y  wpu$zczone'y do sadzawki w  przeciągu  go­
dzin , których  liczba iest x . A że ilość ta w o d y po­
w inna w yró w n yw ać obigtości sadzawki , bgdzie

OC X \i
w igc rów nanie__ -f. —  =  i  , z którego w y p a ­

li____ b
dnie idii bx-\-tix^=ab (67) ; 2r e x =  —  (55).

a+b
r*- Równanie to podaie nastgpuiące p raw id ło  na 

• rozwiązanie tego zagadnienia w e w szystkich  p r z y ­
padkach szczególnych : ilocz tn dwóch liczb ozmt- 
czaiących liczbę godzin potrzebnych do napełnienia 
sadzawki kazdem z osobna korytem, podzieliwszy >g 
przez summę tychże dwóch liczb, iloraz okaże li~ \  
czbę godzin potrzebnych do napełnienia teyze sa~ 
dzau/ki obiema razem korytami. '

66 R o z d z i a ł  W.
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Zastosow aw szy praw idło to d o ' danych liczb 
w  zagadnieniu pow yzszem  , w ypadnie

Równania stopnia pierwszego. 67

Że zaś w  przeciągu iedney godziny w p ły w a

do sadzawki w o d y  iednem korytem  — -    _L
a ±\

” 4
- r i Tf  rozm nożyw szy przez znalezioną liczbę go­
dzin | , dwa powstaiace stąd ilo czyn y  dodane do 
siebie v p o w in n y  w yrów n ać obietości sad zaw k i; co 
tez iest nie zawodnie : gdyż x  § -t- T| X f  =  i ; cq- 
dowodzi , ze znaleziona liczba godzin iest p raw ­
dziw a. %

Tę s^nę próbę m ożnaby odbyć wy«codniey 
ze znakami ogólnemi. Jakoż ponieważ

6o,. W  iakim kalw iek sposobie w y sło w im y  po­
w yższe zagadn ien ie, iakiekolw iek w  niem nazna­
czym y dwie l ic z b y ; zawsze praw id ło  z ważności 
x  ogólney w?yprowadzone, p osłu ży  do znalezienia 
liczb y  szukaney. I tak niech będzie zagadnienie, 

Do wij karczów ani a pewney zarośli robotnik ie­
den potrzebuie tygodni 23 i dni 4 ; drugi ukończył* 
by tę sarnę robotę za tygodni i 5 i dni $: w iakim* 
że czasie obadwa razem zaroił tę wykarczuią ? 

U czyn iw szy a ~  tygod ni i 4  dniom 
b. =*= i$ - - S i

w ypadnie , iak  w  zagadnieniu poprz edzaiącem

*  - — - :  od b yw szy  działanie w ska zano w  tern
fl-ł-b

E ą ró*
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ró w n a n iu , lub  w  p ra w id le , któreśm y * rów nania 
tego w yprow ad zili , łatw o bgdzie znaleźć lic z b y  
ty g o d n i szukaną. Toż m ówić o w szystkich in­
n ych  tego rodzaiu zagadnieniach.

D la tey p rzyczyn y  równania takow e, w  któ- 
- r y c h  ważność ilości niew iadom ych wyznaczona iest 

samemi głoskam i i znakami algiebraiczn em i, na* 
zyw aią  sig formuły

W ziąw szy zagadnienie cokolw iek odmienne , w  
które'mby np. w oda nie dwiema lecz trzema lub  
czterema i t. d. korytam i do sadzawki w p ły  w a ła ; 
sposób postgpowania w  rozwiązaniu tego zagadnie­
nia tem by sig tylko od poprzedzającego różnił , iż 
b y łb y  cokolw iek d łu ższy  , i otrzym ana w  koń cu  
form uła nie co od poprzedzającey odm ienna, ia k  
aprobować można n i  zagadnieniu nastgpuiącem ;

Do ukończenia iedneyże roboty ieden rzemie­
ślnik potrzebnie 3 tygodnie i $ d n i, drugi 4V tygo­
dni i 3 dni, trzeci 5 tygodni i 2 dn i; z t ileż ty­
godni wszyscy trzey razem te HLÓotę ukończą? ,

61. Zagadnienie II. Pan przy y maiąc sługę u- 
mawia się z nim , ze mu za każdy dzień dopełnia­
nych należycie obowiązków służby zapłaci zł. 1, 
gr. 6 ę za każdy zai dzień zan iedban ia tychże o ho- * 
wiązko w , wytrąci mu z iego zasług gr. 22I. Po 
upłynieniu 00 dni sługa dostał zł. 6 , gr. 22fę tyle 
mu się tęż podług umowy należało: przez ileż dni 
należycie dopełniał obowiązków służby i

G dybym  znalazł szukaną liczbg dni dopełnio­
n y ch  obow iązków , czy  liczba ta iest p raw d ziw a, 
doszedłbym  tego sposobem nastgpuiącym  : naprzód 
liczbg tg odiąłbym  od 5 o , i w yp a d łab y  na różni- 
cg d ru ga  liczba dni zaniedbanych obow iązków  
słu żb y. Potem pie'rwszą z tych  dw óch liczb  roz­
m nożyłbym  przez zł. 1 gr. 6 ,  drugą przez g r .
225 ; i  m iałbym  dwa ilo c z y n y ^ z  których  p ie rw szy  
oznacza, ileby sig należało słudze za dni dopełnio? *

. %ych obow iązków ; drugi ile mu potrzeba z ty ch  
zasłu g  w ytrącić  za dni zaniedbania tych że obti* 
wiązków* JNakoniec iloczyii drugi odiąłbym  od 

, pier-
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pi-^wszego ; a ieśliby  w ypadaiąca różnica czyn iła  
z ł. 6  gr. 22I, b y ło b y  to dow odem , ze znalezio­
na liczba dni iest praw dziw a.

Oznaczm y z liczbę tę przez x , i uczyniw szy 
z ł. i , gr. 6  =  a , gr. 2 i|  —  b , dni 3o =  c , zł. 6 
g r .  Z2§ —  d ;  uskuteczniym y za pomocą znaków 
algiebr ai czn y  ch te same działania , któreśm y w  
pow yższem  rozum owaniu w ysło w ili.

O diąw szy x  od 3o czyli od c ,  zostanie c —  % 
liczba dni zaniedbanych obowiązków służby.

R ozm nożyw szy x . prstez zł. i gr. 6 , czyli przez 
a f w ypadnie ax nałeżytość s łu gi za dni dopełnio­
n y ch  obowiązków.

Rozm nożyw szy c — x  przez gr. 22§ czy li przez 
b , w ypadnie iloczyn.óc-— bx okazu iący, ile mu po­
trzeba z iego zasług w ytrącić  za dni zaniedbanych 
obow iązków  słu żby.

D rugi iloczyn 6c *— bx odiąw szy od pierw sze­
go ax, 'różnica ax —  be-ł-bx (24) okazuie , ile rze­
czyw iście  należy zapłacić słudze. Ze zaś sługa 
dostaie zł. (a gr. 22§ czyli d ; będzie w ięc  równanie 
ox <—  bc -t- bx =  d , z którego p o d łu g  p o w yższych  
praw ideł w ypadnie naprzód ax +  bx =  be ■ +• d , po-
. . bc +  d / *
tern x  =  ---- - (57)-

«  <1 4- b
*  Form uła ta ogólna wskazuie , iakie działania 

odb yć potrzeba z liczbam i danemi a , b, c i H dla 
znalezienia niewiadome'y x ; można w ięc albo ią 
W ysłow ić ięzykiem  zw yczaynym  dla otrzym ania 
p raw id ła  ogólnego na rozw iązyw anie tego rodzaiu 
zagadnień ; albo też położyć w  n iey na m ieysce 
g łosek  a , b , c i  d liczb y  do zagadnienia w ch o ­
dzące głoskam i temi oznaczone. U żyw szy  dru gie­
go  sposobu, form ula ta zamieni sig w  naszępuiące

rów n an ie: x  — =  i 5 .
. v  JS +  J

T o  iest: liczba, dni dopełnionych obow iązków  
iest i 5 . L iczba zatem zaniedbanych obow iązków  
bgdzie 3* •— 1 1 = ¾¾.  D w ie te liczb y  czynią 

- v za-
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zadosyć wa^ttntom zagadnienia: g d y ż  pteVwf -| 
rozm nożyw szy przez zł. i gr. 6 , drugą przez 22¾ 
g r  i drugi iloczyn to iest 15 x  g r. 22I.== r i|  zł. 
©diąwszy od iloczynu p ierw szego , któ ry  iest i 5 3¾ |
zł. 1 gr. 6=» 18 z ł . ,  zostanie na róźnicg z ł. 6 g r . 
22j. Go dow odzi, źe znalezione liczb y  są praw-* 
dziwę,

Ta sama formuła s łu ż y  do łatw ego rozw iąza­
nia Wszelkich tego rodzaju zagadnień w  iakifnkol* 
w iek  bądź sposobie w ysło w io n ych  ; iak tego do­
św iadczyć nioźna na zagadnieniach nastgpmą* sy ch  .*

Rybak dla Zachęcenia su/ego syna obiectiie rhW 
płacić po 5 gr. za każde wy ciągnienie sieci ź po­
łowem: lecz za każdą rażą, kiedy siei na próżno 
zapuszczona bęazie j syn powróci oycu 5 g)osze.
Z a  12 t y m  w y  c i ą g n i e n ie m  s iec i  r a c h u i ą  się, i o y c ie S  
p ł a c i  s y n o w i  28 groszy. I l e ż  r a z y  sieć b y ł a  z a p u *  
s z c z a n a  k o r z y s t n i e  ?

Zgodzono rzemieślnika po zł. 5  gr. 15 zd ‘ ka- 
£dy dzieii roboty , i prócz tego obiecano mu codzień 
Stoi } za każdy iednak dzień, któregoby nie praco­
wać , miano mu za stół wytrącić zł. 1 gr. 18. Pó 
upłynieniu 7 tygodni, i ani 3 , robota została u- 
kończona. Gdy przyszło do porachunku , okazało 
s ię  , ze należy, rzemieślnikowi zapłacić z ł .  ^jbo gr* 
a 4 .* Ileż dni pracował nad tą robotą f ica  ąr2Si'

tjż Zagadniecie III. £)o dwóch czar srebifoych 
test iedna póktywka : Czara iedna w aży  12 uncyy< 
a różem ż  pokrywką ' md ciężar dwd raZy większy 
niżeli tatara druga • czdra zaś druga raze<n z po­
krywką Waży uncyy t,zy razy więcey > niż pi erą 
wsża : iliż uncyy waży pokrywka ś 
. . . .  G dybym  lićzbg W yrażaiąćą cigźk ość pokryW ki 

hiiał wiadomą , czy  liczba ta iest praw dzi­
wa,- doszedłbym  tego sposobem nastgpuiącym  i 
dodałbym  naprzód liczfog tg do cigżaCu czary pier- 
W sfley, to iest do i 2 orieyyy i sum m y tey  w zią­
w szy  połowg , m iałbym  eigikośe d ru giey  czary, 

tg samg Uezbg dodałbym  do znalezione y
cigz-
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ciężkości czary drugiey ; a ieśliby ta summa b y ­
ła trzy razy większa od ciężkości czary pierwsze'y, 
to iest od 12 uncyy , byłoby to dowodem , ze zna­
lezione ważności niewiadomych: są prawdziwe.

Oznaczmyż liczbę uncyy, które waży pokrywka 
przez x : liczbę tę dodawszy do 12 , będzie 12 4- x ; 
połowa te'y sum m y, to iest 64- § x ,  oznacza cięż­
kość drugie'y czary , do którey dodawszy x,  bę­
dzie 6 +  ę x  +  x ciężkość czary drugiey i pokryw­
ki ; a,że podług zagadnienia summa ta iest 3 razy 
większa od 12, będzie więc '

6 h- \ x 4- x —  3 5 ; czyli 6 4 -f  x =  3 6 ; =  a zatem » 
2 x  *= ob ; x  — 20 (54) ; i t. d.

Zagadnienie to iest szczególnym przypadkiem 
nestępuiącego zagadnienia ogólnego : '

Maiąc daną liczbę a , znaleźć dwie inne, z któ­
rych pierwsza d o d a n a  do liczby a iest m razy wię­
ksza od drugiey : doHflna zaś do liczby drugiey iest 
n razy większa od liczby a : iakaź iest iedna Z 
dwóch liczb szukanych ? . v *..#*-■

Oznaczywszy pierwszą z liczb szukanych przez 
x , będzie ft4- x  sunnna m  razy większa od liczby

'• d ru g iey : druga zatem liczba będzie , do któ­ra
rey  dodawszy liczbę pierwszą x, summa 4 - x ,

m
powinna być n razy większa od liczby daney a.
Będzie zatem fL:— *  +  x  == an : w ięc a -Fx  4 - mx =  

ra
amn a . „amn ; a tem samem x =  — - 1 t. d.

1 4- Ifi
6 3 . Zagadnienie IV. Matka iest 6 razy starsza 

od swoiey córki: za lat 12 . matia będzie tyUo 2 
razy starsza od córki: iteź ma lat córka ?

Oznaczywszy wiek córki przez x , matki wn k 
będzie 6x ; a za lat 12 córka mieć będzie latX4-i::T 
matka 6x 4- 12 : i icżeli w iek matki lo iest 6x 4 - : . ,  
iest dvya razy w iększy od wieku córki , to it s lh d  '
' . j ■ ' ..... .. -- x
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x-+-12, będzie to dowodem, ze zagadnienie iss| 
dobrze rozwiązane. Będzie zatem równanie

6x  4 - 1 2  —  2xr-t- 24 « i t. d. ,
Zagadnienie to moznaby tak w ysłow ić ogól­

nie :
Znaleźć dwie liczby , z których pierwsza iest m 

razy większa od drugiey : a dodawszy do obudsuu 
po a , będzie pierwsza od drugiey n razy większa.

Oznaczywszy drugą liczbę przez x ,  pierwsza 
bgdzie mx. Dodawszy do cbudwu po a ,  będzie 
druga x  ■+■ a , pierwsza m x-ta .

Ze zaś po takowem dodaniu liczba pierwsza 
iest n razy większa ód d ru giey , rozmnożywszy 
aatem liczbę druąą to iest x-ł-« przez n ,  iloczyn 
n (x -ł-n) rów ny oyć powinien, liczbie pierwszey. 
Będzie więc równanie

tax 4- a =  n' {x  *ł- a ) : a zatem x  =  ------ . .
m —  n

G dybyśm y powyższe zagadnienie ogólne tak 
♦ dinieniii: znaleźć dwie liczby, z  których pierwsza 
iest m razy większa od drugiey ; odiąwszy zai od * 
obudwu po a ,  będzie pierwsza n razy większa od 
drugiey na ten czas, oznaczywszy druga liczbę 
przez x , pie'rwsza będzie mx; a odiąwszy od obu­
dwu po a , będzie druga x  —  a , pierwsza mx— a i 
A  że podług warunków zagadnienia', liczba mx— a 
iest n razy większa od liczby 3C — fl; rozmnoży­
w szy więc liczbę x  —  a przez n , iloczyn n (x*— «) 
po\vinien być równy liczbie mx —  a ; będzie w ięe 
równanie

n (x — <i] =  mx •— a , a zatem x  =  ---------
n —  m

Porównawszy formułę tę z formułą oznacza­
i ą  przez A r postrzeżemy różnicę tylko w ich mia­
nownikach: pierwśzey bowiem mianownikiem iest 
w —-»  , drugiey n -t-m , licznikiem zaś obudwu 
mi'— a. Jeżeli w  haznaczaniu szczególnych wa­
żności liczebnych dla głosek m, n i a , damy dla 
n ważnoś* Laikowi! ą ,  zawsze będzie licznik ilo­

ść*^
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4 cią dodayna : będzie bowiem iloczyn an w ięk szy  
©d a. Jeżeli w ię c  w ażność dla x  ma b y ć  liczbą 
d o d ayn a, pow inien b y ć  takie  i m ianownik doday- 
**y (4 6 ) ; w  p ierw szym  zatem przypadku trzeba 
dać w ażność liczebną dla m w iększą niż dla n, W 
drugim  dla n w iększą  niz dla m. W  obudwu for­
m ułach odm ieniwszy znaki licznika i  m ianowni­
ka , przez co się ważność ułom ka nie odm ieni 
(4 2 ) , form uły te zamienią się w  następuiące ;

c — ~an a•—a n
iw sza  x c c  —-----  , 2ga x  =  -------  j

n—m m— n
W których  , g d y  ważnością n iest liczba całko ­
wita , licznik a — an iest ilością odiemną : Jeżeli 
w ięc  ważność dla x  ma b y ć  dodayna , m ianowni­
k i także p ow in ny b y ć  odiemne ; co w  ten czas 
ty lko  może mieć m ieysce , g d y  w  formule pier­
w s z e j  m iest w iększe, od w , w  d ru giey  vzaś n wig* 
ksze od to. i

Dla sprawdzenia form uły  d ru giey  w eźm y na­
stępuiące zagadn ien ie:

Maiątek osoby A  iest 3  razy większy od ma* 
iątku osoby B ;  straciły obie po zł. 12000 j poczerń 
maiątek osoby A  iest 5 razy większy od maiątku 
osoby B ;  iakiez są te maiątki .<? f

P brów naw szy zagadnienie to z ostatniem za­
gadnieniem  ogólne'm , postrzeżem y , że trzeba li­
czy nić m =  3 ,  n =  5 , a =  12000. W ażnośei te po­
ło ży w s zy  zamiast g łosek w  otrzym anej formule, 
znaydziem y x — 24ooo i d.

To samo zagadnienie ogólne m ożnaby ieszcze 
ji4astępuiącemi sposobami odm ienić.

Znaleźć dwie liczby { z których pierufsza iest 
m  razy większa od drugiey: a dodawszy do pier- 
wszey a , od drugiey zaś odiąwszy a ,  będzie pier­
wsza od drugiey n razy większa;  albo do piet 
wszey dodawszy a ,  do drugiey b ,będzie pierwsza 
równa drugiey ,*
albo od pierwszey odiąwszy a do drugiey doda­

wszy b ,  będzie druga A ,  ram/ większa od 
pierwszey i t. d.
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W  tych  i tym podobnych przypadkach ła ­
two będzie w ynaleźć lei m uły ogólne sposobem 
podobnym  do tego , ktoryśm y iuż w yło żyli.

64. Zagadnienie V. hewun chce dnc każdemu z  \ 
ubogich, których spotkał, po gr. i 5 ; lecz mu nie 
dostaie gr. 5 ; dnie więc po gr. i 3 , zostało mu 
gr. 9 , ileż było ubogich.

G d yb y  liczba ubogich b y ła  w iadom a, rozmno­
ży łb y m  naprzód liczbg tg przez i 5 , i od tego i* 
loczynu  odlaw szy 5 , różnica okazałaby ilość p ie­
niędzy przeznaczonych na iałm użng. Potem tg sa­
rnę liczbg ubogich rozm nożyłbym  przez i 5 , I d o  
tego iloczynu dodawszy 9 , summa ia okazałaby 
tak ie  ilość pieniędzy przeznaczonych na iałmu- 
żng. Jeśliby ostatnią summa równa b y ła  pow yż- 

. szey różnicy , b yłob y  tó dowodem , że znaleziona 
liczba u bogich  iest prawdziwa.

O znaczm yż w ięc liczbg ubogich  p rzez x  , b ę­
dzie i$x — - S pierw sze w yrażenie ilości pienigdzy 
przeznaczonych na iałmużng.

i5 x 4 * 9  drugie teyże< ilości pienigdzy wyraż.e- 
4ftie. A  zatem 15* •— 5 =  1 3x 4-9 ; x  =  7 i t. d.

Chcąc zagadnienie to zamienić na o gó ln e, u- 
«zyńm y i$ =  « , i 3 —  b , 5 =  w., 9 t = n .

T ym  sposobem dwa w yrażenia ilości pienig-. 
dzy przeznaczonych na iałm użng, to iest 15x — 5, 
i i 3x - r g ,  zamienia sig w  nastgpuiące : a x -—  
bx 4- n. A  zatem

4̂ NJR o z d z i a ł  II I .

65. Zagadnienie VI. Trzey bracia kupili do­
bra za 5oooo cz. zł. Naystciiszy mógłby sam z a ­
płacić to kupno, lecz mu nie dostaie połowy tych 
pieniędzy , którg ma średni ; ten z a ł  samby wszy­
stko zapłacił ,  ̂ gdyby mu ncy starszy pożyczył 
irzeciey części swego maiątku. Nay młodszy zaś 
chcąc dla siebie samego nabyć tychże dóbr * potrze- 

■ ' bo-
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howalby ktey części maiątku brata naystarszego. 
Ileż każdy z nich ma pieniędzy ?

Niech x  oznacza maiatek.. któregokolwiek z 
trzech braci np. na /starszego. Ponieważ średni 
m ógłby isam za te dobra zapłacić 50000 cz» zł. 
gdyby mu naystarszy pożyczył 5ciey części swe­
go maiątku, średniego więc maiatek musi być 
50000— Ą x .

Aże jffaymłodśzy samby spłacił te dobra, g d y ­
by mu naystarszy pożyczył 4tey części swego 
maiątku , naymłodsz<sgo więc maiatek nltui być 
50000 -— %x.

Wrcscie ponieważ naystarszy spłaciłby sam 
te dobra, gd yb y  miał połowę maiątku brata śre­
dniego , maiątek zatem brata naystarszego to iest 
x , powiększony połową maiątku brata średniego,
. . . 50OO()— ł  X  x 1 •to iest  ---- -— ~— =  25000 —  g x  równym byo mii*

2
si 50000 cz. zł. Będzie zatem równanie

x  -+- 25000 —-  ̂ x  =2= 50000 ; więc x  =  00000 i t  d.
66. Zagadnienio Vil. Dyojantes Autor nayda- 

iunieyszego dzieła Algiebiy , które czasów naszych 
doszło , przepędzi w dzieciństwie 6tą cześć całego 
życia,  12tą część w młodości , a potem się ożenił, 
i przepędziwszy 1 u związku małżeńskim 7mą część 
swego życia i nadto ieszcze lat 5 , doczekał się sy­
na , którego przeżył kma laty , i który dożył tylko 
potoiuy wieku Oyca swego. Ileż lat ży ł  Dyojan­
tes ś

Szukana liczba lat składa* się z następuiących 
cz-ęśei: ićrf z | części tych lat przepędzonych w  
dzieciństwie; 2re z części tychże lat przepędzo-- 
fiey w młodości ; 5cie z f  części tychże łat pow ię­
kszonej 5cią la ty , które przeżył Dyofantes aż do 
czasu narodzenia się syna; 4 te z \ tychże lat prze­
pędzonej wraz z synem ; nakoniec ze 4 lat prze­
pędzonych po śmierci syna. Oznaczywszy zatem 
szukaną liczbę lat przez X , będzie równanie 

' Xx=s a *  +  l i  *  +  ł  *  +  S +  a *  + * A  zatem 
*= 84. «7.

Równania stopnia pierwszego* >,/ 75
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f6 R o z d z i a ł  tli.
' \ \ .

67- Zagadnienie VIII. Mieszanina dwóch meta- 
idu/ slota i srebra wynosi 12 całów sześciennych i 
waży uncyy 100: ieden cal sześcienny czystego zio ­
ła wazy unCyy i2§ ,* ieden cal sześcienny czystego 
Srebra waży uncyy tĄ : ileż w mieszaninie tey znay­
duie się culow sześciennych złota lub srebra ł

Gdybym znalazł szukaną liczbę calów sześcien- 
>iych złota , sprawdziłbym ią sposobem następuią- 
cym : naprzód liczbę tg odiąłbym od 12 calów sze­
ściennych , które wynosi cała mieszanina, a po­
została reszta okazałaby liczbę calów sześciennych 
srebra w  mieszaninie będącego. Pote'm liczbę ca­
lów  sześciennych złota rozmnożyłbym przez 12¾ 
u n cyy , a liczbę calów'sześciennych srebra przez 
6̂  u n c y y ; pie'rwszy z dwóch tych iloczynów o- 
k a za łb y , ile w aży samo złoto, drugi ile w aży sa 
mo srebro znayduiące się w  mieszaninie. Nako , 
nieć dwa te iloczyny dodałbym do siebie, a ieśli* I 
b y  summa ich uczyniła 100 u n c y y , b y ło b y  to do-'I 
wodem , że znalezione dwie liczby są prąwdziwe* 

O znaczmy ż w ięc liczbę calów sześciennych 
złota przez x , a tak dla uniknienia działań z u.i) 
łom kam i, iako te* dla otrzymania form uły ogól* 
ney na zagadnienia tegurodzaiu, uczyńm y 12 ca­
lów sześciennych =  <1, xoo uncyy —  b, 12̂  uncyy 
—  c, b® un cyy =  d. Będzie zatem > 

liczba calów sześciennych złota =  x , 
liczba calów sześciennych srebra =  a —  x  , 
waga samego złota - - - * =  cx 
waga samego srebra - - • - = a r f —  d x ;

III. Zagadnienia z kilku niewiadomemi.

Ł 6$. Do wszystkich zagadnień, któreśmy do­
jąć! rozw iązali» wchodziła iedł a tylko niewiado­

mi* ef y lubo niektóre mogą być łatwo roawiązane
a t
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aa pomocą dw óch niew iadom ych. T a k  np. w  za­
gadnieniu ostatniem , o zn aczyw szy  przez x  liczbę 
calów sześciennych z ło t a , przez y  liczbę calów  

t sześciennych s re b ra , b id z ie  cx w a p  samego zło­
ta y dy w aga  sam ego srebra znayduiącego  się w  
mieszaninie. Aże mieszanina ta w yn osi calów  sze­
ściennych a , i w azy  u n cy y  b ,  będzie w igc

Równania stopnia pierwszego* yg

Żadne z tych  dw óch rów nań nieda w ażności 
dla n iew iad o m ych ; z  p ierw szego w ypada '

V » A

W id zim y t u , ze tak w  dw óch w aznościach 
dla x ,  iako też w  dw óch w aznościach dla y , znay­
duie się druga niewiadoma. L ecz dw ie w ażności 
znalezione dla x  zrów naw szy z so b ą , będzie

h _ rl„
t

Równanie to maiące iednę tylko niewiadomą 
rozwiązawszy podług prawideł podanych wyżey, 
anaydziemy

tł*— L Ł—‘U
Podobnież zrów naw szy z sobą dwie znalezio­

ne w ażności dla y , otrzym am y równanie z iedną 
ty lk o  niewiadomą

K tóre p rzero b iw szy  sposobem zw yczaynynfc 
będzie

Możrtaby działanie to skrócić sposobem n&stf* 
puiącym :

Poniew aż z  równania x  +  y  =  a w ypadli 
bgdaie w ięc  =  — cy. Ważnośfc

H
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tę p o ło żyw szy  zamiast cx w  równaniu drugi e'n*,, 
które iest cx_-+ dy =  b , równanie to zamieni się w  
pastępuiące : '  y

78 M o z d z i a l  111,

a— c c-—a
W ażność-'t§  y p o łożyw szy znowu zamiast y 

W równaniu pierw szem , które iest x-t-i/ =  a ,  b ę­
dzie .

v— a
W eźm y ieszcze iedno z zagadnień rozwiąza­

n ych  w  rozdziale pierw szym  : znnleżó dwie liczby, 
których summa iest s , róznicct a (4 ). O znaczy­
w szy  większą z liczb szukanych przez ocmnieyszą 
przez y , będzie ich summa x  -+ u , ich  różnica 
X -1- y ; aże p o dług  zagadnienia summa równa iest 

/ s : różnica równa a , będą w ięc dwa nustępuiące 
równania

D w a te równania m ogą b y ć  łatw o rozwiąza­
ne którym kolw iek z dw óch sposobów użytych  d o  • 
rozwią *nia poprzedzaiącego zagadnienia : lecz 
można e także w ygodnie rozwiązać sposobem na- 
stęp u iącym :

1 ód Strony odpowiadaiące tych  dw óch ró­
w nań do siebie dod aw szy, w ypadnie

Z*
2re Strony równania drugiego o d ią w szy  od 

#fcron rów nania p ie rw sze g o , zostanie
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69. D w a te p rzy k ła d y  są dostateczne do oka­
zania iak w ygodnie m ożna częstokroć użyć dwóch 
n ie w ia d o m y ch , do rozwiązania zagadn ień , które 
także za pomocą iedne'y niewiadotńey mogą b y ć  
rozw iązane ; lecz zagadnienia te pow inny zam ykać 
koniecznie dwa w arunki wycaźne lub domyślne 
dla ułożenia dw óch ró w n a ń ; iedno bow iem  ró­
wnanie z dwiema niewiadomemi nie może dać wa­
żności dla żadne'y, iakośm y to w idzieli.

Są też i takie zagadnienia , które za pomocą 
iedne'y niewiadome'y rozwiązane b y ć  nie mogą, 
iak iest np. następuiące :

70. Zakupiono u go}podarz& dwie fury zboża: 
na iedney znaydowało się żyta korcy 4| , pszenicy 
korcy 5£ , za co zapłacono zł. 173 i gr: $ ; na 
drugiey znayAowało się 2 korce żyta i $ korcy 
pszenicy , za co dano zł. 175 i groszy 10. Jakaż 
iest cena iednego korca żyta i iednego korca psze­
nicy ?

O zn aczyw szy  cenę iednego korca żyta prze* 
rc , cenę iednego korca pszenicy przez y , i u czy­
n iw szy zad o syć  warunkom  zagadn ien ia, wypadną 
dw a ró w nania

Równania stopnia pierwszego.

Dla uniknienia działań z ułom kami i dla otrzy­
mania w ypadku o góln ego, u czyń m y 4f  =  a, 04 =  b, 
z — c , s — d , z l  170 gr. 5 ==p , zł. 175 g r. 10 =  
T ym  sposobem dw a ostatnie równania zamienią 
się w  następuiące:

P odług pierw szego z tych  dw óch rów nań wy** 
pada
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in io słczy  m ianowniki, będzie cp <—  bcy =■ = ng —  arfy 
Z teg o  zaś równania otrzym am y lód ady—-* b cy-a ą .
—  'P> (51) Vrt y=z (55).

ad-— bc
Podobnym że sposobem za pomocą dw óch 

rów nań oznaczonych głoską A  znaydziem y w a ­
żność dla jc. Jakoż p o d łu g  p ierw szego z ty c h  
dw óch równań w ypada

do R o z d z i a ł  Uh

W  znalezionych ważno ściach ogóln ych  dla ** 
y  zamiast g łosek a , 6 , c , rf , p i q p o ło ży w szy  

_ ich  w ażności liczebne w yrażone w  zagadnieniu, 
znaydziem y x =  185 , y — 275 D w ie to znalezio­
ne ważności są p ra w d ziw e : gd yż czynią zadosyć 
w arunkom  zagadnienia, iak się 6 tem łatw o m o­
żna p rzek o n ać: rozm nożyw szy bowiem  4§ k o rc y  
i^ ta  przez i8 §, a 5ę k o rcy  pszenicy przez 27  ̂ , i 
dw a te iloczyn y do siebie dod aw szy, summa ich  
w yn o si z ł.  175 i gr. 5. Podobnież 2 korce żyta 
rozm n ożyw szy p rzez i8 f ,  a 5 k o rcy  pszenicy 
przez 27f i dwa te ilo czyn y  d o d a w szy , summa 
ich  w yn o si"  z ł. 175 g r. 10 iak iest w  zaga­
dnieniu.

Można także tę sarnę probe odbyć za pomocą 
znaków  o gó ln ych  ieżeli bowiem znalezione w a ­
żności ogólne są p raw d ziw e, tedy rozm nożyw szy 
w ażność x  przez ważność y przez ó ,  i dwa te 
ilo czyn y  do siebie d o d a w szy , summa ich  pow in­
na feye rów n a p ,  podobnież ważnoś« x  rozmno-

£y-
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ly w s z ?  przez, c , ważność y  przez d , summa 
dw óch ty ch  ilo czyn ó w  pow inna b y ć  równa q9 
L ecz że te znalezione ważności maią m ianowniki 
odm ienne, trzeba ie p ierw ey  sprow adzić do ie- 
dnakowego m ianow nika, co łatw o uskutecznić m o-N 
in a  zam ieniw szy np. w  w ażn ości x  w  liczn iku  i  
m ianow niku w szystkie znaki +• na — , i na -+. 
( 5°-* T ym  sposobem dw ie znalezione ważności 
b|dą

tLdw.nania stopniu pierwszego* gj

Co dowodzi , że znalezione w ażności d la  x  £ 
dla y , są praw dziw e.

M ożnaby także zagadnienie t#  rozwiązać spo­
sobem nastgpuiącym :

P od łu g  pierw szego z rów nań oznaczonych gło*

ską A  iest x  =  j w igc cx =  ; ważnośó
a a

tg p o ło żyw szy  zamiast tx  w  rów naniu dru giśm , 

bgdzie CJ - --- — +• dy '-= q. Skąd w yp ad n ie
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aa— oc
Albo iak: W szystkie w y ra zy  pierw szego z ró­

w n ań  A rozm nożyw szy przez c , drugiego przez a, 
dw a te równania zamienią się w  nastgpuiące:

Strony równania drugiego odiąw szy od stron 
równania p ierw szego , zostanie

Co się tycze niewiadom ey x  ,\ tę  zrayd zicm y 
albo kładąc w  którym kolwiek *  dw óch równań A  
zamiast niew iadom ey .y  znalezioną iey  w ażność, 
albo tez w  równaniach tych  niewiadomą y spro- 
tuarlzciiąc do ieifoci-OTdegu spoiczynnik.i; co 'n astą­
p i f gdy pierw sze z tych  dwóch rów nań rozmno* 
4 ymy przez W , drugie .przez o \ tym sposobem ró ­
w nania te-zam ienią się w  następuiące:

z których  drugie odiąw szy od. p ie rw sze g o , ze- 
etanie J f mst ______  l i n
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'G d yb y  stosownie do w arunków  zagadnienia 
w yp a d ły  dwa równania takie :

Rownanm stopnia pierwszegn. 8$

datw obyśm y znaleźli ważność niew iadom ych spo­
sobem którym kolw iek z  trzećh podanych w yżey , 
z  niektóremi ty lko  m nieyszey w a g i odmianami; 
które .żadney trudności nie sprawia.

71. W szystkie te trzy  sposoby , iako też inne, 
które w y ło ż y m y  n iżey  , do tego d ążą , ażeby z> 
dw óch danych rów nań otrzym ać iedno, w  któ-» 
rom by iedna tylko zn&ydowała sig niewiadoma. 
^Działanie takowe , «a pomocą którego iedna z, 
dw óch (niewiadom ych znosi sig >cz/yli gin ie ,  nu- 
żyw a sig eliminatio; po polsku można ie nazwać 

^rugowaniem albo zniesieniem niewiadom ey.
G d yb y  zagadnienie zam ykało 3 , 4 ., 5 i t. d.* 

w yraźn ych  w aru n k ó w , i t| U ż niewiadom ych ; na 
den czas u czyn iw szy  za d o sjć  warunkom  zagadnie­
n ia , otrzym alibyśm y 3 , 4  , 5 i t d. ró w n a ń , w  
których  -sposobem którym kolw iek z podanych wy~

„ /żey , znosząc naprzód iedng n iew iadom ą, potem 
d r a g ą , trzeeią i t. d. p rzyślib yśm y nakoniec do- 

;równania iednego z iedną ty lko  niewiadomą , któ­
r e y  ważność zn alazłszy, łatwo sig znaydą ważno­
ści innych niewiadom ych. W ażm y naprzykład 
n&stgpuiące zagadnienie.

72. Naiemntk zgodzony do przenoszenia szklan- 
‘tiych naczyń tfeiakiey , wielkości . zobowiązał sit- 
'tyle płacić za każde naczynie stłuczone r ile za p ze- 
•niesienie 1mego w całości miał dostać tu nagrodę.

Dano mu nąpizod 2 naczynia małe , 4 średnie 
g dużych: potłukł ś\ teinie , inne wszystkie oddał 

•w całości, i zapłacono mu zł. 28.
Drugi raz dano mu 7 naczyń małych, “3 śre- 

•dnie a 5 dużych : tą razy oddał w całości małe i 
średnie a duże potłukł, i dostał tylko 3 złote.

Nakon-ec dano 9 naczyń małych , 10 średnich>- 
« n  dużvch: potłukł wszystkie duie i dostał tulę 
ko 4 złote.

■F $ tui
\  ' " • ' • , • . ' » ' v ó
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11*5 nu płacono za przeniesienie iednego na* 
tzynia kazdey wielkości i

O znaczm y przez x  zapłatę od przeniesienia ie ­
dnego naczynia m ałego , przez y  zapłatę od śre­
dniego a przez z od dużego. Rzeczą iest w id o­
czną , że całkow ita za p ła ta , którą naiem nik odbie­
r a ,  równa iest różnicy m iędzy tą sum m ą, która 
m u sig należy za naczynia przeniesione w  cało­
ś c i,  a m iędzy tą sum m ą, którą mu w łaściciel na­
c z y ń  w ytrąca  za naczynia potłuczone. I tak 
pierw szą rażą zapłacono mu za przeniesienie w  
eałości naczyń m ałych  , * a 9 z , za przeniesie­
nie w  całości naczyń dużych  ; za stłuczone zaś 
naczynia średnie w ytrącono mu 4  y Ze zaś tą 
rażą  dostał z ł. 28, będzie w ięc następuiące ró ­
wnanie : 2x — • iy  +.92 =  28. T ym  sposobem ro- 
zum uiąc dale'y , otrzym am y trzy  następuiące ró­
w nania :

m  f K~e z A x i a l  ILI.

UA "T --- - 1 1 Am ---
Z  pierw szego z tych  trzech równań w yp ada

z
W ażność tg x  p o ło żyw szy  w  równaniu dru­

g i e j  i trzeciem  zamiast 7* i równania te za­
mienia sig w  następuiące:

. Ł
Zn iósłszy w  tych  dw óch rów naniach miano­

w n ik i, w ypadnie

Z p ierw szey strony w  obu równaniach spro* 
' w adziw szy w yra zy  podobne , będzie
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Równania stopnia pierwszego.

W  pierwszem  z tych  dw óch rów nań wzią­
w szy  w ażność y , będzie

_  7¾ —  '19°  .......................................B.
S 34

W ażność tę p o ło żyw szy  w  równaniu drugiem  
zamiast 5by , równanie to zamieni sig w  mastgpur 
iace :

252 4- 56 X
73z— 190

34
io3z =  8.

zniósłszy m ianownik w ypadnie 
252. 34 4- 56. 702— 56. 190 —  34. io 3z= : 8. 34 : czy li 

8568 4- 40882—  ioć>4o — 55022 —  272.
Z  p ierw szey strony sprow adziw szy w y ra z y  

podobne będzie
„Q£ . 2344 1. , ,5862 —  2072= 272 ; wigc * =  — — : czyli 2 =  4.

586
W ażność tę 2 p o ło żyw szy  w  równaniu ozna* 

czonehn głoską B zamiast 752, równanie to zamie­
ni sig w  następuiące ;

7 3 .4 — 190 120 • . _
2 , =  - ^ - = - = 0 ^ 1 ^  =  3.

INakoniec znalezioną w ażność dla y , i dla z  
p o ło żyw szy  w  równaniu oznaczonem głoską 
równanie to zamieni się w  nastepuiace:

2 8 4 -4 .3 — 9 .4  : .
x  = --------------------=  |  czyli x =  2.

Płacono w ięc po 2 z ł. od przeniesienia każdo** 
go z naczyń m ałych  , po 3 z ł. od każdego z na­
czyń  średn ich , a po 4 zł. od każdego z du żych .

Ten sam w yp ad ek otrzym alibyśm y u żyw szy  
do rozwiązania in n ych  dw óch sposobów , które­
śm y w y i« y  podali. '

P rzyk ład  ten iest dostateczny dó okazania i*§s 
sobie postąpić należy w e w szystkich  innych za-

Sadnieniach o iakitłykolwiek liczbie ilości niewia- 
om ych.

73. Często sig p rzy tra fia , ze w szystkie niewia­
ro-
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o z d'z i a i 111.

dom enie w chodzą razem do każdego ■ z-rów nać.,,, 
okoliczność ta małą zmianę- w działaniu' czyniąca;,, 
nie może spraw ić żadne'y tru d n o ści, dosyć iest* 
ty lk o  zastanowić się należycie nad związkiem  mię­
d z y  niewiadomymi zachodzącym  , ażeby od iedney- 
niewiadome y p rzyyść do in n ych . W eźm y na p rzy ­
k ła d  następuiące zagadnienie.

Dano g4o zŁ do• podzielenia między- czt&ry c+~ 
soby A ,  B , C i D  tu ten sposób , aby dziat oiobyi  
A  równy byt  ̂ dziat a ose>by B"; dziad osoby B ird- 
mnat się § działu o*oby G ; a dziat osoby-G równtd 
się |  dziaiu  osoby D :  ilez-,się każdey dostanie h  

JO znaczyw szy d zieł osoby--pierwsze'y przez u*-, 
d ru giey  przez x  , trzecie'y przez y , czw artey przaz 
2-, ,i u czyn iw szy zadosyć warunkom zagadnienia

gfwigc ąlj 25 z ,
x  p o d łu g , w a ru n k ó w  z a g a d n ie n ia , w ię c

©trzyniamy cztery na*tępuiące rownama 
i wsze u +  x*-t- y -ł- z = j 9-io.
2gie u —  |  x *, 5cie x>— %y ; 4te y =  |  z. 
Ponieważ w —

A ze | v 
X =* 2I 2

Podobnież ponieważ' *  =  z , w ięc § x  i 
a  |  x  “  j§ z . Aże | x — u , w ięc  u = _ ć  z.

D o szedłszy, że u —  z , x  ^  z a p o d łu g  za­
gadnienia y =  |  z  ; polożm y ważności te w  rówiia— 
m upierwsze'm  ze czterech d an ych , tym- sposobem- 
równanie tó zamieni się w  następuiące : 

ott 2 -t- z 2 2 +  2 —  g4 o ; czyli

2 !^ '

-6 2 -i- _2 Z + ią 2 -i- £9o r> ** 1 on*- 1 o : v 1 on20
4 720

:9405 c zy li
— 18800 j a tern samem 
8 6 ; a f  ‘ z  =» 24o ; że zas •

=s 6a ;; a

Gag;

i-y

a x

===■  1803./ 

120. A i

==594©: W ięc 472 
z =  4oo.: W ię c  g z' =

| z t= y ; w ię c  
y ~-±: 24o ; a tein sam em  | 

aże |  3/ — x  ; w ię c
x = ł i 8o . P ó d ó b n ież f x ;  

że | x  m , w ięc tł=r 1 2on 
' C ztery te znalezione d z ia ły  c z y n ią  za d o sy ć-  

warunkom  zagadnienia : g d y ż  summa ich c z y n i  
ftio  ; a d ział osoby p ierw sZey, to-iest’ 120, rów n ai 
aig  ̂ d z ia ła  osoby d ru giey  ;• daaał zaś osoby: dru.-*
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ftownatiia* stopnia pierwsze go • 87

' g re y , to ie t  180, równa sie działu osoby trze­
cie y ,  nakontec dział osob y  trzecie y , to iest z4o 
rów na się | działu osady cżw artey;74. "Weźmy ieszcze cztery następuiące równa­
nia :

1 sze ; 3 u *—- ?.y ==, 2 , 3cie , $x >—  'jz— n ,
2 g ie ; 25C4-3 # =  3g , 4te , 4 y -4--52  =* 4 i .

Z  drugiego z tych  czterech równań w ypada

% =  ieŚL-- ' W ażność tg p o ło żyw szy  w  równa*
2 *

aiu  trzeciedn łamiast 50C, będzie
3o — 3y5 X' --------z —  72 =  n  $, czyli

2
19$ y— 151/ —  i 4z =  22 ; czyli 
—  -4- i 4 z ==i*- 22 (s3) ; c zy li

, 151/ -+- i 4s =* i7>h
D w a równania 1 yy -t- i 4z =  17.3, i 4v -+- 3z =  4 i

rozw iązaw szy sposobem , którym kolw iek z poda*, 
mych w y ż e y  , znaydzbm y y 5 , 2 —  7J

Znalezioną ważność dla y p o łożyw szy w  ró*
«  w u ; , , . ™  39— 3.5 __ 2 4 >Vwnanin x  = , bgdzie x-a. \ , 3 - 2 ' .

czyli, x  —  12*
Że- zaś -podług,' p ierw szego z czterech danych 

rów n ań w ypada u ?= - 1 - 1 -  ; bgdzie zatem

n 2-+-2.3
■ 3 ~

’ czyli u =  4.
Liczby-zatem  szukane są 4  , i2> 5  i 7.
75. Czasem w ygodnie można w prow adzić no­

w ą niewiadomą oprócz tych , które sig iuż znay­
duią w  zagadnieniu- VVeźiny naprzykład zaga­
dnienie-: 1 *

Mniąiki trzech osób A , B ,  C  są inkie , ze ma* 
łątek osoby A  z potową maiątkou/ dwj<h osob in­
nych 1czym zi. 50 ; matąiek osoby B z trzeć ą czę­
ścią maiątku osoby A  i O czyni zi. ob ; maij/ek u-

\
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R o z d z i a ł  lito

goby C  % czwartą częlcią majątku osoby A  i 15 czy* 
ni zi 4 6 . Jokiez są te majątki ł

O znaczyw szy maiątek osoby A  przez x , 8 
przez y ,  C przez z ,  i uczyniw szy' zadosyć wa* 
runkom  zagadnienia, w ypadną tr z y  rów nania.

x  + | y  +  i * , = 50.
£x + y 4- 32,=136
|ac +  | y -+2== 4 6 .

Uczyńmy x  + y + sr= =  w. Bedzitę w ięc  
x + iy +  fzs=-§x + + 1* +  i x ==J m •+

+  y +  |z =  i *  +  |y  +  Jz +  =  |u +  §jf.
*x +  iv + 2 ~  i*+ iy  +  ąz+!?«== 4^'h|z.

T rz y  w ięc dane równania zami enią s if  w  na* 
stępuiące:
|u  +  §x —  50, |« +  |y  —  3 6 , |w + J z  =  4 6 .

Zniósłszy mianowniki , będzie 
u + x  =  iooy
u -ł-z y — io8> - - A
m + 5z= i 84 J

Pie'rwsze z tych  trzech rów n ań  rozm noży­
w s z y  przez 6 , drogie p rzez 3 , trzecie  przez 2, a- 
b y śm y  tym  sposobem niewiadom e x , y , 2, spro­
w adzili do iednakow ego spól.czynnika , będzie 
6w +  6oc =  6oo, 3 u + 6 j/ =  3 2 4 , 20 +  6 2 =  3 6 8 .

D odaw szy do siebie strony odpowiadające, wy® 
padnie

11 u +  6# +  61/ +62-=1292.
A że p o d łu g  przypuszcze nia 6x  +  6y + 6 z = 6 k,  

będzie w ięc n u  +  6u —  1292 , c z y li 171* =  1:29». 
A  zate'm u — 76.

W  równaniach oznac75onych głoską ^ ,  za ­
miast u p ołożyw szy 7 6 , znaydziem y x  =  24 , j/ = 1 6 ,  
z ~  36.

T y m ie  sposobem roz wiązać inoina następują­
ce zagadnienia ; Majątki trzech osób A , B , C  są 
takie, ze summa majątków osoby A  i B ,  większa 
ust 7 ztoiemi od majątku osoby C j summa podwoy- 
mc majątków osoby A  i C  większa iest i 5  ziotemi 
śd maiąku osoky S  j sum,ma potroyna majątków »-

s.oby

£5
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Równania stopnia pierwszego*

soby B  i C większa iest 2i złofemi od maiątku o• 
toby A , ileż ma każda osoba ł

Summa maiątku osoby A  i podwoynego majątku 
osoby B i C  czyni zt. 6 2 ; summa maiątku osoby B 
i potroynego majątku osoby A  i O czyni zt. 84 ; 
Summa maiątku osoby C i poczwórnego maiątku o- 
soby A  i B czyni zt, 102. Jakież są te maiątki ?

76. P rzytoczym y tu jeszcze kilka innych zaga­
dnień , które na w zór p ow yższych  rozw iązyw ać

fpotrzeb a , ażeby nabyć w p ra w y  i łatw ości w  dzia- 
aniach ze znakami ogólnemi.

Dwie paki A  i B ważą po kilka cetnarówz 
gdyby ad paki B odięty byt 1 cetnar a dodany do 
paki A ,  na ten czas paka A  byłaby dwa razy cięż­
sza od paki B , gdyby zaś od A  byt odięty 1 ce­
tnar i dodany do paki B , na ten czas paka B by­
łaby trzy razy cięższa od paki A :  po ileż cetna­
rów iest w każdey pace ?

L iczbę cetnarów paki A  oznaczyw szy przez*-, 
paki B przez y , i uczyniwszy" za dosyć dwom  w a­
runkom  zagadnienia, będzie

idrf w  pace A  cetnarów x - t - i ,  w  pace B ce­
lna rów  y  — • 1 , Aże w  tym  przypadku paka A iest 
dwa razy  cięższa od B , będzie w ię c  pierw sze ró ­
wnanie x-t-1 =  2 y —  2.

2,e w  pace A  będzie cetnarów  * — ■t ,  W pac# 
B , y +  1. Aże w  tym  przyp adku  paka B fest trzy  
razy  cięższa od: A ,  bgótzie w ięc  dru gie  równanie 
3 x —  3 =  y •+• r-

D w a te równania rozw iązaw szy p o d łu g  spo­
sobów podanych w y ż e y  znaydziem y x  =  a|,
i t ~ 2Ł’ /  . . .

77. Jeden dłużnik dal wierzycielowi 12 lutdo- 
rdw i 17 cz. zt. dla umorzenia diugu wynoszącego 
769 zl. poi. Drugi dłużnik w celu umorzenia diu­
gu 6g4  zt. poi. wynoszącego, dał 2& Ittidorów , et 
wierzyciel wrócił mu 18 cz. zł. Po czemuż tu ra­
chowano ieden luidor i ieden cz. zł*

O zn aczyw szy  ważność iednego łuidora przee 
% t iednego dukata przez y , i  u czyniw szy zadosyć

- ♦ wa-
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warunkom  zagadnienia , otrzym am y dwa ró w n a n iv
12x  +• 17$ =  769 , 5x  — 18y 6y 4 ,

z  których w ypadnie x .—  4o , « =  17.
78. 1 rzey gracze A \ H , C po punrwszey par?-* 

iyi  rachuią pieniądze : gracz  A  prze g r a t ,  drudZyc  
dway w y g r a l i , 'każdy tyle, ile mini siadaiąr do,y 
gry* W drugiey partyi gracz B przegrał dó dwóch 

.innych  , z  których każdy tyle wygrał , ile miał za -  
ozynaiąc drugą partyą W trze ci ey partyi prze- ~ 
grał gracz C , dway drudzy wygrali . każdy tyle  
ile miał zaczyrtaiąc trzecią part a; Poprzestali g ry9 , 
a każdy . odszedł ze 120 cz. z ł .  po ileż mieli zaczy~ 
naiąc- grę ?

O znaczyw szy szukaną ilość pieniędzy gracza * 
A  przez x , gracza B przez y , gracza C ' przez- ary., 
znay dzietny, ze po p ie rw sze j partyi gracz 

A — x  —  y —  z ;  B —  2y ; C — 22.
Po d ru giey  partyi

A  ’==£ 2x %y'—  22 ; B == 3y —  x  — z ; C '== 4#o
Po trzeefey partyi_4=  4x-—■ 4j/ -— 4z ; B =  6# >— 2x >— 22 ;

C =. 72 —  x — ■ y ■
A?e po skończeniu trzecie'y partyi maią p& * 120 c z ; w ięc4x —. 4z/ —— 42  =-120', <oy •— %%'— 22 =  120 ,

72 — S y -  y  =  i?.o.
O d b yw szy  działanie sposobem, którymkolwiek;- 

z podanych w yże y ', zn aycłziem y* —  igr, yt== io55 2 =  60.
79 RzemieJinik zgodzony do pewniy roboty, u- 

kończył ią za dwoma nawrotarr.i ; Pierwszą raztyr 
pracował przez dni 12, w ciągu których żona, 
wraz z.synem osobno zgodzona pomagała mu przez 
dni 7, za ca. im zapłacono 7 4 zł. Drugą rażą praż 
cował przez dni 8 , w ciągu których żona wraz z 
synem pomagała mu przez dni $, za co dostali zł. 
50. Po ileż na dzień płacono rzemie Unikowi, a pp.-. 
ile ieeo żóme wraz z synem ?

O zn aczyw szy  zapłatę dzienną męża przez x .  
hm y  w ra z  z  gynem przez y  , i u czy n iw szy  zadd*

"
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syć w arunkom  zagadnienia > otrzym am y dwa ró­
wnania;

12 ^ 4 -7 1/ = 7 4 , 8xr4-'6ą/-=5 a- 
K tó re  rózw iązaw szy sposobem którym kolw iek 

z 'p o d an ych  w y ż e y  , zn aydzitm y x  ■ =  5 > y  =  2.
Bo. G d yb y  summa pierwszą m zą im z a p ła c i  

ha w yn osiła  zł* 4 6 , drugą rażą zł. ó o , a inne w szy­
stkie okoliczności1 b y ły  te same. iak w  zagadnięniti 
poprze dzaiącein; na ten czas u czyniw szy zadosye 
warunkom  , w y p a d ły b y  następ uiące równania : 

12» -f* 'ly •=  4b , Sx ■ +• 5# =  5o.
„  . . - . ; . .46— i 2xZ pierw szego równania w ypada y = ---------- ; a

T
200 —  605̂  , . . .  ,łfem samem <x/ = -------------— n aznose te położy*

7'
w szy w  równaniu drugiem  zamiast' będzie 

8xr. -+r -.0..° . 6—  = - 5.o zn iósłszy mianownik

Równania stopnia pierwszego. ‘ aft--

Jakże teraz- m am y rozumieć znak —  znaydu- 
iący się przed ilością poiedyrrc»a, 2.? VV iem y , co 
znaczą dw ie ilości złączone z sobą znakiem. •— •* 
kiedy- ilość roaiąca b yć odiętą m nieysza iest n i2 
ta , od którey ią odiąć trzeba. Ale od czego od- 
iąć ilo ś ć , która sama iedna ty lko  znayduie się na 
ledn ćy stronie rów nania'?

A b y śm y  trudność tę o b iaśn ili, zastanówmy się 
nad równaniami w arunki zagadnienia w y r  'zaiące* 
m i: t* 1 owiem maiąc ścisły związek z  w ysłow ię- 
łiie-m zagadnienia, dadzą nam poznać okoiiózno-

tc i .
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ś c i ,  7, których  trudność ta w yn ik ła . W eźm y w ię t 
równanie i2X + -7 1/ =  4 6 .

Zamiast x  p o ło ży w szy  iego ważność 5 ,  ró ­
w nanie to zamieni się w  następuiące i 

60+ 7y =  4 6 .
Z  pierw szego w eyrzenia na to równanie w i­

dać w  niem zaraz niepodobieństwo. Jakoż rzeczą 
iest niepodobną otrzym ać summę 4 6  przez doda­
nie iakiey ilości do liczb y  60: która iuż fam a prze­
w yższa  liczbę 4 6 .

W eźm y także drugie równanie 8x 4 - =  3o,
p o ło ż y w sz y  5 zamiast x ,  w ypadn ie _

4o 4 - 5y =  3o
to samo niepodobieństwo co w yże 'y , g d yż liczba 
3o nie może w ypaść przez dodanie czego do li­
c z b y  4o.

Lecz ilości 12» czy li 60 w  równaniu pier* 
wszem  i 8z, czyli 4o w  równaniu drugierm , w y ra ­
żam zarobek samego rzem ieśln ika: ilości qy i 5y 
oznaczaią zarobek p rzyzn an y iego żonie i s y n o w i: 
lic zb y  zaś 46  i 3o oznaczaią summę daną w  za­
płatę spółną tym  trzem osobom. Tu iuż łatw o 
postrzedz na czem zależy to niepodobieństwo.

P o d łu g  w ysłow ienia rzem ieślnik sam ieden 
w ię ce y  b y  z a ro b ił, niż p rzy  pom ocy żony i syn a: 
rzeczą w iec iest niepodobną uważać pieniądze p rzy- •. 
znane żonie i synów* iako pow iększające zarobek 
rzem ieślnika.  ̂ »

L ecz ieżeli pieniądze przyznane żonie i syno­
w i uważać będziem y nie iako zarob ek , ale iako 
w yd atek  ze szkodą rzem ieśln ika; na ten czas p ie­
niądze te potrzeba będzie odiąć od t y c h , któreb y 
rzem ieślnik sam b y ł z a ro b ił; a w  tym  przypadku 
nie b y ło b y  żadney sprzeczności w  równaniach : 
g d y ż  dwa te równania zam ieniły b y  się w  następuiący 

60— 7 y := 4 6 ;4 o  —  51/ =  30.
Z obu tych  równań w ypada y =  2. Skąd 

w n iesiem y, ze rzem ieślnik zyskuie na dzień po $ 
zł. a na żonę i syna w yd aie  przez dzień po 2 zł. 
co też można sprawdzić następującym  sposoh e m .'

Za

^2. R o z d z i a ł  111.
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Za 12 dni p ra c y  dostaie rzem ieślnik 5 x  12
•ż y li 60. .

W ydatek na żong i syna przez dni 7 iest 
2 X 7 =£ i 4  ; zostanie mu w igc zł. 4 6 .

Za 8 dni p ra cy  dostaie rzem ieślnik zło tych  
5 x 8  czyli 4 o. Przez 5 dni w ydaie na żong i syna 
z ł.  2 x  5 czy li 10 , zostanie mu \vigc zł. 3o.

Rzeczą iest teraz w idoczn ą, że chcąc ab y  za­
gadnienie było  podobnem do p ra w d y , w ysłow ię* 
nie iego powinno b y ć  nastgpuiące:

Rzemieślnik zgodzony do pewney roboty ukoń- 
czyi ią za dwoma nawrotami. Pierwszą rażą pra­
cował'przez dni 1 2 ,  w ciągu których , przez 7 dni 
pomost wydatek na utrzymanie zoniy i syna, i zo­
stało mu się z iego zarobku z i, 4 6 . Drugą rażą 
pracował przez 8 dni, w ciągu których Przez $ dni, 
miał p izy sobie zonę i syna , których kosztem swoim 
utrzymywał, i dostał zł. 3o. Ileż co dzień zyski­
w ał, ile wydawał co dzień na utrzymanie żony \

^ O zn aczyw szy przez x  zarobek d zien n y, p rzez*  
y  w ydatek dzienny na utrzym anie żony i s y n a , i 
u czyn iw szy  zadosyć w arunkom  zagadnienia, bgdzie 

12x •—  7y === 46  > 8% —  Sy
Równania te rozw iązaw szy sposobem , który m- 

Ikolwiek z podanych w y ż e y  , znaydziem y x  =  5 z ł. 
y  =  2 zł.

81. W e w szystkich  przypadkach , w  k tó rych  
znaydziem y na w ażność dla niewiadom ey liczb f 
ze znakiem •— , można bgdzie sprostować w y s ło ­
w ienie zagadnienia sposobem podobnym  do po- 
przedzaiącego , szukaiąc pilnie ilo ś c i, która z do- 
dayney /  iaką b y ła  w  w ysło w ien iu  pierwszym , 
powinna sbj^am ienić na odiemhą w  w ysłow ieniu  
drągiem . L^cz A igiebra uw alnia od podobnych 
w tey  mierze b a d a n , g d y  sposób działania z ilo­
ściami odiemnemi iest w iadom y ; ponieważ bowiem  
w yrażen ia  odiemne w ypadała z ró w n a n ; idzie za­
tem , że ważkości te pow inny zadosyć czynić ró- 
lynaniona ; to iost: odbywszy z niemi działania

wska-

Równania stopnia pierwszego. 9^
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wskazane w  rów n aniach , powinna W ypaść iedna 
strona równania równa dru giey, i tak w yrażeni*

««— i -  w yprowadzone z  równań.

$4 R o z d z i a ł  111,

, powinno łącznie z ważnością x ~  5 w yprow adzoną 
z  tychże rów n ań, spraw dzić obadwa te .równania.

W  równaniach tych  p ołożyw szy  naprzód wa­
żność x , będzie

Potrzeba teraz zamiast y p o łożyć w  tych  ró­

w naniach znaleziona ważność ---- — , a tym  koń-
7

cem trzeh aw yra  zenie to rozm nożyć przez 7 i przez 5. 
P odług p raw id eł podanych w y ż e y  w ypada

tym  sposobem sprawdzenie ich z a le ż y , nie na 
'dodawaniu dw óch w yrazów  strony pierw szey, lecz 
ma odięeiu w yrazu  drugiego od pierw szego.

W idzim y t u ,  ze,w arunki zagadnienia w  ai•ty­
ku ! e 80 nie p ozw o liły  rozwiązać g'o w  znaczeniu 
p ierw szego  w ysło w ien ia , to iest przez dodawanie 
c z y li  przez uważanie pieniędzy przyznanych  żo­
nie i synowi za dzienny zarobek ; drugie też w y ­
słow ienie nie słu ży  zagadnieniu rozwiązanem u 
yy art. 79. Gdybjyśmy w  tćm zagadnieniu chcieli y  
uw ażać iako w y d a te k , z równań
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euepodobifeństwo tego w ypadku iest właśnie p rze­
ciw ne n iep odobieństw u, któreśm y w idzieli w y* 
S e y : gd yś idziey tu o to , aby~od .liczb 60 i 4o od* 
są w ^ y  7y i $y , 'w y p a d ly  reszty  w iększe ni z sąte 

: liczb y . _ ,
Nip tylko znak <—  znaydm ący sig przed w y ­

rażeniem  ilości y okazuie n iepodobieństw o, lecz 
"vie nawet popraw ia.: g d y ż  p odług  praw ideł -poda-

y_4-
, nych. w y ż e y  na zas&Li (24), -------rz -—  2.

W ażność p ołoży  wszys**? dw ócb rownam ack
p o w yższych  zamiast. 71/, 57 / b id zie  

60 -—  ̂7 x — .2 ~  74¾ czyli 60 4 - i 4 -~ 7 *̂
4 o '—  5 X*—  2 — 50 ; czyli 4o 4 - 10 — 5°*

Równania te sprawdzała się przez dodawanie 5 
. a' tem samem ilości *— 7y ,< — <y zam ienićue na 

*4-: i4 , 4-^io w yrazaią  nie w ydatek lecz rzeczy w i­
sty  zarobek* rzemieślnika , a oraz p ókazuia , iakie 
powinno być praw dziw e -w ysłow ienie tego zaga­
dnienia

82. v'Weźmy . ieszcze następniące zagadnienie : 
\Kupicc prowadzący troiaki Handel, zyskał na w sz y ­
stkich hzcchisJZyiK .z-  pierwszego powiększony zy  
skięm'z drugiego wynosi  i 200 cz. z ł .  zysk z  p er. 
tusze go ~powiększony zyskiem z  trzeciego w ynosi  
600 cz. zt. Zysk z  drugiego powiększony zyskiem 
łz' trzeciego .wynosi 4 oo cz zt. Uakiż mińi zysk z  

•ka żd eg o1 handlu" ? ,
O znaczyw szy zysk z handlirpierw szego przez 

©e , z drugiego przez y , z-'trzeciego przez 2 ,  w y ­
padną p o d łu g  w arunków 'zagadnienia trzy  nastę­
pu! ące równania

x  4-y —  1 200 , x  4- « —  600., y 4-'Z ~  4 oo,
"D odaw szy strony odpowiadaiące tych  trzech, rów naió, będzie z x  4- 21/-4- 2 2 — 2200. Podzieli­

w szy  obie strony przez 2 , wzpadnie 
<oc +  y +  z —  1 1 oo.

O d tego równania vodiąwsj&y naprzód równa*
ni#

\ , ■
I ł

Równania. stopnia pierwszego. 9S
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nie trzecie , pote'm d r u c ie , nakonieo pierw sze % 
trzech równań d a n y c h , znaydziem y

x  =  700 , y — 500, z £ bS>i oa.
K upiec zatem w  handlu p ierw szym  zy sk a j 

700, w  drugim  500, w  trzecim zaś •—  100 cz. zł* 
A b yśm y poznali, co ma zrfacayć ten tak nazw any 
zysk  w  handlu trzecim  , w eźm y dw a równania. 

x  +  y ~  1200 x  +  y -ł-z =  1100.
Za pierwszem  weyrzeniem  na te dwa rów na­

nia można zaraz postrzedz niepodobieństw*© : sunj- 
ma albowiem dwóch zysków  z handlu pierwsze^ 
go  i drugiego -więksta iest o 100 cź. zł. aniżeli 
summa w szystkich trzech. K i3 d y  w ięc z y s k  s 
handlu trzeciego dodany do dw óch p ierw szych  
z mnieysza ie o 100 cz. z ł. rzeęzą iest w idoczn ą, 
że ten m niemany zysk  iest rzeczyw iście stratą, 
którą  kupiec w  trzecim handlu p o n io s ł, i dla na- , 
grodzenia k tó re y , musi 100 cz. z ł. odiąć od z y ­
sku z dw óch handlów  p ierw szych . Skąd sig o- 
k a zu ie , że w ysłow ienie tego zagadnienia pow in- 
no b yć  sprostowane w  następuiący sposób :

Kupiec prowadzący troiaki handel , na dwóch 
zyskał, na trzecim strac i. Zysk z pierwszego po­
większony zyskiem z drugiego wynosi 200 cz. zł. 
Zysk z pierwszego z mnieyszony stratą z trzeciego 
wynosi 600 cz zl. Zysk z drugiego zrrtnieyszony 
stratą z trzeciego wynosi 4oo cz. zł. Jakiż miał 
%ysk w handlu pierwszym i drugim, a iaką stratę 
w handlu trzecim ?

O znaczyw szy zysk  z handlu pierw szego p rzez  
x ,  2ysk z drugiego przez y , a stratę z trzeciego 
p rzez z , i u czyn iw szy za dosyć warunkom  zaga­
dnienia , otrzym am y trzy  nastgpuiące ró w n a n ia ;

■ sc +  y =  1200, x  —  z — 600, y z ~  4 oo ; 
które rozwiązaw szy sposobem którym kolw iek z  
podanych w y że y  , znaydziem z x  ~  700, y —  500, 
z — 100.

K u piec zate'm w  pierw szym  handlu zysk a ł 
700, w  drugim  zyskał <00, r f  trzecim  stracił 
ło tfc z . zł.

8 3 . V

$6 tł o ź  d i  i a i  III.
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83 . P rzy k ła d y  te o kazu ią, ,w wysłowieniu, za­
gadnień stopniu pienuszego mogą się znaydować 
niektóre sprzeczności, które ALgiebra nie tylko daie 

.poznać , lecz nawet podaie sposób na ich sprosto­
wanie, zamieniaiąc niektóre ilości na odiemne cho- 

(tiaź w zagadnieniu uważane były iako dodayne, i 
przeciwnie/ ilości niektóre uważane iako odiemne, za- 

>mieniaiąc na dodayne . albo daiąc przed ważnością-
mi niewiadomych znak — .

lle^razy w ięc po rozwiązaniu zagadnienia sto* 
pnia p ierw szego , otrzym am y ważność niewiado* 
me'y ze znakiem •— , bgdzie to dowodem ; ze za­
gadnienie to nie może b yć rozwiązane w  znacze­
niu takiem , iakiego w ym aga iego w ysło w ien ie , 
lecz w  znaczeniu przeciwnemu D la te'y p rzy c zy ­
n y  rozwiązania te ,  w  których  znalezione w ażno­
ści są odiem ne, zow ią się solutiones negatioae ę 
rozwiązania przeczące W  ogólności każda ilość 
maiąc a przed sobą znak —  nazyw a się ciuantitas 
negatwn ,x Ilość przecząca , dla różnicy  od ilości 
m aiących przed sobą p rzeciw n y znak ~4 - , które 

-się nazyw aią ąuantitaies pósitiuae , ilości iwier- 
rdzące\ <

‘  * ' » y '
R O Z  D  Z  I A  Ł  I V.

1 '  O Pr opony i Arytmetyczney i Jeameiryczney,

I. O Proporeyi W ogólności.

84 . R eguła t r z e c h , iak wiadomo z A rytm ety­
k i , nie mało przynosi ułatw ienia w  rozw iązyw a­
niu trudnieyszych  zagadnień A rytm etyczn ych  : 
abyśm y ie-y z korzyścią u żyć  m ogli w  A lg iebrze, 
w y ło ży m y  iąd u  W  ogólnie yszym  i w ięcey  szcze­
gółów  obeym uiącym  w id o k u , niżeliśm y ią m ieli 
w yłożoną w  Arytm etyce*

K h d y , jporów nyw am y m iędzy sobą dwie li- 
, * 4  tczby

Równaniu stopnia pierwszego, gą
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czb y  lnb inne iakiekolw iek ilości w  zamiarze 
dow iedzenia sig , ile ra zy  iedna iest w iększa 
lub m nieysza od drugie'y , czy li , iak odtąd 
m ówić bgdziem y , iaki migdzy niemi zachodzi 
stosunek; na ten czas iedng z nich dzielim y przez 
d ru g ą , a iloraz iest w ypadkiem  szukanym . G d y  
są cztery  ilości a , b , c i d takie , ze iloraz dw óch 
pie'rw szych rów n y iest ilorazowi dwóch d ru gich  
przez siebie podzielonych ; na ten czas ilorazy i- 
lość pierw sza a iest większa lub m nieysza od dru­
g ie y  b y ty le  tez ra zy  ilość trzecia c iest w iększa 
iub m nieysza od czwarte'y d ; czyli , kró cey  to 
samo w yrażał ą c , stosunek ilości a do b , równy 
iest stosunkowi ilości c do d. Cztery takowe ilości 
skladaią proporcyą, i zowią sig proporcyonalnemi 
m igdzy sobą. Proporcyą zatem m igdzy czterema 
ilościami a , b, c i  d nachodząca pow innaby si| al­
g e b ra iczn ie  oznaczać~ A J

g8 R o z d z i a ł  IV.

Z w yczayn ie  iednak p roporcyą  oznacza .‘sig 
sposobem nastgpuiącym  :

a : b :? c : d ; albo , a : b == c : rf.
W yrażenie takowe obeym uie w  sobie obadw a 

w yrażenia p o w yższe , i znaczy zarówno a podzie­
lone przez b równa sig c podzielonemu przez df 
iakoteż b podzielone przez a równia sig d podzie­
lonemu przeze. Pospolicie iednak dla krótkości mó­
w im y : et ma się do b iak c do d

C ztery  w y ra zy  składaiące p roporcyą  maią 
swoie szczególne nazwiska, W y ra zy  a i d zow ią 
sig skraynemi, extiemi: w y r a z y ,  c i b  średniemi, 
medii. W yrazy  a . b skladaią pierwszy stosunekt 
ratio ; w y ra zy  c : d drugi stosunek p roporcyi. 
W yraz a iest poprzednikiem , antecedens , w yraz b 
następnikiem , consetiuens p ierw szego stosunku ; w y ­
raz c iest poprzednikiem  , w yraz  d iest następni­
kiem- drugiego stosunku. W  proporcyi zatem tak 
sig ma poprzednik pierw szego stosunku do sw ego

na- '
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następnika , iak poprzednik drugiego stosunku do 
swego następnika. T u  iuż łatw o p ostrze dz mo- 
;ina , ze poprzednik i następnik iest to samo eo 
dzielna i dzieln ik , albo .co liczn ik  i m ianownik, 
stosunek .zaś :to samo co iloraz albo ważność u- 
łomka.

85. Częstokroć porów nyw aiąc m iędzy sobą 
dwie iakie ilo śc i, iednę od d r u g ie j odeym uiem y 
w  celu dowiedzenia się ,czóm iedna drugą prze­
w yższa  , czy li iaka m iędzy n iem i, zachodzi ró­
żnica. D a y m y , że ,np. iedna liniia ma 3.cale w ię­
c e j  niż druga:: na ten czas w ziąw szy dwie Ja­
kiekolw iek lic z b y , m iędzy którem i zachodzi ró ­
żnica 3  , ,np. i 3 i  10 , m ó w im y , że m iędzy temi 
dwiema liniiami taka .zachodzi różnica , iaka iest 
m ię d zy  liczbam i .13 i 10 ; albo że te Jimie m aią 
się do sieb ie , iak liczb y  i 3 i 10 , albo nakoniec, 
że Umie te są do siebie w  takim stosunku , ia k i 
„zachodzi m iędzy liczbam i i3 i ;io

.Stosunek taki z .odięcia ie d n e j ilości od dru­
g ie y  pochodzący , nazwano stosunkiem Arytmety­
cznym , dla różnicy .od stosunku poprzedzaiącego, 
iktóry w yp a d a  z podzielenia iedney ilyści prze® 
.d ru gą, i k tó ry  się nazyw a stosunkiem Jeometry- 
tznym.' A  iako ,dwa rów ne stosunki jeom etryczne 

iskładaia proporcyą geometryczną ; tąk dwa równe 
stosunki arytm etyczne składaią proporcyą arytm e 
tyczną : i ieżeli m iędzy dwiema ilościam i a l b  
taka zachodzi różnica , iaka ie s t  m iędzy drugiemi" 
(dwiema c i  ,d , n a ie n  czas m ó w im y : tak się >nci 
^poprzednik a do swego następnika ,b w pierwszym 
stosunku, iak poprzednik ę do swego następnika <J 
w drugim stosunku , ,ąlbo k r ó c e j ;  tak się m a a 

.do b , iak  c do d ,. ''
Proporcyą zate'm arytmetya&ną m oznaby tak 

w yrazić:: a —  ./> =  c — d ,  lub 'b a =  d —  c ; 
zw yczaynie iednak w yraża się t a k : a. ,b: c. d ; 

.albo tak : a. b =  c. d.
86. Trafić się może w  p roporcyi tak arytm e­

ty c z n e j  iako też ;jeom etryeznej , że; następnik
G z pier-

q Proporcyi Ąryi. i .1  co metr. §9
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pierw szego stosunku ró w n y iest poprzednikow i 
stosuriku d ru g ie g o , np.

loo R o z d z i a ł  I V .

Proporcya taka zowie sig proporcyą ciągłą 
arytm etyczną lub jeom etryczną , proportio conti­
nua. Nastgpnik stosunku pierwszego-, który  iest 
razem  poprzednikiem  stosunku d ru g ie g o , zowie 
sig średnim arytmetycznie lub jeometrycznie propor- 
cyonalnym . A lgiebraięznie proporcya ciągła  tak 
sig w yraża :

W ied ząc 'iuż co rozum iem y przez proporcya, 
arytm etyczną i jeom etryczną, łatw o bgdzie p o ­
znać inne ich  w łasności.

II. o Proporcyi Arytmetyczmy.

87. Proporcya arytm etyczna a. b = .c . d , p o­
d łu g  iego cośm y powiedzieli w y że y  (85) , może 
b y ć  tak w yrażo n a; a*— b=^-c~—d. W  równaniu

V. tern dodaw szy po obu stronach b i d ,  bgdzie 
V a ~\~ d —  /' -f- c. To iest : w proporcy i arytmetyczney 

summa wyrazów skraynych równa się summie wy­
razów średnich.

W rów naniu m-ł-r =  p +■  q odiąw szy po obu 
stronach r i q , zostanie m ■— q <= p —  r , ostatnie lO' 
równanie p o dług  tego cośmy' pow iedzieli w y ż e y , 
może b yć  tak wyrażone.: m. q =  p. r. T o  iest: 

ieżełi summa dwóch ilości równa iest summie 
dw óch innych  ilości ; cztery te ilości mo­
żna u ło ży ć  w  proporcy ą arytm etyczną, biorąc 
dw ie pierwsze ilości za w y ra z y  s k r a jn e , dw ie 
drugie zâ  w yra zy  średnie,; lub odw rotn ie; np. 
10 5 —  8 -1- 7 , wigc 10. 8=-7.  $; albo 8 . s =  io; 7.

88. Z tych  g łów n ieyszych  praw d łatwo iest 
w yprow adzić następuiący;

1 od. VV proporcyi a rytm etyczn ej c ią g łe y  
summa w yrazó w  skrayn ych  równa iest. średniemu 
dwa razy wzigtemu ; np. a. b—b. c ; czy li a — 'b~le
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—  c , dodawszy po obu stronach b i c , w ypadnie 
a +  c =  2b,

Ute.  K ied y  summa dwóch ilości równa iest 
trzeciey dwa ra zy  wzigte'y,, ilość trzecia iest śre­
dnia arytm etycznie proporcyonalną m igdzy dwie­
ma' ilościam i pierw szem i ; np. n +  p =  2m; odią- 
w szy  p i m po obu stronach, bgdzie n —* m=t=w-—p ; 
czyli a. r a =  m. p.

3cie. W  proporcyi arytmetyezne'y w yraz czwar­
ty  ró w n y  iest summie w yrazów  średnich znrniey- 
szoriey w yrazem  pierw szym  ; np. a. b =  c. x  ; 
w igc a +  x — b +  c (87) ; a tem samem x = b + r — a. 
Tym że s; mym  sposobtm okazać można , ze w  pro­
porcyi arytm etyczney w yraz trzeci rów n y sum­
mie dw óch skrayn ych  żninie yszone y w yra ­
zem drugim  i t d.

4 te. W proporcyi arytm etyczney ciagłey- w y* 
raz ostatni róyyny iest średniemu dwa razy  wzig- 
temu i zmnieyszonem u w yrazem  pierw szym  ; np. 
a. b =  b. x ;  w igc a -h x r =  2b , a tem samem 
x  =  2 b —  a.

5 te. W yraz średni arytm etycznie proporcyo- 
nalny rów n y iest połow ie sum m y dwóch w y ra ­
zów sk ra yn ych ; np.

a. x  =  x. b , w ig c  a -t- b =  2x•, a tem samem 
ci-ł-b

2 * •
6łe. K ie d y  ilość iaka równa iest połow ie sum* • 

m y dw óch ilości in n y c h , ilość pierw sza iest śre­
dnią arytm etycznie proporcyonalną m igdzy dwie­
ma innemi ilościam i; np.

o Proporcyi Aryt. i Jeometr. ioi

III. o Proporcyi jeomełryczney.
89. P ro p o rc ja  jeom etryczna a : b =  c i d , ia- 

kośm y w y że y  (84 ) pow iedzieli , m oie b y ć  tak
, a c

Wyrażona : —  =  — ,
» b d

W  .
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W  tćm równaniu zniósłszy m ianowniki , b ę ­
dzie n< ł=  fcc (57). T o! iest: w proporćyi jedmefry-’ 
izney iloczyn' wyrazów skrctynych1 równy iest ito*■- 
czynowi wyrazów śtednych np.

i 4 : 7 — 10 : 5 Więc i'4 X 5 =• 7 X ior>
Prawdę tg można' tak|e okazać spośobenl w*-'

gtgpuiacym ;

D aym y , ze -f. ==mb gdzie te i — =  m .W  dwóch 
b d

ty ch  równaniach zniósłszy ntóanowriiki,, w ypadnie'
0 — bm , c — dm.

W  dane'y zatem p roporćyi a : 6 =  c : d , za­
m iast n i c  p o ło ży w szy  znalezione ważności , to 
iest bm i dm ,_proporcya ta zamieni się w  nastę* 
puiącą : bm : b — dm : d , w  k tó rey  w idocznie ilo­
czyn skraynycb rów n y iest iloczynow i średnich 
g d y ż  obadwa s k ła d a j  sig z tychże sam ych czyn ­
ników  bdm.

W  równaniu np. tern , mr — pq podzieliw szy

obie strony przez rq. , będzie —  — (4 o ) ; atfa-
ff . r

te'm m: q — p : r ( 84). T o1 iest: ieżeli iloczyn 
dw óch iakichkolw iek czyn n ików  wir, ró w n y  iest 
drugiem u iloczynow i dw óch innych czynników  
pq m ożn a, z tych  czterech Czynników u ło żyć 
proporcya  jeom etryczną, biorąc dwa czynniki ie­
dnego iloczynu za w yra zy  skrayne , dWa czynni­
ki drugiego iloczynu za w y ra z y  średnie propor- 
<*yi ; np 7 x 4 =* i 4 X z-, będzie' w ięc 7 : 2 =  i 4  : 4 .

90. W  p roporćyi jeom etryczney c ią g łe y  , ilok 
•z y n  w yrazów  skrayn ych  ró w n y  iest kw adratow i 
w yrazu  średniego. Jakoż w  p roporćyi a : b=c=b : ct- 
iest ac=2 bb (8g) ,  czyli ac =  b*.

W  równaniu mq =  a7 podzieliw szy obie strony

przez aq , będzie —  IL (4 o ); czy li m: a=a: qj. 
a q

To iest: k ied y iloczyn  dw óch czyn n ików  ró w n y  
iest k w a d ra to w i, ilość z które'y przez siebie roz­

um ck

j>a R o z d z i a ł  IV.

'  V
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m noźoney pow stał kw adrat, iest średnią geometry­
cznie proporcyonalną m iedzy dwoma czynnikam i 
iloczyn u  ; np. 8 X 2 =  4 2 ; w ięc 8: 4 = 4 : 2. ^

91. Proporcyą a: b =  c: d zam ieniw szy na ró­

wnanie —  —  i -  ; poniew aż ważność ułom ka nie 
b d

odmienia sie , g d y  obadwa iego w y ra zy  rozmno­
żą się lub podzielą przez tfż  same ilo ść : w  ró­
wnaniu w ięc pow yższem  rozm nożyw szy lub po­
dzieliw szy przez iakąkolw iek ro ść  m t ik  liczn iki 
iak  m ianowniki po olau stron ach , będą dwa na- 
stgpuiące rów nania:

o Proporcyi Aryt. i Jeomeir. io3

D w ie te proporcye porów naw szy z proporcyą 
daną a : b =  c: ci , w niesiem y, że w  p ro p o rcyi 
ieom etryczney w szystkie w y r a z y  rozm nożyw szy 
lub podzieliw szy  przez iaką ilo ś ć , p roporcyą się 
nie zepsuie.

Podobnym że sposobem okazać m ożn a, że dwa 
pierw sze w y ra zy  p ro p o rcyi rozm n ożyw szy lub 
podzieliw szy przez iednę ilość , a dwa drugie przez 
inną i lo ś ć ; albo dwa pierwsze w y ra z y  rozm noży­
w szy  przez iednę ilo ś ć , a dw a drugie podzieli­
w sz y  przez tęż sarnę lub p rzez inną i lo ś ć , pro- 
p o rcya  się nie zepsuie.

W  te'mże równaniu —  = -iL  , rozm nożyw szy lub 
b d

p o dzieliw szy  obiedwie strony przez ia l.ą k o lv k k  
ilość m ,  otrzym am y dwa następuiący rów n ania;
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D w ie te proporcye porów naw szy z propor- 
cyą  daną a : fc =  c: d ,  w niesiem y, ze w  pro-nor- 
c y i  jeom ctryczney rozm nożyw szy same tylko po­
p rz e d n ik i , lub same tylko następniki przez iaką* 
ilość , proporcya się me zepsuie.

Podobnym że sposobem okazać m ożna, że po­
dzieliw szy same tylko poprzedniki lub same ty lk o 1 
następniki przez iaką ilość , albo też podzieliw szy 
lub rozmnożywszy, poprzedniki przez iedng ilość,, 
a następniki przez inną ilość ; albo nakoniec ro z ­
m nożyw szy poprzedniki przez iedng ilo ś ć , a na­
stępniki podzieliw szy przez tę sarnę lub przez in­
ną ilo ś ć , proporcya się nie zepsuie.

gz. "W równaniu ad — bc podzieliw szy obie- 
dw ie strony i ód przez bd , 2re przez cd,  5cie przez 
ab, Ałe przez ac-; otrzym am y cztery nastepuiaee 
równania J

104' R o z d z i a ł  IV.

W których  odm ieniwszy m ieysce stronom , kładąc 
stronę pierw szą na m ieysce d r u g ie y , a stronę 
drugą na m ieyscu p ierw szey j będą znowu cztery 
rów nania:

To iest: w  każde'y proporeyi- je*m etrycznej* 
można ośm razy  odmienić m ieysce poprzednikom* 
i następnikom bsz nadwerężenia proporcyń

• '  93-
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g3 . N iech będą dwie p r o p o r c y e : 
a : b =  c : d , m : p =  q:  >. Będzie zate'm 

a tłz= b r ,  mr — pq (89). '
Podzieliw szy strony równania pierw szego przez 

strony odpowiadające, w  równaniu d ru giem , w y ­
padnie * '

o Proporcyi Aryt• * Jsomełir- io5

mr pq
R o zło żyw szy  obie strony na czynniki (39)* 

bgdzie

m p q r
Proporcyą te porów naw szy z dwiema propor* 

cyam i danem i, .w n iesiem y, ż e .w e  dwóch prupor- 
eyach  jeom etryeznych w szystkie w y ra zy  iedney 
podzieliw szy przez odpowiadaiące w y ra zy  dru­
g i e y , cztery  ilorazy stąd w ypadaiące będą skła­
d a ły  proporcyą

Z tych  sam ych dw óch p ro p o rcy y  danych wy*' 
padaią następuiące ró w n an ia :

w  których rozm nożyw szy strony równania p ier­
w szego przez odpowiadaiące strony w  równaniu 
dru giem , będzie

P roporcyę tę porów naw szy z dwiema propor- 
cyam i danem i, w n iesiem y, że w e dwóch pro- 
porcyach jeom etrycznych w szyslkie w yra zy  ie­
dney rozm nożyw szy przez odpowiadaiące w y ra z y  
d r u g ie y , cztery ilo czyn y  stąd w ypadaiące będą 
skład ały  proporcyą.

A zate'm w e dw óch p roporcyach
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Rozmnożywszy w y ra zy  o dpowiadaiące sobie ,, bę­
dzie proporcya

ab : bm =  cd : dr ,
w  którey dwa pierwsze w y ra z y  p o dzieliw szy  prze©; 
b , dwa drugie przed d , w ypadnie (91), 

a: m— c : r.
Ostatnia proporcya porów naw szy z dwiem a 

danemi , w niesiem y , '  ze przekreśliw szy w  nicłi^ 
w y ra z y  spólne obud w om ,, pozostałe w y ra zy  skła- 
dać będą proporcya.

Ta sama w łasność s łu ż y  proporcyoim  następ 
puiacym  : \ • i

io6 Rom d z i a ł  IV.

p4 . Z proporcyi a : b z = c :  d ,  w yp ada równa­

nie -fL =  — ; w  które'm po obu sti'onach raz d o - . 
b ' d

daw szy , drugi raz odiaw szy iakąkolwiek ilość 
m , i tak dwie równe- sum m y, iak dwie równe 
różnice W iedhym że w ierszu napisaw szy , będzie

JL + m ■ =. —  Ź  ™ ; obróciw szy całkow ita na> uło*-
b ~ ' d -

mplc .. wvv>adnie . ’

U «*. N
O bie strony rozm nożyw szy ród przez b r a po* 

tem podzieliw szy przez c ±  dm , w ypaduie

Że zaś ważność ilości m zależy od naszey w oli, 
u czyn iw szy  w ig o * m a c ij ostatnie równanie łam ie* 
ni eig w  nastgpuiące;
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o Praportyr Aryt. i Jeometr. 10 7

W ziąw szy osobno summę1 , osobno różnicę*
będzie

W  ty ch  dw óch równaniach drugie strony są 
sobie równe , a zatem i strony pierw sze muszą 
b y ć  sobie równe. Będzie w ięc

zatem pierw sze równania zamienić można w  na- 
Stgpuiące: ' ,

Z  ty ch  pięciu  rów nań wypadaią^ następuiące
prOporcye:

które porów naw szy z proporcyą daną a: b ~  e: df 
Wniesiemy i ód, z proporcyi lw sz e y  i 4t e y , ze w  
każdęy proporcyi jeom etryczney summa dwóch 
p ierw szych  w yrazów  tak się ma do sum m y dw óch 
drugich  w y ra z ó w , iak  następnik do następnika* 
lub iak poprzednik do poprzednika :

2re, z proporcyi d ru giey  i p iątey  wypada* 
że różnica dw óch p ierw szych  w yrazó w  do różni­
c y  dw óch drugich  w y r a z ó w , iak następnik dó 
następnika, lub iak poprzednik do poprzednika.

5cie , z p roporcyi trzeciey  w ypada , że summa 
dw óch p ierw szych  w yrazó w , do sum m y dwóch 
drugich  w y ra z ó w , iak różnica'dw óch p ierw szych , 
do różnicy  dwóch drugich .

W  proporcyi a: b ~  c: d odm ieniwszy tniey- 
sce w yrazó w  , będzie (92) ,  a: c —  b: d ; A  zatem

a
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io8 R o z d z i a ł  I V.

W  te'm równaniu raz dodaw szy drugi r&z »d« 
iąw szy  po obu' stron aohr ilość iakąkolwiek m , i  
o d b y w szy  działanie takie iak  w y że y  , otrzym am y

5. . n —  c: u ■— rt —  a: o.
To iest: w  Itazdey p roporcyi jeom etryczney 

iest lód summa poprzedników  do summy nastę­
pników  , iak którykolw iek poprzednik do sw ego 
następnika ; 2re różnica poprzedników  do różn icy  
następników , iak  którykolw iek poprzednik do swe­
go  następnika; 5cie Summa poprzedników  dó 

. summy następników , iak różnica poprzedników  
do ró żn icy  następników.

„  '  —r  -  I w  W , * / ,

W któ rćy  w ziąw szy summę poprzedników  i nastę­
pników  , bedzi-e podług w niosków  póprzedzaiacych 

4 + B f C :  a +  b +  c Z Z C :  c.
To iest : ieżeli są t r z y  stosunki równe , sum­

ma trzech poprze diuków tak się ma do summy 
trzech następników , iak którykolw iek poprzednik 
do swego następnika. Tym
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T y m  samym sposobem okazać m ożn a, że ia- 
•kakolwiek będzie liczba stosunków rów n yćh  , za­
w sze summa w szystkich  poprzedników  do sum m y 
w szy stk ich  następników , iak którykolw iek po- 
■ przedruk do sw ego następnika.

Praw dę tę . można także okazać sposobem na­
stępuiący m .jNiech będą <np. cztery  stosunki równe.:

o proporcyi Arył. i Jeomełr. 109

«/ - .
* W  ostatnich czte'rech równaniach zn ió s łszy  mia­

n ow n ik i , będzie

•rf*. • T o  iest-:.ieaeli cztery  Jakiekolwiek ilości są w  
p r o p o r c y i, będą tei i kw adraty  ich  w  p ro p o rcyi.

■ Podobnymże sposobem  okazać m ożn a, że le­
żeli cztery kw adraty sa w  p ro p o rc y i, będą też w  
proporcyi cztery i lo ś c i , z których pzzez siebie-

roz-
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. |

i,io  R o % d s  i a i IV .

rozm nożonych -powstały te kw adraty ; ze cztery 
iakiekolw iek ilości proporcyą składające podniósł* 
szy  do 3c ie y  , czw artey i t. <d. p o tę g i, proporcyą 
się nie zepsuie ; i t. d. ,

■ 97. ;Są ieszcze inne własności proporcyi jeo* 
m etryczne y  , iako to : ieżełi poprzednik p ierw szy  
ró w n y poprzednikow i drugiem u , będzie tez na­
stępnik p ierw szy rów n y następnikowi d ru giem u ; 
leżeli dwa pierw sze w y ra z y  p roporcyi są sobie 
rów n e., będą tez -dwa .drugie w y ra z y  sobie ró­
w ne ; leżeli t r z y  w y ra zy  iedney p roporcyi równe 
są trzem ,odpow iadąiącym  w yrajom  p ro p o rcyi dru­
g ie j,c z w a rty  w yraz  p ierw sze j, rów n y będzie czw ar­
temu w yrazo w i d r u g ie y ; i t. d,

Te i tym  podobne własności łatw o okazać m o­
żna za pom ocą dwóch, ró w n ań , z których  p ie r­
wsze powstaie z rozm nożenia przez siebie w y r a ­
zów  skraynych i średnich , drugie z podzielenia 
w yrazu  pierw szego przez d r u g i, a trzeciego przez 
czw arty  , lub też .drugiego przez p ierw szy  a czw a r­
tego przez trzeci. •

,98. Te same dwa równania służą także do zna- 
lezienia W yrazu czwarte go p ro p o rcy i , g d y  są da­
ne tr z y  pierwsze. Jakoż niech  będzie p roporcyą 
a: b — c: x ,  w  którey  w yraz tylko czw arty  si 
iest niewiadom y. Ponieważ ax —  bc (90) , w ię c  

b c.x  —  —  Tym że sposobem znaleźć można w y r k z

i  w s z y ,  ?.gi lub ,3ci. g d y  są dane tr z y  inne. P o ­
dobnież w  proporcyi ciągle'y maiąc wiadome dwa 
p ierw sze w y r a z y ,  znaleźć można w y ra z  trzeci. 
Jakoż z proporcyi tey  o: b— b: x , w  którey w y ­
raz tylko x  iest n iew iad o m y, w ypada ax —  b2;

w i e c * —  — . Z  rów ną łatw ością znaleźć ,tnoina a
w  p roporcyi ciągłe'y w yraz pie'rw $zy, g d y  sąwia^ 
dome dwa ostatnie.

99. Lecz*nie zawsze łatwo iest znaleźć w  pro* 
p o rcy i jeom etryczney c ią g ie y  w yra z  średni , g d y

dw a
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dwa skrayn© są wiadom e. 1 tak w  proporcyi 
a: x — x.  b , ponieważ iloczyn  skrayn ych  rów n y 

ie s t  kw adratow i w yrazu  średniego (90) , będzie 
w igę x l zz ab. T u  uważać potrzeba, że iako x  
iest ilo ścią  , >z którey przez sig rozm nożonej po­
w stał kw adrat x 1 ; tak też w ażnością dla x  p o ­
winna b y ć  ilość taka , -któryby przez siebie roz­
m nożona, czyli podniesiona do kw adratu rów nała 
sig iloczynow i ab Jeżeli ilo czyn  ab znaczy np. 16, 
albo 2$ , albo 3b i  t. d. łatwo bgdzie dom yśleć sig, 
że ważnością dla x  iest 4 , 5 ,  albo 6 , i  t. d. Ale 
ieżeli iloczyn ab znaczy np ' jzg  , nie tak łatw o po- 
m iarkować m ożna, że liczba ta iest kwadratem  
p ow stałym  z rozm nożenia 27 przez 27. A że b y  
w ige w  pnpporcyi jeom etryczney • c ią g łe j  zawsze 
można b yło  znaleźć w y ra z  średni ,' g ty  dwa skray- 
ne są w ia d o m e , trzeba p ie rw e j poznać sposób 

♦ rozwiązania .n&stgpui ącego„zagadnienia : „znaleźć li­
czbę, któraby sama przez siebie rozmnożona równa,*  
Ia się liczbie daney ; c z y l i ,  co na iedno w ych od zi, 
maiąc dany kw adrat , znaleźć liczbę , z k tó re j 
kw adrat ten pow stał ; i która n azyw a sig pierwiast­
kiem kwadratowym.. W iadomość o w ynaydow aniu, 
czyli , iak sig zw yczaynie m ó w i, o wyciąganiu 
p ierw iastków  k w a d ra to w y c h , do rozwiązania w ie­
lu w ażn ych  zagadnień istotnie p o trzeb n ą, w ył«- 
z y m y  w  nastgpuiącym  rozdzielę.

R O Z D Z I A Ł  V.

O podnoszeniu liczb do kwadratu i tuyciągan-i-u, 
pierwiastku kwadratowego.

100, A b yśm y dokładnie poznali sposób Wycią­
gania pierw iastku  kw a d ra to w ego , trzeba naprzód 
u w ażyć iakim  zmianom podlegaią l ic z b y , g d y  ie  
podnosim y -do kw adratu- W  podnoszeniu pier­
w szych  dziesięciu liczb do kw adratu nie z a c h o d ź  
żadna trudność: lecz poniew aż kwadraty liczb tych

po-

o Proporcyi Aryt. i  Jeemecz, m
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potrzebne nam będą tak do podnoszenia liczb in: 
n y ch  do k w a d ra tu , iako tez do w yciągania  p ie r­
w iastkó w , ;po łożym y tu w  dw óch następuiących 
rzędach i lic zb y  i odpowiadające im kw adraty, 
które potrzeba znać na parhięć: 
liczb y  : 1, 2) a, 4 , 5, b, ?, 8, 9, 10.
kw ad raty: 1, 4 , 9, pb, 25, 3b ,4g, 6 4 , 81, 100.

Uważać tu potrzeba, że kw adrat hczb-y , ie- 
dnocytrow ey nie może -się^sktadae z więce'y c y fr  
iakże d w ó ch : liczba 10 naymnieysza z liczb dw u­
cyfro w y ch  ma w  swoim  kw adracie 100 trzy  c y ­
fry . A  Stąd w n iesiem y, że ieżeii dany kw adrat 
ma cy fr  w ięcey niż d w ie , pierwiastkiem  ie g o  nie 
może być liczba iednocyirow a, lecz przynaym n iey 
dw ucyfrow a.

Chcąc poznać iak się w yciągała  pierw iastki 
z kw adratów  liczb d w u cy fro w y ch , trzebaby na­
p rzó d  u w a iyć  , iakim sposobem liczb y  te w ch o ­
dzą do składu kw adratów . L ecz sposób zw ycza y- . 
czay n y  podnoszenia liczb do kwadratu zależąc y na 
m nożeniu daney liczb y  przez siebie samg , w  ni- 
czem nie ułatw ia sposobu w yciągania  pierw iast­
ków . • K w adrat np, liczb y  47 dest ^7 —  2209. ») 
W  kw adracie tym  nie masz żadnego śladu c y fr  
skladaiących  pierwiastek : c y fry  bowiem te przez 
.mnożenie 47 przez 47 zam umiała się na inne , i nie 
podobna dostrzedz w  iakim sposobie w chodzą do 
składu kw adratu 2209 Ale g  łoski ab ecad ła 'tey  nie­
dogodności nie p odlegaią: obaczm y w ięc naprzód 
na g ło sk a ch , w  iakim sposobie iiości sldadaiaece 
pierw iastek wchodzą do składu kwadratu.

101, K w adrat z ilości dw u w yrazow ey czy li dwu- 
•miennęy a -t~b , iakośm y iuż powiedzieli (bb) iest 

(a +  b) (•«+ b) —  aa +  zdb +  b1.
-Przypatrzyw szy się te mu kw adratow i z u w agą 

i porów naw szy go z iego pierwiastkiem  , postrze­
żem y, że kwadrat duioch. ilości a +  b składa się z 

łrzech części: torf z kwadr atu a2 ilości pierwszey $
2re z podwoynego iloizynu 2ab ilości pierwszey i 
drugiey i och 3  kwadratu b* ilości drugiey. L i-

? t . ' " ' V czba

i i-2 R o z d z i a ł  y .
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£zba 4  ̂ ąkłada się ze 4  dziesiątków i 7 iedności; 1U '' 
może b y ć  tak w yrażo n ą: 4 o ■ +• 7. {Uczyniwszy 
<1 zr  4 o czy li 4  dziesiątkom , 6 = 7  iednqściom y 
b gdzie47. 4 ? ~  (n-ł-fc) (n-ł-fc) ~ a*4 -2 a& -t-b *.

To iest kw adrat 47 składać się będzie lód z. 
kw adratu a ł  cztertch  dziesiątków czy li 4o iedno- 
ści ; 2re z podw oynego iloczynu 2ab czterech dzie­
siątków i siedmiu ied n o ści; 5 ci* jz kw adratu fas 
siedmiu iedności
K w ad rat czterech dziesiątków czy li 4 o i e s t =  1606 
P o d w o yn y  iloczyn n4  dziesiątków  i 7 iee i:*»  56® 
K w adrat 7 iedności 5= 4<£

Summa c a -h 2«i>. *4* bz * - - - ■* - =  2209.,
102. C hcąc liczb y  tey 2209 znaleźć p ierw ia ­

stek  4 7 , uw ażm y n a p rzó d , ze iak© w  kwadraci© 
czterech dziesiątków  czy li w  160,0 ostatnie dw a 
znaki liczebne iako zera nie maią żadney w ażno­
ści ; tak w  całym  kw adracie 2209 ostatnie dw ie 
c y fr y  nie w chodzą do kw adratu  dziesiątków : a  
zatem  kw adrat dziesiątków  zam yk ać-się  ty lk o  bg­
dzie we 22 stach czy li w e 2200.

2re. P rzyp atrzyw szy  się kwadratom  p ieY w szyck  
liczb  d zie się ciu , p o strzeżem y, że n a y b liis z y  kw a ­
drat 22 Set czy li 2200, iest 16 set Cfcyłi 1600: ia- 
ko ż liczba 22 , w iększa iest od 16 ęęyli od kw sn  
dratu ze 4/, a m nieysza od 25 c z y li od k w a d ra ty  
z  5 , tak iak liczba 47 w iększa iest od 4  dziesiąt­
k ó w  czy li od 4 o , a m nieysza od 5 dziesiątków . 
Czyli od 50» Szukaiąc w ięc  n ayw iększego  kw a ­
dratu zaw artego w  liczbie 22 dziesiątków ? zn ay- 
dziem y 16 , którego p ierw iastek  4  w yrażać bgdzi© 
dziesiątki szukanego p ierw iastku . O d iąw szy  i6seft 
Czyli 1600 od 2209, i*eS2ta 609 zam ykać ieszcs© 
będzie p o d w o yn y  ilo czyn  dziesiątków  i iedności, 
to iest 560, i kw adrat ied n o ści, k tó ry  iest 49-

3cie. A  iako w  jpodwoynym  iloczyn ie 4  dzie­
siątków  i 7 ie d n o śc i, to iest w  liczbie 56o oat%- 
tnia cyfra  iako zero nie ma żadney ważności ij* 
o zeb n eyi tak w  p o zo sta łe j reszcie 009 ostatnia « 91

@ fierwiasikach kwadratowych. ' i i i
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fra  gT nie w chodzi do podw oynego iloczyn  dzie­
siątków  i jedności : w ięc podw oyny ten iloczyn 
zam ykać się tylko będzie w  60 dziesiątkach czy li 
w  boo iednościach , które prócz tego zam ykaią le­
szcze dziesiątki będące w  kw adracie z 7 iedności*

4 te. Podzieliw szy iloczyn przez ieden z czyn ­
n ik ó w  , w ypadnie na iloraz czynnik d ru giJ P o ­
dzieliw szy  zate'm 60 dziesiątków czy li boo p rzez 
podw oyne dziesiątk i, to iest przez 8 , iloraz 7 o- 
każe iedności szukanego pierwiastku.

$te. R ozm nożyw szy 8 dziesiątków przez 7 ie­
dności , iloczyn 56 dziesiątków czyli 500 będzie 
p odw oynyM  iloczynem  4  dziesiątków przez 7 ie­
dności.^ Odia w szy  ten iloczyn od pie'rw$ze'y re­
szty  609, druga reszta 4g będzie i iest w  istocie 
kw adratem  7 iedności.  ̂ •

Dzi'ał;arrje t o  odbyw a się p odług  następuiące-
;ro wzoru : ^

;^x.2u ,  pc, 22,09’ 47

60,9
60.9 1 . '!
0001

Pisze się liczba d a n a , iak  g d y b y  ią potrzeba 
b y ło  dzielić przez inną , przeznaczaiąc dla szuka­
nego pierw iastku m ieysce należące się dzielniko­
w i. Potem iedności i dziesiątki oddzielaią się 
przecinkiem  od dwóch p ierw szych  c y fr  po lew ey  
stronie b ęd ących , które zam ykaią w  sobie k w a ­
drat dziesiątkowe Dale'y bierze się kw adrat nay- 
w ię k s z y , który  w  tych  dw óch cyfrach  m ieścić 
się m oże: kwadratem tym  iest 16 , którego p ie r­
w iastek 4 napisaw szy na przezna ozonem dla nie­
go m ie y scu , ©deymuie się id od 22. P rzy  po- 
zos/ałey reszcie b piszą się dw ie inne c y fry  09 
daney liczb y  ; a ostatnia 9 iako nie w chodząca 
do podw o/nego iloczynu dziesiątków i iedności 
oddziela się przecinkiem  od innych , które podzie- 
ih yszy przez podw oyne dziesiątki p ierw iastk u , ta 

V e iest

/  "  ,  '  y  .  /

Il4 Sto % d z i & ł V .
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iest przez 8 , iloraz 7 iedności pisze się na swo« 
iem m ieyscu : a dla utw orzenia od razu dw óch 
innych  cjgści kw adratu  ,, to iest p odw oyn ego  ilo­
czynu dziesiątków i iedności , i kw adratu iedno- 
ś c i , które to dwie części zam ykać się p ow in n y w  
pozostałey reszęie 609, pisze się 7 obok 8 ; skąd 
powstaie liczba 87 równa summie p o d w o yn ych  
dziesiątków i poiedynezych iedności szukanego* 
p ie rw ia stk u , to iest rów na aa-Ł-ó, którą rozmno­
żyw szy  przez 7 c z y li przez b , w ypadnie 609 =s 
zab -t- a2, czy li p odw oyny iloczyn dziesiątków a 
ie d n o śc i, w ięcey  kw adrat iedności. Po odięciu , 
nic się nie zostaie ; co d o w o d zi, że pierwiastkiena 
liczb y  2209 iest 47.

W eźm y leszcze liczbg 3 2 4 , z którey  potrzeba 
w yciągn ąć pierwiastek kw adratow y. Urządzam  
d z ia ła n ie , iak nastgpuie: 1

© Vierwiaśtkach kwadratowych. a i |

1 p odług tego , co się pow iedziało  w y ż e 'y , zn a y- 
duig 1 na dziesiątki p ierw iastku  ; dziesiątki te  
pódw oione daią mi liczbę 2 , p rzez którą podzie­
lić  trz. bą dw ie pieYwsze c y fr y  22 pozostałe'y rć- 
szty L iczba 2 we 22 nheści sig w  praw dzie i t  
razy  ; lecz nie można w ziąć za p ierw iastek ani 
lic z b y  wigksze'y riiż 10 > ani same'y liczb y  10 pa. 
nawet liczba 9 wzięta za  pierw iastek iedności b y ­
ła b y  w  ninieyszym  p rzyp adku  za w ie lka  : napi­
saw szy bow iem  9 obok , i  rozm n ożyw szy 29 
p rzez 9 , iak w ym aga p raw id ło  , w ypadnie ilo czy n  
261 , którego nie można odiąć od 2 24 . Biorg wig© 
na iloraz liczbę m nieyszą od 9 , to iest liczbę 8» 
i napisaw szy ią tak w  pierw iastku na m ieysca  ie­
dności , iak  obok dzielnika 2 , m nożę 28 przez 8* 
i  mam iloczyn  224  r£ w n y pozostałe'y reszcie ; c<> 
dow odzi, że pierw iastkiem  szukanym  iest liczba

U  2 Utwę«
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Utworzywszy trzy części kwadratu a liczby 1$* 
wypadnie

T u  iuż łatwo postrzedz m ożn a, że 6 dziesiąt* 
Ł ó w , które zam yka kw adrat ied n o ści, dodane a® 
ido podw oynego iloczynu dziesiątków i iedności, 

pow iększaią ten iloczyn : p odzieliw szy zatem przez 
podw óyne dziesiątki iloczyn  tak p ow iększony, ni® 
m ogą na iloraz w yp aść  same iedności.

io 3 . N im  przystąpim y do w yciągania  p ie r­
w iastkó w  złożon ych  z trzech , czterech i  t. d. 
c y f r ,  u czynim y pie'rwey tę istotną uw agę : że k a ­
żda liczba m nieyszaod 100 nie może mieć w  swoim  
kw adracie c y lr  więce'y nad c z te r y : g d y ż  kw adrat 
ze 100 iest 10000, a liczba ta iest naym nieysza 
zo w szystkich  liczb z p ięciu  c y fr  złożonych.

io4« Po te'y uwadze , abyśmy doszli iakim spo­
sobem tworzy sią kwadrat z liczby większey od 
100, z liczby n p . 473 rozłóżmy liczbę tę na 470+3, 
czyli na 47 dziesiątków więcey 3 iedności; Chcą© 
wyprowadzić kwadrat liczby tey z formuły a % 
+ 2ab + b x , uczyńmy 11 =  47 dziesiątkom *= 470 
iecłnościom, b =  3 iednościom. Będzie więc >

W id zim y w  tym przykładzie , że w kwadra­
cie dziesiątków ostatnie dw ie c y fry  nie m^ią ża­
dne y  w a żn o śc i, iako zera i ¢0 samo w  ogol no soi 
ma m ieysce w  każdym  innym  p rzyk ład zie: dzie­
siątki bow iem  rozmnożone przez dziesiątki dai^ 
na iioozyn sta.

W kw adracie zate'm 223729 odd zieliw szy p rze­
cinkiem  dziesiątki i iedności , w  pozostałey części 
8207 szukać potrzeba kwadratu dziesiątków . Ą ^

iak#

www.rcin.org.pl



tako liczba 473 w iększa iest od ^7 dziesiątków czy- 
li od 470, a m nieysza od 48  dziesiątków czyli od 
48o ; tak tez liczba 2237 pow inna b y ć  w iększa od 
kw adratu  ze 47 , a m nieysza od kw adratu  ze 48  : 
skąd się okazuie, ze n ayw ięk szy  k w a d ra t, k tó ry  
mieścić się może w  2 z37 iest kw adrat ze 47 , c z y ­
li  kw adrat z dziesiątków pierw iastku. Rzeczą iest 
przez się w id o czn ą , ze dla znalezienia tych  dzie­
siątków  trzeba odbyć to samo działanie , iak ieby  
odbyć należało z liczbą 2237 chcąc z ip ey  w y ­
ciągnąć pierw iastek k w a d ra to w y ; lecz na końcu 
oprócz w ypadku szukanego pozostałaby icszcze 
reszta zam ykaiąca sta utworzone z p odw oynego 
iloczyn u  47  dziesiątków  rozm nożonych p rzez i*- 
dności.

A b yśm y działanie to odbyli p orząd ni*, ros- 
ło im y ,  iak n astęp u ie:

o Pierwiastkach kwadratowych. t l f

N aprzód oddzielaią się dw ie ostatnie c y fr y  2^,
A dla w yciągn ien ia  pierw iastku z liczb y  2237» któ­
ra pozostaie ze strony lew e'y , oddzielaią się w  n iey  
znow u dwie ostatnie c y fr y  37 ; tym  sposobem li­
czba dana rozłożona iest na o d d z ia ły , z  których  
k a żd y  ma po dwie c y fr y  idąc od strony p ra w ćy  
k u  lew ćy. Z  dwoma pićrw szem i oddziałam i 22, 
3 7 , odbyw a się działanie.,, zupełnie ta k ie , iakieśm y 
o db yli w yże'y (102) z liczbą 2209: skąd pow stają 
dw ie pierw sze c y fr y  p ie rw ia stk u , to iest 47 , i 
pozostaie reszta 28 , do którey  p rzy łą czy w szy  dwie 
c y fr y  ostatniego oddziału  , to iest 29 , liczba 2829 
®amyka p o d w o yn y  ilo^Łyn 47 dziesiątków rozmno­
żonych przez iednośdr, i  kw adrat ^ed^iosci. i i-
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R o z d z i a ł  F\

dżieliw szy  cyfrę 9 iako nie m ogącą w chodzić do 
podw oynego iloczynu  dziesiątków 1 iedn óści, l i­
czbę 282 dzielim y przez podw oyne dziesiątki,. to 
Iest przez g4 : a iloraz 3 napisaw szy tak obok 47, |
iako tez obokQ 4 , i rozm nożyw szy g43  przez 3 , 
w yp ad a na iloczyn liczba 2829 zupełnie równa 0° 
#tatnie'y reszcie , pocze'm działanie iest ukończone.

W eźm y ieszcze liczbę 22391824. Jakikolw iek 
iest pierwiastek te y  l ic z b y , zawsee go można u- 
w ażać , iakoby b y ł rozłożony na iednóści i  dzie- 
siatki , iak w  przykładach  poprzedzających. Aże 
w kw adracie dziesiątków ostatnie dwie cy fry  nie 
m aią żadne'y ważności liczebney iako- zera , w ięc  
w  liczbie daney dwie ostatnie c y fry  24  nie m ogą 
w ch o d zić  do kw adratu dziesiątków : odciąwszy ie 
w ię c  przecinkiem , s-ztikaymy naywiększego. k w a ­
dratu m ogącego się mieścić w  części 223918, któ­
ra  z lew ey  ręki pozostała* Część ta pozostała ma 
c y fu w ię ce 'y  niż dwie : co dow odzi: że fi czb a w y ­
ra żaiąca dziesiątki szukanego pierw iastku ma cy lć  
w ię ce y  niź iednę (100); i można ią w ięc znowu 
ro z ło ży ć  na dziesiątki i iednóści : że. zaś kw adrat 

, ty ch  dziesiątków nie w chodzi do ostatnich dw óch 
c y fr  w  c z ę ś c i 226918, odciąw szy w ięc dwie te 
c y f r y , szukać go należy w  pozostałych cyfrach  
2269  ̂ Aźe liczba 22.39, ińa ieszcze w ięce'y n iżdw ie 
^ y fr y , w ięc kw adrat n ayw iększy  m ogący się W. 
m ey  mieścić musi mieć przynaym n iey dwie c y ­
f r y  w  swoim pierw iastku : liczba zatem w yra ża ­
jąca szukane dziesiątki mieć będzie w ięcey  niż ie- 
dnę cyfrę; Skąd się okazuib , że w e 22 trzeba 
szukać kwadratu liczb y  te y , która w yraża  iedno- 
ści rzędu nayw yższego w  szukanym  pierw iastku.
*L tego ciągu rozum ow ań, któ ry  można posunąć 
Sak daleko, iak się p odoba, okazuie s ię , ze 
czbę daną trzeba rozłożyć na oddziały po dwie 
c y fr y  maiące zaczynaiąc od ręki praw e'y do ie- 
'wćy. Ostatni iednak oddział z lbw ey ręki może 

częsio- iednę t^lko c y fr ę , iakośm y iuż wJU 
<iaiieE w y ż e y  (ioz) na liczbie 32,4°.

U.OZ--
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R o zło żyw szy  zatem daną liczbę na oddziały, i  
narządziwszy podług przyłączonego tu w z o ru , a 
pierwszem i trzeifta oddziałam i 22,39,18,24 47.52 
postgpuie się iak w  przykładzie 16 ~g^
poprzedzaiącym  ; a znalazłszy « ^45
trzy  pierwsze c y fry  pierw iastku, fo/if q462
które są 4 75 , obok reszty 189 -----  a

fusze sig czw arty  oddział 2 4 ; i  0010 
iczba 18924 uważa sig iakązło- 2 ^ 29 
zona z podw oynego iloczynu 1892, 4

znalezionych 4 73 dziesiątków 1892 4
przez szukane iednośei, i z kwa- 111 —
dratu tych że  iednośei : odcią- x 0 
w szy potem ostatnią cyfrg 4 , pozostałe z lew ey  
ręki 1892 dzielą sig przez znalezione dziesiątki dw a 
ra z y  wzigte , to iest przez 96:6; poczem znalezio­
n y  iloraz 2 sprawdza sig iak  w  działaniach p o w yż­
szych .

Na tem sig ko ń czy  działanie w  tyip  p rzyk ła ­
dzie : lecz łatw o iest dom yśleć sig , ze g d y b y  da­
na liczba m iała ieszcze iednym  oddziałem w igce'y, 
znalezione cztery  c y fr y  4 732* w y ra ża ły b y  dziesiątki 
p ie rw ia s tk u , którego iednośei należałoby szukać* 
i że  tem samem przez te dziesiątki dwa ra zy  w zig­
te trzebaby dzielić pozostałą resztg z przyłączoną 
do nie'y iedna cyfrą  oddziału nastgpnego : toż mó­
w ić  o inny cła oddziałach , które następnie piszą 
sig obok reszt pozostałych.

105. Z te g o , cośm y dotąd pow iedzieli , ła tw a  
viest uczynić w n io se k , że na ile oddziałów  roało? 
ży ć  można dany k w a d ra t, z  ty lu  cy fr  składać sig 
fogdźie szukan y pierwiastek. P ierw szy  oddział z 
praw e'y rgki daie w  pierw iastku iednośei rzgdu 
p ie rw sze g o ; drugi iednośei rzgdu drugiego czyli 
d ziesiątk i, trzeci iedndści rzgdu trzeciego, czyli 
s ta , i tak daley aż do oddziału ostatniego, z lew ey  
r g k i , który  daie w  pierw iastku iednośei rzec n 
n ayw yższego. Stąd iuż łatw o dom yśleć sig mo­
ż n a , ze g d y b y  po spuszczeniu oddziału , reszta a 
przyłączoną cyfrą  tego oddziału innieyszA b y ła  & i

dw a

o Pierwiastkach kwadratowych. lig
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^ w a razy  w zigtc c y fr y  w  pierw iastku  znalezione* 
Rrft ten czas w  p ierw iastku pisze ^ig zero : w  tym  
albow iem  p rzypadku pierw iastek mieć nie będzie 

' iedności tego rzgdu. G d yb y  po spuszczaniu od* 
dzia łu  następnego , c y fry  znalezione w  pierw iast­
k u  dw a razy  wzięte nie m ieśc iły  sig ieszcze w  l i ­
czbie do dzielenia p rze zn a czo n e j, na ten czas po­
ło ż y w s z y  w  pierwiastku dru cie  zero spuściłby sig 
odd ział nastgpny, iak to w idzieć można w  nastę­
p u ią cych  p rz y k ła d a c h : j

1%* . ft o i  d i  t a ł  V.

106. Lecz nie w szystkie dane lic z b y  są zupeł- 
iiein^ kw adratam i; P rzypatru iąc sig kwadratom  
dziesigciu liczb p oczątkow ych , (100), w idać mig-* 
Azy tltertii znaczne p r z e r w y , które można zapeł> 
m c liczbam i nie maiącemi pierw iastków  ; tak nv* 
m ięd zy liczbą 6 4 , która iest kwadratem  z 8 , i li- 
czba 8 1, która iest kwadratem  z 9 ,  nie dostaie 16 
liczb  p o śred n ich , iakie są 65 , 66 i t, *d. które nic 
są Kwadratami. N a yczg śc ie j w igc zdarzyć sig 
m o że , iz dana liczbą nie bgdzie kwadratem  zu p eł­
ny™  ; lecz w yciąg n ąw szy  z n ie j  pierw iastek spo-

2-w yczaynym , otrzym am y w y p a d e k , któ- 
y y  bgdzie pierwiastkiem  kw adratu naywigks^ego, 
naki w  tey  liczbie znaydow ać sig może Szukaiąc 

pierw iastku liczb y  2276,  znaydziem y w y p a ­
dek 47 z pozostałą resztą 67; co okazuie, że oay- 
w ig k szy  kw adrat zawarty w  li-czbie 2276 iest k w a ­
drat z liczb y  47, to iest 2209.

107. Dla zapewnienia sig czy  pozostała w  ta- 
feewyMffl przypadku reszta nie iest, za w ielka , a tem 
samem czy znaleziony p ierw iastek -nie iest za ma- 
y  ; ^ ° * na jp° pow igkszyó iednością i potem po- 
asiese do kwadratu ? a jeżeli kwadrat .ten iest

w ig-
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w ięk szy  od lic z b y  daney ,x będzie to dowodem, ze 
znaleziony p ierw iastek nie iest za m ały. 1 tak 
w  przykładzie poprzedzaiącym  znaleziony pier- 
w iastek 47 p o w iększyw szy iednością , będzie 48 , z 
czego kw adrat 25o4 iest w iększy  od liczb y  daney 
a zatem znaleziony pierw iastek 47  nie iest za ma­
ły .  Można tez o tern zapew nić się sposobem na- 
Stępuiącym ;

Znaleziony pierw iastek oznaczyw szy przez fl, 
iego kw adrat będzie n2, kw adrat zaś z ilości « 4 -1  
iest a2 +• 2 « -p i ; różnica m iędzy temi dwoma kw a­
dratami ie s t ' za -}- i ; to ie s t , kw adrat d ru gi w ię­
k szy  iest od pierwszego, pierwiastkiem  dwa razy 
w ziętym  i pow iększonym  iednością. A  zatem ie- 
»eli znaleziony pierw iastek pow inien b y ć  powię-. 
kszony iednością lub wi§ce'y niż ied n ością , kw a ­
drat tego pierw iastku' odiąw szy od liczb y daney, 
pow inna się zostać reszta 'p rzyn aym n iey równa te" 
m u pierw iastkow i dw a ra zy  wziętemu i p o w ię ­
kszonemu iednością. Ile razy  okoliczność ta nie 
ijna m ieysca , znaleziony pierw iastek będzie nieza­
w odnie pierw iastkiem  kw adratu nayw iększego, 
któ ry  się zam yka w  daney liczbie. I tak w  p r z y ­
kładzie pow yższym  p o d w o yn y iloczyn znalezione­
g o  pierw iastku 47 pow iększon y iednością w yn osi 
9 $ > co iest w iększe od pozostałe'y reszty  67 ; a 
zatem znaleziony p ierw iastek nie iest za m ały.

108. Często w ydarza się potrzeba ostrzeżenia, 
fże z dane'y liczb y ma b y ć  w yciąg n io n y  pierw ia­
stek kw adratow y. W  tym  razie u żyw a się znak

t a k i : ; np. \/~ ab, —  i t. d, zn a c z y , że a

łiczb oznaczonych przez ab, ~  i t. d, trzeba w y .
v

ciągnąć pierwiastek k w ad rato w y.'
Poniew aż odtąd często u żyw ać będziem y zna­

k u  pierw iastkow ego ostrzedz tu w yp ad a, ie dla 
oznaczenia pierw iastku  liczb y  z wielu cyfr zło- 
io n ey  czy li z  ilości wielorakie y trzeb a, albo przed

e Pierwiastkach kwadratowych.Ir ta*
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tą ilością dać znak p ierw iastk o w y, i praw e ie g o  
ram ie przed łu żyć nad całą ilo śc ią ; albo tez w ziąć 
ilość daną w  nawias , a z lew ey strony przed na­
w iasem  dać znak pierw iastkow y. I tak dwa te w y ­

rażenia V^4 a2b-— 2.b3 +  c3 , i (4 a2 b —  +  c3)
znaczą to samo , to iest w skazuią , ze trzeba w y ­
ciągnąć pierw iastek kw adratow y z ca łey  ilości 
4 a2 £» JL 2b* •+• c-J , czy li z liczb y  przez tg ilość ozna­
czonej*

Podobnież ze czterech ty ch  w yrażeń

l*s Ro z d ź i &ł  V,

pierw sze znaczy , ze trzeba W yciągnąć pierw iastek 
kw adratow y z ułom ka fq§ , drugie , że trzeba po* 
dzielić pierw iastek licznika przez pierw iastek mia­
now nika , trze c ie , że pierw iastek licznika p ow i­
nien b yć  podzielony przez m ianow nik, czw arte, 
ate licznik pow inien 'b y ę  podzielony przez p ie r­
w iastek  m ianownika.

109. Ponieważ iloczyn ułom ka prze^ ułom ek 
rów na sig iloczynow i ich  liczników  podzielonemu 
p rzez iloczyn ich  m ianowników ; a zatem ilo czyn  
ułom ka przez siebie sam ego, czy li kw adrat ułom ­
ka ró w n y  iest kw adratow i iego licznika podzielo- 
łonemu przez kw adrat m ianownika. Skąd w y p a ­
da , że chcąe otrzym ać pierw iastek kw ad ratow y z  
u ło m k a , trzeba go osobno w yciągn ąć z liczn ika

*t. a. #  ̂  ̂ v
U w aga ta u łatw ia podnoszenie u łom ków  dzie- 

sigtnych do kwadratu 1 w yciąganie z n ich  p ier­
wiastku kw adratow ego. 1 tak
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110. Zas fanowi w szy  się nad kwadratam i i 
pierw iastkam i ułom ków  dziesiętnych , postrzeże­
m y ,  że kw adrat ułom ków  tych  ma zawsze cy fr  
dw a razy  w ię c e y , niż ich znayduie się w  pier» 
wiastku- Jakoż z p raw ideł mnożenia w y p a d a , że 
iloczyn dwóch ułom ków  dziesiętnych przez siebie 
rozm nożonych pow inien się składać z ty lu  cy fr  
d ziesiętn ych , ile się ich  znayduie w  obudwu czyn ­
nikach : a zatem iloczyn  ułom ka dziesiętnego przez 
siebie samego , czyli kw adrat ułom ka dziesiętnego 
pow inien m ieć cy fr  dwa razy  w ię c e y , niż p ier­
w iastek ; i odwrotnie pierw iastek kw adratow y U* 
łom ka dziesiętnego pow inięn mieć cyfr  dw a razy  
m n ie y , niż ich znayduie się w  kw adracie. Ze 
zaś w  ułom kach dziesiętnych dom yślny m ianownik 
jna zawsze iedność z przydanem i zeram i, a liczba 
takow a przez siebie sarnę rozmnożona daie zawsze 
na iloczyn iedność z podw óyna liczbą z e r ; k ied y 
w ięc  ułom ka dziesiętnego dom yślny m ianownik 
iest 10 , 100, iooo i t. d. w  kw adracie ułom ka te­
g o  dom yślnym  m ianownikiem  będzie w  p rzyp ad ­
ku  lwszyrn 100, w  2gim 10000, w  3cim looocop. 
i  t. d ; i odwrotnie leżeli dom yślny m ianownik w  
kw adracie ułom ka dziesiętnego iest 100, loooó, 
1000000 i t. d, w  pierw iastku będzie dom yślny 
m ianow nik i o ,  100, io$o i t. d. to iest iedność r  
dwa razy  m niey zer niż ioh b y ło  w  kw adraćie.

I tak poniew aż 7̂  =  49: w ięe (0,7)* ^ 0 ,4 9 ; 
(0,07)2 =  ° ’00l 9 i (0,007)2 yst 0,000049. Podobnież
ponieważ 1^ 1.44 =  12 ; w ięc i , 4 i = i ,  2 j V o,oi44

«5 Q> 12 ^ ^ 0 ,000144  0,012, ł t, 4
^  i t u  ,1
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111 . Zrozum iaw szy należycie tó cośm y dotąd 
© pierw iastkach  kw adratow ych  w y ło ży li , nie tru­
dno będzie poiąć sposób , za pomocą którego a 
l ic z b y  nie będące'y p raw dziw ym  kwadratem  w y* 
©iąga się pierw iastek p rzy b liż o n y , to iest tak b li­
sk i p raw d ziw ego , iak się podpba. D ą y m y , że 
flrzeba w ynaleść pierw iastek p rzyb liżo n y  liczb y  2 ; 
Koniewa ż

\l k R o z d z i a ł  V.

W yciągn ąw szy  sposobem zw yczayn ym  p ier­
w iastek nayw igkszego kw adratu zawartego w  ka- 
ftdym liczniku" ułom ków  p o p rze d zaia cy ch , znay- 
d z iem y, ze ___ _

P rzyb liżo n y  zate'm pierw iastek lic z b y  2 iest 
'lód x ,  4 ; zrgji y 4 i ; 3cie i ,  4 x4  i t. d T r z y .**■  
znalezione pierw iastki podniósłszy do kw ad ratu , 
feedzie lód ( i , 4 )2 =  1,96 ; zre ( i , 4 i ) a =  i ,9 ^ ł » 
Zch ( i ,4 i 4 )2=== 1,999396. Z trzech ty ch  kw adra­
tó w  ostatni n aybliższy  iest kw adratu danego , to  
iest liczb y  2 : bo mu tylko  nie dostaie 0,000604 
do t e g o , aby w yró w n a ł liczbie 2 ; g d y  tym  cza­
sem kw adrat drughcŁyli 1,9881 m nieyszy iest od, 
l ic z b y  2 ilością 0,01 rgtfc 0,011900 ; kw adrat zaś pier­
w s z y  czyli 1 ,9 6 , m nieyszy iest od lic zb y  2 > y®“ 
ścią ©,o4 =  e 'o4oooo. W  ogólności znaleziony p ie r­
w iastek tem b liższy  będzie* p ra w d ziw e g o , im w ię­
ksza w  nim b§<fci« j^eaba c y fr  daiegigtny0*1* ,L
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2 =  ?§afSs§§53§§Sw5 , i. w y c ią g n ą w szy  pierw ia- 
Stek kw adratow y tak z lic z n ik a  iak  z m ianownika
anaydziem y 2 — f§s3533§==i,4i42i35. P ierw iastek 
ten podniesiony do kw adr.czyn i ^ 999999^2l4822S 
kw adratow i temu nie dostaie ty ik ó  0,0000003785177$ 
do te g o , ab y w yró w n ał liczb ie 2 biorąc zaś ty l­
ko siedm c y fr  d z ie s ię tn y ch , różnica m iędzy li­
czbą 2 a kwadratem  znalezionego pierw iastku b§- 
będzie o,oooooo3 ; to iest kw adrat znalezionego 
p ierw iastku  m n ieyszy  iest od lic z b y  2 trzema ty l­
ko iednościam i dziesiętnemi siódm ego rzędu. Po­
sunąw szy to samo działanie d a łe y , o trzym a lib y  
śm y pierw iastek ieszoze b liższy : lecz n ig d y  n ic  
doydziem y do pierw iastku takiego , k tó r y b y  p od­
niesiony do kw adratu  u czy n ił zupełnie 2.

Ten sam iest sposób postępowania w  szukaniu 
p rzybliżonego pierw iastku  w szystk ich  in n ych  liczb 
nie będących  kw adratam i zupełnem i, C hcąc np* 
znaleźć pierw iastek p rzyb liżo n y  lic zb y  227 trze­
ba liczbę tę obr ćcić  na ułom ek d z ie s ię tn y , kto- 
re g o b y  m ianow nik b y ł  kw adratem  zu p e łn y m , ia- 
k ie  są  100, 10000 f 1000000 i t. d. a potem z li­
cznika w yciągn ąć pierw iastek p rzyb liżo n y  , a zmia* 
now nika pierw iastek p raw d ziw y. I tak liczbę da-

, , . , , 227 00 0000
ną 227 o b ró ciw szy  na u ło m e k -------------- , w  u-

1 000000
łom ku tym  p rzy b liżo n y  pierw iastek liczn ika iest 
15006, a p raw d ziw y p ierw iastek  m ianow nika iest 
loóo i będzie zatem p rzy b liżo n y  pierw iastek li­

c z b y  226 ró w n y  15,066«.
iooo

W  działaniach z w y c za y n y c h  m ianow niki si$ 
dp u szczaią , lecz ty lk o  do daney liczb y  p rzyd ai*  
się parzysta liczba z e r ,  i w yciągn ąw szy  z nie'y 
sposobem iw y c za y n y m  pierw iastek p rzy b liżo n y , 
w  pierw iastku tym  z praw e'y strony odcinamgi 
c y tr  dwa razy  m n ie y , niz przydaliśm y zer do li* 
«»by daney.

® Pierwiastkach kwadratowych. 12|
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112. G d yb y  trzeba b y ło  w yciągn ąć p rzy b li­
żony pierw iastek kw adratow y z ułom ka dziesięć 
tn e g o , na ten czas do licznika przyda i e się ty le  
zer , ile p otrzeba, ażeby liczbą w szystkich  c y fr  
dziesiętnych b y ła  parzysta. Chcąc np.  w y c ią g n ą ć  
p rzyb liżo n y  pierwiastek kw adratow y z u łomka o, 2, 
p rzyd alib yśm y do tego ułom ka zero iedno , lub  
t r z y ,  lub 5 , lub 7 , i t. d. a tym  sposobem m ia­
nownikiem  znalezionego pierwiastku w  p rzypadku 
iwsz.ym b y ła b y  liczba p o ,  w  2gim 100, w  3cim 
1000, w  4tym 10000, i t. d.

113. Chcąc otrzym ać perwiastek kw adratow y 
z ułom ka zw ycza yn e g o , którego licznik i m iano­
w n ik  nie iest kwadratem  praw dziw ym  , trzeba w y -  
ciągnąć przez przybliżenie pierwiastek osobno a 
lic z n ik a , osobno z mianownika. L ecz działanie to 
można przez połow ę sk ró c ić , zam ieniw szy u ło ­
m ek dany na inny , któregoby m ianownik b y ł  
kw adratem  praw dziw ym  , co nastąpi, mnożąc o* 
badw a w y ra zy  danego ułom ka przez m ianownik ; 
a potekn bierze się p ierw iastek p ra w d ziw y  m ia­
n o w n ik a , p rzyb liżon y  zaś pierw iastek liczn ik a

, szuka się sposobem zw yczayn ym  np, ‘

u.6 R o z d z i a ł  V .

l i 4 . Częstokroć kw adrat w ięk szy  od daney li­
czb y  iest bard ziey  do n iey p rzy b liż o n y , aniżeli 
kw adrat od n iey  m n iejszy . 1 tak kw adrat z 6 , to 
iest 36  b liż s z y , iest liczb y  3$ aniżeli kw adrat z 5, 
czy li 25. L iczba zatem 6 iest pierwiastkiem  bar­
d ziey  przybliżonym  do praw dziw ego pierwiastku, 
lic z b y  3$ , aniżeli liczba 5 która iest pierw iastkiem  
jnayw ifkszego kwadratu zawartt go w  daney l i ­
czbie 3$* W  w yciąganiu zatem pierw iastków kw an 
dratow ych przez przybliżenie trzeba i na tę okoli­
czność mieć uwagę , który  pierw iastek iest b liższy  
p ra w d z iw e g o , czy  od m ego m nieyszy czyli też 
w ięk szy. Tak np. znaleziony w yże'y  pierw iastek 
liczb y  2 , to iest I ,4 i 4 2 i 3$ , lubo iest tak do pra*

wdsi-
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w dziw ego p rzyb liżo n y  , ze kw adrat tego pierw iast­
ki! m nieyszy iest od liczb y  2 trzem a tylko iedno* 
ściami dziesiętnemi siódmego r z ę d u ; p ierw iastek1 
ittdnakze i 74 i 4 2 i 36 , w iększy od praw dziw ego, iest 
ieszcze b liż s z y ; g d yż podniósłszy go do kwadra* 
t u , p o strzeżem y, ze kwadrat ten w ięk szy  iest od 
lic zb y  daney 2 , iedną tylko iednośeią dziesiętną 
siódmego rzędu.

115. Zw yczaynie pierw iastki przybliżone w y* 
ciagaią się za pomocą ułom ków  dziesiętnych iako 
w ygo d n ieyszych  niż są ułom ki zw yczayne. L ecz 
można także otrzym ać pierw iastek p rzyb liżo n y  za 
pomocą ułom ków zw yczayn ych  , wyt^żuląc daną 
liczbę w  postaci ułom ka zw yczayn ego  , k tóregob y 
m ianownik b y ł  kwadratem  praw dziw ym . T ak np. 
liczbę 2 w yra ziw szy  przez ułom ek fjjf, którego 
praw dziw ym  pierwiastkiem  mianownika iest 12 , * 
przybliżonym  pierw iastkiem  licznika iest 1 7 , bę- v 
dzie pierwiastkiem  przybliżon ym  liczb y  2 ułom ek 
żw ycza yn y  *|: iakoż ułom ek ten podniesiony do 
kw ad ratu , iest § f| , k tó ry  p rzew yższa liczbę 2 ty l­
ko TJ4 i t d.

Można też w yciągn ąć pierw iastek p rzyb liżo n y  
za pomocą ułom ków  zw ycza yn y ch  następuiaeym  V 
sposobem :

D a y m y , że trzeba znaleźć p rzyb liżon y pier­
wiastek liczb y  20. Poniew aż kw adrat ze 4  iest iS , 
kw adrat $ iest 25 ; w ięc p ierw iastek  liczb y  20po-, 
winien b y ć  w iększy  od 4 , m nieyszy od 5 ; to iest 
pierw iastkiem  lic zb y  20 będzie liczba 4  i ułom ek. 
O zn aczyw szy ułom ek ten przez p , p raw d ziw y zal 
pierw iastek liczb y  20 przez x Ą a tern samem 20 
przez x x ; będzie

x  — 4 -h p - *•' - - * - ( i) .
Podniósłszy obie strony do kw adratu, wypa.- 

dnie x z=  i 6 -h8p +  p2. Aże x 2 =  20 w ięc lb-t-Bp 
-ł-p* ==20, a tem samem 8p +  p2 =  4 .

Ze Zjaś p iest ułom kiem  w łaściw ym  , to iesf 
ilością m nieyszą od ied n o ści, a ułomek tako w y 
podniesiony do kwadratu fiWi# si§ ilością mniey*

4zą

o Pierwiastkach kwadratowych. \ l t ?
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fcz8 R o z d z i a ł  V*

sza nie równie od p ie rw ia stk u ; w  działaniu Wig# 
w  którem  rzecz idzie o wynalezienie tylko pier* 
w iastku p rzyb liżon ego, można ułom ek ten iako 
ilość bardzo mał^, opuścić ; a tem samem rów na” 
kie pow yższe zamieni sig w  nastgpuiace^ 8p —  
w igc p =4 f. W ażność te p o ło żyw szy  w  równaniu 
(i) ,  bgdzie x  =i= 4  -t-£*== |y  a tem śnmem Z ’ 20 —  

Pierw iastek ten iest znacznić b liższy  praWdżi*
' ' ’ Cł -n

W ego niżeli 4 ; i»koż (|)a =  =  ^  4 - f ,  g d y
4

4ym  czasem 42 =  i 6-
N iecli bgdzie ieszce® x s = j - f p   ̂ * (2).,

P odniósłszy obie stron y do k w a d ra tu , bgdzie

• . . : - . ,  / •• s'

O p u śc iw szy  p* iako ilość M rćlzo m ałą, odia*

w $zy po obu stronach ~  3 i p o d zie liw szy  obi*

stro n y  przez 9 , w ypadnie p —  i— 3|. P oło­
ży w szy  w ażność tg w równaniu (2) , bgdzio
~ *  9 . . 1   ł ł̂ . czv li 1/^20    1^1
* - 5  -  » -  l e *  c*y l l K 2 0  -  *3 '̂

Pierw iastek ten iest nierównie b liższy  praw*9 
flziw ego niż b y ł  poprzedzaiacy ; o cżem łatwo prze­
konać sig podniósłszy go do kw ad ratu , i poró­
w n aw szy kw adrat ten z kwadratem  danym f to iest 
fc, liczbą 20,

G d yb yśm y chcieli otrzym ać pierw iastek ie«* 
«zcze bliższy p ra w d ziw e g o ; u czy n ićb y  należało 

lb  l .
aaiowu x®= — +  p - • . - - - (3).

36

A  zatem jca pts 4. żL22 jp +  n* =  20. Od-

* działanie iaJ& wyżey 9 znaydzięm #
p SB*
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1 - ' \ '
P =* ------- . W ażność te p o ło żyw szy  w  rownU*

11592
niu (3 ) , w ypadnie

dc czyli ^ 2 0  2= _ 1 =  5i84i =  44. _s52*
y 36  11592 11592 4 + ” 592‘
Pierw iastek ten tak iest b liski p raw dziw ego, 

ze go można wziąć, za szukany : iakoż podniósłszy 
go »do kw a d ra tu , znaydzietny różnicę m iedzy 
kwadratem tym  , a kwadratem  danym rów ną

*^457^464 * a w y P adłby  pierw iastek ieszcze b liż­

szy , gd yb yśm y działanie to dale'y p osu n ęli; ni" 
g d y b y śm y  iednak nie doszli do pierw iastku ta ­
kiego , k tó ry b y  podniesiony do kw adratu uczynił; 
Zupełnie 20.

116. Skąd się okazuie, że pierwiastek liczb y  2ó? 
równie iak w szelk iey  inney nie będącey kw adra­
tem , iest ilością ta k ą ,- która ant zapomocą ułom ­
k ó w  dziesiętnych Zupełnie w  liczbach  w yrażoną 
b y ć  nie może Praw da ta , o którey  teraz z same­
go tylko doświadczenia ną liczbach poiedynczycfy 
przekonać się m ożem y , na innem m ieyscu będzie 
oczyw iście W ogólności okazana.

W yciąganie zatem pierw iastków  kw adratow ych  
z liczb nie będących  praw dziw em i kwadratam i 
daie początek liczbom  now ego rodzaiu , tak iak 
dzielenie daie początek ułomkom , lecz ta iest i- 
stotna różnica m iędzy ułom kami i przybliżonem i 
pierwiastkam i , że ułom ki składaiace się zawsze a 
p ew ney liczb y  cząstek iedności , inaia z tą iedno* 
ścia miarę wólną , i stosunek ich do iedności mo­
że b y ć  zawsze w yrażo n y  w  liczbach  całkow itych  ; 
czego pierw iastki p rzybliżone nie maią. W ysta­
w iw szy  iedność podzieloną nv. na 5 cząstek , 9 ta­
k o w ych  cząstek w yrażaią  Iloraz w ypadaiac^ » 
podzielenia 9 przez 5 , czyli | |  mieszczącą się 5 
ra zy  w  iedności, a 9 razy  w  § , iest spoiną tnia**

1 ■ 1 ‘ rą
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rą iedności i ułom ka | ; a stosunek iedności do § 
rów na się stosunkowi liczb ca łk o w itych  5 do 9.

Ponieważ liczb y  całkow ite i ułom ki maią z 
jednością miarę spoiną , nazwano ie ilościam i spoi- 
rr.iernemi, commensurabiler , aże stosunek ich  do ie­
dności może b y ć  zawsze w yrażon y w  liczbach  
całkow itych  , nazwano także liczb y  całkow ite i u- 
łom ki ilościami stosun<owemi . rationales. P rzeci­
w nie pierw iastki liczb nie-będących praw dziw em i 
kwadratam i zow ią się ilości niespoimierne, albo 
niestosunkowe, incommensurabiles. irrationales : g d y ż  
poniew aż w yra zić  ich  nie można żadnym  ułom ­
k ie m , idzie zatem . że na iakakolwiek liczbę c zą ­
stek podzielim y iedn ość, cząstki te n ig d y  nie bę­
dą tak m ałe , ab y s łu ż y ły  razem za spólną miarę 

' i  iedności i tym  pierwiastkom .
117. W yciąganie pierw iastków  kw ad rato w ych  

do rozw iązyw ania w ielu w ażn ych  zagadnień iest 
istotnie potrzebne : należy w ięc starać się o naby. 
cie iak n ayw iększey w  takowem. działaniu w p ra ­
wy : tym  końcem  trzeba w yciąg ać pierw iastki tak 
praw dziw e iak przybliżone różnych liczb będą­
cych  i nie będących  kwadratam i , iak są np. li­
czb y  3 , 5 , 6 , 7 , 8 , 10 i t. d. ; do czego także 
posłużą niektóre z następuiących zagadnień .

Niektóre zagadnienia stosowne do dwóch osła- 
inich rozdziałów.

Zagadnienie I. Znaleźć pierwiastek przybliżo­
ny do 7 cyfr dziesiętnych kwadratu dwa razy wię­
kszego n ż iest kwadrat z liczby 37 , 9 -

K w adrat z liczb y  37.9 iest 37,9 X 37,9 ; kw adrat 
ten dw a razy  w zięty  iest: 2x37,9X07,9; którego 
pierw iastek p rzyb liżon y ró w n y  iest 55,5986940.

Zagadnienie II. Znaleźć wyraz średni jeon.etry- 
cznie proporcyonalny w pioporcyi ciągley , któtey 
dwa wyrazy skrayne są 576 i 225.

O zn aczyw szy  w yraz szukany przez x , i u czy ­
n iw szy  zadosyć warunkom zagadnienia , będzie 

576 : x  — x  : 22j ; w ięc ' x* =  376. 225 i t. d.
Zagadnienie III. Znaleźć trzy liczby , z  któ­

rych

l5o R o z d z i a ł  V«
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rych pierwsza rozmnożona przez drugą a podzie­
lona przez trzecią czyni a ;  pie’rivsza rozmnożona 
przez trzecią a podzielona przez drygą czyni b ;  
dryga rozmnożona przez trzecią a podzielona przez
pierwszą czyni c.

O zn aczyw szy  pierw szą liczbę szukaną przęz 
3C , dru^a przez w, trzecią przez z ,  i u czyn iw szy  
za d o sy ć 'war Link om zagadnienia, otrzym am y trzy  
następujące rów n an ia:

o Pierwiastkach kwadratowych. i3t

<4* '—

T rz y  te równania można rozwiązać którym** 
kol wiek sposobem z podanych wyze'y. L ecz mo« 
zn ab y także tr/yć sposobu następującego: strony 
równania pierw szego podzieliw szy przez strony 
odpow iadaiące W równaniu drugiem  , będzie

W  proporcyi te'y dwa p ierw sze w y r a z y  roz­
m nożyw szy przez y z , a pote'm p odzieliw szy prze® 
x  , będzie y 2 : z2 =  a: b.

D w ą drugie w y r a z y  rozm nożyw szy przez a9 
w yp a d n ie  y 2: z2*= a2 : ab; w ięc y :  z =  fl: V  ab.
(9!>)-

Ze zaś =  a , p o d łu g  założenia , a tem sa- 
z

ltifm  x u - = r z ;  czynniki tych  dwóch ilo czyn ó w  
rów n ych  u ło żyw szy  w  proporcya (90) , będzie 
y :  z ~ a :  x Proporcyą tę porów naw szy z po­
przedzającą , postrzeżem y , że pierw sze trzy  w y ­
razy  w  Iedney, równe są trzem odpow iadającym  
w yrazom  w  d ru giey* a zatem w yra z  czw arty  ie­
dney ró w n y  iest w yrazo w i czwartem u d ru g ie y  (97).

Będzie w ięc x — l// ah.
Z trzech równań danych w zią w szy  naprzód 

1 2 ró«
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równanie pierw sze i trzecie , potem drugie i trze­
cie , i u ło żyw szy  ie w  p ro p o rc y e , bgdzie

132 R o z d z i a ł  V.

Z  proporcyam i temi o d b yw szy  działanie podo­
bne do poprzedzaiącego , znaydziem y y  =

Zagadnienie IY. Znaleźć liczbę do którey na­
jprzód dodawszy i3  , potem 17 > dwie summy stąd 
powstaiące miałyby się do siebie iak 4  do

O znaczyw szy liczbę szukana przez i u czy­
n iw szy  zadosyć warunkom  zagadnienia, bgdzie 
oc -ł- 1 3 : x  -ł-17 =  4  : 5 i t/ d

Zagadnienie V. W mieszaninie używaney do 
fajerwerków > znayduie się i 5 funtów saletry , a 2 
funty siarki: ileż funtów przydać należy saletry 
chcąc otrzymać innego gatunku mieszaninę, w któ­
rey by na 17 funtach mieszaniny znaydowało się 
tylko funta siarki?

O znaczyw szy przez x  ilość sa le try , która p rzy ­
dać potrzeba do m ieszaniny p ierw sze 'y , miesza­
niny d ru giey  będzie funtów 17 -t- Podług w a­
run ków  zagadnienia w  całey  tey mieszaninie iest 
2 funty siark i, a w  17 funtach m ieszaniny iest | 
funta siarki. A  zate'm cała druga mieszanina tak 
się ma do same'y siarki w  n iey  znayduiacey się, 
iak  17 funtów m ieszaniny do ilości siarki znaydu­
iacey  sig w  tych  17 funtach , to iestff funta ; czyli 

17 -t- x  : 2 s== .17 : | : w ięc x  — 5 1 .
Albo tak : P o d łu g  w arunków  zagadnienia w  

całe'y te'y mieszaninie iest 2 funty same'y siarki, a 
funtów same'v saletry; w  17 zaś funtach 

tey  że m ieszaniny iest \ funta s ia r k i, 1 6 5  funtów 
saletry: będzie w ięc sama**saletra w  drugie'y m ie­
szaninie znayduiąca się czy li x - ł - i 5 * do sam ey 
siarki czyli do 2 , ia k  sama saletra znayduiąca się 
W 17 funtach mieszflniny czy li iak , do sam ey 

. siarka
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siarki w  tych że  1 7 'funtach znayduiące'y sig* czyli 
do o ; to iest x +  15 : 2 : i 6 f : § ,  i t. d.

Zagadnienie VI. Na składzie w trzeth sąsiekach 
znayduie się pomieszane troiakiego gatunku zboże, 
pszenica , żyto i ięczmień. Na 100 korcach , w pie'r- 
wszym sąsieku iest pszenicy korcy 80, żyta korcy 
12, ięczmienia korcy 8 ;  w drugim sąsieku pszeni­
cy korcy 75, żyta korcy 15 ięczmienia korcy 10 $ 
W trzecim sąsieku pszenicy korcy 60 , żyta korcy 20, 
ięczmienia korcy 20. Ileż korcy zboża trzeba wziąć 
Z każdego sąsieka , aby otrzymać 100 korcy zbeża9 
w któremby znaydowało się 73 korcy pszenicy, 1$ 
korcy żyta a 12 korcy ięczmienia ?

O znaczyw szy liczbg k o r c y , które w ziąć pa-> 
trzeba z pierw szego sąsieka przez x , z drugiego 
przez y y z trzeciego przez z ; ponieważ na ioo 
kęrcach zboża w  pierw szym  sąsieku znayduiącego 
sig ,i< st 80 k o rcy  pszenicy , w igc ilość pszenicy 
znayduiące'y sig w  liczbie koi*cy x  tegoż zfyoza 
trzym am y przeź. nastgpuiącą p ro p o rcyą:

o Pierwiastkach kwadratowych.

~ P odobnież, poniew aż na 100 korcach zboża 
znayduiącego sig w  pierw szym  sąsieku iest ź^ta 
k o rcy  1 2 , w igc ilość żyta znayduiącego sig w  li" 
czbie k o rcy  x  tegoż zboża otrzym am y przez na** 
stgpuiącą pi^oporcyą :

N akoniec ponieważ w  100 korcach zboza bo­
dącego w  pierw szym  sąsieku itst 8 korcy  igczmie- 
n ia , w igc ilość igczm ienia znayduiącego sig w. li­
czbie k o rcy  x  tegoż zboża otrzym am y przez na- 
Stgpuiącą p ro p o rcyą:

ł Tym sposobem postgpuiąc daley znaydziem y,. 
w liczbie korcy y zboża wzigtego z drugiego

., ‘ sa-
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• *-•' ,/ ; ' 
l 34  R o z d z i a ł  V I.

Sąsieka znayduie się pszenicy korcy  f  y , żyta kor- 
ę y  al y > i§£zmienia ko rcy  jg y. W  liczbie zaś 
k o rc y  zboża w ziętego z  trzeciego sąsieka iest 
pszenicy korcy  ~z , żyta ko rcy  , ięczm ienia 
k o rcy  i  z.

Aże w  100 korcach m ieszaniny czw artego g a­
tunku , ma być pszenicy ko rcy  75 , żyta k o rcy  15, 
Jęczmienia korcy 12 ; będzie w ięc

|  y -1- |  z =  73 ; 2| x  25 *
"+ i?  2/ +■  g 2 =  1 2.  ̂ ,

Rozw iązaw szy równania te sposobem , kto- 
, rym koiw iek z podanych w yże'y , znaydziem y 

3c ==S0 7 y — 2 0 , z  =  5or
Zagadnienie VII. Bankier ma dwa gatunki mo­

nety : te ney trzeba sztuk 10 na C2. zł. dru­
giey sztuk 20 Źĉ daioŁcemu zmieniać złoto dat za 5 
cz. zł. sztuk 51 ofcw gatunków monety, llei dał 
sztuk z każdego gatunku ?

O znaczyw szy liczbę sztuk pierw szego gatum  
k u  p rzez x  , drugiego będzie 5 i *— x ‘ Przez na* 
stępuiąca proporcyą doydzieiny ile w ażą czerw o­
n y ch  złotych  dwie te liczb y.

R O Z D Z I A Ł  VI,

O równaniach stopnia drugiego.

l i 3 . Rozw iązyw anie niektórych zagadnień w 
poprzedzaiącym  rozdziale przytoczonych dopro­
w adziło  do ró w n ań , w  których  niewiadoma b y  ia 
albo podniesiona do k w ad ratu , albo p rzez druga 
niewiadom ą rozmnożona. Równania takowe nazy- 
w aią się równaniam i stopnia drugiego. Wiadomo­
ści w  poprzedzaiącym  rozdziale w yło żo n e , uła­

tw ią
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tw ią sposób rozw iązyw ani? w szelkich  tego gatun­
ku  równań. Jakoż przeniósłszy kw adrat ilości 
niewiadome'y na iedng, a ilości wiadome na dru. 
gą  strong równania , dla znalezienia niew iadom ey 
dosyć będzie w yciągn ąć p ierw iastek z d ru giey  
s tro n y , i tak w  równaniu nastgpuiącem :

. | x 2 7 =  44 l x %,
zniósłszy naprzód m ianowniki, a potem przeniósłszy 
niewiadom e na iedng a wiadome na drugą strong, 
bgdzie

o Równaniach stopnia drugiegó. l 35

W  ostatniem rów naniu w yciągn ąw szy  £ obu 
stron pierw iastek k w a d ra to w y , znaydziem y x = 6 .

Podobnież w  równaniu głoskow em  n x2 
=  f x 2 -t-d'J, p rzen iósłszy niewiadome na kiedng a 
wiadome na drugą stronę, bgdzie

W  ogólności w szelkie równanie stopnia dru­
g ie g o , ieżeli iest takiego g atu n k u , iak dwa po­
przedzające , może b yć  w yrażone w  nastgpuiącym  
kształcie :

Ułom ek ~  oznacza iakikolw iek sp ółezyn n ik
q

ilości x 2. Z rów nania tego w yp ada

119. Poniew aż p o d łu g  p raw id eł mnożenia , i- 
loczyn iest zawsze d o d ay n y , c zy  to óbadwa czyn ­
niki z  k tó rych  pow stał są dodayne czyb i ż oda- 
dw a odiemne , w yp ada stąd iori , źe kwa( i*al, któ­
r y  iest iloczynem  tey że samey ilości przez siebie 
rozm nożoney, musi b yć  zawsze dodayny c zy -to  
ilość tai ma przed  sobą,. znak •+-, czyli — ?
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2re ze każde rów nacie stopnia 2go może mie'e 'po- 
dw óyne rozwiązanie; iedno w  którem  szukany 
pierw iastek ilości n iew iadom ej ma przed sobą 
znak -+> drugie w  którem tenże pierw iastek ma 
przed  sobą znak — >. I tak w  równaniu liczębnem  
x 2 — 5ó , ponieważ ważnością x  iest ilo ść , która 
podniesiona do kwadratu czyni 5 6 ; ilość ta może 
B yć  algiebraicznie uważana iako dodayna lu b  iako 
©dń mna : bo czyto ią oznaczy my przez + 6 ,  czy li 
tez przez —  6 , zawsze bgdzie iey  kw adrat +  6 K 
+  6 - - + - 5 6 , i — 6 x —  6 =  +  56 .

Można wig.c w ziąć jc =  -+-6, a lb o x  —  —  6* 
Podobnież w  równaniu ogólnem x 2 =

%36: R o z d z i a ł  VI .

Pw oiakie to w yrażenie ozna­

cza sig sposobem nastgpu.iącym *1 '{ 9 l i
W  w yrażeniu  tern znak p odw óyn y +- oznacza,

rĄQ. w  arno a ć liczebna, ilości f  —  Jf może b y ć

wzigta albo d od ayn ie, albo odiemnie.
Ztad w ypada ogólne p ra w id ło , ze przed pier­

wiastkiem kwadratowym tizeba dawać podwdyny 
znak j*.

i _ Tu. m ó głb y  kto uczynić zaA ytan ie, czemu sig* 
daie p od w oyn y znak ± przed x ., które iest 

Jakże pierwiastkiem  kwadratu x 2, tak iak ±  6 iest 
pierw iastkiem  kwadratu 5 6 , i czemu nie pisze sig 
tak: * * = = ± 6 7  Lecz to ostatnie w yrażenie k sztab, 
tern ty lko  różni sig od w yrażenia x  =*e + 6 ; w  i- 
stocie zas ol adwa znaczą to samo, .Takoż w yra że­
nie to x  — i - o ,  daie dw a oddzielne rów nania, 
które są ; x= x:-ł-6, x  =? •—>6. W yrażenie zaś to

# = + 6 ,  daie czte'ry nastgpuiące ró w n an ia:
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5cie , —  x  =  —  6 ; 4te > *—  x  = . -t- 6 ;
*  których  dwa pierw sze niczem sig od poprze- 
dzaiących nie różnią r  w  d\yóch zaś ostatnich za­
m ieniwszy znaki -t- na •— , i znaki —  na -p, ró­
wnanie 3cie zamieni sig na lw s z e , równanie zaś 
ite na 2gie.

120 Ponieważ kw adrat nie może b y ć  ilością 
odiemną , iakośm y iuż uważali (119 ), w ypada 
Stąd, że g d y b y  druga strona w  równaniu ogól-

nem x 2 =  ~~ b y ła  ilością odiem na, równanie ta*
V . .  '  '

kow e b y ło b y  niepodobnehn do rozwiązania, Ita k  
w eźm y np równanie 3  ̂+  25 =  9 , z którego w y ­
pada %2 = . —  16 : rzeczą iest w id oczn ą, że me masz 
ża d n ej l ic z b y ,  któraby przez siebie sarnę roz­
mnożona u czy n iła —  16. iloczyn w praw dzie liczb y  
•+- 4 rozm nożonej przez •—  4 , iest —  16 ; lecz dwie 
te liczb y maiące przed sobą odmienne znaki , nie 
są równe : iakoż różnica m iędzy niemi zachodzą­
ca iest-8 (24). Iloczyn zatem ich  nie iest kw adra­
tem. Ponieważ w ięc ilości odiemne nie maią pier­
wiastku kw ad rato w ego , dla te'y p rzy czyn y  pier­
w iastki takowe nazwano ilościami bezistotnemi, 
albo uroionemi , ąuantitates imaginariae. Trafie 
się one m ogą dosyć często p rzy  rozwiązywaniu, 
równań drugiego stopnia , iak obaczym y niżey.

121. N ie w szystkie równania stopnia drugiego, 
są tak p ro ste, iitk te któreśm y dotąd m ieli, w  któ­
rych  iedna strona iest kwadratem  niewiadom ey, 

 ̂ a strona druga ma same ilości wiadome. Nayczg- 
ściecy  równania stopnia tego są mieszane , to iest 
zam ykaią w  sobie trzy  rgatunki w yra zó w : loa 
w ykazy w  których  się znayduie kw adrat niewia­
d o m e j; 2re w y ra zy  w  któr ych się znayduie pier­
w szy  stopień n iew iadom ey; 3cie w yra zy  wiado­
m e: takie są równania następuiąCe :

•  Równaniach stopnia drugiego. 13^

PieTwsze z ty ch  dw óch równań iest nieco prc- 
Śętęys?e od d ru g ie g o ; g d y ż  ma tylko trzy  wyra-
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z y ,  a kw adrat n iew iadom ej x  iest w  niem do* 
d a y n y  i niema żadnego spółczynnika w y ra źn e g o . 
T aki kształt każdemu równaniu tego gatunku na­
dać potrzeba pierW ej, nim sig p rzystąp i do roz­
w iązyw ania. Wszelkie równanie mieszane, c zy li 
iak ie czg śc ie j zowią zupełne stopnia d ru giego, 
sprowadzone do tego kształtu można bgdzie w y ­
razić w  nastepuiacey form ule:

38 R o z d z i a ł  VI.

w  k tó r e j  p i q są ilości wiadome dodayne lub 
odiemne.

Chcąc dane równanie stopnia drugiego spro­
w adzić do tego stanu, trzeba lód przenieść na ie- 
dng strong równania w szystkie w y ra z y  do któ­
r y c h  w chodzi ilość niewiadoma x ; 2re ieżćli k w a ­
drat n iew iad om ej x  iest odiem ny, uczynić go  do­
da ynym  zamieniając w  równaniu w szystkie znaki 
4- na —  i i —  na 4- (53); 3 cie podzielić w szystkie 
w y ra z y  przez mnożnik ilości x x (54) , lub w szy ­
stkie w yra zy  rozm nożyć przez iey  dzielnik , ieźeli 
ilość ta iest rozm nożona, lub podzielona przez i- 
lości wiadom e. Zastosowawszy to do równania

bgdzie ldd przeniósłszy w y ra z y  niewiadome na 
iedng stronę

zre zam ieniw szy znaki w  całem rów n aniu,.

Tycie rozm nożyw szy w szystkie w yra zy  przez dzi/l*~ 
nik 5 ,

podzieliw szy w szystkie w y ra zy  przez mno*>- 
żnik 3 ,

Rów nanie to- porów n aw szy z form ułą ogólną 
x 2 4- px — q znaydziem y w  tym , szczególnym  p rzy ­
padku
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122. Chcąc równanie do tego kształtu sprow a­
dzone rozw iązać . trzeba sobie przypom nieć to 
cośmy w y że y  (101) powiedzieli , że kw adrat ilości 
złożone'y z dw óch w yrazów  zam yka zawsze kw a­
drat w yrazu  pierw szego , p odw óyny ilocz yn w y ­
razu pierw szego przez d ru g i, i kw adrat w yra zu  
d ru gieg o , i że tern samem pierw sza stropa ró ­
wnania

o Równaniach tłopnia drugiego. i3 9

w  którem a i b są ilości w iadom e, iest zupełnym  
kw adratem , którego pierwiastek iest x  +  a W zią­
w szy  w ięc pierw iastek kw adratow y p ierw szey  
s tro n y , a oznaczyw szy go  ze strony drugie'y, w y*

padnie x +  a — +; V  b ; w igc x  == >—• a + \Z~ b
Równanie w igc drugiego stopnia b y ło b y  ła­

tw e do rozwiązania , g d y b y  pierw sza iego strona 
b y ła  zupełnym  kwadx*atem, iak iest w  rów naniu 
x 2 -t- 2ax -h a2 = 6 .  L ecz  w  równaniu ogólnem

pie'rwsza strona zam yka iuż dw a w y r a z y ,  które 
uważać można za dwie pierwsze czgśei kw adratu 
ilości z dw óch w yra zó w  zło żo n y; to iest: x 2 :za 
kw adrat pierw szego w yrazu  x , i px za p o d w ó y­
n y  iloczyn w yrazu  pierw szego i drugiego. Pó- 
d w ó yn y  ten iloczyn  w yrazu  pierw szego i d ru gie­
go podzieliw szy przez w yraz  p ierw szy dwa ra zy

W zigty, to iest przez 2x ,  bgdzie —  czyli - p  (4 o)
2X

W yraz drugi szukanego pierw iastku. Aże x  +  \ p po­
dniesione do kw adratu  czyn i x ł + - t -  \p~ ; do p ier­
wsze y  zatem strony równania ogólnego X1 -t- p x = q  
dodaw szy %p2,  strona ta hgdzie zupełnym  kw a­
dratem , którego pierw iastkiem  iest x p. L ecz 
dodaiąc |  p2 do strony p ierw szey dla dopełnienia 
k w a d ra tu , trzeba także tg samg ilość dodać do 
strony drugie'y dla utrzym ania m igdzy stronami 
równości. T ym  sposobem równanie ogólne x x 
H hjjx=  q , zamieni sig w  nastgpuiące ;

Wy*
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W yciągnąw szy pierw iastek z obu stron , b§°
dzie

*4© R o z d z i a ł  VI .

W eźm y ieszcze równanie x % >—  px  =  q.
Uważaiąc dwa w yra zy  pierwsze'y strony teg© 

równania za dw ie pierwsze części kw adratu ilości 
złożoney z dw óch w y ra z ó w , to iest: x 2 za k w a ­
drat w yrazu  pierw szego x , i —  px  za podw óyny 
ilo czyn  w yrazu  pierw szego i d ru g ie g o ; p odw óy­
n y  ten iloczyn podzieliw szy przez^wyraz p ierw szy  
dwa razy  w zięty  , to iest przez 4- 2 x , będzie

do p ierw szey  zatem strony równania danego 
x % —  px — q , dodaw szy strona ta będzie zu ­
p ełn ym  kw adratem , którego pierw iastkiem  iest 
x >— | p. Lecz dodaiąc do strony pierwsze'y
dla dopełnienia kw adratu , trzeba także tę̂  sarnę 
ilość dodać do strony drugie'y dla utrzymania mię: 
d zy  stronami rów ności. T y m  sposobem rów nanie 
dane x 2 •—  px —  q , zamieni się w  następuiące;

W yciąg n ąw szy  pierwiastek z obu stron, będzie

D ziałanie to niczem się nie różni od w ycia  g a ­
nia pierw iastku sposobem zw y cza y n y m  p odług 
praw ideł w y że y  w skazanych (102). Jakoż nięcft. 
pędzie równanie x 2-t-bx =  4o.

Kzecza iest widQczaią 3 U chcąc ' równanie ta
voir
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ro zw ią za ć , czyli chcąc .znaleźć ważność dla x , 
trzeba z obu stron w yciągn ąć pierw iastek kwa- 

, dratow y: gd ) z inaczey strona pierw sza tego ró­
wnania zam ykaiąca w  sobie ilość kwadratowa 
x 2 nie może się zamienić na x . Będzie zatem

o Równaniach stopnia drugiego. i4 i

W yciągaiąc z pierwsze'y strony pierw iastek 
kw adratow y sposobem zw ycza yn y m , źnaydziem y 
pierw szą cześć szukanego pierw iastku x , i pozo­
stają reszty +  (jx. K tórą podzieliw szy przez p ier­
w szą część pierw iastku dwa ra zy  w zię tą , to iest 
przez r+- 2X , iloraz 4- 5 będzie drugą częścią szu­
kanego pierwiastku: Przez tg cząść drugą p ier­
wiastku to iest przez 4- 5 rozm nożyw szy 2x 4- 5,  
iak w ym aga działanie zw yczayn e , iloraz 4- 6x 4- 9, 
nie może b yć od pozostałe'y r e s z t y , to iest od 
4- 6* o d ciągn ięty , iako od niey 9 iednościami w ię­
kszy  ; skąd w nosim y , że piehwsza strona danego 
równania powiększona 9 iednościami będzie zu­
p ełn ym  kw adratem  pierw iastku x  4- 3 . D odaw szy 

. zatem 9 do p ierw szey strony dla dopełnienia kw a ­
dratu , a ęlo d ru giey  dla utrzym ania m iędzy stro­
nami rów n ości, równanie dane zamieni się w  na- 
stępuiące :

W yciągn ąw szy  pierw iastek kw adratow y z obu 
stron będzie

G d yb y  b y ło  rów nanie x 2 — 6x =  4 o działanie 
W te'mby się tylko od poprzedzającego różniło, 
że po znalezieniu p ierw szey  części pierw iastku, 
która iest x  , pozostałą resztę —  6x podzieliw szy 
przez tę część pieYwszą dwa razy  wziętą , to iest 
przez 4- 2x ; iloraz —  3 będzie drugą częścią szu­
kanego pierw iastku: reszta iak w yżt'y.

Skąd się o k a z u ie , że chcąc i rozwiązać równa~ 
nie stopnia drugiego, trzeba naprzód dopeinić kwa* 
dratu strony pierwszey następuiącym sposobem i 
wziąć poiowę wiadomego mnożnika pierwszey po-

Hs*
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ięgt ilości niewiadomey, podnieść ią do kwadratu,} 
i kwadrat ten dodać do obu stron daiąc przed dru­
gą stroną [znak podwóyny +. Pierwiastek strony 
pierwszey zawsze się składa z ilości niewiadomey 
x ,  i z połowy ilości wiadomey mnożą ey w dru­
gim wyrazie ilość niewiadomą x , wzięłey Z takim 
znakiem , iaki iest przed drugim wyrazem danego 
równania.

1 2 3 . M ożnaby także ten sam w yp adek otrzy­
m ać Kamieńiaiąc równanie drugiego stopnia m ie­
szane , na równanie p ro ste , następuiącym  sposo­
bem : niech, będzie równanie X1 4- px =  q.

U czyń m y x =  y —  i  p ; będzie w ięc

i 42 R o z d z i a ł  VI.

W ażności te p o łożyw szy w  rów naniu pie'r* 
w szem  zamiast x 2 * i px , równanie to zamieni się 
W następuiące :

Aże x — y <— " p ,  a tem samem y =  x  -t-§ p ; 
pow yższe w ięc równanie zamieni się w  nastg- 
p u ia c e :

G d y b y  b y ło  równanie x 4 —-• px =  q , zam ieni­
lib y śm y  ie na równanie proste tym  samym spo­
sobem , z tą ty lk o  odm ianą, że trzeba u czyn ić
x  —  u -y\ v-

P rzy k ła d y . Znaleźć liczbę, którey kwadrat 
powiększony tą samą liczbą wziętą razy 7 czyni 4 4 .

124 . O zn aczyw szy liczbę szukaną przez x ,  
będzie p o d łu g  w arunków  zagadnienia równanie 
x a +  7x  = 4 4  ,
w  którem połow ę liczb y  7 mnożące'y niewiadomą 
x  w  drugim  w yrazie podniósłszy do kw adratu,

i kw adrat ten , k tó ry  iest —  , dodaw szy po obu
4

* . . .  str#-
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stro n ach , równanie to zamieni sig w  nastgpu-
iace :

o Równaniach stopnia drugiego. i4 3

4 4r
Pierw iastek strony p ierw szey , podług- pr&= 

w idła p ow yższego  ( 123)^  iest x - f- | ;  pierw iastek 
zaś strony d ru giey  znaleziony sposobem zw yezay-

nym  iest —  , będzie w ięcO

Pie'rwsza w ażność x , to iest 4  rozw iązuie za­
gadnienie w  znaczeniu iego w ysłow ien ia  ; g d y ż  
x 2 — 16; 7 .^ ^ 28 5 x 2 -ł-7y  =  16 + 2 8  =  44 .

Co sig tycze w ażności d r u g ie y , ta poniew aż 
iest odiemna , w yraz  qx =  7 x —  11 =  77., trze ­
ba od x 2 o d ią ć ; a w  tym  przypadku w ysłow ien ie  
zagadnienia powinno b y c  nastgpuiące :

Znaleźć liczbę, którey kwadrat zrrnieyssywszy 
tą srmą liczbą wziętą razy 7 ; zostanie reszta 4 4 .

Stosownie do tego w ysło w ien ia  w yp ad n ie  na- 
stępuiaee równanie :

z  którem o d b yw szy  działanie ta k ie , iak w y ż e y , 
będzie

Tu w ażność odiemna x  zam ieniła sig na dodayna, 
dodayua zaś na odiem na: g d y ż  pierwsza czyn i zu­
pełnie zadosyć w arunkom  drugiego wysłowienia, 
druga zaś z niemi sig nie zgadza.
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125. Częstokroć obiedwie znalezione ważności 
ezynią zupełnie zadosyć warunkom  w ysłow ienia. 
Takie iest zagadnienie następuiące :

Znaleźć liczbę, do którey kwadratu dodawszy 
1$, summa to równa będzie tey samey liczbie wzię- 
tey razy 8.

O znaczyw szy przez x  liczbę szukaną bedzie 
równanie

w którebn u ło ży w szy  w y ra zy  podług- form uły o* 
gólne'y x 2 4- px — q , będzie x 2 —< 8x  — <—  15. Do- 
p ełn iw szy  kwadratu , w ypadnie

A  zatem dwie są liczb y  5 i 5 , które czynią 
aadosyć warunkom  w ysłow ienia.

126 Czasem obiedwie znalezione ważności są 
odiemne , co 1 d o w o d zi, że dane zagadnienie ani 
przez iednę ani przez drugą ważność nie może 
b y ć  sprawdzone w  w łaściw em  znaczeniu swoiego 
w ysłow ienia. Takie iest równanie następuiące: 

x 2 4- 5x  4- b —  2 ,  '
które oznacza, że trzeba znaleźć liczbę, którey 
kwadrat, powiększony .naprzód tą samą liczbą wzię­
tą razy 5 ,  a potem 1’nzbą 6 ,  pvivmien uczynić 
summę równą liczbie 2. Samo w ysłow ienie okazu­
i e ,  że zagadnienie to nie może b y ć  sprawdzone 
przez dodaw anie: rzecz bowiem  iest nie podobna, 
a b y  liczba 6 ,  która iest w iększa od 2 ,  dodana 
do iakie'y liczb y  czyn iła  2, Jakoż z rów nania te­
go  w y p a d a ,

Znalezione ważności obie odiemne oznaczaią, 
że w yra z  $x pow inien b yć  od innych  o d ię ty , 'i  
że tem samem w ysłow ienie należy sprostować w  
następuiący sp osób ; "Zna-

www.rcin.org.pl



Znaleźć liczbę, którey kwadrat zmniejszony 
samą liczbą wziętą razy $ i powiększony liczbą 

£ czyni 2.
P o d łu g- tego w ysłow ien ia  w yp adn ie równanić 

x 7 1—  5* -ł- 6 =  2 , z którego otrzym am y dla x  dw ie 
Ważności dodayne i  i  4 .

127. W eźm y ieszcze zagadnienie następuiące : 
Podzielić liczbę p  na dwie części, którychby ilo* 
■ czyn równał się ilości q.

‘O zn aczyw szy  iednę z szukanych części p rzez 
x ,  druga będzie p — x ,  a ich  ilo czyn  (p ^ -x )  x  
=  p x —  X2. Będzie w ię c  równanie

<q Równaniach stopnia drugiego. %$$

Równanie to rozw iązaw szy sposobem zw y* 
Czaynym  , znaydziem y

'Ib  iest : p ierw sza z częśći szukanych iest 7, 
& druga tern samem będzie io>— 7 = = 5  W zią* 
w sz y  zaś za Część p ierw szą  szukaną 3 , druga bę* 
dzie 10— 3 =  7. W id zim y t u ,  że zagadnienie t® 
stosownie do w ysło w ien ia  ma ty lk o  właściwi®  
m ówiąc iedno rozwiązanie : g d y ż  w  rozwiązaniu 
d ru gi em są te same d w ie  części tylko W odmień* 
nym  porządku.

U czyń m y znow u ip =  ia , q —  3o. Znay­
dziem y

-Znaleźliśmy tu dwie ważności dla x  , do kfo* 
r y c h  w chodzi ilość bezistotna (120),

A b y śm y  doszli skąd ta ilość bezistostna Wzig* 
Ia p o czątek ; p rzyp atrzm y się z  u w agą równaniu
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a postrzeżem y, że nie można na pamigć nazna­
czać ważności liczebnych dla p i qV bo ieżeli w a­
żność q w iększa będzie od | p 2, to iest od kw adra­
tu § p , ilość | p 2-— q będzie odiem na, a tern sa­
mem w yraz V i p * - q  będzie b ezisto tn y, iak 
iest w  przykładzie ostatnim , gdzie ważność q czy­
li 3o większa iest od 5 p2, to iest od z5. ,

Jakoż żadna liczba nie możrf b y ć  na takie dwie 
części podzielona , k tó ry ch b y  iloczyn  w iększy b y ł 
od kwadratu z p o ło w y  teyże liczb y . N a okaza­
nie tego oznaczmy przez r różnicę m iędzy dwiema 
szukanem i częściam i, których  summę oznacza li­
czba p. Poniew aż z dwóch ilości n ierów nych 
w iększa równa się połow ie ich summy w ięcey  po­
ło w ą  ró żn icy  , a m nieysza rów na się p ołow ie  
sum m y mnie'y połow ą różnicy (8) , będzie w ięc  
|  p + p  część w iększa , * p —  5 r część m nieysza, 
a iloczyn  ich  (§ p -ł- i  r) (| p —  i  f ) =  \ p2 —  i  r2 : 
skąd się o kazu ie, że iloczyn  dw óch iakichkol- 
w iek  części liczb y  daney zawsze iest m n ieyszyo d  

-£p2 , czyli od kw adratu z p o ło w y ich sum m y, , 
póki tylko r będzie miało iaką w ażność; a k ied y  
r =  o , na ten czas każda z tych  części =  |  p , ilo ­
czyn  zaś ich iest 4 p2. Rzecz w ięc iest nie podo­
bna , chcieć aby iloczyn dw óch części iakie'y li­
czb y  w iększy  b y ł  od kw adratu z p o ło w y  ich sum­
m y ; iak iest w  przykładzie pow yższym  , gdzie 
ch cieliśm y znaleźć dwie części lic z b y  
1 0 , których  iloczyn  3o w iększy iest od kw adratu 
z p o ło w y  ich  sum m y, to iest: od 25. W  tym  
w ię c  razie w ypadek bezistotny ostrzega, że to 
czeguśm y w  zagadnieniu szukali, nie ma m ieysca.

128 W szystkie zagadnienia dru giego  stopnia, 
któreśm y dotąd rozwiązali , łatwe b y ły  do u łoże­
nia w  równanie algiebraiczne. Następuiące będą 
pod tym  względem  nieco trudnieysze. Lecz pra­
w id ło  podane w y że y  (58) na zagadnienia stopnia 
pie'rwszeg© i tu także przyniesie znaczne ułatw ie­
nie.

Za-

i 46 R o z d z  i a ł  VI.
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Zagad. I. i7§  cz. zł podzielić miano zarówno 
na pewną liczbę osob, których 2 ubyło, przez co 
dział krźdey z pozostałych powiększył się 10 cz. 
zł. Ileż było osób, i ile się każrley dodało?

Z n alazłszy  liczbę szukaną o só b , chcąc potem 
dowiedzieć się czy  ta liczba iest p raw d ziw a , do­
szedłbym  tego sposobem następuiącym . N aprzód 
175 cz zł. podzieliłbym  przez początkową liczb§ 
osób, a iloraz okazałby ile każda z nich miała, 
dostrió póki b y ły  w szystkie. Potem te same 175 
cz. z,ł. podzieliłbym  przez liczbę osób zm nieyszo- 
ną 2 * iloraz okazałby ile każda ma dostać po u- 
b yciu  2 o só b : a ieśliby drugi iloraz b y ł  w ięk szy  
ło  cz zł od p ie rw sze g o , b y ło b y  to dowodem , 
że znaleziona liczba osób iest praw dziw a. O zna­
czm y w ięc szukaną liczbę osób przez x  , i za po­
mocą znaków  a lg iebraiczn ych  w skażm y te same 
rozum owania i d zia ła n ia , któreśm y dopiero w y ­
s ło w ili .

176
Będzie n a p r z ó d ----- dział ka£de'y z osób p ó k i

x
b y ły  w szystkie. Potćm  d zia ł każde'y z 0-

x •—  2
sób po u byciu  2. ’Aże p o d łu g  w arrn k u  zagadnie­
nia d z ia ł powtórny iest 10 cz. zŁ| w iększy  odpie'r* 
W szego, będzie w ięc równanie '

v Równaniach stopnia drugiego. i4^

w  którćm  zn iósłszy  m ianow nik i p o d łu g  p c w y i ' 
szego praw idła  ł(57) i o d b y w sz y  inne działania 
potrzebne do uw olnienia niewiadom e'y od w iado­
m y c h , otrzym am y równanie dru giego stopnia 
x 2 —■- x  —  3 o , które rozw iązaw szy sposobem poda­
nym  w yże'y (22) ,, znaydziem y 
x —  1 =  + 6 To iest x  =* 7 , albo x  — •—  5 .

W ażność x  dodayna spraw dza zagadnienie po­
d łu g  iego w y s ło w ie n ia ; ważność zaś odienma na­
le ży  do km ego zagadn ien ia , które tern się od po*

K  a prz«-
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przędza lace go r ó ż n i, ze liczba osób nie zm niey- 
sza się , ale się pow iększa 2 ,  i ze dział p ow tór­
n y  m nieyszy iest 10 cz. zł. od pierw szego.

Zagad. II. Zgodzono dwóch rzemieślników na 
różną zapłatę dzienną: pierwszy po upłynieniu 
pewney liczby dni dostał <96 zł., drugi , Który w 
tymże przeciągu czasu 6 dni próżnował • dostał 
Zł* 54 . Gdyby drugi pracował był cały czas, a 
pierwszy 6 dni próżnował , na ten czas obadwa by­
liby równą summę dostali w zapłacie : Po. ileż dni 
każdy z nich pracowały i iaka iest każdego za­
płata dzienna ?

Znalazłszy liczbę d n i, które p racow ał rze­
mieślnik. p ie r w s z y , spraw dziłbym  ią sposobem 
n astęp ującym : naprzód przez tę liczbę dni podzie­
liłb y m  g6 zł. a iloraz okaza łb y  zapłatę dzienną 
rzem ieślnika pie'rwszego ; potem przez tę sarnę li­
czbę dni zm nieyszoną 6 podzieliłbym  z ł. $4  , a i- 
loraz okazałby zapłatę dzienną rzemieślnika dru­
g ie g o . N akoniec rozm nożyłbym  zapłatę dzienną 
rzem ieślnika drugiego przez cała liczbę dni , za- 
p łatę zaś dzienną rzem ieślnika pierw szego p rzez 
liczb ę dni zmnieyszoną 6; a ieślib y  dwa te ilo­
c z y n y  b y ły  ró w n e , b y ło b y  to dow odem , że 
znaleziona liczba dni iest praw dziw a. O zn aczy­
w sz y  zatem liczbę d n i, które pracow ał rzem ie­
ślnik p ierw szy przez x , liczba d n i, które praco­
w a ł d r u g i,  będzie x  ■— 6. Zapłata dzienna pie'r-

W szego będzie _  ; zapłata dzienna drugiego .----- .
x  x•— 6

G d yb y  rzem ieślnik drugi p raco w ał p rzez 
dni x  / zapłata iego całkow ita b y ła b y  x  X 

54  *
= ---- - ; a p ierw szy  pracuiąc ty lko  przez

dni x  *— 6 , b y łb y  dostał całkow itey  zapłaty  (x—-6) 
9^ _ 96 (*■ *— 6)
x  , 1

Aże p o d łu g  zagadnienia rfwa te ilo czyn y  są 
ró w n e , będzie w ięc  j4.x

148 R o z d z i a ł  VI.
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o Równan ach \stopńia drugiedo. i4 g

Równanie to łatw o rozw iązać można sposo* 
bem zw yczayn ym  : lecz m ożna takie  u żyć  nastg- 
puiącego skrócenia :

P odzieliw szy obie strony przez, 6 , będzie 
ib  (x — 6) (x-— b).

W  tem równaniu obie strony są w idocznie 
kwadratam i : 93C2 ma za pierw iastek 3x , 16 (x— 6) 
(x— b )  ma za pierw iastek 4  (x— b )  , będzie w ięc 
dx =  ±  4 (x  — 6); a tem samem x  =  z4 ; albo 

24x  =* __
7 \

Podług- pierw szego rozwiązania rzem ieślnik
p ierw szy pracow ał przez dni 2 4 , a zatem brał 
na dzień po zł. || =  4 : drugi zaś pracow ał tylko 
przez dni 18 , i brał na dzień po zł. Jjg =  3 .

D rugie rozwiązanie należy do innego zaga- 
dnienia liczebnego.

Zagad. lii. Dano bankierowi dwa wexle , iev  
den na 55o cz. z ł. drugi na 720 cz, z ł. pierwszy 
ma być wykupiony za 7 miesięcy, drugi za 4  mie­
siące. Bankier dat na nie 1200 cz. zt. Jakiż po­
trącił sobie procent roczny ?

D la uniknienia u ło m kó w , oznaczm y procent 
roczny od 100 cz. z ł. przez i 2 x ;  bgdzie w ięc x  
procent m iesięczny, p o d łu g  p raw ideł arytm ety­
czn ych  na odtrącenie procentu , wartość teraźniey- 
szą w exlu  pierw szego znaydziem y przez następu- 
iącą proporcyą :

W artość teraźnieysza d ru giego  Wtxh* wypa­
dnie z  nastgpuiącey p r o p o r c y i:

l?o-
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D odaw szy dwie te w arto śc i, będzie równanier-

Podzieliw szy obie strony przez 200, bedzie

P odzieliw szy -obie strony przez 2 , bedzie

Ot  0 ¾

D op ełn iw szy kwadratu sposobem w y ż e y  p o ­
danym  , i  o db yw szy inne działania zw ycżayn e 
ana.ydziemy

Ułom ki będące pod znakiem pierw iastkow ym  
sprow adziw szy do iednakowego m ianow nika, bg** 
<alzie

W  ułom ku ty m  m ianownik iest kwadratem  zu ­
p e łn y m : w yciągn ąw szy  zatem pierw iastek z lir 
<flznika przestaiąc "tylko na trzech dziesiętnych, 
znaydziem y 8 3 7 ,, 869 na pierw iastek liczb y  702025, 
W ażności zatem,* będą

Pierwsza- tylko z tych  ważności rozw igzuie 
zagadnienie stosownie do. iego w ysło w ien ia , b ę ­
dzie zatem procent od. ioo roczn y czy li za 12 m ie*

uF U X
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o Równaniach stopnia drugiego. t j l

R O Z D Z I A Ł  VII.

O postępach Arytmetycznych i Jeometrycznych.

I. o Postępach arytmetycznych.

15tOj. W szystko to cośm y dotąd pow iedzieli; 
nie iest ieszcze dostateczne do rozwiązania w ie l­
k ie j  liczb y  zagadnień z w ielu w zględ ó w  nader 
W ażn ych , iak są np. zagadnienia o procentach 
składanych czyli o procentach od procentów  i tym  
podobnych : wiadom ości w  tym  i w  następuiącym  
rozdzielę w yłożone ułatw ią do tego drogę

Y le źm y n p . łatw e zagadnienie danĄ iśośc po­
dzielić na pen ną liczbę części takich , ażtby różnica 
między każdą częścią i drugą po niey następuiący 
była zawsze ta sama , i równała się Liczbie daney.

N iech będzie np. liczba 28 dana do podzielę- ■ 
nia na 7 części ta k ic h , ażeby różnica m iędzy czę­
ścią pierw szą i d ru g ą , m iędzy drugą i > trzecią, 
m iędzy 1r '.ecią i czw artą i t. d. równała się iedno- 

1 ści O zn aczyw szy  część lw szą  przez x ,  2g a bę­
dzie =  x-t~i , 3eia —  x 2 , 4ta =  x  •+* 3 , sta =«s 
x  4- 4  , lita —  x  -+- 5 ,, 7ma =  x  4- 6 ; a summa w sz y ­
stkich =  7x +• 21. Że zaś summa ty ch  części po­
winna czyn ić 28, będzie w ięc równanie 

7x -f- 21 =  28 ; a zatem 7x == 7 :
Części w ięc szukane są : i ,  2. 3. 4 , $. b- 7<

M ożnaby także, oznaczyw szy część i w »z 3 Przez 
X  , 2gą oznaczyć przez x  —  1 , 3cią przez x  —  2, 
4 tą przez x«— 5 , $tą przez x-— 4 , btą p r z e z *  —
7mą przez x  —  6. W tym  przypadku summa w szy­
stkich części iest 7x 21, i będzie równanie 

7x —  21 =  28 ; w ięc 7x =» 4g , x  —  7-.
A  zate/n szukane części są : 7. 6. 5. 4. 5 . 2. 1.

P w a  te znalezione szeregi liczb tum s ię ■
mię-

www.rcin.org.pl



liiigdzy sobą różnią , ze każdy w y r a z w  pierwś^ynk 
iest w igk szy  od poprzedzaiącego., w  drugim m niey* 
szy  od poprzedzaiącego. z reszta obadwa czynią 
zadosyć warunkom  zagadnienia : g d y ż  Summa 
w szystkich, czgści tak w  pierw szym  iak w  dru­
gim  rów n a sig liczbie daney 28 >, a różnica mig-- 
dzy dwoma po sobie nastgpuiącemi w yrazam i iest 
zaw sze iednakowa i rów na sig 1.

W szelki szereg liczb  takich , że różnica, m ig- 
d zy  dwiema liczbam i p rzyleglem i iest zawsze ta 
sam a, zowie sig Postępem arytmetycznym , progres-  
sio arithmeiica. Postgp : w  którym  każdy w yraz, 
w igkszy iest od poprzedzaiącego , nazyw a sig po- 
stgpem rosnącym, crescens ;  p o stgp , w  którem  ka­
ż d y  w y ra z  m nieyszy iest od p op rzed zaiącego,. zo­
w ie sig postgpem zmn'ieysza'u[cym, się_ lub, maleją-  
tym , decresctns.

Stosunek arytm etyczn y , iakośm y pow iedzieli 
(85) > iest to sam o, co różnica m igdzy dwiema l i ­
czbam i zachodząca h a proporcya arytm etyczna 
c iąg ła  składa sig z dw óch stosunkó\y ró w n ych  i  
ta k ich , że następnik stosunku iednego ró w n y  iest, 
pop rzed n ikow i stosunku drugiego. Skąd iu ż  ła ­
tw o uczynić w n io sek , że p ro p o rcya  arytm etyczna 
c ią g ła  iest postgpem z trzech tylko  w yrazó w  zło,- 
żo n y m , i  że każdy postgp arytm etyczny tak ro­
snący iak m aleiący iest złożony z, pew n ey lic z b y  
stosunków  ró w n ych  i takich , że nastgpnik każde­
g o  stosunku iest ró w n y  poprzednikow i stosunki* 
nastgpnego. Dla tego też różnica m igdzy w yra za ­
m i postgp składaiącemi zachodząca zowie sig sto,- 
sunkiem p o stgp u ,' Algiebraicznie* postgp a ry tm e ty - 
«zny w y ra ż a  sig tak :

I $3 R o z d z i a ł  Vlt., ,

i 3o. W  ogólności niech bgdzie postgp. arytme* 
ty czn y  iakikolw iek

którego, stosunek, czy li różnica m igdzy wyrażam * 
. aachodząca iest r\ Postgp ten. może b y ć  albo ror 

«n%cy, a lb a  m ie lą cy ..
W
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W  pierw szym  przypadku ponieważ każdy w y ­
raz. w ięk szy  iest różnicy r od sw ego poprzedni* 
3ka , będzie w ięc

© Postępach Ary i. i Jeometr* 15$

W  2giem z tych  rów nań zamiast b położy- 
WSzy iego ważność z  równania pierw szego , będzie

Tę w ażność c poł® zywszy w  równaniu. Serem,

Tg w ażność d p o ło żyw szy  w  równaniu: 4 tem, 
bgdziew == a^L»rir i  t. d.. /'

To i e s t : w> postępie arytm etycznym  rosnącym  
W yraz d ru gi b  rów n y iest w yrazow i pierw szem u 
m powiększonem u różnicą r raz w ziętą ;  w y ra z  
%zeci c ró w n y  pierwszem u powiększonem u różni­
cą wziętą dwa, r a z y ;  w y ra z  czw arty  d ró w n y  p ier­
wszem u powiększonemu różnicą w zięta  trz y  razy . 
I tak daley w yraz np lo ty  ró w n y pierw szem u p o ­
w iększonem u różnicą w ziętą razy  9 : w  ogólno­
ści , w yraz, zastępuiący m ieysee n , czy li , iak  sig 
zw yczayn ie  m ów i , w y ra z  n t y , ró w n y  iest p ier­
wszem u pow iększonem u-r óżnicą w ziętą razy  w— 1 ; 
ćzy li , oznaczyw szy przez l w yra z  zastępuiący 
m ieysee n te , bedzie

K ie ch  będzie np. postęp

W  przypadku drugim  , k ied y postęp iest ma- 
lieiący , w  którym  każd y  w yraz, m nieyszy iest ró­
żnicą od sw ego następnika, na ten czas w  równa*' 
niacn. />•—  a — r , c —  /; =  r , d -—c =  r , ilość r ma 
Ważność odiem ną, iako pozostała reszta z odigcia 
liczb y  w ięk szey  od m nieyszey. Cucąc w ię c  po> 
%:yż^ze'y form uły u żyć dla znalezienia w yrazu  i  
^SStgp.uiąceęo m ieysee nte w postępie m aleiącym ,

, trze-
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trzeba dla r d®6 ważność odiemną. I tak niech 
będzie postęp

t$4 R o z d z i a ł  V I I .

w którym  *»=21 , r c s '—- 3 : znaydziem y p o d łu g  
teyże fo rm u ły  , stosownie do poprzedzające'y u- 
w a g i w yra z  siódmy =  21 4- (7 —  1) X •— 5 =  3 ; 
Szukaiąc zaś dalszych w yrazó w  tegoż postępu 
znaydziem y w yraz ósmy —  o , w yra z  dziew iąty  
■ sc—- 3 , w yra z  dziesiąty =  ■— 6; i t. d.

i 3 i. N iech  bgdą dwa postępy

w  których  przerw a kropkam i oznaczona może b y ć  
zapełnioną ty lu  w yrazam i ile się yjfcoba. Jeżeli 
p ierw szy z tych  dw óch postępów  Test rosnący, 
d ru gi b yć  musi m aleiącym  : g d y ż  w yra zy  dru gie­
go  idą w  porządku odwrotnym  w yrazów  pierw sze­
go. O zn aczyw szy przez s summę w szystkich  w y- 

, razów ieden postęp sk ład aią cych , będą dwa ró­
wnania

D odaw szy do siebie strony ©dpowiadaiące 
ty ch  dw óch rów nań , bedzie

W  równaniach ty ch  dodawszy strony odpo- 
wiadaiące sob ie, w ypadnie

now nam e zatem pow yższe zam ienić można w  
n astęp u iące:

R zecz iest przez się w idoczna , że summa i 
dw óch w yrazó w  skrayn ych  w  p ostęp ie, to iest 
imama, a +  i k pow inna hyc 21 d ru g ie y  strony tego

ró-
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równania tyle razy powtórzona, ile postęp ma 
wyrazów. Oznaczywszy więc przez n liczbę wy­
razów postęp składaiących, powyższe równanie 
zamieni się w następujące;

© Postępach Aryt. i Jeamełr,

Tó iest: summa wszystkich wyrazów postęp a- 
rytmeiyczny składaiących, równa się summie wyra­
zów skrayrtych rozmnożoney przez liczbę wyrazów 
i podtzieloney przez 2.

132. Za pomocą dwóch powyższych równań

w  których znayduią się pięć ilości , to iest: a w y ­
raz pierwszy, r stosunek, i wyraz ostatni, n li­
czba wyrazowi s summa tychże wyrazów, mo­
żna łatwo wynaleźć dwie którekolwiek z tych pię­
ciu ilości, gdy trzy inne są wiadome. Jakoż w  
równaniu iwsze'm wziąwszy 1 ód ważność a , 2re 
ważność / , 3cię ważność n , i ważności te poło- ‘ 
żywszy następnie w równaniu 2giem , otrzymamy 
następuiace równania:

Za pomocą tych pięciu równań łatwo bedzi.e 
rozwiązać następuiace zagadnienia :

1 wsze Maiąc wiadome r ,  1 , r\, albo r , 1 ,  s, 
albo r ,  * ,  s, albo 1 , n , s, znaleźć a. 2gie ma­
iąc wiadome a , 1 ,  s , albo a ,  1 , n , a , n, 
S, albo 1, n, s , znaleźć r. 3cir Maiąc wiadome 
a , r , n , albo a , r , s , «/60 a , n A s , albo r , n, 
s , znaltźć 1. . ite Maiąc wiadome a , r , 1 , albo 
** Kf s ,  albo af 1, s , albo r , l r s ; znaleźć n.
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*te Maiąc tuiadome a , r , l ,  albo a ,  r ,  n ,  albo 
s n ,  albo r ,  1,  n ,  znaleźć s.

* K ażde z tych  dwudziestu zagad n ień  łatw o 
t y ć  może rozwiązane za pomocą iednego z p ięciu  
p o w y ższy ch  rów nań, I tak np. zagadnienie to : 
maiąc wiadome 1, r ,  s ,  znaleźć a ,  rozw iążem y za 
pom ocą równania (5 ) , w  którem znayduią się 
w szystkie czte'rv ilości wchodzące do zagadnienia. 
Ińkoż w  równaniu tern przeniósłszy niewiadom e 
na iedne a wiadome na drugą stronę, będzie

R o z d z i a ł  V I I .

D ru g ą  stronę rozm n ożyw szy i p o dzieliw szy  
przez 4 ,

Tym . sam ym  sposobem z tegoż rów nania znay-  ̂
dziem y następuiącą ważność, d l a / ,  k ied y  a ,  r i 
s są d a n e ; ' ________

Podobnież chcąc znaleźć w ażność dla n , g d y  
są dane, s ,  r ., a z równania (4 ) w yp ro w ad zim y  na­
stępnie
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o Postępach' Aryt. i Jeometr. 1 5 ^

N  akoniec chcąc znaleźć ważność dla n , gdtf 
są dane l . r , s , ząaydziem y za pomocą zró ­
w nania (3) sposobem podobnym  do poprżedzaią- 
c e g o , ,

Ł. i
W  in n y c h  w szystkich  przypadkach  szukane 

ważności są w  stopniu pie'rwszym  , iak się © tein 
łatw o przekonać można.

N iech będzie np. postęp -7- i. 3 . 5. 7. 9. 1 1 ,  
w  którym  ¢ = 1 ,  r 2 , / *= 11 , s t=  3 6 . C hcąc 
spraw dzić form ułę pop rzed zaiącą , trzeba w  n iey  
zam iast g łosek  i ,  r i s p o ło ży ć  liczb y  1 1 ,  2 i  36> 
i  będzie

U. O Postępach Jeomtlrytznych.

2 3 3 . Postępy geometryczne te'm  sie od a ry t­
m etycznych  ró żn ią , że w  nich nie różnica m ię­
d zy  wyraża™ ! , ale iloraz każdego w yrazu  prze* 
w y ra z  poprzedzaiący podzielonego iest zawsze ie* 
dnakowy- D w a następuiące szeregi liczb
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są postępy ieom etryczne : w  pierw szym  iloraz 
czy li stosunek iest 3, W drugim  | ; p ierw szy na­
zyw a sig rosnącym , drugi m aleiącym. O badw a 
złożone są ze stosunków jeOm etrycznych ró w n ych  
i  ta k ic h , że? następnik każdego stosun ku, iest po­
przednikiem  stosunku następnego: dla tego też al­
g e b ra iczn ie  oznaczaią sig takim sposobem , iakiego 
u żyw am y na oznaczenie stosunku jeom etrycznego.

W  ogólności niech będzie postgp jeom etry- 
czjny iakikolw iek

i58 R o z d z i a ł  VII,

W  równaniach tych  zniósłszy mianowniki* 
bedzie

W  rów naniu drugiem  zamiast b p o ło ży w szy  
ie g o  ważnośó z równania pierw szego ; będzie 
c =  aq X q y czyli c =  aqz

Tymże#sposobem znaydziem y d =  e=ssaq*i
f  — aq5. D any zatem postgp zamieni sig w  nastg- 
p u ią c y :

T o  iest: w  postępie jeom etrycznym  w y ra z  
drugi ró w n y  iest lwszem u rozmnożorTemu przez 
stosunek podniesiony do potggi isze y  ; w yra z  3ci 
ró w n y  iwszem u rozmnożonemu przez stosunek 
podniesiony do potggi 2giey, w yraz 4ty  ró w n y p ier­
wszem u rozmnożonemu przez stosunek podniesiony 
do potggi 3ciey; i takdaley. W yraz np. i©ty rów n y 
iw szem u rozmnożonemu przez stosunek podniesiony 
do potęgi gtey ; w yraz  wty ró w n y  iw szem u roz- 
l^nożonemu przez stosunek podniesiony do potęgi 
«*— i ; czy li oznaczyw szy przez / w yra z  zastgpu- 
ia c y  m ieysce n , będzie

l =  ciqn̂ 1 -  -  -  -  * (i).
Za pom ocą te y  form uły w  każdym  postępie 

je«m etrycznym  ,  którego w y ra z  p ierw szy  i stosu*
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aiek iest do^ny, znaleźć można iakikolw iek w yra z , 
nieprzechodząć przez w y ra z y  m iędzy pie'rwszym  
i szukanym  środkuiące. T ak  np. w  postępie 

2: 6 : i t. d W yraz lo ty  =r 2. 39 —  3g566 . 
Podobnież w  postępie —■ 8 : 4  : i t. d.

W yraz lo ty  =  8 X (§)9 =; 8 X ^  =e g| i t. d. 
i 54 . N iech będzie postęp

o Postępach Aryt. i Jeometr.

ktorego stosunkiem iest q. JKędzie w iec

Strony odpowiadaiące tych  rów nan doda­
w sz y  do sieb ie , będzie

O zn aczyw szy  summę w szystkich  w yrazó w  po­
stęp dany składaiacych  przez s ,  będzie

W  drugiem  rów naniu obie strony rozm noży­
w sz y  przez ( f , będzie ,

To ie s t: chcąc znaleńc surrmę wszystkich wyra- 
- zów postęp jeornetryczny skiadaiących , tizeba wy­

raz ostatni j oznncżyć p)zez stosunek ; odiąć od te­
go iloczynu wyraz pierwszy , i resztę podzielić przez 
stosunek znnieyszony iednoicią.

Te sarnę form ulę można także otrzym ać spo« 
sobem następuiącym :

postępie a: b : c. I
każdy w yra z  iest poprzednikiem  w y łą cz y w sz y  

ostatni l : i  każd y  w yra z  iest następnikiem w yłą«
' __ __
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c z y w sz y  p ierw szy  a. Jeżeli w ięc s oznacza sum® 
mg w szystkich  ty ch  w y ra z ó w , s — l bgdzie sum ' 
m a poprzedników , s<— a summa następników , 
A że w  stosunkach rów n ych  summa w szystkich  po* 
przedników  tak się ma do sum m y w szystkich  na­
stępników  , iak którykolw iek poprzednik do sw e *1 
g o  następnika (95) ; będzie w ięc

i6® R o z d z i a ł  V I L

W ykonawszy z obu stron mnożenie wskazane 5 
podzieliwszy potem obiedwie strony przez a , i  
odbyw szy inne działania potrzebne dla znalezie­
nia ważności niewiadom ej r ; wypadnie iak wy-

P o d łu g 1 tey  form uły summa lo c iu  w y ra z ó w

Podobnież summa lo ciu  w yra zó w  postępu ma- 
leiącego

rt i /I\ trn O

u . ^

135» Za pomocą dw óch p o w yższych  r ó w n a j

do których  w chodzą ilości n , / , s , <q , n  : chcąc 
•znaleźć dwie którekolw iek z tych  pięciu  ilości, 

. g d y  trzy  inne są d a n e , trzeba w  iednem  z  nich  
znaleźć ważności dla a , q , >1 , i pokłaść ie na­
stępnie w  równaniu drugiem . W  rów naniu wpv

__ -  zniósłby m ianow nik, będzie
q '—  1

' jś =  Z  Iego równania znaydzietny
4'tms
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o Postępach Aryl. i Jeometr• t 6 l

Abyśm y trzy te znaleziona ważności przenieść 
mogli do równania ( i ) ,  u ważyć tu pierw ey po­
trzeba, ze ieżeli np. n =  5 , u a ten czas będzie 
qn~l —  q4. W  te'm równaniu rozmnożywszy obie 
stilony przez q , będzie qn~1 X q =  q4 X q , Czyli 
qn~i x q =  q5 ; aźe podług założenia q5 =  qn ; 
Więc qn~*X q —  qn.

Po te'y uwadze znalezioną w y ż e y  w ażność 
l p o ło żyw szy  w  równaniu l ■ = ctqn~1f będzie

cs rqw-1. Zniósłszy mianownik wypadnie 
4qs — s a  — pqn ............................................. - (3 ) _

, W  temże równaniu l ~  a q n ~ 1 położyw szy zna- 
* lezioną wyże'y ważność dla a , będzie 

l — (q! •— qs -t- s) qn~* ; czyli l =  /qw—  xgw-h-rg”*"1 ; 
więc
iq n •— rqłI.— / +  s q n~ l =  O - - - - - - - (4)

Nakoniec w  temże równaniu / =  ng”-*1 za­
miast q położyw szy iego ważność , będzie

Zn iósłszy  m ianow nik, w ypadn ie

Za pomocą tych  p ięciu  rów nań rozwiązując 
dwadzieścia zagadnień , iakie podaliśm y w y ż e y  
( i 3 2 ) na postępy arytm etyczne , zn a jd zie m y nie­
które z nieb łatw e do rozw iązania; iak iest np. 
następuiące : M iąr wiadome q , 1 , s ,  znaleźć a 
i t. d ; drugie łatw e w praw dzie do rozw iązania, 
b e z  w  spr. wdzeniu na iakim postępie szczegól­
nym  częstokroć w iele czasu zabieraiące , iakie iest 
np. zagadnienie następuiące: maiąc windo- e a, q, 
n ,  znaieźc s. R ozw iązaw szy zagadnienie to za po­

mocą równania (3 ) zn a jd zie m y s =  f l l lL — — ♦ T§
9 —  i

L  wa*
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l6a * 0 2  d z i a i  V III .

ważność ogólną chcąc zastosować do postępu , w  
którym  « =  64 , trzeba ważność q podnieść do 
64tey  p o tę g i, co postępuiąc sposobem zw yczay- 
nym", zabrałoby nie mało czasu i m ieysca. JNa- 
koniec znaleźlibyśm y i takie zagad n ien ia, do któ­
ry ch  rozwiązania w yłożone dotąd wiadom ości nie 
sa dostateczne: iak iest np. następuiac.e : maiąc 
wiadome a ,  q ,  1 ,  znaleźć n. Rozwiązuiąc to za­
gadnienie za pomocą równania ( i ) ,  zn aydzitjp y

W  rów naniu te'm ilość szukana n iest w y k ła ­
dnikiem ; g d y  tym  czasem w e w szy stk ich  zaga­
dnieniach , któreśm y dotąd ro zw ią zyw a li, w y k ła ­
dnik b y ł  zawsze ilością wiadomą , i w szystkie 
sp o so b y  dotąd w yłożone nie są dostateczne na ro­
związanie równania , w  które'm w yk ła d n ik  iest i- 
lością niewiadoma.

I
Z  tegoż równania qn~J s= •—  , chcąc znaleźć

a
ważność dla q , trzeba z d ru giey  strony J_ w y .

a
ciągnąć pierw iastek potęgi wskazane'y przez ilość 
n<—  i.; g d y  tym  czasem dotąd podaliśm y tylko 
sposób w yciągania  pierw iastku potęgi d ru giey  
czy li kw adratu, W iadom ości w  nastę p uiącym  
rozdzielę w yłożone ułatw ią rozw iązyw anie tych  i 
tym  podobnych zagadnień.

R O Z D Z I A Ł  VIII.

o Loęary tM Ctch.

i 36 . Z tego cośm y pow iedzieli o mnożeniu i 
dzieleniu ilości m aiących w ykładn iki (3o,4 2 ) > ła ­
two iest u czyn ić  w n io sek , że wszelka liczba, w y ­
łą czyw szy  i , podnoszona następnie do rozm aitych

po-
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pplęg dodaynych i odiem nycb', przybiega ro­
zmaite w ażności co raz w iększe lub m nieysze od 
l. Jakoż ieżeli a iest liczbą w iększą od i , i zna*- 
czy  np. 10 , na ten cza s ,

p Logaryłmath. l63

Jeżeli zaś a iest liczbą m nieyszą od l , i Mn*.18
t z y  Mp. | na ten czas

T o  iest liczba w iększa od i , podnoszona do
p otęg dodaynych coraz w ię k sz y c h , ma coraz w ię­
ksze ważności , podnpszpna do potęg odiem ycłi 
Coraz w iększych  , ma coraz m nieysze w ażności £ 
przeciw nie zaś liczba mnieyszą od i , w  p ierw szym  
przypadku przybiera coraz m nieysze, w  drugim  
coraz, w iększe ważności W łasność ta iest spoina 
w szystkim  liczbom  , w y łą c z y w s z y  i , która do 
“yzszelkiey potęgi podniesiona iest zawsze iednością, .

1.07. D la , oznaczenia , że liczba ~ iest nie zmień- 
'na i że za zmianą ie'y w ykładn ika zmienia się 
ie'y w ażność , oznaczmy w ykład n ik i przez x  , x > i  
t. d. a ważności odoowiadaiące przez :/ y ’ i t. d. 
będą w ięc równania ax =  k , n *t~  y i t d. w  któ­
ry ch  ważnościom y , y1 i t. d. odpowiadaią inne 
Ważności x , x  i t. d ; tak , że iedna z tych  wa­
żności może b yd ź w yznaczona przez drugą.i
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To ie s t : chcąc dwie ważności odpowiadające 
iedney ze liczbie a do dwóch odm iennych potęg 
podniesione'y przez siebie rozm nożyć lub podzielić, 
dosyć iest w ykładn ik i liczb y  a w p ierw szym  p rzy ­
padku do siebie dodać, w  drugim  od siebie odiąć.

Aze potęga 2 g a , 3 oia , 4 ta 'i t. d. każdey ilości 
rów na się teyze ilości w ziętey za czyn n ik  razy 
2 .  3 . 4  i t. d. l28b iezeli w iec a ~  v , bedzie

164 R o z d z i a ł  VIII.

To ie s t . chcąc liczbę iakąkolwiek y podnieść 
do potęgi 2 , 3 , 4  i 1. d. dosyć iest x  w yk ła d n ik  li- 
by a odp ow iad aiącly  liczbie y rozm nożyć przez 
2 , 3  > 4  i  t. d.

Że zaś w yciągan ie  pierw iastków  iest działa­
niem  odwrotnem podnoszeniu ilości do potęg, 
chcąc zatem z liczb y  iakieykolw iek y w yciągn ąć 
pierw iastek potęgi d r u g ie y , 3 c ie y ,  czw artey i t. d . 
dosyć iest x  w yk ład n ik  liczb y  a odpow iadaiący 
liczb ie y podzielić przez 2 , 3 , 4 i t d. I tak ie­
zeli ax -=^y, będzie pierw iastek kw adratow y li­

czb y  y czyli y =  a f .
Podobnież pierw iastek trzecie'y potęgi y ,

czy li y — flf i t d.
T u  iuż łatwo postrzedz można , że g d y b y śm y  

m ieli tablicę ta k ą , w  któreyby obok każdey l i ­
c z b y  y zn ayd o w ały  się odpowiadaiące ie y  w a­
żności x ,  tak że maiąc daną liczbę y , m ożnaby 
b y ło  znaleźć x ,  i odw rotnie; i a  ten czas m no­
żenie dw óch liczb iakiehkolw iek y , y' m ożnaby 
uskutecznić przez dodawanie : bo zamiast dziala- 
n iana ty ch  liczbach, dodalibyśm y ważności x ,  x jli-  
c z b o m .ty m  odpow iadające, a liczba -w tab licy  
znayduiąca się , k tórey  ta summa odpowiada, b y ­
ła b y  szukanym  iloczynem . Iloraz dw óch liczb 
iakiehkolw iek znaleźlibyśm y w  łeyże tab licy  w  
prost ró żn icy  m iędzy w ażrościam i x ,  x  danym 
liczbom  odpow iadaiącem i; a t^m sposobem dzie­
lenie skończyłoby się na odeym owaniu. Chcąc
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jjcjabfi iaką y podnieść do potęgi 2 , 3 , 4  i t. d ; 
Ważnojfć x  liczbie y odpowiadaiacą rozm nożyliby­
śm y p ,ze z  2 , 3 , 4 i t. d ; a liczba iloczynow i te­
mu od,)owiadaiąca b y ła b y  szukaną p otęgą; tym  
sposobem podnoszenie do potęg skoń czyłob y $i§ 
na mnożeniu iedney liczb y  przez 2 albo 3 , ałoo 
4  i t. d. Nakoniec chcąc z liczb y iak ieykolw iek  
y  w yciągn ąć pierwiastek potęgi 2 giey  , ociey, 
4te y  i t. d. ważność x  liczbie y odpowiadającą 
podzielilibyśm y przez 2 , 3 , 4 i t d ; a  liczba ilo­
razow i temu odpowiadaiąca b y ła b y  szukanym  
pierw iastkiem .

P ierw szy  N epper uznał potrzebę takow ych, 
tablic i one- do skutku p rzy  prowadził. -W ażności 
x  nazwane w  nich są logLirytmami. L ogarytm y 
zate'm są to w ykładn ik i p o tę g , do których  trze­
ba podnieść liczbę niezmienna a r ażeby z n iey  
w yp row ad zić następnie wszelkie ważności licze­
bne. L iczba ta niezmienna zowie się zasadą, ba~- 
s is ,  układu Logarytm ów .

i 3B. Ponieważ własności logarytm ów  nie za­
lecą od szczególne'y ważności tey  l ic z b y , która 
iest ich zasadą, w ypada stą d , że może być nie­
skończona liczba tablic czy li układów  łogąrytm o- 
w y c h , biorąc za ich  zasadę wszelkie liczb y w ię­
ksze lub m nieysze od iedności., W ziąw izy  wpv 
np. a =  10 , będzie

o Logarytmnch. *6$

W yk ład n ik i o , i , 2 , i  t, d. są logarytm am i 
liczb im  od p o w iad aiących , które się ł  p raw ćy  
strony znayduią ; o iest logarytm em  iednosci ; 
iedność iest logarytm em  liczo y  io  ; 2 iest loga- 
rytmem liczb y 100, i t d. —  1 iest logarytm em  
ułomku j~ j *—*2, iest logarytm em  , | y g  i t. d. Tu iuż

mo-
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można spraw dzić to , cośm y w y ż e y  pow iedzie^ fe 
logurytm ach , ze służą do ułatwienia i skrócenia 
dziaiań arytm etycznych naytrudnieyszych , ia- 
kiem i są mnożenie i dzielenie liczb w ięk szych , 
podnoszenie ich do potęg i w yciąganie pierw iast­
ków* Jakoż dodawszy i logarytm  liczb y 10 do 
2 logarytm u liczb y  io o ,  w ypadnie 5 logarytm  
liczb y  1000 , która iest iloczynem  ióq i io . O dla­
w sz y  4 . logarytm  liczb y  1000© , od 6 logarytm u 
lic z b y  1000,000 , zostanie 2 logarytm  liczb y  ioo, 
która iest ilorazem  w ypadaiącym  z podzielenia 
ioqo,ooo przez ioooo , i t d.

169. Zi postępu jeometrycznego. d i b i c i  
d i e: f i  w ypada

a 66 R o z d z i a ł  VIII .

L o garytm y ilość i  a > b, c i t. d j  oznaczyw szy 
przez La, Ib , Ic , i t. d. p o w yższy  ciąg równań 
zamieni się w  następuiący:

Zi row nan tych  w ypada następuiący postęp 
arym etyozny :

Stąd w n iesiem y, ze logarytm y liczb b ęd ących  
, W postępie jeom etrycznym  składaią postęp aryt­

m etyczn y. Co też postrzeżem y w  p o w y isze y  ta­
b lic y  (ió8) , gdzie liczb y  i ,  i o ,  io o , 1000 11. d.. 
«kładaią postęp jeom etryezn y, a odpowiadaiące i ni 
lo garytm y o ,  1 , 2 ,  3 i t. d. składaią postęp a ry t­
m etyczny. Uwaga ta p osłu ży  do okazania iak im, 
sposobem w ynaleźć można lo ga rytm y l ic z b ' środ­
ku jących  m iędzy 1 i  10 , m iedzy io  i 100,, mie­
d zy  ioo i 1000 i t. d.

i 4 q. M iędzy pierw szem i dwom a w yrazam i po­
stępu  ̂ jeom etrycznego,, to iest m iędzy 1 i 10 * 

zn ayd źm y średnia jeom etrycznie proporcyonainą 
(99 ) * k tó r a  iest, 3,16227700, t/ i  m iedzy dwoma piej>

WSZftr
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I wszem i w yrazam i postępu arytm etycznego , to iest 
m iędzy o i 1 zn ayd żm y średnią arytm etycznie 

I  proporcyonalną, która iest f  (89). O trzym am y 
■  dwa następuiące postępy-; 
j ~rr 1 : 3 , 16227766? 10 ;

| w  których każdy w yraz postępu jeom etrycznega 
ma za logarytm  odpow iadaiący sobie w y ra z  w p o - 

I stępie arytm etycznym
Zn aydżm y znowu średnią jeom etrycznie pro­

porcyonalną iak m iędzy 1 i 0,16227766 , iako tez 
m iędzy 5, 16227766 i i a ,  pierw sza z tych  dw óch 

f bczb p u k an ych  iest '1,77827941, druga 5,62341619. 
^ uaydźm y także średnią arytm etycznie propor- 
cyonalną tak m iędzy o i f ,  iako tez m iędzy § i  
1 ; pierw sza z nich iest ^ , druga |. O trzym am y 
zatem następuiący postęp jeom etryczny i arytm e-

V  1 : 1, 77^^79^1 ; 0,16227766; 5,62o4i3i9: 10 ;
T  °  4* |  1 ;
w  których każdy w yraz postępu jeom etrycznego 
nia za logarytm  odpow iadaiacy sobie w yraz w  p o ­
stępie a rytm  etycznym

^G dybyśm y potem w  p o w yższych  postępach 
z n a ie z 1 średnią jeom etrycznie i arytm etycznie pro- 
poicyorialną m iędzy w yrazem  pierw szym  i dru­
g im , nuędzy drugim  i trzecim , m iędzy trzecim  i  
czw a rty m , m iędzy czw artym  i p iątym , otrzym a-’ 
ibystny postęp jeom etryczny i arytm etyczny ma- 

lące po 9 w y ra z ó w , w  których  każd y  w yraz po- 
s Jeęm etrycznego , m iałb y  za logarytm  od- 
cznyni Sob ê w y ra z  w  postępie arytm ety-

1 ym samym sposobem postępuiac daley, g d y - 
ysm y m iędzy z i 10 umieścili np. 10000000 śre­

dnich ]eom etrycznie p roporcyon aln \ca  , i  ty leż 
srer nich arytm etycznie proporcyonalnych  m iędzy 
o i i ,  otrzym alibyśm y dwa ogrom ne pos epy jeo- 
m etryczny zaczynający się od i , a kończący się n*

° t  arytm etyczny zaczynaiący  się od o ,  a koń"
*■ ’ - CŁa-

f \ 'r 'r
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cząoy się na i ,. w  których każdy w yraz postęp a 
jeom etrycznego m iałby za łog.trytm  odpowiadaia,- 
©y Sabie w yraz w  postępie arytm etycznym .

W  tak w ielkićy  liczbie w yrazów  postępu jeo~ 
m etrycznego, z których każdy, dwa skrayne w y ­
łą c z y w s z y , w iększy b y łb y  od i a m uieyszy od 
10 p. znalazłyby się niektóre w yra zy  tak mało od 
liczb 2 , 3 , 4 , y ,  6 ,  7 , 8 i g różniące się , że ie 
bez znacznego uchybien ia, w ziąćby można za te 
l ic z b y , a odpowiadaiące im w y ra zy  w  postępie 
arytm etycznym  za łogarytm y tychże liczn. Tak, 
np. znaleźlibyśm y w  postępie jeom etrycznym  w y - 
razy  1,9999999 ; 2,00004)01 ; 2,9999999; 5 ,oooooói ; 
3,9999999  > 4 ,0000001 ; i t. d. : z tych  pie'rw szy 
lub drugi może b yć  w zięty za liczbę 2 , trzeci 
lub czw arty  za liczbę 3 , p iąty lub szósty za liczb g  
4  i t, d, a odpowiadaiące im w y ra zy  w  postępie 
arytm etycznym  za łogarytm y liczb 2 , 3 ,  4 i t. d. 
T ym  sposobem znaleźlibyśm y łogarytm y liczb 
środkuiących m iedzy 1 i 10.

Podobnież m iędzy 10 i .100 um ieścilibyśm y 
10000,000 średnich jeometrycznió proporcyoual- 
Jiych , i ty leż średnich arytm etycznie p. Ot,orcyo- 
n aln ych  m iędzy i i 2 ; a w yra zy  postępu jeo- 
m etrycznego naybiiższe liczb 1 1 ,  12 , i 5 . . g g ,  
w zięlibyśm y za te l ic z b y ,  odpowiadaiące zaś im  
wyrazy*- postępu arytm etycznego za łogarytm y 
tych że lic z b , i t. d.

D ziałanie to staie się nierównie krótsze, 
g d y  idzie o wynalezienie logarytm u iedney iak iey  
liczby.^ N iech b y  trzeba b yło  znaleźć logu­
jmy tm liczb y  2 , która Znayduie się m iędzy dwo* 

 ̂ ma pierwszem i w yrazam i 1 i 10 pow yższego iu m  
dam entainego, postępu jeom etrycznego

Z  laydzm y naprzód średnią jeometrycznie pro- 
porcyonalną między 1 i 10 i  średnią arytm etycznie 
jproporcyonalną nuędzy o i 1 ; pierw sza liczba, szu­
kana ie s t, iak  iu ż  p ow ied zieliśm y,, 5 , i622771)0, 
druga Znaleziona liczba, średnia jeom etryczuie 
proporcyonalna iest w iększa od liczb y  2 ; iięzba

t6B R o z d z i a ł  V I I I .
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zktem 2 m ieście się będzie m iędzy i i tą średnią 
jeo m etrycznie proporcyonalna 0,16227766 y a lo- 
garytni iczb y  2 mieścić się będzie m iędzy o i

Znaydźm y powtóre średnią jeometrycznie pro- 
porcyonabią m iędzy 1 i 0,16227760, tu d zie l śre­
dnią arytm etycznie proporc/ondną m iędzy o i 5 : 
p ierw sza  z tych  dw óch liczb ' szukanych iest 
1,7782794.1 , druga Znaleziona powtórnie śre­
dnia jeom etrycznie proporcyonalna mnieysza iest 
od liczb y  2 ; a zatem liczba 2 mieścić się będzie 
m iędzy tą średnią jeom etrycznie proporcyonalna, 
i  m iędzy 3,10227706, która iest od liczb y  2 większa; 
a logarytm  liczb y 2 m ieścić się będzie m iędzy 4 i f-

7x laydżm y znowu średnią jeometrycznie pro- 
poreyonainą m iędzy 1.,77. 27941 i między 6,16227766, 
tudzież średnią arytm etycznie proporcyonalna m ię­
dzy  ̂ i { :  pierw sza z dw óch tych  liczb szukanych 
iest 2,571.07070, druga | Znaleziona po trzeci 
raz średnia jeom etrycznie proporcyonalna iest 
w iększa, od liczb y  2 ; a zatem liczba 2 mieścić się 
będzie m iędzy 1,77827941 i m iędzy 2/67167670, z  
których  pierw sza iest m nieysza a druga większa 
od liczb y  2 ; iogarytm  zaś liczb y  2 m ieścić się 
będzie m iędzy \ i

T ym  samym sposobem postępnie się dale'y, 
szukaiąc zawsze średnicy jeom etrycznie propor- 
cyonalre'y m iędzy dwiema p ierw ey  znalezionemi/ 
z których  iedna iest m n ieysza , druga większa od 
li,czby 2 , lecz tak iedna, iak dru gaiest naybliżsaa li­
czby 2, a p rzy  każiern działaniu szuka się także śre­
dnia arytm etycznie proporcyonalna m iędzy dwiema 
p ie rw e y  znalezionemi, które dwom średnim jeonie- 
tnycznie proporcyonalnyin do tegoż działania w cho- 
dzącym  odpowiadała. jNakoniec za 26 działaniem 
znaydziem y średnią jeom etrycznie propcreyonalną 3 

2,0000001, aodpow iadaiąęą tey średnią arytm ety­
cznie proporcyonalna 0,6010090. L iczba 2,0000001 

, różni się tylko od lic zb y  2 iedną iednoscią dziesiętną 
siódmego rzędu: nmana ią w ięc b z znacznego uchy- 
bieuU wziąć za liczbę 2, a odpow iad lią cą ie y  średnią 
arytm etycznie proporcyonaln . za iogarytm  liczb y  a.

o Logaryimctch. 18$

- 1 " * • • .  f ' *
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Logarytm  o,o3o i3oo uw ażany iako w yk ła d n ik  
liczb y  io  w zig te y  za zasadg, z n a c z y , ze liczbg 10 
podn iósłszy do potggi wskazane'y przez liczn ik  
3o io 3oo , a z w y p a d k u  tego w yciągn ąw szy  p ier­
w iastek w skazany przez m ianownik 10000000, znay- 
dziem y liczbg bardzo błizką liczb y  2 ; czy li że

i  yo R o z d z i a ł  V III.

- z* . „ - . 
Pie'rwsza strona równania tego iest cokolw iek_  3 o i _ o 29<?

od liczb y  2 wigksza ; lecz liczba (10) Ioo°o355 
iest nieco od lic zb y  2 m nieysza.

1A2. S ą  także inne sposoby w yn ayd o w an ia  lo- 
garytm ów  ; lecz do zrozum ienia icłi potrzebne 
w yższe wiadom ości z A lg ie b r y : ieden ty lk o  na- 
stgpuiący może tu b y ć  w yło żo n y  ;

Chcąc znah źć logarytm  liczb y  2 , trzeba roż- 
w iazać nastepuiace rów n an ie:

w  które'm niewiadom a x  iest logarytm em  szu­
kanym . .

Poniew aż (10)^ =  1 ,  a (10)* — 10; w igc  l i­
czba szukana x  musi b yć w igksza od a ,  a m niey­
sza od 1 ; to iest liczba x  m usi b yć  ułom kiem.

N iech  bgdzie w igc 3c =  ~  w ażność tg zamiast &
.P

p o ło ż y w sz y  w  rów naniu (i):> bgdzie

* ^ io ; f  =tr 2.
Podn iósłszy obie strony do poteari o  będzie

Ze zaś 2.3 =  8; a 24 =  16 , (28);, stąd w nosi­
m y ,  że w  równaniu (2) w ażność p musi b y ć  
w igksza od 3 , a m nieysza od 4 . N iech  bgdzie

w igc p*= 3 +  —  ; ważność tg p o ło żyw szy  zamiast p

w  rów naniu (2) bgdzie;
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O logarytmach. 171

P odzieliw szy obie strony przez 2-* Gzyli przez
& > będzie

Podniósłszy obie strony do potęgi q , będzie

Że z as ułomek f  podniesiony do potęgi 5ciey  
bzyrn iiczoę m aieysza od 2 , a podniesiony do po­
tę g i 4te'y czyn i Iiczoę większa od 2; w  równaniu 
&atem (3) ważność q musi być w iększa od 3 , a 
tnnieysza od 4 . U czyń m y w ięc q == 3 4-^ : w a­
żność tę p o ło żyw szy  zamiast q w  równaniu (3), 
będzie

P odzieliw szy obie strony przez (|)* czy li przez

będzie

Podniósłszy obie strony do p otęgi r , będzie
1 = ( 511) -- , - - - - - - - -  - (.0-

Ułomek podnosząc następnie do potęgi 2, 
3 , 4  i t. d. znaydziem y,. że ułom ek ten podnie­
siony do potęgi 9te'y m nieyszy iest od a podnie­
siony do potęgi 10 tey  w ięk szy  iest od stąd 
w n o sim y , że w  równaniu (4 ) w ażność r iest w ię ­
ksza od 9 , a m nieysza od 10- M oglibyśm y w ie c  
^czynić r =  9 4 - k  i p o ło żyw szy  ważność tę za­
miast t w  rów naniu (4) , posunąć- działanie daley. 
Ale że nam idzie nie o w ynalezienie log'arytnui 
liczb y  2 , lecz o, pokazanie iaki mi sposobem loga- 
ęytm  ten w yn aleziony b y ć  może , przestańm y na 
tern. cośm y znaleźli d o tą d , i  daym y że ¢.=9,.
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W ażność tę p o ło żyw szy  zamiast x  w  równaniu
( i)  , będzie

t7* R o z d z i a ł  VIII . j

U łom ek f f  obróciw szy na dziesiętny w ypadn ie

Logarytm  zatem liczb y  2 iest 0,30107. L o ga­
rytm  ten zgadza się z logarytm em  teyże liczb y  
w y ż e y  ( i 4 i)  znalezionym  w  czterech p ierw szych  
cylrach  dziesiętnych ; a b y łb y  ieszcze dokładniey- 
s z y ,  gd yb yśm y pow yższe działanie daley posu* 
ngli.

i 4 3 . Logarytm  lic zb y  2 mnożąc następnie przez 
2 ; 34  4  i t. d. otrzym am y logarytm y liczb 4 , 8, 
i6  i t. d. które są potęga 2gą , 5c ią , 4ta i t, d, 
liczb y  2. ' •

L ogarytm  lic z b y  2 dodaw szy do logarytm u 
liczb y  10 , 100, 1000 i t. d. otrzym am y lo garytm y 
liczi) 20, 200, 2000 i t. d. W reszcie dosyć bę­
dzie mieć logarytm y liczb pierwszych , ażeby o- 
trzym ać logarytm y w szystkich  liczb złożony cli, 
które sa potęgam i 7 lub iloczynam i liczb pie'r- 
w szych  (a), i tak ponieważ 2 5 = 5 * ;  w ięc loga- 
rytm  liczb y 25 ró w n y  będzie logarytm ow i lic zb y  
5 .rozmnożonemu przez 2; czyli l 25 —  2/5. Po- <■ 
dobnież ponieważ 210 —  2. 5. 7. 3 ; w ięc L 210=¾

, Nie-*______________  . % ■
(a) Liczby 1 , 2 ,  5 , y ,  7 , 11 , i 3 , 17 i wszystkie 

inne me będące ani potęgami, ani iloczynami 
liczb innych przez siebie rozmnożonych zowią się 
liczbam i pierwszem i. Te zaś liczby, kio>e są al­
bo potęgami ctibo iloczynami liczb pierwszych , zo­
wią się liczbami złożonemi ; iakie są 9 * 3 * ,  
21 =  7. 3 , i t- d. W ogolnoici liczbami m iędzy 
sobą pieYwszemi zousiemy te, które nie maią in- 

, ney miary s.polney tylko iednaśc. 1 tak liczby 20 
¢ 2 7  maiące tylko, iednaśc za spoiną miarę są : 
między ŝabą pi faul SU.*.
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r .
N iektórych nawet liczb pierwszych można b§= 

dzie otrzym ać logarytm y tym  samym sposobem. 
I tak ponieważ 5 =  ^ ,  w ięc / 5 = / 10  —  /2 ; i t. d.

i 4 4 . L o g a ry tm y , które zw yczayn ie  w yrażaią 
się ułomkami dziesiętnetni , złożone są z dw óch 
części przecinkiem  od siebie oddzielonych : część 
po lew'e'y stronie przecinka b ęd ą ca , iest zawsze 
albo zerem , albo liczbą ca łk o w itą , część będąca 
po p raw ey  stronic przecinka iest ułomkiem dzie­
siętnym. P ierw sza część zow ie się cechą lo g a ry ­
tmu , chnracferisłica ; g d y ż  daie poznać do którego 
rzędu iedności należy , czy li z iłu c y fr  składa się 
lic z b a , którey dany iest logarytm . ‘ Jedności p ier­
wszego rzędu czyli liczb y  iednocyfrow e maią w  
W logarytm ie cechę o ; iedności drugiego rzędu 
czyli liczb y  dw ucyfrow e maią za cechę 1 ; iedno­
ści trzeciego rzędu czyli liczb y  trzycyfro w e maią 
za cechę 2 ; i t  d, W ogólności iezeli cecha da­
nego logarytm u ma iedności n , liczba temu loga- 
rytm ow i odpowiadaiąca składa się z c y fr  n 4- 1 ; 
i odw rotn ie, iezeli dana liczba ma c y fr  n , ce­
cha logarytm u liczbie te'y odpow iadaiącego ma 
iedności n —  1.

145. L o garytm y liczb dziesięciokrotnych czyli 
dziesięć ra zy  od siebie w iększych  lub m nieyszych, 
maią drugą część po praw e'y stronie przecinka 
znayduiącą się iednak o w a , i tylko cechę odmienną. 
np. liczba 5436o ma zk logarytm  - - 4,7362794.

o Logaryłmach. 1 7 $

bo g d y  każda z tych  liczb iest ilorazem poprze- 
dzaiącey przez 10 podzielon ey, w yp ada stąd, ze 
chcąc otrzym ać logary/m  ied n e'y , trzeba od lo ga ­
rytm u drugie'y odiąć logarytm  liczb y  10 czy li 1 
(137) ; a tym  sposobem cecha logarytm u  liczb y  
poprzedzaiące'y zm nieyszy się ied n o ścią , część 
zaś logarytm u po p raw ey  stronie przecinka fc§« 
daca zostanie ta sama.

146., * 7

www.rcin.org.pl



i 46 . Ponieważ u łoim k iest ilorazem liczm ką 
podzielonego przez m ianow nik, a dzielenie z,a po* 
mocą logarytm ów  o rb yw a się przez odięcie loga* 
rytm u dziulrika od logarytm u dzielney ; clicąO 
w ię c  otrzym ać logarytm  u łom ka, trzeba od lo- 
ga rytm u licznika odiąć logarytm  mianownika* 
K ie d y  licznik iest m nieyszy od m ianownika., bę­
dzie tez logarytm  licznika m nieyszy od logarytm u 
m ianownik i ; pdeym uiac przeto drugi od p ier­
w szego r* ..-/ta w ypadnie ndieińna. Skąd się o- 
k a z u ie , że k g a r y tm y  ułom ków  są odiemne.

Chcąc np. znal. źć logarytm  ułomka f , trzeba 
od logarytm u it.dności, którym  iest o , odiąć lo- 
garytni liczb y  2 , którym  iest o,5oio3oo i będzie 

=  o —  o 3o j o 3oo — —  o ,3o io 5oo.
O diąw szy od o liczbę i , 3o io 3oo, która iest 

logarytm em  20, znaydziem y logarytm  ułom ka ~rg 
r ó w n y — i , 3o io 3oo.

Poniew aż I 3 =  0,4771213 a I2  =  o,3o io 3oo ; 
w ięc logarytm  | =  o,3o io 3oo ’—  0,4771213 =  —~ 
01760913 i t  d.

A  zatem chcąc np liczbę 36 rozm nożyć przez 
ułom ek | , trzeba do logarytm u liczb y  3 6 , kto? 
ry m  iest 1,5563026, dodać logarytm  ułom ka 
którym  jeśt — 0,1760913; aże drugi logarytm  iest 
odiem ny , w ięc go od pierw szego należy odiąć ; i  
będzie 36  X  ̂=  1 36  4 - 11  =  1,5566025 -0,17609^.3,

Skąd się o kazu ie, że mnożenie liczb y  całko* 
w ite y  przez ułom ek za pomocą logarytm ów  od? 
b y w a  się przez odięcie logarytm u ułomka od lo­
garytm u  c a łk o w ite j;  g d y  tym  czasem mnożenie 
liczb ca łk o w ity ch , iakośm y iuż o k a za li, odbyw a 
się zawsze przez dodanie logarytm ów  liczbom tym  
odpow iadaiących. Przeciw nie dla podzielenia li­
czb y  36  prze2- ułomek | , należałoby , odciągaiąc 
odiem ny logarytm  ułom ka  ̂ od logarytm u całko­
w it e j  36  , podług praw ideł odeym owania (24) ,  
logarytm  ułom ka dodać do logarytm u całkow i­
t e j  ; g d y  tym  czasem dzielenie liczb ca łk o w ity ch  
odbywa się przez odięcie logarytmów do liczb

tych

i<y4 R o z d z i a i  V I I I .
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tych  n ale żacy cli. Ta nieiednóstayność działań za 
pomocy logarytm ów  zdaw ać się może na pierwsze 
w eyrztn ie  szczególnieyszą. L ecz zg łęb iw szy  rzecz 
n a leży c ie , przekonam y s ię ,  że zawsze odeym o- 
nie logarytm ów  odpowiada dzielenia liczb , a do* 
dawanie logarytm ów  odpow iada m nożeniu liczb , 
czy  liczb y  te są całkow ite c z y  u lom kowe. Jakoż 
dla otrzym ania logarytm u ułom ka odeym uiem y
logarytm  licznika 2 od logarytm u m ianownika 5> 
a przed' pozostałą reszką daiem y znak — . N ie 
zważaiąc zatem na znak — , logarytm  ułom ka |  
iest w łaściw ie m ówiąc logarytm em  ilorazu w yp a- 
daiącego z podzielenia m ianownika 3 przez licznik 
2 , i należy do ułom ka M nożyć zaś liczbę 36 
przez | iest to sam o, co ią podzielić przez f ;  obu- 
dw óch bowiem działań w ypadkiem  iest a4 .

147. Lecz można z łatw ością uniknąć lo gary- 
łm ów  odiem nych w  działaniach z u ło m k a m i, iak  
pospolicie czyn ić się z w y k ło : dosyć iest tym  ko ń ­
cem cechę logarytm u licznika pow iększyć tylu  ie- 
dnościami ile się p o d o b a, b y le b y  od tak p o w ię­
kszonego logarytm u licznika m ógł b y ć  odiętym  
logarytm  mianownika ; a w  znalezionym  ostate­
cznym  w yp adku  odciąć z p ra w e y  strony tyle cy fr , 
ile  iedności dodało się do ce ch y  logarytm u liczn i­
ka. I tak chcąc np. znaleźć logarytm  ułomka 
do ce ch y  logarytm u licznika 5 , k tó ry  iest 0,477] 215, 
dodaw szy np. 3 iedności , będzie 3,4771216 , loga­
rytm  liczb y  1000 razy  w ięk szey  niż iest licznik 3 
( i 4 5 ). O d tego logarytm u odiąw szy logarytm  
m ianownika S , k tó ry  iest 0,9030900 , zostanie 
2,574o3i3 logarytm  liczb y  1000 ra z y  w iększey niż 
ułom ek g. Logarytm ow i temu odpowiada w  ta­
b lic y  liczba 670: liczba zatem ta podzielona przez 
1000 będzie ważnością ułom ka 1 w  rzeczy  sa* 
me'y ułom ek | obrócony na ułom ek dziesiętny czy* 
ni 0,675. G d y b y  trzeba b y ło  m nożyć ułom ek |  
przez całko w itą .̂ 5 6  ; do pow yższego lcgarytm u  
2 ,S74o 3 i 3 , dodaw szy logar. liczb y  3 6 , który  iest 
L 55b3o2 5 ; będzie 4 , t 5o355$ lo g a rytm , którem u

od-

I 1 . ■ . 7 )
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odpowiada w  tablicy liczba 13500 tysiąc razy  w ię­
ksza niż iloczyn szukany. Iloczyn w ięc ten bę­
dzie i 3 ,5oo, °?yH i 3>5 * i t* d.

Skąd się okazuie , że odeym owąnie logary- 
tm ów można zamienić na ich  dodaw anie, iak się 
pospolicie czyni , równie dla iednosta-yności w  
działaniach z log/rytm am i , iako też dla u łatw ie­
nia tych że działań : odeymowąnie bowiem liczb 
w ielkich  w ym aga w iększey uw agi aniżeli dodaw a­
nie. Chcąc ni), podzielić f 86 przez 3 i , trzeba od 
logarytm u dzielm y  , k tó ry  iest 2,2695129 , odiąć 
logarytm  dzielnika , to iest i , 4g i 3 6 i6 , a reszta 
0,7781513 iest logarytm em  ilorazu. Dec* zamiast 
odeym owania logarytm u dzielnika od logarytm u 
dzielney r  można logarytm  p ierw szy odiąć np. od 
liczb y  10. Odeym owąnie to nie w ielkiey  w ym aga 
u w a g i: g d y ż  ws ystkie cy try  logarytm u poczyna- 
iąc od strony lew ey odeym uią się .od 9 ; a ostatnia 
od 10; tym  sposobem różnica m iędzy liczbą 10 i 
logarytm em  1,4913616 , znayduie się bardzo łatw o, 
i  pisze się pod logarytm em  d zieln ey; potem oba 
te lo garytm y dodaią się , a od ich summy odey- 
m uie się liczba 10 reszta iest logarytm em  szu* 
kanego ilo razu ; będzie zatem
Logarytm  dzielne'y - - - - - - -  2,2695:129.
R o ln ica  m iędzy 10 i log. dzielnika - - 8,5086384. ^

8uińnia 10,7781518.
Od te'y sum my odlaw szy' liczbę 1 0 , będzie 

0,7781513 logarytm  szukam go ilorazu.
Sposób takow y postępowania zgadza się zu- 

" pełnie z  w yłożonem i zasadami działań a lg e b r a i­
czn ych . Jakoż odeym uiąc np. zw yczaynym  spo­
sobem ilość b od ilości a ;  zostaie a —-b; g d y  zaś . 
p ierw e'y ilość b odeymuie się od 10, i pozostała 
reszta 10-— b doda się do ilości a ,  będzie summa 
« -h io  —  b y od którey odiąw szy ioj, zostanie'reszta 
tc*— b iak w y ż e y  • , ^

Różnica m iędzy danym logarytm ęm  a Iięjsbą 
10 , 100; i t. d nazyw a sig aopeińiemem (nyime* 
t y c z n y m  tego logarytmu. i4$.

17 6  R o z d z i a ł  V l l L
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l 4 8 . Częstokroć się przytrafia , ie  po cdby- 
te'm działaniu w ypadnie logarytm  ta k i , który się 
nie znayduie w  tablicach. S p o só b, podług któ­
rego znaleźć można liczbę logarytm ow i temu odr 
powiadaiącą , w y ło żym y  w  następuiącym  p rzy­
kładzie: chcąc za pomocą logarytm ów  rozm nożyć 

* 3 1 * •
354 przez 7| czy li przez —  ; będzie

4
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Doga*

rytm ten w  tablicach się nie zn a y d u ie : lecz z 
dwóch naybardziey do niego p rzyb liża iących  się 
w iększy iest 5 ,4 3 8 3 $ j/ ,k t ó r y  odpowiada liczbie 
2744 , m nieyszy zaś’ iest 5,4582258, któ ry  odpo­
wiada liczbie 2745. Skąd w noszę, że liczba od- 
powiadaiąca logarytm ow i 3,4583050  inusi b yć  2743 
i ułom ek Dla oznaczenia tego ułom ka biorę na­
przód różnicę m iędzy loga rytm am i liczb 2744 i 
2743  , potem różnicę m iędzy logarytm em  danym  
5 ,4 5 8 5 o o i logarytm ełn liczb y  2 7 4 5 ; pie'rwsza z 
ty ch  różnic iest 0,0001^85, druga 0,0000792. Aż® 
różnice logarytm ów  m ało co od siebie odmien­
n ych  , mogą b y ć  uważane za proporcyonalne ró­
żnicom liczb tym logarytm om  oapow iadaiących,
W działaniach zw łaszcza W których  n a jc z ę ś c ie j  
rzecz idzie ó wynalezienie ważności p rzyb liżo n ych ; 
układam w ięc następuiącą proporcyą : iak się m a 
różnica m iędzy logarytm am i odpowiadaiąctm i dwóm  
liczbom  2744 i 2743 do różnicy  tych że liczb ; to 
iest do 1 , tak się ma różnica itiiędży logarytm em  
liczb y  szukan ej i liczb y  2743 do ró żn icy  tychi® 
liczb. Różnica zate'm m iędzy liczbą szukaną i li­
czbą 2743* , będzie czw artym  w yrazem  następuia- • 
ce'y p r o p o r c y i: o ,oooi5 8 3 : 1=0,0000792: x ;  czy li 
(91) i; 83 ; i —  792 : x  —  o, 5 Ułomek ten,
dodaw szy do 2743, będzie 2743,5 liczbą odpowia* 
daiącą logarytm ow i 3 ,4385050 .

Czasem nie tylko c y try  dżiefcłęttie, lefcż i oe- 
th a  datiego logarytm u ait zgadza się i  lo g a jjJ

fil * tm*«
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tmami tablic. I tak chcąc np. w yciąg n ąć  pier. 
w iastek k w ad rato w y  z liczb y  28 za pomocą loga.

1 28
rytm ó w , będzie V~ 2 8 = - - -  =  0,7235790. Loga.

rytm  ten w zięty z cechą 3 naybliższy  iest dwóch 
logarytm ów  3,7266198, i  3,72.3^578 , które odp«- 
w iadaią liczbom 5292 i 5201. A zate'm logarytm  
pierw iastku liczb y  28 w zięty  z cechą 3 odpowia­
dać będzie liczbie m nieyszey od 5292 , a w iększey 
od 52^1 ; to iest, liczba logarytm ow i temu odpo- 

- wiadaiąea będzie 5291 i ułom ek A byśtny ten u- 
łom ek oznaczyli , w eźm y naprzód różnicę m iędzy 
logarytm am i liczb 5292 i 5291 ; potem różnicę m ię­
d zy  logarytm em  pierw iastku liczb y 28 w ziętym  z 
cechą 3 ,  i logarytm em  liczb y  5291: pierw sza z 
ty ch  różnic w ynosi 0,0000820, druga 0,0000412. 
Ułom kiem  zatem szukanym  będzie czw arty  w yraz 
następuiące'y propor: 0,0000820 : 1=0,0000412 :

U łom ek ten dodaw szy do liczb y  5291 , będzie 
5291,502 liczba , k tórey  logarytm em  iest 3,7235700. 
C y fry  dziesiętne tego logarytm n zgadzaią się zu: 
pełn ie z cyfram i dziesiętnemi w  znalezionym lo- 
garytm ie pierw iastku kw adratow ego liczb y  28 ; 
ircz  ostatni ma za cechę o , co dowodzi źe liczba 
temu logarytm ow i odpowiadająca iest Jednocyfro­
w a (i44): pierwiastkiem  przeto szukanym  będzie 
liczba 5,291502 : taki też iest pierwiastek liczb y  28 
znaleziony sposobem zw yczaynym .

149. Tablice logarytm ów  iakich zw yczayn ie  
w  działaniach u żyw am y , co do rozległości swo- 
ie'y są rozmaite : najpospolitsze rozciąga ią się 
tylko do liczb y  10000 łub 20000. Można iednak z 
łatw ością znaleźć logarytm  w szelkićy liczb y  tak 
w ie lk iey  , iak się podoba , za pomocą logarytm ów  
liczb tablicą o b ię tych , a to sposobem następują­
cym  : D a y m y , źe potrzeba znaleźć logarytm  li­
czb y  879653 za. pomocą tab licy  rozciągaiącey się 
tylko do 10000. O d ciąw szy  w  liczbie daney dw ie 

• «sta-
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ostatnie c y fry  będzie liczba 8796,56 sto razy mińey* 
sza od liczb y daney. Część całkow ita tey  liczb y , 
to iest 8796, znayduie się w  ta b lic y , i ma za lo ­
garytm  3,.9442852. Biorę potem z tablicy różnicę 
logarytm ów  dwóch liczb po sobie następuiących, 
to iest "8796 i 8797; różnica ta iest o,coco494. 
Aże różnice liczb mało co m iędzy sobą różniących  
sie m ogą b yć  uważane za proporcyonalne różni­
com logarytm ów  liczbom tym odpow iadaiących, 
lakośm y iuż to u w a ża li; układam  w ięc następur 
iącą p r o p o r c y a ia k  się ma 1 różnica dw óch liczb 
8797 i 8796, do różnicy  ich  lo garytm ó w , to iest 
do o,oooo494  , tak się ma 0,53 różnica dw óch 
liczb 8796,55 i 8796 , do różnicy  ich  logarytm ów . 
A zatem ta ostatnia różnica będzie czw artym  wy* 
razem n a s tę p u ią c y  p r o p o r c y i:

1:0,0000494 =  0,56: x  — o 000026182 ; 
opuściw szy dwie ostatnie c y fry  dziesiętne , będzie 
X 3= 0,0000261. Dodaw szy  liczbę tę do 3,9442852 
ło gar liczb y  87^6, będzie 3 ,9 4 4 3 n 3 logarytm  U«r 
c zb y  8796,50 Ze zaś liczba ta iest 100 razy  m niey- 
sza od liczb y daney 879653, w ię c  dodaw szy d w ie  
ledności do cech y  pow yższego logarytm u , będzie 
logarytm  szukany 5,9445113 .

i5o. To cośm y dotąd o logarytm ach pow ie­
dzieli , dostateczne iest do okazania , iaklm sposo­
bem tablic logarytm  o w ych  do rachunku u żyw ać 
należy. P ró cz tego tablice te maią na w stęp ien ie  
ty lk o  w y k ła d  porządku pod‘ług którego są ro z ło ­
żone, i k tó ry  iest W każdem niem al dziele tablic 
io garytm ow ych  o d m ien n y ; ale też podaią różne 
fiposoby i skrócenia w  działaniach z logarytm am i 
u żyw an e. W stęp w ięc  takow y p ierw ey  odczytać 
jia leży  nim się do u żyw an ia  tablic Iogarytm ow ych 
przystąpi.

O dczyttiiąć takowe w s t ę p y , natrafiam y czę* 
śtokreć h a w yrażenie , że lo gary im zero równy 
iest liczbie nieskończoney wziftey ze znakiem od­
lewnym. A b yśm y to w yrażenie zrozum ieli , uw a­
żać p o trzeb a , że lo garytm y rów nie iak  odpowift- 

M a da*
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daiące im lic z b y ,  powiększała się bez g ra n ic , i 
m ogą b y ć  nieskończenie w ielkie. Aże kierfy li­
czba ‘y iest u łom kiem , logarytm  ie y  x  ma za­
w sze przed  sobą znak odiem ny, i iest ilością tern 
w ię k szą , im mnieyszą ma ważność liczba y , i a- 
kośm y to wyże'y uważali (iS8 )iest w ięc rzeczą o- 
czyw istą  , ze w  tym  przypadku nie podobna dla 
x  naznaczyć ważności tak w ie lk ie y , ażeby w a ­
żność ta wzięta ze znakiem odiem nym , czyn iła  
liczbę y  zupełnie równą zeru ; a te'm samem loga- 
rytm em  zera musi b y ć  liczba nieskończona wzięta 
*e znakiem odiemnym.

151 U kład logarytm ów  liczbę 10 za zasadę 
m aiących , o których  dotąd m ów iliśm y, zow ie się 
układem  logarytm ów  pospolitych, dla ró żn icy  od 
in n ych  . układów  logarytm ow ych p odług inney 
zasady w yrach ow an ych  i m aiących inne nazw i­
ska. -W każdym  układzie logarytm* m iedności iest 
zero : g d y ż  iakakolwiek będzie ważność zasady a, 
zaw sze iest a ° = i .  W szystkie inne l ic z b y ,  ie- 
dność w y łą c z y w s z y , maią w każdym  układzie 
cnne logarytm y ; rzeczą bowiem iest widoczną , ze 
ieżeli a i A są d^rie różne zasady dwóch układów  
logarytm ow ych , i ieżeli iest w  iedr.ym układzie 
< ?t= y, w  drugim  A**— y :  w yk ład n ik  x  będący 
logarytm em  liczb y  v w  układzie pierw szym  musi \ 
b y ć  koniecznie odm ienny od w yk ład n ik a  x, będą­
cego logarytm em  teyże same'y liczb y  y w u kła­
dzie drugim . Lecz maiąc logarytm  liczb y  iakiey- 
ko lw iek  y podług zasady a w y r a c h o w a n y , łatw o 
iest otrzym ać logarytm  teyże liczb y  stosowny do 
in n ey iakieykolw iek zasady przez A oznaczone'y» 
Jakoż z dw óch równań a x =  y , A x>— y , w ypada 
A x‘— ax. O znaczyw szy przez 1 logarytm y maiąc# 
za ząsadę o ;  będzie IA30' — lax .

Ze zaś podług założenia 10*== ly  a 1AX'= .\ ^ A
157); bedzie w ięc x , U  =  \y', a tem samem 

1 ..

l8a V I I I .

Leci
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L ecz u^ażaląc A za zasadę , Xj iest logary- 
łmem liczby y w  układzie d ru gim : oznaczyw szy 
zatem logarytm y tego drugiego układu przez L , 
będzie LA*fc=’L »  ; czyli x ,—  h y . W  powyz§ze'm 
w ięc równaniu 'zam iast p o ło żyw szy  hy  , będzi*

o Logarytmaeh- *8 i

To iest: chcąc znalesć legnrytm liczby y  w u* 
kładzie drugim, trzeba iey iogarytm wzi{ty Z u~ 
kładu pierwszego podzielić przez takiż logaryim 
zasady ukiadu d)ugiego.

Z równania poprzedzaiącego w ypada takie

Skąd sie o kazu ie , ze iakakołw iek iest liczba 
y ,  zawsze m iędzy iey  logarytm am i \y i L y  zacho­
dzi stosunek nieodm ienny i rów n y 1 A.

iÓ2. A byśm y się z używ aniem  logarytm oW  
osWoili , rozwiążem y za ich  pomocą naprzód nie­
które form uły ogólne , potem zagadnienia liczebne* 

Z definieyi łogarytm ów  i z tego cośm y o nich. 
dotąd powiedzieli w ypada , ze

0 * * *  5
liów nanie bz =  c chcąc rozw iązać za pomocą 

łogarytm ów  będzie
1 c;aie Ib'" =  z 1 bf więc^Lb s a l c, a ternsamem
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•82 A  o J! A 4  i a l V III .

Podobnież chcąc za pomocą, logarytm ów  roz-

wiązać równanie ^  ~  d , ,w którem z w ykładn ik 
w ykład n ika  c iest ilością niewiadomą ; trzeba 
naprzód uczynić cz ~ u  tym  sposobem równanie 
.dane zamieni $ig w  następuiące: bu =  <t j w ięc  
l^ w== ł d czy li u 1 b =  1 d ; a tern samem 

Id  -i. /rf
, czyli cr =  g d y ż  m ==cz p o d łu g  p rzy ­

puszczenia. W  tern równaniu w ziąw szy  znowu 
lo g a ry a n  obu stron , będzie

W  tern o^tatnie'm w yrażeniu  w yra z  11 d znaczy 
logarytm  logarytm u ilości d , i otrzym uie się u- 
w aia iąc  logarytm  ilości d iako liczbę pospolitą.

Ilości bz,  bG i tym  podobne, zow ią sig wykla~ 
dnicze» fjęponentiales. ,

153. Zagadnienie I. JT postępie jeometrycznym 
maiąc wiadomy wyraz pierwszy a ,  o fta tn ib , * 1*- \ 
czbę wyrazów n , znaleźć stosunek q  ; albo też ma­
iąc wiadome a , 1 x q , znaleźć n„

C bcac np. m igdzy dwiema liczbam i 3 i 192 u- 
la ieścić  p ięć średnich jeonietrycznie proporoyo- 
nałnych  ,  trzeba u łożyć postęp jeam etryczny, któ­
rego w yraz pierw szy iest 3 , ostatni 192:, a liczba 
w yrazó w  7. Postęp takow y ła tw a  będzie u ło ży ć  
s c a k z łs z y  stosunek. P o ło żyw szy  w igc w  po w y z*

$ze'n*
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szem równaniu 192 zamiast 1 , 3  zamiast a ,  6 za­
miast n 1 , będzie

•  Łogarytmach. 183

6
Logarytm  ten odpowiada liczbie 2 ; w ię c q  =  2. 

Postgp zatem szukany będzie ~  5 : 6: 12: 24: 4 8 : 
9Ó: 192.

Podobnież chcąc rozwiązać zagadnienie fiastg- 
p u ią ce : z beczki obeymuiącey 100 garcy wina, utu­
czono garniec wina , a wlano garniec wody; uto­
czono znowu garniec łey mieszaniny, a wlano gar* 
nieć wody; i t. d: ileż razy działanie ło powtó­
rzyć należy, aby w ostatniey mieszaninie w beczce 
znayduiącey się woda z winem na pól była zmie­
szana f  trz^ ja u w ażać, z e z a  kazdem działaniem  
ubyw a setna część wina w  beczce się znay dm ące­
go0 ; liczb y zatem w yrażające ilość wina w  beczce 
będącego składaią postęp geom etryczny m aleiący, 
którego w yraz p ierw szy  iest 100, drugi 99, osta­
tnią 5 0 , stosunek zaś -£-■  Postęp ten zamienić 
można na postęp ro sn ą cy , którego p ierw szy  wy^

raz iest 50 , ostatni 100, a stosunek —- „  L iczba
9 9  .

w yrazów  postęp ten składaiących iest widocznie le- 
dnością w iększa od liczby działań do otrzym ania 
aądaney m ieszaniny potrzebnych : g d y ż  oprócz 
w yrazów  oznaczaiących ilość w ina po każdem 
działaniu w  beczce pozostałą, iest ieszcze w y ra z  
ostatni 100 oznaczaiący ilość wina znayduiącego 
się w  beczce przed rozpoczęciom  działań. YV ró­
w naniu zatem

www.rcin.org.pl



To iest.: potrzeba b yło  utoczyć z beczki bli­
sko 69 g arcy

Ten sam iest sposób postępowania w e w sz y ­
stkich innych zagadnieniacn , w  iakim kołw iek 
bądź kształcie w ysło w io n y ch , które z wiadom o­
ści o postępach jeom etrycznych u ło żyć in o in a , ia- 
k ie  8¾ np. nastgpuiące :

W łaściciel wartuiące'y kilka kroć stotysigcy 
maigtności oświadcza p rzyiacio łom , ze maigtność 
tg podzRtił na 3z a k c y y  rów n ych  , które ch cia ł­
b y  sprzedać w  następuiący sposób : pierw szą ak- 
®yą za 1 grosz m iedziany, drugą za 2 grosze, trze­
bią za 4 g ro sze , czwartą za 8 groszy i t d. lecz 
% £ym istotnym  warunkiem  dla początkow ych ak- 
eyonistów  , ze poty a k cyy  sw oich nie zaym ą w  
posiadłość , póki mu kupców  nie w yn aydą na 
W szystkie. Ileż bgdzie kosztowała ostatnia akcya, 
ł  ileoy  dostał w łaściciel za maigtność tym  sposo­
bem sprzedaną ?

Dłużnik winnym będąc 54ooo- zł. umawia się 
* wierzycielem - że tesli mu długu tego nie wypła­
ci na oznaczonym terminie , tedy (za pierwszy mie­
siąc przetrsymaney wypłaty, zapłaci od każdego 
sta po 1 dinarze , za drugi po 2 denary , za trze­
ci po 4  denary i t d. Wypłata długu przetrzy­

mana była łat 8 t 4 miesiące,  takąż summę prócz \ 
kapitału winien iest dłużnik wierzycielowi ?

W  pi er wszem z tych  dwóch, zagadnień idzie 
®' wynalezienie w yrazu ostatniego i summy w szy­
stkich  w yraźów  składaiącyeh postgp jeometry- 
c z n y , k tórego w yraz  p ierw szy iest 1 , stosunek 
3  9 a liczba w yrazów  32 . W równaniach zatem

i &4 R o z d z i a ł  V U t

*c»yniw szy « =  1 ,  ą =  2 ,  n =  3 z , bgdzie 
i —} 3,1 r = Ż .  23- —  1 = 2 ^ . - 1 .  Ó d.)yw szy dzia­
łanie pomocą logarytniów  znaydziem y 

"  2 i 47483648  groszy s — 429^967 295 gro szy  czyli 
/=*=.3976821: GJ* zl to zł. i groszy 8.
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s =» 7g53643  cz. z ł. 1 złote i groszy  i 5 .
Zagadnienie drugie tein się różni od pier- 

w szego , że w  niem potrzeba znaleźć summę po­
stępu jeom etrycznego złożonego ze 100 w yrazów* 
w  którym  w yraz pie'rwszy iest z ło ty  ie d e n , w.y- 
raz drugi złotych  2 i t. d. rachuiac na ieden grosz 
m iedziany denarów 18, Będzie zatem s^= 2100—  l.

To iest: liczbę 2 podniósłszy do potęgi se* 
tne'y i od w ypadku odiaw szy iedność, reszta b i ­
dzie summa z ło ty c h , która dłużnik oprócz kapi­
tału winien w ierzycielow i. Będzie w ięc 
2io» _  |0g. 2 x  IOO o^,|o3oo x 100 == 3o, io3oooo.

Ponieważ ten lo^arytm  ma za cechę 00 ie- 
d n o ści, summa zatem szukana składa się ze 3 i 
cytr  ( i4 4 ) . i t. d.

154. Zagad. II. Kapitał a umieszczony w ban* 
ku na lat n iaki będzie na końcu ostatniego roku 
wraz z procentem, biorąc procent składany , czyli 
rachuiąc procent od procentu?

Procent roczn y od k a p ita łu , iak wiadomo z  
A ry tm e ty k i, dwoma sposobami ®dtracić można : 
albo liczbę set w  kapitale zaw artych  mnożąc przez 
procent roczny od iednego sta ; albo liczDę iedno- 
ści kapitał składaiacych mnożąc przez procent ro­
czny od iednego złotego. W pierw szym  przypad­
ku  procent roczny rów na się kapitałow i podzie­
lonemu przez 100 , a rozmnożonemu przez li­
czbę w yrażaiącą procent roczny od s t a ; w  dru­
gim  przypadku p>oceni roczny rocuna się kapitało­
wi rozmnożonemu przez liczbę wyrażaipcą procent 
roczny od 1.

O znaczyw szy zate'm procent roczny od 1 przez 
r ,  procent roczny od kapitału a umieszczonego w  
b a n k u , p o d łu g p o w y ższe g o p ra w id ła , będzie =  ar. 
Ze zaś p o d łu g  zagadnienia , w ierzyciel przyłącza 
procent do kap ita łu , dodaw szy zatem ' procent ar 
do kapitału  początkowego « , kapitał w raz z pro­
centem  na końcu roku pte'rwszego będzie 

tt-ł- ar ==a (| -ł- r ) ,

Ka-

•  logarytmach. *85'
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K a p ita ł ten zostawiony w  banku na rok dru­
g i , przyniesie' rocznego procentu , p o d łu g  po­
w yższego  p ra w id ła , ar (i~-h r) , k tó ry  dodaw szy 
do kapitału a (i +  r ) ,  bgdzie kapitał w raz z p ro ­
centem na końcu roku drugiego.

i86 ' t t o x d %i a t  VIII .

K ap ita ł znowu ten zostawiony w  banku na rok 
t r z e c i,  przyniesie procentu rocznego ar (i +  r)*s 
k tó ry  dodawszy do kapitału « ( i- ł- r ja, bgdzie ka~ 
jpitał w raz z procentem  na końcu roku trzeciego
« ( ł  +  r)1+ o r ( i + r ) ł =  ( a t fllf) (1 +  )̂1 = «  ( i +r )
(1 + t ) 1 =  n (1 -+-r)3.

T y m  sposobem postgpuiąc dale'y, znaydziem y, 
ze kap ita ł w raz z procentem na końcu roku  
czw artego będzie a ( i + r ) 4; na końcu roku piąte­
go a (1 -ł- r)5 i t. d. na końcu roku ostatniego czy li 
ń ,  « (1 + r ) w.

Poozątkow y' zatem kapitał a w raz z kapitała­
m i na końcu roku ig o  , 2go , 5 g o . . .  ngo składa 
następuiący postęp jeom etryczay : .

w  którym  i + r  iest stosunkiem , liczba w yra zó w  
n 4 -1 , a w yra z  ostatni a ( 1 4- r)n — A.

Z w y cz a y n y  procent iest po 5 od sta , w  tyra, 
wi§G przypadku będzie
r == j | 5 =  : a tern samem 4 4 * r =* 1 ■ +* 25 =  2 3*
Chcąc się np. dowiedzieć w  iaką summę urośnie 
na końcu 25 roku kapitał 1000 zł dany na tako­
wy procent po 5 od sta , trzeba w  równaniu A = .a  
(1 4-t)w uczynić a =  1000, r =  ^ , n =  25 ; tym  
sposobem równanie to zamieni się w  następuiąee : 

A — 1000 ( y ) “5; co rozw iązaw szy za pomocą 
v lojrarytm ów będzie IA —  liooo 4 - (I21 —- I20) K  

25 =  3,5297322. >
L ogarytm  ten w  tablicach odpowiada liczb ie 

3380,353 blisko. To iest: 1000 zł. dane na tako­
w y  procent na końca, 2£ ro ku  u ro słyb y  w  sum-

33łK>,3s3*
i* «6
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G d yb y  summa zostawała w  banku przez lat- 
100 , znateźlibyśm y A — 1000 {§£)IO# *=; 1000 
X i 3i ,5 =  151500 blisko.

To iest: 1000 zł dane na tako w y procent rWt 
końcu 100 roku urosłyb y w  summg 111500. Skąd 
sig okazuie iak szybko rośną k ap ita ły  przez przy* 
dawanie do nich procentów skład an ych .

Z  równania A — a (1 +  r)n, można w yp ro w a­
dzić cztery zagadnienia; 1. Maiąc wiadomy kapi* 
tai początkowy a* procent roczny r ,  i liczbę lat 
pobieranych, procentów n ; znaleźć kapitał ostate- 
tzny A. Z igadnienie to rozw iązaliśm y wyże'y.

2. Maiąc wiadome a ,  A  i n ,  znaleźć r.
W  równaniu A  =  a (1 -+- r)n podzieliw szy

*bie strony przez a bgdzie (1 + r )n =  ~  czyli

o Logdrytmach. 187

np. Dłużnik maiąc za lat 12 zapłacić summę 
I ,20*22 zł. chce dla pozbycia się tego długu oddać 

natychmiast wierzycielowi 10000 zł. iakiż potrąca 
sobie procent ?

W pow yższe'y Formule p o ło ży w szy  20122 za* 
miast A ,  10000 zamiast a .  12 zamiast « ,  bgdzie

ą  £» Ł
L ogarytm  ten w zigty  z cechą 2 , w  tab licy 

odpowiada liczbie 106: ten sam w igc logarytm  
w zig ty  z cechą o odpowiadać bgdzie liczbie 100 
razy  mnieyszey : a te'm samem i-h r = » i,o d  w iec 
r==o,o6; to iest: d łu żn ik  potrąca sobie po 6 od sta.

3-. Maiąc wiadome A ,  r  i n ,  znaleźć a.

np. Dłużnik za łat 15 winien iest zapłacić 
tooooo zł. bez procentu t iakąż summę ma Łerar

od-
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oddać wierzycielowi dla pozbycia się tego długu^ 
Z potrąceniem sobie procentu po 5 od sta ?

U czyniw szy 100000 =± A , 1 5 =  n. 2|  =  r , a tern 
samem §£ ~  1 -+- r ; pow yższa form uła zamieni się 
W następuiącą: <

iM  v R o z d z i a ł  V II I .

\ % f V 2 O / ^  ̂ r ę %
Ze zaś 1(||).,3=121 —  I.20, trzeba w ięc różni*' 

e§ tych  dwóch łogarytm ów  rozm nożyć przez 15, 
iloczyn ten odiąć od logarytm u liczby iooóoo; re­
szta będzie logarytm em  liczb y  szukane'y.

4 . Maiac wiadome A  a i r . znaleźć n.

Chcąc np. dowiedzieć się za ile lat kapitał ta 
dany na procent po 5 od sta , zostanie podw ojony, 
w  równaniu A=z=a(i-br)n p o ło żyw szy  naznacza­
ne w ażności , będzie

to iest: kapitał um ieszczony w  banku na procent 
ękładany po 5 od sta ro czn ie , podw oiony zosta* 
nte za lat i 4 , m iesięcy 2 i dni blisko 15.

155. Zagadnienie III. Umieszczono w banku 
pierwszego roku summę a , drugiego ro<u przydano 
summę b , 3go summę c , 4^o summę d ; ostatniego 
roku summę k ,  na procent składany: i t. d ; ia* 
kiź będzie kapitał wraz z procentami na końcu ro- 
ku n /

j£He'rwsza summa « leżąc w  banku przez li­
czbę lat n f urośnie na końcu w  kapitał a (1 -t* r)n 
(ló l) .

'D ru g a  summa b leżąc w  banku p rzez lat n— 1 
urośnie w  kapitał fi (i ■ ł-t)*1'”1.

Trzecia summa c leżąc w  banku przez latn—-a
urośnie w kapitał r(i -Fr)H~* i t. d. Nakoniec o*

sta-
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statnU summą* k leząc w  banku przez ieden tył* 
ko rok urośnie W kapitał k ( i -ł-r); Będzie w ięc 
kapitał ostateczn y, czyli

9 logarytmach.

Znalazłszy ważność kazdpgo W yrazu strony 
drugiey tego rów nania, żnaydziem y kapitał osta­
teczny A .

D ziałanie to iest nierównie ła tw ieyśze , gdy
iest

D ru ga  strona tego równania składa postęp 
Jeom etryczny, w  którym  w yraz pie'rw szy iest 

w yraz ostatni « ( i- ł- r ) w stosunek i-ł-r»

• r ' f ■ '£. - : v£-'
Z równania tego można takie  wyprowadzi® 

eztcry zagadnienia takie iakieśm y w yprow ad zili 
z równania A — a ( t •+• r)n.

i 56 . Zagadnienie IV. Dłużnik winnym będąę 
summę A , umawia się z wierzycielem, ze muttług 
ten wraz z procentem ratami wypłacać będzie. Na 
frocy tey umowy wierzyciel przy końcu każdegif 
roku dostaie od dłużnika jUmmę a. Tym sposubef* 
przez lat n diug wraz z procentami od procentów ' 
Urno,zony został. Ileż wynosiła summa a f

Początkow y kapitał A  zostaiąC W reku dłu* 
inika przez rok pie'rw szy , na końcu roku tego 
urośnie w  summę A  ( i- t-r ) , a po oddaniu wie* 
rzycielow i summy a ,  na ^początku roku drugiegfi 
zostanie u dłużnika A  ( i +

'%V\
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• »
^go H o z d z i a t

K apitał B zostaiąc w  ręku d łużńika przez rok 
d r u g i , na końcu roku tego urośitife w  summę 
B ( i  +  f ) j  a po oddaniu w ierzycielow i summy a 
na początku roku trzeciego , zostanie u dłużnika 
U (, _ł_ r ) _  n ; czyli, zamiast B położyw szy iego w a ­
żność , ^ (i +  r)1 —  n (i -ł-r) *— n ~ C .

K ap ita ł C zostaiąc w  ręku dłużnika przez rok 
trze c i, na końcu roku tego zamieni się w  summę 
C  ( j +  r) ; a po oddaniu w ierzycielow i summy a, 
na początku roku czwartego zostanie u dłużnika 
C  ( 1 4-1 ) •— a { czy li zamiast C p o ło żyw szy  iego w a­
żność ,

T u  iuż łatwo pom iarkow ać, że na końcu ro­
ku u po oddaniu w ierzycielow i summy a zostanie 
u  dłużnika

Że zaś p ó d łu g  w arunków  zagadnienia d łu g  
na ten czas bodzie zaspokoion y; będzie w iec

W y ra zy  przez które ilość a iest rozmnożona, 
składała postęp jeom etryczny , którego w yraz pier­
w szy  iest i , ostatni ( l-ł-r)”^ 1 a stosunek i-H rt 
summa zatem postępu tego będzie ( i 3 4 )

Pow yższe w ięc równanie zamietli się w  następfr

Chcąc
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Chcąc np. dowiedzieć sig ile należy rocznie 
płacić dla umorzenia w  przeciągu rz lat długu, 
wynoszącego zł. ioo pożyczonych na 5 od sta 
rocznie, trzeba w  równaniu ostatniem uczynić 
A —  100 , n —  12 , r =  2| , a tem samem bedzie 
( 1 -ł-r)« =  (§!)'* ==1,79580.  ̂ Ważności te położy­
w szy w  równaniu powyższem na mieyscu gło= 
sek, równanie to zamieni się w  następuiące :

o Logarytmach,

To iest: dla umorzenia w  przeciągu f* Lat 
długu wynoszącego zł. 100 i procentów od niego- 
rachowanych po 5 od sta rocznie, trzeba co rok 
wierzycielowi płacić zł. 11 , 28.

• .
wyprowadzić cztery następuiące zagadnienia :

z .  M a i ą c  wiadome A , r ,  u, znaleźć a ; 2. Ma-* 
ląc wiadome a , r ,  n ,  znaleźć A,*. 3. Maiąc wia­
dome A ,  a ,  n , znaleźć r ;  4 . Maiąc wiadome A+ 
a ,  r , znaleźć nv '

PieYwsze z tych cztćrech zagadnień rozwiąza* 
liśmy w y ż e y ; podobnym sposobem można roz­
wiązać drugie i trzecie: chcąc rozwiązać czwarte, 
trzeba się udać do logarytm ów , a naprzód ild li  
niewiadomą (i +  r)” uwolnić potrzeba od wiado­
m ych. Wr równaniu

wnik , i rozwinąwszy licznik drugie'y strony, to 
iest wykonawszy mnożenie wskazane 4 będzie

Podaw szy a po o b u . gronach , 1 odiąwszy
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Równanie to przez ożycie logarytm ów  zamie*
su się w następuiące: ;

jgjt Ro zdz  ia i VIII.

V . ' .
G d y b y  było  np. z a g a d n ie n ie  : Znc;qgniottó 

tftupu 10000 cz. zł. na 6 od sta , z warunkiem że 
dłużnik v. ypiacrć będzie co rok wierzycielowi po 
looo r*. zł. poty, puki się zupełnie z riiuyu nie 
uiści; za ileż lat dłut* wraz z procenta- i od pro- 
tentów umorzony będzie?
w  p o w v ż s z e 'y  fo r m u le  u c z y n i w s z y  A s±= 10000 ; 
ts e=  jo o o  , r — o  0 6 ; z n a y d z i e m y  n «=■  i 5, 7.

157 W yłożone w y ż e y  trzy głów nieysze ga« 
tunki zagadnień o procentach składanych nałe« 
życ ie  zrozum iane, ułatwią rozw iązyw anie innych  
tegoż rodzaiu zagadnień w  rozmaitym sposobie u- 
łożon ych  , iak są np- następujące :

Kupiec ma w iednym handlu 10 0 0 0 0 , w dru- 
gim 12 0 0 0 0 ; kapitał pierwszy przynosi mu rocznie 
15» drugi 12 od sta: procenta te przyłącza do ka­
pitałów: za ileż lat dwa te kapitały będą sobie
równe ? , . , - , 1

O znaczyw szy liczbę szukaną lat przez n , ka* 
„ p itał p ierw szy na końcu tego roku w raz z pro- 

. tentam i będzie 100000 0~§)ra, drugi zaś będzie 
1200 00 Aże podług zagadnienia dwa te o*
atateczne kap ita ły  maią być sobie równe b ęd zie , 

100000 (!£§)”  —  120000 (\±£)n.  t
Podzieliw szy obie strony .przez 100000 będzie

.(ń li)n a 7 i , 2 ( ł ś l ) n *
Z n i ó s ł s z y  m i a n o w n i k  t o o w i  p o d z i e l i w s z y  o b ie  

a t r o n y  p r z e z  H 2 n w y p a d n i e

Inne zagadnienie. Jedna osobet data ncł pro- 
składany 12000 zł. po 6 od sta rocznie, dru-

Sa
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gtt z cis dała także na procent składany 11800 zł* 
po £ od sta miesięcznie: za ileż lat dwa te kap itały 
będą równe?

W  pierw szym  kapitale procent roczn y  od 1 
w yp a d a  , w  drugim  procent m iesięczny od 1 
iest 2̂ 3. O znaczyw szy zate'm liczbę szukaną lat 
p rzez n , a te'm samem liczbę szukaną m iesięcy 
przez 12n ,  p o w yższe  dwa kap ita ły  p rzy  końcu 
tego czasu zamienią się pie'rwszy w  summę 
12000 ($%)n ,  dru gi w  summę 11800 (fas)12” 
i będzie p o dług  w arunków  zagadnienia.

a logarytmaeh. I$ 5
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Zawieraiący obszernieyszy wykład niektórych wia° 
domości dotąd wyłózónych»

158. W szystko to , cośm y w  poprzedź aiąćych 
rozdziałach w y ło ż y li , uważać należy iako 'p ie r ­
w szy kurs A lg ie b ry  E lem entarnej, w  którym  rze­
czy  ty lko  łatw ieysze i do początków  istotnie na- ~ 
lezące mieścić się pow inny, O puściliśm y w iele 
wiadomości w yższych  , z, w y  łóż che mi dotąd ści­
s ły  związek m aiących , które w ytnągaiąc głębsze­
go zastanowienia i obszernieyszych w ykład ów , 
nie iednego z poćzynaiąpych m o głyb y  odstrę- 
czyć  , a^które będąc dopiero w  dalszey A lgiebrze 
potrzebneriń, w yłożone na w łaściw szem  dla siebie * 
m ieyscu ; op óźniłyby w yk ład  wiadom ości w  po­
czątkow ej A lgiebrze naypotrzebnieyszych j 1 same 
m o g ły b y  p ie rw e j z pamięci w y p a ś ć ,  nim by 
przyszło  dó oswoienia się z niemi przez częste 
ich używ anie w  rozw ięzyw aniu zagadnień tru- 
dnieyszych  pó w ię k sze j częśc i, nie są podane do­
tąd. W szystkie takie wiadomości razem zebrane 
um ieściliśm y w  tym  i w  następuiących rozdzielę, 
które pod tym  względe.m za przydatek do roz­
działów  póprzćdzaiącyćh uważać należy.

I. Dzielenie ilości algiebraicznych wielorakich=>

159. Ze czterech działań arytm etycznych, zna­
kam i ogólnemi odbyw aiących  się , pozostało le­
szcze do w yłożenia dzielenie ilości algiebraicznych. 
w ielorakich . Dzielenie to , bez którego począt­
kow a A lgiebra łatwo obeyść się może ,’ do zrozu­
m ienia dalszych i e j  wiadom ości będzie istotnie 
potrzebne : teraz ie w ięc W ykładam y.

Ponieważ dzielnik rozm nożony przez iloraz da- 
ie iloczyn rów n y d zie ln ej , dzielna zatem pow in­
na w  sobie zam ykać w szystkie cząstkowe ilo c z y - '

N  S y

R O Z D Z I A Ł  IX;

www.rcin.org.pl



t iy  każdego w yrazu  dzielnika rozmnożonego przez 
każdy w yraz ilorazu ; i g d y b y  można b y ło  roz­
poznać te iloczyn y cząstkowe w  dzielne'^ zawarte, 
dzieląc ie przez wiadome w y ra z y  dzieln ika, zna­
leźlib yśm y w yra zy  ilorazu , tak iak w  A rytm etyce 
znayduią się w szystkie c y fry  ilorazy dzieląc na­
stępnie przez dzielnik liczb y  uważane za cząstko­
w e iloczyn y  tegoż dzielnika rozmnożonego przez 
w szystkie cy fry  ilorazu. A le w  liczbach cząstko­
w e  te ilo czyn y  łatw o można rozpoznać : następu- 
ią  one po sobie porządnie zaczynaiąc od iedności' 
um ieszczonych w  ostatnim rzędzie po lewe'y stro­
nie . g d y ż  iedności każde'y c y fry  w  liczbie dziel- " 
ne'y zależą od rzędu , który cyfra  ta zastępuie : co 
W w yrażeniach algiebraicznych nie ma m ieysca; 
lecz się temu zaradza układaiąc w yra zy  dzielne'y i 
dzielnika w  takim porządku, ab y w ykładniki po­
tę g  iedne'yie głoski b y ły  coraz mnieysze zaczyna­
iąc  od lewe'y ręki ku p raw e 'y , iak iest w  dwóch 
następuiących  ilościacn :
j a ?  —  22.a6b -+-12a 5ó2 •—. 6a4i>3 _  4 -ł- 8a2b5 ,

5 a4- — 2^3b -4- 4 ,
• sr których  pie'rwsza iest iloczynem , druga mnożni­

kiem  w  przytoczonym  w yże'y ("36 ) p rzyk ład zie  
m nożenia, a w  obudwóch w ykładn iki głoski a są 
coraz mnieysze idąc od lewe'y ręki do praw ćy ; 
ułożenie takowe w yrazó w  dzielne'y i dzielnika na­
zyw a się uporządkowaniem, danych ilości.

G d y  dwie dane ilości są tym  sposobem upo­
rządkow ane , rzeczą iest w id o czn ą , że iakikolw iek 
iest c zyn n ik , przez który m nożyć należy drugą 
dla otrzymania pie'rwsze'y, w y ra z  507 , od którego 
zaczyna się pie'rwsza , pow stał z rozmnożenia w y ­
razu 5u4 , od którego zaczyna się d r u g a , przez_ 
w yra z  w  którym  głoska a ma n a yw yższy  wykła-^ 
dnik w  czynniku szukanym , i od którego za czy­
nać się m usi tenże czynnik s z u k a n y , g d y  w  nim 
w y ra z y  są uporządkowane p o d łu g  w ykładnika g ło ­
ski a- Podzieliw szy zatem 5a? przez 5n4 , iloraz

( a3 (42) będzie p ierw szym  w yrazem  szukanego
czyn.

196 R o z d z i a ł  IX.
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czynnika. Aże podług praw ideł m nożenia, cał­
kow ity iloczyn powinien w  sobie zam ykać rozmai­
te iloczyn y cząstkowe powstaiące z rozmnożenia 
w szystkich w yrazów  mnożne'y przez każdy w^raz 
m nożnika; w ypada stą d , że ilość w zigta tu za 
dzielną powinna zamykać iloczyn y  w szystkich w y ­
razów d zie ln ika , który iest 5114 z a 3 b bzf
przez pierw szy w yraz ilo razu , to iest przez a 3 , i  
że tern samem odiąwszy od dzielney te cząstkowe 
ilo c z y n y , które są : 5a? —  2«6 b -ł-4 a5 b*, reszta

—  2o a 6 b ■+■ 8 a 5 b *  — - 6 a 4 b3 —  4 a 3 M  -t-8a *  ó5 , 
zam ykać w  sobie bgdzie te tylko cząstkowe ilo­
czyn y  , które pozostaią z rozmnożenia w szystk ich  
w yrazów  dzielnika przez d r u g i, trzeci i t. d. w y ­
raz szukanego ilorazu*

Pozostała zate'm reszta może b y ć  uważana ia­
ko cząstkowa dzielna, a pieYwszy ie y  w y r a z , w  
którym  głoska a  ma n ayw yższy  w yk ład n ik  , nie 
m ógł inacze'y p ow stać, iak tylko z rozmnożenia 
pierw szego w yrazu  w  dzielniku przez w yra z  dru­
gi w  szukanym  ilorazie : podzieliw szy zatem pier­
w szy  w yraz pozostde'y reszty , to iest —  20 
przez p ierw szy  w yra z  dzielnika, to iest prze® 
S«4 , znaleziony iloraz — 4 aa£> (46 ) bgdzie drugim  
w yrazem  szukanego ilorazu. Przez ten drugi w y ­
raz rozm nożyw szy w y ra z y  dzieln ika, i pow stałe 
stąd ilo czyn y  cząstkowe odiąw szy od re szty , dru» 
ga reszta 4- 10n*b3 —  4 n3b* +  8a2b5 , zam ykać w  so­
bie bgdzie te tylko cząstkowe ilo czyn y  , które po- 
wstaią z rozmnożenia w szystkich  w yrazó w  dziel­
nika przez w yraz trzeci i t. d szukanego ilorazu.

Tg drugą pozostałą resztg uważaiąc znowu ia* 
ko drugą Gząstkową d zie ln ą , pie'rwszy ie'y wyra® 
io a 4<j3 nje mó g ł powstać innym  sposobem , ia k  * 
tylko z rozmnożenia pie'rwszego w yrazu  w  dziel­
niku przez trzeci w yraz w  szukanym  ilorazie; po- 
dzieli w szy żate' ul p ie rw szy  w yraz drugie'y reszty* 
który iest lon^b*, p rze z  p ierw szy  w yraz dzielni* 
ka  , to iest przez 5/14 , iloraz zb3 bgdzie trzecim  
wyrazem  szukanego ilorazu. Przez ten trzeci w y*

N  2 raz
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raz rozm nożyw szy w szystkie w yra zy  dfcieinika* 
i  cząstkowe ilo czyn y  z.rozm nożenia tego w yn ikłe 
©diąwszy od drugie'y re szty , nic się nie zostanie: 
co d ow od zi, ze szukany iloraz ma tylko trzy  w y- 
ra zy .

161. Chcąc działanie to porządnie o d b y ć , trze- 
ba zachować następuiące praw idła :

lód Uporządkowawszy w y ra zy  dzielney i dziel 
nika podług w ykładn ików  iedneyże g łó s k i, to iest 
tak, aby w ykładn iki te coraz się zm nieyszały zaczy- 
naiąc od ręki lew ey  ku praw ey stronie pisze się dziel­
nik "obok "dzielney po praw ey stronie, i-m ięd zy  
dwiema temi ilościami daie się liniyka pionowa.

2re. Dzieli się p ierw szy w yraz dzielney przez 
pie'rw szy w yraz dzielnika podług praw ideł na 
dzielenie ilości poiedynczych , 4 znaleziony iloraz 
pisze się na przeznaczonem dla niego m ieyscu vr 
drugim  wierszu pod dzielnikiem.

3cie. Mnożą się wszystkie w yrazy  dzielnika 
przez znaleziony w yraz p ierw szy ilorazu , a wy-1 
padaiący iloczyn pisze się pod dzielną w  drugim  
w ierszu  i od nie'y się odeymuie pozostała zaś re*

„ szta pisze się w  w ierszu trzecim.
4 /e. Dzieli się p ierw szy w yraz pozostałby re­

szty  przez p ierw szy  w yraz dzielnika, a znabzio- 
n y  w ypadek pisze się na swoiem m ieyscu iako 
d ru gi w yraz szukanego ilorazu : z wyrazem  tym  
postępuie się tak , iak się w yżey  postąpiło z w y ­
razem  pierw szym . 1 to sarno działanie poty się 
pow tarza , aż póki w szystkie w yra zy  dzielney 
nie zostaną zniszczone: maiąc zawsze uwagę na­
p rzód na znaki w y ra zó w , powtóre na spółczyrr*\ 
niki , potrzecie na głoski i ich  w ykładniki.

W ZÓ R
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W Z Ó R  D Z I E L E N I A .
Dzielna Dzielnik

Dopełnienie działań Algiebr. 199

P ierw szy  w yraz dzielne'y, to iest podzie-. 
lony przez p ierw szy w yraz dzielnika,, to iest p^zez 
$a4 , daie na iloraz a3.,  który się piaze pod dziel­
nikiem. Przez ten iloraz rozm nożywszy trzy w y ­
razy dzieln ika, i w  trzech cząstkowych iloczy­
nach z rozmnożenia tego w yn ik ły ch  odm ieniwszy 
znaki w ypadnie -— 50^4-za6b>— 4 «5£a. Ilość, ta p*- 
tze się pod dzielną i od niey się odeymuijy; pó- 
Czem zostaią reszta iwsza>— 20a6b +  &a5b**-^lja4b3 
Tr 4a3bĄ 4- 8a2£5.

P ierw szy w yraz te'y reszty to iest'— 20a6b po« 
dzielony przez pierw szy w yraz dzielnika to iest 
przez 4-$a4 , daie na iloraz -— 4 a2ó , który, się p i­
sze na swoiem mieyscu iako drugi w yraz  szuka­
nego ilorazu. Przez ten drugi w yraz rozmnoży­
w szy trzy  w yra zy  dzielnika , i w  trzech cząstko­
w ych  iloczynach z rozmnożenia tego w yn ik łych  
odm ieniwszy z n a k i, w ypadnie ilość 4 - 20a6b'— 8ą5óa 
4- i ba b̂3 , która się pisze pod pierwszą resztą i od  
*de'y się odeymuie : poczem zostaie reszta druga, 
to iest 4-iofl4M — '4ab4 4 - %a2bs:

Pierw szy w yraz d ru giey  reszty to.iest 4 -ioa4£3 
podzielony przez p ierw szy w yraz dzielnika, to,

iest
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£oo R o z d z i a ł  IX .
t , t ■

iest przez £fl4 ? ćhue na iloraz -t- 2b3, k tó ry  się pi- 
pisze na svyoiem m ieyscu iako trzeci w yraz szu­
kanego ilorazu. Przez ten trzeci Wyraz rozmno­
żyw szy  trzy  w yrazy  dzielnika , i w  trzech cząst­
k o w ych  iloczynach z rozmnożenia tego w y n ik ły c h  
odm ieniwszy znaki , wypadnie ilość •— io n4b3 
-t-4n3b4 —*8a2!/5 , którą odiąwszy od drugie'y reszty, 
n ic się nie zostaie , co okazuie, że -H2b3 iest w y ­
razem  ostatnim szukanego ilo ra z u , i ze tem sa­
mem iloraz ten iest a3 —  4n2b +• 2b3.

161. Częstokroć w  ciągu dzielenia mnożąc 
dzielnik przez l  óżne w yra zy  ilorazu powstałą ta­
kie cząstkowe i lo c z y n y , które się nie znayduią 
w  d zie jn ey , i które potem dzielić potrzeba przez, 
pierwszy^ w yraz dzielnika. Iloczynami temi są te, 
które maiąc przed sobą’ odmienne znaki i będąc 
fobie ró w n e , zniknąć m u sia ły , k ied y się formo­
w ała dzielna przez rozmnożenie dwóch iey  czyn­
ników  ilorazu i dzielnika. N iech będzie wp. a3-—b3 
do podzielenia przez a —  b. " \

Dzielenie. Mnożenie,

P ierw szy  w y ra z  d*ielne'y , który iest «3 po­
dzielony przez p ierw szy  w yraz dzielnika, to iest 
p rzez a ,  daie na iloraz u2; rozm nożyw szy dziel­
n ik  p rzez ten iloraz i odm ieniwszy znaki w  dw óch 
cząstkow ych  ilo czyn a ch , w ypadnie — a3 +  a2b : 
w y ra z  pie'rwszy —  a3 dodany do w yrazu  p ie r­
w szego d z ie lm y , zn ikn ie; lecz pozostaie w yra z  
d ru gi -t- a2b T k tó ry  z początku nie znaydow ał się 
W dzielney. Ponieważ w yraz ten zam yka głoską 
•  > można go dzielić  przez p ierw szy w yraz  dziel­

ni-
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nika i Wypada r.a iloraz, 4- ab. Rozm nożyw szy 
dwa w yra zy  dziefyiika przez ten ilo ra z, i odmie­
niw szy znaki w  iloczynach , w ypadnie —a2b-tab2; 
w yraz —  a 2 dodany do pierw szego w yrazu  pozo* 
stałe'y reszty  zniknie , lecz zostaie w yra z  4- a b 2,  
który także wie znaydow ał sig w  dzielne'y. P o­
dzieliw szy go przez a ; w ypadnie na iloraz 6* >; 
przez ten cząstkow y iloraz rozm nożyw szy dwa 
w yrazy  dzielnika, i odm ieniwszy znaki w  iloczy­
nach, wypadnie — ab* +  fy3 : p ierw szy w y r a z —  ab* 
dodany do pierw szego W yrazu d ru giey  reszty ni­
kn ie , i drugi w yraz 4- b3 dodany do ostatniego 
w yrazu —  b3 , k tó ry  pozostaie z dzielne'y , nikm® 
także.

Dla tem lepszego obigcia tego m echanizm a 
dzielenia, dosyć iest rzucie okiem na mnożenie 
dzielnika a-— b przez iloraz «24-ó2 , umieszczone 
obok poprzedzającego dzielenia: p ostrzeżem y, że 
wszystkie w y ra z y  nowo pow stałe w  dzieleniu są 
t e , które nikną w  w ypadku mnożenia.

162. Czasem si.g p rzytra fia , że g ło s k a , po­
dług którey porządkuią sig dwie ilości dane , w  
kilku w yrazach znayduie sig z iednym że w y k ła ­
dnikiem , czy  to w  dzielney c zy  to w  dzielniku.
W przypadku tym  trzeba te w y ra zy  umieścić w  
iedney kolum nie, albo też napisać ieden po dru­
gim , porządkuiąc ie p o d łu g  w ykładn ika inney 
głoski. N iech bedzienp. ilość «—  a4b2 4- ó*c4 —  a2c4 

a6 4- 2a 4c *  4- b6 4- 2b*c2 4- a2b4 , którą podzielić 
trzeba przez a2 — b2<— c2.

Porządkuiąc pierwszą z tych ilości podług gło* 
ski a , umieścimy w  iedney kolumnie dwa w yra- 
zy*— a4b2 i 4- 2u4c2 , w  inney kolum nie w yrazy.
+  o2o4 i .—  a2c4 , nakoniec w  ostatniey kolumnie 
trzy  w yrazy  4- b6 •+• 2/j4c2 4- b2cą , porządkuiąc ie 
podług w ykładnika g ło sk i b , iak to w idzieć m o- 
s iu  w  przyłączonym  wzorze..

:  ̂' 5 fc* i*' '
Wzór

•  '  V
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oPierwszy wyraz d z ie ln e j,  to iest — a*> pddzie- loiiy przez pierwszy w yraz dzielnika ,  toifest przez 
, d.aie na pierwszy wyraz ilorazu — a4 : rozmno­żyw szy Wszystkie w yrazy dzielnika przez ten ilo­r a z , i w iloczynie stąd w ynikłym  odmieniwszy zn a k i,  aby go można byio odiąć od dzielney, mieszcząc w ledneyze kolumnie w yrazy maiace tg &amę potggg głoski a ,  pozostanie 1 wszą reszta, '°ł n-S-̂  bierze  za drugą dzielńą cząstkową., Pierwszy wyraz tey nowey dzielney, który ie s t —» ła 46a , podzielony przce. daie ,na drugi 

. wy-
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wyraz, ilorazu — za2bz ; rozmnożywszy wszystkie wyrazy dzielnika przez ten drugi wyraz ilorazu,, i w iloczynach odmieniwszy znaki dla odigcia ich od ćząstkowey dzielney, mieszcząc w iedney- że kolumnie w yrazy maiące tg sarng pofcggg gło­ski a ,  po odigcią zostanie druga reszta , która sig bierze za trzecią dzielną cząstkową.
O dbyw szy to samo działanie z resztą drugą i  

nastgpn.emi, zuaydzieiny ieszcze trzy  w yrazy  na 
iloraz. Ostatki rozmnożony przez w szystkie w y ­
razy dzielnika d,aie iloczyn y , które odlaw szy od 
4te'y reszty , nic sig n ie  zostaje : dzielnik wigc 
mieści sig Z u p e łn ie  w  dzieln ey, a tern samem iest 
iey. czynnikiem,-^Czasem można ułatwić dzielenie rozkładaiąe dzielną na czynniki , które czgstokroć na samo weyrżenie upatrzyć można. Tak np. gdyby przy­szło dość 8«'%? — 4a3b* -h 4 af-h  za3 —-- ół -+- 1 , podzie­lić przez 2a3«—• ii2-+• 1 ; ponieważ dzielnik ten skła­da ostatnie trzy w yrazy dzielney, dosyć bgdzie spróbow ać, czy nie iest także czynnikiem trzech pierwszych wyrazów dzielney. Trzy te w yrazy m aią widocznie za spoiny czynnik 4a 3 : gdyż 
8fl6 — 4u.3k*-ł-4a3 =  4fl3 (2a3 u2 -t-1 ). Dzielną za,* te'm można w yrazić w nastepuiacvm kształcie:

Bopefajenie działań Algjebr. 20$

i dzielenie można odbyć bez długiego zachodu; przekreśliwszy bowienl dzielnik i pierwszy czyn­nik d zieln ey , który iest zupełnie rów ny dzielni­kowi ,  drugi czynnik 4$ 3 ■+• 1 bgdzie szukany!*, ilorazem.Wprawą podaie wiele podobnych sposobów, • przez które znacznie skrócić można zwyczayne działanie.
II. O naywiększym spólnym dzielniku dti/óch Holci 

algiebraicznycM
i 63 . K i e d y  d z ie le n ie  d w ó c h  ilo ś c i  a lg ie b r a i*  

c z n y c h  n ie  m o z g  b y ć  w y k o n a n e ,  n a  te n  c z a s  ilo -
. raz
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raz zostaie pod postacią ułomka ,  którego liczni­kiem iest dzielna a mianownikiem dzielnik. Chcąc potem wyrazy ułomka tego zmnieyszyć , trzeba u- ważać czy licznik i mianownik nie maią iakiego czynnika spólnego , przez który można ie podzie­lić . Lecz gdy w yrazy ułomka są ilościami wie­lorakiem! , spoiny ich  dzielnik nie tak łatwo być może upatrzony, iak w ilościach poiedynczych : w  ogólności szukać go należy sposobem takim , ia­ki iuż widzieliśmy w  Arytm etyce , szukaiąc nay- wigksz^go dzielnika spólnego dwom liczbom  da­nym . Działanie to zasadza si§ na nastgpuiącej prawdzie :
Y/szelki dzielnik spoiny dtuom liczbom iest tak­

i e  dzielnikiem reszty pozostaley z podzielenia ie- 
dney liczby przez druęą.D a y m y , ze dwóch liczb jakichkolwiek spoiny dzielnik, który oznaczamy przez D , mieści si§ zu­pełnie w  ied n e j z nich razy A  , w drugiey razy B Ponieważ dzielnik rozmnożony przez iloraz daie na iloczyn dzielną, pierwsza zatem z dwóch danych liczb iest A D  , druga ł>D. ^iiech Q  ozna­cza całkowity iloraz z podzielenia liczby pier­w sze j przez drugą wypadaiący ,  a R , całkowitą resztg z dzielenia pozostałą : bidzie wiec

2o4 * R o z d z i a ł  IX.

Zniósłszy m ianow nik, i obiedwie. strony po­dzieliwszy przez D , wypadnie
L f  lPierwsza strona  ̂ tego równania iest liczbą c a ł­kowita podług założenia, więc i druga musi b yć także liczbą całkowitą: a że w yraz pierwszy dru­g i e j  strony iest liczbą całkow itą, wigc i  drugiw yraz ~  musi być liczbą całkow itą , a te'm sa-

JSteni R iest po dzielne przaz. D i to iest pozostała
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reszta z podzielenia dwóch ilości danych iest po* dzielna przez spoiny dzielnik tychże ilości.Zastosuymy to naprzód do przykładu licze­bnego. N iech będą dwie liczby dane 637 1 i45. Nay większy spoiny dzielnik tych dwóch liczb w i­docznie przechodzić nie może liczby mnieyszey i4 5 : wypada więc naprzód spróbować czy liczby ta , sama siebie dzieląca , nie iest szukanym spól- nym dzielnikiem. Liczba i45 sama w  sobie mie­ści się rAz 1 , w  liczbie zaś 607 mieści się 4 ra­z y , i pozostaie reszta 65: co dow odzi, ze liczba 
143 , .nie iest szukanym dzielnikiem.Zę zaś wszelki dzielnik Spoiny dwom ilościom iest także dzielnikiem reszty z podzielenia ilości iedne'y przez drugą pozostałe'y , spoiny zatem dzielnik dwóch liczb 667 i i45 powinien być tak­że dzielnikiem tak liczby i4 3 , iako też liczby 65, która iest resztą z podzielenia pozostałą. N ayw ię­kszy spoiny dzielnik dwóch liczb i45 i 65  nie może być większym od liczby 65: trzeba zatem spróbow ać, czy liczba 65 nie iest szukanym dziel­nikiem. Liczba 65 sama w so1 ie mieści się raz 1 , W liczbie zaś i43 mieści się razy 2 ,  i pozostaie re­szta i3 : co dowodzi , ze liczba 65 nie iest szuka­nym dzielnikiem. Lecz spoiny dzielnik liczb i45 i 65 powinien być także spólnym dzielnikiem tuk dla liczby 65 , iako tez d a pozostałey reszty > 3 : trzeba więc szukać naywiększego spolnego dziel­nika liczb 65 i 1 3- Naywiększy^ spólny dzielnik tych dwóch liczb nie może bydź większy od liezby m nieyszey, to iest od i 3 : należy więc spróbować, czyli i3 nie iest tym dzielnikiem. Liczba i5 m ie­ści się sama w sobie raz 1 ; w liczbie zaś 65 mie­ści się 5 razy zupełnie.Liczba zatem i3  dzieląca liczb y  65 i i 5 ,  dzie­li także liczbę i 43  =  65, 2 -t - i3 ; ta sama liczba i5 dzieląca liczb y  65 i i43 , dzieli takie liczbę 63y = ; i45. 4-ł-65: więc liczba ta . iest spólnym dzielnikiem dwóch liczb danych. Ze zaś ten spoi­my dzielnik nie może b y ć większym od * 3 , to się

oka-
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okazuie z samego działania , podług- którego szu­kany dzielnik powinien mieścić sie zupełnie w li°? czb ie .i3 . .Tym  samym sposobem posfcępuie się szukaiao naywiększego spólnego dzielnika dwóch ilości al- g ieb raicznych : probuię się naprzód czy iedna z  
dwóch danych ilości nie iest dzielnikiem drugiey"  
a ieźeli z  dzielenia pozostaie reszta , przez tę re­
sztę dzieli się pierwszy dzielnik, potem pierwszą  
reszta dzieli się prZez drugcj., i tak daley ę az p ó­
ki się nie przyydzie do takiey reszty , która poprze- 
dzaiącą dzieli zupełnie.: reszta ta będzie naywię­
kszym, spoiny m dzielnikiem dwóch ilości - danych.i64. N im  przystąpimy do p rzykład ów , uczy-, m ć tu pierwey potrzeba następuiacą uwagę : ze nayw iększy spoiny dzielnik dwóch’ ilości nie pod­ja d a  żadne'y zm ianie, gdy się iedna z nich roz­mnoży lub podzieli przez ilość , która nie iest dziel­nikiem d ru g ie y , i która nie ma żadnego spólnego czynnika z drugą. I tak np. dwie ilości ab i dc maią a zâ  spoiny, dzielnik : rozmnoży wszy ab przez 
d. będzie ilość nbcł,  która z drugą ilością, ac mą tenże sam. spoiny dzielnik, iaki iest między ab, i  ac.Inaczey się rzecz ma., g d y  rozmpożymy ab przez ilość będącą dzielnikiem ilości drugiey ac, czyli któraby miała spoiny czynnik z ilością acr Rozmnożywszy np. ab przez c , będzie abc ilość ta ma z ii-ością aj za spoiny dzielnik ac. Podo­bnież rozmnożywszy ab przez ilość cd , która ma spoiny czynnik z ilością ac , będzie ilość abcd, która z ilością ac ma za spólny dżielnik ac.W niesiemy stąd idd że iezeli .szultaiąc naywię­kszego spólnego dzielnika dwóch ilości postrzeże­m y w ciągu działania, że dzielnik albo dzielna ma ia k i.c z y n n ik , który nie iest czynnikiem ilości d ru gie'y , można się go będzie pozbyć dzieląc przezeń iednę z. dwóch ilości d an ych ; 2 re ze nie­śna iedne z dwóch danych ilości rozmnożyć przez iakąkolw iik .liczb ę ; byleby liczba ta nie byłą

&®5 Kto z d z  i a i  IX.
i
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dzielnikiem d ru giey  ilości d a h e y , i nie miała. ża­
dnego spoinę go z nią czynnika.

Jljo takoWem przygotow aniu przystąpm y iuż 
do przykładów . W eźm y dwie ilości ta k ie , k to­
reb y  m iały  niektóre głoski spoinę , gd yż inaczey 
nie m o głyb y  mieć spólnego dzielnika. N iech bę­
dą nu. dwie ilości

3fl3 —  3â b -ą- ab2 — b3 , i 4 â b —  $ab2 4-b3,
W których w yrazy  uporządkowane są podług w y" 
kładników  głoski a > iak w ym aga dzielenie Pie'r- 
wszą w eźm y ża dzielną drugą za dzielnik: lecz 
zaraz zachodzi trudność, która y-r ilościach licze­
b n ych  m ieysca nie m a; to ie st, że p ićrw szy w y ­
raz dzielnika nie mieści się zupełnie w  pierw szym  
w yrazie dzielne'y , z  p rzy czyn y  dwóch czyn ni­
ków  4 i b , które znayduią się w  iednym, a W dru­
gim  ich  nie masz. Ale że głoska b ie it spólnym 
czynnikiem  w szystkich w yrazów  dzielnika, a nie- 

jktóryck tylko W yrazów dzielney ; można się wigfc 
ie y  pozbyć w  d zieln iku , dzieląc go prźez b, przez 
c o , 'pódług uw agi pow yższe'y , szukany spoiny 

• dzielnik dwóch danych ilości w  nićzÓm się nie 
zmieni Podzieliw szy drugą ilość przeż b w y p a ­
dnie 4 u2 —  5hb +  b2. Idzie w ięc teraz o t o ,  aie- 
fey znaleźć nayw iększy spoiny dzielnik dwóćh 
następuiących ilo ś c i: ; v .

5«ś,—  3a2b -+- ab2 —  b3 , i 4n2 —  Bab -+- b\
Łecż Jeszcze p ierw szy w yraz  dzie ln ika , to 

iest 4n* nie mieści się zupełnie w  pierw szym  w y  
razie dzielneóy , który  iest 5 fl3 , g d yż liczba 4  bęr 
dąca spółczynnikiem  p ierw szego , Większa iest od 
liczb y  5 będąeey spółczynnikiem  drugiego. Ale 
można rozmnożyć pierwszą ilość daną przez iaką- 
kolw iek liczbę , b y leb y  liczba ta nie b yła  spól­
nym  czynnikiem  w szystkich w yrazó w  ilości dru­
g ie y  , c o ,  podług u w agi p o w yższey , w  niczecfia 
nie zmieni na y większe go dzielnika spólnegf 

' d w ó ch  ilości danych. Rozm nóżm y w ięc  iloś*. 
p ierw szą przez liczbę 4 , która nie iest czynni­
kiem ilości drugiey : tym  sposobem potrzeba bę­
dzie ilość. 120’

Dopełnienie działań Algiebr> 207

www.rcin.org.pl



12a3 —  1 2n*b -ł- 4a62 —  4b3 podzielić przez 4a*
—- 5*16 -t- 6*:

iloraz cząstkow y z podzielenia tego w ypada 3a. 
R ozm nożyw szy dzielnik przez terl ilor«z , i odią- 
w szy  iloczyn od dzirlne'y , zostanie reszta 

3ci2b -+- iib2 —  463.
Ilość tai podług tego cośm y pow iedzieli wy* 

£e'y , powinna mieć z ilością 4a 2 —  $cib +  b 2 tenże 
sam nayw iększy spoiny dzielnik , co ilość p ier­
wsza. Korzystaiąc z -pow yższych u w a g , dzielę 
pozostałą resztę przez 6 , i mnożę ią pi zez 4 , aby 
tym  sposobem p ierw szy  w yraz iey  stał się zu­
pełnie podzielnym  przez p ierw szy w yra z  dzielni­
k a : będzie zatem dzielna i2na -t-4n£»— i 6bi , dziel­
nik zaś 4n?; —  $ah-t-b2 , a cząstkowy iloraz 3 . Roz­
m n ożyw szy dzielnik przez ten ilo raz, i od dziel- 
ne'y odiąw szy ilo czy n , zostaie reszta 19 ^ 6 -19 6 %  
i  cała rzecz idzie o t o ,  aby w ynaleźć n ayw iększy  
spoiny dzitelnik tey reszty i ilości 4fl2 —  5a b  b 2.

Ze za:s głoska a ,  podług którey odbyw a gig 
dzielenie , w  pozosfcale'y reszcie iest stopnia pier­
w szego , w  dzielniku zaś stopnia drugiego j dziel­
nik w ię c  należy w ziąć za dzielną, a pozostałą re­
sztę za dzielnik.

Przed zaczęciem tego nowego dzielenia, dziel­
n ik  lgafe— • 196* dzielę przez 1 6 :  g d j ż  ilość ta 
iest spólnym  czynnikiem  w szystkich  iego w y r a -V  
z ó w , a nie iest czynnikiem  dzielney: mam w ięo 
na dzielną ilość

4 a2 —  5ab +  b2 a na dzielnik ilość a .—  b.
O d b y w szy  dzielenie żadna reszta nie pozo- 

-Staie : a zatem a -—b iest szukanym  n a jw ięk szym  
spólnym  dzielnikiem Jakoż pierwsza ilość dana 
podzielona przez a — b , daie na iloraz 5a2 •+• b2 ; 
druga ilość dana podzielona przez a —  b daie na ilo­
raz 4 « —  b.

i 6 5 . K ie d y  ilość wzięta za dzielnik składa sig 
7, kilku  w yrazów  m aiących ten sam stopień g ło ­
ski , p o d łu g  którey w yra zy  zostały  uporządkową.! 
ne> na tąn czas,  postgpuiąc drogą z w y c z a jn y

' ‘ ' f .¾ * dala-

I
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działanie nie m iałoby końca. W eźm y np. dwie 
ilości

Dopełnienie działań Algiebr. 209

przygotow aw szy działanie iak do zw yczaynago
dzielenia , będzie

dzieląc naprzód aab przez ab , w yp ada iloraz a ;

{irzez k tó ry  rozm nożyw szy dzielnik i odiąw szy i- 
oczyn od dzieln ey, w  reszcie znayduie się n o w y 
w y r a z , w  którym  a iest drugiego stop n ia, to 

iest a2c , pow staiący z rozmnożenia —  ac przez a. 
W ziąw szy re9ztę a2c *+• ac2 —  ad2 —  d3 za dzielną i 
rozm nożyw szy ią przez b , aby tym  sposobem mo* 
zna ia b y ło  podzielić przez ab, będzie

W reszcie tey  znow u p rz y b y ł n o w y w y ra z  a*c , 
W którym  a iest drugiego stop n ia: to samo m ia­
łoby ciągle m ieysce w  dalszem działaniu.

D la uniknienia tey  nieprzyzw oitości , trzeba 
u w ażać, że dzielnik ab-— ac -ł- =  a (b —  e)-ł-ri2 ;
uczyniw szy dla skrócenia fc*~c =  w ,  dzielnik za­
mieni się na am +  ri2 ; lecz w  tym  przypadku trze­
ba dzielną a2b 4- ac2 «— ri3 , rozm nożyć przez m , a» 
żeby w  now ey dzielne'y tym  sposobem utw orza- 
ne'y p ierw szy w yraz  podzielny b y ł przez ilość 
a*ń , będącą pie'rwszym  w yrazem  dzieln ika: bę­
dzie zatem działanie

teraz w y ra zy  maiące g łoskę a w  drugim  stopni^ 
f i k n ę ł y  w  d z ie ln e y , i pozostały ty lko  w y ra z y

ma*
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raai^ce a w  pierwszym  stopniu. A byśm y fe znie­
śli , podzielm y naprzód ac2m prze'z am , wypa^ 
dnie iloraz <2 ; rozm nożywszy dzielnik przez ilo­
raz , i odlawszy iloczyn od dzielne y  , pozostanie 
2ga reszta : w ziąw szy tg drugą resztę za dzielną-, 
i  podzieliw szy ia przez d2 , które nie iest czynni­
kiem dzielnika', będzie —  cjbt— x2 «— dm , co roz- 
m nożyw szy przez m, w ytudn ie

210 R o z d z i a ł  IX,

+ — r m '— am-.
Ponieważ reszta bd2 <— c2m dma nie zamyka 

W sobie głoski a > wypada stąd, ze ieżeli dwie 
dane ilości maią m iędzy sobą spoiny dzielnik, 
dzielnik ten nie zależy oa głoski a. D oszedłszy 
do tego punktu , nie można iuż kończyć dzielenia 
podług głoski r ; lecz uważać potrzeba , że ieżełl 
znayduie się spoiny dzielnik ńiezaleźąęy od g ło ­
ski a m iędzy ilościami ba2'*— c*m +-dm* i am +  d~, 
dzielnik ten powinien z osohna dzielić oba w y ra ­
z y  dzielnika om i  4- d2 : g d yż w  Ogólności , ie że li 
ilość iaka uporządkowana iest stosownie do po­
tęg głoski a , Wszelki dzielnik tey ilości nie zale­
żą cy  od a powinien dzielić z osobna ilo śc i, któ­
re ińnożą różne potęgi tey  głoski.

A b y  się o tępi przekonać, dosyć iest u w ażyć, 
że w  tym  przypadku każda z ilości danych p o­
winna b yć iloczynem  ilości zalezącey od a roz- 
snnożoney przez spólny dzielnik , który od a nie 
zalezy. Jakoż niech bedzie* n». w yrażenie

w  którem głoski A , B , C , D , E  'oznaczaią ilo­
ści iakiekolwiek nie zależące od a ; rozm nożyw szy 
w yrażenie to przez ilość M takie , od a nie zależą­
cą . wypadnie iloczyn

iloczyn ten uporządkowany podług a , zamyka, 
leszcze te same potęgi głoski a iak p ie r w e j;  lecz 
spółczynnik każdey z tych  potęg iest jpodzielny 
jprzeą Af. p 0
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P <5 takowem  p rzyg o to w an iu , w  dw óch ijbr= 
idach.

Dopełnitnie''działań Algieb*. 2jta

p rzy w ró ciw szy  zamiast m ilość (6— *c) , którą 
głoska ta w y ra ż a , bedzie

ł rzeczą iest w id o czn ą , ze w  dzielniku ilości o —  c 
i d* nie maią żadnego spólnego czynnika : w i§« 
dwie dane ilości spólnego dzielnika nie maią.

G d y b y  na samo w eyrzenie nie można b y ło  
poznać , że nie masz spólnego dzielnika m iędzy 
b—  t i d2 , należałoby szukać nayw iększego spól- 
tiego ich  dzieln ika , porządkuląc ie p o d łu g  ie» 
dneyże g ło s k i,  a potem spróbować c z y  dzielnik 
ten m ieści sie zupełnie w  ilości

166. Zaw sze iednak w y g o d n ić y  iest zaraz na. , 
początku działania szukać nayw iększego spólnego 
dzielnika nie zależącego od g ło sk i , p o d łu g  któ­
r e j  są uporządkowane w y ra z y  : g d y ż  odkła daiąc 
szukanie to na koniec działania , częstokroć re­
szty w ypadaią  coraz bar d zicy  za w ikłane i rach u ­
nek staie się coraz trudnie yszy .

N iech beda nń. ilości 1

U porządkow aw szy ie p o dług  g ło sk i * ,  wyp*.« 
dnie d

Uważam  n a p rzó d , że iezeli dw ie te ilości ma­
ią spólny dzielnik nie za w is ły  od  a , dzielnik tem 
powinien zupełnie m ieścić się osobno w  Itażdey 
z ilości m nożących rozmaite potęgi g ło sk i a (155), 
tako też, w  ilościach b4c2 — b2c4 i  b* — ~ b 2c ,  które 
nic maią głosi, i a.

Idzie w ięc  ty lk o  ot® , ażeby znaleźć spólne 
dzielniki dw óch ilości —  ea i b —  c , i sprob©* 

p o to m , c z y  m ięd zy tema dzieinikasiri ni® 
O  zn&y=
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znayduie się ta k i, k tó ryb y  razem b y ł dzielnikiem  
następuiących  ilość* :
[)3 ~Sbc2 , i b2 —  bc tudzież b4cx —  b2c4 i bZ^-b^c. ' 

Podzieliw szy 6a —  ca przez b~~ c w ypada ilo­
raz ft-t-c: a zatem b •— c iest dzielnikiem  spóluym  
ilości b2~— ca i b*— c,  które widocznie m itc nie 
m ogą in n ych  dzielników ; g d yż ilość b<— c może 
tylko b y ć  podzielona przez siebie samg i przez r. 
Trzeba się w ięc zapew nić, czy  b — c dzieli także inne 
ilości w y ż e y  wymienione,, albo też c z y  ilość ta 
dzieli także dwie iloścrdan e , co ma m ieyśce w  
same'y rzeczy  : g d y ż  podzieliw szy dwie te ilości 
Drzez b —  c , w vpadna ilorazy

«12 Ro z d z  ia t ZII.

D w ie ostatnie ilości chcąc sprow  adzić do 
prostszego ieszcze w yrażenia , należy spróbować 
c z y  pierw sza nie iest podzielna przez i łośę b + e ,  
która nie iest czynnikiem  ilości d ru giey  a* +  ba 
-4-b*: od b yw szy  dzielenie , znaydziem y iloraz zu­
p e łn y , pozostanie tylko  szukać spólnego dzielni­
ka dw óch następuiących ilości :

P rzystąpiw szy do działania p odług podanego 
w y ż e y  sp osobu , za drugiem  dzieleniem  w yp a ­
dnie reszta zawierająca g ło skę, a w  pierw szym  
stoprffti*: przez tę resztę dzieląc dwie dane ilośoi 
przekonam y s ię , że ona nie iest ic h  spoinym  
dzieln ikiem ; skąd wniesiem y , że g łoska a nie 
w chodzi do spólnego dzielnika, którego szukam y, 
i żr* tem samem dzielnik ten składa sig tylko z 
iednego czynnika b>— c.

G d y b y  oprócz tego spólnego dzielnika nie za­
w is łe g o  od głoski a znalazł sig drugi do którego 
w chodzi ta g ło sk a , należałoby dwa te dzielniki 
przez siebie rozm nożyć , a iloczyn ich b y łb y  nay- 
w iększym  spólnym  dzielnikiem szukanym.

U w agi te p rzy  należytey w praw ie w  rachun­
ku a lg e b ra iczn ym  będą dostateczne do w ynale­
zienia w  każdym  przypadku nayw iększego spól­
n eg o  deielnika.

) Pray-
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Dopełnienie dslałaA Algiebr. *„i3

P r z y t a c z a m y  t u  k ilk a  p r z y k ła d ó w  dla wpriSwy.

t *  *1110“  -+- < łD 3 . _ ,
Z pi-erwszem! czterema przykładam ? odby* 

w szy  działanie zw y cza y n e , znaydziem y nayw ig- 
k s z y  spoiny dzielnik w przykładzie lwszyni 
—--x a—  2 tx +  2 i2 , czyli 3c2 4- aax —  2fl2 ; w  «gu» 
2a2 -4- znb— b2; w  3cim a — v ; w  4tym  a —  36.

W  przykładzie jtym  podzieliw szy  ilość pigr= 
w szą przez a 2, drugą przez 36 , bedzie

R o zło żyw szy  dzielnik na c z y n n ik i, bgdzie

P odzieliw szy  dzielnik przez 5 6 -4-6 ^, i resztę 
działania o d b yw szy  sposobem zw yczayirym , zn ay­
dziem y 3 <r2 —— 2£a n ayw ięk szy  spólby dzielnik 
dw óch ilości danych.

W  p rzykładzie 6 , pierw szą ilość daną podzie­
liw szy  przez a , rozm nożyw szy przez 3 i odby« 
w szy  dzielenie , znaydziem y iloraz 2 z pozostałą 
resztą —  8ab2 —«%abd —  8f>*— 5&4cł » którą ro zło ży­
w s z y  na czyn niki będzie —  a (Sb* •+■  fc

O a (Sfr*
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(8b2 +  3bd). Reszta ta iako m nieysza od d ru giey  
ilości d a n e y , będzie dzielnikiem : podzieliw szy ią 
zate'm przez czynnik 8ba -t- 5bd, w ypadnie d z ie le  
drugą ilość daną przez —  a~~ b. Odbywszy^dzie­
lenie sposobem "zw yczaynym  , otrzym am y iloraz 
fcez za on ey reszty. A  zatem n ajw iększym  spól- 
nym  dzielnikiem  dw óch danych ilości ie st—-0--1¼ 
c z y l i , co na iedno w ych o d zi > a + b .

Czasem dwie dane ilości można zaraz ro z le ­
j e  na c z y n n ik i: i tak z dw óch danych ilości

214 R o z d z i a ł  IX.

pierw szą można ro zio zyc  na aw a następuiący 
czynniki': a* (d* —  ca) - - c 2 (rix —  ca). ? D ru ga  p o­
dzielona przez 2 daie się także rozłożyć na dwfc 
czyn n ik i a (2ad— c2) c (2ad —- c2).

P odzieliw szy  zatem ilość pie'rwszą przez 
d a—  ca , drugą przez 2orf— ca , pozostanie dzielić 

c3 przez a — c. O d b yw szy  dzielenie o trz y ­
m am y iloraz bez żadney reszty.* A 'zatem  b ay- . 
w ięk szy  spoiny dzielnik dw óch danych ilości iest 
a —  c.

. Podobnież g d y b y  b y ły  dwie dane ilości 
3 &cg -t- 3om p-M 8far-ł-5 ntpy , i 24arf<— 7fgq —  42fg  
-f- 4ada : pierw szą i d ru gą ro zło żyw szy  na c zy n ­
niki znaydziem y:

Pierw szą zatem ilość podzieliw szy przez 
3be 4- 5mp , drugą przez 4ad —  7f g , i odbyw szy 
działanie z w y c z a y n e , znaydziem y , że nayw ię- 
ks2ym  spoinym  dzielnikiem dw óch danych ilośca 
iest 5 + 6 .

HI. O w y c i ą g a n i u  p ie r w ia s t k u  k w a d r a ło w e g o  z  H o *
ści algiebraitznych.

167. Pow iedzieliśm y w y ż e y  (108) , że k ied y  a 
ilości iak iey  nie można W yciągnąć p ierw iastku 
k w a d ra to w ego , na ten czas przed ilością tą daie 
sig z*uk p ierw iastk o w y V .  Często eig tr a f ia , £e

nie-
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Dopełnienie działań Algiebr. t iy

niektóre czynniki ilości będących pod znakiem
pierw iastkow ym , są kwadratam i : np. a1 m : w  
takow ym  przypadku ilość pod znakiem  pierw iast­
ko w ym  będąca może b y ć  sprow adzona do w y ra ­
zu  prostszego. Jakoś podniósłszy do kw adratu 
iakikolw iek iloczyn bcd ,  będzie bcd x  b cd =  b2c2d2z 
skąd w nosim y , Je kw adrat iloczynu iest i lo c z y ­
nem kw adratów  z iego c z y n n ik ó w , a tern samem 
pierw iastek kw adratu b*c2d2 iest iloczynem  p ier­
wiastków  b , t i d z czynników  b2c2 i a2. Zasto­
powawszy uw agę tę do iloczynu a2m , w niesiem y, 
ze pierw iastek iego pow inien b y ć  iloczynem  z at 
które iest pierw iastkiem  pierw szego ęzynnika oa#

przez V m  p ierw iastek dru giego czynnika m b§-

V .. . . (  . -

W  ogólności p ra w id ło , które w  tym  razi® 
rachow ać n a le ż y , iest następuiące: wziąć osobna, 
pierwiastki wszystkich czynników będących kwadra- 
iami, i napisać ie przed znakiem pierwiastkowym 
iako mnożniki tegoż znaku pierwiastkowego ,̂ pod 
którym zostawuią się tak, iak są czynniki nie bę­
dące kwadratami*

168. B la  zachow ania tego p raw id ła  potrzeba,, 
p ie rw e y  poznać sp o só b , p o d łu g  którego można 
o sąd zić, c zy  ilość algiebraiczna iest kwadratem  : 
a cło tego potrzeba rozróżnić ilości poiedyncze od. 
w ielorak ich . -

% p raw id ła  mnożenia ilości m aiących w y ­
kładn iki,, w yp a d a , że druga potęga iakiey<olwiek 
iloici ma zawsze wykładnik dwa razy większy, od 
wykładnika tey iloici. Jakoż 
#* X a1 =  a2 ; =  a3X  «3 =  a6 i 't .  d.

Skąd w y p a d a , że wszelki czynnik będący kwa­
dratem powinien mieć wykładnik parzysty, i ze 
chcąc otrzymać pierwiastek tego czynnika , trzeba 
go napisać z wykładnikiem dwa razy mnieyszym 
miz b y ł  p o c z ą t k o w y }

■

Podobnież 1
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2i# Lk o 2 d % i & i tX .'

Co sig tycze czyn ników  liczebnych ,  z ty c h  
W yciągała sig p ierw iastk i , ieśli to b y ć  może* 
sposobem zw yczaynym .

P o d łu g  tych  u w ag poniew aż w  w yrażen iu
1̂ 6 4 a6b4tł  czynniki a6, 6 * , c% sa kw adratam i, i  
liczba 64  iest takie kwadratem  z 8 ; w yrażen ie  
w igc €o, iako iloczyn czynników  kw adratow ych , 
bgdzie m iało za pierw iastek iloczyn pierw iast­
k ó w  każdego z tych  czynników . A  zatm

169. G d y okoliczność ta nie ma m ieysca, trze« 
ba śtarać sig roziozyć iloczyn dany na dwa inne, 
% któryckby ieden zamykai same czynniki kwadratowe, 
drugi same czynniki nie kwadratowe* N iech  bgy 
dzie np.

Ł atw o iest dostrzedz, ze pom iędzy dzielni* 
kam i liczb y  72 niektóre są kwadratam i zupełne- 
zn i, to ie s t : 4  , 9 i 36  ,  w ziąw szy z nich  naywig* 
kszy  ,, b gdzie

C zynnik a4 iest kw adratem .zupełnym  z 
C zynnik b* ma-iący w ykładn ik  nieparzysty, 

Aw iest w praw dzie kwadratem z u p e ł n y m l e c z  
go  można rozłożyć na dwa inne bz i b , z k tó­
r y c h  p ierw szy  iest kwadratem  : bedzie wiecj

Podobnie* c5 = £c * x c .  Ttym samym sposo­
bem postąpilibyśm y ze wszystkiemu głoskam i 
maiącemL Wykład s ik i nieparzyste.. W ypadnie 
Zatem

Zeb raw szy osobno c z y n n ik i kw adratow e, dru» . 
g a  strona równania tego bgdzle 3 óft4o2c4 x 2ba.. 
W reszcie w ziąw szy pierw iastek czyn nika pier­
w szego f a oznaczyw szy gp w  drugim  , w ypadnia

Iipn®
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Dopełnienie działań Algiebr. 217

Inne p r z y k ła d y .

170. P óydzm yż teraz do w yciągan ia  p ier­
w iastków  kw adratow ych  z ilości w ielorakich , 
czyli iak ie zw yczayn ie  zow ią , z tuielomiunow ,  a 
naprzód przypom nieć tu p otrzeba, ze żaden dwu­
mian, czyli ilość z dw óch w yra zó w  złożon a, nie 
może b y ć  kwadratem  zupełnym  ilość bowiem  pa- 
iedyncza podniesiona do kw adratu  iest także ilo­
ścią poiedynczą ; a kw adrat ilości dwumieruiey 
zam yka zawsze trzy  części (101). Tak rip. aa 4 -fo|*. 
nie iest kwadratem , z +  chociaż a iest p*ex* 
w iastkiem  kw adratu a2,, b pierwiastkiem  kw a­
dratu b2 : g d y ż  kw adrat z  a 4- b t który ieat 
a2 4 - zab 4 - b2, zam yka ieszeze w yra z  4 - 2ab ,  któ- t 
r y  si§ nie znayduie w  ilości daney a 4

Weźmy w iec ilo&ć z trzech wyrazów pło­
żoną

A b yśm y w tąm wyrażeniu znaleźli trzy
' ścł.

www.rcin.org.pl



ści składaiące k w a d r a t, którego piez wiastek iest 
dw um ienn y, uporządkuym y w yra zy  podług w y ­
kładnika k tó re jk o lw ie k  głoski np. g łoski a‘: bę­
dzie w ięc

16«4ca 4* 24a3ó3c 4 -gfa*.
Jakikolw iek iest pierwiastek [szu kan y, b y le b y  

ty lk o  b y ł uporządkowany p odług  tey  sam ey g ło ­
ski a , kw adrat pierw szego w  mm w yrazu  musi 
b y ć  pierw szym  w yrazem  w  d a n ej i lo ś c i, to iest 
m usi b yć  w yrazem  i6«4cł  *, podw óyny iloczyn 
pierw sego w yrazu  w  szukanym  pierw iastku 
p rze z  iego w yraz d r u g i,  m usiał dać początek 
drugiem u w yrazow i w  d a n e j ilo śc i, to iest w y ­
razow i 24fl2i>3c ; nakoniec kw adrat drugiego w y ­
razu w  tym że pierw iastku powinien b y ć  osta­
tnim w yrazem  gb6 w  d a n ej ilości. Po tych  u- 
w agach  przystąpm y do działania.

£iS & o % d x i a i  XX. J

o
Biorę naprzód pierw iastek kw adratow y z wy­

razu pierw szego i óu4ca , a w ypadek 4a2c (i6§) 
iest p ierw szym  w yrazem  szukanego pierw iastku, 
k tó ry  sig pisae po p r a w e j stronie d a n e j ilości 
W tym  samym w ierszu.

O deym uię potem kw adrat p ie rw sz e j Części 
p ierw iastku  od dan ej ilości , po cae'm zostaną 
ty lk o  dw a w yra zy  4- 24o^/3c +  gb*.

Poniew aż w yra z  24n7b*c i£st padw oynym  ilo>» 
#zynem pierw szego w yrazu  4 a ac p rzez w y ra z  
dru gi szukanego pierw iastku , otrzym am  w igc 
ten dru gi w yraz, dzieląc 2ia rb̂ c przez dwa ra zy  
w zię ty  w yra z  p ie rw s z y , to iest przez 8a*c, któ- 
r y  się pisze pod pierw iastkiem  w  drugim  w ier­
szu ; iloraz 563 iest drugim  w yrazem  szukanego 
pierw iastku.

Pierwiastek iest iuż znaleziony; lecst ab y się
praa-
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przekonać czy  iest p ra w d z iw y , trzeba ttw ażyć, 
czy kw adrat drugiego w yrazu  iest ąb* , albo te£ 
czy  w yraz  p ierw szy dwa razy  w z ię t y , to iest 
8a2c pow iększony drugim  znalezionego pierw iast­
ku wyrazem ,- który iest 51?* , i rozm nożony przez 
tenże w yra z  d r u g i, daie na iloczyn dw a osta­
tnie w yra zy  danego kwadratu, A  zatem obok 
8a*c *z p raw ey strony piszę -t- 3&3 , i m nożę 
8&ac -ł- ob* przez 3b* : iloczyn stąd w yp ad aiący  
odiąw szy od dw óch ostatnich w yrazó w  danego 
k w a d ra tu , nic sig nie zo&taie : co d o w o d zi, ie  
znaleziony pierwiastek 4 ał -H3f>3 iest p raw d ziw y.

Rzeczą iest \ rzez sig wic^bzna , ze to samo 
rozum owanie i ten sam sposób postępowania za­
stosować można do wszelkie'y ilości z trzech t y l ­
ko w yrazów  złożone'y, czy li trzymiennćy.

171.  K iedy ilo ść , k tó rey  szukam y pierwiast­
ku kw ad ratow ego, ma więce'y w yrazów  niż trzy, 
pierw iastek ^szukany będzie m iał w ięce'y w y ra ­
zów niż dwa. P rzyp u ściw szy  , ze pierwiastek 
ten ma trzy  w y ra zy  w -t- n -+* p , i u czy n iw szy  
m -4- n =  / , bgd/ia m + n - t - p = / - ł - p  , a tern sa­
mem ilość dana rów ną będzie kw adratow i z * -ł- ps 
k tó ry  iest

Dopełnienie działań Algiebr, 21 j|.

W  kw adracie tym  =s ma -ł-2ntn -ł-wz. A  za­
tem uporządkow aw szy ilość daną p o d łu g  w y k ła ­
dnika iedneyze g ło s k i, p ierw szy  w y ra z  tey  ilo ści 
będzie widocznie kwadratem  z pierw szego w y ra ­
zu w  pierw iastku , a w y ra z  drugi zawierać b ę­
dzie p odw oyny iloczyn  w yrazu  pierw szego p rzez 
dru gi tegoż pierw iastku : dru gi zatem  w yraz 
znaydziem y dzieląc d/Ugi w yra z  ilości łan ey 
przez dwa razy  w zięty w y ra z  pie'ewszy p ierw iast­
ku. A  maiąc dw a pierw sze w y r a z y  szukanego 
p ierw iastku , kw adrat ich  w yrażo n y tu przez i% 
odlaw szy od ilości dane'y zostanie 2łp -h p *; to  
Iest': podw óyny iloczyn dw óch p ierw szych  w y *  
razów  m •+• n p ierw iastku , rozm nożonych przez 
'w yraz tr z e c i ,  i  kwadrat w yra zu  trzeciego.

We-fl
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i t o  R o z d z i c t i  IX.

W eźm y wp. ilość

® którey potrzeba w yciągn ąć pierwiastek kw a­
dratow y, U porządkow aw szy w yra zy  podług- w y ­
kładn ikó w  głoski a ,  przystępnie da działania;

. p - o.
W yciągam  naprzód p ierw iastek kw adratow y 

z  pierw szego w yrazu  16a* , i mam 4fa2 p ierw szy  
w yra z  szukanego pierw iastku ; podnoszę go da 
do kw adratu jL odey muię od ilości daney.

Podwaiam  potem p ierw szy w yraz pierwiastr 
k u , i w ypadek 8a* piszę w  drugim  w ierszu pod 
p ierw iastk iem : p rzez 8a* dzielę —  4oa*b p ier­
w szy  w yraz  pierwsze'y r e s z ty , i mam 5ab drugi 
w yra z  szukanego p ierw iastk u , który piszę obok 
Sa1 po praw e y stronie , i. mnożę tak 8n2 iako i  

5aó przez ten d ru gi wyra®, a iloczyn odeymu? 
ię od p ierw szey re s z ty .

T y m  sposobem odiąłem od daney ilości kwa? 
drat dwumianu 4 — $nb : a że druga reszta z a-

' m yka tylko w  sobie p o d w ó yn y iloczyn tego d w u ­
m ianu przez trzeci w yraz  szukanego p ierw iastk u ,, 
i  kw adrat tegoż w yrazu trzeciego ; podwaiam w ięc 
ilość 4 u2 —  $ab,  i w ypadek 8a2—  10ab napisaw szy 
p od  8a2— • Sab, dzielę tę d,rugą resztę 8«2*— 10ab* 
p ie rw szy  w yraz ilo ra zu , to iest 8/jc,  iest trzecim  w y ­
razem szukanego pierw iastku. Piszę go także obok. 
8«*—- 1 oab f i mnożę 8a2 —  loab +  bbc przez Łea 
trzeci w y r a z , a w yp ad aiący  iloczyn  o d ią w szy o d

dru-
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drugiey re s z ty , ąie. nie zostaie: co dow odzi, 
pierwiastek dane'y ilości iest 4 n5-— jao ■+• Sbc.

W reszcie działanie to aupeim e podobne dc 
wyciągania pierwiastku kw adratow ego z iości li­
czebnych,  łatwo iest zastosować do wszendch i- 
łośei algiebraicznyeh , a k tó rych  w yciągn ąć chce­
my pierw iastek kw adratow y.

IV. O wyciąganiu pierwiastku z  innych potęg wyż- 
szych od stopnia drugiego, tak z ilości Licze­
bnych iako też z algebraicznych*

172. D ziałanie arytm etyczne, od którego za­
leży rozw iązyw anie równań stopnia d ru g ie g o , i 
za pomocą którego maiąc dany kw adrat docho­
dzimy iego p ierw iastku , iest tylko szczególnym  
przypadkiem działania ogólnie y sże g o , służącego 
do znalezienia l ic z b y , k tó rey  wiadoma iest potę­
ga iakiegokolw iek stopnia, i którą także zowie- 
my p ierw iastk iem , lecz z przydaniem  stopnia a 
którego pochodzi. Działanie to , ód którego za­
leży rozw iązyw anie równań stopni w yższych , po* 
daie takie sposób w ynaydow ania logarytm ów  nie** 
równię krótszy i łatw ieyszyr, n iż są dw a w y ło ­
żone w yżey . Lubo w ięc za pomocą logarytm ów  
łatwo otrzym ać można pierw iastek liczebny ka.- 
żdego stopnia, w ypada iednak podać tu sposób 
z-wyczayny w yciągan ia  tych  pierw iastków  , a b y ­
śmy i no wy  sposób w ynaydow ania logarytm ów  
W yłożyć m o g l i , i obeznaw szy się z działaniem, 
tern na liczb ach , łatw iey  ie potem do ilości al« 
giebraicznych zastosow ali, i nakoniee dopełnili 
wiadomości a  w yciąganiu  p ierw iastk ó w , którą- 
śmy dotąd na drugi tylko stopień podali.

173. Chcąc w yciągać z liczb pierw iastki sze­
ścienne czyli trzeciego sto p n ia , trzeba naprzód 
poznać sześciany liczb iedńocyfrow ych  : liczb y  
łe i sześciany im odpowiadaiące umieszczamy W 

►̂ Wóch następuiących w ierszach :

Dopełnien ie działań Atgiebr♦  t t i
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3 5 4 5 6 7 $ 9
i  8 27 64 125 216 543 $12 729.

Aże sześcian liczb y naym nieyszey dwucy* 
fro w ey y-io  iest sześcian z ió, iest 1000 : wszelka 
xatem liczba 2 trzech c y fr  złożona nie może 
b y ć  sześcianem lic z b y  dw ucyfrow e'y , leczjiedno^ I  
c y fr  owe'y.

L iczba d w u cy fro w a , to iest z dziesiątków i 
iedności złożona , podnosi się do sześcianu spo­
sobem takim , iakim  ią podnosim y do kw ad ratu : 
g d y ż  rozłożyw szy  ią na dziesiątki i ied n o ści, i 
oznaczyw szy dziesiątki przez a ,  iedności p rzez bp 
będzie » ^

śZt Uto z d z i  ai  IX.

Skąd się o k a zu ie , że sześcian czyli trzecia 
potęga liczby ziożoney z dziesiątków 1 iedności* 
zamyka cztery części; to iest: sześcian dziesiąt­
ków , potróyny kwadrat dziesiątków rozmnożony 
■ przez iedności, jaotroyny kwadrat iedności rozmno- 
zony przez dziesiątki i sześcian iedności.

Niech, będzie liczba 4 7 , którą trzeba pod­
mieść do potęgi trzeciey ; u czyń m y a «■ = .4 azi«a 
siatkom czyli 4o . b =? 7 iednościom.

174. Chcąc teraz z danego sześcianu io 3823 
J c y ś ć  iego pierw iastku , uw ażać naprzód potrze° 
b a , ie  w  sześcianie 4 dziesiątków , to ieo-t w  li­
czbie 64ooo ostatnie trz y  c y fry  z- p raw ey  ręki 
iako zera nie maią żadney ważności liczebney; 
szukaiąc przeto sześcianu d ziesiątk ó w , można w  
liczb ie daney io 38a3 oddzielić przecinkiem  trzy  
ostatnie c y f r y , a szukać go  w- pozostałych li­
czbach ze strony lew ey. Poczem  rozporządziw szy 
działanie iak do w yciągania  pierwiastlcu kwa* 
k ra to w e g o , po trzeciey  cyfrze  z prawey strony

dą-
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daię się przecinek, największy io3,823 47
sześcian mogący się mieścić w 64 “TT."*""*
liczbie io3 z łeŵ ey ręki pozo- ‘̂ g ^ g
stałe'y będzie sześcianem z dziesiątków szukane­
go pierwiastku. Przypatrując się sześcianom 
liczb jednocyfrowych wyżey umieszczonym, po­
strzegam , że naywiekszy sześcian iaki mieścić 
się może w liczbie io3 , iest 64 , którego pier­
wiastek iest 4* Napisawszy więc 4 na mieyscu 
przeznaczonem dla pierwiastku, ódeymuię liczbę 64 od io3 , a obok pozostałey reszty 09 piszę o- 
statnie trzy cyfry danego sześcianu. Pozostała 
reszta 39823 zawiera w sobie ieszcze trzy części 
sześcianu, to iest: potróyny kwadrat dziesiąt­
ków rozmnożony przez iedności , czyli 3a*b ; 
potróyny kwadrat iedności rozmnożony przez 
dziesiątki czyli 3obx, i sześcian iedności czyli 
i 3. Gdyby ważność iloczynu 3a2b była wiado­
ma , podzieliwszy iloczyn ten przez 3 ilość wia­
domą , znaleźlibyśmy na iloraz b czyli iedności 
szukanego pierwiastku : ale chociaż ważność ilo­
czynu 3a2b nie iest wiadoma, wiemy przecięż, 
te w iloczynie tym ostatnie dwie cyfry z pra­
w ej strony nie mogą mie'ć żadney ważności li­
czebne y : iloczyn albowiem ten ma i< den czyn­
nik a1 wyrażaiący kwadrat dziesiątków, a tem 
samem zakończony iest na dwa zera. Iloczyn 
zatem 3a*b znaydować się musi w części 3g8, 
która zostaie z liczby 39823 po odłączeniu odniey 
dziesiątków i iedności, 1 która prócz tego zawie­
ra ieszcze w sobie sta wypadaiące z potróynege 
iloczynu dziesiątków przez kwadrat iedności, i z, 
sześcianu iedności.

Dzieląc 3g8 przez potróyny kwadrat 4 dzte« 
siątków, to iest przez 48, wypada na iłcraz 8 $ ' 
«ile pierwey należy aprobować, czy tuzy części 
sześcianu pozostałe w reszcie 39823 nie będą bc 
'"Wielkie , przypuściwszy, ż« szukane iedności etyli 
b 8, J«JL«x znaydaiemy

Dopełnienie działad Algubr. 22$
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R o z d z i a ł  I X .

Summa
Wypadek ten większy od pozostałe'y* reszty 

3o8a3, dowodni, ze trzeba zmnieyszyć liczbę 8 
wziętą za Jedności szukanego pierwiastku. Od­
bywszy tę sarnę próbę z liczbą 7, okaże się, że 
liczba ta czyni zadoeyć warunkom więc szuka­
nym pierwiastkiem będzie 47. ,

Zamiast sprawdzania takiego iakie iest po­
wyższe, żwyczaynie podnosi się zaraz do sze­
ścianu liczba , którą wyrażaią dwie cyfry znale­
zione. Działanie to odbywszy z liczbę 4», znay» 
dziemy 48. 48. 48=  110502 ;
a liczba ta iako większą od daney io38*3 dowo­
dzi , że w pierwiastku óyfra 8 iest za wielka.

Tym samym sposobem postępuię się z każda 
liczbą maiąca cyfr wi'ęce'y niż trzy, a mnie'y nil 
siedm. Oddzieliwszy trzy pierwsze cyfry po 
prawe'y stronie , bierze się naywiększy sześcian 
zawarty w cyfrach pozostałych z lewey strony; 
pierwiastek'tego sześcianu pisze się na mieyscu 
dla niego przeznaczonym , a sam sześcian odey- 
muie się od tey liczby, pod którą iest podpisa­
ny ; obok pozostałey reszty piszą się trzy osta­
tnie cyfry, z których dwie pierwsze z prawey 
strony odłączywszy przecinkiem , pozostałe ze 
strony lewe'y dzielą się przez potróyny kwadrat 
znalezionych na pierwiastek dziesiątków ; lecz 
przed napisaniem ilorazu na mieyscu przezna­
czone^ , trzeba go pierwe'y sprawdzić, podno­
sząc do sześcianu dwie cyfry na pierwiastek zna­
lezione: ieżeli sześcian ten większy iest od liczby 
daney, cyfrę maiącą w pierwiastku wyrażać ie- 
dności potrzeba zmnieyszyć , i przystąpić do 
sprawdzenia powtórnego. Sprawdzanie to poty 
aię powtarza, póki otrzymany sześcian nie wy-

pa-
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padnie ró w n y  daney l ic z b ie , albo też od nie'y 
m nieyszy , ieżeli dana liczba nie iest zupełnym  
sześcianem ; a w  przypadku tym , pierwiastek zna­
leziony iest pierwiastkiem  sześcianu naywiększe- 
g o , któ ry  się zawiera w  daney liczbie. Ponie­
waż częstokroć po odięciu sześcianu tego od da­
ney liczb y  pozostałą znaczne re s z ty , c zy  znale­
ziony pierwiastek nie iest za m a ły ,  przekonać si§ 
można sposobem następującym  ;

( a  •+- i ) 3=  a 3 -t-óo* -t-3n ■+• 1 .
Sześcian ten większy iest ód sześcianu a3 i* 

lością 3a2 ■ +* 3« -4- 1. Skąd wypada, ze kiedy re­
szta po wyciągnieniu pierwiastku sześciennego 
pozostała, mnieysza iest aniżeli potróyny kwa­
drat znalezionego pierwiastku , więcey trzy razy 
Wzięty tenże pierwiastek więcćy 1, znaleziony 
pierwiastek nie będzie za mały.

175 C bcąc w yciągn ąć pierw iastek sześcien­
ny z liczb y  ro$8238 7 , uważać, naprzód potrze­
ba , że iakakolw iek iest liczba cyfr w  szukanym  
pierwiastku , rozłożyw szy  go na iedności i dzie­
siątk i, sześcian dziesiątków  nie może w chodzić 
do trzech ostatnich cyfr po p raw ęy stronie b ę ­
dących , a tern -same'm znaydow ać się m usi w  li­
czbie 105823. L ecz n ayw iększy  sześcian zaw arty 
w  liczbie 105823 musi m ieć w ięcey  niż iednę c y ­
frę w  swoim  p ierw iastk u , któ ry  tem samem mo­
żna będzie znowu ro zło żyć na iedności i dzie­
siątki : aże sześcian tych  dziesiątków nie może 
Wchodzić do ostatnich trzech cy fr  po prawe/y 
stronie^ odłączyw szy zatem trzy te c y fr y  prze­
cinkiem , w  pozostałey liczbie 105 trzeba szukać 
tego sześcianu. G d y b y  po takowem  odłączeniu 
tych trzech cy fr  zostało się leszcze w ięcey niż 
trzy c y fr y  po lew ey  stro n ie , należałoby powtó­
rzyć znowu pow yższe rozum owanie ; a tak ozna­
czy lib yśm y m ieysce sześcianowi z iedności rzędu 
tiayw yższeg o , rozkładaiąc daną liczbę - iii  od* 
ćizjały trzycy fro w e  p ocząw szy od r ę łd p r & w e y k u
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' lewey: ostatni iednak oddział po lewey strome 
Bioze mieć cyfr mnie'y a niżeli trzy.

Po takowem przygotowa- 105,823,817! 473 
ulu rozporządziwszy działa- 64  ~4x
nie iak zw yczaynie , szukam “4i8 ,3 --------- -
naprzód podług p raw ideł w  lo3g’ 3 ?

foprsedzaiącym artykule w y - -------------
cżonych  pierw iastku sze- 20008,17 

Ic iern ego  dwóch p ierw szych  105823817 
oddziałów  z lew ey  rę k i; i mam na w ypadek 4 7 ; 
od iąw szy sześcian tey  lic zb y  od dwóch oddzia 
łó w  , które go w  sobie zaw iera ła ; obok reszty 
2000 piszę oddział następuiący 817 ; a liczba 
2000817 powinna, ieszcze w  sobie zaw ierać trzy  
ostatrie części sześcianu z l ic z b y , W któ rey  4 / 
w yrazaią  dziesiątki , a którey jedności są szuka­
ne : znaydziem y zatóm te iedności iak w  p rzyk ła­
dzie artykułu poprzedzającego, oddzielając dwie 
ostatrie cy fry  z p raw ey  strony od in n y c h , a 

ozęść z lew ey strony pozostałą dzieląc przez po* 
tró y n y  kw adrat ze 4 7 , to iest przez 6627. Zna­
lezio n y  iloraz 3  należy spraw dzić podnosząc 473 
dk> sześcianu, a w yp adek okaże się rów n ym  li­
c zb ie  daney : g d y ż  liczba ta iest zupełnym  sze­
ścianem.

Wyłożenie "przykładu powyższego może za­
stąpić mieysce ogólnego prawidła. Gdyby dana 
liczba miała cztery oddziały, z oddziałem czwar­
tym należałoby odbyć takie działanie, iakie sig 
<tdbyło z trzecim ; a kiedy potróyny kwadrat z 
yyfr 'na pierwiastek znalezionych nie mieści sig 
*W reszcie po odłączeniu od nie'y dwóch cyfr pier­
wszych z prawey strony, na ten czas napisa­
wszy w pierwiastku zero , przyłącza się do re­
szty oddział następuiący, i z tą resztą postg- 
J3uie srę tak iak z poprzedzającą.

1-76. Ponieważ sześcian ułomka otrzytnuie sig 
SOTiożąc ułomek ten przez iego kwadrat, czyli co 
m iedno wychodzi podnosząc do sześcianu iego 
licznik i dzieląc go przez sześcian mianownika,

wy-
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wypada stąd, że chcąc Otrzymać pierwiastek sze­
ścienny ułomka , trzeba osobno wyciągnąć pier­
wiastek z licznika i z mianownika. I taksześciau 
ułomka f  iest jfJ : Wziąwszy pierwiastek sześcien­
ny liczb 125  i 216, wypadnie pierwiastek

Sposobu tego trzymać sig należy, gdy tak 
licznik iak mianownik iest zupełnym sześcia­
nem : lecz gdy okoliczność ta nie ina mieysca, 
zamiast wyciągania pierwiastku osobno z licznika 
Osobno z mianownika , mnożą sig wyrazy 
danego ułomka przez kwadrat mianownika $ tym 
Sposobem ułomek dany zamienia sig na inny, 
którego mianownik będzie zupełnym sześcianent 
z mianownika początkowego ; i dosyć bgdzie 
wzi:ió tylko pierwiastek naywigkszego sześcianu 
zaWaHego vr liczniku. Gdyby przyszło np. wy- 
Ciągnąć pierwiastek sześcienny z ułomka i | roz- 
mnoży w-zy oba wyrazy tego ułomka przez kwa­
drat mianownika , to iest przez 25 , wypadnie

—-■/ ... i W ułomku tym pierwiastek mianowniku

iest 5 ; cb sig zaś tycze licznika 75 ponieważniy* 
wigkszy sześcian w liczniku tym mieszczący sig 
iest 64 , którego pierwiastek iest 4 , wniesiemy, 
że | iest przybliżonym pierwiastkiem sześcieir* 
Cym ułomka | ; iakoż różnica migdzy sześcia­
nem danym, a sześcianem znalezionego pier*

Wiastku wynosi tylko — V* Chcąc mie'ć pier-125 <
Wiastek bliższy prawdziwego, trzeba z liczby 7$ wyciągnąć pierwiastek przez przybliżenie po­
dług sposobu, który podamy niżey. ,

Jeżeli mianownik dahego ułomka iest iui. 
kwadratem, dosyć bgdzie obadw'a Wyrazy ułom­
ka rozmnożyć przez pierwiastek kwadratowy mia­
nownika. Chcąc np. znaltżć pierwiastek sze­
ścienny ułomka * , rozmnożywszy obadwa w y­
kazy ułomka przez pierwiastek kwadratowy mia-
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Roz ds t  ai IX.

-4 12
n o w n ik a , to iest przez 5 , będzie — . N ay-

5 . 5 . 3
w ięk szy  sześcian m ieszczący się w  liczniku iest 
8> którego pierwiastek- iest 2 ; pierw iastek zaś 
sześcienny mianownika iest 3: a zatem ułom ek | 
iest pierw iastkiem  nayw iększego sześcianu za­
w artego  w  ułom ku %■

177. M oznaby w yciąg ać przybliżone p ier­
w iastki sześcienne za pomocą ułom ków  zwyczay-^ 
n ych  sposobem podobnym  do podanego w yżey  
(li5) na nrzybliżone pierw iastki kw adratow e; 1¾ 
ie st: trzeba liczbę daną obrócić na u ło m ek , któ- 
re g o b y  m ianownik b y ł  sześcianem zup ełn ym . 
T ak  np. chcąc otrzym ać pierwiastek sześcienny z 
lic z b y  22 , w yrażam  liczbę tę w  kształcie  ułom ­
ka  następującego :

I z l  =rs P ierw iastek nay w ię k si ego szfe-
* 12$ 125

ścianu m ogącego się m ieścić w  . liczniku iest i 4 ; 
jpierwiastek zaś m ianownika iest 5 : będzie w ięc

c z y li a |  pierw iastkiem  sześciennym  liczb y  22. 1

Z w yczayn ie  iednak w yciągaią  się p rzyb liżo ­
n e  pierw iastki sześcienne za pomocą ułom kow 
dziesiętnych  , obracaiąc liczbę daną na ułom ek 
dziesiętny t a k i ,  które,gobym ianownikiem  b y ł sze­
ścian zupełny. Lecz obaczm y p ie rw ^ y , iak się 
tw orzą sześciany liczb dziesiętnych.

W idzim y t u , że w  sześcianie zawsze iest cyfr  
dziesiętnych trzy  razy  w ięcey  niż ich  ma pier­
w iastek. Jakoż wszelki iloczyn pow inien mieć 
ty le  cy fr  dziesiętnych , ile ich  iest w  iego czyn­
nikach : sześcian zatem iako iloczyn trzech czyn ­
ników m iędzy • sobą rów n ych  , pow inien mieć

cyfr

www.rcin.org.pl



cyfr dziesiętnych trzy  razy  w ię c e y , niż ich  ma 
ieden iego "czyn n ik, !to iest pierwiastek.

Skąd w n iesiem y, że obracając liczbę daną na 
Ułomek" dziesiętny, trzeba ie'y p rzydać zer trz y  
razy  w ię ce y  , niż m ieć chęem y cy fr  dziesiętnych 
w  ie y  pierw iastku sześciennym .

Chcąc np. z  liczb y  2 otrzym ać pierw iastek 
sześcienny p rzy b liżo n y  do trzech c y fr  dziesię­
tnych , przydaię do liczb y  tey  dziew ięć zer czyli, 
mnożę ią przez 1000000000, i zamieniam ią w  u- 
łom ek następujący : t l .53555¾¾ > będzie w ięc

Dopełnienie działąń Algiebr.

Wyciągam potem sposobem wyłożouyai wy­
żey pierwiastek z licznika

A zate'm 1/-2 *2= 1,2̂ 9 : iakoż (1,2 9̂)3 ans 
*^995616979; liczba zaś ('i,26o)3=  2,ooo376oóo.

To iest lód przydaię do liczby 2 po prawe'y 
stronie dziewięć zer, gdyż chcę mie'ć w  pier­
wiastku trzy cyfry dziesiętne ; 2rt wypadek roz­
kładam na oddziały trzycyfrowe poczynając cdi 
ręki prawey ku lewe'y; 3cie wyciągam pierwia* 
stek sześcienny z pierwszego po lewey ręce od­
działu , który iest 2 , i pierwiastek, którym iest 
a , piszę na mieyscu dla niego przeznaczonym; 
Ate od pierwszego oddziału odeymuię szesciaji 
znalezionego pierwiastku, i obok pozo^tałćy -Jap«* 
*zty, która iest 1 , ;piszę trzy zera tkładaiące od-

P a  • aziat
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dział d r u g i , skąd powstaie liczba 1000 ; 5 łe w li­
czbie tey  odłączam dwa pierw sze zera z prawe'y 
• tr o n y , a liczbę pozostałą ze strony le w e y , to 
iest 10 , dzielę przez potróyny kw adrat znalezip- 
go  p ierw iastku , to iest przez 5 ; 6te przed napi* 
saniem ilo ra zu , którym  iest 3 na m ieyscu swo- 
iem p ie r w e j  go sprawdzam  podnosząc i 3 do sze­
ścianu ;%aze ten sześcian w ypada w ięk szy  od li­
c z b y  z którą dzia łam , to iest od 2000, zmnięy- 
«zam w ięc ten iloraz iedn ością , i piszę w  pier­
w iastku 2 ; 7?rre sześcian z 12 , to iest 1728, o- 
deym uię od dw óch p ierw szych  oddziałów w ch o ­
dzących  do d ziałan ia, a obok r e s z ty , która iest 
272 , piszę oddział następuiący, i mam liczbę 
272000 ; 8me w  liczbie te'y od łączyw szy  dw a o- 
sta tnie zera z p raw ey  stro n y , liczbę pozostałą ze1 
strony lew e'y , to iest 2720, dzielę przez p o tró y­
n y  kw adrat z 1 2 , czyli przez 432 , i mam na 
iloraz 6 ; lecz przed napisaniem ilorazu tego w  
p ierw iastku , probuię czy  nie iest za w ielki :

Sodn iósłszy 126 do sześcianu, znayduię w ypa- 
ek w ięk szy  niz 2000000; zmnieyszam w ięc ilo­
raz ten iedn rścią , i piszę 5 obok dw óch pier­

w szy c h  cy fr  w pierw iastku ; ąte sześcian ze 125 , 
to iest 7953:2? odeym uię od trzech oddziałów do 
działania w ch o d zą c y ch , to iest od 2000000, i 
obok pozostałe'y r e s z ty , która iest 46875 > piszę 
trz y  zera oddział czw arty  składaięce , tym  spo­
sobem mam liczbę 46875000, w  które'y odłączy- 

' w sz y  dwa zera po prawe'y stronie , część pozo­
stałą ze strony lew e'y , to iest 468750, dzielę przez 
p o tró yn y  kwadrat znalezionego dotąd pierw iast­
k u  , a iloraz 9 piszę na swoiem m ieyscu w  pier­
w ia s tk u , i mam liczbę 1259, w  którey o d łączy­
w szy  trzy  ostatnie c y fr y ,  będzie szukany pier­
wiastek sześcienny 1,259; i^te. Nakoniec podno­
szę do sześcianu tak pierw iastek zn alezio n y, ia­
ko tez liczbę 1,260 , 1 p ostrzegam , ze p ierw ia­
stek sześcienny liczb y  2 w ięk szy  iest od 1,259 , a 
m nieyszy  od 1,260. L iczba iednak 1,260 bliższa

iest

* 3o R o z d z i a ł  IX.  (
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iest praw dziw ego pierw iastku liczb y  2 , niżeli li­
czba 1,259: g d yż różnica m iędzy sześcianem li­
czby  1,260 i sześcianem danym  iest mnieysza a- 
nizeli różnica m iędzy tym że sześcianem danym i  
sześcianem liczby 1,259, o czem łatw o przeko­
nać się można.

178. G d yb y  liczba dana m iała iuż c y fry  dzie­
siętne , przydać do niey należy tyle z e r , aby li­
czba w szystkich  cyfr dziesiętnych w  nie'y bę­
dących b y ła  trzy  razy  w iększa od lic z b y  
cytr dziesiętnych , którąśm y zam ierzyli w  
szukanym  p ierw iastk u . Chcąc np. z lic zb y  
1,25 w yciągn ąć pierwiastek sześcienny z dw ie­
ma cyfram i dziesiętnemi , pow inien sześcian 
szukanego pierw iastku mie'e cyfr  dziesiętnych 
sze ść: aże ich  ma iuż dwie , potrzeba w ięc  
przypisać cztery  zera po p raw ey  strome lic zb y  
1,25, i sposobem zw yczayn ym  w yciągn ąć p ier­
wiastek sześcienny z liczb y  1250000. Po odby­
te ni działaniu zn a y d ziem y , że pierw iastek lic z b y  
tey przypada m iędzy 105 i 106, p ierw iastek za­
tem liczby 1,25 przypadać będzie m iędzy 1,05 i  
l,o6.

179. W reszcie im w ięcey  zer p rzydam y do 
liczb y  daney, tem pierw iastek otrzym any b liż­
szy będzie praw dziw ego ; n ig d y  iednak nie bę­
dzie zupełnie rów ny praw dziw em u , ch oćby dzia­
łanie to iak naydaley posunięte b y ło  : i p ier­
wiastek sześcienny l ic z b y , która nie iest zu p eł­
nym sześcianem , równie iak pierw iastek kw a­
dratow y liczb y  nie będącey zupełnym  kw adra­
tem , nie może b yć  w yrażon y przez żaden uło­
mek , ch o ćb y  też m ianownik iego b y ł tak w iel­
ki , iak tylko być może^ A b yśm y sig o te'y p ra­
wdzie widocznie przekonali , trzeba p ierw ey  oka­
zać , że nie tylko kw adraty  i sześciany ułom ­
ków  w łaściw ych  są zawsae u łom kam i, iakośm y 
to uważać m ogli ; ale też wszelka liczba ułamko­
wa, nie mogąca być sprowadzoną do mnieyszgLh

Dopełnienie 'działań Algiebs, a S i
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ft o z d z i a  t

•wyrazów , czyli skladaiąca się Z dwóch liczb mię* 
dzy sobą pierwszych, (i43),, podnoszona do kwa­
dratu , sześcianu,, i t. d« da i* zawsze wypadek, 
ułomkawy nie mogą;y być sprowadzonym do mniey- 
szych wyrazów.

P raw da ta zasadza si§ na nastgpuiąeey : Wszelr 
ka liczba pierwsza P  dzieląca zupełnie iluczy.n 
dwóch liczb A. i B„, dzielić takżę musi iednę z tych 
liczb. - ~

D a y my „ z* liczba ta nie dzieli zupełnie lir 
« zb y B , i ie B iest w iększa od P/, oznaczyw szy 
przez a iloraz całkow ity, a przez B' pozostała, re° 
s z te , bedzie1 V _ _

rozm noiyw & zy obie strony przez A , w yp adn ie

P odzieliw szy  ohie strony przea P , będzie

P: P'
Ż e zaś p ierw iza  strona równania tego iesfc 

łiczbą ca łk o w itą , g d y ż  podług- założenia iloczyn. 
AB iest podzielny przez P ; druga wigc. strona 

'feyc powiiwn* także liczbą całkow itą.;, a g d y  w y­
raz p ierw szy  d ru giey  strony iest liczbą całkow itą

z  założenia, w ięc i drugi , w yraz musi bye^

liczbą całkow itą ; a tern samem; iloczyn AB' m usi 
b y e  podzielny pi*zez P

B' iako reszta pozqstała z dzielenia B przez* 
P iest mnieysza od. P ; nie mogąc zatem dzielić 
B ' p rzez P , podzielm y P p rzez BI, a. otrzym any 
iloraz, całkow ity  oznaczmy przez q', pozostałą zaś 
resztę p rzez B ' ; dfeielnry potem P przez B'ć , a o* 
trzym an y iloraz oznaczm y przez q", pozostałą 
zaś resztę przez B '" ; i tak daW y, az póki na re-‘ 
sztę nie zostanie i ; co nastąpić musi : g d yż P  
iest liczba pierwsza. T ym  sposobem  otrzym am y 
następuiące równania.:
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Rozm nożyw szy obie strony każdego równa*
ni a przez A ,  bgdzie •

- „  j  , f j n l /  J A T k  u  // i f n f / f  * <s- JJ

Dopełnienie d z ia i^  Algiebr* 233

W ypadki te okazu ią, że poniew aż ie*t
podzieLne przez P , iloczyn y także AB" , AB"'i t. d. 
pow inny b yć  podzielne przez P. Źe zaś pozor 
stałe reszty' B ', 3  ' ,  B"' i t. d. sa coraz m niey- 
sze , aż.nakoniec za ostatniem dzieleniem w y p a ­
dnie na resztę i ; ostatni zatem iloczyn  będzie 
A  x  i , k tó ry  także b yć musi podzielny przez P ;  
to iest P dzielić musi Liczbę A . '

Stąd w ypada, że ieżeli liczba pieYwszaP niedzie- 
ląca .upalnie p o dłp g  założenia liczb y  B -niedzieli zu­
pełnie liczby A ; me może także zupełnie dzielić 
ich. iloczyn u  AB,.

Jeżdljkzatem ułomek —  nie może b y ć  spro* 
a

wadzonym  do m nieyszych w y r a z ó w , nie m asz 
aadney liczby p ierw szey , któraby razem  dzielić 
m ogła liczby 1) i a ; a że podług tego co poprze­
dziło , wszelka liczba p ie rw sza , która nie dzieli 
liczb y  a nie może także dzielić ilo czyn ó w  a X a, 
<iXflXn i t. d. czyli a1, a3 i t. d. i że kazda^ li­
czb a pierw sza, która nie dzieli zupełnie bf nie dzieli 
także iloczynów  b x  b czy li b2, b X b x  b, czyli b* i t.d .

. b2 b* .
rzeczą iest w id o czn ą , że u łom ki —— , —  i t.d- ni® 

m ogą by<£ sprowadzonemu do w yrazów  m nieyszych, 

tak iak i ułom ek i ,  a ,te,m  bardzie'y nie m ogą
« . ' N

zamienić się w  liczb y  całkow ite.
Z tey ostatniey p raw d y w y p a d a , że w szy ­

stkie liczb y całkow ite , któx’e nie są zupełnem i 
kwadratam i lub sześcianami i t. d. nie maią p ier­
w iastków  nie tylko w  liczbach  c a łk o w ity c h , ale 
też w  liczbach ułom kow ych.
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i 8d. Ilo ść , którey w yrazić  nie można ani w- 
liczbie całkow itey ani w  u ło m k o w e y , nie może 
fnieć spólney m iary z iednością lub z i.akową iey  
Sizęscią : Pierwiastki zatem sześcienne liczb nie 
bodących  zupełne mi sześcianam i, tak iak pier­
w iastki kwadratowe liczb nie będących, zupełne- 
Hii kw adratam i, są niespółm iem e czy li bezsto- 
s,unkow;e (n b ). t ‘ '

Ponieważ pierw iastek sześcienny liczb y  np. 64 
iest 4 , a pierwiastek kw adratow y liczb y  ib iest 
*.fkze 4  ; w ięc pierw iastek sześcienny liczb y 64 , 
r4ów.by iest pierwiastkowi kwadratowem u liczb y
lic zb y  i 6 y  czyli K b 4  =  V i 6.

Pierw iastek sześcienny liczb y  43  w ięk szy  iest 
d̂f; 3 ., a m nieyszy od 4 ; pierw iastek kwadrato*: 

w y  lic zb y  iz  w iększy  iest od 3 , a m nieyszy od 
4 . M ó g łb y  zatem kto rozum ieć, ze pierw iastek 
sześcienny liczb y  43 ró w n y  iest pierw iastkow i

kwadratowem u liczb y  12; czyli ze V  12,
L ecz równanie , to iest fa łs z y w e : g d y ż  pierw sza 
strona, podniesiona do sześcianu czyn i 4 3 ; dru- 
ga.j&aś atrona podniesiona do sześcianu w ynosi

2. \S~12. K i 2 =  12 V^i2 (167). Skąd sig o-
k a zu ie , ze pierw iastki sześcienne liczb nie będą­
cych  zupełnem i sześcianami stanowią ilości nie-i 
ąpólm ierne innego gatunku niż pierw iastki liczb 
nie będących kwadratam i ; gd yż n a yczęścieyrze­
czą iest nie podobną iedne w yrazić przez dru­
gie ,. v ......... / . ’ .

181. Poznaw szy sposób w yciągania p ierw iast­
k ó w  kw adratow ych i sześciennych z- ilości licze­
b n ych  , łatwo go możną będzie zastosować do 
w yciągania  pierw iastków  w szelkiego stopnia. 
L ecz jpierwey nim ten sposób w y ło ż y m y , u czy­
n ić  tu w ypada niektóre, uw agi nad w yciąganiem  
pierw iastków  z pptęg, > których  w yk ład n ik i są 
ppdzielnę prze^ 2 lub 3 .

Pierwiastek ęawaitęy potęgi otrzymać̂  mor

*54 R o z d z i a ł  IX.
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&ua p r z e z  p o d w ó y n e  w y c i ą g n i e n i e  p i e r w i a s t k u  

k w a d r a t o w e g o  : g d y ż  w z i ą w s z y  p i e r w i a s t e k  k w a ­
d r a t o w y  i l o ś c i  p o d n i e s i o n e y  do, p o t g g i  4te'y n p .  
ft4, w y p a d n i e  k w a d r a t  a 2 , z  k t ó r e g o  w y c i ą g n ą ­
w s z y  z n o w u  p i e r w i a s t e k  k w a d r a t o w y ,  w y p a d n i e  
a p i e r w i a s t e k  s z u k a n y .

P o d o b n i e ż  p o t r ó y n e  w y c i ą g n i e n i e  p i e r w i a s t ­
k u  k w a d r a t o w e g o  o d p o w i a d a  w y c i ą g a n i u  p i e r ­

w i a s t k u  osm,e'y p o t g g i : g d y ż  lód «8 —  ft«.; 2 rr

Dopełnienie działaji Algiebr. 2$

T u  i u ż  ła tw o ,  p o s t r z e d z  m o ż n a  , ż e  p r z e z  n a ­
s t ę p n e  w y c i ą g a n i e  p i e r w i a s t k u  k w a d r a t o w e g o ,  
m o ż n a  b g d z i e  o t r z y m a ć  p i e r w i a s t e k  w s z e l k i e y p o -  i 
fc g g i,  k tó r e 'y  w y k ł a d n i k i e m  i e s t  i e d n ą  z  l i c z o  4 ,
8 , 16  , 32 i t  d .

P i e r w i a s t k i , k t ó r y c h  w y k ł a d n i k i  a i e  aa  l i ­
c z b  a m i p i e r w s z e m i , m o g ą  b y ć  s p r o w a d z o n e  do,  
i n n y c b  n i ż s z e g o  s t o p n i a  : t a k  np. p i e r w i a s t e k  
s t o p n i a  s z ó s t e g o  m o ż n a  o t r z y m a ć  p r z e z  w y c i a -  
g n i e n i ę  n a p r z ó d  p i e r w i a s t k u  k w a d r a t o w e g o , a

p o t e m  s z e ś c i e n n e g o  ; i a k o ż  V ^ a 6 == « t  ty  J%h=z.a 
i  t .  d .

182. O b a c z m . y  t e r a z ,  i ą k  s ig  w y c i ą g a i ą  p i e r ­
w i a s t k i  p o t g g , k t ó r y c h  w y k ł a d n i k i  są  l i c z b a m i  
p i e r w s z e m i .  N i e c h  b g d z i e  wp. l i c z b a  23i $ $ 4o o 7,
'4 k t ó r e y  p o t r z e b a  w y c i ą g n ą ć  p i e r w i a s t e k  s t o p n i a  

p i ą t e g o .  U w a ż a m  n a p r z ó d ,  ż e  p o n i e w a ż  n ą y -  
n m i e y s z a  z  l i c z b  d w u c y f r o w y c h  , t o  ie st  i a  m a  

w  p ią te 'y  s w o i e ' y  p o t g d z e  s z e ś ć  c y t r  , g d y ż  
i o 5 = l o o q o o ; w i g c  p i e r w i a s t e k  p i ą t e g o  s t o p n i a  

l i c z b y  d a n e y  m u s i  m i e ć  p r z y n a y m n i e y  d w i e  c y ­
f r y :  o z n a c z y w s z y  zate'm  d z i e s i ą t k i  s z u k a n e g o  
p i e r w i a s t k u  p r z e z  a , i e d n o ś c i  p r z e z  b , i l o ś ć a - f - f c  
o z n a c z a ć  b g d z i e  p i e r w i a s t e k  s z u k a n y : l i c z b g  w i g c  

d ą n ą  m o ż n a  w y r a z i ć  n a s t g p u i ą ę y m  s p o s o b e m :
(a 4- fa)5 =  n5 -t- +  ioa'3fał + 10a2fa3 *+*
i-fas =  23tS$4°o7.

Po takowen\ Jprzygotowaniu, uważam, że.
%'^A-POr.

'  ' ‘  '-Ma V  ‘  -
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* ponieważ w «5 czyli w piątey potędze dziesiąta 
ków tego pierwiastku ostatnie pięć cyfr z pra- 
wey strony iako zera nie maią żadne y ważności 
Iks&ebnęy., oddzielam więc %przeoinkUm te pięd 
cyfr.s gdyby w pozostałby części z iewey  ̂ stro- 

1 ny przecinka znaydowało się ieszcze więcey niż 
pięć c y fr , przystosowałbym do nich to. sapie 
rozumowanie , iakie iest poprzedzające ; i cym 
sposobem daną liczbę rozłożyłbym na oddziały 
pięcig cyfrowej, poczynaiąc od ręki prawey ku łe- 
w e y ; ostatni oddział po lewey stronie zamykać 
będzie piątą potęgę ieduości rzędu, naywyższego 
•w- szukanym*pierwiastku.

£ o d a o s z ą c  l i c z b y  j e d n o c y f r o w e  d o  p o t ę g i  p i ą ­
te.y , p o s t r z e g a m ,  że p i e r w s z y  o d d z i a ł  d a u e y  ii** 

c z b y ,  to  i e s t  23i 5 , p r z y p a d a  m i ę d z y  p i ą t ą  p o t ę ­
g ą  l i c z b y  4 i 5 :  g d y ż *  p i ą t a  p o t ę g a  p i ę r w s z e y  z  

] * t y c h  d w ó c h  l i c z b  i e s t - i o z 4 , d r u g i e y  0 1 2 5 :  b i o r g
w i ę c  4 z a  d z i e s ią t k i  s z u k a n e g o  p i e r w i a s t k u  ,  a  

o d i ą w s z y  p i ą t ą  p o t ę g ę  t e y  i 2 3 1 5 ,5 4 0 0 7  47  

■■ l i c z b y ,> to ie s t  1 aa,-* o d -  | i 024 >.280
pieifw s-zeg® ' o d d z i a ł u  ii- k 2 o i r » 4 o o 7  

( c z b y  d a n e y , o b o k  p o z o -  * '- ■ ** V
;.s t a łe y  r e s z t y  , k t ó r ą  ie st  5291 , p i s z ę  o d d z i a ł  na** 

■ ;-stępiu.acy. Jbiczba s tą d  w y p a d a j ą c a  p o w i n n a  w  
. s o p ie  z a m y k a ć  w y r a z y  $a*b-. -ł- 10a3b1 -b i t.  d .  
k t ó r e  p o z o s t a j ą  w  i l o ś c i  (a~\~b)5 , p o  o d i ę c i p  o d  . 
n i e y  p i ą t e y  p o t ę g i  d z i e s i ą t k ó w  c z y l i  c 5» G d y b y  
w a ż n o ś ć  l i c z e b n a  i l o c z y n u  5 aĄb b y ł a  w i a d o m a ,  
p o d z i e l i w s z y  w a ż n o ś ć  t ę  p r z e z - 5a 4 , m i a ł b y m  na^. 

‘ i l o r a z  i> i e d n o s c i  s z u k a n e g o  . p i e r w i a s t k u .  Ł e c ^  

c h o c i a ż  w a ż n o ś ć  i l o c z y n u  t e g o  n i e  i e s t  w i a d o m a , '  
w i e m  a to li  , ż e  o s t a t n i e  c z t e r y  i e g o  c y f r y  z  pr.ą-  
w ć y v s t r o n y  n ie  m a i ą  ż a d n e y  w a ż n o ś c i  z n a c z ą ­
c e  y :  g d y ż  i e d e n  i e g o  c z y n n i k  a 4 ,  k t ó r y  i e s t  
€ z w a r t ą  p o t ę g ą  d z i e s i ą t k ó w ,  k o ń c z y  s ię  n a  c z t e r y  

z e r a .  O d ł ą c z y w s z y  p r z e t o  w  p o z o s t a ł b y  r e s z c i e  
czSar y  o s ta tn ie  c y f r y  z  p r a w e ' y  s t r o n y  ,  c z ę ś ć  p o ­
zo  s t a ł a  z e  s t r o n y  l e w e y ,  t o  i e s t  1 2 9 1 5  z a m y k a ć  

b ę d z i e  i l o c z y n  5 a*b ,  c z y l i  p i ę ć  r a z y  w z i ę t ą  pa**

Vtg“
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t ę g ę  c z w a r t ą  z n a l e z i o n y c h  n a  p i e r w i a s t e k  d a ie -  
f t łą tk ó w ,, r o z m n o ż o n ą  p r z e z  i e d n o ś o i , i p r ó c z  te ­
g o  d z i e s ią tk i  t y s i ę c y ,  n a le ż ą u e  d o  i l o c z y n ó w  

io n h j i - h -  i t, di
(C zw arta, p o t ę g a  l i c z b y  4 w z i ę t a  p i f ć  r a z y  

w y n o s i  1 2 8 0 ;  d z i e l ą c  1 2 9 1 5  p r z e z  1280, w y p a d a ,  
n a  i l o r a z  10 ; l e c z  w  p i e r w i a s t k u  nie  m o ż n a  p o ­
ł o ż y ć  w i ę c e y  n a d  94 a i  t a k  i e s z c z e  s p r o b o w a e  

n a l e ż y  , c z y  i  t a  c y f r a  n i e  i e s t  zn w i e l k a ,  p o d n o ?  
gżąc d o  p o t ę g i  p i ą t e y  z n a l e z i o n y  p i e r w i a s t e k  c z y *  
li l i c z b ę  49. P r ó b a  t a k o w a  o k a ż e , z  * c y f r ą  m a ?  
ią c ą  w  s z u k a n y m  p i e r w i a s t k u  w y r a ź n e  l e d a o ś c L  
p o w i n n a  b y ć  l i c z b a  7 ,  i  z e  t e m s^sameni. p i e r w i a ­
s te k  te n  ie st  4 7  , g d y ż  p o t g g a  p i ą t a  l i c z b y  48 w i ę ­
k s z a  ie st o d  l i c z b y  d a n e y ; p o t g g a  z a s  p i ą t a  l i ­
c z b y  47 ie s t  2 29 3 450 0 7 m n i e  y s z a  o d  t e y  że l i c z b y  
d a n e y . '

G d y b y  d a n a  l i c z b a  m i a ł a  ie d n y m u  o d d z i a ł e m  
w i ę c e y  , p r z y ł ą c z y ł b y m  g o  d o  r e s z t y  p o z o s t a ł e ' j  
z, o d i g c i a  p o t g g  i p ią t e 'y  z n a l e z i o n e g o  p i e r w i a s t k u  

o d  d w ó c h / p i e r w s z y c h  o d d z i a ł ó w ,  l i c z b y  d a n e y  ; 
a t x  c a ł k o w i t ą  r e s z t ą  o d b y ł b y m  to. s a m o  d z i a ł a n i e ,  

ia k  z  p o p r z e d z a j ą c ą ; i, t a k  d a l e y .
W r e s z c i e  p r a w i d ł a ,  p o d a n e  na, w y c i ą g a n i e  

p i e r w i a s t k ó w  k w a d r a t o w y c h  i s z e ś c i e n n y m i  z  u -  

ł o m k ó w .  i l i c z b  n ie  b ę d ą c y c h . ,  z u p e ł n e m i  k w a d r a -  
j t a n u  i s z e ś c i a n a m i ,  z  ł a t w o ś c i ą  b y ć  m o g ą  z a -  

, a lo so w an e , do. w y c i ą g a n i a  p i e r w i a s t k ó w  s t o p n i a  
i p i ą t e g o .

i 8 3 . Na tych  sam ych zasadach polega spo- 
§ób w yciągania tycłi&e pierwiastków, z  ilości ai- 

i giebraicznych. L^cz nim .to , okaż,,m y na p rzy ­
kładach z  ilościami w ielorakiem !, w ypada piec- 
Wey cokolw iek w spom nieć o pojedynczych.

P o n i e w a ż  w  i l o c z y n i e  k a i d a  g ł o s k a  m a  

w y k ł a d n i k  s u m m ę  w y k ł a d n i k ó w . ,  k t ó r e  sig  z n a y ­
d u ią  w  k a ż d y m  c z y n n i k u  ( 3o ) , w y p a d a  s t ą d  , ż e  
potęga ilości poiedynczey otrzymam się mnożąc 
wykładnik, każdego czynnika przez Wykładnik p o -  

Hfr szakaney,
1 tak.

Dopełni tnie działań Algitbu. a & f
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¢38 R o z d z i a ł  IX .

I tąk trzecią np potęgę ilości a2b3c otrzyj 
m am y mnożąc w ykładn iki 2 , 3 i 1 należące do 
głosek a ,  b i c przez liczbę 3 , która iest potęgą 
szukaną : będzie w ięc a 6b 9c3. Jakoż (a2b3c)ł 
== a 2b 3c X  a 2b3c X  a 2b3c =  a 2 ,3 ,b 3 ' * c * ’ 3 =  a 6b9 c3.

G d y b y  d a n a  ilość m i a ł a  spółczynnik l i c z e ­
b n y ,  t r z e b a  g o  t a k ż e  p o d n i e ś ć  d o  p o t ę g i  z ą d a -  
n e y  : i t a k  c z w a r t a  p o t ę g ą  i l o ś c i  5« 62c5 i e s t  
81 a 4ó8c^°.

i 84. C o  s i ę  t y c z e  z n a k ó w  p r z e d  i l o ś c i a m i  p o *  
j e d y n  czerni b ę d ą c y c h  , t r z e b a  u w a ż a ć  , ż e  wszel­
kie potęgi , których, wykładnik iest parzysty , maią 
przed sobą znak -+-: wszelkie zaś potęgi, których 
wykładnik iest nieparzysty j  maią przed sobą ten 
sam znąk, iaki się znayduie przed ilościami, z  
których potęgi te powstaią.

Jakoż p o t ę g a  s to p n i a  p a r z y s t e g o  i e s t  i l o c z y ­
n e m  ilości r o z m .n o ż o n ę y  p r z e z  s ie b ie  sarnę c z y l i  
w z i ę t e ' y  za c z y n n i k  r a z y  2 , 4 , 6 , 8  i t .  d .  i l o ­
c z y n  z aś  m a  z a w s z e  p r z e d  s o b ą  z n a k  k i e d y  

l i c z b a  o d i ę m n y c h  c z y n n i k ó w  i l o c z y n  t e n  s k ł a d a *  
i ą c y c h  i e s t  2 ,  4 ,  6 ,  8 i  t. d ,  ( 34). P r z e c i w n i e  
p o t ę g a  s t o p n i a  n i e p a r z y s t e g o  z  i l o ś c i  o d i e m n e 'y  '1 
b ę d ą c a  i l o c z y n e m  i l o ś c i  t e y  w z i ę t e y  z a  c z y n n i k  
r a z y  3 ,  5 , 7 , 9 i  t .  dr, m n s i  m i e ć  z a w s z e  p r z e d  
s o b ą  z n a k  — : g d y ż  i l o c z y n  m a  z a w s z e  p r z e d  
s o b ą  z n a k  •—  k i e d y  l i c z b a  o d i ę m n y c h  c z y n n i k ó w  
i l o c z y n  t e n  s k ł a d a j ą c y c h  i e s t  3 , , $ : , 7 - , 9  i  t. ĆL 
ią k . to  ł a t w o  w n i e ś ć  z  t e g o ,  c o ś m y  w y ż e y  po »  
w i e d z i e l i  o  m n o ż e n i u  (34).  '

1 8 5 .  A  i a k o  w y c i ą g a n i e  p i e r w i a s t k ó w  . i e s t  
d z i a ł a n i e m  © d w ro tn e ii i  p o d n o s z e n i u  i l o ś c i  d o  po*? 
t ę g  ; t a k  też- c h c ą c  d a n e y  p o t ę g i  w y n a l e ź ć  p i e r ­
w i a s t e k  , t r z e b a  s ię  t r z y m a ć  p r a w i d ł a  p o w y ż s z e ­
m u  o d w r o t n e g o ,  t o  ie st  podzielić wykładnik każdey 
głoski ptzez wykładnik oznaczaiący stopień pier­
wiastku żądanego.

T y m  s p o s o b e m  z n a y d z i e m y  p i e r w i a s t e k  s z e ­
ś c i e n n y  i l o ś c i  a6b3c9 d z i e l ą c  w y k ł a d n i k i  6  ,  3 . i  9, 

p r z e z  3 ,  i  b ę d z i e  p i e r w i a s t e k  s z u k a n y  a2btK
yn dana. ilość ma spółczynnik liczebny*
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rzeba także w ziąć iego pierw iastek m aiący b yć  
spółczynnikiem  dla pierw iastku sposobem p o w yż­
szym otrzym anego. Chcąc m ieć np. p ierw iastek 
stopnia czwartego z ilości 8 ia4b8cx2; poniew aż 81 
iest potęgą czwartą liczb y  3 , p odzieliw szy  za­
tem w ykład n ik i głosek przez 4 , będzie szukany 
pierwiastek 3 tI>zc3.

Jeżeli w ykładn ik i g ło se k  nie są podzielne 
przez w yk ład n ik  szukanego pierw iastku , na ten 
czas przed ilością daie się znak pierw iastkow y, 
nad którym  u g ó ry  pisze się liczba stopień szu* 
kanego pierw iastku w yrażaiąca : iakośm y to iuż 
widzieli w yże y .

186. W yrażenia maiące p rzy  sobie znak 
p ierw iastkow y iakiegokolw iek stopnia m ogą b y ć  
czasem do prostszych  sprowadzone. Jakoż z te­
go cośm y w y ż ć y  (i67) pow iedzieli , łatwo iest 
uczynić w niosek , że potęga iakakolwiek iloczynu 
iest iloczynem każdego z czynników do teyże po­
tęgi podniesionego ; i że tem samem pierwiastek 
iakikolwiek iloczynu iest iloczynem pierwiastków 
tegoż stopnia każdego z czynników. Skąd wypa* 
da, że ieżeli ilość będąca pod znakiem pierwiast­
kowym ma niektóre czynniki będące potęgami tegoż 
stopnia, takiego iest znak pierwiastkowy $ można 
będzie wziąć osobno pierwiastki tych czynników 
i iloczyn ich rozmnożyć przez wskazany pierwia* 
stek innych czynników.______

N iech będzie np. V  gda^h?cxi.
Ponieważ 96 =  52. 3 =  25. 3 ; r»s iest piątą potęgą 

ilości a; b? =  b5 X b2 ; cXI= c IOXc:  będzie wigC 
96a5i»7c* 1 =  25 n5 b5 c'° X 3bas. A  zatem

Dopełnienie działań Algiebr. 23$

187. Ponieważ w szelka potęga parzysta po­
winna m ieć przed sobą znak -4-( 1 84), żadna więo 
ilość odiemna nie może b y ć  potęga stopnia pa* 
rzystego , i nie może m ićć pierw iastku w  tytnż* 
stopniu. Skąd w y p a d a , że wszelki znak pier* 
Miastkowy stopnia parzystego znayduiący się

przed
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2io  R  o z d z i a ł  IX.

przed ilością odiemną iest wyrażeniem beziśtołnem.

Pierw iastki zatem -czy to  praw dziw e czy  p rzy ­
bliżone potęg- parzystych  , w  ten czas tylko mo»

fą b y ć  w yzn aczo n e, g d y  potęgi te są dodayne. 
rzed pieiwiastkąm i to»ń aaie się tak iak przed 
, kwadratów cmi podweymy znak + , gd yż niem o­

żna w ied zieć, c zy  dana potęga pow stała z pier­
wiastku dodaynego czy  z oeiiemnego , kiedy tak 
p ie rw szy  iak drugi podniesiony do potęgi pa- 
■ rzystey daie w yp adek ze znakiem 4 -.

inaczey się rzecz m a w  potęgach ‘ nieparzy­
stych , które maią zawsze przed sobą t(n sam znek, 
iaki iest przed ich  pierwiastkiem  ( i 8 4 ): przed 
pierw iastkiem  potęg takow ych trzeba zawsze da­
w ać  znak taki , iaki iest przed potęgam i , i  w  
tym  przypadku ilości bezistotne m ieysca nie 
maią.

188. Zamiast znaku pierw iastkow ego , możriS 
czasem w ygodnie u żyć  w yk ład n ik ó w  ulomko- 
w y c h  ; & to na fundamencie prśw idła  pow yższe­
g o  (18 5 ) , że chcąc w y ( iagnąć pierw iastek d<*ne'y 
p o tę g i, trzeba podzielić w ykładn ik każdey g ło ­
ski przez w yk ład n ik  oznaczaiący stopień p ier­
w iastku szukanego. T ym  sposobem będzie \

. ■ ' /189. P óydźm yż teraz do w yciągania  piet- 
w iastków  iakieykolw iek potęgi z ilości algiebr&i- 

, czn ych  w ielorakich. Sposób postępowania w  te'y 
m ierze dosyć bedz.ie okazać na iednym  tylko 
p rzy k ła d z ie : g d y ż  t o ,  cośm y dotąd o w y c ią g a ­
niu pierw iastków  powiedzieli , łatwo iest zasto- 
•sować de w szelkich przypadków . D a y m y , że 
trzeba w yciągnąć pierw iastek faÓ6tego stopnia *  
ilości następuiący;

* y 64V*-J
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Ponieważ ilość dana upór zaćfkcwana iest po* 
dług w yk ład n ik a  g łoski w ypada stąd , ze
pierw szy iey  w yra z  musi b y ć  szóstą potęgą w y ­
razu pierw szego w  sznkany-m pierw iastku p o ­
dług tey ze głoski x  uporządkowań ym  : w ziąw szy 
zatćm szósty pierwiastek ilości 64x s3 p odług p ra w i­
deł podanych w y ż e y  (185) będzie w ypadćk 2X3- 

W ypadók ten podniósłszy do potęgi szćSftey, 
i odiąw szy od ilości dane'y, p ierw szy  w y ra z  po- 
zostałey reszty  musi b yć  w yrazem  drugim  w  szó-' 
5te'y potędze dwóch p ierw szych  w yrazów ’- szuka” 
nego pierw iastku : dwa te w y ra zy  oznaczyw szy 
przez n 4- b i i ość tę podniósłszy do potęgi Szó- 
stey (2¾), będzie

P ierw szy za tein w yra z  pozo sta tey  reszty iest 
iloczynem  sześć róży w ziętym  piątey potęgi w y ­
razu pierw szego w  pierw iastku przez drugi w y ­
raz tegoż p ierw iastku : p odzieliw szy go z&tć-ia 

'przez ba5 , iloraz będzie drugim  w yrazem  b.
Piąta potęga pierw szego w yrazu  w  pierwiast- 

k u , to iest w yrazu  2x 3 rozmnożona przez 6, 
iest 6 x  32x IS ~  ]g2x r5 , przez co podzieliw szy  
p ierw szy w yra z  pozo sta łe y  reszty  , k tó ry  iest 

p6oa3x T5 , iloraz —  503 iest drugim  w yrazem  
szukanego pierw iastku. I)ła sprawdzenia znale­
zionego pierwiastku 2zc3 —■ m 3 trzeba go podnieść 
do potęgi szó s te y , a w yp adek okaże się ró w n y  
ilości daney.

. 'G d y b y  pierw iastek m iał iednym wyrazef®. 
W>ęce'y, o d b yw szy  działanie pow yższe , została* 
b y  druga reszta, w  k tó rćy  w yra z  p ić r w s z y B y ł-  

sześć ra zy  w ziętym  łloczyn esi p iątćy  pot*g\
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dw óch p ierw szych  w yrazów  pierw iastku , przeż 
w yra z  trz e c i. a zatem p ierw szy ten w yra z  dru­
g i e j  reszty podzieliw szy przez 6 (2x3 —  
iloraz b y łb y  trzecim  w yrazeto szukanego pier­
w iastku ; a dla sprawdzenia t' go w yrazu  nale­
gałoby podnieść do potęgi szóstey trzy  w y ra zy  
na pierw iastek otrzymane. T y to  sataym sposo­
bem postąpićby należało, chcąc żnab źć nastę­
pne w yrazy w  pierw iastku * iakabykoiw iek b y ła  
ich  liczba.

V. O podnofzeniu \lohi wielorakich do poł(g i d 
kombinaty ach.

190. RozwiiaiąC potęgę szóstą dwum ianów 
a ■ +• b , 2x3 *— 5®3 w  poprzedzającym  artykule^ 
łatw o m ogliśm y pomiarŁ o w a ć , żel podnoszenie i- 
lości w ielorakich do potęg drogą zw yczayn ą w y* 
konyW ane, to iest biorąc ie za czynnik tyle raŁ 
z y , ile w ykład n ik  szukarćy  potęgi ma ieanościj 
zabierać musi nie inało czasu i m ieysca , zwła* 
szcza k ied y potg/ę-a szukana iest w ysokiego sto  ̂
pnia. Przypatrzenie się z głębszą uw agą roz­
m aitym  potęgom wielomianów i okolicznościofcri 
rozw iianiu  t jx h  p otęg  tow arzyszącym  , dało po­
czątek p ew atyp raw id łom , które długie to i czy­
stym  om yłkom  podpadające , działanie znacznie 
skraeaią. Lecz praw id ła  te zasadza ią sig w  czę­
ści na sposobach rozmaitago porządkowania gło* 
sek którem i się ilości oznaczaią: takowe w ięc  
sposoby porządkow ania, czy li iak się zwyfczay- 
nie m ów i, kombinowania głosek , p ierw ey w yło* 
ży ć  potrzeba, nim przystąpim y do podania p ra1 
W ideł na rozwiianie potęg ilości wielorakich.

191. T rz y  6ą gatunki kombinacyy : naprzód 
piszą się p rzy  sobie głoski maiąće b y ć  kom bino­
wanym i w  tak m porządku w  iakitn ie ty lko  pi-^ 
sać można , powtarzając w  iedneyże kom binacyi 
tę satoę g ło sk ę : np. trzy  głoski a , b , € , daią 
dwukrołnuh czyli dw ugłoskow ych  tego gatunku

kom-
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kombińaoyy sześć, które są : ab , ae, ba, bc, 
ca , cb.

W  trzecim gatunku kom b in acyy nie tylko się 
nie powtarza ta sama g ło ska  w  iedneyże kombi- 
nacyj, , iak w  kom binacyach gatunku pierw sze­
go ; ale tez nie maią m ieysca kom binaćye złożo­
ne z tychże sam ych g ło s e k , lubo w  odmiennym 
porządku um ieszczonych , iak iest w  kom bina­
ty  ach gatunku drugiego. I tak trz y  g ło sk i a, 
b c da ią dw ukrotnych tego gatunku kom binacyy 
trzy , które są: ab., ac, bc.

rcj2 'Pierwszy gatunek kombinacyy. N iech b ę- 
'dą npt cżtćry  g łoski a , b . c , d , maiące b y ć  
kom!jirroWanemi. Rzeczą naprzód iest w idoczną, 
że kom b in acyy iednokrótnych czyli iednogłosko- 
Wych iest 4 , które są : a b , c , d.

2re. N apisaw szy głoskę a po lewe'y stronie 
każdey ze1 czterech kom binacyy iednokrótnych* 
będzie kom binacyy dw ukrotnych  czte'ry , z któ­
rych każda zaczyna się od a , i które są aa , ab, 
ac, ąb. N apisaw szy drugą głoskę b po le w e y  
stronie każdey kom binacyi iednokrótney , p r z y ­
będzie drugich  cztery kom binacyy d w u krotn ych , 
z których  każda zaczyna się od g ło sk i b , i  któr© 
są , b a , b b ,  bc,  bd. Podobnież napisaw szy na­
przód głoskę c potem d po lew ey  stronie każde'y 

' kom binacyy iednokrótneAy , przybędzie ośm kom ­
b in a cy y  dw ukrotnych , z których  czte'ry zaczy­
nała się od c , a cztery od rf, i które są ; ca , cb, 
tc , cd , da ‘db\ dc , dd.

C ztery zatem głoski a , b , c , d daią kom bi- 
n acyy  dw ukrotnych 4  x  4  =  4 ł =  16 , z których  
eztery zaczynała się od « ,  cztery od b , cztery od 
c , i cztery od d.

ocle. ŃaptśaW szy każdą ze czterech głosek 
do kom binowania danych po lewe'y stronie ka- 
ż d ę y z e iG  kom binacyy d w u kro tn ych , otrzym am y 
4 razy ió  , czy li 4 3 kotnbinacyy trzyk ro tn ych , 
^zyłi trzy  g ło s k o w y c h , z których  16 zsczynaią sig 
'dd a , 16  dd b , 16 od c , i 16 od d- .

Q  4*«*
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4 fe. N apisaw szy każdą ze czterech głosek do 
kom binowania danych po le w e j stronie kazdey 
kom binacyi trz y k ró tn e y , otrzym am y kombina- 
c y y  czterokrotnych , czy li czte'rogdeskowych czte'- 
r y  razy  więce'y niż b y ło  trzykrotnych ; ć|że li­
czba trzykrotnych  iest =  4 3 , w ięc liczba cztero­
krotn ych  będzie —  4 3 x  4 —  44 i t. d

W  ogólności niech liczba głosek do kombi­
nowania danych będzie m : kom binacyy iedno- 
kró tn ych  będzie m ; dw ukrotnych  m2 , trzykró- 
n y ch  m3 , czterokrotnych m4 , p ięciokrotnych 
w 5 , - - n krótnych  czyli złożonych z liczb y  gło­
sek n będzie m” . To ie s t : trzeba liczbę głosek 
do kom binowania danych podnieść do potęgi, 
k tó re y b y  w ykładn ik  m iał tyle iedności , po ile

fłosek ma się znaydow ać w  kom binacyach syn- 
an ycb . Siedm głosek np. daią tego gatunku 
kom binacyy dw ukrotnych 72, trzykrotnych  73, 

czterokrotnych 74 i t. d.
K om bin acyy tego gatu n ku , które się także 

nazyw aią ivaryacyami, m am y p rzykład  w  ukła- 
dz e liczenia , gdzie dzies ęć znaków liczebnych, 
daią wszelkie liczb y  , iakie tylko b y ć  mogą. U- 
w azać tu iednak potrzeba , że ponieważ zero po 
lewe'y stronie c y fr y  napisane nie odmienia iey 
w a żn o śc i, przeto te 10 znaków liczebnych nie da­
ią  kom binacyy dw ukrotnych 102 czy li 100, lecz 
ty lk o  90: g d yż o: , 02, o 3 i t. d. znaczą to sa­
m o co 1 , 2 , 3 i  t. d. Podobnież kom binacyy 
trzykrotnych  te same 10 znaków  liczebnych  daią 
ty lk o  900, lubo p o d łu g  praw idła pow innoby ich 
b y ć  io 3 =  iooo i t d.

Niektóre g r y  iak tryktrak są przykładem  te­
g o  gatunku kom binacyy M ożnaby tu także 
wspom nieć głoski abecad^  i odmienne dźwięki 
g ło su  lu d zk iego , które tym  sposobem m iędzy so­
bą kom binowane daią rozmaite słowa pisane 1 w y ­
m awiane , toż m ówić o znakach m uzycznych  i t. d» 
W reszcie gatunek ten kom binacyy nie tak często 
u ży w a  się w  p raktyce iak dwa nastgpuiące.

193.
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ig 5 . Drugi gatunek kombinatyy. N iech będą 
te same cztery g ło sk i a, b , c , d do kom binow a­
nia. Rzeczą iest w id o czn ą , ze kom binacyy ie~ 
dnokrótnych będzie 4 , które są a , b , c , d.

N apisaw szy a po lewe'y stronie kazde'y kom- 
binacyi iednokrótney, będzie kom binacyy dw u­
krotnych od a zaczynaiących się ty lko  3 =  4 —  i ,  
które s ą : ab , ac. ad; kom binacya bowiem aa w  
tym gatunku m ieysca nie ma (191). Podobnież 
postąpiw szy z głoskam i b, ć i  d ,  otrzym am y trzy  
kombinacye dwukrotne zaczynaiące się od b , t fz y  
zaczynaiące się od c , i trzy  zaczynaiące się od 
d. A  zatem czte'ry głoski a , b , c , d daią dw u­
kro tn ych  tego gatunku kcm binacyy^i2 =  4. 3 =  4
(4 —  1). i , . „  •

Pódobnym że sposobem postępuiąc d a le y , ó- 
kaze się , ze te sama cztery g łoski daią kom bi­
nacyy , ,

trzykrotnych 24 =  4 . 3 . 2 =  4 (4  — 1) (4 — 2 ;
czterokrotnych 24  =  4  3. 2. 1 = 4  (4 — 1) (4— 2) 

(4  — 3 ); i t. d .
W  o góln ości, niech będzie liczba głosek do 

kombinowania danych m : postępuiąc sposobem 
podobnym do p op rzed zaiącego, w yp ad n ie  za­
wsze liczba kom binacyy 

iednokrótnyoh =  
dw ukrotnych =  m (m —  1) ; 
trzykrotn ych  =  łn (m •— 1) (m —  a)? 
czterokrotnych = m  (m-—  1) (m — 2) (m«— 3) i 
p ięciokrotn ych  =  m (m —  1) (m —  2) (w <—  3 ) 

( m  —  4) ;

krotn ych  =  m ( w — • 1) (w — 2) - - «
(m—  n +  i) .

I tak pięć głosek słow a robak daią tego ga­
tunku kom binacyy iednokrótnych $ , dw ukro­
tnych 5. 4 = 2 0 ,  trzyk ro tn ych  = 5  4. 3 —  6o# 
4krótnych 5 4 . 3 . 2 = 1 2 0 ,  ^krótnych $. 4 . 3 . 2. 
1 =  120 , 6krótnyeh 5. 4. 3. 2. 1. 0 = 0 .  W łaśnie 
też tak b y ć  pow inno ; b o  słow o % pięciu  głosek

Q  * ^ło-
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. złożone w  tenczas tylko może dać kom binacja  
sześciokrotną , k ied y  iedna głoska w  iedneyże 
kom binacyi bgdzie dwa razy  p o w tó rzo n a, a ta­
kow e kom binaeye należące do gatunku pierw sze­
go , w  drugim  m ieysca nie maią.

, P iszący Logogryjy i Anagramyat&i (*) m ogą 
z tego gatunku kom binacyy korzystać. Extrakty 
także determinowane Loteryi lic zb o w e j należą do 
kom binacyy tego gatunku. K om binaeye ' te na- 
zyw aią sig także petmutacye, albo ilo czyn y  ró­
wnoważne.

ip4 . Trzeci gatunek kombinacyy. W  tym  g a ­
tunku k o m b n a cy y  iakośmy p ow ied zieli, maią 
m ieysce same ty lko  iloczyn y z odm iennych c z y n ­
ników  złożone, czy li różną ważność maiącę , g d y  i

tym

(*) Słowo ickie przerobione na inne ze wizy* 
słkich tychże samych głosek , w odmiennym 
tylko poi ządku będących złożon» . "zowie się A* 
nagramma. Tak ze stoten^igism uriaus zro­
biono rhagramniTi, digrtus Mus s K edy zaś 
z takiego słowa b orą się wszystkie Znaczące 
kombinaeye z iedney , duóch , trz> ch i t. d. gło­
sek złozone, źhiór, takowych kombinacyy zo- 
wie się L ogogryfem  tego stówa■ ^Fraszki te
pracowite , mówi F ran coeu r, przestały iuż za­
trudniać uczonych . pomimo wielu, szczęśliwych 
W te'y mierze wypadków. Z  netzwiska r.aboycy 
Henryka Wielkiego , to iest ze słów F rere  Jac- 
ques C lem eris, zrobiono Anagramma c ‘est l ’en- 
fer qui m’a cre'e. Jabłoński dla Stanisława 
Leszczyńskiego, który poźniey był Królem Pol­
skim, ze słów , bom us Łeścinia , wyprowadził 
anSgrammata nasłęvuiąre : Ades incolumis > 
Omnis es lucida ; Manę sidus loci ; Sis co-_ 
lumna D e i, I scande solium. Ostatnie zarfu^ 
guie na uwagę z tego względu , iż zamykał 
w sobie prze po wiedzenie późniey ziszczonef 
Cours complet des Math. Tom Z!, p. &.
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tym czasem do poprzedzaiącego gatunku należą 
iloczyn y złożone z tychże sam ych czynników  w  
odmiennym, tylko porządku um ieszczonych. I 
tak, ze 12 kom binacyy dw ukrotnych drugiego ga­
tunku;, które dalą cztery gtoski a , b , c 1 d ,  i  
które są: ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, tb, cd, da„ 
db, dc, następuiące tylko sześć ab, ac, a d , be- 
bd i cjłs, iako iloczyn y różnoważne są kombina- 
cyam i dwukrótnemi trzeciego g ątu n k u  : pozosta 
łe sześć iako iloczyn y równoważne z pie'rwszemi 
mieysca tu nie maią. L iczba zatem dw ukrotnych  
kom binacyy gatunku trzeciego czterech głosek a, 
b , c , d , może b y c  następuiącym  sposobem w y- 
r a ż o n a , .

Dopełnienie działań Algiebr. 267

Podobnież p rzypatru iąc się 24 kombinacyom 
trzykrotnym  drugiego gatu n k u , które daią te sa­
me 4 g łoski a , b, c , d , postrzeżem y m iędzy nie­
mi cztery tylko ijo czyn y  różnow ażn e, które są 
abc, abd, acdy bt d : inne w szystkie iako z tychże sa­
m ych czynników  w  odmiennym tylko  porządku” 
umieszczonych*złożone, m ieysca tu mieć nie mo­
gą. Liczba zatem k in  L ii^ cyy  trzykrćtr yCh ga 
tunki trzeciego ze czttrech  g ło sek  a , b ,  c, d 
może być tak vyyrażona :

Nakoniec m iędzy 24 kom binacyami czte'ro- 
krótnemi gatunku drugiego ze czterech, głosek, 
a,  b,  c,  d,  znaydziem y ieden tylko  iloczyn ró- * 
ŻMowjsżay, abcd  ; inne wszystkie z tychże sam ych 
czynników, w  odmiennym tylko porz dku umie­
szczonych złożone, są iloczynam i równoważnemu. 
Liczba zatem kom binacyy czterojkrótnych gatun­
ku trzeciego ze 4 g łosek a,  b , c , d ,  może t>y,ć 
tak. wyraż.onei:
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Z  tego rozum ow ania, które można zastoso­
w ać do iakieykolw iek liczb y  głosek do kom bino­
w ania danych łatw o iest ustanowić praw idło 
ogólne.

N iech  będzie m liczbą głosek do kom bino­
w ania danych : będzie liczba kom binacyy gatun- 
ku  trzeciego

L oterya liczbow a iest p rzykładem  tego gą* 
iunku ko m b in a cy y : z 90 liczb w yciąga  się z w y ­
czaynie pięć. Te 90 liczb daią lód 90 kom bina­
c y y  lednokrótnych zw an ych  extrakty.

*L— == 4005 kom binacyy dw ukrotnych

zw an ych  amba.
2 . 90. 89, 88
ocie ----- — ~  oę; 1*748© kom binacyy trzykró-

I • 2i O 1 ł
tnych zw an ych  tema.

\ ' 4t*
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ftiokrótnych zw anych kuiinterna.
Ł atw o iest zatem w yra ch o w a ć, iak  się ma 

pewność w yg ran ey  do pew ności przegraney na 
Loteryi liczbow ey. Stawiać np. trzy liczb y  na 
samo terno , poniew aż z 90 liczb do ciągnienia 
wziętych może w y y ś ć  ternów 117^80» a w y g r y ­
wa iedno tylko terno stawione ; a zatem pew ność 
W ygraney do pewności przegraney ma się
iak 1 do 117480 ; to iest: u 74bo razy  pew nieysza 
iest pregrana niż w ygran a.

195. Poznaw szy kom binacye gatunku trze­
ciego, ła lw ie y  można będzie w y i» ż y ć  sposób 
krótszy rozwiiania potęg-ilości w ielorakich.

N aypierw sza z takow ych  ilości iest ilość dwu* 
Wyrazowa czyli dw um ian, iaki iest np. x  +• fl» 
Dwumian ten podnoszony sposobem zw yczayn ym  
do potęgi d r u g ie y , trz e c ie y , czw artey  i  t. 

"daie następuiące w yp a d k i;
(x -+- a)ł —  x 2 +■  zax -ł- a k
(«: +  a)3 — x 3 -f- 5axi +  3 x  +■  a3.
(x •+• a)4 =c xĄ ■+■ 4n3t'a.•+• 6a'2x z -1- ±a*x -+■  fl4 i t. d.

P rzyp atrzyw szy  się z u w agą tym  i ianyn\ 
potęgom dwumianu %-t-a , łatw o b y ło b y  ustąuo- 
Wić praw idło , iakie maią b yć w yk la d n ia i dla 
x i dla a ,  tudzież iaka "bydź powinna liczbą 
Wyrazów w  każdey potędze ; lecz nie tak iest ła ­
two dom yśleć się , iakie maią b y ć  spótcżynniki 
liczebne w yrazó w  każdey potęgi. Jakoż społ- 
Czynniki te oiorą początek z dodawania do siebię 
Wyrazów podobnych , które w ypadąią W podno­
szeniu ilości do potęg , i których  liczba w  ro z­
m aitych potęgach iest rozmaita , iak się o tem. 
łatwo przekonać można zastanowiw szy nieco u- 
Wagę , Ł1ad mnożeniem z którego potęgi powsta­
ła. Dla zapobieżenia te y  ‘niedogodności weźn\y
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czyn niki odm ienne, iakie sa np. x + a  , x  +  b,
- x +■  c , i t .  d. i szukaynjy ich iloczynów ,

porządkując w  niph w y ra z y  podług- w ykładni* 
ków  głóski x .

1 od. iloczyn dwóch czynników  x-\-ą, x  +  b}> 
iest '

. j 1 _ . r_

2re. Iloczyn trzech czynników  x  -1- a , x  +  b, 
x  +  c . iest

3cif* Iloczyn czterech czynników  x  *RA, J t.f  i ,  
x  +  c , x  *+* cL, iest t ~ . .

W  iloczynach tych  , w szystkie w y ra z y  w  ie-. 
dneyże kolum nie umieszczone , w  któ rycłp X  ma 
tenże sam w y k ła d n ik , biorąc za ieden,w yraz, po­
strzeżem y i od , że w ykładn ik  głoski: x. zmniey- 
sza sig iednością w każdym  w yrazie zacząw szy 
od p ie rw sze g o , w  którymi, w ykład n ik  ten równa 
śig liczbie czynników  iloczyn składających , aż 
do ostatniego , w  lętórym x° — 1 iest domyślne.

2 re. Ze spółczyn nik pierw szego w yrazu  iest 
1 ; spółczynnik drugiego w y ła zu  iest r(ów n ysu m ­
m ie drugich  w yrazów  a , b . c i t, d. znayduią- 
c y c h  sig w  czynnikach ; spółczynn k trze cie g o  
w y ra z u  iest rów n y summie iloczynów  różriowa- 
żn ych  dw ukrotnych z tychże głosek a , b , c i. d. 
sp ółczyn nik czwartego w yrazu  iest ró w n y  sum­
mie ilocayn ów  trzykrotnych  różnoW ażnych z 
tych że  głosek a t b c i t d.

Jakoż w  iloczynie czterech czynników  w yraz 
d ru gi x i ma za spółczynnik summę a Hh b ■+• c -t- dM,

kió-

www.rcin.org.pl



która w y ra ja  summę iloczynów  iednokr^ótnych
czterech głosek a , b , c , d ; w yraz trzeci x l ma 
za spó.łczynnik summę ab -+- ac 4- atff-t-.bc +• bd -+- cdt 
która ie s t 'summa dw ukrotnych iloczynów  różno- 
ważnych z tychże czterech głosek a, b, c, d 
(194). W yraz czw arty x  ma za spółczynnik-summę 
abc -Ą-.abd-i- acd -f-bod, która iest summą trzykrotnych 
ijocżynów  i;óżnoważnych z tychże czterech g ło ­
se k ,a , b, c , d. Nakoniec spółczynuik. ostatnie­
go, w y r a ju  , w  którym  domyśla się x° ■ =  1 , ró ­
wna się iloczynow i czterokrótnem u tych że gło- 
ą- k a , ,b , ę , d.

196. Tu iuż łatwo wnieść można , że kształt 
tych iloczynów  pow inien podlegać tym  samym, 
praw om , iakakolw.iek będzie liczba czyn n ików : 
lecz -wniosek ten , na. domyśle oparty , może b yć 
tfik&ę' naątępuiącym sposobem dow iedziony.

Jhzęęza naprzód iest w id o czn a , że wszelki ilo- 
ęayn tego gatupku , pow inien w  sobie' zam ykać 
Wszystkie potęgi g łoski x , zacząw szy od p otęgi, 
którey w yk ład n ik  ró w n y  iest liczbie czynników  
iloczyn sk ład aiących , aż do p o tę g i, którey w y - , 
kła diukiem iest: o. A b yśm y w ypadek w yrazili 
Ogólnie , niech, w oznacza liczbę czyn n ikó w : po­
tęgi głpski x  następnie po sobie idące będą x mt -  

,’ x in- ł i t. d.
D a y m y , że g ło sk i A ,  B , Cp. . .  Y są ilościa­

mi potęgi te mnozącemi zacząw szy od x m~ 1 ; lecz 
ponieważ liczba w yra zó w  zależąca od ważności 
śzczególn/ey w ykładn ika m iest nie w yznaczona 
p o ty , póki w yk ład n ik  ten nie iest dany w  li­
czbach ; możemy tylko napisać w y ra zy  począt­
kowe i ostatnie szukany iloczyn  składaiące ; a na 
mieysęe w yrazó w  dom yślnych położym y kropki : 
tym sposobem otrzym am y następującą formułę. :
x m •+- A xm~l ■ +• Bxnc~2 -t- Ć x m~3 ■ +■ ....................F,
która w draża iloczyn pow stały  z liczb y  iakiey- 
kolw iek m czynników  dwum iennych x - t  a ,  xdrb 
x  -ł- c, i t. d<

Koz-
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Rozm nożyw szy iloczyn ten przez n ow y czyn*
nik x  +■ / , bgdzie ( io).

Ko x d z t } i  IX.

T a  iuż rzeczy iest widoczna i ód że ieżeli ilośe 
A  iest summa, g łosek a , b, c i t. d bgdacych 
drugiemu wyrazam i czynników  dw um iennych, 
któ rych  liczba iest m ,  ilość 4+-/ bgdzie summą
tych że głosek a, b, c .........I ,  których summa iest
m  +■  i ; i ze te'm samehn leżeli A  iest praw dziw ym  
spótczynnikiem  drugiego w yrazu w  iloczynie 
stopnia m, A +-/ b id zie  także praw dziw ym  spod­
czynnikiem  drugiego w yrazu  w  iloczynie sto­
pnia m +- i .

irę. Jeżeli B iest summa dw ukrotnych ilo czy ­
nów różnow ażnych głosek a t b , c i t. d. któ­
ry c h  liczba iest m, B-hlA  w yrażać będzie sum- 
mg dw ukrotnych iloczynów  różnow ażnych z ty c h ­
że głosek a , b , c . . .  .1 , których  liczba iest m + i  ; 
bo *bedy A =  a 4- b 4 - c-ł-i t. d. będzie lA  — l 
( ¢ + 1) + 4  +  i t. d.) A  zate'm ieżeli B iest praw dzie 
w ym  spółczynnikiem  w yrazu  trzeciego w  ilo czy ­
nie stopnia B +- / 4  będzie także p raw d ziw ym
spółczynnikiem  trzeciego w yrazu  W iloczyn ie 
Stopnia )7i+-i.

ocie. Jeżeli C iest summą trzykrotnych  iloczyn 
nów  różnow ażnych głosek a , b , c i t. a. k tórych  
liczba iest m , C+-/B będzie summa trzyk ro tn y ch  
iloczyn ów  różnow ażnych z głosek a , b , c . . . .  I, 
któ rych  liczbą iest w +-1 : bo g d y  B =  ak+-a^+- 
ad -h i t. d- będzie /B =  / (flb +- ac +- ad +- i t. d.) 
Jeżeli w ięc  C iest praw dziw ym  spółczynnikiem  
W yrażą czwartego w  iloczynie stopnia m , C+-/B 
będzie także praw dziw ym  spółczynnikiem  wyra-',, 
zu czw artego w  iloczynie stopnia m +  i.

T en  sam sposób rozum owania rozciągnąć,m o­
żna do w szystkich  w yrazów  » 1 ieżeli Y iest ilo- 
ęzynem  w szystkich  głosek a , b , c i t. di. k tórych  
liczba iest m , IY m usi być iloczynem  tychże gło-

, ' - ■ ■ sek,
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sek pow iększonych głoską l , których  tem samem 
liczba iest m +  i .

Jeżeli w ięc uw agi czynione w yże'y ( i g 5 ) nad 
iloczynem stopnia czw artego maią m ieysce , mu­
szą mieć takie m ieysce nad iloczynem  stopnia 
piątego, szóstego i w szystkich  innych.

W ypada stą d , ze k ied y iloczyn czynników  
dw um iennych x +  a , x + b , x  +  c ,  i t. d. któr 
rych liczba równa się ra, iest w yrażo n y  w  nastę- 
puiacym  kształcie :

Dopełnienie działań Ałgiebr. *73

■ d, będzie zawsze summą głosek a , b, c i t. d* 
których liczba iest m ; B summą dw ukrotnych i- 
Joczynów róznow aźnych z tychże głosek : C, 
summą trzykrotn ych  iloczyn ów  róznow aźnych z 
tychże g ło sek , i tak daley-

A byśm y p ra w o , któremu to w yrażenie podle­
g a , zamknęli w  iednym  w y r a z ie , w eźm y w yraz 
Umieszczony w  m ieyscu n iew yznaczonem , któ ry  
dla tey p rzy czyn y  ęznaczm y przez N xm~n. W y ­
raz ten będzie d ru g im , ieżeli u czynim y n =  i ; 
trzecim ieżeli n = > 2 , iedynastym  iezeli 71 =  10, i 
t- d. W pierw szym  przypadku głoska N będzie 
summą głosek a ,  b , c i t d których  liczba iest 
w , w  drugim  summą dw ukrotnych  iloczyn ów  ró­
wnoważnych tychże głosek a ,  b, c i  t. d. w  trze­
cim summą dziesięćkrótnych iloczyn ów  różnowa- 
h iych  tychże głosek i t. d.

197 'C h c ą c  ilo czyn y  pow yższe (195) (x - ł-a )  
(x~hb) , ( x + a )  (x-t-b) ( x + c )  , (x-ł-a)  (x4-ł») 
(x +  c) (x-h d ) i t. d. zamienić na potęgi dwu- 
mianu x  +  a ; ( x -+-«)*, ( x + f l ) 3 , (jc +  fl)4 i t. d, 
dosyć iest w  iloczynach ty ch  uczynić

, - -7 .. ' ' — w "
Na ten czas w szystkie ilości mnożące tę sarnę 

P°tęgę głoski X będą m iędzy sobą ró w n e : a tak 
spółczynnik w yrazu  d ru g ie g o , który w  iloczynie 
(* +  a) (x-hb) (x-h  c) (x  -ł- a ) , iest a -+■ b ■ +• c ■ +- d, 
zamieni sig na 4 a.

Spół-
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S oółczyn n ik  w yra ża  trzeciego , k tó ry  w  tym*
ie  iloczyn ie iest

?7 4 R o z d z i a ł  I X .

Spółezynn ik w yrazu czw artego , k tó ry  w  tym­
że iloczynie iest abc 4- abd -+-acd +  bcd , zamieni sig 
na 4a$y A  stąd łatwo iest poijiiarkować ; ze spół- 
czyn niki rozmaitych, p otgg głoski x ,  zamienią sig 
na iedng potggg g ło sk i a ,  wzigtą t yle r a z y , ile 
iest W tych spóiczynnikach  w y ra z ó w , i o zna* 
czoną przez liczbg czynników  w y ra zy  te składa- 
iącycii A  tak spó{czynnikiem  N m nożącym, po- 
tggg x m~n w  pow yższym  ikm zynić o g ó l n y m , bg- 
dzie po.tggą nta głoski a , czyli an w zięta tyle ra­
z y  , -ile otrzym ać można iloczynów  róźnowainych, 
n krótnych , z głosek których  liczba iest m.

P od łu g  teoryi koinbinacyi liczba g łosek  nt 
daie róznow anych iloczynów  n krótnych

Biorąc następnie 1 , 2  , 3 , 4  i t. d. zamiast 

»1 będzie —  spółczynnikiem  liczebnym  w yrazu 

m (m— i)
d ru g ie g o ; -------------  spotczynm kiem  liczebnym

°  1. 2.

kipm  liczebnym  w yrazu  czw artego ; a w  ogólnoścj

spółczynnikiem , liczebnym  d la ,w yrazu  Jzastgpuią* 
cego mieysce n, •+*. 1? Szukana zatem formuła 
będzie ,
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Z form uły te y  w yp ro w ad zić  można praw idło 
. następuiace : Chcąc z iednego wyrazu otrzymać 

wyraz następuiący , trzeba spóiczynnik liczebny 
rozmnożyć orze z Wykładni* głoski x  danego wy­
razu ; podz eiić przz  liczbę oznaczaiącą mieysce te- 
go z wyrezu ; wykładnik głoski a powiększyć ic- 
dnośiią a.uiykia >nik głoski xzmnieyszyć iednohią.

I tak , ch cą c  tip. w yra z  x m , k tó ry  iest pie'r- 
W szy, p rze ro b ić  na w yraz  d r u g i , trzeba iego 
spółczynnik lic ze b n y  , którym  iest 1 ,  rozm nożyć 
przez w ykład n ik  głoski x ,  k tó ry m  iest rrvy i po­
dzielić przez liczbę oznaczaiącą m ie y s c e  tego w y ­
razu , która iest- i ; tym  sp osob em  u tw orzy się

dla. drugiego w yrazu  spóiczynnik lic z e b n y  ™ ; p ę ­

tem w yk ład n ik  głoski x  zm nieysza się iednością 
i będzie X1”- 1 ,-w ykładnik zaś głosek a, k tó rytu  iest 
o, p ow ięk  sza się iednością , i b ę d z ie a 1 : w yrazza-

 ̂ * yŷ '
tom dru gi będzie —  axm~x.

2
Ten znow u drugi w yrSz cbcąc przerobić 

tia trzeci , trzeba spółczynnik iego  liczeb n y

^  rozmnożyć przez w yk ła d n ik  g łoski x  , to
1 • '

iest przez m -— I , i podzielić p r z e z  liczbę 2 , 
która oznacza m ieysce tego w yrazu  ; 1 będzie

---- li  sp ółczyn nik liczeb n y dla w y ra zu
1. 2

trzeciego : zm n ieyszyw szy pote'm W ykładnik g ł o ­
ski x  iednością , a w yk ła d n ik  g ło sk i a p o­
w ięk szyw szy  iednością , będzie w y ra z  trzeci

,n:  ̂ -1 a2x*n~i .
1 . 2  . '. . '

Tym że sposobem postępuiąc zn ajd ziem y

D o pełnienie działań Jlgiebr. 275
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formule nie można w yzn aczyć liczb y w yrazów , 
ch yba nadaw szy dla m ważność szczególną, nie 
trudno iednak będzie w ynaleźć wyra?; za stępuią- 
c y  m ieysce w  iakieykolw iek odległości od pier­
w szego będące. W yraz np. zastępuiący mieysce 
w +  1 podług pow yższey form uły będzie /

276 R o z d z i a ł  IX.

Ostatnia ta form uła zowie się w yrazem  Ogól*

i t. d. gd yż czyniąc następnie n =  i ,  n =  2 , n — 5 
i t. d. form uła ta daie w szystkie w y ra zy  iego 
ćiagu.

198. Chcąc p odług  praw idła w  poprzedzaią- 
cym  artykule w yprow adzonego podnieść dwu­
mian x  +  a do poteofi no. dziesiatev. bedzie

Wyraz

W idzim y fu , że w yraz pie'rwszy od początku/ 
io iest x 10, i p ierw szy od końca , to iest o s m a ­
lą te same spółczynniki i te sanie w yk ła d n ik i; 
lecz liczba 10 w  pieYwszym w yrazie od początku 
iest. w ykładnikiem  dla x ,  w  pierw szym  zaś od 
końca iest w ykładnikiem  dla a : podobnież w  w y- 
c-azi« drugim od początku, któ ry  iest io'ax9 , i w

dru-
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drugim  od k o ń c a , któ ry  iest 10a9x , r te same są 
spółczynniki i w ykładn ik i ; lecz w  drugim  od 
początku liczba 9 iest w yk ład n ik iem  dla x ,  l i ­
czba 1 iest w ykładnikiem  dla a ; w  drugim  zaś 
od końca liczba 9 iest w ykładn ikiem  dla a ,* l i­
czba i iest w ykładnikiem  dla x : toż m ówić 0 
innycłi w szystkich  w yrazach . J eże li, iak iest w  
przykładzie poprzedzającym , w yk ład n ik  szuka­
ne y  potęgi iest p a rzy sty , a te'm samem liczba 
w yrazów  potęgę tę składających nieparzysta , na 
ten czas w  w yrazie  m ieysce średnie trzym aiącym  
iak tu iest 2$2a5x 5 równie od początku i od koń­
ca oddalonym g ło sk i a \ x  m aią tenże sam w y ­
kładnik , k  óry iest xów ny połow ie w ykład n ika  
potęgi szukaney.

P od łu g  uw ag ty c h ,  chcąc np. dwumian x  -t- a 
podnieść do potęgi szó ste y , dosyć iest w ynaleźć 
cztery pierw sze w yra zy  szukar ey potęgi ; ostatnie 
trzy łatw o będzie w yp ro w  adzić z trzech w y ra ­
zów p ierw szych .

199. Form ułę w  artykule p ow yższym  um ie­
szczoną z łatw ością zastosować do wynalezienia 
potęg w szelkiego dwum ianu. Chcąc np. podnieść 
do potęgi szóstey dwum ian 2x3 — 5n3 : dosyć b ę­
dzie w  formule wspomnione'y p o ło żyć  2x 3 za­
miast x  y a —  5n3 zamiast ą.- Jakoż u czyniw szy 
iix3~ x '  , —  sn3 =  a . bedzie

Dopełnienie dzinłarI Jlgiebr. 277

Zamiast a' , x ' p o ło żyw szy  ilo śc i, których  
m ieysce głoski te zastepuią , będzie

W idzim y t u ,  że w y ra zy  $ą na przem iany 
raz dodayne , dru gi raz odiemne. Ilekroć w da­
nym  dwumianie w yraz dru gi iest od iem n y, Wy- 

w rozwiniętey potędze aastgpuiące mieysce'
afcity
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2gie , 4 te , €te i w  ogólności m ieysce parzyste za­
w sze są odiemne : g d yż w  tych  w yrazach  w y k ła ­
dnikami ilości w  danym dwumianie odiemney śą 
liczb y  n iep arzyste; a Wszelka potęga ilości od­
iem ney maiaca za w ykładn ik liczbę^ nieparzysta 
ma zawsze przed sobą znak •—  ( ‘ 84). P rzeci­
w nie , w yra zy  które w  rozw iniętey’ potędze za- 
stępuią mieysce nieparzyste iakie iest lWSze, 5cie>, 
5te i t. d. są zawsze' dodayne : g d yż w  tych  w y ­
razach w ykładnikam i ilości w  danym dwumianie 
odiem ney sa liczb y  parzyste ; a wszelka p o tęg i 
z wykładniki* m parzystym  ma zawsze przed so­
bą znak -+- , cży) to ilość do tey potęgi podnie­
siona iest dod ayna, czy li tez odiemna.

278 R o z  dzi al IX.

(43) > można zatem pow yższą form ułę (197 zamie­
nić w  następuiącą :

R ozłożyw szy  drugą stronę na czynhiki, będzie

. Chcąc p o d łu g  tćy  form uły otrzym ać szuka­
ną potęgę danego dwum ianu , trzeba u łożyć ha- 
stepuiący ciąg liczb :

Pierw sza ztych liczb, to iest __ m noży się przeż 

ułom ek — , potem w ypadek te n , k tó ry  iest
1 . .ic, ' fnho-
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mnoży ńg przez drugą liczbg ZL— ? i przez jiłp-
— %

mek — potem w ypadek ten , k tó ry  iest ' 1
X -  J- 2. **

m noży sig przez trzecia liczbg —----1 i przez n-
3

ło m ek *J l, i tak d a le y : zebraw szy razem  w sz y ­

stkie te w ypadki i dodaw szy j , ca ła  summa mno­
ży sig przez x w.

W  przykładzie (2x 3 — $a*)6 trzeba napisać 6

zamiast w , zamiast —  a (2x3)6 czyli 64y ł*
2x 3 x

zamiast x m tym  sposobem p o d łu g  ostatnie­
go praw idła znaydziem y ( 2x3 5a3)6 =

Dopełnienie działań Algisbt, j

•>01. Rozwiianie potgg innych  ilości w ielora­
kich  łatw o iest podciągnąć pod praw idła p o w y ż ­
sze na rozwiianie potgg dw um ianu, ia k  to oka­
żemy na przykładzie następującym ;

K iech  bgdzie trzym ian ą + b - h c ,  k tó ry  pod­
nieść potrzeba do potęgi trzccie'y. U czyń m y nar

P o ło żyw szy  potem b-t-c zamiast m znaydzia-

R ozw inąw szy potęgi dwum ianu b +  e ,  w y p a ­
dnie

202. Zastanow iw szy ■ sig z uw agą nad sposo­
bem , za pomocą którego w yprow adziliśm y po­
w yższa form ułę (197) na rozw iianie potgg dwu-

R  mia-
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m ianu , postrzeżem y, że w ykładn ik m szukane'y 
potgg^i powinien mie'ć ważność całkow itą i doday- 
ną. Chcąc zate'm d ośw iad czyć, czy  formuła tą 
i w ten czas ma m ieysce, kiedy w ykład n ik  żą­
dane y potęgi iest ułomkiem , albo też ma przed 
sobą znak — , trzeba do ie'y w yprow adzenia u- 
zy ć  innego sposobu , w  którym by ważność w y ­
kładnika szukane'y potęgi b y ła  rzeczą oboiętną. 
T aki iest sposób , k tó ry  n iżey podam y w y ło ż y ­
w sz y  p ierw ey iednę prawdę , bez którey sposób 
ten w yłożonym  b yć  nie może , i która w  dalszey 
Algielórze często będzie potrzebna. Praw da tź 
iest następuiąca :

Wszelki dwumian taki, iak są np. x — a, x a— a2, 
X3—-a* , i w ogólności ~s.m•—am , byleby wykładnik 
m był liczbą całkowitą i dodayną , iest podzielny 
przez X'— a.

Ze dwumian x  — • a iest podzielny przez x — a, 
praw da ta iest sama przez się widoczna. Co do 
dwum ianu x2 •— a2 , ten rozłożyć można na czyn ­
niki ( x — a) ( x - h a ) ;  iloczyn zaś ten iest w ido­
cznie podzielny przez x >— a. Dzieląc x 3 —-fl3 ( 
przez x  —  a , znaydziem y na iloraz x i 4 - ax -t- a2. 
T oż m ówić o w szelkich innych tego gatunku 
dw u m ian ach , w  których  x i a maią w ykładn iki 
liczeb n e: dwum iany takie dzieląc przez x — a, 
znaydziem y zawsze iloraz całkow ity  , w  któryih 
w ykładn ik i g ło sk i x  zmnipyszaią się ciągle ie- 
dnością aż do ze ra , w ykładn iki zaś g łoski a  cią­
g le  się iednością powiększaią.

Podobnież dzieląc x m —  am przez x — a, znay- 
dziem y na iloraz x m~ 1 +  axrn~‘l -t- a2x m~ 3 + u 3x łn'"4+ 
i t. d. w  którym  w ykładn ik i głoski x  zawsze się 
zm nieyszaią iednością , - w ykładn iki zaś głoski a 
zawsze się iednością p ow iększaią: w yraz zatem 
ostatni tego ilwrazu musi być a1n~x ; przed­
ostatni zaś am~2x. A b yśm y się o praw dzie tey  
przekonali, weźmy od razu równanie

v R o z d z i a ł  IX.
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dopełnienie działań Algiebr. »§.*

R ozm nożyw szy obie strony przez mianownik 
x — a ,  z pierw sze y strony zostanie sam licznik 
czyli dzielna xm'— ani ; druga zaś strona zamie­
ni się w  nastepuiaca :

Summa dwóch ty c h  w yrażeń  składa się ty l­
ko z w yrazu  pierw szego w  pierw szym  w ierszu, 
i z ostatniego w  w ierszu  drugim  , czy li równa 
iest dw um ianow i x rn-—-aw : w szystkie inne w y ­
razy obu w ierszów  różniące się od siebie ty lko  
znakam i, w  dodawaniu znikną- K ie d y  w ięc dru­
ga strona równania pow yższego, rozmnożona przez 
dzielnik x •— a daie na iloczyn  dzieln ą, iest to 
dow odem , że ta druga strona iest ilorazem w y -  
padaiącym  z podzielenia x m— am przez x  — a.

Uw aż tć tu potrzeba, że po w yrazie a2x m~z w  wier* 
szu pierw szym  następować powinien W yraz a3*™-3, 
który dodany do odpowiadaiącego sobie w yra zu  
w  drugim  w ierszu zn ik n ie ; i ze podobnież w  
drugim  w ierszu przed w yrazem  —  am~1x , znay- 
dować się pow inien w y ra z  — arn~ 2x z ; k tó ry  do­
dany do odpow iadaiącego sobie w y ra zu  w  w ie r­
szu pierw szym  zniknie W yra zy  te nie są na­
pisane , lecz ich  dom yśleć się' należy w  przerw ie 
©znaczoney kropkam i.

203 . Przystąpm y teraz do w yłożenia  dru­
giego sposobu na rozw iianie potęg dwum ia­
nu. A  naprzód uważać p o trze b a , l e  ponieważ

zamiast więc rozwiiania dwu- 

K  * ajiia-
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mianu ( x  4- a )m , można rozw inąć dwumian. 

5CW ^ 1 4 -  —  albo tez dwumian x m(t+j/)m

nczyniąc —  =  y.
Przypatruiąc się początkowym  potęgom  dw u­

mianu i -ł- y ,  postrzeżem y , ze rozw inięcie ia- 
k ieykolw iek potęgi tego dwumianu powinno być 
zawsze następuiacego kształtu :

282 R o z d z i a ł  IX.

«zbam i nie zalezącemi bynaym niey od ważności 
g ło s k b y , lecz iedynie od w ykładnika te y  potęgi, 
do k tó rey  podniesiony iest dwunran 1 +  2/. (*)• 
Po takowe'm p rzygo to w an iu , niech, będzie J

O diąw szy drugie równanie od pierw szego 
zostanie

(*) W rozwinięciu potęgi stopnia m dwumianu 
y  4- l , wykładnik głoski y  zm.niey szalby się 
W każdym wyrazie iednoscią; w żadnym ie­
dnak vjyrazie wykładnik ten nie może być. od- 
temny , bo gdyby był np. wyraz iaki iu kształ*

cie następuiącym: K y _r=  —  założywszy, że
y  R

y = = o , wyraz ten zamieniłby się na — , co iak
o

cbaczymy niżey, oznacza ilość nieskończenie 
wielką; gdy tym czasem to samo założenie 
czyni wszelkie potęgi dwumianu y  +  k etyl* 
i + y ,  równemi iednołci.
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Dopełnienie działań Aigiebrl 283

ng ostatniego równania przez u —  u ,  drugą prze® v 
y<— z ,  znaydziem y (202)

podzieliw szy zate'm pie'rwszą stro-

Potiieważ to ostatnie równanie zawsze po­
winno mieć m ie y sce , iakiekolw iek będą ważno­
ści dane dla y i z , w iec utrzym a sig także, k ie­
dy uczynim y y =  z , a tern samem u — v. W  tym  
zaś przypadku z pie'rwszey. strony tego rów na­
nia w yraz  drugi urn~2v zamieni sig na unt~z 
u — um~ 1 (,¾) ; toż m ówić, o innych w szystkich  
w yrazach strong pierw szą składaiących *, aże l i­
czba tych  w yrazów  musi b yć  koniecznie równa 
liczbie iedności w  w ykładn iku  m znayduiących  
sig , o czćm łatwo przekonać sig m o żn a, zasta­
now iw szy sig z uw agą nad dzieleniem dwum ia­
nu x m—  am przez x — a ; pierw sza zatem strona 
równania tego zamieni sig na wim”1-*1. Z drugie'yzaś 
strony przez przypuszczenie że y~=Z, czynnik y +  z 
zamieni sig na i y  ; czynnik y z +  y z + z i zamieni 
sig na '3y 2 i t. d. Równanie w igc to zamieni sig 
w nastgpuiace :

R ozm nożyw szy obie strony przez u ,  w ypadnie

Ze zaś p o d łu g  przypuszczenia u == 1 +  y , b§- 
dzie wigc

Ze strony pierwsze'y zamiast ( i + y ) m p oło­
żyw szy  ważność założoną , która iest 
1 +  Aii 4- B i j 2 +- Cy3 4------- i z obu stron o db yw szy
mnożenie wskazane przez naw iasy ; bgdzie

Przeniósłszy w szystkie w y ra z y  na pierw sza
stro-
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stronę i uporządkow aw szy ie podług1 w ykładn i­
ków  głoski y ; w ypadnie

N adaw szy dla y wa-znosc rzeczyw istą laką- 
kolw iek, pierwszą strona równania tego nie może 
b y ć  inaczey równa ze ru , chyba w  ten czas tyl­
ko , k ied y spółczynniki mnożące w szystkie potęgi 
g ło sk i y będą równe zeru- W ypada zatem

Będzie zate'mBędzie zate'm 
czyli

* (J
Ze zaś p o dług  założenia y =  —  , będzie wi§®

x

Ponieważ m iest liczba całkowita , z drugie'y
stro-
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strony równania t e g o ,  w yraz zastępuiący m iey- 
sce oznaczone liczbą m-ł-i będzie oskatnyr: g d y ż  
w następuiącym  w yrazie  b y łb y  ieden czynnik 

—>H/czyli o. R ozm nożyw szy obie strony ró­
wnania t* go przez x m, w ypadnie form uła taka 
sam a, iakąśm y otrzym ali w yże'y (200).

2o4 . Ten sam iest sposób postępow ania, k i e ­
dy w ykład n ik  szukane'y p otęgi dwumianu iest 
ułomkiem albo też liczbą odiemną. Jakoż w  p i e r ­
wszym  przypadku w eźm y dwa równania

Dopełnienie działań Algiebr. *85

Ze zas podług przypuszczenia

a tern samem

Ponieważ zaś p odług tego cośm y powiedzie** 
li w y ż e y  (202) iest

W powyższem  w ięc równaniu od b yw szy  z dru­
giey strony dzielenie przez y —  2 ,  a ze strony 
pierw szey zamiast licznika i m ianownika p ołoży­
w szy znalezione ich w a żn o śc i, i  podzieliw szy 
tak licznik iak mianownik przez spólny czyn ­
nik u —  v ; równanie to zamieni sig w następu­
j e  ;

u,™
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U czyn iw szy y =  z ,  a tętn samem i 4 - y " 
=  i -ł- z  , i u —  u ; równanie ostatnie zamieni sig 
W nastgpuiące:

Kozm noźywsZy Z p ie rw sze j strony licznik i 
m ianownik przez u ,  a obie strony rozm nożyw szy 
przez un , bgdzie *

Zamiast u,n , i un p o ło żyw szy  ich  ważności,

Ze strony pie'rwsze'y zamiast czynnika 1 4 *y) n 
p o ło żyw szy  iego w ażność, która ie s t :  i +  Ay 
+  +  Cy3 ■ +■ * - - - , i z obu stron w ykonaw szy
mnożenie wskazane przez naw iasy , będzie

W  równaniu tern przeniósłszy wszystKie w y ' 
rSzy na stronę pieYwszą i spółczynniki  ̂mnożące 
Wszystkie potęgi głoski y u czyn iw szy  równe ze<* 
ru  , iak w yźe'y (200), znaydziem y
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Bopełnienie dziaiań Algiebr. 287

WazKość te p o ło żyw szy  w p ierw szetn  z dwóeh 
danych równań z a m ia st^ , B, C i t. d. będzie

Zam iast y  p o ło ży w szy  iego ważność , która

iest , i odb yw szy inne działania , iak w yże'y 
x

(203), znaydziem y form ułę na rozw iianie potęgi 
włom kowey dwumianu x-h(i.

Uważać tu potrzeba 1 orf, że w  ostatniem ró- 
Wnaniu ciąg w yrązów  druga stronę składaiących  
nie może mie'ć k o ń c a : poniew aż liczb y  n  i n są 
m iędzy sobą pierwsze , żaden zate'm z czynników  
rozmaite potęgi g łoski y m nożących przez odię- 
cie od niego liczb i ,  z ,  3 , 4 . . . .  nie może się 

, \ - zar
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zamienić na z e r o ; 2re ie z rozw inięcia dwumia-
m

nu (i + y ) n , otrzym ać można rozwiniecie dw u­
mianu (i + y ) m , uczyniwsz,y n =  i ; a tym  sposo­
bem form uła druga zamieni się na pięrw szą w  
poprzedzaiącym  artykule otrzym aną; i odwrotnie 
form ułę pierw szą zamienić można na drugą kła­

dąc w  p ierw szey —  zamiast m. 
n

zo$- Pozostało ieszcze okazać, iaka iest for­
m uła na rozwinięcie dw um ianu, k ied y w ykładn ik  
m iest odiem ny ; tym  końcem dosyć iest w  ró­
wnaniu ( V ) , z którego w  poprzedzaiącym  arty­
kule w yprow adziliśm y formułę na rozwiianie 
dwum ianu z w ykładnikiem  ułom kow ym , zamie­
nić m na —  m. A  tu uważać potrzeba , ze

288 R o z d z i a ł  IX.  "

A ze podług tego co poprzedziło ilość

zamieni się na będzie wię®

W tym że przypadku

D ruga strona równania (V) w cale nie odmie­
nia sw ego kształtu , będzie zatem

Ró-
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Równanie to różni się iedynie od równania 
(V ) znakiem głoski m ; powinno zatem doprowa­
dzić do tych  sam ych w y p a d k ó w , którebyśm y 
otrzymali z równania (V)' ,  zajniemaiąc w  niem m 
na -— m.

206. F orm u ły  dwumianu można u żyć  do w y ­
ciągania pierw iastków  w szelkiego stopnia. Jakoż

m ~y-------- m
pouieważ * ¢ +  1) =  ((1 +  ii) (188) ; chcąc zatem 
w yciągnąć pierwiastek stopnia m z dwumianu tć- 
gu dosyć iest rozwinąć iego potęgę stopnia o-

znaczonego przez ułom ek L..
. m j

D aym y , że z liczb y  w yrażone'y przez^ a -4- b 
trzeba w yciąg n ąć p iprw iastek stopn a piątego. 
Ponieważ

dopełnienie działań Algiebr. 289

x* kj  •  y

trzeba w ięc w  formule tey  x  zamienić na a , a za­
mienić na i), i zamiast m po łożyć | tym  sposo­
bem form uła ta zamieni się w  następuiącą:

Chcąc u żyć  form uły tey  do w yciągania p rzy ­
bliżonego pierw iastku stopnia piątego liczby da- 
n e y , trzeba rozłożyć liczbę tę 'n a  dwie części 
tak , ażeby część większa była^ zupełnie potęgą 
piątą , i cześć tę oznaczyć przez a,  pozostałą zas

część
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% . . 
p rzez. b. N i e c h  b ę d z i e  np. l i c z b a  2 6 0 : r o z ł ó ż m y  
i ą  n a  2 4 3 + 1 7  , g d y ż  243 i e s t  p i ą t ą  p o t ę g ą  l i c z b y  
3 ,  i u c z y ń m y  a —  243, b —  17  , s k ą d  w y p a d n i e

P o ł o ż y w s z y  l i c z b y  te w  p o p r z e d z a i ą c e ' y  fo r ­
m u l e  , o t r z y m a m y  n a  s z u k a n y  p i e r w i a s t e k  c i ą g  
u ł o m k ó w  c o r a z  m n i e y s z y c h ; a z a m i a s t  s p r o w a ­
d z a n i a  u ł o m k ó w  t y c h  d o  i e d n a k o w e g o  m i a n o w n i ­
k a  , le p i e 'y  ie s t  o b r ó c i ć  ie n a  u ł o m k i  d z i e s ię t n e .  
W  o g ó l n o ś c i , i m  w i ę k s z a  Z a c h o d z i  r ó ż n i c a  m i ę ­
d z y  l i c z b a m i  o z n a c z o n e m i  p r z e z  a i b ; tern b a r -  

d z i e y  u ł o m k i  c i ą g  t e n  s k ł a d a i ą c e  z m n i e y s z a ć  się  
b ę d ą  , i tern p r ę d s z e  b ę d z i e  z b l i ż a n i e  s ię  d o  p i e r ­
w i a s t k u  p r a w d z i w e g o .  W  p r z y k ł a d z i e  t y m  p o n i e ­
w a ż  l i c z b a  b i e s t  m n i e y s z a  o d  Ts l i c z b y  a , w y r a ­
z y  z a s t ę p n i ą c e  w  c i ą g u  m i e y s c e  6te  , 7 m e  i t.  d. 

s ą  t a k  m a ł e ,  ż e  ie m o ż n a  o p u ś c i ć ,  i p r z e s t a ć  n a  
p i e r w s z y c h  p i ę c i u .  W y r a z y - t e ,  z  k t ó r y c h  k a ż d y  

ie s t  u t w o r z o n y  z a  p o m o c ą  w y r a z u  p o p i^ z e d zaiąc e -  
g o  (200) są n a s t ę p u i ą c e  :

O dlaw szy summę w yrazów  odiem nych od 
Summy d o d ay n y ch , w y p a d n i e  r e s z t a  i , o i 36i 59 
w yrażaiąca summę pięciu  w yrazó w  ciąg  ten

składaiących f którą rozm nożyw szy przez fi3 
c z y li  przez 3 ,  iak  w ym aga pow yższa formuła,

czy li
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znaydziemy 3 ,o4o8477  na pierw iastek piątey po­
tęgi liczb y  260; lecz lubo w ypadek ma 7 cyfr  
dziesiętnych , dokładność iednak dochodzi tylko 
do cy fry  szóste'y.

T ym  samym sposobem postępuje się zawsze 
iakikolwiek iest stopień szukanego pierw iastku. 
Chcąc np.  w vciągnąć pierw iastek kw adratow y z 
liczby 101, ajbo z liczb y  99 ; w  pierw szym  p r z y ­
padku liczbę dana trzeba rozłożyć na 100 +  1 , w  
drugim na 81 +  18, albo tez na ioo>— i ;  p o ło ży­
wszy potem w  formule dwum ianu 100 zamiast x,  
1 zamiast a ,  § zamiast m,  znaydziem y

Dopełnienie działań Algiebr. 291

207. W ielka liczba p rzy p a d k ó w , w  którycla 
nie można w yciągn ąć p ierw iastków  zu p ełn ych , 
i d ługość działania potrzebnego do ich otrzym a­
nia przez przybliżenie ,  b y ła  powodem  do szuka­
nia sposobów , za pomocą których  m oznaby b y ło  
z ilościam i będącemi pod znakiem pierw iastko­
w ym  odbyw ać działania fundam entalne, którym  
pierw iastki te podłegaią ; aby tym  sposobem do­
piero na końcu w yp a d ło  działanie naybardziey 
zaw ikłan e, iakiem  iest w yciąganie pierw iastków  
przez przybliżenie , i ażeby działanie to odbyć się 
m ogło z liczbam i naym nieyszem i , lub z w yra że ­
niami nayprostszemi , do iakich ty lk o  dane zaga­
dnienia sprow adzić można.

Dodawanie i odeym owanie ilości pierw iastko­
w ych  niepodobnych , m ogą b y ć  ty lko  w skazane-'  
wii przez znaki +  i •

I tak

www.rcin.org.pl



2g2 J£ o z  d z i a i IX.3 5 3 3I t a k  summy V~ a a,^a-\r \rb, tudzież ró-
3 5 3 3 _  x

żnica Vr ci>— V  a , v  a -— V & , inaczey wyrażone 
b y ć  nie mogą.

Czasem iednak i tu zmiana iakow a prostsza 
nastąpić może np.‘ _  3 ______  &« 3 ______
4 rt \/~ Ą- "V lóa^b —  ad 'Sza^b w  w yraże­
niu tem , ilości pierw iastkow e mogą się stać po* 
dobneńń, p odług tego cośm y pow iedzieli w yżey  
(ltfb)- Jakoż

208. C o się tycze innych  działań ze znakami 
pierwiastkowemu , te zasadzaią się na prawdzie 
w y ż e y  okazaney, że podniósłszy uiszysikie czyn* 
nikt iloczynu do iedneyze potęgi , iloczyn ten bę­
dzie podniesiony do teyze samey potęgi (186). Z 
d ru g ie y  srony wiadomo ie s t, że ilość pierw iast­
kow a podnosi sig xło potęgi tegoż w ykładnika, 
którego iest znak p ierw iastk o w y, przekreśliw szy

ten zn a k ; np. a podniesione do siodme'y potę­
g i iest a ; gd yż działanie to odwrotne działaniu

wskazanemu przez V  a przyw raca ilość a do pier­
w otnego stanu.

7 7
A  zatem ieżeli np. w  w yrażen iu  Y/" «X 

^niesiemy znaki p ierw iastkow e, w ypadek ab bę­
dzie siódmą potęgą iloczynu d an ego, a w ziąw szy 
p ie rw iaste k 'sió d m y , w niesiem y, ze
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Dopeinienie/działaiń Algiebs. 295

Rozumowanie to maiące mi^ysce we w szy­
stkich p rzypadkach  o kazu ie, ze chcąc przez siebie 
rozmnożyć du/a wyrażenia pierwiastkowe iednegoż 
itopnia , trzeba ilości będące pod znakiem pierwiast­
kowym przez siebie rozmnożyć, i przed iloczynem, 
dać znak pierwiastkowy tegoż stopnia,

P o d łu g  tego praw idła bffcdzie

209. Ponieważ siódma prtgga wyrażęnia

Skąd wypada, że chcąc podzielić przez siebie 
dwie ilości pierwiastkowe iednegoż stopnia , trzeba 
przed ich ilorazem dać znak pierwiastkowy tegoż 
sto p n ia . Bgdaie wigc podług tego prawidła.

lód
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210. Z praw idła  mnożenia ilości pierwiastko­
w y c h  iednegoz stopnia 4 9̂ 1) w yp ada , ze i  chi qc 
podnieść ilość piertuiastkĘuą do lakieykolwie» po- 
tęgi, dosyć iest ilość będącą pod znakiem pierwiast­
kowym podnieść do tey potęgi, a przed wypad­
kiem dać tenże sam znak pierwiastkowy. Jakjpz

aże w szystkich  trzech czynników  znaki p ie ijia s t-  
kow e sa iednegoz stopnia, trzpba w ięc d o s *  po 
temi znakami bedace rozm nożyć przez siebie , a 
przed iloczynem  dać tenże sam znak pierwias

kowy* Będzie w ięc

Trzeba tu ^ k ż e  u w a ża ć ; ze gdy wykładnik 
imaku pierwiastkowego iest podzielny przez wy* 
kiadnik potęgi , do którey się ilotć dana podnosif 
na ten czas Wykładnik pierwszy dzieli się przt% 
drugi np. ł ,
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Jakoż ponieważ w yk ład n ik i 2 , 3 , 4  i t. d. 
bedace pr^-y ilościach, znaczą , ze ilości te pod* 
tueśc należy do potęgi 2 gie 'y , 3cie'y , 4 te'y i t. di 
a te same W ykładnild nad znakiem pierw iastko­
wym położone znaczą , że z ilości pod temi^ zna­
kami będących trzeba w yciągn ąć pierw iastek 
Stopnia ago , 3go , 4 go  ̂ i t. d. ; Wykładniki za­
tem ilości i znaków  p ierw iastkow ych  maią zna­
czenie odwrotne. Jako w ięc dzieląc W ykładnik 
ilości przez 2 , 3 ,  4  i t. d. w yciągam y z ilości 
te'y p ierw iastek  stopnia 2 g o , 3go , 4go i t. d. J 
tak odwrotnie dzieląc wykładnik znaku pierwiast­
kowego przez 2 , 3 , 4  i t. d. podnosiemy ilość pod 
tym znakiem będącą do potęgi 2gie'y , 3cie 'y , 4 tey  
i t. d ,

211. Dla teysze p rzy c z y n y  iako mnożąc wy­
kładnik ilości przez 2 , 5 , 4 i t. d. ilość tg pod­
nosimy do potęgi 2gie'y ,• 3c ie y ,  4te'y i t. d, tak 
odwrotnie mnożąc wykładnik znaku pierwiastko­
wego przez 2 , 3 , 4  i t. d. X ilości pod tym zna­
kiem będą:ey wyciągamy pierwiastek stopnia Zgóf 
Ogo , 4go i f. d.

Skąd w ypada , że chcąt Z ilości pod znakiem 
pierwiastkowym będącćy wyciągnąć pierwiastek 
iakiegokolwiek stopnia , trzeba wykładnik znaku 
pierwiastkowego rozmnożyć p,zez wykładnik żąda­
nego pierwiastku. / tak

' 4

Dopełnienie działayi Algiebr* S9S

Jeżeli iednak W ykładniki ilości b ę d ą cych  pod 
żnakiem pierw iastkow ym  podzielne są przez w y- 
k & in ik  żądanego p ierw iastk u , działanie odbędzie 

podług praw idła w y ż e y  podanego (185), dzie­
ląc w yk ład n ik i ilości będących pod Znakiem 
pierwiastkowym  przez w yk ła d n ik  żądanego p ier­
wiastku np.

sr.
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212. Ponieważ mnożąc w ykładn ik ilości bg* 
dacey pod znakiem pierw iastkow ym  przez m, 
podnosi sig ilość ta do potggi m; a mnożąc przez 
m w yk ładtu k znaku pierwiastkowego w yciąga sig 
z w ypadku pierwiastek stopnia m ; w ypada stad, 
ze to drugie działanie przyw raca iiosć daną do 
ie y  pierwotnego stanu.

5  r
I tak wyrażenie^ a 3 zamienić można w  na»

gtgpuiące : V  k aI , które w ypada z rozmnożenia 
w yk ład n ik ó w  5 i 3 przez 7 ; gd yż mnożyć przez 
7 w ykład n ik  ilości a3 , iest to ilość tg podnieść

5  ,  ,
do p otęgi 7me'y, i b g d z ie / f l51 ; a m nożyć przez 
7 w yk ła d n ik  5 znaku pierw iastkow ego ilości

V a11 , iest to w yciągn ąć pierw iastek 7my z w y ­
padku : drugie w igc to działanie niszczy skutek 
pie'rwszego. / ’

Przez to podwoyne działanie sprowadzaią sig 
do iednakowego stopnia w szystkie kości p ier­
w iastkowe stopni różnych , mnożąc tak w y k ła ­
dnik każdego znaku pierwiastkowego , iak w y ­
kładniki ilości pod tym  znakiem bgdących przez ilo­
czyn w yk ład n ik ó w  w szystkich innych znaków pier­
w iastkow ych. Podług tego praw idła dwie ilości

jg ........ .. 7. 11
Y  7 V  c4d3 sprowadzone do iednakowego wy­
kładnika znaku pierw iastkow ego , zamienią sig W

.  ✓  . 3 5 -------------  35. —- —
nastgpuiące : y  a2Xbt4, y c i8d2t.

Przez podobneż działanie trzy  ilości ab%
5
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9 &pełnitnit działań Algiebr. 2 9 I

zamienią sig w  następuiący;

G d yb y  pod znakami pierwiastkowem i znay- 
dow aly się l ic z b y , te także podnieść trzeba do 
potęgi w skaztne'y przez iloczyn w ykładn ików  
innych  znaków pierw iastkow ych.

21.9. Można takie przenieść pod znak pier­
w iastkow y czynnik znaydniący się za tym  zna­
kiem , podnosząc go do potęgi w skazaney przez 
w ykładn ik znaku p ierw iastkow ego; wjd.

Sprow adziw szy p o d łu g  pow yższego prawidła, 
do iednegoi stopnia iakiekolw iek znaki pierw iast­
kowe , łatwo można będzie zastosować do nich  
podane w y że y  (208) praw idła  mnożenia i dziele­
nia ilości p ierw iastkow ych iednegoi stopnia, 

.Niech będzie w  ogólności

Będzie naprzód p o d łu g  praw idła (212)

i i 4 . P raw id ła  pod które podciągnęliśm y d zi*.
S 2 U-
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łania ze znakami pierwiastkowem i łatw o b y ć  WtO* 
g ą  użyte do ilości rzeczyw istych  ; leCz mogłyby 
w prow adzić w  błąd w  działaniach Z ilościam i 
bezistotnem i, g d yb yśm y nie p oleczyli z niemi 
n iektórych  uwag w yn ikaiących  z wiadomości w y ­
żey  w yłożon ych . Tak np. z praw id ła  pow yższe- 
g o  (208) wypada , że

$g6 R o z d z i a ł  IX.

W ypadek ten iest w idocznie ta is z y w y ; bO 
poniew aż iloczyn — a x / ~ a  iest kwadratem
ilości a , będzie w ięc iloczyn ten ~~ a (208)*

Trudność tę w yłu szczyć  można sposobem 
następuięcym  : k ied y iest niew iadom o, iakim spo­
sobem u tw o rzył się kwadrat «a , którego szuka-* 
m y pierw iastku , na ten czas pierwiastek iego 
będzie podw óyny +• a i •— a. Lecz k ie d y  iest 
w iad om o, która z tych  dw óch iłości rozm nożo­
na przez siebie dała początek kw adratow i a2, na 
ten czas nie można brać za pierw iastek drugie'y.
W  W yrażeniu tern :. V  a x V  —  a === 
wiadom o ie st, że kw adrat a2 um ieszczony pod 
fcnakiem pierw iastkow ym  pow stał z rozmnożenia 
ilości *—  a przez a : wszelka Zatem w ątpliw ość 
ustaie , względem  znaku przed pierwiastkiem  tego
kw adratu i będzie V  *—  a x V ^—  a —  V^a2 =  •—  a. 

Ta sama trudność m iałaby m ieysce w zględem
iloczyn u  a X / f l ,  g d yb yśm y nie uw ażali , że

poniew aż w  w yrażen iu  tern /  a X /  n =  \/~a2 
nie ma6z znaku — , trzeba w ięc w ziąć ważność

tylko dodayną ilości a2 : w  przypadku bow iem  
tym  kw adrat a2 pow stał z rozmnożenia -+- a prze* 

a te'm samem pierwiastek będzie -+- a.
215. Działania z ilościami maiącemi Wykła­

dniki łatw o b yć  mogą w yprow adzone z tego co­
śm y dotąd o ilościach ty ch  na różnych  miey* 
ccac-h pow iedzieli. Jakoż w iem y iu ż ,

xód,
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Mopelnunie działań A lgiebi' *9 9

Stad  naprzód w ypada , ze

To iest: wszystkie czynniki mianownika mo­
żna przenieść do licznika daiąc przed ich wykła­
dnikami znak •—

O dwrotnie , kiedy ilość taka ma czynniki z 
wykładnikami odierrnerri , rroina ie przenieść do 
mianownika daiąc przed ich wykładnikami znak

2 A 5

216. Poniew aż m ieysce znaków  pierw iastko­
w ych  zastąpić m ogą w ykładn iki ułom kowe (1&8) ; 
w  działaniach zatem u życie  w ykładn ików  ułom - 
kow ych  powinno doprowadzić do tych  sam ych 
w ypadków  , iakie sig otrzym uią odbyw aiąc dzia­
łania te za pomocą znaków  pierw iastkow ych . 
Jakoż

lód;  Poniw az 
3 2

w igc

Z w a ży w szy  zas , ze

w n iesiem y, że
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3o© R o z d z i a ł  IX.

W cirny jeszcze
przykład ogólny

D odaw szy ułom ki JL i 1 . , i w szystkie w y - 
m w

kładniki sprow adziw szy do jednakowego miano­
w nika , druga strona równania tego zamieni sig 
W następ uiąca :

A  zate'm

W ogólności

S prow adziw szy do iednakowego m ianownika 
' w y k ła d n ik i u łonikow e, będzie

Ł atw o  iest, postrzedz, ie sprowadzenie w y ­
kładników  u łam kow ych do iednakowego miano-

wni-
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wnika zastępuie tut m ieysce sprowadzenia zna­
ków pierw iastkow ych do iediiakowego stopnia 
i prow adzi do tychże sam ych w ypadków .

5cie ,* I to iest t^kze rzeczą w id oczn ą, ze

Dopełnienie działań Algiebr. 3o i

VII. Przydatek do ieoryi postępów arytmetycznych.

217 Podaliśm y w y ż e y  ( i 3 r) form ułę na e- 
trzymanie sam m y w szystkich  w yrazó w  postęp 
arytm etyczny składających. W ystaw m y sobie 
teraz , że w  postępie arytm etycznym

-7~ t i . b c .  d ..................k. I ,
którego liczba w yrazów  iest n . a stosunek r ,  k a­
żdy w yra z  podniesiony iest do iedneyże potęgi 
iakieykolw iek oznaczoney przez m ; i że potrzeba 
znaleźć summę tych  w szystkich  potęg.

Z postępu danego w ypadaią następuiące ró ­
wnania ( i 5o). ,

Podniósłszy obie strony każdego z  ty ch  ró­
w nań do stopnia m,  będzie (107). • •

Strony odpowiadaiące tych  równań dodaw szy 
<0 siebie, p rzekreśliw szy  potem z obu stron w y ­

ra zy
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razy  spólne, i a ™  z e  strony dru giey  przeniósłszy 
na pierw sza ; w ypadnie

Sos R t a rf * i a i IX.

N iech bedzie

Jpgdzie w iec

how nam e w igc pow yższe zannem Sig w  na- 
stgpuiace ;

U czyń m y irirf *m==s: równanie ( V ) zamieni 
Slg W nastypuiące ;

gdyż w  w yrazie  d ru g im , trzecim i t. d. dru­
g i e j  strony równania (V) znayduie sig czyn n ik

a tern samem, 

W li'

Ze zas 
bedzie wigc
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właśnie tez, tak b yć  powinno podług- tego cośm y 
powiedzieli w y ż e y  (100).

U czyńm y, 'irt m =  a : równanie ( V ) zamieni 
sie w następuiące:

Dopełnienie działań Algiebr. 3o3

Zamiast dwumianu Sc —  1° , p o ło żyw szy  
iego ważność wzięta z pow yższego równania

Że zaś p odług pow yższego równania l —  a 
* s r (n  — i)  w ypada l —  a +  r ~=z rn ; będzie w ięct l  ( I n  \

2
W łaśnie też tak być- powinno p odług poda­

nego w yże'y praw idła ( i 5 i).
U czyń m y 3 cie m — 3 : równanie (V ) zamień* 

eig w  następuiące ;

Aże p o d łu g  p ow yższych  rów nań

ar
żyw szy w  ostatniem równaniu , będzie

w ażności te poło-
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T ym  samym sposobem znaleźć można S2, 5* 
i t. d

Chcąc np. znaleźć ważność S2 w  postępie 
liczb naturalnych i. 2. 3.. .n , trzeba, w  ostatniem 
równaniu zamiast l , położyć n , a zamiast n i r 
i>ołożyć iedność, będzie w iec

3o4 J£9 zdz ia l IX. ^

1. 2. o
2x8. Za pomocą tey form uły można w y ra ­

chow ać liczbę kul u łożonych w  ostrogran , iakie 
po składach ■ artyllerycziiych  w idzieć się daią. 
O slro gan y  te są troiakiego kształtu: iedne z pod­
stawami k .yadratowem i, drugie z podstawami 
troykątnem i, trzecie z podstawami prostokątnemi.

Co do gatunku pierw szego , ostrogi'any te w 
6Woie'y w ysokości podzielone są na w arszty kw a­
dratowe , które , idąc od w ierzchołka ku podsta 
w ie , składaią ciąg kw adratów  z liczb natura!- 
łiy ch . Jakoż w  p ierw szey w arszcie od w ierz­
ch ołka  iest tylko iedna kula. K ula ta opiera się 
na 4  imaych w  kw adrat u łożonych składaiąeych 
drogą warsztę. Te 4 kule opieraią się na 9 in­
n y ch  w  kw adrat u łożonych  składaiąeych trzecia 
w arsztę; podobnież w  4 w arszcie iest kul 16 , y\r 
5 tey  25 i t. d. A  zatem liczba kul w  w arszcie 
1 w szey =  1 =  i* , w  2gie'y =  4 =i= 22 , w  5cie'y 

9 =  32 , w  4te'y =  16•*=■  42.... ostatniey czyli 
w tey  —  n2.

Summa w ięc w szystkich  kul ostrogran skła- 
daiących równa się summie kw adratów  z liczb 
naturalnych zacząw szy od 1 aż do liczb y  n ozna- 
czaiącey liczbę w arszt , która także w yraża  li­
czbę kul będących w  każdym  boku podstawy O- 
stogranu. O znaczyw szy przez S liczbę w szy ­
stkich kul ostrogran składaiąeych będzie p o dług  
p o w yższey  formuły:

5 *
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Dopełnienie działari Algtebr. 3©5

i .  z. o-
G d yb y  np. ostrogran b y ł  złożony z io  warszt, \ 

s z y l i , co na iedno w y c h o d z i, g d y b y  w  iednyai 
boku podstaw y ostrogranu było  kul 10 , należa­
łoby uczynić n = i o ,  a tem samem b y ło b y

N astępuiaca tablica , którą łatw o rozciągnąć 
można tak daleko , iak się podoba , może zastą­
pić m ieysce p ow yższey  form uły i s łu żyć  razem 
do idy sprawdzenia : „

PieYw szy w iersz oznacza liczbę w a r s z t , albo 
liczbę kul znayduiących się w  iednym  boku ka- 
żdey w arszty ; drugi w yraża liczbę kul b ęd ących  
W każdtły w arszcie ; trzeci wskazuie summę kul 
znayduiących się w  warszt-.ch następnie do sie­
bie dodaw anych. I tak liczba i 4 o- na jniem  
m ieyscu leżąca , okazu ie , że w  siedmiu p ier­
w szych od w ierzch ołka w arsztach , czyli w  ostro- 
granie z siedmiu w arszt złożonym  , znayduie się 
kul i 4o. •

219. W  osfrogranach troykątnych  w arszty są 
troykątami równobocznemi , w y łą cz y w sz y  p ier­
wszą od g ó ry  , która ma ty lk o  iednę kulę ; k a ­
żdy bok w arszty  2gie'y ma po 2 , 3cie'y po 3, 
4tey po 4, , . . ,  ntey po n kul.

P ierw sza warszta złożona z iedne'y kuli opar­
ta iest na 3 kulach drugą warsztę składaiacych 
ułożonych w  troykąt dzielący się na dwa rzędy 
k u l, z k tó rych  ieden ma dwie k u le ,  drugi ie-- 
dnę. Te trzy  kule oparte są na b innych  trzecią, 
■ Warsztę sk ład aia cych , u łożonych  w  troykąt dzie­
lący się na 3 rzęd y  , z którycjti ieden ma 3 kule, 
drugi 2 , trzeci 1 kulę. Te 6 kul oparte są na 1 9  

huiych czwartą warsztę składaiacych  , ułożonych
w
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w  troykąt dzielący się na 4  rzę d y , z których  Ib* 
den ma 4 kule , 'drttg ilp , trzeci 2 , czw arty 1 kulę. 
Podobnież warszta 5ta iest troykątem  dzielącym si<j 
na 5 rzęd ów , z których ieden n̂ a 5 ku l , drugi 
c i 4 , trze3 , czw arty 1 , p iąty 1 k u lę , to iest. : 1 - 
czba ku l w arszty 5tey równa się summie postępu 
arytm etycznego liczb naturalnych zacząw szy od 1 
aż do 5. Toż m ówić o innych w szystkich w artztach ; 

s w  xote.y np. w arszcie liczba kul równa się sum* 
m ie postępu arytm etycznego liczb naturalnych 

« zacząw szy ód 1 aż do 10.- L iczba zatem kuiznay* 
duiącyeh się w  w arszcie

5o 6 R & s d z i a l  IX.

O zn aczyw szy  zatem przez S liczbę ku l ostro- 
gran  sk ład aięcych  > będzie

N astępuiąca tablica dostatecznie rozciągnięta 
może zastąpić cpieyice form uły lub słu żyć  do ie'y 
sprawdzenia :

P ie rw szy  w iersz oznacza Hczpę w arszt ostro* 
gran  składających albo liczbę ku l um ieszczonych 
W iednym  boku każde y  w a rs z ty , dru^i wskazuie
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liczhę k u l znayduiących się w  rozm aitych w£j> 
łztach W iersz tea powstałe z następnego doda­
wania liczb naturalnych zacząw szy od. iednosci 
a i do liczb y  w y ra ia ią cę y  m ieysce w arszty. T rze­
ci w iersz powstałe z następnego dodawani* liczb 
Umieszczonych w  w ierszu drugim  , a tern samem 
oznacza summę kul w e wszysLkich w arsztach 
czyli w  całym  ostrogranie będących.

220. W ostrogranaeh prostokątnych w arszty  są, 
prostokątami. Pierw sza warszta od g ó ry  składa 
się tylko z iednego rzędu k u l , k tórych  liczba 
inoze być rozm aita; druga składa się z dw óch 
rzędów , z których  każdy ma iednę kulę w ięcey , 
niż iest w  rzędzie w arszty  p ie rw s z e y , trzecia 
składa się z trzech rzę d ó w , z których  każd y  ma 
iedną kulę w ięcey  , niż ich  iest w  każdym  rzę­
dzie w arszty d ru giey  , czw arta składa się ze czte­
rech rz ę d ó w , z których  każd y  ma iedną kulę 
więcey , niż ich  iest w  każdym  rzędzie w arszty  
poprzedzaiące'y, i tak daley. Jeżeli w ię c  m iest 
lięzba ku l rzędu w  p ierw szey  w arszcie , w  ka­
żdym z dwóch rzędów  w arszty  d ru giey  będzie 
kul m -t-i, w  każdym  z trzech rzędów  w arszty  
trzecie'y będzie ku l m +  2 , w  każdym  ze 4 rzę­
dów w arszty 4tey  będzie ku l m i w  każdym
z n rzędów  w arszty ostatniey czyli wtey będzie 
kul m + n  —  1. L iczba zatem kul w arszty

dopełnienie działań Algiebr. 3«7

O zn aczyw szy w ięc przez S liczbę kul c a ły  
®strogran sk ład aiacych , będzie
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3©8 R o z d z i a ł  IX.

O dbyw szy działania wskazane , i wypadek 
rozłożyw szy na c z y n n ik i, znaydziem y

i. 2. o
Jeżeli np. m — $ , n = i o ,  będzie

D la zastąpienia lub spra­

wdzenia te'y fornmuy można u łożyć następuiący 
tab licę , w  które'y dla m naznacza się za ważność 
liczba ku l pierwszą w rtrsztę skladaiacyck , iaką 
iest w  tym przykładzie liczba 5 :

Pie'rwszy w iersz oznacza liczbę w arszt 1 li­
czbę rzędów każde'y w a rs z ty , iako tez m ieysce, 
które ta w arszta w  ostrogranie zastępuie , drugi 
w iersz wskazuie liczbę ku l znayduiących się vf 
rozm aitych warsztach ; wiersz ten powstaie z wy­
ło żo n ej w y ż e y  form uły n (wr-f-n*—  1 ) ,  czyniąc W 
n ie j  m 5 , n =  liczbie oznaczaiącey miey sce 
w arszty. W iersz trzeci powstaie , ż dodawania 
<ło siebie liczb w  drugim wierszu umieszczonych, 
a te'm same'rn w yraża liczbę w szystkich  kul w ar­
szty te czyli ostrogran dany składaiących.^

221. G dy osirogran iest ścięty czy li nie cały , 
należy go dopełnić w  m yśli, pote'm w yrachow ać 
osobno liczbę kul ostrogranu całego i  przydane­
go w  m yśli : róiwica m iędzy te mi dwiema li­
czbami okaże liczbę kul składaiących ostogran 
ścięty.

" N iech będz e np. ostrogran ścięty z podsta­
w ą kw adratow ą z siedmiu warszt złozony , w  któ­

rym  A
K 9
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rym  bok podstaw y ma ku l i2.0stogran ten g d y b y  
b yt c a ły ,  składałby sig z 12 w arszt ( z i8 ), i

m iałby ku l l2_‘— ~ =  2. i 3 . 25 —  650. W
f  O >>

Dopełnianie działań Algiebr. 3o$

A • A- .

ostrogranie z 5 w arszt złożonym  , któ ry  w  m yśli 
dodaie sig do ściętego , znaydow aloby sig kul

=» 5 . 11 =  55. A  zatean w  ostrogranie
1, 2. 3
ścigtym  znayduie sig kul b5o •— 55  =  5g5 .

N iech  bgdzie ostrogran ścigty z podsta\v¾ 
troykątną z 9 warszt złożon y , w  którym  bok 
podstaw y, ma kul 15. O strogran te n , g d y b y  
b y ł c a ły ,  skład ałbysig  z 15 w arszt (219), i m iał­

by k u l —1  ̂ =  5. 8. 17 =  680. W  ostro-
1. 2. 3

granie z b w arszt z ło żo n ym , który  w  m yśli do­

daie sig do ścigtego, b y ło b y  kul i ł — L - f  =  $6.
1. 2. 3

A zatem w  ostrogranie ścigtym iest ku l 680 —  56 
=  ba4 .

N iech bgdzie nakoniec ostrogran ścigty z 7 
warszt złozony z podstawą prostokątną, w  którey 
ieden bok ma kul 20, drugi 12: podstawa zatem 
czyli ostatnia warszta tego ostrogranu składa sig 
z 12 rzg d ó w , i ma w  sobie ku l 24o. A  zatem 
nm ■+■ n2 n =  24o , (220). Że zaś ostrogran ten 
g d y b y  b y ł c a ły ,  sk ład ałb y sig z 12 w a r s z t, iak  
to okazuie liczba rzgdów w arszty ostatn iey, bg­
dzie w igc i 2m - ł - i 44— I2 =  z4o ; a tern sametn 
w =  9 , to ie s t : pierwsza tego ostrogranu warszta 
m iałaby kul 9. L iczba zatem w szystkich  kul o-

12» 13« 4 o
strogranu całego b y ła b y  —i---- i__ =  1274. W

1. 2. 3
ostrogranie z 5 warszt złożonym  , któ ry  w  m yśli

dodaie sig dościgtego , iest ku l  ̂ ^-=»7 5 Ą za-
1 .2 .  3

tem vr ostrogranie ścigtym  afnayduie sig ku l 1099.
222.
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222- Chcąc znaleźć liczbę w arszt ostrograntl 
z podstawą kwadratową , kiedy wiadoma iest li­
czba ku l ca ły  ostrogran składaiących , trzeba W

yi ̂  3 2 ~h“ ii
równaniu S —  *-------- -------- 1 , (118) znieść mia-

. . , 6now nik i podzielić obie strony przez 2 ; będzie 
w ię c  ,

35 =  n3 +  | n2 + 1  « : skąd w n iesiem y, ze

«3 < 3 5  ; A tełn samem n <  V  55.
Aze (n 4* i)3 =  n3 4-3na -+- 3ń +  1 ; wię©

(w -ł- i ) 3 ]> 35 ; a te'm samem w -+- 1 >• ^ 5 5  
Skąd się okazu ie, źe n czyli szukana liczba 

w arszt iest pierwiastkiem  sześciennym nayw ig- 
kszego sześcianu zawartego w  liczbie 3 5.

Co do ostrogranów  troykątnych  ponieważ

tt iest 5 — ----------------- (119) , będzie 6 5 = 5
6

w 3 4- 3« 2 +• 2n ; a zatem w3 <; 6 5 , ( n + i ) 3) > 6 Ś : 
liczba w ięc n iest pierwiastkiem  sześciennym nay“ 
W iększego sześcianu zawartego w  liczbie 6 5.

Nakonłee w  Ostrogranie prostokątnym , po'

3i«» jR o z d z  ź a l  IX ,

(12 0 ), ¾atnyka trzy  ilości różne ; trzeba m ieć 
dw ie wiadome np. 5 i m ażeby znaleźć trzecią n.

W  reszcie w  każdym  przypadku liczba szu­
kan ych  w arszt może być łatw o znaleziona za p o­
m ocą tabliczek dostatecznie ro zciągn iętych , k tó ­
r y c h  w zo ry  podaliśm y wyże'y*

VIII. O postępach geometrycznych maleiących.

220. W  postępie jeom etrycznym  , którego w y ­
raz p ierw szy  —  a ,  stosunek =  q , liczba w y r a ­
jó w  =  n , a ich  summa = * >  iest iakośm y iuż 
pow iedzieli w y ż e y  ( i 35).

$  S=3

nieważ równanie
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dopełnienie działali Algiebt* 3ii

y •—  i
K ie d y  q iest liczbą całkow itą > ilość q* bgdzi* 

tejil w ię k sza , im w iększa bgdzie liczba n , i S 
Jnoie b yć  w igksza od wszelkie'y ilości naznaczo­
n y  , daiąc dla n przyzw oitą w ażn o ść , to iest; 
biorąc dostateczną liczbę w yrazó w  postgp jeome- 
trycżny składaiącycłi. L ecz  ie ie li q iest ułom ­

kiem , oznaczyw szy ułom ek tett przez -L. t równa­
ni

hie pow yższe zamieni sig w  nastgpuiąće i

ny  ̂Ł

A ie  ułom ek ma te'm m n iejszą  w azfiość, iift 
«st w igkszy  iego m ianownik ; im w iększa zatem 
^dzie liczba w yrazó w  n , tern m nieyszy będzie 

T wy-
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w y ra z  y a tem samem ważność 5  tem bai*
J ot" ’ 1

cłziĆY p rzybliżać się będzie do i lo ś c i --------- Mo6
J " m  >—  i

ze b y ć  nawet różnica m iędzy summą S a ilością

™___, m nieysza od w szelkiey ilości naznaczo*
m •—- 1 » . ,
n ey  ; lubo ściśle biorąc r z e c z y , summa S ilości 
t€y n igdy zupełnie równą nie będzie.

Ilość zate'm — —  , którą oznaczać będziemy 
m — i

p rzez X ,'iest granicą , do którey summy cząst* 
Kowe oznaczone przeż S tem barciziey zbliżać sif 
b ę d ą , im będzie większa • liczba w yrazów  postęp 
geom etryczny składaiących.

Stosuiąc uw agi te do postępu

: i t. d. bedzie fl =s= i  ,  ą== —  =  § , * zateift
m

m =  2 : L — == 2 ; a im więce'y weźmiemy
m  •—  i

w yra zó w  w  postępie p o w yższym , tem bardziej 
summa ich  przybliżona będzie do liczb y  2. Jakoż

3 ia R o z d z i a t  IX.

W yrażenie granicy L może b yć  ^w^ażąne ia* 
ko sumina postępu jeom etrycznego , w  którym j 
lic zb a 'w y ra zó w  iest nieskończona: i zwyczaynie 
summa ta w yraża  się tym  sposobem ; lecą aby 
m ieć dokładne iey  w yo b rażen ie , trzeba ią sobie 
w ystaw ić nie iako praw dziw ą summę wszystkie!' 
wyrazów, ale iako g ra n ic ę , do którey tem bat" 
rlziey summa ta iest przybliżona > im iest w ię k s i  
liczba wyrazów.

źzh
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224. Z w yrażenia S =  —^  ■——■ można wy-
q ~ ~ lprow adzić wszystkie w y r a z y  skiadaiące postęp 

jeom etryczn y, których summę w yrażenie to wy­
stawia : g d yż podzieliw szy qH~l , przez q i ,  
znaydziem y p o d łu g  tego cośm y powiedzieli wy­
żery (2oi)

Dopełnienie działań Algiebr. 3i5

To samo w ypadnie z ważności

g d y  się uskuteczni dzielenie Uości m przez m~—l* 
podług" naatępuiacego w zo ru ;

Dzieli się i\aprzod m sposobem zwyczaynym 
przez pieYwszy w yraz dzieln ika; w ypada na ilo­
raz i ; m noży się iloraz ten przez d zie ln ik , i od­
law szy iloczyn  od dzielne'y, pozostała reszta i  
dzieli się przez p ierw szy  w yraz d zieln ika, i wy­
pada iloraz -L s iloraz ten rozmnożony przed 

m
T 2 dziel-
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m i  ** 1
dzielnik daie i lo c z y n ------------- czyli I — —  , któ“

m m m
r y  odiaw szy od p icrw szey r e s z ty , zosta-

ie reszta druga -L : z ią resztą odbyw a sig to 
m

samo działanie iak z poprzed/aiącą. Postgpuiąc 
tym  samym sposobem d a le y , łatwo iest postrzed* 
praw o , któremu podlegaią w szystkie ilorazy cząst­
k o w e , i  ze iloraz w yp adaiący  z podzielenia m
przez m— i składa szereg i-t- -— 4- —  -f- —

m m2 ms
i_  + - - -  którego liczba w yrazów  iest nieskoń* 
w4

czona Bgdzie w igc
m 1 1 I • . 1— =  h ---- -f. —  ■ +• —  - ł - i t .  d. rozmno-
m —  I m m* m3
zy w szy  obie strony przez o , bgdzie

------- --------- L  —  d  ( 1 —  -f- — -  +  —  + ) •
m — 1 m w* m3

Zamiast m p o ło żyw szy  w ażn ość, która iest

JL , bgdzie

3i4 R o z d z i a ł  IX,

bierze sig za ważność ułomka m. ■ , ilekroć sze-
m —  x

re g  ten iest schodzący się czyli zbiezny , conuer~ 
gens , to iest : k ied y w y ra zy  szereg ten składaią- 
ce są tern m nieysze, im bardziey sig oddalaią od 
w yrazu  pierw szego

Jakoż poprzedzaiące dzielenie przerw aw szy 
po reszcie p ierw szey , d ru giey  , trzeciey  i t. d- 

‘ znaydzUm y. J 1

U#-
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Dopitnienie działań Algiebr,  Il5

Iloraz pierw szy i reszta i

W idzim y tu , że ilorazy te%i bardzie'y przy* 
bliżaią sig do prawdziwe'y w ażn o ści, im sąm niey- 
sze odpowiadające im reszty : lecz okoliczność ta 
ma w  ten czas tylko m ieysce , k ied y m  większe 
iest od iedności. W  każdym  innym  przypadku 
nie można zaniedbyw ać pózostaiących reszt, któ­
re coraz bar dzicy rosnąc daią p o zn ać, że ilora­
zy  oddalaią sig coraz bardzie'y od p raw dziw ey 
Ważności.

A byśm y to przykładem  obiaśnili , u czyń ­

m y naprzód m —  2. będzie w ięc —------ = 2  =  1
m —  i

+  1 +  4 4 - 8 - + - ----Szerey drugą strony rów na­
nia tego skł.idaiący , iakośmy iuż u w ażali, co 
raz bardziey przybliża się do- 2.

U czyń m y powtóre m  =  1 , będzie wi§«

D ruga strona równania tego ciągnącą się b e *  
końca iest w praw dzie ilością nieskończoną, iak 
tego w ym aga ułom ek § pierwszą stronę składaią- 
c y  , k tó ry  oznacza ilość n ieskończoną, iak to W 

krotce obaczym y (233) ; lecz gd yb yśm y nie uw a­
żali na pozostaiące re szty , w yp ad ło b y  niepodo­
bieństwo : g d yż ponieważ dzielnik rozmnożony

Srzez iloraz powinien b y ć  iloczynem  rów nym
zielney , b y ło b y  w ięc (i +  i +  i +  i H----- ) o =  1.

W  równaniu tern pie'rwsza strona iest zerem : 
W ypadłoby w ięc 1 =  o , co b yć  nie może.

Uczyniwszy potrzecie *&■ =§, będzie
m
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i i ś  R o z d z i a ł  IX.

Sprzeczności te n ikn ą, g d y  u w a żym y , że w 
drugim  przypadku każda z pozostałych w  dzie­
leniu reszt iest równa ied n o śei, i że ponieważ 
reszty  te nie zmnieyszaią się , nie można ioli za­
n ie d b y w a ć , ch oćby też szereg b y ł naydaley roz­
ciągnięty. P rzyd aw szy  w ięc iednę z tych  reszt 
do drugie'y strony równania
4. ;| -----%-) o , równanie to będzie zupełne.

W  przyp adku  trzecim  pozostające re szty , i ,

- L ,  -i- , JL i t. d.‘ składaią postęp rosnący 1 , 2 ,  
m rfi2 m3

4 , 8, 16 i t. d. a dodawszy do każdego ilorazu u ło ­
m ek będący reszta ilorazowi temu odpowiadaią-

ca , ścisłe w yrażenia ułom ka — —  będą nastg-
m <—  i

p u ią c e :

z k tórych  każde czyni

U czyn iw szy m =  —  n , ułom ek -------- żarnie-
m *—» 1

•  • n  Yl Yl
m  Się w  n a stę p u ią cy :-----------  =  ------- podzie-

—  n ■—  1 n -ł- 1 '
t iw sz y  licznik przez m ianownik znaydziem y na 
iloraz następuiący sze re g :

a u czyn iw szy « =  1 , w ypadnie

Do-
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V.

Dodaiąc następnie w y ra zy  szereg ten skła- 
daiące, w ypadkiem  będzie na przem iany raz i ,  
dragi raz o : p ierw szy  w yp adek iest w iększy, 
dragi m nieyszy od prawdziwÓ y ważności ułomka

------», która w  przypadku tym  iest §: ale ze po-
n +  i
w yższy  szereg nie iest schodzący się j nie może 
dać tey  praw dziw ey w ażn o ści, ' i na iakimkol- 
wiek zatrzym am y się w yrazie , trzeba także ra­
chować pozostałą resztę.

U czyniw szy n =  2 , szereg p o w yższy  zamieni 
ftię w  następuiący:

V . . .. ,
Dopełnienie działań Algiebr. 3-17

w którym  sum my cząstkowe 1 , f  , | , 5 i t. d. są 
na przem iany raz w iększe , drugi raz m nieysze

. u
ed praw dziw ey ważności u ło m k a ------ , która w

« 4 - 1
*ym przypadku iest | , lecz do którey  summy tę 
co raz bardzie'y przybliżała  s ię : g d y ż  dany sze­
reg iest schodzący się.

liubo szeregi rozchodzące się, divergentes, , to 
iest takie , których w y ra z y  są te'm w iększe , im  
są bardzie'y od pie'rwszego oddalone , co raz w ię ­
cey oddalaią się od praw dziw e'y ważności w y ra ­
żenia tego , z którego biorą początek ; uważane 
iednak iako w yrażenia te rozwinięte , daią poznać 
te przynaym n iey ich własności , które nie zależą 
od dodawania ich  w yrazó w ,

IX. Przydatek do teoryi Logarutmóui.
226. Chcąc otrzym ać logarytm  iakieykolw iek 

liczb y y , trzeba jakośm y iuż okazali w yże'y , roz­
w iązać równanie ( io)x — y , w  którem w yk ład n ik  
x  iest niew iadom y. A że w ynalezienie w ażności 
dla x  iest niezmiernie d łu gie  i p racow ite, w  l i­
czbach zw łaszcza w ięk szych  , obaczm y, c z y b y  
nie b y ła  krótsza droga postępuiąc porządkiem  od­
w rotnym  , to ie s t: naznaczaiąc ważności dla x ,  
a szukaiąc odpow iadaiących ważności dla y , któ- 
reby ułożone w  tablice s łu żyć m o g ły  do w yzn a­
czenia x  przez y. * W
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yV równaniu (io)* =  y ,  u czyn iw szy x
T

będzie (io )f3 =  y.
A byśm y znaleźli ważność dla y , k ied y  liczba 

10 ma za w ykładnik T§ w yeiągn iym y naprzód 
pierwiastek kw adratow y z liczb y  io ’ ; będzie

V* 10 =  (lo)4=  (lo)l 5 ac= 3,162277660.
Z w ypadku t^go w yciągn ąw szy  pierwiastek 

stopnia piątego znaydziem y

5l 8 R o z d z i a ł  IX.

w  r6w nanivi zatem (1) podnosząc drugą stronę 
do potęgi 2 ,  5 , 4 —  9 , znaydziem y ważności 
dla y odpowiadaiące liczbie 10 podniesioney do

W yciągnąw szy pierwiastek kw adratow y z obu 
stron równania (1 ) ,  będzie

 ̂ r rr

go, w yciągn ąw szy  pierw iastek piątey potęgi, wy-* 
padnie

P r u g ą  stronę tego równania podnosząc do 
potęgi 2, 3 , 4  - - - 9 , znaydziem y ważności dla y 
odpowiadaiące liczbie 10 podniesioney do potęgi

T ym  samym sposobem postępując dale'y, znay-* 
dziem y ważności dla y odpowiadaiące liczbie 10 
podniesioney do potęgi v£ss , \ t s i *• d,
Idąc potem do potęgi 2 , 3 , 4 - - * 9 , otrzym am y 
ważności dla y  odpowiadaiące liczbie 10 podnie­
sioney do potęgi tudzież
rsfa » IÓ55- JB83 * * ■ is ls  i t. d. Tym  sposobem 
można będzie u łożyć następuiący tablicę {
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Dopełnienie działać Algiebr. 3 i

Ir” jn

Łogarytm y Licz.Natur. L ogarytm y Licz. Natur
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227. Chcąc za pomocą tey  tab licy  znalfe&ć 
logarytm  liczb y  np. 2 5 4 9 , dzielę naprzód tę li« 
czbę przez (30)3 czyli przez 1000 : g d y  £ ta iest nay* 
w iększa potęga liczb y  10, która w  daney liczbie 
m ieścić się może. Znaleziony iloraz 2,549 roz- 
m noży w szy przez dzielnik (10)3 , iloczyn w ypa- 
dnie rów n y daney liczbie. Będzie w ięc

320 R o z d z  i a i  IX.

2re. Szukam w  tablicy naywiększe'y potęgi li« 
czb y  10 , któraby się m ieściła w  czynniku 2,549,

4
Potęgą tą iest (io)iS =  2,51 i 886432 . Przez tg po- 
tęg ę  podzieliw szy 2,549 , i otrzym any iloraz roz­
m nożyw szy przez dzielnik znaydziem y

3cie. Szukam w  tablicy  nayw igkszey potęgi 
lic z b y  10 , któraby się mieścić m ogła w  czyn ni­
ku 1,014776177 Potęgą tą iest (io)°»*°6 :551,01391 »3 86 . 
Przez tę potęgę podzieliw szy iloraz poprzedza** 
iący  1,014776177, i otrzym any iloraz trzeci roz­
m nożyw szy przez dzielnik, w ypadnie

4 te. Szukam w  tablicy n ayw iększey potęgi 
lic zb y  10 , któraby się m ieścić m ogła w  trzecim  
ilorazie, potęgą tą iest (p o )0*0003 “  1,000691016. 
Przez tę potęgę podzieliw szy ilmiaz trz e c i, i o- 
trzym any iloraz czw arty  rozm nożyw szy prze*;, 
dzielnik . w ypadnie

5te. Szukam  w  tablicy naywiększe'y potęgi li­
czb y  10 , k tóraby się m ieścić m ogła w  ilorazie 
czw artym : potęgą tą iest f ió ) 0*00006 =  1,000138165. 
Przez tę potęgę podzieliw szy iloraz czw arty  , i o- 
trzym any iloraz p iąty rozm n ożyw szy przez dziel­
n ik ,  wypadnie

W idzim y t u , ze ilorazy za ka£de'm działaniem  
otrzym ane coraz bardziey zb liza ią  się do iedno- 
ści : postępuiąc w ięc tym  samym sposobem daley, 
mo£n» bgazie otrzym ać iloraz taje. mało różn iący  

1’ się
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się od iedności, iak się podoba-; za siodmemnp. 
działaniem otrzym any iloraz w  pierw szych  sie­
dmiu cyfrach dziesiętnych nie różni się od ie­
dności. ' . v

Przestając na te'm cośm y dotąd znaleźli , to 
ie s t , biorąc za iedność iloraz p ią t y , który  od 
niey w ięk szy  iest dwiema tylko iednościam i dzie- 
siątnemi piątego rząd u, liczbę daną można będzie 
ro zło żyć  na pięć czynników  będących różnemi 
potęgam i liczb y 10: w ypadnie bowiem  
2549 =  (10)3 X (io)°«4 X (io)°>OQ6 x (io)°»00°*
X (io )0»00906; czyli 2 5 4 9 - ( 1 0 ) 3)40636 (5o),

' Skąd się okazuie, ze 5, 4od56 iest logarytm em  
liczb y 2549 ( i 3 8 ).

Chcąc otrzymać logarytm  te'y liczb y  o sie­
dmiu cyfrach dziesiętnych, trzeba pow yższe dzia­
łanie pow tórzyć ieszcze dwa ra zy ; przez co do 
pięciu czynników  poprzedzaiących przybędą dwa 
nowe czynniki będące potęgami liczb y  xo , to iest; 
(10)0’000009 , i (xo)°.0000003 ; a zatem logarytm  o 
siedmiu cyfrach dziesiętnych lic z b y  2549 będzie 
3,4o63698 ; taki też znayduie się w  tablicach lo- 
garytm ow ych.

Sposób ten postępowania łatw o zastosować 
można do w yrachow ania logarytm u w szelkiey li­
c z b y ,  iaka tylko dana b yć  może. W ielkość li­
czby  daney , iak to łatwo pom iarkować można, 
nie ma żadnego w p ły w u  na d ługość czasu po- . -Ł 
trzebnego do w yrachow ania iey  logarytm u. C zę­
sto nawet większe'y liczb y  logarytm  nie równie 
prędze'y w yrach o w an y b yć  może , a niżeli mniey- 
sze 'y, iak tego dośw iadczyć można szukaiąc loga- 
rytm ów liczb 25124, 6 3 io3 , 100937 i t. d. tu« 
dzież liczb 7 9 , 19; 7 , i t. d.

Dopełnienie działań Algiebr. 321

www.rcin.org.pl



R O Z D Z I A Ł  X .

Obszernieyszy wykład teoryi równań stopnia pite- 
wszego i drugiego.

I. Niektóre tzczególnieysze wypadki w rozwiązy•
wąniu równań stopnia pierwszego trafić się 

' mogące.

228. Rozw iązuiąc zagadnienia stopnia pier­
w szego w ypadaią częstokroć w yrażenia ilości szu­
kan ych  zupełnie od zw yczayn ych  odmienne, tak 
dalece , ze z pierw szego w eyrzenia zdaie się rze­
czą niepodobną osądzić , co te w yrażenia znaczyć 
mogą

L ecz trudność ta zniknie natychm iast, g d y  
się należycie rozważą okoliczności z zagadnieniem 
połączone. M ieliśm y iuż tego przykład  w  zaga­
dnieniu powyższem  (80), w  które'm ważność nie­
w iad o m ej otrzym ana ze znakiem —-, iakkolw iek 
z początku zdawała się do zrozumienia trudna, 
za rozważeniem  iednak okoliczności z zagadnie­
niem połączonych ułatwioną została : następuiące 
zagadnienie dostarczy nam w ięcey  tegro rodzaitt 
w ypadków  :

Zagadnienie. Dway gońce wysłani o iedney* 
ze godzinie Z dwó h miast, których odległość iest 
a ,  iariq na przeciw siebie: ieden przez godzinę tt» 
ieźdza mit b ,  drugi w tymże czasie uiezdżamil ę i 
po ileż mii uiadą nim się z sobą spotKaią ?

N iech linia AB w yraża wiadomą odległość O 
dw óch miast. D a y m y , że punkt S iest punktem 
spotkania się dwóch gońpów , i że goniec p ier­
w szy  uieżdża drogę 4 S , drugi BS.

O znaczyw szy drogę uiechaną od pierw szego 
przez x ,  od drugiego przez y , będzie x =  ASf 
y=xBS:  aze A S + B S = A B ,  a p o d łu g  zagadnie­
nia JB = * n  ; będzie w ięc

x  +
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Stotdział X . Obszerniejszy Wykład równał. 3*3  

, x-t- y = •» ,
Ze zas~ droga przebyta podzielona przez pręd- 

Łoić , czyli przez liczbę nńl na godzinę uiecha-v 
jfoych, równa się liczbie godzin na przebycie dro­
gi łożonych ; p ierw szy zatem goniec przed spo-

tkaniem b aw ił W drodze g®dzin — , drugi godzin
b ,

A*© obadwa o iedneyże godzinie z m ieysc
§c .w oicb  w yie id za iąc  b aw ili w  drodze równą li- 
óżbę g o d zin , będzie w ięc drugie równanie

o c
D w a te równania rozw iązaw szy , znaydziem y

Ponieważ do znalezionych ważności dla x, y , 
nie w chodzi znak —- , rzeczą iest w id o czn ą , że 
jakiekolw iek liczb y  w eźm iem y zamiast g łosek a, 
b, c, zawsze dla x  i y w ypadną ważności doday- 
ne , i że te'm samem dane zagadnienie będzie za­
wsze rozwiązane w  znaczeniu zgodnem  z iego 
Wysłowieniem. Jakoż nie trudno sobie w ystaw ić, 
ie w  każdym  p rzyp a d k u , g d y  d w ay  gońce iadą 
razem n* przeciw  so b ie , muszą się konieczni© 
spotkać. '

229. P rzyp uśćm y te r a z , że obadwa gońce 
iadą w  iednym że k ieru n k u , i ie  goniec odcho­
dzący z punktu A ściga gońca odchodzącego z 
punktu B , i dążącego ku punktu C.

ftzeczą iest widoczną , że w  tym  przypadku 
goniec ścigaiący nie może inaCze'y dogonić u ch o­
dzącego, chyba że prędkość pierw szego w iększa 
iest od prędkości drugiego , i że punkt spotka­
nia S nie może b yć  m iędzy punktami A  i B , lecz 

Oiigdzy punktem B i C Goniec zatem ścigaiący, 
nim dościgni© drugiego, p rzeb yć musi drogę AS,

go-
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goniec uchodzący drogę BS» Ze zaś AS »“** BS =j= dfB j 
oznaczyw szy zatem drogę przebytą od gońca 
pierw szego p rz^ żar, drogę przebytą od gońca 
drugiego prz-jz y , a odiegło-sć dwóch miast *sB 
przez n ,  będzie równanie pierwsze

, 5a4 R o z d z i a ł  X.

D ru g ie  równanie będzie tak iak w  przypad* 
ku p ierw szym

b c
które w yraża równość czasu łożonego przez obu 
gońców  na przebycie swoich dróg , i w  którym 
ilości i c oznaczaią liczbę mil uieehanych rm ię»  

dnę godzinę przez gońca pierw szego i drugiego. 
D w a te równania rozwiązaw szy znaydziem y~ U

T u  ważności znalezione dla x  i y w  ten czas 
tylko będą dodayne, g d y  będzie b większe od c9 
to ió s t ,vg d y  prędkość gońca ścigaiącego większa 
iest od prędkości gońca ściganego. U czyniw szy 
łip. i *  4 , c — 2 , znaydziem y x  — 2a , y — a.

Skąd się o k a zu ie , że w  tym  przyp adku  od­
leg ło ść  punktu spotkania 5 od punktu A  iest 
dwa razy  w iększa a niżeli A B .

Z ało żyw szy  p o tem , że b ńm ieysze iest od 
ty i że np. b =  2 , c==>4 ; znaydziem y x =  — a, 
y  — 2 a.

W ażności te maiące przed sobą znak —  oka« 
Zuią , że zagadnienie to nie może b y ć  rozwiązano 
w  znaczeniu iego w ysłow ienia (8o). Jakoż rze­
czą iest niepodobną, aby goniec śc ig a ią cy , 2 mi­
le ty lk o  na godzinę uieżdżaiąc* m ógł doścignąć 
gońca uchodzącego , k tó ry  4  mile na godzinę u-
ieidża. ’ v „

23o . Jednakże te same ważności rozwiązuią 
zagadnienie w  pewne'm znaczeniu : gd yż p o ło ży- 
Wszy ie zamiast x  i y  w  rów naniach x  —  y  =  %
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ars znaydziem y p o d łu g  p raw ideł na znaki 
b c
W odejm ow aniu  (z4 )

Obizernieyszy wykład równnn. 325

a ^
Znalezione zatem w ażności czynią zadosyć 

frównanichn :ł g d y ż  w  obudwu strona pierw sza ró­
w na iest stronie drugiey.

Jeżeli sig z uw agą zastanow im y nad znaka» 
tni w yrazów  składaiących  pierw sze z tych  dw óch 
ostatnich ró w n a ń , postrzeżem y w  iakim sposo­
bie należy zmienić w ysło w ien ie  tego zagadnienia> 
a b y  w  nie'm w ytknięte w yże'y niepodobieństwo 
m ieysca nie miało. Jakoż poniew aż droga p rze­
b yta  od gońca ścigaiąćego , która iest *— a , ma 
b y ć  odigtą od drogi przebyte'y przez gońca ści­
g a n e g o , to iest od +  2a ; w ypada stąd, że g o ­
niec podług w ysłow ien ia  ś c ig a ią c y , iest w  isto­
cie  ściganym  przez drugiego , k tó ry  p o d łu g  w y ­
słowienia iest śc ig a n y m , i że ten drugi goniec 
'% punktu B odchodzący ściga p ierw szego , k tó ry  
odchodzi z punktu A.

Za takową zmianą w  w yśło w iem u  , hastgpuie 
także zmiana w  kierunku drogi g o ń c ó w : nie mo* 
g ą  iuż dążyć ku  punktow i C , lecz w  przeciw ną 
stronę ku  punktow i C ', iak okazuie f ig u r a ,

punkt spotkania ie s tS ,  w ypada stąd, że B S ^ A S 1 
z=AB. a tern samem j/ — x  =  a. D rugie, zaś ró­

wnanie iest zawsze to sam o, to iest —  =  tL.
b c

O d b y w szy  działanie potrzebne, znaydłietfty

dwi*
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dwie w nz.noroi dódayne , które rozw iąźiuą zdga=> 
dnienie w  znaczeniu iego w ysłow ienia.

25 :. . •: ',y ni w szy c =  o , to iest p rzy p u śc iw ­
szy , ze goniec ścigan y zostaie na mieyscu* 
rzec?,a iest .widoczną, że goniec ten żadne'y dro­
g i nie prz; <izie, i że spotkacie sig z pierw szym  
w  ten czas będzie miało m ieysce , g d y  p ierw szy 

. goniec przebgdzie drogg AB czyli
U czyn iw szy Znowu b— o ,  to iest p rzy p u ­

ś c iw s z y , że goniec ścigaiący zostaie na m iey- 
scu , rzeczą iest widoczna , że droga przez niego 
przebyta powinna być równa o , i że goniec ten 
z drugim  inaczey spotkać sig nie może 
chyba w  ten czas, kiedy drugi goniec w kieru n - 
ku  odwrotnym  prżebgdzie drogg AB czyli a ; co 
też w  rzeczy samey w yp a d a : p o ło żyw szy  bowiem  
zero zamiast b w  równaniach

328 k o z d z i a i  X.

Te same ważności w  obu przypadkach  c z y - 
nią także zadosyć równaniu x — y = y i  \ iak «i§ o 
tem łatw o przekonać można. Co sig tycze  ró ­

w nania drugiego -  =  ^ -, równanie to m ieysca 
b c

tnie'9 nie może w  tych  p rzyp ad kach , k ie d y  ieden 
tylko z gońców  puszcza sig w  drogg , a drugi 
zustaie na m ieyscu.

£  W łaśnie też tak w yp a d a : p o ło żyw szy  bowiem  
zero zamiast c w  równaniach
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To iest: goniec ścigaiący pow inien przebyć 
drogę równń a , ażeby doścignął dru giego ; go­

niec zaś ścigany przebyw a drogę =  o .^
b

2Ó2. Afuże tu b y ć  ieszcze taki przypadek , w  
którym zagadnienie to i*-st zupełnie niepodo­
bnym, P rzypadek ten ma w  ten czas m ieysce, 
gdy się naznacza dla obu gońców  iednak ową 
prędkość: rzeczą iest przez się w idoczn ą, że w  
iakąkolwiek na ten cza6 iaflą stronę , nie mogą się 
n igdy z sobą spotkać > g d y ż  zawsze są od siebie 
w takiey Odległości , w iak iey.się  żnaydowali w  
chwili ruszenia w  drogę. N iepodobieństwo to, 
któremu żadne przekształcenie w ysłow ienia zapo­
bieżeń nie może , w ydaie się oczyw iście, w  ró ­
wnaniach.

Jakoż ponieważ p o dług  zagadnienia obadwa 
gońce równą liczbę mil uieżdźaią na godzinę: 
będzie w ięc b — c , a tern same'm równanie
x y . . . .  . ' . x  u

—  =  —  zamieni się w  następm ące: —  =  
b c * b b

i zniósłszy m ianow nik, będzie 5 t = y ;  Równanie 
zatem %•— y =  4 , zamieni się w  nAstępuiąee : 
x  —■ x  =  a ; czyli o —  a:

W ypadek ten ifest m epodóbny : g d y ż  podług 
niego ilość a oznaćz.ńąca odległość dwó<.h mieyse* 
z którycłi puszcżaią się gońce w  d ro g ę , pow in­
na b yć poczytana za zero.

233 , Niepodobieństwo tó okazuie się w  spó- 
sobie osobliw szym  w  dw óch w ażnościach ilości 
niewiadomych.

Obnernieysży wykład równat i  327

Ponieważ bowiem z założenia iest b =  c,  b i ­
dzie w ięc

Nie tak łatwo iest pomiarkowac , iaki moż* 
U •’ b
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b y ć  ilo raz, k ied y dzielnik iest zero posfrzedz tyl» 
Ło można , że g d y b y  ilo^ć b bardzo mało różniła 
się od* V , ważności dla x  i y w yp a d łyb y  bardzo 
w ielkie. A byśm y się o hm  przekonali-, w eźm y 
naprzód b => 4 , c =  3 ,g : będzie w ięc 

b~— c =  4 •—  3,9 ~  Oji a t< m siniern

¢28 R o z d z i a ł  X.

U czyńm y potem

0,01 o  01
Skąd się o k a zu ie , że im mnieysza woźmid 

się różnica m iędzy ilościami h i c ,  tern m nieyszy 
■ wypada m ianownik dla szukanych w ażności, i 
te'm w iększe w ypadaią te ważności.

Lęcz ponieważ jakakolw iek ilość ch oćb y  też 
naym nieysza nie może b yć n igdy równa zeru, 
w ypada stąd, że choćbyśm y naymnieysza na­
znaczyli różnicę m iędzy liczbami oznaczonemi 
p rzez b i c ,  choćbyśm y tern samem otrzym ali 
n a y w ‘ększe ważności dla x  i 1/ , n igd y iednak war 
zności te nie mogą być tak wielkie , iakieby w y  
p a d ły  w  ten czas , kiedy m iędzy liczbam i ozna­
czonemu przez h i c  nie masz żadney ró żn icy , 
czyli kiedy b =  c.

Ostatnie te ważności nie mogące b yć  ozna­
czonemu przez żadną lic z b ę , ch o ćb y  tez nay- 
w ię k szą , iak a tylko b yć  m oże, nazwane są iło- 
ściami nuskuiaczonemi, infinitefc , i wszelkie wy*

m 4
rażenie w  kształcie — , którego m ianownik iest 

o
zero , uważa się za ilo-ć nieskończoną.

M ożnaby tu zApytać , iakim sposobem wa*
, ■ , . ab ar . , , , _
znosci x  —  > y — —  czynią zadosyc danym

o o
rów naniom ; ta itst własność istotna Al-

gie-
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g ieb ry  , że w ażności niew iadom ych w  iakimkol- 
w»pk k sztilc ie  w yrażone . zawsze czyn ią zad.G- 
syć równaniom zagadnienia, g d y  poddane będą 
dzi a łaniom w skazanym .

W ażności te -położyw szy w  równaniach. 

i c - y  — a ,  ~  które odpowiadała p rzy ­

padkow i tem u , g d y  b =  c , równania te zamienią
się w  następuiące:
ab rb ab — • ab
—  —  — a , C z y l i ---------- =  a ; w ieć
o o o

ab -— nb =  a X O ; czyli o — o.
D rugie równanie w  tym  przypadku zamienia 

się na

Óhtztrnłęytży wykład równać. 3-źś

Poniew aż tak w  pierwsze'm iak W drugie'm 
równaniu obie strony są sobie rów ne , w ażno­

ści zatem  znalezione czynią zadosyć tym  równa­
niom

Uważać tu ieszcze potrzeba , że na liczbę go­
dzin , których gońce potrzebuią niin się spotka-.

ia , w ypada także ilość nieskończonaa ~  ; w ia-
o

śnie też tak b y ć  powinno : bo kied y droga , któ- 
irą maią przebyć nim się spotkaią nie ma końca, 
liczba godzin do p rze b ic ia  te'y drogi potrze­
bnych końca także mieć nie powimaa.

Te same ważności niew iadom ych popraw uią 
Sprzeczność i niepodobieństwo w yp adku  o trzy­
manego w y że y  (2 >2), p o d łu g  którego a ■ = o. Ja­
koż w  równaniu x — j / = « ,  podzieliw szy obie

strony przez x  , będzie 1 ~  ' L̂ — -L. A że z
Ó C 3C

równania w ypada x — y\  równanie zateitt.
b b

41 *  i —
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35© JE o z d s  i a ł  X .

zamieni, się w  następuiące :

równaniu uchybienie zależy na ilości — , któ-
x

rą druga stroi a przewyższa stronę pierwszą : Tecż 
uchybienie to lod zie  tein m nieysze, im większa 
w e ź mi e się liczba na ważność dla x. Słusznie 
w ięc w  przypadku tym  algiebra deie d 'j  x  w a­
żność tr.k w ielka , -że idy żadna liczba -choćby też 
Iłayw ięk sza 'w yrazić  nie mc/że

2 34 . G dyby dw ay gońce iadąc z iednak ową 
prędkością i w  itdnym że k ierun ku , puścili si§ 
w  drogę z iednegoż pun ktu , na t» n czas spotka­
nie się ich  m iałoby mreysce na każdym  punkcie 
tey-drogi , którą przebyć maią. G b a c z m y J a k ie  
w  tym  przypadku w ypadną ważności dla nie­
w iadom ych x i y.

B 4 '
Ponieważ pnnkta A i B znayduią się razem, 

będzie w ięc w tym  przypadku a =■ 'ó ; aże pręd­
kość gońców  iest jednakowa , w ięc b — c. Wa­
żności te położyw szy w równaniach :

o o
A byśm y p a zn a li, iaką mieć może ważnośd

ilo ra z , kiedy cistćlna i dzielnik iest zero , w eźm y' _ . \
dwa równania dane

W  pi er wszem poleczywszy o zamiast er , bę­
dzie X •— b s= o , a t< ni samem x  *=-- y V* ażnojd 

tę p ołożyw szy zamiast x  w  równaniu diugićm>

będzie — *= gdyż ó =  c, 
b b
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Obszerniejszy wykład lównati. 3 3 t

Równanie ostatnie, którego obiedwie strony
#a też same, identico , to iestzłćżoine z ty th ie  sa­
m ych w yra zó w  m aiących przed sobą te same 
znaki , zawsze będzie sprawdzone iakakolwiek w a­
żność naznaczym y dla y , a tem samem rzeczą 
iest niepodobną w yzn aczyć w  szczególności tg

niewiadomą. Prócz tego równanie drugie —  =
ib c

dale x  =  y , tak iak i równanie pierw sze x— y— o, 
z którego takie wypada x — y . Okazuie się ty l­
ko z równania iednego i drugiego , ie  dw-*y 
gońęe będą zawsze razem : gd yż drogi przebyte 

' x  i w zacżynaią się obiedwie w  p urkeie  A i są 
zawszę ró w n e, lecz ich w yzn aczyć nie można. 
W yrażenie zatem ~ iest znakiem  ilości nie wyzna­
cz oh ey i n JfteTh 'inni n.

■ "250. Są iednak p rzy p a d k i, w  których  dana 
ilo;?ć zdawać się może ilością niewyznaczoną , lu­
bo w istocie w yzn aczyć  ią można. 1 tak w y ra ­
żenie

zamienia się na § , leżeli iest fl =  b: g d y  tvm  
czasem rozło żyw szy  licznik na czynnik ̂  , w yp a­
dnie • v

Skąd w niesiem y, ie g d y  się trafi w yra że­
n ie , które zamienić można na g ,  dla zapew nie­
nia się , czy  w yrażenie to iest rzeczyw iście  ilo­
ścią niewyznaczoną , trzeba p ie rw e y  uw ażvć, c z y  
licznik i m ianownik nie maią iakiego czynnika 
sp óln ego, po zniesieniu którego można b dzie o- 
trzym ać praw dziw ą ważność danego wyraz* nia.

23 5. To cdśmy dotąd pow iedzieli , okazuie 
w id oczn ie, ze rozwiązania algiebraiczne albo zu-

peł-
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pełnie czynią zadosyć w ysłow ieniu  zagadnienia, 
g d y  iest podobne ; albo w sk a zu ją , u kie zmiany 
uczynić n a h ży  w  w ysło w ien iu , yd y  m iędzy da-, 
nemi w  zagadnieniu ilościami zachodzą sprze­
czności , którym  zaradzio jrtólr.a ; albo nakonit c 
daia poznać zupełne niepodobb pslwo , kiedy nie 
nn-sz żadnego sp o so b u , ażeby dane zagadnienie 
z temi sąmemi ilościami wiaclomemi m agio b yć  
ęozwiazane t-.Jc w  znaczeniu w hśeiw cm  iego w y ­
słow ienia , iak w  znaczeniu podobnem do w ysło ­
wienia danego.

2,57. W  rozw iązyw aniu przez różne p rzy  pad 
lei zagadnienia p o p rze d za n e g o  uważać n a b ży  
Że zmiana znaku niew iadom ych x  1 y odpow adóL 
zmianie w  kierunku d ró g , które t»e n iew iad o m i 
Oznaczaią. K ied y  w  przypadku pierw szym  (228 
niewiadoma y brana b y ła  od B k u ^ ,  miała przed 
gobą w  równaniu x  4-. y ==* n znak •+•, a w  jarzy-, 
p adku  drugim  (229) przybrała zn»k -—., g d yśm y 
ią w zięli w stronę przeciw ną od B ku C : w tym  
bow iem  przypadku w ypadło równanie pierw sza 
x  •—  y —  u. U czyniw szy 19 samg zmianę znaku w

*\r \j  • oę w
równaniu drugiem  ć_ —  będzie _  —  —  —

b c b c
w yp ad ek te« nie zgadza się z tvm , któryśm y o* 
trzym ali w y ż e y ; lecz uważać tu p otrzeba, że « 
oznacza drogę przez drugiego gońca w  iedney 
godzinie przebyta , i że droga ta powinna m ieć 
ten sam, k ieru n ek , i tenże sam znak iaki ma 
droga y : będzie zatem równanie drugie

55ą R ą s d z i a ł  X,

Sama w ięc zmiana zm k ó w  dostateczna iest, 
do zaw arcia drugiego przypadku zagadnienia te­
go w  jirzypadku pierw szym  Akad się okazuie, 

A lgiebra dale razem rozwiązanie w ielu zaga- 
dni ń do siebie podobnych ; iakośm y to iuż u- 
w .ż a li ruzw iązuiąc zagadnie.ua stopnia ćhugię- 
go  (128).

238.
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2 .38 . Rozwiązaliśm y to zagadnienie za pomo­
cą dw óch niew iadom ych : lecz ie łatwo t-.kże 
rozwiązać można przez iednę tylko niewiadomy.

Obszernieyszy wykład równań. 353

Jakoż iezeli x  oznacza drogę A 9 przebytą 
od g o ń c a , który w yjeżdża z punktu A ,  będzie 
BS —  dB —  AS r= a ~—x droga przeb yta przez goń ­
ca drugi. go. Aże dwie te drogi odbyte są w  ie- 
dn3 rmże czasie, a prędkość gońca pierw szego 
iest b, drugiego c , będzie w ięc

239. Częstokroć do zagadnienia w  artykule 
228 podam g o , przyduie się nastgpuiąca okoli­
czność :

o V
D a y m y , że goniec odchodzący z punktu B 

ku A , puścił się w  drogę d godzinam i p ierw ey, 
iuż nastąpił w yiazd  gońca z -punktu A ku B.

W  przypadku tym  goniec u ieżd żń ący  pa 
godzinę mil c , przez liczbę godzin d uiedzie. mil 
cd. iNiech będzie cdss.BC. Goniec zatem odcho­
dźmy' z punktu' B znaydować się będzie na pun k­
cie C w  chw ili , kiedy goniec drugi rusza z m iey­
sca : a zatem odległość m ieyso , z których  goń ­
ce w yieżdżaią w  iednym że czasie na p rzeciw ko 
siebie iest

W  równaniu zatem

nicist a p o ło żyw szy

<T :żeli gońce iadą w  kierunku iednak ow ym

droga przebyta od geńca w y ic ic ia ią c t go z J unk-
tu
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tu A  iest AS ; droga zaś przebyta od gońca dru* 
gii go iest CS =  siS •—- AC —  AS —  AB —  CB»= x
.—  a — cH. Równanie zatem —- =  ----- _ , za»

b c
mieni sie w  następujące :

354 [ fR o z d z i a ł  IX.

v «  U *---— Ki
a4 o. W ysłow ione tym sposobem zagadnienie 

zam yka ieden przypadek w którym  znaleziona, 
ważność odiemna, dla x  nie ł dwa i.-st do . zrozu­
mienia ; to iest, kiedy przyprs/czriąc kierunek 
p rzeciw n y w  drodze gońców , naznacza,- s»ę d ą 
liczb y  d w  żność taka , ze droga. 3 C wyrażona 
p rzez cd iest większa od a czyli od AB:

w  ten czas' bow iem  goniec z ppnktu R w yieid ża- 
irc y  znayduie s ę na punkcie £ z d ru giey  stro­
n y punktu A ld n y m .jw  c h w ili, k ied y drygi go? 
nieć rusza z p.upktu A ku B Niepodobieństwo; 
iatem  ięst przypuszczać , aby tym sposobem dw ay 

y -^g riee spotkać się k sobą mogli
G d yb y  by to np. aAz foó m it, 6 —  3  m ile, 

c 2 mile < t= 6 o  godzin : w yp adłob y zatem 
cdi— izo  m il, a kim sanem  punkt C b y łb y  Ó 
yo mil za punktem '/f (, względem  punktu B. 
L ecz w przypadku tym  p o ło żyw szy  naznaczone

, , . , . ab —  bcd . _ , ,ważności w  równaniu x  == - . (209) bg»
ii +  c

A zatem spotkanie się gońców  m iałoby miey- 
sce w  punkcie V leżącym  o 12 mil z dru giey  stro-, 
n y  punktu A ,  lecz między punktami A i C, cho­
ciaż zdaie się goniec ódiechaw szy z punktu 
B maiąc odbyw ać drogę d&łe'y za punktem . C, 
nie może spotkać się z dąugitn gońcem gdzie i nr 
ęlzie'y iak za punktem C.

.. ' < - w u -  A b y -
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Ob czerni eyszy wykład równin.  335

A byśm y zrozumieli zagadnienie w  tym  p rzy ­
padku, położm y zamiast x  liczby odiemną *— m. 
Równanie

zamieni się w  następmące : 

odm ieniwszy znaki w  ca­

lem równaniu , będzie

Tu iuż w id zim y , ze droga przebyta od goń­
ca w  yieżdżaiacego z pynktu B iest cd •— a -*-rr.f 
czyli BC —  AB —  AS — CS , i ze CA  BC —  AB 
=  cri—  OL-. co Wypada na to ,  iak g d y b y  goniec 
drugi miał w yieżdżać z punktu C : na którym  
znayduie się w  chw ili w yiazdu gońca pi, rwsze- 
go : aże iada w  & n r  unku przeciwnym  , spotkanie 
ich nastąpić musi w  przeciągu drogi A C . P rzy­
padek więc ten-ie-t zupełnie taki , iaki iest p ier­
w szy w  artykule pow yższym  ( 2 0 9 )  , gdzie dosyć 
iest (Ł—cd zamienić n a  cd-~-'4 ,. ażeby- otrzym ać 
ważność dla m w przypadku teraźnieyśzym .

II. For^uTy ofioin& na rozwiązywanie równi 
stopnia pierwszego z iak cokolw iek liczbą nu* 
wiadomych.
24 i Sposoby podane w yż*y. (72) na rozw ią­

zyw anie równań stopnia pierw szego z 'dwiema 
lub w ięcey niewiadomemu zależą w  ogólności na 
tern > że niewiadome znoszą się następnie iedna 
po drugiey p o ty , póki nie w y p a d n ij równanie, 
z iedną tylko niewiadomą , którą zn alazłszy, ła ­
two znayduią się inne Sposób , który teraz,wy-, 
ło ży ć  m am y, tem się od innych ró ż n i, że nie 
następnie iedną po d ru g ie y , ule rątem  w szystkie 
np-wiadome , iakabykolwriek b y ła  ich liczba, zno­
szą się oprócz iednóy, i od razu otrzym uie stę 
równanie z tą tylko niewiadomą , którey ważność 
naypierw ey znaleźć chcem y. Lubo sposób tei\

PH"
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potrzebny iest tylko do rozwiązywania zagadnhń 
z trzem a, czterema i t. di niewiadom ym i, ab y­
śm y go iednak w  zupełności tem lepiey obiać 
m o g li, zaczniem y od równań z dwiema mewia- 
domemi.

A  naprzód ostrzedz tu n .l* ży , ze dla uni­
knięcia wdelości g ło se k , których użyć potrz ba 
na ogólne oznaczenie ilości danych,, gd y  liczba 
rów n ań -i niewiadom ych wi ksza iest od dwóch, 
zgodzono sig oznaczać tĄz sama głoską wsz\ stkie-. 
spólezynniki iedneyże niewiadomi y , a dla ostrze­
żenia , że g ’oska ta w każdem równaniu ma in­
ną ważność liczebna , 'da i o śig nad nią zmamić ie­
dno lub w ięcey podług liczb y  rówpmń i nicw.a- , 
dom ycb Równania ogólne z dwiema *nitwiado- 
niemi piszą śig t ik :

So5 R o z d z i a ł  X.

Obadwa spólezynniki nie wiadome y  X  są o* 
znaczone przez a , spótczynniki zaś ni. wiadomey 
y  przez- b ; ale znamię położone nad głoskam i 
drugiego równania ostrzega* że ważność ich w 
tein równaniu n ie ie s t  ta sama iaka wpićrws.zfcin.

T r z y  równania piszą sig ta k :

fl!’x  +  b"y +  c"z =  <T. '
G dy są ozt.-ry równania , głoski zastepuiącfc 

anieysce wiadom ych w pierwszein równaniu nie 
maią żadnego nad sobą znam ienia, w  drugiem  
maią po iednem znam ieniu, w  trzcciem  po dwa, 
W czwarte m po trzy  i L eL

W eźm yż teraz dwa równania :

PmrWsze rozm nożyw szy przez iakąkolwiek 
*Jość m i od niego odiawszy drucie , bedzie

Ponieważ ważność ilości m zależy od upodo­
b an ia , daym yż iey  taką w ażn o ść , aby b yło  

a tein sainóin^lj/n—  b' =  o ; co będzie za­
wsze
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wszą rzeczą p o d o b n ą c z y  to b <̂ L*’ , czyli też  
j&>b' c z y li . n ako n iec b —b':  w p ie r w sz y m  p rzy ­
padku' ni w a ż y ć  p o w in n o  w ię c e v  jniż ie a n o ś ć ,  
drugim  m n ie y  n iż iedność ,  w  trzecim  zaś będzie 
rów ne iedn ości.

W ró w n a n iu  zatem, ozn aczonem  g ło sk ą  A  b ę ­
dzie w y r a z  d r u g i y \bm —  b') =  o : zostan ie w ię c

/ f, , . . . .  cm —  c'x  (arw -— a ) =  cm — c , a zatem x  =s :— z. 
i am —- ii

- b'
Ze zaś ksn =  ó' ; a tern sam em  m =  —  ; W

'  ,  fe*
$nalezione'y w ięc ważności dla x  p o ło żyw szy  ~

ząmiost m , będzie

Ghszernieytzy wykład równan. oo*)

P raypuśćm y znowu , że w ma taką ważność, 
iż rM, —  c i', a tern samem r,w— a' =  o. W ró­
wnaniu zatem {A) w yraz p ie rw sz y  iako m aiący 
zero za czynnik- zniknii* •£ i zostanie „ I - f. v cm cy (bm — b ) — cm—  c y a zat^m y —  ------- .

2 bm — b'
•Ze zaś przypuszczenia am — a' a tern sa m e ą

m =  iL ; w  znalezioney wi§>c ważności dla y p«p 
a

ło ży  w szy —  zamiast m , znaydziem y 
a

ua> — iw  a u -—  on
2 4 Z. W eźm y z^owu trzy  równania

Pie>.
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Pierwsze z tych równań rozmnoży w szy pr?,p® 
ilość iakąkolw ieky^,. drugą. przez Paść i-kąfeob 
w iek h / 1 dodawszy ie do siebie a równanie 
trzecie od nich odlawszy będzie

338 R o z d z i a ł  X.

Ponieważ ważność ilości m i n zależy od npo* 
dobania , przypuśćm y więc , że 
am -+- n’n — a" , 6m-+- b'n — b". Redzie w igc

am 4-Ct'n —  n" sss o bra b'n •—  b,Ą =  o. W  ró 
wnaniu zatem (J )  w yra zy  p ierw szy i drugi ma 
iące za czynniki zero , znikn ą, i zostanie.
* (cm +  c'n —  t") —  rfm +  rf’K — A  zatem

cm -ł- c'n •—  c
W  dwóch równaniach amM~alvur=̂  a!' y hm 

-4- f n  — b ", łatwo iest znaleźć ważności niewiado­
m ych w i n , za pomocą w ypadków  otrzym anych 
w  artykule »poprzedz?i»cym : u czyn iw szy bowiem 
m — x ,  y  a zamiast głosek ct, b c, a ' , b[, c', 
p ołożvw szy  odpowiadała^* im .głoski

zamienią si§  w  na-

uiące :

Ważności te położyw szy zamiast m i n  w  
zn alezio iey  ważności dla z ,  i wszystkie w y ra z y  
sprowadziwszy do iednakowego mianownika, w y ­
pad ii e .

Podobnież uczyniw szy,
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4* f'n —  c"*= o ,  w  równaniu (A) zniknie w yraz
pierwszy i trzeci,  i zostanie tv 'ko

Ób czernicy szy wykład równafi. 33q

Znalazłszy potem ważność dla rr. i n za po* 
nioca dwóch równań am +  fl'n —  a" , cm -+■  c'n — c", 
i- odbyw szy działanie iak poprzedzaiace, znay-
dziemy

iSakoniec uczyniwszy bm +  b'n =  h" , cm + c*n 
==C" w  równaniu (A) zniknij w yra z  drugi i trze* 
ci , i zostanie tylko

am o n —  a
Zamiast w i n  p ołożyw szy  ich ważności zna­

lezione za ponlocą równań bm -+- b'n =  b", cm 
+• c'?i —  c" , i odbywszy działanie iak powyższe
znajdziemy

W  trzech "znalezionych ważuościach dla zt 
y , x  uskuteczniwszy mnożenie wskazane przez 
nawyasy , odmieniwszy znaki licznika i mianowni­
ka w  ważności z i x ,  i u łożyw szy  w yra zy  takim 
porządkiem, aby b y ł y  na przemian dodayne i od* 
iemne, wypadnie

2 4 3 . G d yb y  b y ł y  cztery równania i cżte'ry 
niewiadome u , 3f> z > pierwsae równanieroa-

mna*
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MpipżyKbyśmy przez m,  drugie przez n , trzecie
prze*- p: dodawszy potem trży te rów n ania, a 
czwarte odiąwpzy . i odbyw szy działanie podo­
bne do poprzedzającego , łatwobyśmy znaleźli 
cztery szukane ważne ci ; b ez  głębsza uwaga 
nad •wypadkami po.wyższenu poda łatw y sposób 
znaydowania tych ważności beż długiego za 
chodu,

W eźm y naprzód równanie ax — b‘; b idzie  wię®

3C== ~  Tit' p o s tr z e  g a m  ie  l i c z n i k i e m  ż n a łe zio *
.a

ne'y ważności iest w yraz  wiadomy danego ró­
wnania , a mianownikiem spółczynnik a. niewia* 
domey.

Z dwóch równań ax  +  by == c ,^a 'x +  b*j == t\ 
W yja d ło  •

34«  R o z d z i a ł  X.  s.

T u  mianownik znalezionych ważności składa, 
się także Z głosek a,  a', b b', które są społczym 
mikami niewiadomych , a to w  następuiąv ym spo­
sobie : pisze się n przód głoska a po lewey stro­
nie głoski b ; skąd w ypada ab; potem odmienia 
się mieysce tym dwom głoskom , i powstałe ba: 
dwa -te w y ra z y  łączą się zmkiem  — , i' będzie 
a b ‘—ba: nakoniec daw szy w  obudwu wyrazach 
znamię nad głoską d r u g ą , wypada" ab' —  ba' 
spoiny mianownik dla szukanych ważności.

Co się tycze licznika, ten w obu ważriościach 
tak co do liczby w yra zó w , iako też co do zna­
k ó w  i znamion nad g łoskam i podobny u st mia­
n ow n ikow i; lecz.jy  ważności x  miey sce spółczyn- 
nika tey niewiadomey, którym iest a , zastępuie 
c w y ra z  wiadomy do danych równań wchodzą­
c y : w  ważności y mieysce spółczynnika' tey nie- 
wiadome'y, którym iest b' zastępuie tenże Wyraz 
\viadomy c. W równaniach zatem z dwiema nie- 
Wiadomemi licznik tw 0 zy nę z mian ■ wnika , z a- 
mitniaiąc spółczynnik nkwiadumey szukantiy

wy*

www.rcin.org.pl



Wyraz wiadomy w danych roiunciniach znayduią- 
ty się , zachowuiąc z re.,ztą znamiona takie iak 
uj w mianown k u .  ^  ^

Przypatrzyw szy sic znalezionym ważnościomi 
z równań o trzech ni e wiadomy eh , postrzeżemy 
i ód, ze mianownik składa się z samych tylko 
spó[czynników ilości nh wiadomych x  . y , z * 
zre że sześć w yr. z w  mianownika połączone są 
znakami na piztmian •—  i +  ; ocie że każdy z 
tych w yrazów  iest iloczyn* m trzech czynników 
ilości niewiadomych; 4 u? że licznik tak co do li­
czby w y r a z ó w ,  iako t ż co do znaków i znamion 
nad głoskami , podobny iest do mianownika , z  
tą tylko różnicą , że do niego wchodzi wyraz- 
Wiadomy w  danych równaniach znayduiący się, 
i zastępuje mieysce gł© ki będąc.ey spóiczynni- 
kiern tey nie wbi durne'y, którey ważności szuka­
my. Ułożenie zatem licznika nie podpadnie ża­
d n ej trudności skoro p ierw ey  będzie nłozony 
mianownik. Pilnieysza uwaga nad wyrazami skla- 
daiącemi mianownik podaie do ułożenia go na­
stępuiący sposób :

D w a p erwsze spółczynniki a i b napisawszy 
raz w  porządku prostym , drugi raz w  porządku 
odwfbtnym , powstaną dwa w yrazy  ab i ba.

' W ziąw szy potem trzeci spółczynnik c , i na­
pisawszy go tak p rzy  wyrazie ab, iako i p rzy  
Wyrazie lut raz na końe u drugi raz we środku, 
trzeci raz na początku ; tym sposobem z w yra zu  
ab powstaną tezy następuiące: * bc , a b  cob ; i  
z wyrazu ba trzy  także bac bca cba Wszystkie 
te w y r a z y ,  które są równowaznemi iloczynami 
trzykrotne mi głosek u ,  b , c ,  (19Ó) , połączyw szy 
z sobą znakami na przemian —  i + ,  będzie abc 

deb -+- cab •—  bac-hb’- - —  cba. Nakoniec d aw szy 
głoską drugą każdego z tych  sześciu w y r a ­

zów znamię iedno, a dwa znamiona nad głoską 
frzecią , będzie

, Obszerniey szy wykład równin. 3 4 i
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spoiny mianownik dla wszystkich trzech szuka­
nych  ważności.

Stą d  iuż, łatw o u c z y n ić  w n io s e k , że ch cą c  
ułożyć m ian o w n ik  d a czte re ch  n iew iad o m ych *  
trzeb a do k a żd e g o  z sześciu w y r a z ó w  abc  —  arb 
■ +• cab —  i t. d. w p ro w ad zić g ło sk ę  rl będącą spół* 
c zy n n ik ie m  czw a rte y m e.w iadom ey , m ieszcząc ią 
n astępnie w  k a żd y m  w y ra z ie  i o d  na m ie y sc a  
czw a rte m  , 2 re i a m ieyscu  trzeciem  ocie  na nńey- 
gcu d ru g ićm  , n ąkon iec na m ie y scu  pierw szem  : 
ty m  sposobem  z w y ra z u  wp. abc  p ow stan ą c zte ry  

^n astępu iace .

34a R o z d z i a i  X.

O dbyw szy to samo- działanie z pięciu wyra* 
zami pozostałemi, wypadek całkowity składać sig 
będzie ze 24 w yrazów  , a w każdym wyrazie gło­
ska druga ma iedno znamię, trzecia dwa znamio­
na , czwarta trzy znamiona.

Co się tycze licznika dla każde'y--’ niewiado- 
m e y , ten w  każdym przypadku ł itw o  otrzymać 
można pod ug powyższey uwagi.

244 . Chcąc formuł tych użyć do rozwiązy­
wania równań l iczeb n ych ,  trzeba porównywać 
k tżdy w yraz równania liczebnego z odpowiadaj 
iącym mu wyrazem w równaniu ogólmm.

Chcąc no. rozwiązać trzy następu ące równa*
aia :

trzeba równania te zbliżyć do równań ogólnych 
w y ż e y  (2Ś2) p od an ych, i u w ażać, które w nich 
wymazy są sobie ,odpowiadaiącemi. Z porównania 
tego Wniesiemy ze

P ołożyw szy  liczby te zamiast głosek Wzna- 
leziónych ważnościach ogólnych  dla X  , y  , z  i 
odbyw szy działania wskazane , zuaydzitmy x  =&4j> 
y  — 9, z  =  x  Dwa-
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Obfzemieęssy wykl&i równań. 345

U w ażyć  tu potrzeba , ze te sani1 w  znpści o« 
golnę niewiadomych s łu żi  do rozw iąryw  <nia ró ­
wnań liczebnych w tenczas naw t , g d y  w nich 
nie wszystkie w yrazy  maią przed 505¾ znak. +■  * 
iak iest w  równaniach ogólnych*.

Gdvbv było np.

trzeba w  porównywaniu w yrazów  « gólnyćh z li.  
czebnemi mi£ć wzgląd na znaki , które się przed 
wyrazami temi znayduią. T u  w yp ad ło b y  uczy-
nić

i stosownie do prawideł wyże'y podanych na zna- 
ki (3 4 ) uw ażać, iaki ma b yć  znak przed kazdynt 
wyrazerti w  szukanych wsznościach ilości nie­
wiadomych.

T y m  sposobem znaleźlibyśm y, ze p ierw szy  
np. w yraz  spólnego mianownika , to iest ab'c"0 
będzie równy -t- 3 X  4 X  —  6 =  —  72. Daiąc tę sa­
rnę uwagę uwagę na w y r a z y  inne tak w  miano­
wniku iak w  liczniku , i biorąc osobno sumni$ 
Wyrazów d o d ayn ych ,  osobno summę w yra zó w  
odiemnych znaydzięmy.

j *•

iV. Niektóre szczególniejtze wypadki w rozwtĄ' 
zywaniu równań łtopnia Hrug ego trafić si{ 
mogące.
1 15. W rozwiązywaniu równań stopnia dru- 

, tak iak i w  równaniach stopnia pierwsze- , 
W  ,  go ,
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g o ,  wypadaią czaseiń takie wyrażenia ilości szu* 
k a n ych  , ze ie nie łatwo zrozumieć i tak z zaga­
dnieniem'iak i z wypadkami zw yczaynie otrzy- 
niywanemi pogodzić można G ib s z a .ty lk o  uwa­
ga do ich. pravydziwego znaczenia doprowadzić i 
zgodność ich. z innemi okazać może. O baczymy 
to na przykładzie w  zagadnieniu nhstę pajacem.

Padzitilć daną liczbę na diuie części, ktoiychby 
kwadraty miaiysię do sieb.e w stosunku danym.

INiech będzie a liczba dana , m stosunek kwa­
dratów d w ó ch  iey części. Oznaczywszy iednę 
Część przez x , druga będzie a —- x , i stosownie 
do warunku zagadnienia wypadnie

544 R o z d z i a t X .

Równanie to można rozwiązać dwoma śposó* 
b a m i: albo, nadawszy mu kształt równania ogól* 
nego x '1 4-px  —  q , rozwiązać ie sposobem zwy* 
czayn ym ; albo też korzystaiąc z tego, że z pier- 
szey strpny licznik i mianownik iest kwadratem, 
w yciągn ąć zaraz z obu stron pierwiastek kwa­
dratowy : tym  sposobem wypadnie

Wyrażenie to , iak wiadomo zamyka dwa ró*

P odług  p ie rw s z e j  ważności druga część li" 
czb y  daney iest
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Obsgernieyszy wykład rónfnan. 
summa znalezionych dwóch czgści , które- są

K w ad raty  zaś dwóch tych  znalezionych czg­
ści s ą : v

1 widocznie kwadrat pie'rwszy w iększy  iest m ra­
sy od drugiego.

Podług drugie'y w ażn o śc i , która iest ”

i —- V  m
Cl * i * t • *

------— > d - a a ie  do siebie rownaią sig także
). v -m
ilczbie daney a ; lecz ponieważ czgśc? te maią 
Pr^'d sobą znaki odmienne, liczba a właściwie 
łow iąc  , nie iest ich summą , ale różnicą.

Uczyniwszy m —  i ,  to iest z a ło ż y w s z y ,  ze 
"Wadraty dwóch szukanych czgści, są równe, bg- 
ahe m — i : znalezione zatem dwie czgści po- 
3W  pierwszego rozwiązania bgdą.

iest: dwie znalezione czgści $ą równe- Tak 
W a tez
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tez właśnie b y ć  powinno: lecz drugie rOawiąza* 
nie daie dwa wypadki nieskończone.

346 R o z d z i a ł  X,

co takie być- powinno : bo ^dy podług drugieg® 
rozwi»zania liczba a iest różnicą dwóch szuka­
n ych  ilości,  stosunek kwadratów ilości tych  w 
ten czas tylko może b yć  poczytanym za rów n y i, 
czyli co na iedno w y c h o d z i ,  kwadraty te w  ten 
czas tylko mogą b y ć  poczytane za równe mię* 
dzy sobą , k i td y  ilości te są tak wielkie , ze ró­
żnica ich a może b yć  wzięta za zero ,  czyli gdy 
ilości te są nieskończenie wielkie względem swo- 
iey  różnicy a.

Jakoż niech będą ilości te x  i x —  a. Stosu* 
n tk  ich kwadratów iest

Podzieliwszy licznik i mianownik przez x t 
bądzie

% X X *
Tu iuż widocznie się okazuie , że im większ* I

będzie liczba x  , tem mnieysze będą ułomM

I Z ,  — y i tern bardzie'y stosunek ten przybliża® 
x  x 2

• się będzie do f czyli do i .
246 . Rozwiązuiąc sposobem zw yczayn ym  p°3 

Wyższe równanie

które rozwiązawszy 8P°30’
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Obt^ernteyśz^wyKia^r^wnST^^^^1̂ ^

Lubo te ważności zdaią się wcale różne od tych, 
któreśmy otrzymali , za pomocą sposobu pier­
wszego ; w  istocie iednak kształtem tylko różnią 
się od nich , iak się o tern przekonamy poczyni­
w sz y  w  nich niektóre zmiany

A naprzód potrzeba sprowadzić do iednako- 
Wego mianownika dwa ułomki będące pod zna­
kiem pierw iastkow ym ; tym kopcem dosyć będzie 
licznik i mianownik drogiego rozmnożyć przez 
i «— m ; wypadnie bowiem

i jl --  7 \ Ł --  7 \A / \ #
Ponieważ zaś mianownik ostatniego ułomka 

iest kwadratem , dosyć więc będzie sam tylko . 
licznik umieścić pod znakiem p ierw iastkow ym : 
będzie zatem

W ypadnie w ięc

I te leszcze w yrażania nie są takie , jakie* 
śmy otrzymali za pomocą sposobu pierwszego ; 
a nawet chcąc ie sprawdzić w  p r z y p a d k u  kiedy 
fn =  i , wypadnie. "
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Ostatnie w yra zewie oznacza ilość nieskończo- 
czoną t,ik i.ik w y ż e y ;  ale pierwsze należy do 
ilości niewyznaczoney , iakieśfńy i u ż  widzieli W  
zagadnieniu o gońcach ; lecz. potrzeba p ierw ćy 
u w a ż y ć , czy wyrażenie to nie iest takie iak w  
artykule 205 , to iest, czy  nie ma w  n e m  łabie- 1 
go czynnika spólnego licznikowi i mianowniko­
w i ,  który po założeniu że m —  1 zamienia się na 
zero.

w  , —  em 4- a \Z~ m , ,
W  wyrażeniu -------------------rozłożywszy 11-

1—m
cznik na czynniki będzie , . .

318 R o z d z i a ł  X.

, x • 1 •—  m  1 -— w
T11 iuż łat vo postrzeds można , że licznik dla 

tego tv*.ko zamienia sie na z 10, iż iego czynnik 
V  m  .—  m musi być  równy zeru. Óbaczm y więc 
czy  ten czynnik {/* r- ,—  m nie ma i a kie go czynni­
ka spólnego z mianownikiem i —  m ; a dla u b że­
nią d d a lm ia ,  uczyńm y . V  m —  n  ; a tern samem 
m  =  n 2 ; będzie z .tern

Licznik i mianownik nst t iego wyrażenia r®zło^
ż y w s z y  na czyn n ik i,  b :,d d e
_ / r r 1

Aże y i ~ V ~ y r  będzie więc

w ypadek ten sam iak w  ar-

tykom poprzedzającym.
1'odobuymże sposobem postąpić należy z dru­

gą ważnością , która iest

Rozłożyw szy licznik i mianownik na cz  ̂
n i k i , będzie
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Obszernieyszy wykład, równać. 34$

Ogólne to zagadnienie odpowiada następują­
cemu szczególnemu: Na linii iączą-ey dwa świa­
tła znaleźć punkt, który tak iedno światło i .k  
drug-r zarouino oświeca.

Wiadomo % F izy k i  . ze dzielność światła iest 
w  stosunku odwrotnym kwadratów z odległości; 
to ‘u s t :  w  odległości dwa razy w ię k s z e y , świa­
tło i< st 4 razy mriieysze; w  odległości 3 razy 
więks/e'y, światto iest g razy mniejsze i t d.

K ie d y  więc podług powyższego zagadnienia 
X i a — x są dwie odległości punktu szukanego 
od dwóch danych świateł , iezeli odległości te 
są równe , kwadraty ich są,także równe ; a tern 
samem"stosunek kwadratów czyh  m — i ; co w  ten 
czas tylko być może , kiedy oba światła są równe.

Jeżeli zaś stosunek kwadratów z odległości 
szukanych , czyli m ?= 4 , co tylko w  ten czas być 
może , kiedy iedno światło iest 4  razy mocniey- 
sze od drug ego , w  przypadku tym odległość ie ­
dna musi być  dwa razy większa od d ru giey : 
iakoż w  znalezionych ważnosciach dla x  i a — x  
Zamiast V m p o łożyw szy  V  4 = 2  , będzie po- 

' dł ug pierwszego rozwiązania

podług drugiego

Dwa zatem są.punkta szukane: ieden, stosownie do 
wysłowienia znayduie się na łipii łączącey dwa świa 
tła w odległości dwa razy bliższe'y światła słabszego 
niż mocnieyszego, drugi na przedł użeniu tey  linii w 
odległości odświatU słabszego takiey, iaka iest mię­
dzy światłami. I)wa te punkta czynią zadosyć w a­
runkom zagadnienia : g d yż  odległość obu od światła’ 
słabszego,iest dwa razy  mnieysza niż odległość tych-

. że
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ie  punktów od światła m oenieyszego; & zafeSĄ 
w  ot u przypadkach sosunek kwadratów z tyęhj 
odległości będzie 4 .

K ie d y  zaś rr.— i ,  pierwsze tylko rozwiąza», 
nie czyni zadosyć warunkom zagadnienia: g d y  
bowiem w  przypadku tym punkt szukany powi*' 
nien b yć  w  równey odległości od dwóch świateł 
d a n y c h ,  rzeczą iest niepodobną, aby punkt tako­
w y  m ógł się znaydować na przedłużeniu linii b -  
cząc ey te dwa śwdatla, gdzie wszystkie punkta, 
zawsze są w  mnieyszey odległości od światła ie-. 
dnego niż od drugiego

IV. Ri>ti n ni ■ o dwóch wymzach.
247. Wszelkie równanie , w  którem znayduie 

się iedna tylko potęga nbwiadom ey połącz oney 
*  ilościami w iadottum i, może b yć  zawsze spro­
wadzone do dwóch w yrazó^ , z których w  ie- 
dnym  zebrane sa razt m wszystkie w y r a z y  nie- 
w iad o m e, w  drugim wszystkie w y r a z y  wiado. 
me. Widzieliśmy to iuż w  równaniach stopnia 
drugiego {1 ifc) : obaęzmy to samo w  innych

P»liech będzie nu. równanie;

5$°' M o «  <i z ł a ź

Przeniósłszy w y ra z y  niewiadome na iedng 
gtrone , będzie

D aym y , że n3 —  or =  P , 4- n563 =  q ;
powyższe zatem równanie zamieni w następu­
jąca :

f>xs =  qt  a te'm samem x 5 =  - i - ; x  =  Y —  >
v * p

W ogólności, wszelkie równanie c dwóch w y ­
razach sprowadziwszy do kształtu —  q ;

wypadnie x =  J ' "  JŁ.

2 4 °. Trzeba tu u w ażać, ż kiedy w ykład n ik  
m iest liczbą nieparzystąf zn«k pierw iastkow y

b§-
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będzie tylko miał przed sobą ieden znak albo do- 
ęłayny , kiedy ilość pod nim będąca iest doday- 
na , albo odiem ny, kiedy ilość pod nim będąca 
iest odo mna ( i 8 4 ). K ie d y  zaś w ykładn ik  -i. iest , 
liczbą parzystą, na ten czas znak pierwiastkowy 
będzie miał przed sobą p od w oyn y znak + ; i ie-

łeli  ilość -L iest odiemna, ilość pierwiastkowa 
P . . .

iest bezistotna , i zagadnienie będzie niepodobne, 
iak w  równaniach drugiego stopnia. Przytoczm y 
tu niektóre p rzykłady.

1. Z równania x 5 =  —- 1024 , wypada
5  \ . . .

x  == V — 1 0 2 4 = - 4 : g d y ż  w yk ła d n ik  5 iest
nieparzysty.

4
2. Z równania x4 =  625 , wypada x — 62$,

=  + 5 : g d yż  wykładnik 4  iest parzysty
3. Nakoniec z równania x 4 =  —  16 ,  w ypada

sc =  + V" — 16: to iest,  ważność x  iestilością  
bezistotna, g d y  wykładnik 4 iest p arzysty ,  a i- 
lość będąca pod znakiem pierwiastkowym  iest od­
iemna. \

a4g. W  równaniu d w uw yrazow em  * w =  1L 1
V

uczyniw sszy  - -  =  rt, będzie JL =i a**, czyli

X m r.~ r m wiec Xm —  m =r O
Hość x m— 'im iest podzielna przez x  —  a ,  i  , 

podług  tego cośmy powiedzieli w y ż e y  (202) w y ­
pada

Gbsterrieytzy wyklaĄ równaili. 3$t

P rzyp u śc iw szy ,  że x  —  « =  o .  obie strony ró­
wnania b  go zamienią się na o. Lecz drugA stro­
n a ,  iako iloczyn d^yóch ezy»»ików . może b y ć  
równa o ,  tak w ten czas kiedy x — a =  o ,  iak

w
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w  ten cz*s kiedy drugi iey  czyhnik iest rów ny 
o : a w  tym przypadku będzie 

, x m 1 +  axm~2 - - - - V  om- 2 x  -f- n™-1 =  o i
g d y b y  była .iakowa wflżnośe dla '% , która by czy­
niła zaduś yć temu ostatniemu równaniu, ważność 
ta czyn iłaby t k ie  zpdosyć równaniu danemu.

Dla znalezienia te'y ważności uczyńm y x —ay : 
tym sposobem równanie xm •— nm— o zamieni si§ 
na amym»— .1™ =  o : podzieliwszy obie strony przez 
am, będą y m —  1 — 0. Skąd naprzód wypada

352 R o z d z i a ł  X.

Podzieliwszy potem

Z równania tego można wyprowadzić inne 
Ważności dla y , które równie iak ważność w y ­
żey'znaleziona', to iest 1 ,  pow inny za dosyć cz y ­
nić równaniu i/w —  \ =  o , czyli i/m —  > , to iest: 
potęga stopnia m tych ważności będzie 1.

Śkad wypada ten osobliwszy na pierwsze 
weyrzenie w niosek, że jedność może mieć różne 
pierwiastki między sobą odmienne-

Pierwiastki te. które są bezi sto tne , często u- 
zywaią Się w  dalsze y  algebrze: okażemy ie tu 
na pierwszych czterech stopniach: g d yż  podług 
wiadomości dotąd w yłożonych w  tych  tylko 
czterech stopniach można rozwiązać równanie

z ktprego pierwiastki te wypadaią.
U czyńm y 1 ód m =  2 A zatem równanie 

y™ —  x = o  zatnieni się na y 2 •—  1 ~ o ;  w ięc  
y 2 *= 1 ; y —  i  1 ; czyli y == ■+■ 1 , y — —  1. „ 2rę 
U czyń m y m =  3 ; równanie y m •— i = q , zamieni

*ig na y* —  i = 0  , więc i/3 =  1 ; i ,  czyli
2/==1-

Po-
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Obszernieyszy wykład równań. 3$5
Podzieliwszy poteml O / l m a

Iloczyn dwóch czynników (y >—  i ) (y* +  y+ .  yj 
może być w dwóch przypadkach równym o ;  Na­
przód kiedy y  •— i —  o ; skąd wypada iak
w yżey:  powtóre kiedy y* -i- y ■ +-1 o ; a tem sa­
mem y 2 ■+■ u — —  i .

W równaniu te'm dopełni wszy kwadratu (122) 
i w yciągn ąw szy  pierwiastek, kwadratowy z obu 
stron, znaydzitiny

M am y w ięc  dla tego stopnia trzy pierwiast­
ki , to iest:

“ 2
dwa ostatnie są bezistotne, ale czynią zadosyć ró­
wnaniu ; g d yż  podniósłszy którykolwiek z nick 
do sześcianu, otrzymamy na w ypadek 1. I tak

K w adrat znowu ten rozmnożywszy przez ie­
go pierw iastek, będzie

3 ie. U czyn iw szy  m =  4 , równanie ym —  r 
=r o , zamieni się y4 —  1 —  o. W ięc e4 ~  t ; t = 1 . 
Lecz w4 ■—  1 =3 (; 1 —• 1) (y? -t- 1) ; będzie więc 
{y2— (j/a + 1 )  =  0. U czyniwszy naprzód y 3—  1

= • 0 ,
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o , będzie y* =  i , a tern Baniem y =s s ; ta 
ieąt y =  +  i, y — —  i- Uczyniwszy potem i/2-r i — o, 
b ed u e  y 2 — —  i ; a tein samem u ~  j- V  —  i ; to 
iest: y —  •+■  v/" —- 1 , y — — V' —-i.  Mamy za­
tem w  przypadku tym cztery pierwia t k i ;

-54 fL oz ds i a i  X.

Z tych czterech ważności dwie tylko są rze­
czywiste , drucie dwie są bezistotne , ale każda 
z nich podniesiona do potęgi czwartey dale na 
w ypadek i

Widzimy tu , ze iedność ma tyle pierwiast­
k ó w  między sobą ró w n y c h ,  ile w ykładnik dane­
go  równania ma iedności. Ucząc się w yższey  
A lg iebry  przekonamy się , ze w kazdem równa­
niu iakiegokolwiek stopnia niewiadoma ' zawsze 
ma tyle ważności, ile ma iedności nayw yższy  w y ­
kładnik niewiadóme'y w  dane'm równaniu znay- 
duiącey się ; a lubo nayczęściey nie wszystkie 
znalezione ważności czynią zadosyć danemu za­
gadnieniu , zawsze iednak poddane działaniom 
wskazanym w  równaniu z danego zagadnienia wy* 
prowadzonem , wszystkie temu równaniu czynią 
zadosyć
V- O równaniach stopni wyzyzych , które moęą 

być rozwiązane na wzór równań stopnia dr u- 
g i w . i  . . . . . .
250. lekroć ró wnanie dane jakiegokolwiek 

Stopnia ma tylko dwie odmienne potęgi ilości 
niew iadoiney, a w ykładnik iedney, dwa razy iest 
w ięk szy  od w ykładn ika drugiey  ; równanie ta­
kow e może b yć  zawsze rozwiązane sposobem ta­
kim iakim się rozwiązują równania stopnia dru­
giego. i  tak w eźm y równanie ogólne 

x Łtn! 4- pxm *= ą ,
W którem p i q są ilości w iadom e, a ieden w y ­
kładnik  niewiadomey 2m iest dwa razy  w iększy  
od w ykładnika drugiego w, Abyśm y równanie 
to rozwiązali u czyń m y %łn= u :  podniósłszy o* 
|»ie strony do kwadratu będzie x 2W=  u2, W ró­
wnaniu danem zamiast x  m , x m p o ło żyw szy  um 
i u t będzie, u1 +  p u s= q .  P o p e łn iw szy  kwa*<
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dratu i w yciągn ąw szy  pierwiastek kwadratowy^
bidzie ____  _

u =  xw =  — | p + VH 4- % pa.
D w ie ważności tego wyrażenia oznaczywszy 

p rzez  a i a' będzie x m — a x w = f l ' :  skąd w y-
fjf -m

padnie x  =  a , x  =  a 1-
Jeżeli w ykładn ik  m ie6t p arzysty  , . zamiast 

dwóch ważności b y ło b y  ich cztery: gdyz^w tym  
przypadku przed obiema znalezionemi ważnościa- 
mi dać należy p o d w ó yn y  znak + ( 187) , i wypa«

m m w»*
dłoby x ~ ± v r a , x  =  ±  a ' ;  to iest : x = V ra,

m m 771 . .  ,
x  +  x  =  —  ;i  czte­
ry te ważności b y ł y b y  rzeczywiste , g d y b y  ilo« 
ści n i  a' b y ł y  dodayne.

Chcąc wszystkie ważności x  zamknąć W 
iedney formulę , trzeba w równaniu x m =

—  | p ± V q -ł- I pa wyciągnąć z obu stron pier* 
wiastek potęgi m ; tym sposobem będzie

Obszernieyszy wykład równari.

Następuiące zagadnienia należą do równań ti* 
go rodzaiu:

251. Zagadnienie I. Liczbę 6 rozlozyi na dwa 
czynniki takie, ażeby summa ich szełcianów czy~ 
mta 35

Oznaczywszy przez x ieden z dwóch czynni*

ków szukanych , drugi będzie — . Sześcian pier* .
x

wszego iest x3, sześcian drugiego iest £ ale

summa tych sześcianów pow.nn* być 35 , będzie

więc x3 •+• 11 - =  35. Znios szy mianownik wypa- 
x3

dnie x6 -ł- 216 =  35x3 ; więc x6 — 35** =  — 216. 
Uczyniwszy x3 =  u, * t*m samem x4 =  uł3>

ró*
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równanie ostatnie zamieni sig w  następuiący i 
-m2 «—  5$u —  — 216. " ”,

Dopełniwszy kwadratu i o b y w s z y  zw ycza y­
nie w  tym przypadku d/i.tłanija , znaydzielny

3$6 R o z d z i a ł  X.

TT l^v ^
Podług' pierwsze'y ważności wypada drugi 

czynnik | — 2, podług drugiey ważności drugi 
czynnik i e s t $ ~ 3 . A zatem, podług pierwszego 
rozwiązania szukane czynniki liczby 6 są 3 i 2, 
podług drugiegc) Czynniki te są 2 i 3 I)wa te 
wigc rozwiązani 1 różnią sig tyłko od siebie 
porządkiem znalezionych czynników liczby b.

262 Równanie, za pomocą którego rozwiąza­
liśmy to zagadnienie’ , iest stopnia szófrtrgcu po­
d ług  powyższey zatem uwagi (-A\) m ewiadónil” 
X  powinna mieć sześć ważności. Abyśm y te szesć 
ważności wyprowadzili , Weźmy dwa w y ż e y  o- 
trzymane równania stopnia trzeciego x 3 =  27, 
x 3 — 8 , z których wypada **—  3 , x  =  2.

Dwie te znalezione ważności rozmnożywszy 
przez trzy pierwiastki liczby 1 w  stopniu trze­
cim  , które są

z którycli dwie tylko są rzeczywiste . ipne bez* 
tstotue f czynią iednak zadosyć warunkom zaga­

dnie*/ _ 1, " . . . ■ . y
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dnienia; iak się o Km łatwo przekonać można
przez próbę. -

257. Zagadnienie 2. 7tl^qc wiadomą wstaw $ 
i dostanę tuku a t znaleźć w stawę iuku dwa razy
m n i e  y s z e g o

Podług twierdzenia fundamentalnego Trygo- 
nometryi prostek rćślney iest

Obszernieyszy wykład rownaii. 357

Niech będzie x ~  wst2a ?  a tem samem 
X2 =. wstĄa : równanie więc ostatnie zamieni się
W następuiace :

Dopełni w szy  kwadratu i w ziąw szy  pierwia­
stek kwadratowy z obu stron , będzie

Ilość będącą pod znakiem pierwiastkowym 
rozłożywszy na czynniki , będzie

Aże R2 —  wst*2a =  cost22a ; więc

Uczyńm y ia =  a' ; a tem samem «=*=* a ' : ró­
wnanie więc osfatnie zamieni się w  następuiace:

Ilość będącą pod znakiem pierwiastkowym 
rozmnożywszy i podzieliwszy przez 4 , będzie
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568 R o z d z i a ł  X

VI. Zagadnienia niewyznaczone stopnia pieruts&t*
go i drugiego.

2 54 . Rozwiązuiąc zagadnienia z dwiema lub 
w ię c e y  niewiadomemi, w idzieliśm y, ze liczba ró» 
wnań , które zawsze z warunków zagadnienia 
w yp ływ a ia  , była  w  kazdem zagadnieniu równa 
liczbie niewiadomych do niego wchodzących. 
Zagadnienie, do którego wchodzą dwie np nie­
wiadome , a z którego warunków nie można o- 
trzymać wigce'y równań iak tylko iedno , inaczey 
rozwiązane być nie m oże, tylko naznaczając dla 
iedne'y nieWiadomey ważność dowolną W eźm y 
np. zagadnienie: znaleźć rtwie li zby iamehohi <
którychby summa czyniła 10 ■, oznaczywszy dwie 
szukane liczby przez x  , y będzie x + y  — 10, a 
tern samem x ~ | o —■-y .  Rzeczą iest prżeż si§ 
widoczną , że nie można z równania tego otrzy­
mać ważności dla x , tylko naznaczaiąc w. żność 
iakąkolwiek dla y : a że tg ostatnią ważność od 
woli naszey zależącą można nieskończenie odmie­
niać, czyniąc ią dodayną lub odiemną , całkow i­
tą lub ułom kową, więc w  takowym przypadki* 
liczba rozwiązań musi b yć  nieskończona i niepo­
dobna wyznaczyć, liczb , iakie miai w myśli tenj, 
k tó ry  to zagadnienie u ło ży ł.  To samo ma miey- 
sce we wszystkich zagadnieniach , w  których 
większa iest liczba niewiadomych niż w arunków  
czyli równań Dla tego zagadnienia takowe na- 
fcW.ane niewyznaczone , v oh.emata indrtermin ita.

2££ Są i takie zagadnienia , z których tyle 
otrzymać można równań , ile w  nich iest niewia­
domych , a k róre iednak są niewyznaczone Po­
chodzi to stąd, ia lubo na pozór liczba, warun­
k ó w  w ys ło w io n y c h ,  zdaie się być równa liczbie 
niewiadomych; mmeysza ic*t iednak w  istocie z

1 przy*
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p r z y c z y n y  yyzaiemney warunku iednego od dru­
giego zależności , przez co niektóre warunki zda- 
iące się b yć  różnemi od innych są rzeczywiście- 
też sam e, iak się to okazuie w  następuiących 
dw óch równaniach : ‘

Ohssemieyszy wykład równan.

rozmnożywszy pierwsze równanie przez 2 , dru­
gie przez 5 , tak piehwsze iak drugie zamieni 
się w następuiące: <jx +-1 zy =  bo. Pochodzi to 
*tąd , że każda z trzech liczh wiadomych do ró ­
wnania drugiego w ch o d z ą c y c h , równa się dwom 
trzecim częściom liczby sobie odpowiadaiącey w  
równaniu pierwszem ; a kiedy np. 5 korce żyta 
i 6 korcy  pszenicy kosztuią talarów 3o , tern sa­
mem dwie trzecie części trzech korcy  żyta i dwie 
trzecie części sześciu korcy  pszenicy powinny 
kosztować dwie trzecie części trzydziestu talarów. 
Warunek zatem drugi , z którego powstało dru­
gie równanie, iest właściwie mówiąc warunkiem 
pierwszym ; a tem samem zagadnienie to maiące 
dwie niewiadome, a ieden tylko w a r u n e k , i 
przypuszczaiące iedno tylko rów n anie,  iest nie- 
w yzn aczone. T o i  mówić o następuiących trzecia 
równaniach z

w  których równanie trzecie powstało z dodania 
w yrazó w  równania drugiego przez 2 podzielone­
go do odpowiadciących w yra zó w  w równaniu 
pierwszem przez 2 rozmnożonem: trzecie więc 
równanie będące wypadkiem  dwóch p ierw szych, 
nie wyraża żadnego nowego warunku , i zaga­
dnienie, z którego równania te p o w sta ły ,  ma 
dwa tylko oddzielne warunki w  dwóch p ier­
w szych  równaniach w y r a ż o n e , aże ma trzy  nie­
wiadome , w ięc  iest niew yznaczone, iak się o 
tem przez próbę łatwo przekonać można

W eźm y ieszcze dwa następujące zagadnienia.* 
X Zna-
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Znaleźć liczbę , któraby sama przez siebie podzitt 
łona dala na iloraz i*.

Znaleźć liczbę, którą rozmnoży wszy przez 2, 
i iloczyn ten zmmeyszyruszy iednością, resztę roz­
mnożywszy przez' 2, i ten drugi iloczyn zninieyz 
szywszy dwiema iednościami, a tę drugą resztę po­
dzielili’szy przez 4 , iloraz będzie iednością mniey- 
szy od liczby szukaney.

Pierwsze z ty ch  dwóch zagadnień widoczni© . 
iest niewyznaćzone : każda albowiem liczba sama fl 
przez siebie podzielona daie na iloraz 1. Kówna-

nie też —  —  1 , które z tego zagadnienia wy-' 
x

p a d a , poddane działaniom żw yćza yń y m , 'zanriie- 
nia się na x  =  x ,  x — x =  o ,  x ( i - ^ )  =  0^

i6s> R o z d z i a ł  X.

*--* . . Ą'
W  zagadnieniu drugie'm lubo z samego w y ­

słowienia warunków  nie tak łatwo dostrzedz mo­
żna , że. każda liczba może b yć  wzięta za szuka­
ną : u ło żyw szy  iednak zagadnienie to w  równani*

1 równanie to sposobem

zw ycżayn ym  rozwiązaw szy, otrzymamy na wy* 
padek x — ~ a tern samem zagadnienie to równi* 
iak poprzedzaiące, przy  ymuie nieskończoną li­
czbę rozwiązań, i /wszelka liczba całkow ita lub 
ułom kowa , dodayna lub odiemna spółmierna 
lub niespółinierna , a nawet bezistotna czyni za- 
dosyć warunkom zagadnienia.

256. Nie wszystkie iednak zagadnienia nie­
wyznaczone przyymuią nieskończoną liczbę roz­
wiązań. Częstokroć sama natura zagadnienia, 
albo iego warunki nie przypu6zczaią ważności u* 
łom kowych i odiemnycdi , a przynaymniey nie- 
spółmiernych. 1 tak g d y b y  w  zagadnieniu nie- 
wyznaczońem szło o wynalezienie liczby osób 
lub bydląt i t. p. zagadnienie takie nie p rzyp u ­

szcza-
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szczałoby rozwiązań ułomk owych. Podobnież
g d y b y  b y 'o  zagadnienie: z n a l e ź ć  d w i e  l i c z b y  c a ł ­
k o w i t e  d o d a n e , k t ó r y c h b y  s u m m a  c z y n  i ą  10 ; W  
równaniu x — 10—* u , g d y b y  tylko liczba y  mia­
ła być całkowita dodayna, zamiast u m ogliby­
śmy wziąć wszelkie liczby całkowite i dodayne 
iakie tylko być mogą począwszy od i , ale że 
pod ług  warunków zagadnienia liczba także x  ma 
b yć  całkowitą dodayną, wypada stąd, ze liczba 
y nie może b yć  większa nad 1 0 ; gdyż  inacze'y 
liczba x  stałaby się odiemną , a nawet y nie mo­
że być równe io : gd yż w  tym przypadku nie 
d w ie ,  iak w ym aga zagadnienie, ale iedna tylko 
liczba b y ła b y  znaleziona , a druga równałaby się 
o A zatem następuiące tylko rozwiązania mogą 
mieć m ieysce:

t)bszemieys%y wykład równafi. 36*

Aże cztery ostatnie są te same co cztery 
p ie rw sze , zagadnienie więc to nie przyym uie 
w ięcey  rozwiązań iak tylko pięć.

2 5 7 - Rozwiązanie Zagadnienia ostatniego nie 
podpada żadney trudności. Z równą 'łatwością 
rozwiązać można wszelkie inne zagadnienie nie* 
wyznaczone tak nieskończoną iak skończoną li­
czbę rozwiązań przyymuiące , it żeli w  równaniu 
do którego zagadnienie to prowadzi , albo obie­
gł wie niewiadome , iak w  poprzedzał ącym , albo 
iedna przynaym niey ma za spółczynnik iedność. 
Niech będzie np zagadnienie: znaUzć dwie liczby 
całkowite i dodayne z którychby iedna zmnieyszona 
drugą trzy razy wziętą czyniła u .  Oznaczy­
w szy  pie'rwszą niewiadomą przez x  , drugą prze* * 
y } będzie x  — 3  ̂ =  u ; więc x  =  11 ■+■ W
równaniu tern po ło żyw szy  zamiast y iakąkolwiek 
liczbę b yleby  całkowitą i dodayną , zawsze wa- 

, znoić dla x  wypadnie całkowita i dodayna, a 
bim samem liczba ro zw iązań . które zagadnienia 
4o p rzyym u ie  będzie nieskończona.

X  a  W c z y -
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562 R o t d i i a l  X.

uczyn iw szy
Znaydziemy
Podobnież w  zagadnieniu: znaleźć dwie li$>, 

czby , z których, iedna doaana do dru?7 y trzy ra­
zy v>z'eteu czyni 11 O znaczyw szy pierwszą nie­
wiadomą przez x  , drugą przez y, będzie x + 3 y = i  i ,  w ięc ?c —  11 •— 3y.

Z  równania tego okazuie sie , źe dla y nie 
można naznaczyć wigkszey ważności iak 3 : g d y ż  
uczyn iw szy  nv. y — k będzie x  =? 11 •—  12 t= —  i ; 
co się sprzeciwia warunkom zagadnienia, Dla 
tevze przyczyn y  ważność dla v nie może b y ó  
mnievs".a nad 1 : g d yż  inaczey liczba v - b y ła b y  
albo ułom kiem , albo o ,  a?bo ilością odiem ńą;rco 
*ie także sprzeciwia warunkom , podług których  
dwie znalezione liczby pow inny być  całkowite i  
dodayne; kiedy więc ważność dla y nie może 
b y ć  ani większa od 3 , ani mnieysza od 1 , a w a­
żności ułomkowe w  te'm zagadnieniu mieysca 
nie m aią, wypada stad, ze dla y można dać trzy  
tylko następujące w ażności: y =  1 , y — 2 , y ~ 5.

Jeżeli V =  » > 2 > 3 > będzie x  =  $ , 5 , 2.
€0 się tycze innych zagadnień niewyznaczo- 

n ych  prowadzących do ró w n a ń , w  których spół- 
czynniki obu niewiadomych są różne od 1 , roz­
wiązywanie takow ych zagadnień zależy nate'm, 
ażeby równania z nich otrzymane przerobić na 
inne , w  którvch by iedna z niewiadomych miała 
za spółczynnik 1. Sp osób, podług którego od­
b yw a  się to działanie, w y ło ż y m y  w  nastgpuią- , 
cych zagadnieniach.

258 . Zagadnienie 1. Pewna lirzba kobiet % 
męiszezyzn złożyła iię na piknik, n\ęższrzyzni za* 
pLrcili po 2' zł. kobiety po złotych 1 6 ,  składka 
kobiet iest większa iednym złotym od składki v,ęi- 
szrzyźn. Ileż do składki należało kobiet ile meż- 
szLZKzn ?

O znaczyw szy liczbę Jobiet przefc x , liczby 
naęiszczyzn przez y , będzie stosownie do warun?»

ków
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®bszernUyszy wykład równart» 56$

Z dwóch ostatnich równań okazuie s i ę , ze 
dla ir nie można mnifeyszey ważności naznaczyć, 
iak o : g d y ż  uczyniw szy np. i =  •—  l , będzie 
x  — —  2 y + i i = — i 4 ; co b yć  nie może. L. oz 
p o ło ży w szy  zamiast r inną iak)kolw itk liczby 
większą o d — i , b yleby  liczba ta była  całkow i­
ta ,  ważności dla niewiadomych x ,  y wypadn%

za-
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zawsze całkowite i dodayne. A  zate'm zagadnie­
nie to przyymuie nieskończoną liczbę rozwiązań* 
C z y n i ą c  n p .

364 R o z d z i a ł  X.

g  pierwszego rozwiązania gKtauKa Ko­
biet. wynosi u .  lb =- 176 i t. d. składka m z- 
izczyzn 7 175 zł. i t d.

2^9. Zagadnienie 2. Gospodarz wydał sum- 
wę A  tut ut iupun e wotów i K n i ,  wąiy płacił 
po 21 , korne po 3 i tcUt io.w , ileż. kupił weti t̂o Uet 

kun’ /
Odznaczywszy przez % liczbę kupionych w o ­

ł ó w ,  przez y liczbę- kupiony cli. koni , będzie

D a y m y ,  ze ^ — 1770 talarów ; ostatnie zatem 
dwa równania zamienią się w  następuiące : 

y =. 2it — 354o , x = 53 i o ’— 3 U- 
Z ostatniego równania okazuie s ię , ie  nowin*
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te® —  22 , co b yć  niemoce. Z  równania zaś przed­
ostatniego okazuie się , że powinno być 2 i f >  3;>4o,

czyli f >  — , czyli i >  168 : iakoż uozyniwszy 
21

i =  i 6 8 ,  wypadnie y  =  3528— 0540 =  ■—  12 , co 
b y ć  nie może. K ie d y  więc t powinno mieć w a ­
żność większą od 168 mnieyszą od 172,  a w a ­
żności ulomkowe w  zagadnieniu ninieyszem m iey­
sca mieć nie m ogą, nie można zatem dla t na­
znaczyć , więce'y w ażn o ści, iak tylko trzy  na- 
stgpuiące: 169, 170 i 171 : a tem samem zaga­
dnienie to więce'y rozwiązań przyiąó nie może, 
iak tylko trzy.

U czyn iw szy  ł =  i6q, 1 7 0 ,  171» znaydziemY

Obszernieyszy wykład równań. 56$

_ . — —  * *t _
Podług pierwszego rozwiązania summa w yd a ­

na za w o ły  21. 71 == i 4gi , summa wydana za ko­
nie 3i. 9 = 2 7 9 .  D w ie te sum my czynią razem 
1770 i t. d*

260. Zastanowiwszy się z uwagą nad temi 
dwoma zagadnieniam i, z których pierwsze p rzy y -  
muie liczbę rozwiązań nieskończoną, drugie o* 
graniczoną , w yprow ad zim y następuiące postrze­
żenia :

1 ód. W  zagadnieniu pie'rwszem zamiast liczb 
w iad om ych do niego w ch o d z ą c y c h , które s ą :  16, 
2$ i 1 , p o łożyw szy  głoski a , b , c , równanie 

- 2 5  y — \,  zamieni się na ax —  fcy=«=c. W sz y ­
stkie tego gatunku zagadnienia przypuszczaiąco 
nieograniczoną liczbę rozwiązań prowadzą do ró ­
wnania ta k ie g o , iakie iest p o w y ż s z e , w  którem 
dwie niewiadome ilości składaiące pie'rwszą stro­
nę są połączone z sobą znakiem — *: g d y  tym cza­
sem zagadnienie d r u g ie , i wszystkie 'inne tegoż 
gatunku , które p rzyym u ią  liczbę rozwiązań o- 
gratiiczoną , prowadzą do równania następuiące- 
g o  kształtu : —  c. Co się tycze trzeciey
ilości e wiadome'y do zagadnienia w chodzącey,

ta

www.rcin.org.pl



ta czasem iest dodayna, iak w  dwóch zagadnie­
niach poprzedzających ; czasem odiem na, a cza­
sem równa o ,  idk się okaże w  innych  zagadnie­
niach. Uwaga ta posłuży do poznania z samego 
weyrzenia na równanie, czy  zagadnienie , z któ­
rego to równanie wzięło początek , przypuszcza 
liczbę rozwiązań ograniczoną, czyli tez nieskoń­
czoną.

261. 2 ê. W  równaniach i 6 x — 2517 =  1 ,  2iX 
+  611/ =  1770, za pomocą których rozwiązaliśmy 
dwa poprzedzające zagadnienia, spółczynniki nie- ' 
wiadomych tak w iednem iak w  drągiem równa* 
niu są liczbami między sobą pierwszemu W aru­
nek ten iest istotny w  zagadnieniach tego rodza- 
i u ; i ieieli w  równaniu tiK^by =  c , l iczby a i h 
iiie są między sobą pierwsze, równanie to będzie 
do rozwiązania niepodobne, ch yb aby  trzecia tak­
i e  liczba wiadoma c miała ten sam dzielnik , któ­
r y  ieśt spólnym dzielnikiem dla a i b .  Jakoż 
g d ^ b y  np. b yło  a =  km-, b =  kn , równanie po­
w yższe zamieniłoby się na kmx + kny =  c , w ięc

cfnx±ny — — > a tem samem b y ło b y  rzeczą niepo­

dobną, aby liczby x ,  y b y ł y  całkowite , g d y b y  
t nie b yło  podzielne przez k , iak tego doświad­
czyć  można na równaniach szczególnych 9*— i 5y 
=  2 i 9x  — 151/— 6. Uwaga ta przydatna będzie 
dla tych  , k tórzyb y  sami chcieli układać tego 
rodzaiu zagadnienia.

262. 3cie. Przypatrując się ważnościom dla 
x  i y w  poprzedzających dwóch zagadnieniach 
znalezionym , postrzeżem y, ze ważności te skła*, 
daią dwa postępy arytmetyczne. W  postępie o- 
beym uiącym  ważności dla x  w  zagadnieniu pier- 
wszem (2^8) stosunkiem iest liczba 25 będąca 6pół- 
czynmikiem niewiadomey y w  równaniu i6x— 2517 
=  1. VV postępie obeymuiącym ważności dla y 
stosunkiem iest liczba 16 będąca spółczynnikieU* 
mewiadomey x  w ternie równaniu. TOŻ mówić

o za-

566 R o z d z i a ł  X.
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" m sagadnieniu drugiem (259) , z tą tylko różni­
ca , że z dwóch postępów obeymuiących ograni­
czoną liczbę ważności dla % i dla y w  zagadnie­
niu drugi em , ieden iest rosnący drugi maleiący ; 
g d y  tym czasem w  z ga dnieni u pierwszem oba* 
dwa postępy składające nieskończoną liczbę tyck  
ze ważności są rosnące , właśnie też tak b yć  po­
winno : bo g d y  w  zagadnieniu pierwszem skład­
ka kobiet iest większa iednym złotym od składki 
m eższczyzn, rzeczą iest oczyw istą,  że' im będzie 
większa liczba męższczyzn , tern większą b yć  po­
w inna liczba kobiet do składki należących : prze­
ciwnie w  zagadnieniu drugiein ponieważ za w o ­
ł y  i konie zapłacono razem talarów 1770, im 
większa zatehn będzie liczba kupionych wołów* 
tern mnieysza b yć  musi liczba kupionych koni, 
i  odwrotnie. Okoliczności te we wszystkich za­
gadnieniach tego rodzaiu maią mieysce. Jakoż 
daym y , że w  zagadnieniu niewyznaczonem zna­
leziona iest iedna ważność dla x  i dla y , i że iest 
x  — a ,  y =  fi. Położyw szy ważności te w  równa­
niu ax —  by — c , będzie eta;— bp =  c. Równanie 
to odiąwszy od poprzedzaiacego , zostanie ax— a*

Obszernieyszy wykład rótunan. 567

Że zaś l iczby  b i a są m iędzy sobą pie'rw«z« 
(261) ; druga strona tego równania nie może b y ć  
liczbą ca łko w itą ,  ch yb a  w  ten czas ty)Jk.o, k ie d j

y  *— |S iest podzielne przez Ob- D a y m y ,  że ————.
a

^  p ; a w  tym przypadku równanie ostatnie za- 
śnieni się x  —  a — bp. Dla wyznaczenia zatem 
niewiadomych x  i u mamy dwa równania;

. t Czynią© następnie p —  i *  2 ,  3 , 4 - - - ,  rznay-» 
dziem y
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568 R o z d z i a ł  X .

dwa postępy takie, o lakach mówiliśmy w yżey.
O d b yw szy  to samo działa lie z równaniem 

0 x 4 -bu — c,  przyymuiąoem liczbę rozwiązań, o-
graruczoną, znaydziemy

Z dwóch, tych  postępów pierw szy  iest male­
j ą c y .  drugi rosn ący: a pie'rwszego stosunkiem 
iest b , drugiego a.

Uwaga ta posłuży do prędszego w yrach o w a­
nia innych ważności dla x  i dla y , g d y  s j  po­
czątkowe znalezione.

260. 4 te. Zastanowiwszy się nad sposobem, 
którym rozwiązaliśmy pie'rwsze zagadnienie (256), 
postrzeżem y, ze sposób den zależy na szukaniu 
naywigkszego spólnego dzielnika dwóch, liczb 2$ 
i id ,  które są spoić zynni kami niewiadomych do 
zagadnienia wchodzących. Jakoż dzieli sig 1 ud 
liczba większa 25 przez mnieyszą 10, i w ypada

__ oy 4-1 •
pierwsze równanie po sitkowe x  — y +  -— czyl i  

X ~  y 4-  u .
2re. Dzieli się liczba mnieyszą 16 przez pier­

w szą resztę 9 , i wypada drugie równanie posił­

kow e y —  u 4- ~ — i ; czyli y —  u 4- 1.
9

3 cie. Dzieli się piervwsza reszta 9 przez 
<Jrugą 7 , i w yp ad a  trzecie równanie posiłkowe

4f*. Dzieli się druga reszta 7 przez trzecią 2,

i wypada czwarte równanie

5f*. Dzieli się nakomec reszta trzecia przez 
fzwartą, i wypada piąte równanie i r : 2 r + r .
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" W i d z im y  t u  , że  t r z e c i a  u c z b a  w  a d o m a  d o  
(za ga d n ie n ia  w c h o d z ą c a  , to  ie st  i , t e y  t y l k o  z m i a ­
nie,  w  t y c h  d z i a ł a n i a c h  p o d p a d a ,  że w  p b s i  ko*  

W e ni r ó w n a n i u  p i e r w s z e m  t r z f i e ie m  i p i a t e m  m a  
p r z e d ,  s c b ą  z n a k  -+■  , to -iest, t a k i ,  i a k i  sig  p r z e d  
n ią  z n a y d u i e  w  r ó w n a n i u  p o c z ą t k o w y m  i o x  =4-  i ; w  r ó w n a n i u  z a ś  p o s i l k o w e m  d r ń g i e i n  * i  
c z w a r t e m  m a  p r z e d  s o b ą  z n a k  —  , c o  w y p a d a  z  
n a t u r y  s a m e g o  d z i a ł a n i a :  l i c z b a  a l b o w i e m  ta w  
r ó w n a n i a c h  p o s i ł k o w y c h  na p r z e m i a n y  r a z  s i ę  d o ­
d a i e ,  d r u g i  r a z  gig o d e y m u i e  p «  o b u  s t r o n a c h .  
J e ż e l i  w i ę c  l i c z b a  r ó w n a ń  t y c h  ie s t  n i e p a r z y s t a ,  
i a k  w  t y m  p r z y k ł a d z i e  , w  o s t a t n i e m  r ó w n a n i u  

p o s i l k o w e m  l i c z b a  ta m ie'ć  m u s i  p r z e d  s o b ą  s m a k  4- ; g d y b y  zaś  l i c z b a  t y c h ż e  .r ó w n a ń  b y ł a  p a r z y ­
sta , ia k  b ę d z i e  w  i n n y c h  p r z y k ł a d a c h  t w  <osta- 

t n i e p i  r ó w n a n i u  p o s i l k o w e m  l i c z b a  t r z e c i a  w i a d o ­
m a  do z a g a d n i e n i a  w c h o d z ą c a  m i a ł a b y  p r z e c ł  s o ­
b ą  z n a k  — ; a le  t o  w  t o n  c z a s  t y l k o ,  k i e d y  w  p o -  
c z ą t k o w e m  r ó w n a n i u  p r z e d  t ą  l i c z b ą  z n a y d u i e s i g  
z n a k  - t - : g d y b y  a l b o w i e m  r ó w n a n i e  p o c z ą t k o w e  
m i a ł o  k s z t a ł t  t a k i  : rx  =  by —  c ,  na t e n  cza;s l i ­
c z b a  c w  r ó w n a n i u  p i e ' r w s z e m , t rz e c ie '  r p i a t e m  

i  t .  d. m i e b b y  m u s i a ł a  p r z e d  s o b ą  z n a k  — ; w  r ó ­
w n a n i u  z a ś  d r u g i e ó n  , c z w a r t e i n  i t.  d .  z n a k  4*,

• . O  ,
CO i e s t  p r z e z  się  w i d o c z n a .

T e  s a m e  u w a g i  s ł u ż ą  t a k ż e  z a g a d m e n i u i  d r u *  

g i e m u  , k t ó r e  p r z y p u s z c z a  liczbę, r o z w i ą z a ń  o -  

g r a n i c z o n ą ,  z  tą t y l k o  r ó ż n i c ą  , ż e  t r z e c i a  l i c z b a  
w i a d o m a  o z n a c z o n a  p r z e z  A  ż a d r i e y  z g o ł a  n i e  
p o d p a d a  z m i a n i e ,  i w e  w s z y s t k i c h  r ó w n a n i a c h  
p o s i ł k o w y c h  z a w s z e  m a  p r z e d  s o b ą  z n a k  t a k i ,  

i a k i  m i  w  r ó w n a n i u  p o c z ą t k o w e m .
O p u s z c z a n i e  z a t e m  w  r ó w n a n i a c h  p o s i ł k o ­

w y c h  l i c z b  > t r z e c i ą  i , i t y l k o  »ą k ła d ą c ^  w  r ó -  
W .a n iu  o s t a t n i e m  , p o w y ż s z e  d z i a ł a n i e  m o ż n a  b ę ­
d zie  o d  >yć p o d ł u g  h i s t ę p u i a c e g o  w z o r u  :

OJbszernieyszy wykład równań. 36g
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37® ' R o z d z i a ł  X.

D oszedłszy, że r = 2 r - t - i ,  łatwo będzie zna? 
leźć ważności dla x  i y Uwaga ta podaie p rę d - ' 
st,y sposób rozwiązywania takowych zagadnień.
1 tak niech będzie zagadnienie: Dowodzca twier­
dzy zapytany ; iak hczną ma załogę, odpowie­
dział : liczba pieszych cz'ery razy wzięta i powie- 
ks zona 5, równa się liczbie iezdnych wzięteif 7 ra­
zy.  Oznaczywszy liczbę żołnierzy pieszy en przez 
x  , iezdnych przez y , będzie równanie 4x  =  ąy 
•«—5 ,  które rozwiązuiąc podług powyższego w ża­
ru , bedzie

"W ostatniem równaniu posiłkowem przed li­
czbą 5 daliśmy znak taki,  iaki się znayduie przed 
n ią  w  równaniu początkowem: g d yż  ostatnie ró­
wnanie posiłkowe iest trzecie. D o s z e d łs z y , że 
u — St'— 5 , łatwo źnaydziem y, że y =  4 i — 5 ,  
x ~  —• 10 Z  równań tych okazuie sig,  że 
waymnieysza ważność, którą dla t naznaczyć mo- 
in a  iest z ; i t. d,

204 . D w a poprzedzające zagadnienia, które 
przypuszczała nieskończoną liczbg rozwiązań mo­
żna ogólnie tak w y s ło w ić :  znaleźć dwie Liczby, 
2 których iedna wzięta razy a i powiększona lub 
zmnnyszona ilością c równa fie diugićy wziętey 
m z j  b. W  reszcie jakiekolwiek będzie w ysło ­
wienie zagadnienia tego gatunku, zawsze ie mo­
żna będzie sprowadzić do równania ox — b y * c f 
które sposobem podanym w yże y  z łatwością roz­
wiązane być  może. W eźm y np. zagadnienie: 
Znaużć liczbę , która podzielona przez 09 dnie re­
szty 16, podzielona zaś przez $6, daie reszty 27-

Niech x  oznacza całkow ity  iloraz wypada- 
ią c v  z podzielenia l iczb y  szukaney przez 'ÓQ, y  
całkow ity  iloraz wypadaiący  z podzielenia teyże 
l iczby  jprzoz 5 6 : liczbg wigc izukaną oznaczy*

w §zy
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W szy przez N , będzie stosownie do w arunków  
zagadnienia N =  3q.v 4- > 6 albo N — j 6y 4-27. A 
zatem 3gx 4- 16 —  5%  4~ 27 ; czyli 3ępc —  562/ 4-11. 
Ii oz wiązuiąc równanie to podług- podanego w y ­
żey wzoru , otrzym am y pięć równań posiłko­
w ych ., z których  ostatnie iest .r ■ *=-2r 4- 1 1 . W a­
żność tę pouczywszy w  innych czterech równa*

! niach p o siłk o w y ch , znaydziem y y =  3gr 4- 176, 
3c —  <6r 4- 2<ę3. Dwa te równania ostrzegają , że 
nay mnieyszła w ażność, która dla r naznaczyć mo­
żna , iest •—  4 ; gdyż u czyn iw szy  r — —  5 , b id zie  
x  —  —  280 4- 253 •*=— 27, co b yć  nie może. L ecz 
wszelka inna liczba całkow ita , b y le b y  w iększa 
od —  5 , zamiast r położona , da dla x  i y w a­
żność całko witą, dodayną, U czyn iw szy na. r*=— 4 , 
znaydziem y x =  29. W ażność tg położyw szy za­
miast x  w  równaniu N —  3g x  4 -16 /  w ypadnie 
N t=  1147, naym nieysza liczba szukana czyniąca 
zadosyć warunkom zagadnienia ; i t. d

265. Ten sam iest sposób postępowania , g d y  
do zagadnienia wchodzą trzy  niewiadome lub w ię­
cey* 1 tak niech będzie zagadnienie: znaleźć li* 
czbę, która podzielona prztz l i  ,  dnie reszty 3* 
podzielona przez 19» daie reszty $ ę podzielona 
przez 29 , daie reszty 10

O znaczyw szy przez N liczbę szukaną, a przez 
x ,  y 2 , ilorazy całkow ite w ypadaiące z podzie* 
łenia tey liczb y  przez 11 , 19 i 29 , będzie

Obszerni eytzy uiyhład równnA.' S7*

Pierwsze z tych  dwóch równań rozwiązawszy 
sposobem zw yczaynym  znaydziem y x ~  t9r4-t4 . 
A  zatem 11 x ~r 209* 4- 1 *4 . W ażność tę p ołoży­
w szy  w  równaniu drugiem  zamiast i i x ,  będzie 
292 4-7 =  209» 4-154  , czyli 292 = . 2ogr 4- 1 47. Ró­
wnanie to rozwiązuiąc p o d łu g  podanego w y ż e y  
W zoru, wypadnie
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372 R o z d z i a ł  X,

Z równania tego okazuie się , ze powinna 
b y ć  6o6in)> 15 3 4 , 8 , czyli n)> 25 N aym nieysza 
zatem ważr.ośe , którą dla n naznaczyć można, 
iest 26 ; a w  tym  przypadku b.gdzie Ń  =  4 i28  ; 
i t. d.

26Ć A byśm y ten sam sposób zastosowali do 
zagadnień przypuszczaiąeych liczbę rozwiązań 
ograniczoną-, u w izać należy , ze w  rów naniu 
21 x ~ .4 — 01/y (ojTp), liczba większa 01 iest od- 
iemna ; dzieląc zatem liczbę większą przez niniey- 
szą , która iest dodAyna, tak iloraz iak pozostała 
reszta będą odiemrse, dzieląc zaś liczbę mnievsz^ 
dodayną przez pie'rwszą resztę która iest odbm - 
n a ,  "iloraz będzie odiem ny, a pozostała reszta 
druga d o d ayn a; i t k daley Co się tycze trze- 
ci.-'y liczby w iadóm ey oznaczone'? przez A  , ta ia- 
kośm y iuż uważali (263), nie podpada żadney 
zm innie, i iakakolwiek będzie liczba równań po­
siłkow ych  , zawsze w  ostatni* m równaniu ma przed 
sobą znak + . Po te'y u w adze, przystąpm y d# 
działania.

Inne zagadnienia, lód; Mdłka data dwom sy- 
nom 100 groszy do rozdania między x>bogich : star­
szy dał każdemu ubogiemu po 8 gr. i zositło mu 
gr. 1 , młodszy dni każdemu po gr. 10 , i zostało 
mu także gr. 7 :  ileż groszy dostał od matki syn 
ttarszy , ile młodszy ł

Za-
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Zagadnienie to w ysłow ione ogólnie'y zamieni 
♦ ię w  następujące : liczbę 100 rozdzielić na dwie 
części , z których pierwsza podzielona przez 8, a 
druga przez 10 , daią reszty po 7 ;  takież są dwie 
części szukane ?

Iloraz całkow ity  w yp adający  z podzielenia 
pie'rwszey liczb y  szukaney przez 8 , oznaczyw szy 
przez , x , a przez 1/ iloraz ca łko w ity  w ypadaiący 
z podzielenia d ru giey  liczb y  szukane'y przez 10 ; 
będzie liczba p ierw sza 8% ■+■ 7 , druga z o y -ł-7 j
t a ir i  W ^  i  n  1 1  A m  _ i - «  —  1  n n  •  m n r !  -1

Obszerniejszy wykład równad. 37,5

2re. Liczbę 109 rozdzielić na dwie części, z 
którychby iedna była podzielna przez 5 , druga 
przez 24

O znaczyw szy przez x  i praez y ilorazy  w y- 
padaiące z podzielenia dw óch szukanych liczb 
przez < i przez 2 4 , będzie

Skąd się okazu ie, ze pow inno b y ć '£>  21* 
t <  20. Jedna w ięc ty lko  ważność może b yć dla 
i naznaczona , to iest t ~  22 ,  i w ypadnie y  =  i „ 
5 0 ^ 17. Zagadnienie w ięc to iako przyymui^c® * 
iedno tylko rozwiązanie należy do w yzn aczonych, 
chociaż ma postać zagadnienia nic wyznaczonego.

3cie?> Dłużnik winnym będąc 853 zł. chce dług 
ten zapłacić pięcio - złotówkami i talarami sześcio- 
złotowemi : ileż ma wyliczyć pierwszego i drugie- 
fi o gatunku pieniędzy na zaspokolenie tego długu $

©zna-
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O zn aczyw szy  przez x  i przez y liczbg szuks* 
fią  pigcio złotówek i ta la ró w , będzie

R o z d z i a ł  X.

A  zatem
Skąd się okazuie.

ze powinno b yć u < 1 7 1 ,  u >  i 4 2 . Można* v/i%& 
dla u naznaczyć 28 w ażn ości, które są :

-*r J y * A 7 / '  ̂ 7  ̂ ^
267. Pozostały itszc^e zagadnienia przyym u- 

iące ograniczoną liczbg rozwiązań z trzema lub 
wigce'y niew iadom em i, iakie są na stgpuiące :

Z lotnik ma trzy gatunki srebra : iedno człtr- 
nastey próby, drugie iedenastey , trzecie dziew ią- 
łey. Po iuż ma wziąć grzywien z każdego ga­
tunku , aby otizymat m,ass{ ważącą 3ó grzywien 
dwunastey próby ?

Szukaną liczbg grzyw ien  srebra gatunku 
pie'rwszego oznaczyw szy przez x  , drugiego przez 
2/, trzeciego przez z ,  będzie równanie pierwsze

Ze zaś w  iedne'y grzyw nie czyli w  16 lotach 
srebra czternastey próby znayduie sig i 4  łótów  
czystego srebra, a reszta m iedzi; w liczbie zatem 
g rzyw ien  x  znaydować sig będzie czystego sre­
bra łótów i 4x. Podobnież w  liczbie grzyw ien y 
dru giego  gatunku znaydow ać sig będzie czy ­
stego srebra łótów n y  , w  liczbie grzyw ien  z 
trzeciego gatunku znaydować sig będzie czyste­
go  srebra łótów  92; a we 3« g rzyw n ach  dwuna- 
©tgy próby znayduie sig czystego srebra łótów  
3o. 1 z -  360. Będzie w igc drugie równanie

Pie'rwsze równanie rozm nożyw szy przez g* * 
i  odiąwszy od drugiego , będzie
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Obszernieyszy wykład fównan. 57$

Z<e zas podług- równania p ierw szego ż = 3o— x—*y ; 
bgdzie w igc

Z rów nań tych  okazuie sig , że u nie może 
mie'ć ważności ani m nieyszey od 3 6 , ani wig- 
kszey od 4o.

U? 7̂ w v
Zagadnienie w ięc to , przypnszczaiąc rozw ią­

zanie pie'rwsze i ostatnie, do których  wchodzą, 
dwa ty lko  gatunki srebra p rzyym u ić p ięć roz­
w iązań. P odług  rozw iązania np. drugiego w y ­
pada *

co d o w o d zi, że ta
mieszanina srebra iest dw unastey p róby : g d y ż

=  3o ; to iest na iedng grzyw n ę w yp ada czy- 
12
stego srebra łótów  12.

268, T ym  samym sposobem rozw iązuią sig 
w szystkie inne teggoptunkuzagadnienia, które każ­
d y  sam sobie ulHadać może b y le b y  zachow ał 
przestrogę w  nastgpuiące'y uwadze podaną.

W eźm y dwa ogólne równania z trzem a n ê- 
wiadom em i

D a y m y , źe z trzech liczb f , g ,  h,  p ierw sza 
/  iest naywigksza ostatnia h iest naym nieysza.
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Aże nadto hx -4- hy ■ +• hz —  hS, , a liczba h iest 
m nieysza tak o d / ,  iak od g ; będzie w ięc 
•+-hy +  hz < f x  +  vy -h hz) a tern samem powinno 
być_ ha <^b , czyli ha.

Jeżeli b nie iest m nieysze od fa  , a w iększe 
od ha , zagadnienie będzie niepodobne do roz­
w iązania D w ie te ilości fa i ha są dwiema g ra ­
n ica m i, m iędzy któremi ilość b powinna b yć  za­
w a r ta , a prócz tego ieszcze ilość b me powinna 
się bardzo zbliżać 'do iedne'y lub drugie'y grani- 
c y  : g d yż w  tym  przypadku inne g ło sk i nie m o­
g ły b y  b yć  w yznaczone , okażm y to na p rzy k ła ­
dzie. Dla 100 ubogich, dano 100 z i . , rręższczyzni 
dostali po 3| zł. , kobiety po 1¾ zł. ,  dzieci po § zł. 
ileż było nuż zcr.yzn , kobiet i dzieci?

Zagadnienie to prowadzi do następuiących 
dw óch równań : »

x -t-y  +  z —  100; +  \ z =  100 , w
których  100-==/1. ioo =  b ,'5l —f , i l  =  g , l . — h. 
G ranice zatem dla b są 100. 3| = 35o ,  i 100. l—$o. 
A ze b nie w ych o d zi za te g ra n ice , ani się bar­
dzo do nich zbliża , zagadnienie to iest podobne 
do rozwiązania. Lecz p o ło żyw szy  zamiast b li­
czbę w ych odzącą za iednę z dveóch g ra n ic , lub 
do iedne'y z nich bardzo zbliżoną / zagadnienie 
będzie niepodobne do rozwiązania.

U czyn iw szy np. b =  5 i , będzie dwa rów na­
nia

676 R o z d z i a ł  X.

Zniósłszy m ianowniki w równaniu drugie'm, 
a pierw sze rozm nożyw szy przez 3 i ed iąw szy od 
dru giego , zostanie i8x 4 -Py =  6 :  c o  być ińe m o ­
ż e : g d yż liczb y x ,  1/ pow in ny b yć  całkow ite.

269. W eźm y ieszcze zagadnienie tego gatun­
ku  ze czterema niewiadomemu Gospodarz po­
trzebował 100 rzemieślników czworakiego gatunku, 
i zapiacit im. 100 cz. zł. rzemieślnicy iednego ga­
tunku dostali po 10 cz. zł. drugiego po 5 , trzecie­
go po 2, czwartego po £ cz. zł. IUŻ było rze­
mieślników każdego gatunku ? Za*
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Zagadnienie to prow adzi do następuiących 
dw óch rów nań :

Obszermeys%y wykład równań*' £77

D ru gie  równanie rozm nożyw szy przez 2 i  
odiąw szy od niego pie'rw sźe, będzie igu -ł- gx 
+  3y — 100 , w ięc 3y =  ^oo — 950— 19u ; a u czy ­
n iw szy  100— g x = c  w ypadnie 
3u == c —  ioii. A z.stem

M amv w iec

Zj row nan tycn  oKazuie się , ze powinno o y c  
cpc-ł- 5t  <  loo , a y  rx 4- igt^> 600 : gd yż in aczey  
znalezione ważności byl-yby odhm ne Z resztą 
można iakąkolw iek ważność naznaczyć dla x  i  
dla ł , b y le b y  ten warunek b y ł  zachow any. U- 
czyn iw szy  ńp» x  == 1 , w ypadnie 

‘ u = 9 i  •— 3^, y = i g t — 546  , z k tórych  się oka* 
zuie , że pow inno b y ć  ł <1 3 i , # > 2 8  K ie d y  
Więc x — 1 , dwie ty lko  w ażności dla f nazna­
czyć m ożna, to ie st: t =  3 o , i i =  '29. Jeżeli 
t —  5o , znaydziem y u =  1 , y =  24 , z s=  74  K ie ­
d y zaś t =  29 , w ypadn ie u =  4  , j/e= j ,  2 =  90.

C zyniąc potem . x  =  2 , 3 , 4  , 6 i t. d. znay­
dziem y inne rozwiązania tym  samym sposobem, 
iakim znaleźliśm y dwa pierw sze.

270. N aznaczenie ważności dla X i dla t W 
poprzedzaiącem  zagadnieniu zabiera niem ało cza­
su. Zapobieżeć temu można używ aiąc następuią- 
cego sp osob u :

Z otrzym anego w y ż e y  równania iqu •+■  9 *

w yp ada
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£78 R o z d z i a ł  X.

N iech będzie ------l =  t , a tern samćm3 *
u * 3 f - f- i.  W ażność tę p o ło żyw szy  w  równaniu 
poprzedzaiące'm , bgdzie y =  27— i g f —e 3x .

Równanie to okazuie , ze powinno b y ć  
19 i -t- 3x  < 2 7  : g d yż inaczey liczba y b y ła b y  od- 
iem n ą ; z resztą dla f i dla x  można dać ważno­
ści iakiekolw iek ,  b y leb y  ten w arunek b y ł  dopeł­
niony. U czyń m y w ięc

b y ć  nie może. 9
A  zate'm dla ł nie można w i-gcej w ażności 

n azn aczyć, tylko d w ie , to iest: t =  o, i t =  i. 
W  pie'rwszyvn przypadku otrzym ane równanie 
y = 2 7  — 3x ostrzega, że x  nie może mieć w ię ­
k s z e j  ważności nad 9 : g d y ż  inaczey liczba y b y ­
ła b y  odiem na; w  drugim  przypadku otrzym ane 
równanie y *== 8 —- 3x o strzega, że x  nie może 
m ieć w ię k s z e j ważności nad 2. Przypuszczaiąc 
zate'm f —  o , można bgdzie dla x  naznaczyć 10 
Ważności zacząw szy od o , aż do 9 włącznie^ 
p rzyp u szczaią c  zaś t ==■  1 ,  można bgdzie .dla x  
naznaczyć trzy  tylko ważności , które są : o , 1, 
2 W pie'rwszym  w igc p rzyp adku  zagadnienie 
to m ieć bgdzie 10 rozw iązań , w  drugim  3 . Ze 
zaś w  pierw szym  przypadku u —  1 y — 27 —  3x, 
a w  drugim  u — 4 , y = 8  •—  3x , ważności te po­
ło ży w szy  w  równaniu z — 100 —  u — x •—  y , znay- 
dziem y w  pierw szym  p rzypadku z =  72 +  2x , 
w  drugim  2=88-+-23:.

M amy zate'm nastgpuiące r ó w n a n i a  :
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Obsztrnieyszy wykład równań. 579

A  zatem leżeli t = 0  , bgdzie

X —  l'£ y 7*, c
Jeżeli zaś f =  1, będzie

W szystkich  zatem rozwiązań iest i 5 ; a opu* 
szczaiąc te do których  w chodzi o ,  liczna rozw ią­
zań będzie 10.

Tego samego sposobu uz^ć w ygodnie można 
do ii nych zagadn ień , osobliwie w  ten czas, aie- 
dy trzecia 'ilo ść  wiadoma do zagadnienia w ch o­
dząca iest liczbą w ielką , iak iest w  zagadnieniach, 
w  artykule 2D9, 267 , i t. p.

271. W eźm y leszcze dwa rów n an ia: 5x 4- 5y  
4- 72 =  56 o ; gx 4- 2,óy -t- 4gz =  2920. Pierw sze z 
nich rozm nożyw szy przez 7 ,  i odiąw szy od nie­
go d ru g ie , będzie

12x4- i o y  =  1000; czyli 6x 4- ty  =  5oo.
U czyńm y x  +  y = i ;  będzie w ięc 6 x 4 -5 y ~ X  

4-5 f , albo 6x 4- 5y = 6 t — y-- W ażności te poło­
żyw szy  zamiast 6x4-51/ w rów naniu poprzedza- 
iącem , w ypadnie

W ażności znow u te p o lo r 'w szy  zamiast x  i 
y w  pierw  szem np. równaniu dane tu , będzie

U czy-
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38o K o  z d z i a i  X,

U czyn iw szy
i ' .

W ażność tg p o ło żyw szy  zamiast t w  równaniach 
poprzedzających , znaydziemy

Równania te ostrzegają, ze s powinno b y ć  
m ń eysze od i 4 , a w iększe od 11 ; i t. d

Są także inne sposoby rozw iązyw ania t a k o  
w y c h  zagadnień W niektórych przypadkach dzia- 
łania sk ra o iią ce , ale sposób wyłożo-ny w y ż e y  
(203) tg ma zaletg , ze-słu ży  do w szystkich  p r z y ­
p adków  bez w yłączenia.

272 Przytaczam y tu kilka zagadnień niew y- 
znaczonych różnego gatunkuj , które dla w p ra w y  
rozw iązać należy.

Gospodarz po ukończonych żniwach zapłacił 
żniwiarzom.i żniwiai kom 1000 z,. Żniwiarze do­
stali pi-j 19 zł. żniwiarki po zł . i 3 : ileż było zfni- 
\viarzów i żniwiarek ?

132. Osób znayduiących się na iednem wido­
wisku zapłaciły zł. 2G2 ; siedzący na mieysca pier- 
wszem płacili po 3 zł. i groszy 5 , na, drugiem po■ \
2 zł. i gr 5 ,  na trzeciem po 1 zł. gr. 5 : ileż by­
ło siedzących na mieysca pierwszem , drugiem i 
trzecjem *

Znaleźć liczbę, która podzielona przez 2> 3> 5* 
daie reszty 1 , 2 , 3  , albo podzielona przez o ,  4*
5 , daie reszty 2 A 3 , 4  , albo podzielona przez 3,
4 , 5 > 7 > reszty 2 , 3 , 4 , 0 ,- a/./)o znaleźć li­
czby zupełnie podzielne przez u  i 3 2 .

Maiąc dany ułomek |||’ , fcfon/ 1 i przybliżo­
nym stosunkom średnicy ‘'do okręgu , znaleźć uło-

mek drugi —  fa&i , abu różnica między temi du/o-
y .

wu ułomkami do iednakowega mianownika sprowa- 
dzonemi miała za licznik iedność ; t t. d.

W szystkie te zagadnienia- rozwiązuią się spo­
sobami podanemi w y ż e y ; ostatnie "prowadzi do

na-
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następuiacego równania —  + ------ : uło-
, y , óssy

mek bowiem  szukany może b yc  m nieyszy lub 
w iększy  od danego G d y b y  ułomek dany b y ł  
dziesiętn y , trzeba go p ierw ey obrócić na zw y- 
czayny. D aym y ,' źe liczbę 2,256  , która iest p rzy ­
bliżonym  pierwiastkiem  kw adratow ym  liczb y 5, 
trzeba zamienić na ułom ek zw ycza yn y  przybliża- 
ią cy  się do tego pierwiastku kwadratawego. -Po­
niew aż 2,236  —  2 +  +  trzeba zątem
rozwiązać następuiące ró w n an ie:

Obszernieyszy wykład równań. 38i

y 2$°y . , .
270. P ó yd źm y teraz do zagadnień niew yzna- 

czonych stopnia drugiego. ISiech będzie, zaga­
dn ien ie: Znaleźć dwie liczby x  i y ,  kto^ychby ilo­
czyn powiększony ich summą czyniłby.  Zaga­
dnienie to prowadzi do nastgpuiacego rów nania: 

x  +  « n  7q, A  zatem

Skąd się o kazu ie , żę x  -ł-i powinno b y ć  
dzielnikiem  liczb y  bo. D zielniki liczb y  8o są na,- 
steuuiace;

Zagadnienie w ięc to przypuszcza 4  tyłki 
rozwiązania to ie s t :

T ym  sam ym  sposobem rozwiązać można na- 
stgpuiace zagadnienia: i ód. W yzn<*czyt iv liczbach 
całkowitych boki prostokąta , ktoreyoby powierz­
chnia zamykała 4  razy więcey stóp kwadratowy h9 
aniżeli obwód ma stóp liniioiuych. Ponieważ po­
w ierzchnia prostokąta znayduie się' mnożąc iego 1 ' 
podstawę przez w ysokość , oznaczyw tzy zatem 
dwa te boki przez x  i y , będzie pow ierzchnia

~  xy >
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—  xy  ; obwód —  2x  •+■  2y : wypadnie w ięc p odług 
w arunków  zagadnienia xy — 8x +  8« , a tern sa-

—* 8x _  o 64  :
mem y —  -------  —  o + ------- . okad sig okazuie,

x  — 8 , x  —- 8
z e  x  — 8 powinno być dzielnikiem liczb y  64 .

2te. Wyznaczyć w liczbach całkowitych rowno» 
ległościan pi oAokątny z podstawą kwadratową, 
któregoby obięiość zawierała 5 razy więcey stop 
sześciennych , mz iego powierzchnia ma stop kwa- 
dratou ych Poniew aż abiętość rów noległościanu 
znayduie się mnożąc iego w ysokość przez pod­
stawę ; oznaczyw szy zatem w ysokość przez x ,  
bok podstaw y przez y , będzie obiętpść —  xy'l f 
powierzchnia, dwóch podstaw — 2y x ; p o w ierz­
chnia czterech ścian pobocznych —  4xy  i  stoso­
w nie do w arunków  zagadnienia wypadnie,
»i/2 —  xoya +  20xy , w ięc

38a R o z d z i a ł  X.

X r— 10 X —> IO
3cie. Maiąc daną w liczbie całkoiuitey ozna~ 

ezoney przez a krau ędż sześcianu, wyznaczyć w li- 1 
ęzbach, całkowitych bok podstawy kwadratowey i 
wysokość równoległościanu prostokątnego , które- 
goby objętość miała się do obiętoffi ‘sześcianu, iak 
pouierzchnia równoległościanu do powierzchni sze­
ścianu. O znaczyw szy przez x  wysokość ,  przez y 
bok podstaw y równoległościanu szukanego, b§-

a te'm samem

274. W eźm y ieszcze równanie

w  którem obiedwie niewiadome podniesione są 
do drugiego stopnia ;|’ nadawszy mu następuiący 
kszta łt;

• ■*** y 2
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Obszernieyszy wykład równań. 385

i  rozw iązaw szy ie sposobem z w y c z a y n y m , b i­
dzie

czyli

ilość będącą pod znakiem pierw iastkow ym  
ro zw in ą w szy , i uporządkow aw szy p o d łu g 'w y­
kładników  głoski x  ; b idzie
<p —  4<rjf -p zcex —  4bfx ■+■ c2x z —  4 djx2 ; u czyn i­
w szy  zas

ta weźm ie kształt następuiący

(jd yb ysm y chcieli znalezc dU x  i dla y w a ­
żności tylko spółm ierne czyto ca łk o w ite , czyli 
tez ułom kowe , cała trudność rozwiązania zależa­
łab y  na znalezieniu takich ważności dia x , kto- 
re b y 'ilo ść  m +  n x  +  p x 2 c z y n iły  kwadratem  zu­
p e łn y m , i kw adrat ten oznaczyw szy _ przez tz,

Rozw iązaw szy równanie 
w ypadnie

U czyniw szy
dzie

Wy»
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W ypadek ten okazu ie, ze chcąc rozwiązać 
zagadnienie , trzeba w yzn aczyć i  w  taki sposób,

ażeby ilość V ~ A t x -t-B, b y ła  kw adratem : bo g d y ­
b y  tym  kwadratem  było u 2 , dwie niewiadome x  
i  y zależałyby iedynie od na§tgpuiących równań, 
stopnia pierw śzego :

354 R o z d z i a ł  X.

w których  spółczynniki £ , « , / ,  n i p ,  tudzie ż 
ilości t i u sa spółm ierne.

W yznaczenie ilości t p o d łu g  w arunku w y- 
ze'y podanego , czyli , co na iedno w ych odzi
rozwiązanie równania u — \A Atz -f- B w  lic z ­
bach sp ó łm iern ych , połączone iest w  ogólno­
ści z wielą trudnościam i. Jeden z p rzypadków  
n ayłatw ieyszych  w  ten czas ma ftiieysce , k ied y 
A  iest kwadratem  ; oznaczyw szy kw adrat ten 
p rzez  , będzie

W ziąw szy zamiast y liczbę spółm iern ą, ilo­
ści i  i  u będą spółm ierne , równie iak ilości 
x i  y .

Jeżeli B iest kwadratem oznaczonym przez 
rów nanie dane rozwięzuie się z taką samą ła­
tw ością , iak w  przypadku poprzedzaiącym , za ło ­
ży w szy  u “ id-t-j3 , będzie

Nakoniec ieżeli ilość Aiz +  B może b y ć  
yozłożoną na dw a czynniki spółm ierne , np. ta­

kie
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275. Znalazłszy iednę ważność spółmiern^ dlą 
t , można z niey łatw o w yprow adzić' nieskonczo- ; 
czoną liczbę ważności i n n y c i i ,  które czyn ią  za-1 
dosyć danemu równaniu iNia okazanie tego nieci* 
będzie a ważropść dana dla t , a fi ważność dla U, 
z tamtey w y p ły w a ią c a : będzie w ięc

Równanie to odiąw szy od równania

Uczyńmy

W ażność tę p o ło żyw szy  zamiast ua w  równa­
niu poprzedzaiącem . będzie

►— u-
Form uła ta da liczb y  spółmierne dla i * g d y  

się weźm ą liczb y  spółm ierne zamiast v.
276. W yprow adzone dotąd, form uły m ogą 

b yć  z łatw ością zastosowane do rozwiązania ro z­
m aitych zagadnień ; przestaniem y tu, ty lao  na

na-
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następuiących : znaleźć dmie libzby x  i y  takie, 
ażeby summa lub różnica ich kwadratów była rd- 
wna danemu kwadratowi /32. Równania maiące 
b y ć  rozwiązanemi , do których  zagadnienie to 
p ro w a d z i, sa :

386 R o z d z i a ł  X.

W yrażenia te zamknięte są w  drugim  p r z y ­
padku artykułu  poprzedzaiącego. U czyń m y 
y = z v x - —'@; będzie zatem

R ozw inąw szy dwa te ró w n a n ia , w ypadnie 

z  p ierw szego x  =  _2^U— , z  drugiego
v 2 4- i

W ażnośei te p o ło ży w szy  w  równaniu pow yż- 
*zem y =  v x — B, znaydziem y

N aznaczaiąc pote'm ważności spółm ierne dla 
fi i dla v ,  otrzym am y ważności spółm ierne dla 
x i  dła y. W ziąw szy np. /3 =  5 ,  dane równania 
zamienią się w  następuiące:

w lwszem
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Obszernieyszy wykład równan. 387

w  2gie'm

Skąd się okazu ie , że naym nieysza ważność, 
która dla v naznaczyć m ożn a, iest 2 : g d y ż  u czy ­
n iw szy  0 =  1 :  b y ło b y  w  pie'rwszym  p rzypadku

y =  | , w  drugim  y =  — • U czyn iw szy
o

v =  2 , 3 , 4 . . . .  znaydziem y w  1 wszem  ró­
wnaniu

w agiem  zaś równaniu

W  rów n^ iiu  drugiem  nie można otrzym ać 
dla x  i dla y ważności całkow itych  , k ied y się 
daie. na ważność dla v liczba całkow ita. L ecz u- 
cżyn iw szy  u =  § ,  znaydziem y x ~  12 , y — i 3 .

Ptozwiązanie d ru giego zagadnienia w  licz­
bach całkow itych  nayłatw ieysze iest w  ten czas, 
k ie d y  /32 iest liczbą n iep arzysta: ponieważ bo­
wiem  różnica m iędzy' kwadratam i dw óch ilości 
a i n 4- 1 iest 2rt ■ +• 1 , dosyć będzie w prow adzić 
równanie 2 a z którego W ypada

B2 •—  1a — .. .  .... ; a w zią w szy  x  ~  a , y — a 1 f w y-'
2

padnie y~ —  x z —  fi2. .

W  p rzykładzie  danym  , gdzie pz =  25  , znay­
dziem y

V .'7 24
a =  —  = 1 2 ;  a tern samem x = i 2 ,  y  =  i3  ,  ia k

wyże'y*
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Ponieważ w  troykącie prostokątnym  kw adrat 
k przeciw prostokatney rów n y iest summie kw a ­
dratów z dwóch boków  kątowi prostemu p rzy le ­
g ły c h ;  m iąc w iec dany w  liczbie spółm ierney 
którykolw iek bok takiego troykata , można be-' 
dzie za pomocą pow yższych  form uł w yzn aczyć 
inne dwa boki w  liczbach także spólm iernych. 
A że wszelki troykąt iest summą lub różnicą 
dw óch  troykąt.ów, prostokątnych utw orzonych 
p rzez prostopadła z w ierzchołka iednego z kątów 
spuszczoną do boku przeciw nego; maiąc w ice 
danv w  liczbie spółm ierney bok iakiegokolw iek 
troykata , można będzie w yzn aczyć  w  liczbach 
także spólm iernych iego dwa inne boki, w yso ­
kość i pow ierzchnią.

588 Rozdział X  Obtzernieyszy wykład równań.» ' ^
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g łów n i c y  szych  wiadomości.

R O Z D Z I A Ł  I X -  O b s z e r n i e y s z y  w y k ł a d  w i a d o m o ś c i  o  d z i a *
ł a n i a c h  a l g i e b r a i c m v c h  d ' i ą d  u y t o z o n  ch .

I. D z i e l e n i e  i l o ś c i  a l g i e b r a i c z n y e h  w i e l o r a k i c h  k a r .  i p * .  
I I .  O  n a y w i ę k s z y m  s m o l n y m  d z i e l n i k u  k a r .  2 0 3 .  U l .  O  
w y c i ą g a n i u  p i e r w i a s t k u  k w a d r a t o w e g o  z  i l o ś c i  a l g i e b r a i -  
c z n y c h  kar.  114.  I V .  O  w y c i ą g a n i u  p i e r w i a r t k u ,  z  i n ­
n y c h  p o t ę g  w y ż s z y c h  o d  s t o p n i a  d r o g i e g o  k s r ,  2 2 1 .  V ,  
O  p o d n o s z e n i u  i l o ś c i  w i e l o r a k i c h  d o  p o t ę g  , i o  k o m b i *  
n s c y a c h  k . 242. V I .  D z i a ł a n i a  z  i l o ś c i a m i  p i e r w i a s t k o ­
w y m i  i z  i l o ś c i a m i  m a  ą c e m i  w y k ł a d n i k i  k a r .  2 9 1 .  V I I .  
P r z y d a t e k  00 t e o r y i  p o s t ę p ó w  a r y t m e t y c z n y !  h .  k a r .  3 0 1 ,
V I I I .  O  p o s * ę p a c h  j c o m t t r y c z n y e h  m a m i ą c y c h  k a r .  3 1 0 .
I X .  ' r z y r t a t e k  d o  t e o r y i  L o g a r y t m ó w  k a r .  3 1 7 .  

R O Z D Z I A Ł  X .  O b > z e  n i e > s z y  w y k ł a d  t e o r y i  r ó w n a ń  s t o -

p ia piern izeg.- 1 dm giego.
Ł  N  e k t ó r e  * z V z e g ó ! n i e y s z e  w y p ;  d.ki w  r o z w i ą z y w a n i u  t 6  

Wnań s i o o  ia  p i e r w s z e g o  t r a f ić  s>ę m o g ą e e  k a r .  3 2 2 *  
I I .  F o r d n ł y  o g ó l n e  na m z w  ą z y w a n i e  r ó w n a ń  stopni®  
p i e r w s z e g o  k a r .  3 3 5 ,  I I I .  N i e k t ó r e  s z c z e g ó l n i e y s z ć  w y ­
p a d k i  w  r o z w . ą z v w  n iu  r ó w n a ń  s t o p n i a  d r u g i e g o  t r a f i ć  
s i ę  m o g ą c e  k - r .  3  3  I V .  R ó w n  nia o d w ó c h  w y i a z a c h  
k a r .  3 5 0 .  V .  R ó w n a n i a  s t o p n i  w y ż s z y c h  n a d  d r u g i  , k t ó ­
r e  na w z ó r  r ó w n a ń  s t o p n i a  d r u g i e g o  m ó g ą  b y ć  r o z w i ą -  
z  ne  k r .  »54. V I .  Z a g a d n i e n i a  n i e w y z n a c z o n *  s t o p n i *  
p i e r w s z e g o  1 d r u g i e g o  k a r .  3 5 g .

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl




	Strona tytułowa
	ROZDZIAŁ I. Wiadomości poprzednicze
	ROZDZIAŁ II. O Dodawaniu , Odeymowaniu, Mnożeniu i Dzieleniu ilości algiebraicznych  
	ROZDZIAŁ III. Zastosowanie wiadomości poprzedzającyh do rozwiązywania równań stopnia pierwszego
	ROZDZIAŁ IV. O Proporcyi Arytmetyczney i Jeometryczney
	ROZDZIAŁ V. O podnoszeniu liczb do kwadratu i wyciąganiu pierwiastku kwadratowego
	ROZDZIAŁ VI. O równaniach stopnia drugiego
	ROZDZIAŁ VII. O postępach Arytmetycznych i Jeometrycznych
	ROZDZIAŁ VIII. O Logarytmach
	Rejestr głównieyszych wiadomości
	ROZDZIAŁ IX. Zawierający obszernieyszy wykład niektórych wiadomości dotąd wyłozónych
	ROZDZIAŁ X. Obszernieyszy wykład teoryi równań stopnia pierwszego i drugiego
	REIESTR głównieyszych wiadomości



