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Ksigzka niniejsza jest przektadem dzieta: A course of pure
mathematics by G. H. Hardy. Pozwolitem sobie zmieni¢ tytut
ksigzki, zupeinie zrozumialy dla studenta angielskiego, ale nic nie
moéwiagcy czytelnikowi polskiemu. Przektad byt juz czesciowo wy-
drukowany, gdy ukazato sie nowe, znacznie zmienione i rozsze-
rzone wydanie oryginatu. Chcac uwzgledni¢ wszystkie poprawki,
jakie Autor do nowego wydania wprowadzit, musiatem przedruko-
waé kilka pierwszych arkuszy przektadu, co spowodowato podwdj-
ng paginacje w arkuszu 2-im.
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Z przedmowy autora do | wydania.

Ksigzka niniejsza jest przeznaczona dla stuchaczéw 1| ro-
ku... Mam nadzieje, ze moze sie ona przydac¢ innym czytelni-
kom, ale pisatem jg dla studentéw matematyki... Z rozdziatu
IV staratem sie uczyni¢ jeden z gtéwnych dziatéw ksigzki. Po-
jecie granicy przedstawia trudnosci nawet dla zdolnych stu-
dentéw. W ciggu ostatnich o$miu czy dziewieciu lat bralem
udziat w przygotowaniu wielu z posréd najzdolniejszych kan-
dydatéw, jacy stawali do egzamindéw: ,Mathematical Tripos”;
rzadko spotykatem $réd nich takich, ktorzy byli w stanie z ta-
ka samag pewnoscig rozwigzywacé¢ dos¢ proste zagadnienia, do-
tyczace granic, ciagtosci i t. p.,, z jakg przystepowali do za-
gadnien o wiele trudniejszych, ale majacych inny charakter...
Nie moge uwierzyé, zeby temu winna byta wylgcznie natura
samego zagadnienia. Niewatpliwie pojecia granicy i t. p. zawie-
raja pewne trudnosci, ale trudnosci te nie sg wieksze od tych,
ktére miody matematyk przezwycieza w kazdym innym dziale
swej nauki. Winien tu nie przedmiot, lecz ksigzka i nauczy-
ciel. Jezeli nauczyidel chce w tym dziale wpoi¢ uczniowi po-
prawne pojecia, nie moze on poprzesta¢ na Scistym wyktadzie:
nie wystarcza powiedzie¢ prawde, trzeba wytozy¢ ja szcze-
gotowo i dobitnie... Kierujgc sie temi wzgledami, poswiecitem
wiele miejsca najbardziej elementarnym pojeciom, zwigzanym
z granicg; bytem rozmyslnie drobiazgowy tam, gdzie chodzito
0 rzeczy zasadnicze; ilustrowatem je mnéstwem przyktadéw
i napisalem piecdziesigt stronic, nie posuwajac sie poza szereg
gieometryczny...

Rozdzialy IX i X poswiecitem teorji funkcji logarytmicz-
nej i wyktadniczej, przyczyni punktem wyjscia byto dla mnie
okreslenie logarytmu jako catki. Witasciwie do napisania tej



VI

ksigzki sktonita mnie pierwotnie che¢ podania elementarnego
wyktadu tej wihasnie teorji; wybierajac materjat do poprzed-
nich rozdziatéw, uwzgledniatem gtdéwnie to, co mi byto po-
trzebne do dwuch ostatnich rozdziatéw.

Uwazam te ksigzke za zupeinie elementarng. Czytelnik
znajdzie tu pewng ilos¢ trudnych zadan (przewaznie w korcu
kazdego rozdziatu): dodatem do nich wskazéwki, dotyczagce me-
tody rozwigzania. Natomiast staratem sige, o ile moznosci, uni-
ka¢ trudnych pojeé¢: nie postuguje sie np. pojeciem zbieznosci
jednostajnej, nie wprowadzam szeregéw podwoéjnych, iloczy-
néw nieskonczonych, nie dowodze ogdélnych twierdzen o od-
wracalnosci dziatan granicznych... W dwuch ostatnich rozdzia-
tach wypadto mi w kilku miejscach catkowa¢ szereg potego-
wy, poprzestatem jednak na najprostszych przykiadach i w kaz-
dym poszczegldlnym przypadku przeprowadzitem szczegotowe
badanie...

Przyktady do rozwigzania, podawane w $rodku rozdzia-
tu, skitadaja sie albo z bezposrednich zastosowan poprzednio
dowiedzionych twierdzen, albo z zagadnien teoretycznych, kté6-
rych nie moglem wigczyé do wiasciwego tekstu. Sréd nich sg
wazne twierdzenia, do ktérych odwotuje sie w dalszych roz-
dziatach...

Wszedzie kiladiem nacisk na te strony przedmiotu, ktdére
nie sg, moim zdaniem, dostatecznie uwydatnione w innych
podrecznikach, natomiast bardziej pobieznie traktowatlem za-
gadnienia, ktére gdzieindziej sa nalezycie uwzglednione. Kie-
rowatem sie mysla, ze ksigzka niniejsza prawdopodobnie po-
stugiwac sie beda obok innych podrecznikéw...

Idac za przyktadem p.p. Leathema i Bromwicha, pisze
wszedzie

lim, lim, Ilim

zamiast powszechnie uzywanych symboléw lim, lim, lim. Ta
X=00 n=oo0 X=a

zmiana wydaje mi sie bardzo wazna, szczegélnie tam, gdzie
chodzi o ,dazenie do nieskonnczonosci”. Sadze, ze symbole
-N= 00, x= oo\ jakkolwiek dogodne na wyzszym poziomie,
w wykladzie poczatkowym mogg prowadzi¢ tylko do gmatwa-
nia zasadniczych poje¢ Analizy...
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ROZDZIAL 1
O ZMIENNYCH RZECZYWISTYCH.

1 Liczby wymierne. Utamek r=pjg, w ktérym p i g
sg liczbami catkowitemi, dodatniemi lub ujemnemi, nazywamy
liczbg wymierng. Mozemy zalozyé, (1) ze p i g nie ma-
ja spllnycli czynnikéw, gdyz w przeciwnym razie moglibysmy
skroci¢ utamek pjq; (2) ze q jest liczbg dodatnia, gdyz

Do okreslonych w ten sposéb liczb wymiernych mozemy
dotaczyc¢ ,liczbe wymierng 07, ktdérg otrzymujemy, ktadac w na-
szym utamku p= 0.

Przypuszczamy, ze czytelnik zna arytmetyke liczb wy-
miernych.

la. Przedstawianie liczb wymiernych za pomoca punk-
tow na prostej. llustracje gieometryczne bywaja bardzo po-
zyteczne w wielu zagadnieniach analizy matematycznej. Postu-
gujac sie w ten sposdb obrazami gieoinetrycznemi, nie zakia-
damy zadnej zaleznos$ci analizy od gieometrji: obrazy gieome-
tryczne stuzag nam tjdko do pojasnienia wykiadu, dowodu za$
wcale na nich nie opieramy. Wobec tego nie mamy potrzeby
zajmowac sie teraz analiza logiczng poje¢ gieometrji elemen-
tarnej: mozemy przypusci¢, ze czytelnik wie, co oznaczajg po-
jecia linj i prostej, odcinka prostej i dtugosci od-
cinka.

Na prostej nieograniczonej L obieramy dowolny odcinek
AO0A!. Punkt A0 nazywamy punktem poczgtkowym lub
zerowym (punktem 0), Al zaS nazywamy punktem 1

Wyktad czystej matem. 1



Na prostej L wyznaczamy dalej ciagl punktéw
..... 1-m—15 d —m, >-d—i»-do> . -In
w taki sposéb, zeby byto
— »l—m—1-d—m— s — A — -

przyczyni wszystkie odcinki odmierzamy na prostej L od stro-
ny lewej ku prawej.

Rys. 1

Wobec tego musi zachodzi¢ réwnosé

jezeli n jest liczbg catkowita dodatnia.

Umoéwimy sie, ze kazdg dtugos$¢ bedziemy uwazali za
wielkosé¢, ktérej mozna przypisaé¢ znak, a miano-
wicie znak dodatni, jezeli dtugos$¢ zostata zmierzona w jednym

zwrocie prostej L (np. w zwrocie od 1i do C), znak za$ ujem-
ny— jezeli zostata ona zmierzona w zwrocie przeciwnym (np.
od ¢ do B). Wskutek tej umowy musi by¢é BG= —CB. Przy-

pusémy, iz zwrot od lewej strony ku prawej uwazac¢ bedziemy
za dodatni.
W takim razie

Widzimy tedy, ze na mocy przyjetej przez nas umowy
mozemy uwaza¢ roéwnanie (1) za stuszne niezaleznie od tego,
czy liczba catkowita n jest dodatnia czy ujemna.

Chcac uniknaé¢ wyjatkéw, umawiamy sie dalej, iz réwna-
nie (1) bedzie miato sens nawet woéwczas, gdy n= 0. A miano-
wicie zatozymy, ze

AOAO
AdAi

0.

Innemi stowy, umawiamy sie, ze np. BB, ktory, wiasciwie
moéwiac, nie jest wcale odcinkiem, bedziemy uwazali za odci-
nek o diugosci zero.



Wezmy teraz pod uwage dowolny utamek dodatni nie-
skracalny, np. p/q, gdzie p i q sg to liczby catkowite, wzgle-
dem siebie pierwsze, i przypusémy, iz p<q. Podzielmy odci-
nek AOAx na g réownych cze$ci, punkty za$ podzialu oznaczmy
przez

Mamy tedy na prostej L punkty, odpowiadajgce wszyst-
kim utamkom wtasciwym p/q.

Kazdy utamek niewtasciwy dodatni mozemy przedstawic
w postaci n-\-{p/q), gdzie n jest liczbg catkowitg dodatnig,
a pjg utamkiem wtasciwym. Jesli obierzemy punkt An+(p/g) tak,
by byto AnAn+(p/g)= A0 Ap/g, wdwczas musi byc¢

Jesli wiec w powyzszy sposéb wyznaczymy punkty An+(p/q),
odpowiadajagce wszelkim mozliwym wartosciom dodatnim cat-
kowitym na n, p i g wowczas kazdej liczbie dodatniej f (cat-
kowitej lub utamkowej) odpowiada¢ bedzie punkt Af taki, iz

Wreszcie, jezeli —f jest dowolnym utamkiem ujemnym
(whasciwym lub niewtasciwym), obieramy taki punkt A-~f, by
byto A -fA0= AO0Af, czyli

Z powyzszego widzimy, ze dla kazdej liczby cat-
kowitej lub utamkowej r, czy to dodatniej czy
ujemnej, mozemy wyznaczy¢ odpowiadajagcy jej
odcinek Ar, tj. taki odcinek, zeby zachodzita rownos¢
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Jezeli odcinek J0Jj obierzemy jako jednostke diugosci, tak
iz 40Al= 1, woéwczas poprzednie réwnanie przybierze postaé¢

AODATS I i 5)

Okreslenie. Punktami wymiernemi prostej nazywamy wszyst-
kie punkty Ar prostej L} ktore odpowiadajg liczcbom wymiernym na

mocy poprzednio wytozonej konstrukcji.

Przyktady I. 1 Jezeli r, s sg liczbhami wymiernemi, woéwczas
r+8, r—8 rs i r/s sa réwniez liczbami wymiernemi. Wyjgtek stanowi
tylko przypadek, gdy w symbolu r/s mamy s—0: w tym przypadku sym-
'bol r/s nie ma zadnego sensu.

2. Jezeli P i Q sa punktami wymiernemi i jezeli odcinek PQ po-
dzielilismy na dowolng ilo$¢ réwnych czesci, wéwczas kazdy punkt po-
dziatu jest punktem wymiernym.

3. Jezeli X w, n sg liczbhami wymiernemi dodatniemi, wowczas
X(*—u2), 2hnn, \(m2+ir) sg rowniez liczbami wymiernemi dodatniemi.
Oprze¢ na tym twierdzeniu wyznaczenie dowolnej ilosci tréjkatow pro-
stokatnych, w ktérych dtugosci wszystkich bokéw wyrazatyby sie zapo-
mocg liczb wymiernych.

4. Kazdy utamek dziesietny skonczony jest liczbg wymierng, kto-
rej mianownik nie zawiera innych czynnikéw précz 2 i 5 | odwrotnie:
kazda tego rodzaju liczba wymierna da sie wyrazi¢ w postaci utamka
dziesietnego skonczonego.

|Ogdlng teorje utamkéw dziesietnych rozwaza¢ bedziemy w roz-
dziale 1V].

5. Liczby wymierne dodatnie mozemy ustawi¢ w nastepujacy ciag:

n 2 1« A 2 t - 4 2
Li I» J» Ti TI TI TI Ti

Dowies¢, ze utamek plq zajmuje w tym ciggu miejsce
lt(p+e-I) (i>+g-2)+g]-te.

W powyzszym ciggu kazda liczba wymierna powtarza sie nieogra-
niczong ilo$¢ razy. Np. liczba 1 wystepuje jako i, 2, I, .. MoglibySmy
usuna¢ z, ciggu wszystkie liczby, ktére juz poprzednio w tym ciggu wy-
stepowaly w prostszej postaci: np. pozostawilibysmy liczbe . wyrzucili-
bySmy natomiast liczby f, J... Ale w takim razie wyznaczenie miejsca,
ktére w tym ciggu zajmuje liczba p/qg, bytoby trudniejsze.

2. Liczby niewymierne. Jeéli czytelnik zechce wyzna-
czy¢ na prostej wszystkie punkty, odpowiadajace liczbom wy-
miernym o mianownikach 1, 2, 3..., przekona sie z tatwoscia,
iz prosta moze pokry¢ dowolnie gesto punktami wymiernemi.
Spostrzezenie to mozemy wyrazi¢ $ciSlej w postaci twier-
dzenia majgc dany na prostej L dowolny odcinek BC, mozemy
na tym odcinku wyznaczy¢ dowolna ilos¢ punktéw loymiernych.



Jakoz przypusémy np., iz BC zawiera sie w odcinku A {A.,.
Jak wiadomo, mozemy znalez¢ taka liczbe, catkowita dodatniag
k, by zachodzita nieréwnosc¢

K.BC > AXA 2  rercceeeeeeeeeine e (H*j

Jesdli wiec podzielimy A tA2 na k réwnych czesci, przynaj-
mniej .jeden z punktéw podziatlu (powiedzmy punkt P) musi
upas¢ wewnatrz odcinka B(\ czyli musi naleze¢ do BC, nie
zlewajac sie ani z punktem B, ani z c. Gdyby bowiem tak
nie b}Jo, wowczas caly odcinek BC musiatby zawiera¢ sie
w jednej z owych k czesci, na ktére podzieliliSmy AiA2, co
przeczy nieréwnosci (1). Tak wiec przynajmniej jeden punkt
wymierny P lezy pomiedzy B i (  Ale w taki sam sposéb
mozemy wyznaczy¢ punkt wymierny Q, lezacy miedzy B i P,
dalej punkt wymierny i?, lezgcy miedzy B i Q, i t. d., nieo-
graniczenie, czyli mozemy wyznaczy¢ na BC dowolng ilos¢
punktéw wymiernych. Mozemy wystowié¢ to inaczej, moéwigc,
ze B (' zawiera nieskoncze nie wiele punktow wymier-
nych*¥*).

Opierajac sie na tych rozwazaniach, czytelnik mogiby
z tatwoscig dojs¢ do wniosku, ze kazdy punkt na prostej
jest wymierny. Niewatpliwie, gdybysSmy wyobrazili sobie pro-
sta, jako ztozong wytgcznie z punktow wymiernych, t. j. gdy-
bysmy w mysli usuneli z prostej wszystkie inne punkty (o ile
takowe istnieja), wowczas otrzymalibysmy figure, posiadajaca
wiele takich wilasnosci, jakie zdrowy rozsgadek przypisuje prostej.

A jednak przy blizszym badaniu okazuje sie, ze taki punkt
widzenia nie da sie utrzymaé¢, gdyz uwiktatby nas w wiele
trudnosci.

Spéjrzmy na te sprawe ze stanowiska zdrowego rozsadku
i wezmy pod uwage wiasnosci, ktére prosta powinna posiadac,
jezeli ma odpowiadac pojeciu, jakie wytworzyliSmy sobie o niegj
w gieometrji elementarnej.

*) Jest to réownowazne zatozeniu t. zw. postulatu Archimedesa.

**) Znaczenie zwrotu ,nieskonczenie wiele* objasnimy szcze-
gétowo w rozdziale IV. Na razie wystarczy zaznaczy¢, ze zdanie: ,BC
zawiera nieskonczenie wiele punktéw wymiernych* oznacza poprostu: ,na
odcinku BC mozemy znalez¢ dowolng ilo$¢ punktéw wymiernych*.
Zadnego innego znaczenia nie nalezy przywigzywaé do tego zdania.



Z tego punktu widzenia prosta musi sktada¢ sie z punk-
tow, a kazdy odcinek — ze wszystkich punktoéw, lezacych mie-
dzy jego koncami. Z kazdym odcinkiem musi by¢ zwigzana
pewna dtugosé¢, ktéra innsi by¢ wielkoscia, dajaca sie zmi e-
rzy¢, wyrazi¢ liczbowo za pomocag dowolnej jednostki
dtugosci. Te diugosci powinny by¢ tego rodzaju, by mozna je
byto taczy¢ z sobg za pomocg dodawania i mnozenia, i to zgod-
nie z zwyktemi regutami algiebry. Nastepnie, powinno by¢
rzeczag mozliwa zbudowanie odcinka, réwnego sumie lub iloczy-
nowi jakichkolwiek dwu danych odcinkéw. Jezeli diugos$¢ od-
cinka PQ roéwna sie a, dtugos¢ zas odcinka QR, lezgcego na
tej samej prostej, rowna sie b, wowczas dlugos¢ odcinka PR
powinna réwna¢ sie a-\-h. Dalej, jezeli diugosci odcinkéw oP,
0Q, lezacych na jednej prostej, réownajg sie odpowiednio ! i a,
dtugo$¢ za$ odcinka OR, lezacego na innej prostej, réwna sie
b, i jezeli za pomocg znanej konstrukcji zbudujemy odcinek 0s,
czwarty proporcjonalny do op, 0Q, OoP, woéwczas jego dtu-
gos¢ powinna roéwnac sie ab, t.j. algiebraicznej czwartej pro-
porcjonalnej do 1, a, b. Rzecz oczywista, ze okreslone w ten
spos6b sumy i iloczyny odcinkéw winny podlega¢ zwykiym
prawom algiebraicznym (prawu przemiennosci, tacznosci itd.j,
czyli prawom, ktére wyrazamy symbolicznie, piszac

a-~-b= b-{-a; a \-(bA-c)= {a \-b)-}c; ab—ba i t. d.

Diugosci odcinkéw powinny roéwniez podlega¢ pewnym
prawom, dotyczgcym nieréwnosci. Jezeli np. A, li, C s3
trzema punktami, lezgcemi na prostej L w wymienionym po-
rzadku od lewej ku prawej stronie, wowczas powinno by¢
Ali<AC itd. Wreszcie, jakikolwiek odcinek bytby dany czy
to na prostej L, czy na innej jakiej prostej, trzeba, zebysmy
mogli wyznaczy¢ na L taki punkt P, izby AoP réwnat sie od-
cinkowi danemu.

Ot6z réznemi elementarnemi sposobami mozemy zbudo-
waé odcinek o takiej diugosci x, zeby byto ar—2. Mozemy np.
zbudowac¢ tréjkat prostokatny réwnoramienny A li(< taki, zeby
byto Ali—AcCc—1; jezeli BC —x, woéwczas .r2= 2. Albo tez mo-
zemy wyznaczy¢ diugos¢ x za pomocg znanej konstrukcji, ja-
ko $rednia proporcjonalng dtugosci 1 i 2.



Tak wiec na prostej L musi istnie¢ punkt P taki, iz
AQP =x, przyczym a2—2.

tatwo jednak przekona¢ sig, iz niema liczby wy-
miernej, ktérej kwadrat réow natby sie 2b Mozna
nawet posung¢ sie o krok dalej i powiedzie¢: jezeli mjn jest
utamkiem dodatnim nieskracalnym, liczby zas m i n nie sg obie

Rys. 2

kwadratami zupeilnemi, woéwczas niema liczby wymiernej, kto-
rej kwadrat réwnatby sie mjn.
Istotnie, przypusémy, jesli to mozliwe, iz

p- m
tf n:
przyczym p jest liczbg pierwszg wzgledem g, zas§ m - liczbg
pierwsza wzgledem n.
Woéwczas musi byc
7ip2— mq2.

Liczba np2 musi by¢ podzielng przez kazdy dzielnik licz-
by q2 ze za$ p i q sg wzgledem siebie pierwsze, zatym n mu-
si by¢ podzielne przez kazdy dzielnik liczby gq2. W takim ra-
zie musi by¢ n = Xqg2, gdzie X jest liczbg catkowita. Ale woéw-
czas musi by¢ réwniez m—Xxp2, ze za$ m i n sg wzgledem sie-
bie pierwsze, zatym X= 1, czyli musi by¢ m =p2, n—qg2, c.b.d.d.

Tak wiec musimy zatozy¢ istnienie liczby x i odpowia-
dajacego jej punktu P, ktory nie nalezy do zbudowanych po-
przednio punktéw wymiernych, a przytym jest taki, iz AoP —x
oraz x2—2. Ten ostatni warunek mozemy napisa¢ w postaci
x=yl2. Jezeli Q jest takim punktem, ze ~A0= .40P, wéwczas
A0Q — — VI 2.



Mozemy poda¢ inny dowdd na to, ze kwadrat liczby wymiernej nie
moze réwnac sie 2
Przypusémy, jesli to mozliwe, iz p/q jest utamkiem dodatnim nie-
skracalnym i ze (p/q)7=2, czyli ze p2=2g2 W takim razie musi byc¢
stuszne réwnanie (2q-p)2=2( p—q)2 czyli utamek (2g-p)/(p-q) musi po-
siada¢ takg sama wihasnos¢, jak utamek p/g Ale rzecz jasna, ze gq<p<2q,
skad p—g<g. W ten sposéb mamy dwa utamki, ktére powinny by¢ so-
bie réwne, mianowicie powinno by¢
P_ 2<i-p
q pP-q
a zarazem widzimy, iz mianownik drugiego utamka jest mniejszy od mia-

nownika pierwszego. Przeczy to naszemu zatozeniu, ze p/q jest utam-
kiem nieskracalnym.

Przyktady Il. 1 Dowie$¢, nie opierajac sie na podanym w teks-
cie twierdzeniu og6lnym, iz \J2 nie moze byc¢ liczbg wymierng

2. Dowiesé, iz N2 nie moze byé liczba wymierna.

3. Dowies¢ ogélnie, iz t/p/q nie moze by¢ liczbg wymierna, jezeli
p/q jest utamkiem nieskracalnym i jezeli p i q nie sg szeScianami zupet-
nemi.

4. Pierwiastek kwadratowy z liczby catkowitej musi by¢ albo licz-
ba catkowitg, albo liczbg niewymierng (t. j. nie moze by¢ utamkiem
wymierny m).

[Przypusc¢my, jesli to mozliwe, ze Vn—P gdzie p, q sag to liczby

a
catkowite, wzgledem siebie pierwsze. W takim razie ngt—pt zatym n
musi byé podzielne przez p2 gdyz p i q nie majg spolnych czynnikéw,
Innemi stowy, musi by¢ n=Xp-, gdzie Xjest liczbg catkowita, czyli \q*=1,
skad wynika, ze X—1, g—1, n—p2 a wiec \JIn—p]-
5. Gauss dowiodt og6lniejszego twierdzenia:
réwnanie algiebraiczne o spétczynnikach catkowitych

xn+p IXu=1-\-p-xri+ ...+pn=0

nie moze mie¢ pierwiastkéw wymiernych, ktére nie bytyby liczbami catkowitemi.

[Jakoz przypusémy, ze nasze réwnanie posiada pierwiastek ajb,
gdzie a, b sa liczbami catkowitemi, nie majacemi spélnych czynnikéw,
b za$ jest nadto liczbg dodatnia. Podstawiajac do réwnania a/b zamiast
X I mnozac przez bn * mamy

____abﬂzpian I+p2an X+ ...+p,0w %

Otrzymalismy tedy utamek nieskracalny réwny liczbie catkowitej, co jest
niedorzecznoscia. Wobec tego musi by¢ 6=1, pierwiastkiem za$ réwna-
nia musi by¢ a. Rzecz oczywista, iz pn jest podzielne przez aJ.

6. Dowies¢, ze jezeli p,=1 i jezeli ani l+pi+Pi+p3+--. ani tez
1—Pi +PZp3+ — nie réwnajg sie zeru, wowczas réwnanie nie moze miec
pierwiastka wymiernego.



7. Wyznaczy¢ pierwiastki wymierne (o ile takowe isiniejg) row-

nania
asA— 4a?3— 8x 2+ 13x 4- 10—0.

| Pierwiastki te moga by¢ li tylko liczbami catkowitemi, a miano-
wicie moga sie rowna¢ tylko +1, +2, +5, +10. Pozostaje sprawdzic,
czy liczby te sa istotnie pierwiastkami danego réwnania. Rzecz jasna,
ze w ten sposéb mozemy wyznaczy¢ pierwiastki wymierne kazdego row-
nania tego ksztattu.]

2a. Liczby niewymierne (ciag dalszy). Przedstawienie
gieometryczne liczb wymiernych nasuneto nam mysl, ze nale-
zatoby rozszerzy¢ nasze pojecie ,liczby” przez wprowadzenie
nowego rodzaju liczb.

Do tego samego wniosku mozna dojs¢ na innej drodze,
nie odwotujac sie do obrazéw gieometrycznych. Do najwazniej-
szych zagadnien algiebry nalezy rozwigzywanie réwnan. Ot6z
wezmy dwa réwnania:

x2—I1, x2=2.

Pierwsze posiada dwa pierwiastki wymierne, mianowicie
«31i —1 Jesli jednak pojecie ,liczby” ma by¢ ograniczone
do liczb wymiernych, musimy powiedzie¢, ze drugie réwnanie
nie posiada wcale pierwiastkéw. To samo wypadtoby, oczy-
wiécie, powiedzie¢ o réwnaniach s#= 2, x*—7 itp. Tak wiec
rozszerzenie pojecia ,liczby bytoby wielce pozadane; pozosta-
je zbadaé, czy da sie ono osiagnac.

Powrdéémy do réwnania 12=2. WidzieliSmy, ze niema
liczby wymiernej x, ktéraby czynita zado$¢ temu réwnaniu.
Kwadrat kazdej liczby wymiernej jest albo wiekszy, albo mniej-
szy od 2. Mozemy tedy podzieli¢ wszystkie liczby wymierne
na dwie klasy: na liczby, ktérych kwadraty sa mniejsze od 2,
i na takie, ktérych kwadraty sg od 2 wieksze. Nazwijmy
pierwszga z nich klasg T, albo klasa nizszg, drugg zas$ klasg U,
albo klasa wyzsza. Rzecz jasna, ze kazda liczba klasy U jest
wieksza od kazdej liczby klasy T. Proécz tego, mozemy zna-
lez¢ w klasie T taka liczbe, ktérej kwadrat, jakkolwiek mniej-
szy od 2, rozni sie jednak dowolnie mato od 2. Jesli np. za-
stosujemy znany sposéb wyciggania pierwiastka kwadratowego,
otrzymamy ciag liczb wymiernych

1, P4, 141, 1-414, 1-4142,..



ktérych kwadraty
1, 196, 1-9881, 1-999396, 1*99996164,...

sg wszystkie mniejsze od 2, lecz coraz mniej réznig sie od 2.
Obliczajac dostateczng ilo$s¢ znakéw dziesietnych, mozemy zbli-
zy¢ sie do liczby 2 tak, jak sie nam podoba. Tak sarno w kla-
sie U mozemy znalez¢ liczby, ktérych kwadraty, jakkolwiek
wieksze od 2, réznig sie jednak dowolnie mato od 2. W tym
celu wystarczy w pierwszym ciggu zwiekszy¢ o 1 ostatnig cy-
fre kazdej liczby; otrzymamy ciag liczb

2, 15, 142, 1-415, 1-4143,...
ktérych kwadraty
4, 2-25, 2-0164, 2*002225, 2-00024449,...

sa wszystkie wieksze od 2, lecz moga dowolnie mato réznié
sie od 2.

Powyzsze rozumowanie moze wydawaé sie przekonywujacym, nie
ma jednak cechy Scistego dowodu, jakiego wymaga matematyka nowo-
zytna.

Dowdd tego twierdzenia opiera sie na fakcie, ze kazda liczbha wy-
mierna nalezy badZz do jednej klasy, badZz do drugiej. Niech bedzie a do-
wolna liczba klasy T, oraz b dowolna liczba klasy u. Zatézmy, ze n jest
liczbg catkowitg dodatnia, i wezmy pod uwage zbiér liczb

Kazda z tych liczb jest wymierna i kazda nalezy albo do T, albo

b—
do u. Niech bedzie ad--l:(--;]--?-)ostatnia liczba tego zbioru, nalezaca do T\

w takim razie liczba musi naleze¢ do klasy u. W ten

spos6b znalezliSmy dwie liczby: jedna, nalezaca do klasy T, druga, nale-
zgcg do klasy 17 przytym takie, ze ich roéznica réwna sie P—%—a. Dajac
na liczbe n dostatecznie wielkie wartosci, mozemy len ulamek uczynic
tak matym, jak sie nam podoba.

tatwo teraz dowie$¢, ze w klasie T mozna znalezé taka liczbe x,
a w klasie u takg liczbe y, ze zaréwno o2 jak y2 dowolnie mato réznig
sie od 2. Przypus¢my np., iz chcemy, aby te dwa kwadraty roznity sie
od 2 mniej, niz o e (Liczba e jest dowolna: moze to byé 01, albo 0001,
albo 0000001 i t d.). Na mocy poprzedniego twierdzenia, mozemy do-
bra¢ liczby x iy tak, by zachodzita nieréwnosc



1

y -X < -.

Poniewaz x2<2, zatym musi by¢ x <2; mozemy tez zatozy¢, ze
y -z*2, gdyby bowiem y byto wieksze od 2, moglibysmy zastapic¢ je przez 2.
W takim razie
yi-x1-(y-x) (y+x)<My-x)<s,
poniewaz zas$ y*>2, a &<2, zatym tym bard ziej muszg by¢ mniejsze
od e obie liczby 2—a2 i y1—2.

Wynika stad, ze w klasie T niema liczby naj-
wiekszej, w klasie za$ U niema najmniejs zej
liczby. |Istotnie, jezeli jakakolwiek liczba x nalezy do kla-

sy 7, musi byé x2<2. Niech bedzie x2--2 —s. Mozemy zna-
lez¢ w klasie T takg liczbe xx ze x réozni sie od 2 mniej
niz o e ze zatym x]12> x2 czyli xx>x. Tak wiec w klasie T
istniejg liczby wieksze od x, ze za$ x jest dowolnag liczbg
tej klasy, zatym w klasie T nie istnieje najwieksza liczba.
\V taki sam spos6b dowodzimy, ze w klasie U nie istnieje naj-
mniejsza liczba.

2b. Liczby niewymierne (ciag dalszy). PodzieliliSmy
wszystkie liczby wymierne na dwie klasy T, T} ktdére posia-
daja nastepujgce witasnosci: (1) kazda liczba klasy U jest wiek-
sza od kazdej liczby klas}r T; (2) mozemy znalezé dwie liczby
dowolnie mato roéznigce sie od siebie, a przytym takie, ze jed-

na z nich nalezy do klasy T, druga do fJ; (3) w klasie T nie
istnieje najwieksza liczba, w klasie za$ u nie istnieje naj-
mniejsza.

Zaroéwno intuicyjne pojecie linji prostej, jak potrzeby
elementarnej gieometrji i algiebry wymagaja, bySmy zato-

zyli, ze istnieje liczba x wigksza od wszystkich liczb klasy T



i mniejsza od wszystkich liczb klasy U I, Zze na prostej L istnieje
punkt P, odpowiadajacy tej liczbie x i oddzielajacy te punkty pro-
stej L, ktéore odpowiadaja liczbom klasy T, od punktéw, odpowiada-
jacych na tej prostej liczbom klasy U.

Przypusémy na chwile, ze taka liczba x istnieje i ze mo-
zemy wykonywac¢ na niej dziatania wedilug zwyktych praw
arytmetycznych, czyli ze np. wyrazenie x- ma znaczenie w zu-
petnosci okreslone. Jezeli postawimy taka hipoteze, tatwo
mozna bedzie dowie$é¢, ze a2 nie moze by¢ ani wieksze, ani
mniejsze od 2. Istotnie, niech bedzie np. x- < 2. Z poprzednie-
go rozumowania wynika, ze mozemy znalez¢ taka liczbe G ze
Q zawiera sie miedzy x2 a 2. Innemi stowami: mozemy zna-
lez¢ w klasie T liczbe wieksza od x, co przeczy naszemu za-
tozeniu, ze x oddziela liczby klasy T od liczb klasy u. Tak
wiec x2 nie moze by¢ mniejsze od 2. W taki sam spos6b do-
wodzimy, ze x? nie moze by¢ wieksze od 2. Dochodzimy do
wniosku, ze wobec przyjetej przez nas hipotezy musi by¢
x2= 2, co mozemy wyrazi¢ tez symbolem x=\/2. Rzecz jasna,
ze y 2 nie jest liczba wymierng, gdyz dowiedliSmy, ze niema
liczby wymiernej, ktorej kwadrat rownatby sie 2. Mamy tu
najprostszy przykiad t. zw. liczby niewymierne].

Poprzednie rozumowania dadzg sie zastosowaé¢ niemal do-
stownie do innych jeszcze réwnan, np. do rownania x2— X,
gdzie WV jest liczbg catkowitg, lecz nie jest kwadratem zupet-
nym, albo do réwnan

x3—2, r3=7 xd4= 23,

albo tez, jak poézniej przekonamy sie, do réwnania .rb= 3a?-i-8.
To nas skilania do uwierzenia, ze na prostej L istniejg takie
punkty P, ze x= AOP czyni zados¢ tego rodzaju réwnaniom,
i to nawet wowczas, gd}® odpowiednich odcinkéw nie mozna
zbudowac¢ sSrodkami gieometrji elementarnej.

Czytelnik niewatpliwie pamieta, ze w algiebrze elementarnej ozna-
czamy symbolem ?/q pierwiastek réwnania an=q i ze symbolom

nplg oraz n~Vvq

nadajemy znaczenie za pomocg réwnan

nplg=tynp oraz nplqen~plo=1.
Na mocy tych definicji, ,prawa wykladnikéw* w rodzaju
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wWxyp=nt", liy-=n"
rozszerzam}' na przypadek, gdy r i s sg dowolnemi liczbami wymier-
nemi.

Teraz otwierajg sie przed nami dwie dalsze drogi. Moze-
my poprostu zatozyé, ze istniejg liczby niewymieftie” w ro-
dzaju ¢2, \/3... i ze wolno postepowac¢ z niemi wedlug ogél-
nych praw algiebry. Ale takie naiwne stanowisko nie
odpowiada wymaganiom matematyki spoétczesnej, wobec czego
musimy obra¢ druga droge, mianowicie podda¢ dokitadniejsze-
mu badaniu samo pojecie liczby wymiernej i na podstawie te-
go badania uogé6lni¢ pojecie ,liczby. Uczynimy to w nastep-
nych paragrafach i radzimy czytelnikowi, aby uwaznie teorje
te przestudjowat.

Przykiady Ill. 1 Dowies$¢, ze jezeli m/n jest przyblizona warto-
Scig pierwiastka V2, wowczas (w+2»)/(»»+») jeszcze mniej rozni sie od
vi2, i ze jezeli m/n>y/2, wowczas (Mm+2n)/(m+ u)< V2 Oprze¢ na tym
twierdzeniu spos6b wyznaczania przyblizonych wartosci dowolnego pier-
wiastka kwadratowego.

2 Jezeli liczby x iy sa przyblizonemi wartoSciami pierwiastka
v/2, jedna z nadmiarem, druga z niedomiarem, i jezeli 2—H2<s oraz
y2—2 <, wowczas y—x<t.

3 Réwnaniu czyni zado$¢ wartos¢ x—2. Zbadaé, czy rozu-
mowanie poprzedniego paragrafu da sie zastosowa¢ do lego réwnania.

[Klasy Ty U okresSlamy jak poprzednio. Czy zawierajg one wszystkie
liczby wymierne? Czy istnieje punkt podziatu P i. jezeli istnieje, czy jest
to punkt wymierny czy niewymierny?!.

3. Liczby niewymierne (ciag dalszy). W § 2-im mielismy
do czynienia z pewnym podziatem liczb wymiernych dodatnich
x na dwie klasy, mianowicie na liczby, ktérych kwadraty sa
mniejsze od 2, i na takie, ktérych kwadraty sa od 2 wieksze.
Taki podziat wszystkich liczb wymiernych na dwie klasy na-
zwijmy przekrojem w dziedzinie tych liczb. Rzecz jasna, ze
moglibySmy utworzy¢ inne przekroje, np. oparte na nierbwno-
dciach £3<2, x3>2 albo na nieréwnosciach ,rd<7, x*>7 it d.
Sprébujmy teraz sformutowaé zupetnie ogodlnie zasady, na kto-
rych opiera sie tworzenie takich ,przekrojéow".

Niech P i Q oznaczaja dwie wiasnosci, wytgczajace sie
nawzajem, i przypusémy, ze kazda liczba wymierna dodatnia
musi posiada¢ jednag z tych wiasnosci. Przypusénty dalej, ze
kazda liczba, posiadajgca wiasnos¢ P, musi by¢é mniejsza od
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kazdej liczby, posiadajgcej wiasnos¢ Q. (Np. P mogtoby ozna-
cza¢ wilasnos$é ,x2<27”, a Q wihasno$é ,aj2>27). Liczby, majag-
ce wiasnos¢ P, moglibysmy nazwaé¢ nizsza klasa T, liczby zas,
majgce wihasnos¢ Q, nazwalibysmy wyzszg klasg u. Wogodle
biorgc, istniejg obie klasy T i TT ale w pewnych szczeg6lnych
przypadkach moze sie zdarzyé¢, ze istnieje jedna tylko klasa
i ze do niej nalezg wszystkie liczby. Taki przypadek miatby
np. miejsce, gdyby P (albo Q) oznaczato: ,jest liczba dodat-
nig”. W niniejszym badaniu poprzestaniemy na rozwazaniu
tych przypadkéw, w ktérych istniejg obie klasy, a w takim
razie, na mocy takiego samego rozumowania jak w § 2, po-
wiemy: mozna zawsze znalezé dwie liczby dowolnie mato roz-
nigce sie od siebie, przytym takie, ze jedna z nich nalezy do
klasy T, druga za$ do klasy u.

W szczegdlnym przypadku, z ktérym mieliSmy do czynie-
nia w 8§ 2, klasa T nie zawierata liczby najwiekszej, klasa zas
P nie zawierata liczby najmniejszej. Zagadnienie istnienia lub
nieistnienia w danej klasie liczby najwiekszej (wzglednie: naj-
mniejszej) posiada, jak zobaczymy, pierwszorzedng doniostosc.
Przedewszystkim zauwazmy, ze nigdy nie moze sie'zdarzy¢,
zeby klasa T posiadata najwiekszg liczbe, a jednoczes$nie
klasa U posiadata najmniejsza. Istotnie, przypusémy, ze 1 jest
najwiekszg liczbg klasy T, a r jest najmniejszg liczbg klasy u:
w takim razie liczba wymierna dodatnia lezataby mie-
dzy 1 i r, zatym nie nalezataby ani do klasy T, ani do klasy
13, co przeczy naszemu zatozeniu, ze wszystkie liczby wymier-
ne dodatnie zostaty podzielone na te dwie klasy. Wobec tego
moga zachodzi¢ tylko trzy przypadki: (1) klasa T posiada naj-
wieksza liczbe /; (2) klasa I1r posiada najmniejsza liczbe ;
(3) w klasie T niema najwiekszej liczby, a w klasie u niema
najmniejszej.

Przyktad, rozwazony w § 2, ilustruje ten trzeci przypadek. Aby
zilustrowa¢ pierwszy przypadek, mozemy zatozy¢, ze P oznacza wia-
snos$¢ ,,;r2<jl“, a Q oznacza witasnosé mamy tu 1=1. Gdybysmy
przypuscili, ze P oznacza wiasnos¢ ,a;2<1“, a Q oznacza ,x2> |*“, mie-
libySmy r--1 czyli zachodzitby przypadek drugi. Zauwazmy, ze nie otrzy-
mamy zadnego przekroju, jezeli przypuscimy, ze P oznacza ,x2<1“, a Q
oznacza ,a@2> 1", gdyz liczba 1 nie bedzie nalezata do zadnej Klasy.
(Poréwn. Przykiady 111 3).



W pierwszych dwuch przypadkach powiadamy, ze prze-
kroj odpowiada liczbie wymiernej dodatniej, a mianowicie
liczbie | w pierwszym przypadku i liczbie r w drugim. O d-
wrotnie: kazdej liczbie wymiernej dodatniej a odpowiada
pewien przekroéj, ktéry mozemy oznaczy¢ symbolem a. Istotnie,
wystarczy zatozyé¢, ze P i Q oznaczaja odpowiednio wiasnosci

X a, y >a
albo tez witasnosci Xx<a,

Przy pierwszym zatozeniu a bytoby najwiekszag liczba klasy T,
przy drugim — najmniejsza liczba klasy u.

W gruncie rzeczy kazdej liczbie wymiernej dodatniej a
odpowiadaja, jak widzimy, dwa przekroje. Aby unikng¢ niepo-
rozumien, obierzemy raz na zawsze jeden z .tych dwuch mo-
zliwych przekrojow, a mianowicie ten, przy ktorym liczba a
nalezy do klasy wyzszej. Innemi stowami: uméwimy sie raz na
zawsze, ze bedziemy rozwazali tylko takie przekroje, w kto-
rych klasa T nie posiada najwiekszej liczby.

Widzimy, ze istnieje doskonata odpowiednios¢ miedzy
liczbami wymieniem! dodatniemi z jednej strony, a wyznaczo-
nemi przez nie przekrojami z drugiej. Wobec tego mozemy
w badaniach matematycznych zastgpi¢ liczby wymierne przez
przekroje i uwazaé, ze symbole, wchodzgce w skiad wzorow
algiebraicznych, oznaczajg przekroje. Tak wiec np. a> a' ozna-
czatoby to samo, co a>a’, jezeli a, n!' sg to przekroje, odpo-
wiadajace liczbom a, a'

Jesdli jednak zastgpimy liczby wymierne przez przekroje
w dziedzinie liczb wymiernych, wéwczas bedziemy niemal zmu-
szeni do uogdlnienia naszego ukiadu liczb. W rzeczy samej,
istniejg przekroje, nie odpowiadajace zadnym liczbom
wymiernym. Zbidr przekrojéw jest obszerniejszy od zbioru
liczb wymiernych: zawiera on przekroje, odpowiadajgce tym
liczbom, a précz tego zawiera inne jeszcze przekroje. Na tym
fakcie opieramy uogélnienie pojecia liczby i wypowiadamy na-
stepujace okreslenie, ktére zresztg nalezy uwazac¢ za tymczaso-
we, gdyz w nastepnym zaraz paragrafie zmodyfikujemy je.

Przekr6j w dziedzinie liczb dodatnich wymiernych, przy kto-
rym istniejg obie klasy liczb, a nizsza klasa nie zawiera liczby
najwiekszej, nazywamy liczbg dodatnig rzeczywista.



Liczbe dodatnia rzeczywistg, nie odpowiadajaca zadnej licz-
bie dodatniej wymiernej, nazywamy niewymiernag.

3a. Liczby rzeczywiste. MowiliSmy dotad o pewnych
przekrojach w dziedzinie liczb dodatnich wymiernych, ktoére
nazwalismy tymczasowo ,liczbami rzeczywistemi dodatniemi”.
Zanim podamy ostateczne okres$lenie liczb rzeczywistych, mu-
simy nieco zmieni¢ nasz punkt widzenia. Mianowicie musimy
wzigé pod uwage przekroje czyli podziaty na dwie klasy, utwo-
rzone nie tylko z liczb dodatnich wymiernych, lecz ze wszyst-
kich wogdle liczb wymiernych, wiaczajgc w to i zero. O tych
nowych przekrojach mozemy powtérzy¢ wszystko, co mowilismy
w dwucli poprzednich paragrafach, opuszczajac tylko wyraz:
dodatni.

Okreslenia. Liczbg rzeczywistg (albo krotko: liczbg) na-
zywamy lcazdy przekrdj liczb wymiernych, w ktérym istniejg obie
klasy i w ktérym klasa nizsza nie posiada liczby najwiekszej.

Liczba niewymierna nazywamy kazda liczbe rzeczywista
(t. j. kazdy przekréj w dziedzinie liczb wymiernych), ktéra nie od-
powiada zadnej liczbie wymiernej.

Jezeli jakiemus$ przekrojowi (czyli jakiejs liczbie rzeczy-
wistej) odpowiada liczba wymierna, bedziemy ten przekréj na-
zywali ,liczba wymierna".

Jak wida¢ z powyzszych okre$len, termin ,liczba wymierna" jest
dwuznaczny: moze on oznacza¢ albo to, co w § 1 nazwaliSmy liczbg wy-
mierna, albo tez moze oznaczaé¢ pewien przekroj, t j. pewna liczbe rze-
czywistag. Gdy moéwimy np. i>i, mozemy mie¢ na mysli dwie rzeczy:
albo pewne twierdzenie z arytmetyki elementarnej, albo tez pewne twier-
dzenie, dotyczace przekrojow. W matematyce spotykamy nieraz takie
dwuznaczne wyrazenia: dwuznaczno$¢ ta jest nieszkodliwa, jezeli miedzy
dwoma zbiorami, odpowiadajacemi tym dwom réznym pojeciom, zachodzi
odpowiednio$¢ doskonata, gdyz wowczas zwigzki miedzy twierdzeniami
pozostajg bez zmian, bez wzgledu na to, ktére z dwucli znaczen nadamy
terminom. Np. z nieréwnosci i>1i oraz wysnuuramy nier6wnos¢
£>i, przyczym wniosek pozostaje stuszny bez wzgledu na to, czy i, i, 1
oznaczajg zwykle utamki arytmetyczne, czy tez liczby rzeczywiste.
Zreszta mozna czasem odrazu z wzoru wyczytac, ktére z tych dwuch po-
je¢ mamy na mysli; np. jezeli piszemy i > \/i, nie ulega watpliwosci, zc
i oznacza tu przekroj, t j. liczbe rzeczywista.

Musimy jeszcze zauwazy€, ze przyjeta przez nas forma okreslenia
liczb rzeczywistych nie jest logicznie konieczna. Okreslilismy je jako
przekréj, t j. jako pare Kklas. Roéwnie dobrze moznaby okresli¢ liczbe
rzeczywista zapomocg jednej tylko klasy: wyzszej lub nizszej, moznaby
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nawet znalezé dowolnie wiele klas przedmiotéw, z ktérych kazda posia-
databy wiasnosci klasy ,liczb rzeczywistych”. W matematyce jest rze-
cza zasadniczej wagi, zeby symbole miaty jaki$ oznaczony sens, w wielu
jednak razach moga one mie¢ kilka réznych znaczenri, a wtedy, z punktu
widzenia czystej matematyki, jest rzeczg obojetng, ktére z tych mozli-
wych znaczen przypisujemy im. Bertrand Russell powiedziat kiedys, ze
.matematyka jest nauka, w ktérej nie wiemy, o czym mianowicie mowi-
my, i nie dbamy, czy to, co méwimy jest czy nie jest prawdg". Uwaga
ta ma forme paradoksalng, zawiera jednak dwie bardzo wazne prawdy.
Jedng z nich jest ta, ze symbolom matematycznym mozna nieraz nada-
waé rozmaite znaczenia i ze, wogoble biorgc, mamy prawo wybra¢ to lub
inne znaczenie. Druga prawda, zawarta w powiedzeniu Russella, polega
na tym, ze matematyka zajmuje sie zwigzkami logicznego zawierania sie,
t j. bada, czy z danych przestanek wyptywajg dane wnioski, natomiast
nie interesuje sie wcale tym, czy przestanki lub wnioski sg prawdziwe
same przez sie.

Musimy rozrézni¢ trzy rodzaje przekrojéw. Moze sie zda-
rzy¢, ze wszystkie liczby wymierne ujemne nalezg do klasy
nizszej, zero za$ i wszystkie dodatnie liczby naleza do wyz-
szej. Taki przekréj nazywamy liczbg rzeczywistg zero. Po-
wtére, moze sie zdarzy¢, ze nizsza klasa zawiera jakie$ liczby
dodatnie; taki przekrdj nazywamy liczbag rzeczywistg dodatnia.
Wreszcie, moze sie zdarzyé¢, ze do wyzszej klasy nalezag jakies$
liczby ujemne; taki przekréj nazwiemy liczbg rzeczywistg
ujemna.

Powyzsze okres$lenie liczby rzeczywistej dodatniej rézni sie od po-
danego w poprzednim paragrafie tym, ze obecnie dotgczyliSmy do nizszej
klasy zero i wszystkie liczby ujemne. Z tatwoscig mozna znalez¢ przy-
ktad liczby rzeczywistej ujemnej; wystarczy zatozy¢, ze P oznacza wia-
sno$¢ @+ 1<0, a Q whasnos¢ a+1>0. Otrzymany przekrdj odpowiada
liczbie wymiernej ujemnej —1 Zakladajac, ze P oznacza wiasnos¢
x3< —2, a < whasnos¢ x3> —2, otrzymalibySmy liczbe rzeczywistg ujem-
ng, a przytym niewymierna.

4, O réwnosci i nieréwnosci liczb rzeczywistych.
ro rozszerzyliSmy nasze pierwotne pojecie liczby, musimy w od-
powiedni spos6b rozszerzy¢ pojecia réwnosci, nieréwnosci, do-
dawania, mnozenia itp. Wypada dowies$¢, ze te pojecia dadza
sie zastosowa¢ do nowych liczb; w szczegélnosci nalezy wy-
kaza¢, ze w dziedzinie liczb rzeczywistych wszystkie prawa
arytmetyki pozostaja stuszne, jednym stowem, ze na liczbach
rzeczywistych mozemy wykonywac¢ wszystkie dziatania w taki

Wyktad czystej matem. 2.

Sko-



sam sposob, w jaki wykonywamy je na liczbach wymiernych
(w sensie § 1-go). Szczegdtowe przeprowadzenie catego dowo-
du zabratoby nam zbyt wiele czasu, to tez poprzestaniemy na
naszkicowaniu biegu rozumowania.

Oznaczmy liczby rzeczywiste przez a, @ 7..., liczby wy-
mierne, zawarte w ich nizszych i wyzszych klasach, przez a, .4,
b, jB; ¢, (7:.... wreszcie same klasy oznaczmy przez («), (A)...

Jezeli a, p sa dwiema liczbami rzeczywistemi, moga za-
chodzi¢ trzy przypadki:

(I) kazde a jest zarazem b i kazde A jest B\ w takim ra-
zie zaréwno klasy (a) i (b) sa tozsame, jak i klasy (A) i (it);

(Il) kazde a jest b, ale nie kazde A jest it; w takim ra-
zie klasa (a) jest witasciwg czescig klasy (b), klasa zas (it) jest
witasciwg czescig klasy (A);

(I11) kazde A jest B, ale nie kazde a jest b.
Te trzy przypadki dadza sie tatwo zilustrowa¢ gieome-
trycznie (rys. 3a).

Rys 3a

W przypadku (1) piszemy a= @ w przypadku (1) n<@
w przypadku (I11) a> @ Rzecz jasna, ze je$Sli a i @B sg liczba-
mi wymiernemi, wowczas te okresSlenia zgadzajg sie zupeinie
z tym, co w arytmetyce elementarnej rozumiemy przez roéw-
nos$¢ lub nieréwnos¢ liczb. Oczywista rzecz rdéwniez, ze we-
dtug tych okreslen musimy uwaza¢ kazda liczbe dodatnig za
wiekszg od ujemnej.

Musimy jeszcze okres$li¢ zwigzek, zachodzgcy miedzy licz-
ba dodatnig rzeczywistg a i liczbg ujemng —a. Jezeli liczba a
jest wyznaczona przez klasy (a), (A), wbéwczas tworzymy nowy
przekrdj, zaliczajac do nizszej klasy wszystkie liczby —A, do
wyzsze]j za$ wszystkie liczby —a\ utworzony w ten sposob
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przekréj nazywamy liczbg ujemng —a. W taki sam sposob mo-
glibysmy okresli¢ liczbe —a w tym przypadku, gdy a jest licz-
ba ujemnag lub zerem; jezeli a jest liczbg ujemng, woéwczas —a
jest dodatnig. Rzecz jasna réwniez, ze —(—a)= a. Z dwuch

liczcb a i —a jedna jest zawsze dodatnia (o ile, naturalnie a nie
jest zerem). Te z nich, ktdra jest dodatnia, oznaczamy nieraz
symbolem a i nazywamy modutem albo wartoscig bezwzgledng

liczby dodatniej lub ujemnej a

Przyktady llia. 1 Dowie$¢, ze p=a, p<a, p>a, jezeli a=p, a>£,

a<p.
2. Jezeli a=p i =y, woéwczas o—"
3. Jezeli a<ip, (Xy, albo jezeli a<p, p<?Yi wowczas a<Y-
4. Jezeli a=(3, a<p, albo «>£, wowczas — —a, —p<—a, —> —a

5. Dowies¢, ze a<o0, jezeli a jest ujemna liczba, i a>0, jezeli a
jest liczbg dodatnia.

6. Dowiesé, ze a<S]a].

7. Dowies¢, ze I<v/2<y/3<2.

8. Jezeli a, p sg dwiema réznemi liczbami rzeczywistemi, mozemy
zawsze znalez¢ nieskonczenie wiele liczb rzeczywistych, zawartych mie-
dzy ai (@

[Wszystkie te wiasnosci liczb wynikaja bezposrednio z naszych
okreslen].

5. Dziatania arytmetyczne na liczbach rzeczywistych.
Musimy teraz okresli¢ dziatania arytmetyczne w zastosowaniu
do liczb rzeczywistych.

m Dodaioanie. Wezmy pod uwage dwie klasy liczb:
se (c), utworzong ze wszystkich sum takich, jak c—a+6, oraz
klase (c), utworzong ze wszystkich sum c—AA-B. Rzecz ja-
sna, ze mamy zawsze c< C.

Sréd liczb wymiernych moze istnieé conajwyzej jedna,
nie nalezaca ani do klasy (c), ani do klasy (c). Jakoz przy-
pusémy, ze istnieja dwie takie liczby, np. r i s i niech bedzie
r<s. W takim razie liczby r i s musiatyby by¢ wieksze od
kazdej liczby ¢ i mniejsze od kazdej liczby c, wobec czego
réznica Cc—c nie mogtaby w zadnym razie by¢ mniejsza od
s—r. Ale z drugiej strony

C—¢={A —a)-\-{B—b);

ot6z mozemy tak dobra¢ liczby «, b, A, B, ze zar6wno A — a,

kla-
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jak B —b stang sie dowolnie male, co przeczy naszemu zato-
zeniu.

Jezeli kazda liczba wymierna nalezy do jednej z klas (c)
lub (c), woéwczas klasy te wyznaczaja przekrdj czyli liczbe
rzeczywista y. Jezeli istnieje liczba wymierna, nie nalezaca
do zadnej klasy, dotagczamy ja do klasy (0) i znéw mamy prze-
kréj y, odpowiadajacy, rzecz prosta, liczbie rzeczywistej wy-
miernej. W obu tych przypadkach nazywamy 7 sumg liczb rze-
czywistych a, P i piszemy

T= a+p.

Jezeli obie liczby a, p sa wymierne, wowczas sg one nhajmniejsze-
mi liczbami klas wyzszych (4) i (B). W takim razie a+p jest najmniej-
szg liczbg klasy (C) i nasze okreSlenie zgadza sie w zupetnosci z tym,
co w arytmetyce elementarnej rozumiemy przez dodawanie.

(I1) oOdejmowanie. Okreslamy odejmowanie a—@ za po-
moca réwnania

a—p= a+ (—p);
w takim razie pojecie odejmowania nie wprowadza zadnych
nowych trudnosci.

Przykiady IHb. 1 Dowies¢, ze a+ (—¢/.)=0.
Dowies¢, ze a+ 0=0-)-a=a.
Dowies¢, ze a+p=p+a.
Dowies¢, ze a+ (p-+-Y)=(a-fP)+T-
Dowies$¢, ze a—a=0.
Dowies¢, ze a—p=—p—a).
Z okre$lenia odejmowania i z przykiadu 2 wynika, ze
(a—p)+ P= Jat+ (—P|+ P=a+ j(—P)-fF=a-f0=a.
Moglibysmy wiec okresli¢ réznice a—p=y za pomocg réwnania y-f-p=a.
8. Dowiesé, ze a—p—Y)=a—p+y.
9. Poda¢ okreslenie odejmowania niezalezne od pojecia dodawania
liczb rzeczywistych. [Tworzymy klasy (c), (C) tak, by byto c—a—B,
C=A—b. Wykazaé, ze jest to rdédwnoznaczne z okresleniem, podanym
w tekscie.]

10. Dowies¢, ze |la]l —Ipll <SlaxP|~]a] + Ipl.

N o oA~ w N

(I1l) Mnozenie. Najtatwiej jest rozpocza¢ od mnozenia
liczb dodatnich i zera, przyczyni mozna oprze€ sie na pier-
wotnym okres$leniu liczby rzeczywistej dodatniej, podanym
w § 2a. Mozna mianowicie zatozy¢, ze (c)= (ab) oraz (C)= (AB),
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poczym wypadnie dowies$é, ze wszystkie liczby wymierne, z wy-
jatkiem conajwyzej jednej liczby, nalezg albo do klasy (c) albo
do klasy (c). W tym celu dowodzimy, ze mozna tak dobrac
liczby a, b, A, B, ze rbéznica c—c stanie sie dowolnie maia;
wynika to z tozsamosci

G—c=AB —ab—(A—a)B-\-a(B—Db).

Skoro pojecie mnozenia liczb dodatnich zostato ustalone,
mozemy przejs¢ do mnozenia ujemnych liczb. Umawiamy sie
mianowicie, ze jesSli a, @ oznaczajg dwie liczby rzeczywiste do-
datnie, wowczas

(—*)?=—ap, «(—P)=—*P (—m)(—p)= ap.

(1V). Dzielenie. Rozpoczynamy od okres$lenia l/a czyli
odwrotnosci liczby a (z zastrzezeniem, ze a=t=0). Poprzestajac
z poczatku na liczbach dodatnich, okreslamy l/a jako przekroj,
wyznaczony przez nizszg klase (1/A) oraz wyzsza klase (lja).
Odwrotnos¢ liczby ujemnej —a okreSlamy zapomocag rownania
I/(—a)=—(l/a). Wreszcie iloraz a8 okreslamy zapomocg réw-
nania

alp= a.(l/p).

Po ustaleniu tych okreslen mamy mozno$¢ zastosowania
do liczb rzeczywistych wszystkich poje¢ i metod algiebry ele-
mentarnej.

Poprzestajemy na powyzszym szKkicu teorji dziatan na
liczbach rzeczywistych; kto pragnatby poznac¢ teorje te bar-
dziej szczegotowo, musi zajrze¢ do specjalnych dziet, poswie-
conych arytmetyce teoretycznej.

Przyktady Illc. Dowie$¢ twierdzen, wyrazonych za pomocg na-
stepujacych wzordéw:

1 aX0=0 Xa=0. 2. aXl=1Xa=a. 3. aX(¥a)~I

4. a = 5. a({3f)=(a(i}y)Tf. 6. «(P+ T)=aP+ aY-

7. (a+ P)T=«T+ Pr- 8- laPl = lablPI-

5a. O liczbie y 2. Powréémy na chwile do tego szcze-
golnego rodzaju liczb niewymiernych, ktéry stanowit punkt
wyjscia naszych rozumowan. UtworzyliSmy wowczas przekroj
zapomocg nieréwnosci x2<2, x2> 2. Byt to przekr6j w dzie-
dzinie liczb wymiernych dodatnich; teraz mozemy go zastgpic¢
(jak to wyjasniliSmy w § 3a) przekrojem w dziedzinie wszyst-
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kich liczb wymiernych, dodatnich i ujemnych. Okreslony w ten
sposOb przekroj czyli liczbe oznaczamy symbolem y/2.

Chcac okresli¢ iloczyn v/2x y/2, musimy wzig¢ pod uwa-
ge dwie klasy: (I) klase (aa'), gdzie a i a sg to liczby dodat-
nie wymierne, ktérych kwadraty sa mniejsze od 2; (Il) klase
{AA"), gdzie A i A' sg to liczby dodatnie wymierne, ktérych
kwadraty sg od 2 wieksze. Te dwie klasy zawierajg wszyst-
kie liczby dodatnie wymierne z wyjatkiem jednej tylko liczby,
a mianowicie z wyjatkiem liczby 2. Wobec tego mamy

(v'2j2= V2N 2= 2.
W podobny sposéb otrzymujemy zwigzek

(—VI2)2= (—Vv/I2)(—\2)= vi2\/2=2 .

Tak wiec réwnanie a2= 2 posiada dwa pierwiastki \/2 i —\/2.
W taki sam sposéb moznaby zbadaé¢ réwnania o2—3, 3 —7...
i odpowiadajgce im liczby niewymierne \/3, —V/3,, y/7...

6. Pierwiastki kwadratowe. Jezeli a jest dowolng licz-
ba wymierng, woéwczas obie liczby + \Va sa albo wymierne,
albo niewymierne, a jak wida¢ z poprzedniego, czesciej bywa-
ja niewymierne. Liczby tego ksztattu, o ile sg niewymierne,
moznaby nazwac¢ czysteini niewymiernos$ci ami kwa-
dr atowemi, liczby za$, ktoére sa sumami wymiernych i czy-
stych niewymiernych, t.j. liczby ksztaltu a+\/b, mozna na-
zwaé¢ niewymier nosciami kwadratowe mi miesza-
ne mi.

Rozwazania gieometryczne § 2-go dowiodly, wiasciwie
mowiac, tylko istnienia niewymiernosci kwadratowych (czy-
stych i mieszanych), jak rowniez takich liczb niewymiernych,
ktére dajg sie przedstawi¢ za pomoca kolejnego wyciggania
pierwiastkéw kwadratowych. Takiemi np. sa liczdiy ksztattu

\

V24v2-3+\NV2-F\ 2-j-v2-f\62 .

Czytelnik powinien sam przekona¢ sie, ze mozna istotnie
zbudowa¢ odcinek o ditugosci, réwnej dowolnej liczbie tego
ksztattu. Za pomocg konstrukcji euklidesowych (t. j. postugu-
jac sie wytacznie cyrklem i linjatem) mozna zbudowac¢ tylko
liczby niewymierne powyzszego ksztattu, na razie jednak nie



mozemy poda¢ na to dowodu *). Ta osobliwo$s¢ niewymierno-
Sci kwadratowych czyni je szczegdlnie interesujacemi dla nas.

Przyktady 1V. 1 Poda¢ konstrukcje gieometryczng dla liczb

\/2, W/24Vv2> V2+\22+V2-
2. Rownanie kwadratowe ax2+ 2bx+c=0 ma dwa pierwiastki rze-
czywiste, jezeli b2—ac>0**). Zalézmy, iz a, b, ¢ sa liczbhami wymierne-
mi. Mozemy w takim razie zalozy¢, ze sg one liczbami catkowitemi,
gdyz w przeciwnym razie pomnozylibySmy réwnanie przez najmniejsza
spoing wielokrotno$¢ mianownikow.

Wiadomo, iz pierwiastki tego réwnania wyrazajg sie wzorem

~ ac. Czytelnik z tatwoscia zbuduje pierwiastki, jesli zacznie

a
od zbudowania liczby v/A2—ac. O wiele tadniejsza, chociaz nie tak ta-
twa do znalezienia, jest nastepujgca konstrukcja***);

Wykreslmy koto promieniem =/, poprowadzmy $rednice PQ oraz dwie
styczne iv koncach tej $rednicy. Odtézmy PP'——2a/b i QQ'=—c/2b, uwzgled-
niajac przy tym znaki. Poproioadzmy prostg P'Q’, ktéra przetnie okrag w M
i N, oraz proste PM, PN, ktdre przetng prostg QQ' w punktach X i Y. Od-
cinki QX, QY sa pierwiastkami réwnania z ich wiasciwemi znakami ****),

*) Patrz w koricu rozdziatu 11, zadanie 41.

**)  Czyli istniejg dwie wartosci na x, przy ktorych istotnie
ax2-\-2bx+c=0. Jezeli b2—ac<0, wéwczas niema takich wartosci na x.
Czytelnik oczywiscie pamieta, ze podreczniki algiebry elementarnej po-
wiadajg, iz réwnanie ma w tym przypadku ,dwa pierwiastki urojone".
Co nalezy przez to rozumieé, wyjasnimy w rozdziale III.

Jezeli b2=ac, réwnanie posiada tylko jeden pierwiastek. W celu
jednak zachowania jednostajnosci w wystowieniu twierdzen, powiadamy
zazwyczaj, iz réwnanie ma w tym razie ,dwa réwne pierwiastki". Jest to
oczywiscie tylko pewien umoéwiony sposéb wystowiania sie.

***)  Te konstrukcje zapozyczytem z ksigzki: F. Klein Legons sur
certaines guestions de Geometrie Elementaire, trad. J. Griess. Paris 1896.

****) Rysunek odpowiada przypadkowi, gdy b i ¢ majg ten sam
znak, a za§ ma znak przeciwny. Czytelnik winien wykona¢ sam rysunki,
odpowiadajgce innej kombinacji znakow.
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Czytelnik sam uzasadni powyzszg konstrukcje. Inna, jeszcze pro-
stsza konstrukcja jest nastepujgca: na dowolnej prostej m odkladamy odci-
nek AB=1, w punkcie B wystawiamy prostopadta do m i na niej odktadamy
BC=—2b/a, tv punkcie C wystawiamy prostopadtg do BC i na niej odktada-
my (w zwrocie zgodnym ze ziorotem BA) odcinek CD=cfa. Na AD jako na
Srednicy wykresSlamy okrag, ktory przecina BC w punktach X, Y. Dtugosci
odcinkbw BX, BY sg pierwiastkami rownania.

3. Jezeli ac jest liczbg dodatnia, odcinki PP', QQ' poprzedniego
zadania majg zwroty zgodne. Sprawdzi¢, ze gdy b2<ac, wéwczas P'Q" nie
spotyka okregu; jezeli za$ b2=ac, wéwczas P'Q' jest stycznag do kota.

Sprawdzi¢ réwniez, iz gdy b2=ac, koto, o ktérym mowa w drugiej
konstrukcji poprzedniego zadania, jest styczne do prostej BC.

4. Dowie$é, ze \/pa—\/pm\Vqg, V\'p2a=p\/q.

6a. Kilka twierdzen o niewymiernosciach kwadrato-
wych. O dwuch czystych niewymiernosciach kwadratowych
powiadamy, ze sg podobne, jezeli dajg sie przedstawic
w postaci wymiernych wielokrotnosci tej samej liczby pier-
wiastkowej; w przeciwnym za$ razie powiadamy, ze nie sg one
podobne. Np. mamy

wobec czego y/8 i v/V nazywamy niewymiernosciami podobne-
mi. Z drugiej strony, jezeli liczby catkowite M i N nie majg
spoinych czynnikéw i zadna z nich nie jest kwadratem zupet-
nym, woéwczas \/M i \/N sg to niewymiernosci do siebie nie
podobne. Jakoz przypusémy, jesli to mozliwe, ze

gdzie wszystkie litery sa symbolami liczb catkowitych.

W takim razie \/MN musi by¢ liczbg wymierng i, co za
tym idzie, catkowita (Przyktady II, 4). Mamy wiec M N —F 2,
gdzie P jest liczbg catkowitg. Przypusémy, iz a, b, C,... Sg czyn-
nikami pierwszemi liczby P, tak iz

Ale w takim razie M N musi by¢ podzielne przez a2 za-
tym albo (1) M jest podzielne przez a2 albo (2) N jest podziel-
ne przez a2 albo wreszcie (3) kazda z liczb M, N jest podziel-
Nng przez a. To trzecie przypuszczenie musimy odrzuci¢, gdyz
M i N nie maja, wedtug zatozenia, spélnych czynnikéw. To
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samo rozumowanie zastosowa¢ mozna po kolei do wszystkich
innych czynnikéw b2 c2.. Widzimy tedy, iz M musi by¢ po-
dzuelne przez niektére z tych czynnikéw, N zas$ przez pozosta-
te czynniki, zatym mamy

gdzie P 2 oznacza iloczyn niektorych czynnikéw z posréd u2,
b2, c2.., P2 za$ oznacza iloczyn pozostatych czynnikéw. Ponie-
waz iP i N nie majg czynnikéw spdlnych, zatym musi by¢
X=1 M=PI2, N—P2 czyli M i N sg to kwadraty zupeine,
co jest sprzeczne z naszym zatozeniem.

Twierdzenie. Jezeli A, P, C, D sa liczbami wymiernemi

i jezeli

woéwczas albo (I) A—C i B—D, albo tez (Il) B i 1) sa kwadrata-
mi liczb wymiernych.

Istotnie, zar6wno B — D jest liczbg wymierna, jak i

Jezeli B=D, woéwczas mamy odrazu Cc—A, jezeli za$
wowczas suma

jest liczbg wymierng, zatym wymiernemi muszg by¢ obie licz-
by \/B i y/D.
Wniosek. Jezeli A -\~ B=¢C\ /P, loébwczas A —J B —
= C—\/D, chyba ze \/B i J D sg liczbhami wymiernemi.
Przyktady IVa. 1 Dowie$¢, iz y/i2 i y/3 nie sg niewymiernoscia-
mi podobnemi.

2. Dowies$¢, ze ycr i sg niewymiernosciami podobnemi (o ile,
oczywiscie, nie sa liczhami wymiernemi).
3. Jezeli a, b sg liczbami dodatniemi i wymiernemi, wowczas

\/a+\/b moze by¢ liczbg wymierng tylko w takim razie, gdy Va i yjb
sg liczbami wymiernemi. To samo powiedzie¢ mozna o liczbie \ja—Jb.
chyba ze a—b.

4. Jezeli \/A+\/B=\/C+\JD,
wowczas albo (I) J=C i B=D, albo (II) A—D i B—C albo wreszcie
(1 \JA, JIB, VVC, \/D sg wszystkie liczbhami wymiernemi lub wszyst-
kie niewymiernosciami podobnemi.
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[Podnie$¢ obie czesci réwnania do kwadratu i zastosowaé twier-
dzenie, dowiedzione w tekscie].

5. Niewymiernos¢ kwadratowa nie moze by¢é sumg dwuch niepo-
dobnych do siebie niewymiernosci kwadratowych.

6. Ani (a+y/fr)3 ani (a—\b)3 nie moga by¢ liczbami wymiernemi
jezeli yjb nie jest liczbg wymierna.

7. Dowiese, iz jezeli p i q sg liczbami wymiernemi i jezeli x=p + yg,
woéwczas &#m gdzie m jest liczbg catkowitg, da sie przedstawi¢ w postaci
P+Q\/q, gdzie zaréwno P, jak Q sg liczbami wymiernemi. Naprzykiad

Na podstawie tego twierdzenia dowies¢, ze kazdy wielomian ksztattu

gdzie a0, a,, a2...an sg liczbami wymiernemi, daje sie przedstawi¢ w po-
staci P+Qs/q.

8. Przedstawi¢ w takiej samej formie liczbe
Otrzymujemy

9. Opierajgc sie na przyktadach 7-ym i 8-ym, dowies¢, ze kazde
wyrazenie ksztaltu G{x)/H(x), w ktéorym Gr(x) i 11{x) sa wielomianami
zmiennej x 0 spétczynnikach wymiernych, daje sie przedstawi¢ w posta-
ci P+Q\Jq, gdzie P i Q sg wymierne.

10. Jezeli b nie jest kwadratem zupetnym i jezeli a+\/b jest pier-
wiastkiem réwnania algiebraicznego o spétczynnikach wymiernych, wow-
czas a—Wb jest takze pierwiastkiem tego samego réwnania.

11. Jezeli p, q oraz p2— sag liczbami dodatniemi, woéwczas

mozemy przedstawi¢ w postaci VXA \/y, gdzie

12. Przy jakich warunkach mozna ‘'/p+y/? (gdzie p i q sa licz-
bami wymiernemi) przedstawi¢ w postaci \/x+ \/y, gdzie x i y sa licz-
bami wymiernemi?

13. Jezeli a2—b jest liczbg dodatnig, wowczas warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym, aby

byto liczbg wymierna, jest ten, zeby a2—b oraz i (<z+ Va2—b) byty kwa-
dratami liczb wymiernych.

7. Continuum. Zbiér wszystkich liczb rzeczywistych
(wymiernych i niewymiernych) zowieiny continuum liczbowym
albo arytmetycznym.



Dogodnag jest rzeczg przypusci¢, ze prosta L, o ktorej
mowilismy w § 1, sklada sie z wszystkich punktéw, odpowia-
dajacych liczcbom continuum arytmetycznego, i nie sktada sie
z zadnych innych punktéw*). Wobec tego zbiér wszystkich
punktéw prostej L mozna nazwaé¢ continuum linjowym; daje
ono nam obraz continuum liczbowego.

W poprzednich dwuch paragrafach badalismy nieco szcze-
gotowiej gtowne wihasnosci pewnych typoéw liczb rzeczywistych,
np. liczb wymiernych i niewymiernosci kwadratowych. Poda-
my tu jeszcze kilka przyktadéw liczb rzeczywistych, a to w ce-
lu okazania, ze niewymiernosci kwadratowe czyste i mieszane
sg drobng tylko czastka liczb, stanowigcych continuum aryt-
metyczne.

(). Wezmy pod uwage wzoér bardziej ztozony

Ze wzor ten na z posiada wogéle jaki$ sens i ze istnieje na pro-
stej taki punkt P, iz AOP=z, o tym mozna sie przekona¢ w nastepujacy
spos6b. Przedewszystkim, w taki sam sposéb jak poprzednio wykazuje-
my istnienie takiego punktu Pt, ze jezeli y~AOPi, wowczas 72=15 Na-
stepnie mozemy juz wyznaczy¢ punkty, odpowiadajgce liczbom t+~/16
i 4—y/15. A teraz wezmy pod uwage réwnanie

Prawa cze$¢ réwnania nie jest wymierna, ale to samo rozumowa-
ne, ktére nas skionito do przypuszczenia, iz na prostej istnieje punkt X,
lla ktérego x2=2, to samo rozumowanie, powiadam, prowadzi do wnios-
tu, ze na prostej istnieje réwniez punkty, dla ktérego ,713=4+\/15.
W ten spos6b znajdujemy punkt P', dla ktdérego

Analogicznie znajdujemy punkt P", dla ktorego

ktadac za$ ArP = AOP'-\-AOP", mamy ostatecznie

*) Zakltadamy takag hipoteze, gdyz (1) wystarcza ona do potrzeb
gieometrji, (2) daje nam doskonaty obraz gieometryczny proceséw ana-
litycznych. Raz jeszcze musimy zaznaczy¢, ze w ksigzce tej postuguje-
my sie jezykiem gieometrji ii tylko w celu ilustrowania twierdzen,
ze zatym teorji naszych nie opieramy na rozwazaniach gieometrycznych,
a to zwalnia nas od obowigzku badania podstaw gieometrji.



tatwo sprawdzi¢, iz w danym razie

z3=3z+8.

MoglibySmy udowodni¢ bezposrednio istnienie jednej tylko liczby z,
czynigcej zados$¢ réwnaniu 13=3"rH8. Z tatwoscia mozna przekonac sie,
iz niema dwuch takich liczb. Gdyby bowiem byto zj13—3zi-\-s oraz
~23=37"2+8, wolwczas odejmujgc te rownosci od siebie i dzielgc przez
zx—z2, znalezliby$my, ze z12+ z 22+ 2 22=3. Je$li jednak :zx i z2 majg by¢
liczbami dodatniemi, woéwczas zxs>8 i z23> 8, zatym *1>2, ;2> 2
a z12+z1z2+z22>12, co Przeczy otrzymanej przez nas rownosci. Réwnie
tatwo przekonac sie, iz ani z,, ani z2 nie moga by¢ liczbami ujemnemi.
Przypusémy np., iz zxjest liczbg ujemnag, réwng —£, wéwczas Cjest do-
datnie i mamy ”3—3£-f-8=0, czyli .3—=8/C. Stad wynika, ze 3—£2>0,
czyli *<2. Ale w takim razie musi by¢ 8/$>4 i przez to samo nie mo-
ze rownac sie liczbie 3—@ ktéra jest mniejsza od 3.

Tak wiec istnieje conajwyzej jedna liczba z, przy ktorej z3—3z=8.
Liczba ta nie moze by¢ wymierna. Istotnie, pierwiastek wymierny ta-
kiego réwnania musiatby by¢ liczbg catkowitg, a zarazem musiatby by¢
dzielnikiem liczby 8 (Przyktady II, 5); ot6z fatwo sprawdzi¢, iz zadna
z liczb 1, +2, +4, +£8 nie jest pierwiastkiem naszego réwnania.

Tak wiec réwnanie z3=3.z-]-8 posiada conajwyzej jeden pierwiastek,
i ten nie moze byé wymierny. Wszystkie liczby wymierne x mozemy
podzieli¢ na dwie klasy T, Z, zaliczajgc do pierwszej z nich te, przy kto-
rych zachodzi nieréwnos¢ &3<3a;-f8, do drugiej za$ te, przy ktorych
@3>3a:-]-8. Istotnie, z tatwoscia mozna sie przekonac, iz jesli x3>3a;T-8
i jesli y jest jakakolwiek liczbg wigkszg od x, wowczas y3>3y+8. Jakoz
przypusémy, jesli to mozliwe, iz y3°3y-\-8. W takim razie, odejmujac
od siebie dwie nieréwnosci, mielibysmy

y3—x3<3(y—x), czyli y2+xy+x2<3

co jest niedorzeczne, gdyz y jest dodatnie, x za$ jest wieksze od 2 (po-
niewaz a3>8). W taki sam sposéb dowiedzie czytelnik, ze jeSli a3<3x+8,
a y<x, wowczas y3<3y+8.

Tak wiec podzieliliSmy wszystkie liczby wymierne na dwie klasy
T, U zupetnie analogiczne do tych, ktére rozwazaliSmy w § 5 Mamy te-
dy przekr6j w dziedzinie liczb wymiernych dodatnich czyli mamy liczbe
rzeczywistg dodatnig z, czynigca zado$¢ réwnaniu z3=3z+s.

Czytelnik, o ile umie rozwigzywa¢ roéwnania szescienne zapomoca
t. zw. wzoru Cardana, moze z powyzszego réwnania otrzymacé bezposred-
nio wzor

(I1). Rozumowanie, ktéore stosowaliSmy do roéwnania
datoby sie zastosowac (lubo nie tak tatwo) do row-
nania

i doprowadzitoby nas do wniosku, iz istnieje jedna tylko licz-



ba, czynigca zado$¢ temu réwnaniu. W tym wypadku jednak
niepodobna otrzymaé¢ wzoru na x, ztozonego z jakiej$ kombi-
nacji symboléw pierwiastkowania. Jakoz w algiebrze wyzszej
dowodzimy twierdzenia, ze pierwiastki réwnan stopnia wyzsze-
go nad czwarty nie dajg sie w ogélnos$ci wyrazi¢ za pomo-
cag kombinacji symboléw pierwiastkowania.

Tak wiec obok liczb niewymiernych, ktére moga by¢ wy-
razone za pomoca hiewymiernosci kwadratowych Ilub innych
jakich$ pierwiastkéw wyzszego stopnia, istnieja inne, nie da-
jace sie w ten sposéb wyrazi¢. Tylko w szczegélnych przypad-
kach mozna wyrazi¢ liczbe niewymierna zapomoca takich symboléw.

(111).  Ale nawet jezeli do poprzednio rozwazanych liczb
niewymiernych dotgczymy te, ktore sg pierwiastkami réwnan
stopnia wyzszego nad czwarty, nie wyczerpiemy jeszcze roz-
nych rodzajéw liczb niewymiernych, zawartych w continuum.
Wykresimy okrag kota promieniem AO0A 1= I. Droga zupeinie
naturalng powstaje przypuszczenie, ze okregowi temu mozna
przypisa¢ pewng ditugosé, ktérg mozna zmierzy¢ *). Diugoscé
takiego okregu oznaczamy, jak wiadomo, literg rc Ot6z zosta-
to dowiedzione (dowdd ten, niestety, jest diugi i trudny), ze
liczba % nie moze by¢ pierwiastkiem zadnego réwnania algie-
braicznego o spéiczynnikach catkowitych, tak ze nie moga
istnie¢ réwnania ksztattu

gdzie n jest liczbg catkowitag. W ten sposéb okreslilismy licz-
be, ktéra nie jest wymierna, ale nie nalezy réwniez do tych
typow liczb niewymiernych, ktére poznaliSmy w poprzednich
przykiadach. A liczba n nie jest wcale jedyna, ani nawet wy-
jatkowa. Rzecz sie ma wprost przeciwnie: tylko niektére szcze-
golne rodzaje liczb niewymiernych moga by¢ pierwiastkami
rownan algiebraicznych, a z posréd nich znéw tylko niektore
dajg sie wyrazi¢ zapomocg symboléw pierwiastkowania.

7a. O zmiennej rzeczywistej ciagtej. Na ,liczby rzeczy-
wiste” mozemy zapatrywaé¢ sie z dwuch punktéw widzenia:
mozemy mys$le¢ o nich jako o pewnym zbiorze — mamy
wowczas do czynienia z continuum arytmetycznym, albo tez

Dowéd podamy w rozdziale VII.
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mozemy mysle¢ o nich jako o indywiduach. W tym dru-
gim przypadku mozemy mysle¢ o nich jako o pewnych licz-
bach w zupetnoséci oznaczonych (np. o 1, o\, 0o %
o y'2), ale mozemy tez mie¢ na mys$li dowolnag, nieozna-
czong liczbe, liczbe x. Na tym ostatnim punkcie widze-
nia stajemy, gdy stwierdzamy np., ze ,x jest liczbg”, ze ,oc
jest miarg pewnej diugosci”, ze ,oc moze by¢ wymierne Ilub
niewymierne”. Owo o ktoére w tych zdaniach figuruje, zowie-
my zmienng ciagta rzeczywistg, poszczego6lne zas, indywidualne
liczby nazywamy wartosciami zmiennej.

»Zmienna” moze jednak nie byc¢ ciggta. Zamiast rozwa-
za¢ zbior wszystkich liczb rzeczywistych, mozemy brac¢ pod
uwage tylko jaki$ czesciowy zbioér, zawarty w poprzednim, np.
zbiér liczb wymiernych albo zbidér liczb catkowitych dodatnich.
Przypusémy, iz rozwazamy zbiér liczb catkowitych. W takim
razie w sadach o dowolnych Ilub blizej nieoznaczo-
nych liczbach catkowitych dodatnich, np. w sadzie ,n jest
albo parzyste, albo nieparzyste”, nazywamy n zmienng, miano-
wicie zmienna dodatnig catkowita, poszczegOlne zas liczby do-
datnie nazywamy wartos$ciami tej zmiennej.

W powyzszych przykiadach t. zw. ,obszar zmiennosci”
zmiennej x sklada sie ze wszystkich liczb rzeczywistych, obszar
za$ zmiennosci zmiennej n—ze wszystkich liczb dodatnich cat-
kowitych. Te dwa obszary zmiennosci sg moze najwazniejsze,
niemniej jednak w wielu razach musimy bra¢ pod uwage inne
obszary. Naprzykiad w teorji utamkoéw dziesietnych mozemy
oznaczy¢ przez x dowolng cyfre jakiego$ utamka; w takim ra-
zie x jest zmienna, ale obszar jej zmiennosci skitada sie tylko
z dziesieciu wartosci, a mianowicie: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Czytelnik powinien poszuka¢ przyktadéw innych zmiennych
o0 réznych obszarach zmiennosci. Ciekawe przyktady mozna
znalez¢ w zyciu codziennym. Mozemy np. mysle¢ o policjancie
x, 0 dorozkarzu x, o gwiezdzie x w katalogu Herschela, o ro-
ku x, o x-owym dniu tygodnia itp.

8. Przekroje w dziedzinie liczb rzeczywistych.
wazalismy dotad przekroje w dziedzinie liczb wymiernych, t.j.
sposoby dzielenia wszystkich liczb wymiernych na dwie klasy
T i U, posiadajgce trzy charakterystyczne wilasnosci:

Roz-



(1) kazda liczba wymierna nalezy do jednej i tylko do
jednej z dwuch Klas;

(2) obie klasy istnieja;

(3) kazda liczba klasy T jest mniejsza od kazdej liczby
klasy uU.

Rzecz jasna, ze ten sposdb postepowania mozna réwniez
zastosowac¢ do zbioru wszystkich liczb rzeczywistych i, jak zo-
baczymy w dalszych rozdziatach, ma on wielkie znaczenie
w analizie *).

Przypusémy, ze P i Q sa to dwie wylaczajgce sie nawza-
jem wiasnosci i ze kazda liczba rzeczywista posiada jednag
z tych wilasnosci. Przypusémy dalej, ze kazda liczba, majaca
wilasnos¢ P, jest mniejsza od kazdej liczby, majacej wlasnosé
Q. Liczby, posiadajgce witasnos¢ P, nazwiemy Masg nizszg T,
te zas, ktdére posiadajg wiasnos¢ Q, nazwiemy Masg wyzszg U.

Np. P moze oznacza¢ wiasno$¢ x <1\/2, Q za$ wiasnos¢ x> V2 Na-
lezy zauwazy¢, ze dwie wiasnosci, wystarczajace do wyznaczenia prze-
kroju w dziedzinie liczb wymiernych, moga nie wystarcza¢ do wyznacze-
nia przekroju w dziedzinie liczb rzeczywistych. Takiemi np. sg wiasno-
sci: ,x<v/2%, ,a;>v/2“. Istotnie, kazda liczba wymierna posiada jedng
z tych dwu wilasnosci, ale nie mozna powiedzie¢ tego o liczbach rzeczy-
wistych, gdyz y/2 nie posiada zadnej z nich, zatym liczba ta nie zosta-
ta objeta przez nasza klasyfikacje.

Moga teraz zachodzi¢ dwa przypadki **): albo w klasie T
istnieje najwieksza liczba 1, albo w klasie U istnieje najmniej-
sza r. Dwa te przypadki nie moga zachodzi¢ jednoczesnie,
gdyz liczba £(Z+r) bytaby wieksza od wszystkich liczb klasy
T i mniejsza od wszystkich liczb klasy u, czyli nie nalezata-
by do zadnej z tych klas. Z drugiej strony, jeden z tych
dwu przypadkéw musi zawsze zachodzic.

Istotnie, oznaczmy przez TX, U1l klasy, utworzone ze
wszystkich liczb wymiernych, nalezacych odpowiednio do klas
T, U. Klasy Ty, TJ wyznaczaja przekrdoj w dziedzinie liczb
wymiernych, przyczyno, moga zachodzi¢ dwa przypadki:

*) Roztrzgsania niniejszego paragrafu sg bardzo podobne do tych,
ktére przeprowadziliSmy w§ 3. Te powtarzania sg jednak konieczne, gdyz
kazdy czytelnik powinien doskonale owtadna¢ pojeciem przekroju.

**)  Przy przekrojach, o ktérych méwilisSmy w § 3, mozliwe byty
trzy rézne przypadki.



1) Klasa 1\ moze zawiera¢ najwiekszg liczbe a. W ta-
kim razie a jest rowniez najwieksza liczbg klasy T, gdyby bo-
wiem istniata w klasie T liczba [i wieksza od a, wéwczas mie-
dzy a i p lezatyby jakie$ liczby wymierne; te liczby nalezaty-
by do klasy T (Jako mniejsze od p), a wiec i do klasy co
przeczy zatozeniu.

2) W Kklasie 1\ moze nie by¢ najwiekszej liczby, a w ta-
kim razie przekréj w dziedzinie liczb wymiernych, wyznaczo-
ny przez klasy 1j, 11y, jest liczbg rzeczywistg a. Ta liczba a
musi naleze¢ albo do T, albo do u. Jezeli nalezy ona do T,
tatwo wykazaé, jak poprzednio, ze jest ona najwiekszag liczbg
tej klasy, jesli zas nalezy do u, to w taki sam sposéb mozna
dowiesé¢, ze jest ona najmniejsza liczbg klasy u.

Tak wiec albo w klasie T istnieje najwieksza liczba, al-
bo w U istnieje najmniejsza, zatym kazdy przekroj w dziedzi-
nie liczb rzeczywistych ,odpowiada” jakiej$ oznaczonej liczbie
rzeczywistej. Jest to bardzo wazny wniosek. Istotnie, widzie-
liSmy, ze pojecie przekroju w dziedzinie liczb wymiernych pro-
wadzi do nowego, ogélniejszego pojecia liczby; mozna byto
oczekiwac, ze jesli wprowadzimy pojecie przekroju w dziedzi-
nie liczb rzeczywistych, otrzymamy z kolei liczby ogé6lniejsze
od rzeczywistych. Tymczasem okazuje sie, ze tak nie jest i ze
zbiér wszystkich liczb rzeczywistych czyli continuum arytme-
tyczne posiada pewnego rodzaju zupeinos$é, ktoérej brakowato
zbiorowi liczb wymiernych. Ten fakt wyrazamy w jezyku
technicznym, moéwiac, ze continuum jest zamkniete.

Osiggniete wyniki mozemy ujg¢é w postaci nastepujgcego
twierdzenia:

Twierdzenie Dedekinda. Jezeli wszystkie liczby rzeczywiste
podzieliliSmy na dwie Masy T, U w taki sposob, ze

(1) kazda liczba ncdezy do jednej z tych dwu klas,

(2) kazda klasa zawiera conajmniej jedna liczbe,

(3) kazda liczba klasy T jest niniejsza od kazdej liczby kla-

sy U, woéwczas istnieje jedna liczba a, posiadajaca te wiltasnos¢, ze

wszystkie niniejsze od niej liczby naleza do klasy T, wszystkie za$
wieksze od niej— do klasy U. Sama liczbe a mozemy dowolnie za-
liczy¢ do jednej lub do drugiej klasy.

W wielu zagadnieniach wypada rozwaza¢ przekroje nie w dziedzi-
nie wszystkich liczb, lecz jedynie w pewnym przedziale (P, y). tj.



wypada rozwaza¢ przekroje w dziedzinie takich iiczb o, ze (it<5:r<fy.
Rzecz jasna, ze te przekroje posiadajg wszystkie trzy powyzsze wilasno-
éci i dajg sie zamieni¢ w przekroje, dokonane w dziedzinie wszyst-
kich liczb, jezeli do T dotaczymy wszystkie liczby mniejsze od p, do U
za$ wszystkie liczby wieksze od y. Rzecz jasna réwniez, ze twierdzenie
Dedekinda pozostaje stusznym, jezeli zamiast ,wszystkie liczby rzeczy-
wiste" powiemy: ,wszystkie liczby rzeczywiste, zawarte w przedziale
(p, y)“, i ze liczba a czyni w tym przypadku zado$¢ nieréwnosciom

8a. O punktach skupienia. Uktad, ztozony z liczb rze-
czywistych, okreslonych w taki lub inny sposob, jak roéwniez
uktad odpowiadajagcych im punktéw na prostej nazywamy zbio-
rem albo mnogoscia liczb (wzglednie: punktéw). Méwimy te-
dy o mnogosci liczb catkowitych dodatnich, o mnogosci liczb
wymiernych, o mnogosci liczb rzeczywistych, zawartych w pe-
wnym przedziale, itp.

W celu uproszczenia wykladu, uzyjmy jezyka gieometrji.
Przypusémy, ze mamy dang na prostej mnogo$¢ punktéow 8.
Wezmy dowolny punkt C na tej prostej, ktory moze nalezec¢
lub nie naleze¢ do s. Mozliwe sa dwa przypadki: (1) albo
mozna znalez¢ taka liczbe dodatnig 8 ze w przedziale (E—s,
C-j-S) nie zawiera sig¢ zaden punkt mnogosci s z wyjatkiem tyl-
ko punktu C; (I1) albo tez liczby takiej znalez¢ nie mozna.

Przypus¢émy np., ze S jest mnogoscig wszystkich punktéw, odpo-
wiadajacych liczhbom catkowitym. Jezeli £ réwniez odpowiada liczbie
catkowitej, wowczas wystarczy obra¢ 8< 1, a bedziemy mieli przypadek (1).
Jezeli £ lezy doktadnie po $rodku miedzy dwoma punktami, odpowia-
dajacemi liczbom catkowitym, mozemy obra¢ 8<”. Natomiast jezeli S
jest mnogoscia wszystkich punktéw wymiernych, woéwczas, jakikolwiek
bytby punkt £ zawsze zachodzi¢ musi przypadek (Il), gdyz w kazdym
przedziale mozemy znalez¢ dowolng ilos¢ punktéow wymiernych.

Przypusémy, ze zachodzi przypadek (Il1). W takim razie
w kazdym dowolnie matym przedziale (C—8, G+ © zawiera sie
conajmniej jeden punkt , rézny od Ci nalezacy do mnogosci
S; ma to miejsce zawsze, niezaleznie od tego, czy C nalezy
czy nie nalezy do s. W takim wypadku powiadamy, ze C jest
punktem skupienia mnogosci s. tatwo dostrzec, ze przedziat
(C—s8, C-P8) musi zawiera¢ nie jeden, lecz nieskorniczenie wiele
punktéw mnogosci 8. W rzeczy samej, skoro wyznaczyliSmy
punkt Cp mozemy obra¢ mniejszy od poprzedniego przedziat

Wyktad czystej matem. 2a



(C—Sj, C+ MNi), nie siegajacy do punktu Cy w tym przedziale
musi istnie¢ punkt @>rézny od Ci nalezacy do mnogosci s.
Postepujgc dalej w ten sposéb, mozemy wyznaczy¢ dowolng
ilos¢ punktéw

ktére wszystkie lezag w przedziale (C—8, C+8) i nalezg do mno-
gosci 8.

Punkt skupienia moze naleze¢ do mnogosci S, moze jed-
nak rowniez nie naleze¢ do niej. V

Przyktady IVb. 1 Jezeli S sktada sie z punktéw, odpowiadaja-
cych liczbom catkowitym, wéwczas S nie posiada punktu skupienia.

2. Jezeli S sklada sie z wszystkich punktéw, odpowiadajgcych
liczcbom wymiernym, woéwczas kazdy punkt mnogosci jest punktem sku-
pienia, a nawet kazdy punkt na prostej L jest punktem skupienia.

3. Jezeli S sklada sie z punktéw 1, ¥i, V3.., woéwczas istnieje je-
den tylko punkt skupienia, mianowicie punkt zerowy.

4. Jezeli S sklada sie z wszystkich punktéw dodatnich wymier-
nych, woéwczas punktami skupienia sa: punkt zerowy i wszystkie punkty
dodatnie na prostej.

8b. Twierdzenie Weierstrassa. Ogélna teorja mnogosci
punktowych ma niezmierng doniostos¢ w réznych zagadnieniach
matematyki wyzszej, nie mozemy jednak zajmowac sie nig te-
raz. Dowiedziemy jednego tylko twierdzenia tej teorji, ktoére
z tatwoscia wysnu¢ mozna z twierdzenia Dedekinda, a ktére
w dalszym wyktadzie bedzie nam nieraz potrzebne.

Twierdzenie. Jezeli mnogos$é¢ S, ztozona z nieskohczenie wie-
lu punktéw, zawiera sie cala w przedziale (a, $), tubwczas przy-
najmniej jeden punkt tego przedziatu jest punktem skupienia mno-
gosci S.

Podzielmy wszystkie punkty prostej L na dwie Kklasy,
a to w nastepujacy sposéb: punkt P zaliczymy do klasy T, je-
zeli nieskonczenie wiele punktéw mnogosci s lezy wprawo od
P, w przeciwnym za$ razie zaliczymy ten punkt do klasy wyz-
szej U. Rzecz jasna, ze podziat ten czyni zado$¢ warunkom
() i (1) twierdzenia Dedekinda, poniewaz za$ a nalezy do T,
a B do u, zatyin i warunkowi (Il) uczyniliSmy zados$¢.

Istnieje tedy taki punkt C ze przy dowolnie matym S
punkt C—8 nalezy do T, a C+ 8 nalezy do u, ze zatym prze-



dziat (C—8, C+ 8) zawiera nieskonczenie wiele punktéw mno-
gosci s. Tak wiec Cjest punktem skupienia mnogosci S.

Oczywista rzecz, ze Cmoze w pewnych szczeg6lnych przypadkach
zlewa¢ sie z a albo z 3 np. jezeli S skilada sie z punktéw 1, 7*, 73—
i jezeli a=0, [3=1, wdéwczas £=a=0.

Zadania do rozdziatu I

1 Przy jakich warunkach zachodzi réwnanie ax+by+cz=0, jezeli
(1) bierzemy pod uwage wszelkie mozliwe wartosci zmiennych x, y, Aje-
zeli (1) uwzgledniamy tylko wartosci na x, y, zsczynigce zado$¢ zwigzkowi
a®+ p?/+yz=0; jezeli (I1l) uwzgledniamy tylko te wartosci na x, y, z, kto-
re czynig zado$¢ jednoczesnie zwigzkom mxx-\-*y-\-"z=0 i Ax+ By+ Cz—(0?

2. Kazda liczbe wymierng dodatnia mozna przedstawi¢ jednym
i tylko jednym sposobem pod postaciag

gdzie dx, a2, a4.. ak sa liczbami catkowitemi, przyczym

Naprzyktad

Rzecz jasna, iz k moze conajwyzej réwnac sie najwiekszemu czyn-
nikowi pierwszemu mianownika danej liczby].

3 Kazda liczbe dodatnia wymierng mozna przedstawi¢ jednym
i tylko jednym sposobem w postaci utamku ciagtego

gdzie «!, a2..an sg liczbami catkowitemi dodatniemi, przyczym tylko ax
moze réwnaé sie zeru.

4, Znalez¢ pierwiastki wymierne (o ile takowe istnieja) réwnania
9 —6cc3+ 15:r—10=0.

[Podstawi¢ 3x=y i zastosowa¢ metode Przykt. 11, 7]



5. Punkt C wyznacza na odcinku AB podziat ztoty (czyli
AB.AC—BC2; dowies¢, iz stosunek A CIAB jest niewymierny.

6. Niech bedzie A liczba niewymierna, a, b, ¢, d liczby wymierne.

A'tb
W jakim wypadku-l-JA-*-_-c-i-moie by¢ liczbg wymierna?
c

7. Kilka elementarnych nieréwnosci. Niech dh a2.. oznacza-
ja dowolne liczby dodatnie (lub zero), a p, g.. niech oznaczaja liczby
catkowite dodatnie. Poniewaz a”—a? oraz alg—aj sa tego samego zna-
ku, zatym (a™—ad)(@aB—ana "0
czyli

co mozna réwniez napisa¢ w postaci

Stosujac ten wzér kilkakrotnie, otrzymujemy
a w szczegolnosci

Jezeli we wzorze (1) uczynimy p—q=1 albo tez we wzorze (4) uczynimy
p=2, otrzymamy nieréwnos$¢ ali+a2”2ala2, wyrazajacg znane twierdze-
nie, ze Srednia arytmetyczna dwuch liczb dodatnich jest nie mniejsza od
ich Sredniej gieometrycznej.

8. Uogolnienie poprzednich wzordw. Jezeli napiszemy %n(n—1)

nieréwnosci typu (1), utworzonych z liczb a,, a2)..,a,, i dodamy je,
otrzymamy
czyli (6)

Czytelnik sam z tatwoscig otrzyma uogolnienie wzoru (3), a w szcze-
go6lnosci nieréwnosé

9. Ogollna postac twierdzenia o Sredniej arytmetycznej i Sred-
niej gieometrycznej. Troche odmienna od poprzedniej nieréwnosci jest
ta, ktéra formutuje znany fakt, ze Srednia arytmetyczna liczb ai,a2,...,aM
jest nie mniejsza od ich $redniej gieometrycznej. Przypusémy, ze ar i as
sg odpowiednio najwiekszg i najmniejszg z posrod liczb a (jezeli mamy
kilka najmniejszych lub najwiekszych liczb a, wybieramy ktérakolwiek
z nich); niech G bedzie $rednig gieometryczng tych dwu liczb. Gdyby
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byto G=0, twierdzenie byloby oczywiste; mozemy tedy zatozy¢ G> 0.
Zastgpmy teraz ar i as przez

Wartos¢ Sredniej gieometrycznej nie ulegnie zmianie, a poniewaz

G
niewatpliwie wiec nie powigkszyliSmy Sredniej arytmetycznej.

Rzecz jasna, ze mozemy to postepowanie powtarza¢ dop6ty, dopo-
ki wszystkich liczb ax, a2,...an nie zastgpimy przez G, w tym celu co-
najwyzej n razy wypadnie je powtérzyé. Ostateczna warto$¢ Sredniej
arytmetycznej bedzie 6, zatym pierwotna jej warto$¢ nie mogta by¢
mniejsza od G.

10. Nieréwnos$¢ Schwarza. Przypusémy, ze mamy dwa dowolne
zbiory liczb dodatnich lub ujemnych aj, a2,...an oraz bx, b2,...b,. tatwo
sprawdzi¢ nier6éwnos¢

w ktérej r, s przybierajg wartosci 1, 2 Wynika stad, ze

Nieréwnos¢ ta nosi zwykle nazwe nieréwnosci Schwarza.
IL  Jezeli a,, a2l.. an sg dodatnie i sn=ax+a2+ ==+ ««, wowczas

12. Jezeli mamy dwa zbiory liczb dodatnich at, a2,...an oraz
bl, b2l... ,bn, uporzadkowanych wedtug wielkos$ci, woéwczas

(akt02 + ...+«n)(6i +&2+ —+ W ~n(rtidi-\-a2b2-\-...+anbn)

13. Jezeli mamy dwa zbiory liczb «, 6, c,..k oraz A, B, C,.. K,
przyczym pierwszy zbiér sktada sie wylgcznie z liczb dodatnich, wow-
czas

zawiera sie pomiedzy algiebraicznie najwieksza i najmniejszg z liczb
A, B, ..K

14. Jezeli \/p, \/q sa niewymiernosciami do siebie niepodobnemi
i jezeli a+b\/'p+c\/q+d\/(pq)=0, gdzie a b, c, d sg liczby wymierne,
woéwczas musi by¢ a=0, b—0, ¢c=0, ~=0.

[Wyrazié¢ sjp w postaci M+N\/q, gdzie M i N sg liczbami wymier-
nemi, i zastosowa¢ twierdzenie § 4-go.]

15, Wykazaé, iz, jesli a\Z2+b\/3+c\/5=0, gdzie o, 5, ¢ sg liczba-
mi wymiernemi, wéwczas musi by¢ a=0, b—0, c=0.
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16. Jezeli m, n sa liczbami catkowitemi, A za$ jest dowolng liczbg
wymierna, woéwczas wielomian EAN\/p)m(\/g)n, czyli suma skonczonej
liczby wyrazéw ksztattu A(\/p)nm(\/g)n da sie przedstawi¢ w postaci

gdzie a, o, ¢, d sg liczbami wymiernemu
17. Jezeli a, 6, ¢, d, e, f sg liczbhami wymiernemi, woéwczas

daje sie przedstawi¢ w postaci

gdzie A, B, C, D sa liczbami wymiernemi.
[Oczywista rzecz, iz

gdzie a, p...; sg to liczby wymierne, fatwe do wyznaczenia. Pozostaje
pomnozy¢ licznik i mianownik przez e—C\/p]
Np. dowiesé, iz

18. Jezeli a, b, & y sg liczbami wymiernemi, przyczym

woéwczas albo (1) x=a, y=b, albo tez (Il) 1—ab oraz \—xy sa kwadrata-
mi liczb wymiernych.

Wyznaczajgc z tego réwnania stosunek (wymierny) GCX), widzimy,
iz zalezy on od liczby

zatym albo C=*¢=0, albo tez 1—ab musi by¢ kwadratem liczby wy-
miernej.
Ale to samo réwnanie mozna napisa¢ w postaci

skad wynika odpowiedni wniosek, dotyczacy

19. Jezeli sg wymierne wszystkie wartosci x i y, dane przez réw-
nania

(gdzie a, b, h, @', b, h' sa liczbami wymiernemi), wéwczas
{h—h"2—(a—a")(b—b") oraz (abX—a'b)2-\-i(ah'—a'h) (bh1—b'h)
musza byé kwadratami liczb wymiernych.



20. Wykazaé, iz V2 i V3 sa funkcjami szeSciennemi liczby V2 +V3
0 spoétczynnikach wymiernych, i ze V 2 V6+3 jest stosunkiem dwuch
funkcji linjowych liczby V2+V3
(Mathem. Tripos. 1905).
21. Woyrazenie

rowna sie 2m, jezeli 2m2>a>m?2
albo tez réwna sie

jezeli a>2m2
22, Kazdy wielomian, utworzony z liczby V32 i majgcy spotczyn-
niki wymierne, daje sie wyrazi¢ w postaci

gdzie a, b, ¢ sg liczbami wymiernemi.
Albo ogélniej: kazdy wielomian, utworzony z ~p i majacy spot-
czynniki wymierne, daje sie przedstawi¢ w postaci

gdzie x=y/p, liczby za$ a0, al, a2...am 1 sg wymierne.
[Kazdy taki wielomian mozna napisa¢ w postaci

gdzie b0, bl.bk sg liczbami wymiernemi. Jezeli k < #n zadanie jest
rozwigzane: przypus¢my wiec, iz k>m—i. i niech xr bedzie jaka$ potega
X wyzsza od potegi (m—I)-szej. W takim razie r=Am+s, gdzie A jest
liczba catkowita, a 1 czyli xr=x~"mt+*=p”~xs. Mozemy tedy
usung¢ wszystkie potegi x wyzsze od (m—I)-szej.]

23. Wyrazi¢ (~2—)5 w postaci a+b~/Z+c~/}, gdzie a, b, ¢ sa
liczby wymierne.

23a. Woyrazi¢ w takiej samej postaci liczbe (~2—)/(N2+1).

24, Jezeli a+b{/2+c{/4=0,
gdzie a, b, ¢ sg wymierne, wéwczas a=b—c=0.

[Niech bedzie y=f/2; woéwczas

e cyi+by+a=0,
mamy tedy uir2+ 22+ 20=0.

Mnozac te dwa rdéwnania odpowiednio przez a i c i odejmujac,

otrzymujemy
y = —(a2—2bc)/(ab—2c2,

co jest niedorzecznos$cig, gdyz y nie jest liczbg wymierng. Pozostaje te-
dy tylko przypuszczenie, iz a2—2bc=0, ab—2c2=0.

Mamy wiec ab=2c2 04=4bZ2 Jezeli 0b4=0, dzielimy drugie réwna-
nie przez pierwsze i otrzymujemy a3=2b3 co znowu prowadzi do niedo-
rzecznosci, gdyz 2 nie moze sie rownac liczbie wymiernej alb. Musi



wiec by¢ ab=Q ¢=0, a po uwzglednieniu pierwotnego réwnania, mamy
a=b=c=0.
Wynika stad, iz gdy

wowczas a=d, b=e, c—f.
Mozna dowie$¢ twierdzenia ogdlniejszego: jezeli p nie jest m-tg po
tega liczby wymiernej i jezeli przy a0, a,.. awx wymiernych, mamy

woéwczas musi by¢ a0=al=a2=...am 1=0. Dowdd zresztg jest w tym przy-
padku trudniejszy].

25, Jezeli A+~/B= C+"/D, wolwczas albo A=C, B=D, albo tez
B i D sg szeScianami liczb wymiernych.

[Zaktadamy A =C +x, podnosimy do szesScianu i stosujemy zada-
nie 20]

26. Jezeli t/A+f/B+?/C=0, wowczas albo jedna z liczb A, B, C
réwna sie zeru, dwie za$ drugie majg znaki przeciwne i wartosci bez-
wzgledne réwne, albo tez ~/A, $/B, f/C sg wymiernemi wielokrotnoscia-
mi tej samej liczby niewymiernej f/X.

27. Wyznaczy¢ dwie liczby wymierne a, p tak, by

28. Jezeli (a—b3b>Q wdwczas

jest liczbg wymierna.
[Liczby, znajdujace sie pod znakiem pierwiastka szeSciennego, da-
ja sie przedstawi¢ w postaci

gdzie a, p sg liczbami wymiernemi.]

29. Jezeli a—"/A, wobwczas wielomian utworzony z a jest pier-
wiastkiem réwnania stopnia n o spétczynnikach wymiernych.
[Wielomian, o ktérym mowa, a ktéry oznaczymy przez x, ma ksztatt

x=1li +mla+..-l-rla("—" ,

gdzie Z, nii, — liczbami wymiernemi (poréw. Zadanie 22).
Tak samo musi by¢



i$2i
Stad wynika, iz

gdzie

a Li, L2.. sa minorami, odpowiadajacemi elementom pierwszej kolumny.]

30. Zastosowac powyzszg metode do przypadku x—p{- Vg [Otrzy-
mujemy

30a. Na mocy poprzedniego zadania dowies¢, iz jezeli p+ \/q=r+ \/5,
woéwczas albo p=r, q=s, albo tez g, s sg kwadratami liczb wymiernych.
[Latwo dostrzec, ze je$li p+\/q nie jest liczbg wymierna, musi by¢

3l Wykazaé, iz y=a+b{/p+c$/p2czyni zados¢ réwnaniu
y3—3ay2+ 3y(a2—hcp)—a3—bP —cP2+ 3abcp—0.

32. Liczby algiebraiczne. WidzieliSmy, ze niektére liczby nie-
wymierne (np. v/2) moga by¢ pierwiastkami réwnania ksztattu

gdzie 00, «!, a2..a, sa liczbami catkowitemi. Ten rodzaj liczb niewy-
miernych nazywamy liczbami algiebraicznemi, wszystkie za$ inne niewy-
mierne liczby (do ktérych nalezy np. *) nazywamy przestepnemi. Dowiesc,
ze jesli x jest liczbg algiebraiczna, woéwczas algiebraiczne sa réwniez
liczby kx oraz xmh, gdzie k jest dowolng liczbg wymierng, m za$ i n sg
to liczby catkowite.

33. Jezeli x, y sa liczbami algiebraicznemi, wéwczas algiebraiczne
sg rowniez liczby x+y, x—y, xy oraz x/y.

[Istotnie, mamy réwnania

gdzie a0, ..oraz b0, .. sg liczbami catkowitemi. Kladgc x+y=z, mo-
zemy wyrugowa¢ zmienng X z tych dwuch réwnan, przez co otrzymamy

czyli réwnanie takiego samego typu, jak poprzednie.
34. Jezeli

gdzie a,, aj, a* sg dowolnemi liczbami algiebraicznemi, wowczas x musi
by¢ liczbg algiebraiczna.
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[Mamy n+ 1 rownan ksztattu

(r=0, 1, 2...,n), przyczym wszystkie spoétczynniki a0, r, al, r.. sg liczba-
mi catkowitemi. Pozostaje wyrugowaé¢ z nich a 0 ..an przy pomocy
pierwotnego réwnania.]

35. Zastosowaé ten sposob postepowania do réwnania

36. Utozy¢ rownania o spotczynnikach wymiernych, ktdrym czy
nityby zados¢ liczby:

38. Jezeli x6+ x5—2x4—x3+a:2+1=0 oraz y=x4—x2+x—1, wéwczas
y czyni zado$¢ rownaniu kwadratowemu o spoétczynnikach wymiernych.
(Mathem. Tripos. 1903).
[Odpowiedz: y3+y+ 1=0.]



ROZDZIAL II.
O FUNKCJACH ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ.

9. O pojeciu funkcji. Przypusémy, iz x i y sa to dwie
zmienne rzeczywiste ciagte. Mozemy przedstawi¢ je gieome-
trycznie, odmierzajgc na prostych L, M odpowiednie odcinki
AOP = x, B0Q =y, poczynajac od statych punktéow A0, B0. Przy-
pusémy dalej, ze potozenia punktow P, Q nie sa od siebie nie-

zalezne, ze przeciwnie istnieje miedzy niemi pewien zwigzek.
Mozemy wyobrazi¢ sobie, iz zwigzek ten zostat wyrazony w po-
staci jakiego$ wzoru, zawierajgacego dwie zmienne: x i y. W ta-
kim razie, o ile znamy P i x, znamy rowniez Q i y. Mozemy
np. przypusci¢, iz zwiazek ten dany jest w postaci roéwnania
y= x) albo y= 2x, albo y = 1/2x, y=x2-\-1 itp. We wszystkich
tego rodzaju przypadkach wartos¢ zmiennej x wyznacza odpo-
wiednig wartos¢ zmiennej y. RoOwnie dobrze moglibysmy za-
tozy¢, ze zwigzek pomiedzy x iy dany jest nie w postaci
wzoru algiebraicznego, lecz za pomoca konstrukcji gieome-
trycznej, ktéra pozwala na wyznaczenie punktu Q, skoro tyl-
ko punkt P jest znany.

Powiadamy w takich wypadkach, iz zmienna y jest funk-
cja zmiennej x. Pojecie zaleznosci funkcjonalnej jednej zmien-
nej od innej jakiej$§ zmiennej jest moze najwazniejszym poje-
ciem w catej matematyce wyzszej. W niniejszym rozdziale
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zilustrujemy pojecie funkcji mnoéstwem przyktadéw, aby czy-
telnik moégt przekonac sie, czy istotnie doktadnie zrozumiat to
wazne pojecie.

Zanim jednak przejdziemy do zilustrowania pojecia funk-
cji, musimy zaznaczy¢, iz w powyzszych prostych przykiadach
zaleznosci funkcjonalnej mozna dostrzec trzy cechy, ktére wca-
le nie sg cechami charakterystycznemi ogdélne-
go pojecia funkcji, a mianowicie:

(1) w powyzszych przyktadach zmienna y byta w zupet-
nosci wyznaczona dla kazdej wartosci zmiennej x;

(2) kazdej wartosci zmiennej x odpowiadata jedna i tylko
jedna warto$¢ na y;

(3) zwiazek miedzy x a y byt wyrazony zapomocag wzoru
analitycznego.

Otéz $réd najwazniejszych funkcji istnieje mnéstwo ta-
kich, ktére posiadajg wymienione cechy, ale z dalszych przy-
ktadoéw przekonamy sig, iz nie sg to cechy istotne funkcji. Na-
tomiast naprawde istotnym w pojeciu funkcji jest to, ze mie-
dzy x i y zachodzi pewien zwigzek, na mocy ktérego przynaj-
mniej niektérym wartosciom na x odpowiadajg oznaczone war-
tosci na y.

Przyktady VII. 1 Niech bedzie y=0, jakakolwiek wartos¢ nadamy
zmiennej x. Mamy prawo uwaza¢ y za funkcje zmiennej x, gdyz jaka-
kolwiek warto$¢ nadamy tej zmiennej, zawsze warto$¢ na y jest nam
znana (a mianowicie =0). W przykiadzie tym na mocy zwiazku funkcyj-
nego wszystkim wartosciom zmiennej x odpowiada ta sama wartos¢ nay.
Oczywiscie posta¢ rzeczy nie zmienitaby sie, gdyby w tych samych wa-
runkach y stale réwnato sie 1, albo albo V2 itp. Tego rodzaju funkcje
zmiennej X nazywamy stala.

2. Niech bedzie y2—x. Jezeli x jest liczba dodatnig, wéwczas kaz-
dej wartosci na x odpowiadajg dwie wartosci na y, mianowicie + Vx. Je-
zeli x=0, wowczas y=0. Szczeg6lnej wiec wartoéci x=0 odpowiada tyl-
ko jedna warto$¢ na y. Jezeli za$ x jest liczba ujemng, wéwczas niema
zadnej wartoéci na y, ktéraby czynita zado$¢ temu réwnaniu. Innemi sto-
wy: funkcja y nie jest wcale wyznaczona dla ujemnych wartosci zmiennej x.

Jak widzimy, funkcja ta posiada ceche (3), lecz nie posiada cech
@ i@.

3. Wezmy pod uwage oznaczong objeto$¢ gazu przy statej tempe-
raturze, zamknieta w cylindrze z ruchomym tiokiem*).x

*) Ten pouczajacy przykiad zapozyczytem z ksigzki: H. S. Cars-
law Introduction to the Calculus.
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Oznaczmy przez A pole poprzecznego przekroju tloka, przez W
ciezar tloka. Gaz, Scisniety przez tlok, wywiera na jednostke pola tto-
ka cisnienie p0, ktére réwnowazy jego ciezar W, tak iz mamy

W=ApO.

Niech bedzie vO objetos¢ gazu w chwili, gdy ten ukiad jest w réw-
nowadze. Jezeli na ttok potozymy jaki$ dodatkowy ciezar, ttok opusci
sie, objetos¢ (v) gazu zmniejszy sig, natomiast ciSnienie (p) gazu na jed-
nostke pola tloka wzrosnie. Prawo doswiadczalne Boyle'a powiada, iz
iloczyn p przez v jest, mniej wiecej, staly. Gdyby to prawo byto Sciste,
woéwczas zalezno$¢ miedzy cisnieniem a objetoScia gazu wyrazataby sie
wzorem

pv=a (1)
gdzie a jest liczba, ktérg doswiadczalnie moznaby w przyblizeniu wy-
znaczy¢.

Prawo Boyle'a jednak daje mniej wiecej wierny opis faktéw tylko
wowczas, gdy ci$nienie nie jest wielkie. Przy zmniejszaniu sie v nasta-
je chwila, kiedy wzér (1) daje wartosci na p, zupetlnie niezgodne z rze-
czywistoscig. Wiadomo, ze w takich razach o wiele lepsze przyblizenie

mozna otrzyma¢, postugujgc sie t zw. ,prawem van der Waalsa“ czyli
wzorem

- @

gdzie qX sg to liczby, ktére doswiadczalnie mozna w przyblizeniu
wyznaczy¢.

Oczywista rzecz, ze powyzsze dwa réwnania, nawet razem wziete,
nie dajg nam zupetnego obrazu zwigzku pomiedzy p i v. Nie ulega wat-
pliwosci, iz ten zwigzek jest w rzecywistosci o wiele bardziej ztozony
i ze, gdy v sie zmienia, forma tego zwigzku zmienia sie réwniez, prze-
chodzac od ksztattu podobnego do wzoru (1) do ksztattu podobnego do
wzoru (2). Z punktu widzenia matematycznego mamy zupetne prawo
wyobrazi¢ sobie idealny stan rzeczy, przy ktérym istniataby taka obje-
tos¢ V, iz dla wszystkich wartosci u mniejszych od V, bytby stuszny
wzor (2), dla wszystkich za$ wartosci v, wiekszych od V, bytby stuszny
wzor (1). W takim razie moglibySmy uwazaé, iz réwnania (1) i (2) ra-
zem wziete wyznaczajg p jako pewnag funkcje zmiennej v.

Mamy tu przykiad funkcji, ktora dla jednych wartosci zmiennej v jest
wyznaczona zapomocg jednego wzoru, dla innych za$ wartosci v—zapomoca in-
nego Wzoru.

Funkcja ta posiada ceche (2), gdyz kazdej wartosci v odpowiada
jedna tylko wartos¢ p. Natomiast nie posiada ona cechy (1), gdyz funk-
cja p nie jest wyznaczona dla wartosci ujemnych zmiennej v; istotnie,
ujemna objetos¢ nie ma dla nas sensu i stad ujemnych wartosci na v nie
bierzemy wcale pod uwage.

4, Przypusémy, iz z wysokosci 12 kula idealnie sprezysta spada
(nie wirujgc) na statg ptaszczyzne pozioma i odbija sie od niej.
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Wiadomo z elementarnej mechaniki, ze je$li h oznacza odlegtosé
(w czasie t) kuli od potozenia poczatkowego, woéwczas

oile0 t T,

h=V2g(2t-t) 2
oilet 8t,
i wogole h = Yag(2n'c—t)a
o ile (2n—I)x < < (2w+ I)x.

W przyktadzie tym h jest funkcja czasu t, oznaczona tylko dla
wartosci dodatnich zmiennej t

Czytelnik powinien poszuka¢ w zagadnieniach fizycznych innych
przyktadéw funkgji.

5. Przypusémy, iz przez y oznaczyliSmy najwiekszy czynnik pierw-
szy liczby x. Mamy tu przykiad funkcji, wyznaczonej tylko dla szczegdl-
nych wartoéci zmiennej x, mianowicie dla wartosci catkowitych. ,Naj-
wiekszy czynnik pierwszy liczby i, albo y/2, albo liczby n“ nic wogéle
nie znaczy. Tak wiec funkcja nasza nie posiada cechy (1); posiada ona
ceche (2), ale nie posiada cechy (3), gdyz zwiazku miedzy y a x nie
umiemy wyrazi¢ wzorem analitycznym.

6. Przez y oznaczmy mianownik liczby x, gdy liczba ta zostata przed-
stawiona w postaci utamka nieskracalnego. Mamy tu przykiad funkcji, wy-
znaczonej tylko dla wartosci wymiernych zmiennej x. Np. 7, jesli
x= —n/T, ale przy x=\/2, y nie jest wcale wyznaczone, gdyz ,miano-
wnik liczby y/2* niema zadnego sensu.

7. Przez y oznaczmy wyrazony w calach wzrost policjanta x w mie-
écie A, dnia 8 sierpnia 1907 r. o godzinie 530 po potudniu. W tym przy-
ktadzie y jest funkcjg zmiennej x, wyznaczong tylko dla niektérych war-

tosci catkowitych x, mianowicie dla x=1, 2, 3.. N, gdzie N oznacza licz-
be policjantow w miescie A w takiej a takiej chwili.
10. Wykreslne przedstawienie funkcji. Gieometrja

lityczna dwuwymiarowa. Przypusémy, iz zmienna y jest funk-
cja zmiennej x. Wobec istnienia zwigzku funkcjonalnego mie-
dzy x iy, moglibysmy, wogoéle biorgc, uwaza¢ réwnie dobrze
x za funkcje zmiennej y, ale na razie bedziemy sie trzymali
pierwszego punktu widzenia. Nazwiemy x zmienng niezalezna,
y za$ zmienng zalezng. Je$li rodzaj zaleznosci funkcjonalnej
nie jest blizej okreslony, wyrazamy te zalezno$¢ ogoélng forma
réwnania
V="fix).

Zamiast symbolu f{x) bedziemy nieraz pisali F{x), cp(r),

<H® it p.

W wielu wypadkach mozna z tatwoscig zilustrowac isto-

ana-



te poszczegoélnych funkcji w nastepujacy sposoéb: kreslimy dwie
prostopadte do siebie proste ox, oY i, obrawszy dowolng jed-
nostke miary, odktadamy na tych prostych, poczynajac od punk-
tu 0, odcinki, ktorych ditugosci odpowiadajg wartosciom x i y.
Oczywista rzecz, iz musimy przy tym uwzglednia¢ znaki tych
liczb, t. j. musimy na prostych ox, oy obra¢ zwroty dodatnie,
ktére zazwyczaj oznaczamy strzatkami (poréw. rys. 6).

Niech bedzie a warto$¢ zmiennej x, przy ktérej zmienna
y posiada jedna tylko, w zupeilnosci wyznaczong wartosc¢ b.
Odtézmy odcinki oA=a, O0B—b i zbudujmy na nich prostokat
OAPB. Wyznaczenie na rysunku punktu P mozemy uwazacé
za réwnoznaczne ze wskazaniem, iz wartosci x —a odpowiada
wartosé¢ y=b.

Rys. b.

Gdyby wartos$¢ x —a odpowiadata kilku naraz wartosciom y
(np. b, b', b"..), woéwczas zamiast jednego punktu P mielibys-
my kilka punktéw P, P', P",.

Punkt P nazwiemy punktem (a, 6); a i b nazwiemy spdl-
rzednemi punktu P w odniesieniu do osi OX, OY, przyczym a
bedziemy nazywali odcieta, b za$ rzedng punktu P. Proste 0X,
OY nazywamy osiami spélrzednych, a mianowicie 0X nazywa
sie osig odcietych albo osig X-6w, OY za$ osia rzednych albo osig
y-6w. Punkt 0 nazywamy poczatkiem spélrzednych albo kroétko:

poczatkiem.
Przykiady VIII. 1L Niech bedzie P punkt (a, b), Q za$ punkt (a, £).
Wykresli¢ rownolegtobok OPRQ i wykaza¢, ze R jest punktem (o+ a, b+$).



2. Srodkiem odcinka PQ jest punkt

3. Ogdlniej rzecz biorgc, punkt, dzielgcy odcinek PQ w stosunku
/Xa+pa 1 Xh+p

N
p:X, jest punktem }l Wzory te dajg nam spotrzedne kaz-

dego punktu na odcinku PQ, jezeli w odpowiedni spos6b dobierzemy sto-
sunek p:X.

4. Jezeli w punktach (ai,fci), (a2, bz),...(an, bn) znajdujg sie czast-
ki materjalne o réwnych masach, wéwczas $rodek masy uktadu znajdu-

je sie w punkcie

5. Zmiana osi spotrzednych. Przez punkt O poprowadZmy pro-
ste OX\ OY', tworzace z osiami OX, OY kat & (rys. 7). WykresSimy
PA' PB' prostopadle do OX', OY'. Rzecz jasna, iz punkt P jest réwnie
dobrze wyznaczony przez OA', OB] jak i przez OA, OB. Niech hedzie
OA—x, OB=y, OA'=x', OB'=y'. W takim razie x', y' sg to spotrzedne
punktu P w odniesieniu do nowych osi OX', OY".

Dowie$é, iz x'—xcos ft+i/sin  y'= —*sin fr+ycos fr, i wyrazi¢ g
i y w zaleznosci od x', y".

6. W poprzednim zadaniu poczatek spétrzednych pozostawat bez
zmiany, nowe za$ osie byty nachylone do dawnych pod katem th Mo-
gliby$my jednak wykresli¢ nowe osie réwnolegle do dawnych tak, by no-
wym poczagtkiem spo6irzednych byt punkt O. Przypus$émy, iz spotrzedne
punktu O w odniesieniu do dawnych osi sg a, p. Wyrazi¢ x\ y' zapomo-
ca a, y, i odwrotnie.

7. Obierzmy nowy poczatek spotrzednych O' i poprowadZzmy no-
we osie, nachylone do dawnych pod dowolnym katem. Opierajgc sie na
przykt. 5 i 6-ym, dowies¢, iz x', y' mozna wyrazi¢ w postaci x'=ax + by+c,
y'=dx-\-ey+f, gdzie a, b..f sg liczbami, niezaleznemi od x i y.

11. Roéwnanie linji prostej. Przypu$émy, ze zmienna y
zostata okreslona dla pewnych wartosci a zmiennej a i ze dla
kazdej takiej wartosci a wyznaczyliSmy odpowiadajaca jej war-
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tos¢ b zmiennej y oraz odpowiadajacy tym liczbom a, b punkt
P (albo ogdlniej: wyznaczyliSmy wartosci b', b", b'"... i punk-
ty P, P, P'""..., odpowiadajgce wartosci a zmiennej x). Zbior
wszystkich takich punktéw p zowiemy wykresem funkcji vy.
Wezmy najprostszy przykitad. Dajmy na to, ze y zostato
okreslone, jako funkcja zmiennej x, za pomocag réwnania

axA-by-\-c= 0 . (D)

w ktérym a, b, ¢ sg liczbami stalemi. W takim razie y jest
funkcjg zmiennej x, posiadajaca cechy (1), (2), (3), wymienio-
ne w § 9-ym. Z }latwoscig mozna wykazacd, ze wylcres tej funk-
cji jest linja prosbe.

Przypusémy najpierw, ze a=0. W takim razie y posia-
da statag wartos¢ —c/b, zatym wszystkie punkty P, odpowia-
dajgce tej funkcji, lezg na prostej, réwnolegtej do osi 0Xx
i odlegtej od tej osi o —cfb jednostek. | odwrotnie: dla kazde-
go punktu tej prostej mamy 7= —c/6. Widzimy tedy, iz wy-
kresem tej funkcji jest pewna prosta, réwnolegta do ox.

Przypus¢my dalej, ze a nie rOwna sie zeru i ze (xx, yx)
oraz (x2, y2) sg dwoma punktami, lezgcemi na wykresie naszej
funkcji. W takim razie musi byc¢

ax1l-fbyl-\~c=0 i ax2A-by2-{-c—0 .vveirerriiirreecrenn, ()]

Wiemy (Przykt. VIIIL, 3), ze jesli jakikolwiek punkt P
lezy na prostej, taczacej punkty (xX, y»® i (x2, yf), wowczas
sp6trzedne punktu P daja sie wyrazi¢ w postaci

Jezeli réwnania (2) pomnozymy odpowiednio przez X i jr,
i dodamy, sume za$ podzielimy przez otrzymamy

Réwnanie to wskazuje, ze punkt P lezy na wykresie funk-
cji y, czyli, ze wykres zawiera wszystkie punkty prostej, o kto-
rej mowa. Nie moze tez wykres zawiera¢ zadnych innych
punktéw. W rzeczy samej, prosta ta nie jest roéwnolegta do
osi oXx (albowiem y nie ma wartosci statej), wskutek czego
kazdej dowolnej wartosci zmiennej y odpowiada jeden tyl-
ko punkt na prostej, taczacej punkty (xXx, yf) i (x2, ¥2); gdyby

Wyktad czystej matem. 3.
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wiec wykres naszej funkcji zawierat jakis punkt (@', yj nie
lezagcy na prostej, woéwczas z réwnania axArbyArc—0 powin-
nibysmy otrzymac¢ dwie wartosci na & dajac na y wartos¢ y-.
Ot6z wiemy, ze tak nie jest, zatym wykres naszej funkcji za-
wiera wszystkie punkty tej prostej i nie zawiera zadnych
innych.

Bedziemy sie nieraz postugiwali innym sposobem wysto-
wienia. Jezeli x i y zmieniajg sie w ten sposéb, ze réwnanie
(1) pozostaje zawsze stuszne, bedziemy mowili, iz miejscem gieo-
metrycznym punktu (x, y) jest prosta, rownanie za$ (1) bedziemy
nazywali réwnaniem teyo miejsca, albo tez bedziemy mowili, ze
rownanie (1) przedstawia Owo miejsce gieometryczne. O ,miej-
scu gieoinetrycznym”, o ,réwnaniu miejsca gieometrycznego*“
mozemy mowi¢ we wszystkich tych przypadkach, kiedy wy-
kres funkcji y jest krzywa, w zwykiym znaczeniu tego wy-
razu*), i kiedy zwigzek pomiedzy zmiennemi x i y daje sie
ujg¢ w postaci wzoru analitycznego.

Poprzednie rozumowanie nie stosuje sie do przypadku,
gdy b—0. ROwnanie (1) daje wtedy x — —eja, tak iz odlegtos¢
punktow P od osi OY jest stata, czyli wszystkie punkty P le-
za na rownolegtej do tej osi. W danym przypadku w réwna-
niu niema wcale zmiennej y, nie mozna jej tedy uwazac¢ za
funkcje zmiennej x. Ale za to mamy prawo uwazac¢ x za funk-
cje zmiennej y, mianowicie za stata —c a, gdyz jakakolwiek
damy warto$¢ na y, zawsze x = —cja.

Rownanie axA-by-\-c= 0 jest ogdélnym rdéwnaniem
pierwszego stopnia, gdyz axé-by-\-c jest najogdlniejszym
wielomianem, jaki mozna utworzy¢ z pierwszych poteg zmien-
nych x, y. DoszliSmy wiec do wniosku, iz ogélne réwnanu
stopnia pierwszego przedstawia prostg Roéwnie tatwo mozna do-
wies¢ odwrotnego twierdzenia: réwnanie prostej jest zawsze réw-
naniem pierwszego stopnia. Dowdd pozostawiamy czytelnikowi.

Przyktady IX. 1 Prosta aT+by+c”™-0 tworzy z osig OX Kkaty

réwne arctg(—n'b) i arctg(—a/b). gdzie aretg/. oznacza najmniej-
szy kat, ktérego styczna réwna sie X

*) Oczywista rzecz, iz pojecie ,krzywej" zawiera, jako szczego6l-
ny przypadek, pojecie prostej. W przykitadach XVI pozna czytelnik funk-
cje, ktorych ,wykres" nie jest krzywa, w zwyklym znaczeniu tegr
wyrazu.



2 Jezeli punkt P lezy na”prostej, a x', y' sg okreslone lakierni
wzorami, jak w Przykl. VIII. (5). Woéwczas mamy réwnanie

Nazywamy je réwnaniem prostej, odniesionej (fonowych osi OK*, OY".
Jest to zwigzek, zachodzacy miedzy nowemi spétrzednemi x', y'. Pod-
kreslamy, iz rdwnanie to jest stopnia pierwszego, czego zresztg mozna
sie bylo spodziewaé, gdyz dowod twierdzenia, iz réwnanie prostej jest
stopnia pierwszego, nic byt zalezny od wyboru osi.

3 Punkt przeciecia sie prostych ax+by+c=0 i a'x+b'y+c'=0 ma
spotrzedne

Wyjatek stanowi przypadek, gdy ab'-n'b=0; proste sg wtedy réwnolegte
do siebie.

4. Styczne trygonometryczne katéw, utworzonych przez proste po-
przedniego zadania, réwnaja sie

Proste sg do siebie prostopadie, jezeli aa’'+ bb'—0.
5. Diugos¢ prostopadtej, poprowadzonej z punktu (£, 4) do prostej
ax+by+C=C réwna sie

uwazamy ja za liczbe dodatnig, jezeli przy c>0 punkt (£, y) lezy z tej
samej strony prostej, co punkt O, lub jesli przy c<0 dwa te punkty le-
zg po roznych stronacli prostej. W przeciwnym razie dtugos¢ prosto-
padtej jest ujemna.

6. Réwnanie (ax+by+c)+Ua'x-\-b'y-\-c') = 0 przedstawia prostg, prze-
chodzaca przez punkt przeciecia sie prostych ax-\-byA-c~0 i a'x+b'y+c'—0.
Wybierajac odpowiednio spétczynnik /., mozemy w ten sposéb przedsta-
wi¢ kazda, prosta, przechodzaca przez ten punkt. Zbadaé przypadek, gdy

7. Ulozy¢ réwnanie prostej, przechodzacej przez punkt przeciecia
sie dwuch danych prostych, i prostopadiej do trzeciej danej prostej.

8. Roéwnanie kota, majacego S$rodek w punkcie (rt, b) i promien
réwny r, jest

Odwrotnie: kazde réwnanie tego ksztattu przedstawia koto.
9. Najogdlniejsze réwnanie drugiego stopnia, nie zawierajace wy-
razu xy i majace roéwne spétezynniki przy x2i y2 ma ksztatt



Dowies¢, iz jest to réwnanie kola, jezeli f2+g2>ac. Zbada¢ przypadek,
gdy f2+g2<ac.

0 Sprawdzi¢, iz zmiana osi nie powoduje zmiany ksztattu ogél-
nego réwnania kota (Przyktad 9).

11. Ogolne réwnanie kota, przechodzacego przez punkt przeciecia
sie dwuch kot
) (x—a)2+ (y—h)2=r2 oraz (x—a)2+(y-B)2=p2
est
! (x—a)2+ (y—b)-—r2+ A |x—a)2+ (y—P)2—p2}=0.

12 Jezeli A= —1, réwnanie, o ktdrym mowa w poprzednim zaca-
niu, jest tylko pierwszego stopnia i przedstawia spoing ciecinve danych
dwu kot

13. Dwa kota

X2+y2+2dx -\-2ey+k2—0, x2+y2A-2%x-\-2zy-\-*2=0

przecinajg sie, jezeli
d2+e2—k2>0, 02+s2—2>0

oraz A<2{-e2—k)(52+ s2—v2) > (2do + 2et—k2—x2)2

14. Dowie$¢, ze kota poprzedniego przykiadu przecinajg sie jod
katem prostym, jezeli
2do + 2es—A2—z2—0.
15. Pole tréjkata, ktérego wierzchotkami sg punkty (a?,, yX, @2 y2
(*i, yi), rowna sie

Oprze¢ na tym dowod twierdzenia § U-go.

Przyktady X. 1 Punkt porusza sie tak, ze (1) odlegtos¢ jego
od danej prostej jest stata: (2) odlegtosci jego od dwu danych prostych
sg sobie rowne. Dowie$¢ (a) za pomoca rozumowania gicometrycznego,
(b) za pomocg rozumowania, opartego na § 11-ym i na Przykt IX. 5 ze
w obu wypadkach miejsce gieometryczne tego punktu skiada sie z dwuch
prostych.

2. Odlegtosci punktu P od Kkilku prostych danych réwnaja sie
w, u", Punkt P porusza sie tak, ze

przyczym a, b, c.. sa state. Dowie$¢, ze miejsce punktu P skiada sie
z kilku prostych.

3. A, B sg state punkty, P za$ jest punkt ruchomy, przyczym
mamy zawsze (1) X.4P2+fi.PP2=statej, albo (Il) N"IP/PP~=statej. Dowiesc,
ze w obu wypadkach miejscem punktu P jest okrag kota.

4. Odcinek o statej dtugosci porusza sie tak, ze konce jego ziaj-
dujg sie zawsze na osiach OK, OY. Znalez¢ réwnanie miejsca punktu P,
ktory dzieli odcinek w stosunku \:p.
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| Przypus¢my, ze odcinek AB spotyka 0§ OX w A, 0§ OY w B,
i niech bedzie OA—a, OB—h Spétrzedne punktu P, o ktdrym mowa, sa

_, E-- . Mamy réwniez a2+62 stalej, powiedzmv=c2 Jesli wigc mamy
X+jx — X+ji

wowczas

Jezeli X=fi, czyli jezeli P jest $srodkiem odcinka AB, wowczas otrzy-
mane réwnanie staje sie réownaniem kota.]

5. Odcinek o statej diugosci porusza sie tak, ze konce jego
raja sie na okregu danego kota. Dowies¢, ze kazdy punkt, dzielgcy ten
odcinek w statym stosunku, zakresla kolo spotsrodkowe.

12. O spoéirzadnych biegunowych. Potozenie punktu P
na ptaszczyznie wyznaczaliSmy dotad zapomoca odcinkéw
OM—x, MP—y. Jezeli oznaczymy odcinek OP przez r, kat zas
~"ZMOP przez (przyczyni kat d bedziemy zawsze mierzyli
w zwrocie dodatnim i bedziemy zawsze zakiadali 0"D-<2t),
wowczas otrzymamy zwigzKi nastepujace:

Widzimy, ze potozenie punktu P moglibySmy réwnie do-
brze wyznaczy¢, znajac wartosci r i ka-
ta . Nazywacé bedziemy r, H spétrzed-
nemi biegunowemi punktu P. Spoétrzed-
na r bedziemy zawsze uwazali za do-
datnia.

Jezeli P zakres$la krzywa, woéwczas
zmieniajg sie r i 1, przyczyni zachodzi
miedzy niemi pewna zalezno$¢, ktora
mozemy wyrazié¢, piszac r= f(&) albo
\t= F(r). Takie réwnania nazwiemy réwnaniami biegunowemi
danych miejsc gieometrycznych. Od réwnania biegunowego
mozemy przejs¢ do réwnania w zmiennych x, y i odwrotnie,
a to za pomoca powyzej otrzymanych wzorow.

Nalezy zauwazyé¢, ze spoOtrzedne (x, y) i (r, H) sg to tyl-
ko dwa przykiady ,uktadéw spéirzednych”, ktére stuzg do wy-
znaczania potozenia punktu P. Ukladéw takich mozna przy-
toczy¢ dowolng ilosc.

opie-



Przyktady XI. 1 Réwnanie biegunowe prostej ma ksztatt
r AS3—a)=p,
gdzie p i d sg state.

2 Réwnanie r—2acos ¥ przedstawia koto, przechodzace przez po-
czatek spétrzednycli To samo powiedzie¢ mozna o réwnaniach r=2asin t
oraz r=Xcostt-+fxsint)'. Znalez¢ diugos¢ promieni tych kot

3. Ogolne réwnanie kota w spotrzednych biegunowych ma ksztatt

r2+ c2—2rc.cos({t—a)=a2

gdzie a, c i a sg stale.

13. Dalsze przykitady funkcji oraz ich wykresow. We
wszystkich przyktadach IX i X mieliSmy do czynienia tylko
z dwiema bardzo prostemi funkcjami zmiennej x, mianowicie
z funkcjami y, okre$lonemi za pomocg roéwnan axJdrbyJdrc—"
i (x—a)2-j-(y—p2—r2 Tylko w przyktadzie X, 4 natrafiliSmy
na nieco ogolniejszy typ zwigzku funkcjonalnego. Podamy te-
raz szereg przykiadéw, z ktérych czytelnik przekona sie o ist-
nieniu nieskonczenie wielu réznych typéw funkcji.

A. Wielomiany. Wielomianem, utworzonym ze zmiennej
x, albo krécej: wielomianem zmiennej x bedziemy nazywali
kazelg funkcje, majgca ksztatt

a0Oxm\-axm~ 1 A-...-\-am,
gdzie (/0, ax..an sg to stale. Najprostsze typy wielomiandw sg
y—X, Yy=X2, ...y—xm
Wykresy funkcji y=x m bywajg dwuch rodzajéw, zaleznie
od tego, czy m jest parzyste czy nieparzyste.
Zatézmy najpierw m= 2. Trzy punkty
0,00, (LD, (-11

leza na wykresie. Dowolng liczbe punktéw wykresu mozemy
wyznaczy¢, dajgc na x rézne wartosci. Np.
wartosciom x = 2, 3, — —2, —3
odpowiadaja y—\, 4, 0, j-, 4, 9.
Jezeli czytelnik zaznaczy na rysunku dostateczna ilos¢
takich punktéw, bedzie mogt przypuszczaé, ze wykres funkci

y = x 2 wyglada, mniej wiecej, tak, jak krzywa na rys. 9. Jesi
teraz czytelnik poprowadzi przez zaznaczone punkty krzywa
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i wyliczy nowe wartosci zmiennej y, odpowiadajace nowym
wartosciom na x, przekona sie, ze odpowiednie punkty leza.
tak blizko krzywej, jak tylko mozna byto tego oczekiwag,
uwzgledniajac nieuniknione btedy rysunku.

Powstaje tu pytanie natury zasadniczej, na ktore jednak
nie mozemy jeszcze da¢ dokiadnej odpowiedzi. Czytelnik po-
siada niewatpliwie wyobrazenie krzywej ciggtej, bez przerw
i skokow, t. j. takiej krzywej, jaka z gruba przedstawia rys. 9.
Ot6z powstaje pytanie, czy wykres funkcji y —x2 jest istotnie
taka krzytog cigyla? Dowies¢, ze tak jest, nie mozemy przez
wyznaczanie coraz wigkszej ilosci punktéw, jakkolwiek im wie-
cej punktow wykresu wyznaczymy, tym bardziej prawdo-
podobnym staje sie przypuszczenie, ze mamy do czynienia
z krzywa ciagta.

Dopiero w rozdziale 1V bedziemy mogli da¢ wyczerpuja-
cgq odpowiedZz na to pytanie. W rozdziale tym zbadamy szcze-
gotowo intuicyjne pojecie ciggtosci, co da nam moznos¢ dowie-
dzenia, ze wszystkie wykresy, jakie dotad rozpatrywalismy lub
jakie roztrzasa¢ bedziemy w niniejszym rozdziale, sg krzywe-
mi cigglemi. Na razie moze czytelnik poprzesta¢ na wykresla-
niu krzywych zgodnie z intuicja.

Z tatwoscig mozna sie przekonaé, ze krzywa y=iP w kazdym punk-
cie jest zwrocona swa strong wypukia ku osi x-0\v. Niech beda iD, PI
punkty (x0, *®' Di i -ri3- W takim razie
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Jezeli PO jest statym punktem, Pi za$ zmiennym (czyli xO0 jest statg licz-
ba, Xi zmienng), wéwczas tgNPOPi wzrasta wraz ze wzrastaniem xu czyli
wzniesienie cieciwy POP, staje sie coraz bardziej strome.

Ogolny wyglad krzywej y = x 4 jest podobny do wygladu
krzywej y =x 2 lecz pierwsza krzywa jest bardziej sptaszczona
w poblizu punktu O, natomiast poza punktami A, A', ktérych
spotrzedne sg (1,1) oraz (—1, 1), staje sie bardziej stromag od
drugiej krzywej (rys. 10). Jeszcze wyrazniej wida¢ to na Krzy-
wej y—xm, jezeli liczba parzysta m jest wieksza od 4. Im
wieksza jest liczba m, tym wyrazniej wystepuje owo sptaszcze-
nie i strome wznoszenie sie krzywej, az wreszcie krzywa tak
zbliza sie do tamanej A'M N A, ze odréznienie tych dwu linji
na rysunku staje sie niepodobienstwem.

Czytelnik powinien zbada¢ z kolei krzywe y —xmw przy-
padku, gdy m jest liczbg nieparzystg. Krzywe te zasadni-
czo rbznig sie od poprzednich tym, ze przy m parzystym ma-
my (—x)m=xm zatym odpowiednie Kkrzywe sg symetryczne
wzgledem osi OY, natomiast przy m nieparzystym mamy
(—x)m——xm, zatym y jest liczbg ujemna, gdy x jest ujemne.
Na rys. 11 mamy wykresy krzywych y=x, y=xi oraz tamana,
do ktoérej zbliza sie ksztatt krzywej y —xm gdy liczba niepa-
rzysta m rosnie.

Teraz juz tatwo zorjentowac sie, w jaki sposéb mozna,
przynajmniej teoretycznie, zbudowa¢ wykres kazdego wielo-
mianu. Przedewszystkim z wykresu funkcji y = xm mozna
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odrazu otrzyma¢ wykres funkcji y=C xm} gdzie C jest stalg;
wystarczy w tym celu pomnozy¢ przez c wszystkie rzedne
pierwszej krzywej. Jezeli za$ mamy wykresy funkcji f(x)
i F(x), otrzymujemy wykres funkcji f(x)-\-F(x), dodajac do sie-
bie rzedne odpowiednich punktéw pierwszych dwuch krzywych.

Na rys. 12 mamy zbudowany w ten sposéb wykres funkcji y—2x2—xK
Cienka linja odpowiada funkcji y—242 kropkowana funkcji y=—x3 Przy
wykreslaniu tych funkcji obraliSmy na osi OI" skale cztery razy mniej-

Rys. 12.

szg niz na osi x-6w, a to w tym celu, zeby rysunek nie wypadt zbyt du-
zy. Takie postepowanie bywa nieraz potrzebne: oczywista rzecz, ze ska-
la na jednej osi moze by¢ dowolng ilos¢ razy mniejsza od skali, obranej
na drugiej osi.

Nad sprawa wykreslania wielomianéw nie bedziemy sie zatrzymy-
wali, gdyz poznamy po6zniej metody, ktore ogromnie utatwiajg budowa-
nie takich wykreséw.

Przyktady XII. 1 Wykresli¢ krzywe y— 7t4 y— 3x5 y-=x'°.

[Wykresy winny by¢ sporzadzone bardzo starannie, przy odpo-
wiednio dobranych skalach na osiach, przyczym wszystkie trzy krzywe
nalezy wykresli¢c na jednym rysunku. W ten sposob czytelnik uprzy-
tomni sobie, z jak wielkg predkoscig rosng wyzsze potegi zmiennej X,
gdy zmienna ta ro$nie; uprzytomni sobie dalej, ze w wielomianach ta-
kich, jak

X 10+ 3x7+ 7xi

(lub nawet &0+ 30x5-|-70Cted), tylko pierwszy wyraz gra wazng roleg,
gdy na x dajemy wartosci do$¢ duze. Np. juz dla ;r=4, mamy acl0> 1000000,
gdy tymczasem 308?%5<35000, a 700£c4< 180000; jezeli damy na x warto$é
10, przewaga wyrazu x 10 wystgpi jeszcze wyrazniej|.



2. Porownac wzgledne wielkosci liczb a2 1000000eA 10f Q000000000
przy wartosciach £c¢=I, 10, 100 i t d.

(Radzimy czytelnikowi przerobi¢ Kilka takich przyktadéw, gdyz
pojecie wzglednej predkosci wzrastania réznych funkcji jest bardzo waznym
pojeciem, ktorym w dalszym ciggu czesto bedziemy sie postugiwali].

3. Wykresli¢ krzywa y=axiJr2bx+c.

ac—p2 f  b12 . . o
[Mamy tu y------------ ~a\XA----- : >, Jezeli obierzemy nowe osie, rowno-
a i a
b, ac—bh2\
legte do dawnych i majgce poczatek w punkcie 1----- 1o J, wéwczas

nowe rownanie krzywej bedzie miato ksztatt y'=ax'2 Czytelnik powinien
przerobi¢ szczegétowo (ilustrujac je odpowiedniemi wykresami) kilka przy-
ktadéw liczbowych, w ktérych a, b. ¢ miatyby rézne wartosci dodatnie
i ujemne].

4. Wykresli¢ krzywe y—a3—3x+I; y=xqx—I); y—x(x—1.

14. B. Funkcje wymierne. Pod wzgledem prostoty
i doniostosci drugie miejsce po wielomianach nalezy sie funk-
cjom wymiernym. Funkcje wymierng mozna okresli¢ jako ilo-
raz dwucli wielomianéw. Jezeli np. symbole P(x), Q(x) ozna-
czajag dwa wielomiany, wowczas ogolna funkcje wymierna moz-
na oznaczy¢ symbolem

W szczegbélnym przypadku, gdy Q(x) rowna sie jednosci
lub innej jakiej$ statej, czyli gdy nie zawiera zmiennej x, funk-
cja R(x) staje sie wielomianem; tak wiec klasa wielomianéw
zawiera sie, jako przypadek szczegolny, w klasie funkcji wy-
miernych. Nalezy zwréci¢ baczng uwage na nastepujace kwe-
stje, odnoszace sie do okres$lenia funkcji wymiernej:

(1) Zaktadamy zazwyczaj, ze P{x) i Q(X) nie maja spdlnego
czynnika ksztattu x-\ alub ksztattu xpj-axw'i-\-bxl~1- \ - . ze
wszystkie takie czynniki zostalty uprzednio usuniete za pomo-
cg dzielenia.

(2) Nalezy jednak zauwazy¢, ze to usuwanie spélnych czyn-
nikéw zmienia, naog6l biorac, sama funkcje. WezZzmy jako przy-
kfad funkcje wymierng XjX. Po skréceniu otrzymujemy 1/1= 1
Ale pierwotnie dana funkcja nie zawsze réwnata sie 1, tak
bylo istotnie, ale tylko woéwczas, gdy X=\=0. Przy x—() pier-
wotna funkcja miata ksztatt 0/0, co wogdle nic nie znaczy.
Tak wiec funkcja wymierna XjX ma warto$é¢ 1, gdy X=\=0, nie



— 43 —

jest za$ wecale okreslona dla wartosci zmiennej niezaleznej
#=0, zatym ro6zni sie od ,funkcji 1/1”, ktbra ma zawsze
wartosé¢ 1

(3) Funkcje

mozna przedstawi¢, weditug ogélnych regut algiebraicznych,
w postaci

czyli w typowej postaci funkcji wymiernej. Ale i tu musimy
zaznaczy¢, ze przeksztalcenie nie zawsze jest uprawnione.
Chcac wyznaczy¢ wartos¢ funkcji, odpowiadajagca danej warto-
sci zmiennej niezaleznej, powinnismy wykonaé¢ odno$-
ne podstawienie w pierwotnej formie funkcji.
W naszym przykiadzie pierwotnie dana funkcja jest nieokre-
Slona przy x——1, 1,0,2; we wszystkich tych przypadkach
funkcja nie ma zadnego sensu. Natomiast funkcja przeksztat-
cona jest nieokreslona przy #=+ 1, lecz przy x=0 lub x—2
ma wartos¢ 0. Widzimy tedy, ze dwie te funkcje nie sa, Sci-
Sle biorac, réwnowazne sobie.

(4) Jak wida¢ z poprzedniego przykiadu, funkcja wy-
mierna moze nie by¢ okreslona dla pewnych wartosci zmien-
nej niezaleznej; sa to mianowicie te wartosci, przy ktérych mia-
nownik funkcji rowna sie zeru. Np. funkcja (x2— 7)/(x2— 3aM-2)
jest nieokreslona przy x—1 lub x —2.

(5) Majac do czynienia z funkcjami takiemi, jak wymie-
nione pod (2) i (3), czesto umawiamy sie, ze nie bedziemy zwra-
cali uwagi na wyjatkowe wartosci zmiennej x, dla ktérych
uproszczenie ksztattu funkcji nie jest uprawnione, i ze bedzie-
my je sprowadzali do typowego ksztattu funkcji wymiernych.
Przy takim zatozeniu zachodzi twierdzenie (ktérego czytelnik
dowiedzie sam), ze suma, iloczyn i iloraz dwucli funkcji wy-
miernych jest tez funkcjg wymierng. 0Ogo6lniej mozna powie-
dzieé¢: funkcja wymienia funkcji wymiernej jest sama funkcjg wy-
mierng, tj. jezeli mamy z=P(y)/Q(y), gdzie P, Q sa wielomia-
nami, i jesli wykonamy podstawienie y=P jx)jQ x{x), otrzyma-
my rownanie ksztaltu z =P 2(x)/Q2(x).
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(6) W okres$leniu funkcji wymiernej nie zaktadamy bynaj-
mniej, ze state spoOiczynniki maja by¢ koniecznie liczbami wy-
miernemi. Wyraz ,wymierny“ dotyczy w tym okresleniu li tyl-
ko sposobu, w jaki zmienna X wystepuje w danej funkcji. Tak
wiec

jest funkcja wymierng. Nazwa ,funkcja wymierna” powstata
stad, ze P(x)/Q{x) mozemy utworzy¢ ze zmiennej X, wykonu-
jac na niej skonczonag liczbe dziatan, sktadajgcych sie z mno-
zenia zmiennej przez nig sama i przez liczby state, z dodawa-
nia otrzymanych w ten sposéb wyrazéw i z dzielenia dwuch
wielomianéw, utworzonych w powyzszy sposoéb.

Do typowej formy funkcji wymiernej daje sie sprowadzi¢
kazda funkcja, ktérag mozna utworzy¢ ze zmiennej x zapomoca
powyzszych dziatan elementarnych, postugujac sie w kazdym
stadjum tylko funkcjami zmiennej x, utworzonemi za pomocg
tych samych czterech dziatan. 0Ogé6lny rodzaj funkcji, ktore
dajg sie w ten sposdb utworzy¢, mozna zilustrowa¢ zapomocag
przyktadu nastepujacego:

Rzecz jasna, ze taka funkcje mozna sprowadzi¢ do ksztat-
tu P{x)jQ{x).

15. Wykreslanie funkcji wymiernych jest ogromnie uta-
twione przez zastosowanie metod, opartych na rachunku roz-
niczkowym. Wobec tego poprzestaniemy na razie na Kkilku
wykresach.

Przykiady XIIl. 1 Zbudowaé wykresy funkcji y—\Ix, y= 1@,
y=1/x3 ...

[Na rysunku mamy wykresy pierwszych dwuch funkcji. Zauwazmy,
ze wyrazenia 1/0, 1/02.. sg pozbawione wszelkiego sensu, zatym funkcje
nasze nie sg wcale okre$lone dla wartosci aj=0].

2. Wykresli¢ funkcje y=x-\-{\,"x\ x—(I/x), x+ (I/a;3, x—(1/x2, oraz
funkcje y=ax+(b/x), dajagc na a i b rézne wartosci, dodatnie i ujemne.

3. Wykresli¢ funkcje
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4. Wykresli¢ funkcje

zaktadajgc, ze a<0<6<e.

Rys. 13 Rys. 14

5. Naszkicowaé ogolny ksztatt, ktéry przybieraja krzywe y—I1/xm
gdy m ros$nie nieograniczenie. Rozrdézni¢ przytym dwa przypadki: gdy m
jest liczbg parzysta i gdy m jest nieparzyste.

16. C. Funkcje algiebraiczne wyrazne. Nastepna waz-
na klase stanowig funkcje algiebraiczne wgrazne, ktoére dajg sie
utworzy¢ ze zmiennej x zapomocg skonczonej liczby doda-
wan, odejmowan, mnozen, dzielen, potegowan i pierwiastko-
wan. Takiemi sg np. funkcje

jak rowniez funkcja xmin, gdzie m, n sg to liczby catkowite.
Funkcje te roéznia sie zasadniczo od wymiernych, i to pod
dwoma wzgledami. Przedewszystkim funkcja wymierna jest
zawsze okreslona dla wszystkich wartosci x, z wyjatkiem skon-
czonej liczby wyjatkowych wartosci tej zmiennej. Natomiast
funkcja \Jx nie jest wcale okreslona dla nieskonczenie wielu war-
tosci x (mianowicie dla wartosci ujemnych). Powtére, kazdej
wartosci x, przy ktorej funkcja jest okreslona, odpowiada za-
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zwyczaj kilka réznych wartosci funkcji. Np. przy x >0, funk-
cja \/x ma zawsze dwie wartosci o réznych znakach.
Przyktady XIV. 1 Funkcja \'(x—a) (b—r), gdzie a<b, jest okre-
Slona tylko dla wartosci zmiennej niezaleznej, danych przez nieréwnosci
u™x<Lb. Jezeli a<x<b, funkcja ma dwie wartosci: jezeli x=a lub &=b.

ma ona jedng tylko wartos¢, mianowicie zero.
2. Zbada¢ w podobny sposéb funkcje

17. D. Funkcje algiebraiczne uwikiane. Z tatwoscia
mozna sprawdzi¢, ze jesli

wowczas

jezeli za$
wowczas

W obu przykiadach otrzymanym przez nas réwnaniom na-
dalismy lub moglismy nadaé¢ ksztatt

ymr Rxy™-1+ Rym-2+ ...+ =0 N ¢

gdzie A, R2..Rm sg wymiernemi funkcjami zmiennej x. Czy-
telnik moze sprawdzi¢, ze kazda funkcja, ktéra badalismy
w przyktadach X1V, dajg sie sprowadzi¢ do tego ksztattu. Po-
wstaje pytanie, czy to samo powiedzie¢ mozna o kazdej funk-
cji algiebraicznej wyraznej? Odpowiedz jest twierdzgca; nie-
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trudno nawet byloby dowie$¢ tego twierdzenia ogo6lnie, woli-
my jednak nie zatrzymywac¢ sie nad tym i wskazemy tylko na
przykiadzie ogélne zarysy takiego dowodu.

Niech bedzie dana funkcja

Mozemy napisa¢ uktad réwnan

Pozostaje tylko wyrugowaé¢ z tycli réwnan u, v, tv, aby
otrzymaé¢ réwnanie zadanego ksztattu.

To nas prowadzi do nastepujacego okreslenia: y = f(x) na-
zwiemy funkcja algiebraiczng zmiennej x, jezeli jest ona pierwiast-
kiem réwnania ksztattu (1), czyli pierwiastkiem roéwnania m-tego
stopnia, ktérego spotczynnild sa funkcjami wymiernemi zmiennej x.

Ta klasa funkcji zawiera wszystkie funkcje wyrazne,
o ktorych byta mowa w § li-ym. Ale précz tego zawiera ona
inne funkcje, ktére nie dajg sie przedstawi¢ w postaci funkcji
algiebraicznych wyraznych. Jakoz wiemy, ze gdy m >4, nie-
podobna w ogdlnym przypadku rozwigza¢ algiebraicznie réwna-
nia ksztattu (1); otrzymac¢ takie rozwigzanie mozemy tylko
przy m—1, 2, 3, 4 oraz w niektérych przypadkach przy
m > 4.

Czytelnik powinien poréwnaé¢ powyzsze okresSlenie funk-
cji algiebraicznych z okresleniem liczb algiebraicznych (str. 25,
zadanie 30).

Przyktady XV. 1 Jezeli m—1 vy jest funkcjg wymierna.
2. Jezeli m—2, réwnanie ma ksztatlt 72+ Ry + R2=0, tak iz

Funkcja ta jest okreSlona tylko dla takich wartosci x, dla ktérych
Ri2* iR 2. Ma ona dwie wartosci, jezeli RI*>-IR2, i jedng wartos¢, je-
zeli Rf=iR2.

O ile m~3 lub + mogliby$my rozwigza¢ réwnanie, stosujac znane
wzory algiebraiczne. Ten spos6b postepowania jest jednak zazwyczaj
zmudny, wyniki za$ badania otrzymuje sie w formie bardzo niewygod-
nej i mato przejrzystej, tak ze o wiele lepiej jest przeprowadzi¢ odpo-
wiednie badanie bezposrednio na danym réwnaniu.
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3. Zbada¢ funkcje
(2 2y—x2—0; y-—2y+x2=0; yA2y-+x2=01

a mianowicie wyznaczy¢ y jako funkcje wyrazng zmiennej x i ustalic,
dla jakich wartosci x funkcje y mozemy uwaza¢ za okreSlona.

4. Znalez¢ réwnania, ktorych spoétczynniki bytyby funkcjami wy-
miernemi zmiennej x, | ktorym czynityby zado$¢ funkcje

5. Zbada¢ réwnanie y4—x2

[Mamy y2=dtx. Jezeli x jest dodatnie, mamy y—=*\/'x, jezeli za$
x jest ujemne, mamy y=+\/—x. Tak wiec funkcja ma dwie wartosci
przy kazdej wartosci zmiennej x, z wyjatkiem x—0, kiedy réwniez y=0],

6. Funkcja algiebraiczna funkcji algiebraicznej zmiennej x jest sa-
ma funkcjg algiebraiczna.

[Mamy

gdzie

Rugujac zmienng z, otrzymujemy roéwnanie ksztattu

7. Jako przyktad funkcji algiebraicznej, ktéra nie daje sie przed-
stawi¢ w postaci funkcji wyraznej, mozna przytoczy¢ nastepujaca:

y*-y-x=0.

Dowodu jednak na to podaé¢ nie mozemy, gdyz jest on zbyt dhugi
i trudny.

18. Funkcje przestepne. Wszystkie funkcje zmiennej x,
ktére nie sg algiebraicznemi, nazywamy przestepnemi. Ta klasa
funkcji, okreslona w sposdéb negatywny, zawiera nieskoriczong
rozmaitos¢ roéznych rodzajow funkcji mniej lub wiecej ztozo-
nych i majgcych dla nas mniejsze lub wieksze znaczenie. Dwa
rodzaje sg dla nas szczegélnie wazne, mianowicie:

F. Funkcje trygonometryczne oraz ich funkcje od-
wrotne, czyli funkcje kotowe. Sag to, oczywiscie, te funkcje,
z ktéremi ma do czynienia trygonometrja elementarna. Zakita-
damy, ze czytelnik zna ich zasadnicze wiasnosci.

Przyktady XVI. 1 Wykresli¢ funkcje y=sina;, y=cosx,

y acos x-\-bsin x.
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katem, ktérego dostawa i wstawa réwnajg sie odpowiednio
a4 b2 zatym og6lny wyglad wykreséw tych trzech funkcji jest po-
dobny].

2. Wykresli¢ funkcje cosX, sinX, acosX+ bsinX.

3. Przypusémy, ze mamy dane wykresy funkcji f(x) oraz F (x).
Wykres funkcji f(x)cos2x+F(x)sin2x ma ksztatt fali, wahajacej sie po-
miedzy krzywemi y=f(x) i y=F (x). Wykresli¢ powyzszg funkcje, wybie-
rajac dowolnie na f(x) F(x) dwie z posrod nastepujacych funkcji:

I/x2 1x, 1, X, X2 ax+6, x+(1/x).
4. W taki sam spos6b zbada¢ wykres funkcji
y=f(x).cosx +F (x) .sin x

5. Wykresli¢ funkcje *+sin x x 2+sinx (I/*)+sin x x.sinx
x2sinx (sin x)/x.
6. Wykresli¢ funkcje y=sin(l/x).
(Jezeli y=sin(l/*), wéwczas y=0, gdy *=1/mit, gdzie m jest liczbg
catkowita. Jezeli x=1/(2m+12K to y=1, jezeli za$ *=1/(2m—\2r, to
= —1 Krzywa zawiera sie catkowicie miedzy dwiema prostemi y=+ 1,
waha sie ona w gére i w dot, predkos¢ zas wahan wzrasta, gdy * zbliza
sie do zera. Przy *=0 funkcja jest zupetnie nieokreslona. Gdy * przy-
biera duze wartosci, y jest matg liczbg. Druga potowa krzywej, odpo-
wiadajgca ujemnym warto$ciom na *,jest odwréceniem pierwszej (Rys. 15).]

Rys. 15.

7. Wykresli¢ funkcje y—x .sin (1/%).

(Krzywa zawiera sie¢ miedzy prostemi y=x*. (Rys. 16)]

8. Wykresli¢ funkcje *2.sin(l/*), (1/*).sin(l/*), sinZl/*),
| *.sin(l/*)j2 a. cosZ1/*)+6. sinZ1/*), sin*+sin(l/*), sin*.sin(l/*).

9. Wykresli¢ funkcje cos*2 sin*2 a.cos*2+6 .sin*2

10. Wykresli¢ funkcje y=arc sin*, y=arc cos*.

[Jezeli y—arc cos*, wowczas *=cosy. Mozemy tedy wykresli¢ *
jako funkcje zmiennej y; krzywa ta da nam zarazem y jako funkcje
zmiennej *. Rzecz jasna, ze y jest okreslone tylko przy —1<™M<=1 i ma

Wyktad czystej matem. 4.



nieskonczenie wiele wartosci, odpowiadajgcych tym wartosciom zmien-
nej x. Czytelnik niewatpliwie pamieta, ze gdy —1<®<1, wowczas y po-
siada jedng warto$¢, powiedzmy a, zawarta miedzy O a tt, inne za$ war-

tosci znajdujemy ze wzoru y—2n”ta, gdzie n jest downlng liczbg catko-
witg dodatnig lub ujemna.]
11. Wykresli¢ funkcje

tg®, ctg®, sec®, cosec®, tg®), ctgR, sec2®, coSecr.
12. Wykresli¢ funkcje
arctg®, arcctg®, arccosec®, arcsec®,

i poda¢ wzory, za pomocg ktorych, znajac jedng wartos¢ takiej funkciji,
moznaby wyznaczy¢ wszystkie inne.

13. Dowies$é, ze sin® i cos® nie moga by¢ funkcjami wymiernemi
zmiennej ®

[Latwio przekonaé sie, ze zadna funkcja okresowa nie moze by¢ wy-
mierna. Przypus¢my np., ze

H{x)=P(x)/7Q(x),

gdzie P i Q sg wielomianami, a f{x)—f{x+2uw), i ze oba te rdwmania sg
stuszne przy wszelkich wartosciach na ® Niech bedzie f{0)—k W takim
razie réwmaniu

P(x)—kQ(x)=0

czyni zados¢ nieskonczenie wiele wartosci zmiennej ® mianowucie ®=0,
2it, 4it i t d., zatym réwmanie to jest tozsamoscia. Wobec tego musi byé
f{x)=k, czyli f{x) jest stata.]

14. Dowies¢ ogoélniej, ze zadna funkcja okresowa nie moze by¢
funkcjg algiebraiczng zmiennej ®

[Réwmanie, okres$lajace funkcje algiebraiczng, niech bedzie



gdzie i?!, rR2...Rm sg funkcjami wymiernemi zmiennej x. Mozna to row-
nanie napisa¢ w postaci

Poym+ P lym 1+ -+ P m= 0,

gdzie P!, P2.. Pm sg wielomianami, zawierajgcemi zmienng x. Rozumu-
jac tak, jak w poprzednim zadaniu, przekonamy sie, ze

Pok™+ P, + ..+ Ptn=0

musi by¢ tozsamoscig, zatym warto$¢ y—k czyni zado$¢ réwnaniu (1)
przy wszelkich wartosciach na x, wskutek czego jedna grupa wartosci
naszej funkcji algiebraicznej sprowadza sie do stafej.

Pozostaje teraz podzieli¢ (1) przez y—k i powtdérzyé m razy to sa-
mo rozumowanie. Ostatecznie dochodzimy do wniosku, ze przy wszel-
kich wartosciach na x, nasza funkcja algiebraiczna posiada zawsze te

same m wartosci: k, k\ k"..., czyli poprostu skiada sie z m statych.]

16. Funkcje arcsin* i arc cos* nie moga by¢ ani wymiernemi,
ani algiebraicznemi funkcjami.

[Wynika to z faktu, ze dla wartosci — funkcje te majg

nieskonczenie wiele wartosci.]

19. F. Inne klasy funkcji przestepnych. Obok trygo-
nometrycznych, najwazniejsze sg funkcje: wyktadnicza i loga-
rytmiczne, ktére zbadamy szczegétowo w rozdziatach IX i X.
Na razie zajmowac sie niemi nie bedziemy. Inne klasy funk-
cji przestepnych, ktore dotad zbadano, jak np. funkcje eliptycz-
ne, funkcje gama, funkcje Bessela i t. p., przekraczajg ramy
naszej ksigzki. Istnieja jednak pewne bardzo elementarne ty-
py funkcji, ktére nie posiadaja wprawdzie takiej doniostosci
teoretycznej, jak funkcje wymierne, algiebraiczne i trygono-
metryczne, ale sg bardzo pouczajgce, gdyz ilustrujg nadzwy-
czajng rozmaitos¢ zwigzkéw funkcjonalnych.

Przyktady XVII. 1 Niech bedzie y=[x], gdzie symbol [*] ozna-
cza najwiekszg (algiebraicznie) liczbe catkowita, zawierajgca sie w licz-
bie x. Wykres tej funkcji mamy na rys. 17(0).

y—x—[x], (Rys. 17v.)

y=\/x—[x]. (Rys. 17c.)

y=[x]1+ \/x— [as]. (Rys. lid.)

y=las-[as]S2 [as]+]as-[as]]2.

y—I\/x\, [, \ix—[\ix], a&Ma?, [1—=5Y.

. Okres’lmy y jako najwiekszy czynnik piencszy liczby x. (POFOW.
Przykt. VII. 6).

Funkcja y jest, oczywiscie, okreslona tylko dla wartosci catkowi-
tych zmiennej x.

W DN
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Jezeli £c=z%l, 2, 3 4,5 6,7 8 9 10, 11, 12, 13..
to y= 123 25 3 7 2 3 5 11, 3 13.

Wykres sktada sie z odosobnionych punktow.

8. Okreslmy y jako mianownik liczby x (poréw. Przykt. VII. 7).
Funkcja y jest okreslona tylko dla wymiernych*wartosci zmiennej x. Mo-
zemy wyznaczy¢ dowolng liczbe punktdw wykresu, nie otrzymamy jed-
nak krzywej, w zwyklym znaczeniu tego wyrazu. Nie bedziemy tez mieli
punktéw, ktoreby odpowiadaty wartosciom niewymiernym zmiennej nie-
zaleznej.

Wykre$lmy prostg, taczaca punkt (W—1, N ) z punktem (N, N).
Dowies¢, ze na prostej lezy tyle punktéw naszego wykresu, ile jest liczb
mniejszych od N i pierwszych wzgledem N.

9. Niech bedzie y=0, gdy x jest liczbg catkowitg, oraz y=x, gdy
x nie jest catkowite. Wykres mozemy otrzymaé z prostej y=x, usuwa-
jac z niej w mysli punkty

L LD, 0,0, LD, @, 2)..
a natomiast dotgczajgc do niej punkty
..(-1, 0), (0, 0), (1, 0), (2, 0)...

lezgce na osi x-6\v.



Czytelnik moze nam zarzuci¢, ze funkcja ta jest dziwaczna, sprzecz-
na ze zdrowym rozsgdkiem. Jezeli y~x przy wszystkich wartosciach x
z wyjatkiem catkowitych, to dlaczego nie miatoby ono réwnac sie temuz
x przy catkowitych wartosciach na Odpowiedz na to prosta: dlacze-
go y miatoby zawsze réwna¢ sie xI Przeciez nasza funkcja w zupetno-
éci odpowiada okresleniu funkcji: istnieje zwigzek pomiedzy x iy, na
mocy ktérego, znajac x, mozemy wyznaczy¢ odpowiednig wartos¢ na y.
Sam rodzaj zwigzku mamy prawo wybrac¢ zupetnie dowolnie.

10. Niech bedzie

y=0, gdy *=-27i,
y*=i, gdy x=-\
y=sina?, gdy - Y2~ x ~ 12
y2=xz gdy l<x<L2,

z wyjatkiem tylko przypadku, gdy x =112; y niech si¢ réwna wdwczas
—1. Przy x=3, niech y przybiera wszelkie wartosci pomiedzy —1 a+1.
Wreszcie zat6zmy, ze y nie jest wcale okre$lone dla innych wartosci
zmiennej x. Wykres tej funkcji mamy na rys. 18 Skiada sie on z tu-

Rys. 18

ku i, z odcinka P, z odcinkéw wm, 1Y, (z ktérych jednak nalezy w mysli
usung¢ punkty $rodkowe i korice, blizej lezace do osi ®-0w), wreszcie
z odosobnionych punktéw A, B, c, b. Podkreslamy, ze y ma nieskon-
czenie wiele wartosci dla x=3, po dwie wartos$ci dla *= —1, dla
l<x< IM2idlaV2<x”~2,jedng wartos$é dlax=—12, dla —1At=5x< £1/2
i dla x=V/2, wreszcie nie ma zadnej wartos$ci dla innych wartosci x.

Powyzszy przyktad przytoczyliSmy jedynie w celu zilustrowania
roznych mozliwych funkcji; nie twierdzimy wcale, ze taka funkcja mo-
ze mie¢ praktyczne zastosowanie. Niemniej jednak czytelnik nie po-
winien sadzi¢, ze tylko to, co jest proste i oczywiste, posiada war-
tos¢ praktyczna: w Przykt VII. 4, 5 widzieliSmy funkcje, ktére na-
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sunely sie nam przy badaniu zjawisk fizycznych, a ktére byly okre-
Slone rézne mi wzorami dia réznych wartosci zmiennej niezaleznej.

11. Niech bedzie y—1, gdy x jest wymierne, i y=0, gdy * jest
niewymierne. Wykres skltada sie z punktéw, lezagcych na dwuch pro-
stych: nay=1i nay=0 Oko nie potrafi odr6zni¢ tego wykresu od
dwuch wymienionych prostych, w rzeczywistosci jednak na kazdej z tych
prostych brak nieskoriczenie wielu punktéw.

12. Niech bedzie y=x, gdy x jest niewymierne, oraz
y= v/(I+p*)/(1+ (72, gdy x jest liczbg wymierng p/q.

Wartosciom niewymiernym zmiennej x odpowiada zbiér punktow,
ktére nie tworzg zadnej linji ciagtej, ktorych jednak na oko niepodobna
odr6zni¢ od prostej y=x.

Wezmy teraz pod uwage wartosci wymierne na a, a mianowicie
dodatnie. Nie mozemy mie¢ teraz y—x=p/q, chyba tylko woéwczas, gdy
p=q, czyli gdy x—I. Tak wiec zaden punkt tej czesSci wykresu nie mo-
ze leze¢ na prostej y—x, z wyjatkiem tylko punktu (1, 1). Jezeli p<q, to
\/(I+P2/(l + 'A)>p/q, jezeli za$ p>q, to \/(13-p"/{l+ qi)<p/q = Tak wiec
punkty wykresu lezg nad prosta y=x, o ile tylko O<sr<l, lezg za$
pod tg prostg, o ile *>1. Dla duzych wartosci p, e, wartos¢ funkcji
\/(I+p3/(I-fg malo sie rézni od p/g Otdz w poblizu kazdej wartosci
na x mozemy znalezé dowolng liczbe utamkéw wymiernych o duzych
licznikach i mianownikach, zatym wykres nasz musi zawiera¢ dowolng
liczbe punktéw, skupionych w poblizu prostej y=x. Cze$¢ wykresu, od-
powiadajaca wartosciom dodatnim na X, wyglada tak: prosta y = X,
otoczona rojem odosobnionych punktéw, ktére sie zageszczaja coraz bar-
dziej, gdy zblizamy sie do tej prostej.
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Czes¢ wykresu, odpowiadajgca wartosciom ujemnym na &, skilada
sie z takiego samego roju punktéw odosobnionych, skupionych przy pro-
stej y——X, lecz sama ta prosta do wykresu nie nalezy.

20. Wykreslne rozwigzywanie rownan z jedna niewia-
doma. Wiele réwnan mozna z tatwoscig przedstawi¢ w po-
staci

F)— LX) oo (1)
gdzie f(X) i 9(&) sa to funkcje, ktdorych wykresy tatwo daja
sie zbudowaé. Rzecz jasna, ze jesli krzywe

y=f(x) oraz y= qim
przecinaja sie w punkcie P o0 odcietej G to x=£, jest pierwiast-
kiem roéwnania (1).

Przykiady XVIII. 1 Roéwnanie kwadratowe ax2+2bx+c=0
mozemy rozwigza¢ wykre$lnie wieloma réznemi sposobami. Mozemy np.
wykresli¢ funkcje

y—ax+2b, y——-=<c/x,

przeciecie sie tych wykreséw da nam pierwiastki réwnania, o ile takowe
istniejg. MoglibySmy tez wzig¢ dwie inne funkcje

Ale najprostszy spos6b jest prawdopodobnie nastepujacy: wykreslamy
koto
a(x2+y2+ 2bx+c—0,

ktorego Srodek lezy w punkcie (—b/a, 0), promien zas$ réwna sie v Ja~ ac.
Punkty przeciecia sie tego kota z osig cc-6w dajg pierwiastki réwnania.
2. Rozwigza¢ temi trzema sposobami réwnania
o2+ 2*-3=0, o2—7ce+4=0, 3x2+ 2x-2=0.
3. Roéwnanie xm+ax+b—0 daje sie rozwigza¢ zapomoca krzy-
wych y=xm, y=—acc+ b).

4. Sprawdzi¢ nastepujaca tabliczke pierwiastkéw rzeczywistych
(o ile takowe istniejg) réwnania

xm+ax+b~0

(b dodatnie, dwa pierwiastki albo zadnego,

L mparzyste o, ieflne, dwa pierwiastki:

(a dodatnie, jeden pierwiastek,

(9 m nieparzyste la ujemne, trzy pierwiastki albo jeden.

Utozy¢ przyktady liczbowe, ktoreby ilustrowaty wszystkie powyz-
sze przypadkKi.



5. Wykazaé, ze réwnanie tgx=ax+b ma zawsze nieskonczenie wie-
le pierwiastkdéw rzeczywistych.

6. Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkow rzeczywistych w réwnaniach
sinx=x, sinx=x/3, sinx=x/8, sinx=x/120.

7. Dowies¢, ze jesSli a jest niewielkg liczbg (np. a=0*01), woéwczas

réwnanie
Xx—a=iTlsinX

ma trzy pierwiastki rzeczywiste. Zbada¢ przypadek, gdy a jest ujemne
i blizkie zera. Jak zmienia sie liczba pierwiastkbw wraz ze zmiang
liczby 0?

21. O funkcjach dwuch zmiennych i o ich wykresach.
W § 9-ym mowiliSmy o dwucli zmiennych, zwigzanych z soba
pewng zaleznoscia. Mozemy réwniez bada¢ trzy zmienne
(x, y, z), zwigzane z soba pewna zaleznoscia, na mocy ktorej
wartos¢ (lub wartosci) zmiennej z mozemy uwazaé¢ za dane,
skoro tylko znamy wartosci zmiennych x i y. W takim razie
z nazywamy funkcja dwuch zmiennych x, y\ zmienne x, y nazy-
wamy konsekwentnie niezaleznemi, z za$ Nnosi nazwe zmiennej
zaleznej. Mozemy te zalezno$¢ wyrazi¢ symbolicznie réwnaniem

z=f(x, vy).

Uwagi § 9-go dadzag sie, mutatis mutandis, zastosowac
i do tego przypadku.

Metoda wykreslnego przedstawienia funkcji dwu zmien-
nych jest w zasadzie taka sama, jak dla funkcji jednej zmien-
nej. Musimy tylko wzigé trzy prostopadte do siebie osie
OX, 0OY, 0z w przestrzeni tréojwymiarowej. Punktem (a, b, c)
bedziemy nazywali punkt, ktérego odlegtosci od ptaszczyzn
YOz, ZzOX, XOY, mierzone réwnolegle do osi o0x, oY, 0z,

wnajga sie odpowiednio a, b, c. Naturalnie, musimy uwzgled-
ni¢ znaki odcinkéw, mianowicie diugosci, mierzone w Kierun-
kach ox, oy, 0z bedziemy uwazali za dodatnie. Okreslenia
spétrzednych, osi i poczatku spélrzednych pozostajg bez zmiany.

Przypusémy, ze mamy dang funkcje

z=Ff(x, y).

Gdy x 1y zmieniajag sie, punkt (x, y, z) porusza sie
w przestrzeni. Zbiér wszystkich jego potozen nazywamy miej-
scem gieometrycznym punktu (x, y, z) albo tez wykresem funkcji
z= f{x, y). Jezeli zaleznos¢ pomiedzy zmiennemi z, x, y daje
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sie wyrazi¢ zapomoca analitycznego wzoru, nazywamy ten wzoér

rbwnaniem miejsca gieometrycznego.

22. O réwnaniu ptaszczyzny. Czytelnik dowiedzie z ta-
twoscia, ze spoétrzedne punktu, dzielgcego odcinek PQ w sto-
sunku [j: X sa

gdzie a, b, ¢ sg spotrzednemi punktu P, a a, B3 y spo6trzednemi
punktu Q (poréw. Przykt. VI 3).

Mozemy stad otrzymaé¢ bezposrednio nastepujgce wazne
twierdzenie: ogélne réwnanie ‘pierwszego stopnia z trzema zmien-
nemi przedstawia ‘'ptaszczyzne.

Jakoz niecli bedzie dane réwnanie

ax+ by-f-cz-f~d=0

i niech beda (xx, y1, zj) oraz (x2, y2, z2) dwa punkty P, Q,
lezace na wykresie funkcji z (albo, innemi stowy, nalezace do
miejsca gieometrycznego, przedstawionego przez powyzsze row-
nanie). W takim razie musi by¢

ax™N—byczjd O,
ax2-\-by2-\-cz2-\-d=0.

Mnozgc te dwa rownania odpowiednio przez X i [, dodajgc do
siebie i dzielac sume przez Xotrzymujemy

Widzimy, ze miejsce gieometryczne, o ktére chodzi, jest tego
rodzaju, ze jesli P i Q lezg na nim, to lezy na nim roéwniez
punkt P, dzielgcy odcinek pPQ w stosunku dowolnym ja: X in-
nemi stowy: prosta PQ lezy na tym miejscu gieometrycznym.
Poniewaz za$ punkty P, Q (a wiec i prostg PQ) obraliSmy do-
wolnie, zakiadajgc tylko, ze nalezg one do danego miejsca gieo-
metrycznego, zatym miejsce to czyni zado$¢ okresleniu pta-
szczyzny.

Odwrotnie: réwnanie kazdej ptaszczyzny jest stopnia pierw-
szego. Istotnie, niech bedg (xI, yx, zx), (x2, y2, z2, (x3,y3, 23



trzy dowolne punkty ptaszczyzny. Mozemy dobra¢ liczby a, br
c, d tak, by zachodzity zwigzki

axl-\-byl-\-cz1-\-d =0,
ax2-\-by2-\-cz2+d =0,
axs-\-by3-\-cz3Jrd — 0.

Mozemy tedy wyznaczy¢ miejsce gieometryczne, przecho-
dzace przez trzy nasze punkty i majgce réwnanie

axA-by~\-cz-{-d— 0,

Ale widzieliSmy, ze miejsce o takim rownaniu jest pta-
szczyzng, i rzecz jasna, moze to by¢ tylko owa dana nam pia-
szczyzna. Tak wiec réwnanie plaszczyzny jest réwnaniem
pierwszego stopnia.

Przykitady XIX. 1 Jezeli mamy dane trzy punkty (alt bx, ej,
(«2, b2, G), (a3, B, c3, wyznaczajace ptaszczyzne, wowczas na tej pla-
szczyznie lezy réwniez punkt o spoétrzednyck T i t d Dobie-

X

rajac w odpowiedzi sposéb stosunki X:j:v, mozemy osiggnaé¢ to, ze po-
wyzszy punkt zleje sie z jakimkolwiek zgéry danym punktem tej pta-
szczyzny.

2. Za pomocag takiego rozumowania, jak zastosowane w § ll-ym,
dowies¢, ze ogblne réwnanie pierwszego stopnia przedstawia ptaszczyzne.

3. Rownanie kuli, majacej $rodek w punkcie (a, b, ¢) i promien
réowny r, jest

{x—ay+(y —b)i+(z—)2=ri.

Odwrotnie: réwnanie powyzszego ksztattu zawsze przedstawia kule.

4, Otrzyma¢ dla ptaszczyzny i kuli twierdzenia, analogiczne do
podanych w Przyktad. IX. 3—9, 11—14.

23. O krzywych ptaskich. Chcac zaznaczy¢, ze miedzy
zmiennemi x i y istnieje zaleznos$¢ funkcjonalna, postugiwalis-
my sie dotad symbolem

Rzecz jasna, ze symbol ten jest szczeg6lnie dogodny
w przypadku, gdy y daje sie wyrazi¢ w postaci jakiegos wzo-
ru, zawierajgcego tylko zmienng x, np. gdy mamy
y—x2, y=acos-\-bsin2 it p.

Nieraz jednak miewamy do czynienia z funkcjami, ktére
albo nie dajg sie wcale w ten sposéb wyrazi¢, albo tez pro-
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wadzg do wzorow w praktyce nieuzytecznych. Jes$li np. ma-
my y5—y—x—1 albo x5\-y5—ay—0, woéwczas, jak wiadomo,
niepodobna rozwigza¢ takiego réwnania wzgledem zmiennej vy,
czyli niepodobna wyrazi¢ y zapomoca wzoru, zawierajacego
tylko zmienng x. Jezeli mamy réwnanie

X 2-\-y2-\~2gx-\-2fy-\-c=0,
mozemy wprawdzie otrzymac¢ wzoér
y——1'+ \/f2—x2—2gx—c,

ale o wiele tatwiej mozna zbadac¢ ten zwigzek funkcyjny, po-
stugujac sie pierwotnym réwnaniem.

Zauwazmy, ze w powyzszych przypadkach moznaby wy-
razi¢ istnienie zwigzku funkcjonalnego przez ‘przyréwnanie do
zera symbolu funkcji dwuch zmiennych, czyli przez rbwnanie po-
staci

FUX LY )T 0 erovreecee e 2)

Bardzo czesto bedziemy sie postugiwali tym réwnaniem
jako sposobem wyrazania zwigzku funkcjonalnego. Zawiera
ono réwnanie (1) jako przypadek szczegélny, gdyz y—f(x) jest
tylko szczeg6lng formg symbolu f(x, y). Mozemy tedy moéwic
0 miejscu gieometrycznym punktu (x, y), odpowiadajgcym row-
naniu f(x, y)= 0, o wykresie funkcji y, okreslonej przez wzoér
t\x,y)=0, o krzywej f(x, y)= 0 i o réwnaniu tej krzywej.

Istnieje inny jeszcze sposéb przedstawiania krzywych,
w wielu razach bardzo dogodny. Przypusémy, ze zmienne x iy
sg obie funkcjami pewnej zmiennej t, ktérag uwazamy za po-
mocniczg i ktorej nie nadajemy zadnego znaczenia gieometrycz-
nego. Mozemy woéwczas napisac

X=F(t) , Y=F{t) i, (3)

Jezeli na t damy jakakolwiek wartos¢, wyznaczymy od-
powiednie warto$ci na a i y. Kazda para takich warto-
Sci wyznacza punkt (x, y). Badajac wszystkie punkty, odpo-
wiadajace réznym wartosciom zmiennej pomocniczej t, otrzy-
mamy wykres krzywej, okreslonej przez réwnania (3). Przypusé-
my np., ze mamy réwnania

Xx=acost , y—asint

1 ze t zmienia sie od 0 do 2n. tatwo przekona¢ sie, ze punkt
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(x, y) zakre$Sla okrag kota, ktorego s$rodek lezy w poczatku
spotrzednych, promien za$ rowna sie a. Jezeli t przekracza
wartos¢ 27i, punkt (x,y) zakres$la znéw ten sam okrag. W da-
nym wypadku mozemy z tatwoscig otrzymac wzor, dajacy bez-
posrednio zwigzek miedzy x i y. Jakoz wystarczy wyrugowac
zmienng t przez podniesienie do kwadratu obu réwnan i doda-
nie ich do siebie; otrzymujemy réwnanie x2A-y2— a2

Przyktady XX. 1 Punkty przeciecia sie krzywych f(x, y)=0
i f(x, y)=0 wyznaczamy, rozwigzujac ten uktad dwuch réwnan.

2. Wykresli¢ krzywe (x+y)2=1, xy=1 x2—y2—1
3. Réwnanie f(x, y)-\-\y(x, y)—0 przedstawia krzywa, przechodza-
ca przez wszystkie punkty przeciecia sie krzywych f(x, y)=0i <{ x )=0
4. Jakie miejsca gieometryczne dane sg przez réwnania
() x—at+b, y=ct+d’,
(I x/a=2t/(1 +ti), yla=(1-f3/(1+ 1),
jezeli zmienna pomocnicza t przybiera wszelkie wartosci rzeczywiste?

24. O miejscach gieometrycznych w przestrzeni. Miej-
sca gieometryczne w przestrzeni bywajg dwuch réznych rodza-
jow, ktérych najprostszemi przykitadami sa: ptaszczyzna i prosta.

Punkt poruszajacy sie po prostej posiada jeden sto-
pien swobody. Kierunek jego ruchu jest ustalony; jezeli
znamy jego predkos¢ (ktérg mozemy uwaza¢ za liczbe wzgled-
ng), wowczas ruch mozemy uwaza¢ za wyznaczony w zupeino-
Sci. Innemi stowy: potozenie dowolnego punktu A na ozna-
czonej prostej daje sie ustali¢ za pomocg jednego pomiaru,
mianowicie wystarczy w tym celu zmierzy¢ odlegto$s¢ punktu
A od jakiegos statego punktu na tej prostej. Jes$li te prosta
utozsamimy z prostag L w rozdziale I, wowczas potozenie do-
wolnego jej punktu bedzie wyznaczone przez jedng spot-
rzedna x. Przeciwnie, punkt poruszajacy sie po ptaszczyznie
ma dwa stopnie swobody. Chcac ustali¢ rodzaj jego ru-
chu, musimy znac¢ jego predkosci skftadowe w dwuch roéz-
nych kierunkach. Innemi stowy: aby wyznaczy¢ potozenie punk-
tu na plaszczyznie, musimy zna¢ dwie jego spoéirzedne.

A teraz przyjrzyjmy sie rOGwnaniom tych dwu miejsc gieo-
metrycznych. Plaszczyzna dana jest przez réwnanie ksztattu
ax-{-~y-{-~z-\-* —0. Z pos$réd tych trzech spéirzednych mozemy
dwie np. y, z wybra¢ dowolnie; trzecia jest wéwczas wyzna-



czona. Prosta jest przecieciem sie dwuch ptaszczyzn, ktoére
niecli beda dane przez réwnania

ax-{-by-\-cz-\-d=0 , axJdrs$y-{-azars=qQ . . . (1)

Jezeli jedna z trzech spétrzednych obierzemy dowolnie, dwie
inne bedg przez to samo wyznaczone, i tak samo potozenie
punktu na prostej bedzie wyznaczone.

Przez dang prostg mozemy, oczywiscie, poprowadzi¢ dowolnie
wiele ptaszczyzn. Mogloby sie wobec tego wydawaé, ze miedzy spét-
rzednemi punktu na prostej moze zachodzi¢ wiecej niz dwa zwigz-
ki. Tak jest istotnie, ale te zwigzki nie sg od siebie niezalezne. RoOw-
nanie kazdej ptaszczyzny, przechodzacej przez prosta przeciecia sie pta-
szczyzn (1), ma ksztatt

ax+ by+cz+d+ b(ax+ $y+ yz+ 0)--0,
jest wiec prostym wynikiem dwu réwnan (1).

Miejsce gieometryczne punktéw, dane przez réwnanie

e=f(x, vy),

nazwiemy powierzchnia. Moze ono odpowiada¢ albo nie odpo-
wiada¢ zwyktemu pojeciu powierzchni.

Rozwazania § 21-go mozemy, oczywiscie, uogdlnié¢ tak,
by otrzymaé¢ okreslenie funkcji trzech zmiennych f(x, vy, 2)
albo nawet funkcji dowolnej liczby zmiennych. I, jak w § 23-im
umoéwilismy sie, ze symbol f(x, y) —0 bedziemy uwazali za ogél-
ne rownanie krzywej ptaskiej, tak samo teraz uméwimy sie, ze

f(x, vy, 2)=0

bedziemy uwazali za ogdélne réwnanie powierzchni.

Konsekwentnie krzywa przestrzenng hnazwiemy miejsce
gieometryczne, dane przez ukitad dwuch réwnan badz to typu
z=f (x, y), badz typu f(x, y, z)—0. Tak np. prosta moze byc¢
dana przez ukiad dwuch réwnan ksztattu a.x-\-$y-{-*{z-{-5=0.
Koto mozemy otrzymaé, przecinajac kule ptaszczyzng, zatym
koto moze by¢ dane w przestrzeni przez ukiad dwuch naste-
pujacych réwnan:

(x—a)2jr (y—+)2-\-(z—c)2—ri, a.x-\-$y-\-yz-\-$=Q.

Przyktady XXI. 1 Co przedstawia uktad trzech réwnan
ksztattu f{x, y, z)=0?

[Dwa ktérekolwiek réwnania wyznaczaja krzywa, ktéra przecina
powierzchnie, wyznaczong przez trzecie réwnanie, w pewnej liczbie punk-



tow. Tak wiec uklad nasz wyznacza w-ogéle pewng liczbe odosobnionych
punktow],

2. Trzy réwnania linjowe przedstawiaja punkt.

3. Réwnania krzywej tym sie roznig od réwnania powierzchni, ze
nie zmieniajgc osi, mozemy réwnaniem krzywej nadawa¢ rozmaite ksztat-
ty, mianowicie ktdérekolwiek z dwuch réwnan, wyrazajacych krzywg, mo-
zemy przeksztatci¢ zapomoca drugiego z nich. Np. dwa réwnania y—1,
Xi+y*-\-z22= 2, wyznaczajace pewne koto, mozemy zastgpi¢ uktadem y—1,
x2+z2—I.

4. Na ptaszczyznie XOY mamy dang krzywg f(x, y)=0; jakie sg
réwnania tej krzywej, jesli rozwazamy ja w przestrzeni? F(x,y)—0, z=01

5. Walce. Jakie miejsce gieometryczne w przestrzeni (jaka po-
wierzchnia) odpowiada réwnaniu f{x,y)=0

[Wszystkie punkty powierzchni czynig zado$¢ réwnaniu f(x,y)=0,
bez wzgledu na to, jaka maja trzecig spdtrzednag z. Krzywa
f(x, y)=0 z- 0 wyznaczona jest jako przekréj powierzchni ptaszczyzna

XOY. Wykre$lmy plaszczyzne z=a, przecinajaca plaszczyzny ZOX,
ZOY wedtug prostych 0'X', 0'Y'\ te dwie proste wraz z prostg OZ
obierzmy jako nowe osie spotrzednych (rys. 20). Rzecz jasna, ze mamy
x=x", y—y\ zatym f(x\ y")—0. Tak wiec krzywe, wedtug ktérych dwie
réwnolegte plaszczyzny z—O0 i z—a przecinajg powierzchnig, roznia sie
od siebie tylko potozeniem w przestrzeni: gdybySmy pierwsza z nich
przesuneli réwnolegle do osi z-6w o odcinek a, pokrytaby sie ona z dru-
ga. Wobec tego mozemy utworzy¢ te powierzchnie, prowadzac ze wszyst-
kich punktéw krzywej f(x,y)=0, z=0 proste, réwnolegte do osi OZ. Ta-
ka powierzchnie nazywamy walcowa.]

6. Znalez¢ interpretacje gieometryczng dla réwnan: (I) y—mx+c,
() y=mx+c, z=a, (M) xi+yi—1, (V) x2+y*—1, z=a, jezeli majg to
by¢ réwnania miejsc gieometrycznych w przestrzeni tréjwymiarowe;j.

7. Wykres$lne przedstawienie powierzchni na ptaszczyznie.
Mapy topograficzne. Na pierwszy rzut oka mogtoby sie wydawac rze-
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czg niemozliwg dokladne przedstawienie powierzchni za pomocg rysunku
ptaskiego; tak jest istotnie, ale pewne pojecie o powierzchni taki rysu-
nek da¢ moze.

Przypusémy np., ze mamy dang powierzchnie z=f(x, y). Dajac na
z warto$¢ n, otrzymujemy réwnanie pewnej krzywej, ktérg mozemy wy-
rysowaé, opatrujac jg znaczkiem, albo cechg (0). Ta krzywa (0), zwana
icarstwica, nie jest niczym innym, jak rzutem na ptaszczyzne XOY prze-
kroju powierzchni z—f(x, y) przez ptaszczyzne z—a. (Rys. 20). Powtarza-
jac te czynnos$¢ przy réznych wartosciach na a, otrzymujemy figure
w rodzaju tej, ktéra mamy na rys. 21. Widok tej figury przypomina nam
mapy sztabowe, jakoz mapy te sg na tej zasadzie rysowane. Na rys. 21
warstwica 1000 jest rzutem na ptaszczyzne poziomu morza przekroju po-

wierzchni ziemi przez ptaszczyzne, rownolegla do ptaszczyzny poziomu
morza ilezacg na wysokosci 1000 metréw nad tym poziomem*).

8 Wykresdli¢ warstwice, ktoreby zilustrowaty ksztatt powierzchni
2z=3xy.

9. Stozki proste kotowe. Obierzmy poczatek spétrzednych
w wierzchotku stozka i skierujmy o$ z-6w wdtuz osi stozka (rys. 2 i 23).
Niech bedzie P dowolny punkt na powierzchni stozka, C i P' rzuty jego
na 0§ OZ i na plaszczyzne XOY, wreszcie a niech bedzie kat POZ. Je-
zeli x, y, z sa spétrzednemi punktu P, wéwczas

x2+y2= OP'2—CP2—0 C2.tg2a=z2tg2a.

Tak wiec réwnanie stozka ma ksztatt x2+y2—z2tg2a—0, przyczyni stozek
nalezy wyobraza¢ sobie jako rozciagajacy sie nieograniczenie w gére
i w dot od ptaszczyzny XOF na naszym rysunku.

10. Powierzchnie obrotowe w ogolnosci. Stozek, o ktérym
mowa w poprzednim zadaniu, przecina ptaszczyzne ZOX wedlug dwu
prostych x = * 2tga, tak iz x2—z2tg2a mozemy uwazaé za tgczne rownanie

*) Oczywiscie, nie uwzgledniamy w tym rozumowaniu Kkrzywizny
ziemi.
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tych prostych. Poréwnywujac to réwnanie z réwnaniem stozka, widzi-

my, ze drugie otrzyma¢ mozna z pierwszego, zastepujac X2 przez x2-\'y2
Dowie$¢ og6lnie, ze réwnanie powierzchni, utworzonej przez obrot

dokota osi z krzywej o, Xx=f(z\ ma ksztatlt \/x2+y2=f(z), czyli

Fgery2=1A*)lti
Sprawdzi¢ to (1) na prostej y=0, x=I\ (II) na kole y=0, x2+ =1.

1. O stozkach w ogoélnosci. Powierzchnie, utworzong przez
proste, przechodzgce przez staty punkt, nazywamy stozkiem; staty punkt
nazywa sie wierzchotkiem stozka, Stozek kotowy jest, oczywiscie, tylko
szczegbélnym przypadkiem ogoélnego pojecia stozka.

Dowieé¢, ze réwnanie stozka, majgcego wierzcholek w poczatku
spo6trzednych, jest ksztattu

1 ze odwrotnie: kazde réwnanie tego ksztattu przedstawia stozek.

[Jezeli punkt (x, vy, z) lezy na stozku, to musi na nim leze¢ réw-
niez punkt (%, Xy, \z), bez wzgledu na warto$¢ spétczynnika X],

12. Powierzchnie prostoliniowe. Walce i stozki sa tylko szcze-
gélnym przypadkiem powierzchni, utworzonych przez proste, czyli powierzch-
ni prostolinjowych.

Uktad dwuch réwnari

x —az-\+h\
y=cz-\-d/

przedstawia prosta. Przypus¢my, ze spoétczynniki o, b, ¢, d nie sg licz-
bami statemi, lecz przeciwnie sag funkcjami pewnej zmiennej
pomocniczej tm Ula kazdej poszczeg6lnej wartosci t, uktad (1) daje
oznaczong prosta. Gdy t zmienia sie, prosta porusza sie i zakresla po-
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wierzchnie, ktdérej réwnanie mozna znalezé, rugujgc zmienng t z réw-
nan (1).

Np. na rys. 23 niech proste OL, OZ tworza kat a odcinek PP’
niech bedzie prostopadty do ptaszczyzny XOY, a kgt XOP' niech sie
rowna t. Roéwnania prostej OL sa

x—ztga.cost |
y—ztgasint f

Rugujac t, otrzymujemy réwnanie stozka x2-\y2=z2tg2a.

Inny prosty przyktad powierzchni prostolinjowej jest nastepujacy:
przetnijmy walec kotowy prosty dwiema ptaszczyznami prostopadtemi do
osi i odlegtemi od siebie o | (Rys. 24a). Wyobrazmy sobie, ze powierzch-
nia walca jest utworzona przez cienkie réwnolegte preciki prostolinjowe
(takie, jak PQ) o diugosci N preciki te sa przytwierdzone z obu koncéw
do dwuch okregéw o promieniu a

Rys. 24n

Przypusémy dalej, ze w odlegtosci h od ptaszczyzny jednego z okre-
géw przecieliSmy walec nowg plaszczyzng, réwnolegta do obu poprzed-
nich przekrojéw; otrzymalismy trzeci okrag (rys. 24a, okrag przez punk-
ty b Q)- Wyobrazmy sobie teraz, ze precik PQ odwigzalismy z jedne-
go konca, obrécilismy dokota P tak, by koniec Q znalazt sie na tym
trzecim okregu, powiedzmy w punkcie Q\ i tam go przytwierdziliSmy.
Jezeli powtérzymy to ze wszystkiemi precikami, lezgcemi na walcu, po-
wstanie nowa powierzchnia, ktorej ksztalt og6lny mamy na rys. 24>
Rzecz jasna, ze kat qOQ'=n dany jest przez réwnanie

Zadania do rozdziatu Il

1 Jezeli y ~N(x)=(ax+ b)/(cx—a), wowczas x=f(y).
2. Jezeli przy wszelkich wartosciach zmiennej & mamy f(x)=f( —ur),
Wyktad czystej matem. 5.



nazywamy /'(cc) funkcjg parzysta, jezeli zas mamy f(x)——F (—x\ nazy-
wamy f(x) funkcja nieparzysta. Dowiesé, ze kazda funkcje, okreslong dla
wszelkich wartosci zmiennej x, mozemy uwaza¢ za sume funkcji parzy-
stej i funkcji nieparzystej.

[Wyjs¢ z tozsamosci f(x)=+\t{x)+f(-x)\ + h\f(x)-f(<x)\.}

—vyi2
3. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci o, przy ktérych yi 2 jest

liczbg wymierna.
4. Wykresli¢ funkcje

3sincc+4 cos* ,

5. Wykresli¢ funkcje

6. Wykresli¢ funkcje

jezeli symbole arccosa, arctga oznaczajg najmniejszy dodatni (lub ze-
rowy) kat, ktdrego dostawa lub styczna rdwnajg sie a

7. Majac dane wykresy funkcji f(x) i <(x) oraz prostg y—x mozna
w nastepujacy sposéb zbudowaé wykres funkcji  g@{ na osi OX od-
ktadamy OA=x, wykreslamy AB rdéwnolegle do OY az do spotkania
w punkcie B z krzywag y=y(x), nastepnie prowadzimy BC réwnolegle do
OX az do spotkania w punkcie C z prostg y—x, dalej kreslimy CD réw-
nolegle do OY az do spotkania w z) z krzywa y=f(x), wreszcie kresli-
my DP réwnolegle do OX az do spotkania w P z prostg AB; punkt P
lezy na zadanym wykresie.

8. Dowies¢, ze odciete punktéw przeciecia sie paraboli y—x2z ko-
tem x2+y2-\-(p—l)y+qgx—0, réznych od poczatku spétrzednych, sa pier-
wiastkami réwnania

9. Pierwiastki réwnania x*+nx3+px2+qx+r=0 sg odcietemi
tow, w ktorych parabola x2—y—"nx przecina koto

10. Zbadaé rozwigzanie wykre$lne réwnania
xm\-ax2+ b x+c—0

za pomocg krzywych y=xm y=—ax2—bx—e. Ulozy¢ tabliczke, wskazu-
jaca liczbe mozliwych pierwiastkow.

punk-



11. Wykazaé, ze réwnanie
2x=(2nJ l)rc(l —cos#),
w ktorym n jest liczbg catkowita dodatnig, ma doktadnie 27~+3 pier-
wiastki rzeczywiste. Wskaza¢, gdzie, mniej wiecej, leza te pierwiastki.
(Mathem. Trip. 1896).
12 Zbada¢ liczbe i warto$¢ pierwiastkéw nastepujacych réwman:

(1) ctgx+x+J (2) a2+sina:=1, (3) tga;=2a;/(l+cc2),
(4) sinx—x+ \x3—0, (5) (1 —cos a?tga—ic+ sin a?=0.
13. Wyznaczy¢ wielomian 5-go stopnia, ktory przy x= —1, — 0O,
2, 1 przybieratby odpowiednio wartosci 3, 7, 2, 0, 4.

14. Dowie$é, ze wielomian drugiego stopnia, ktory przy x=a, b, ¢
ma odpowiednio wartosci ai Pi Tl posiada ksztatt

Znalez¢ analogiczny wzér dla wielomianu stopnia (w—l)-ego, ktéry przy
05=0,, ai, .. an ma odpowiednio wartosci a,, a2, .. an.

15. Jezeli x jest funkcjg wymierng zmiennej y, a y funkcjg wy-
mierng zmiennej x, woéwczas musi by¢é Axy-8Bx+ Cy+D=0.

16. Jezeli y jest funkcja wymierng zmiennej x o spotczynnikach
wymiernych, woéwczas kazdej wymiernej wartosci na x odpowiada wy-
mierna warto$¢ na vy.

17. Jezeli y jest funkcjg algiebraiczng zmiennej x, woéwczas, od-
wrotnie, x jest funkcjg algiebraiczng zmiennej vy.

18 Sprawdzié, ze gdy O<cr<I, wowczas

daje przyblizong wartos$¢ funkcji cosK—X . Przy jakich wartosciach na g

wartosci dwu tych funkcji sg sobie réwne?
19. Roéwnanie

przedstawia n prostych, przechodzacych przez poczatek spétrzednych.

20. Dowies¢, ze prosta Ax+By+ C-~0 tworzy trojkat rownoboczny

z dwiema prostemi
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21. Jezeli na odcinku, taczacym punkt (x,y) z punktem (x', y"),
wykreslimy jako na $rednicy koto, to réwnanie kota bedzie

(c—x")(x- x")+(y- y)(y- y")=0.
22. Ogolne réwnanie kota, przechodzgacego przez punkty (cc, y")
i X\ y"), mozna napisa¢ w dwuch postaciach nastepujgcych:

(M (x=-x")(y-y")-(x=-x")(y-y" )=\ {x-x")(x-x")+ (y-y")(y-y")\tga,

gdzie a jest katem, wpisanym w jeden z odcinkéw kota. Wyrazi¢ X za-
pomoca a

23. Ogéblne réwnanie kota, przecinajgcego pod katem prostym ko-
to a2+y2+2Xcc+c=0, jest x2+y2+2[iy—c=0. Dajgc rozne wartosci na X
wykresli¢ ukitad takich kot prostokatnych do siebie.

24. Ogolne réwnanie kota, przecinajgcego pod katem prostym dwa
dane kota

x2+y2—2<hx—2bly +cl=0, x2+y2—2aX —2b"y+ c2=0,

mozna napisa¢é w postaci

25. Dowies¢, ze walce xI-\yi—1 i x2+zi= 1 przecinajg sie wedtug
dwuch krzywych ptaskich. Naszkicowaé walce oraz krzywe ich prze-
ciecia.

26. Przeciecia stozka kotowego prostego przez ptaszczyzny.
Dowies¢, ze stozek x2+y2~z2g2a i ptaszczyzna 2=®tg3-+c przecinajg sie
wedlug krzywej, ktorej rzutem na ptaszczyzne XOY jest krzywa

Jezeli dokonamy zmiany osi, a mianowicie za nowy poczatek przyj-
miemy punkt O, w ktéorym 0§ OZ przecina ptaszczyzne przekroju, nowsg
0§ OX\ poprowadzimy w plaszczyznie przekroju réwnolegle do QY, o0$
zas OC w tej samej ptaszczyznie prostopadle do 0\, wéwczas réwnanie
krzywej przeciecia bedzie

Dowies¢, ze krzywa ta skiada sie albo z jednej zamknietej gatezi,
albo z jednej nieskonczonej, albo wreszcie z dwuch nieskoriczonych ga-

tezi, zaleznie od tego, czy 0,=<\—2——a a w kazdym z tych przypadkéw

jest symetryczna wzgledem O'C.



27. Dowie$¢, ze réwnanie (1) poprzedniego zadania daje sie wyra-
zi¢ w postaci

gdzie

z wyjatkiem tyJko przypadku, gdy D-=-}f----a, gdyz w tym przypadku

mamy
e=1l, t= —c.cosa, x=—4c.seca(l+sin2a).

28. Dowies$¢, ze krzywa, o ktérej mowa w poprzednich dwu zada-
niach, ma nastepujacg wtasnosé: odlegtos¢ kazdego punktu krzywej od
statego punktu (y, 0) jest e razy wieksza, niz odlegto$¢ tego punktu krzy-
wej od statej prostej £—x=0, czyli ze krzywa jest stozkowa, zgodnie
z okre$leniem, znanym z kursu gieometrji elementarnej. Ta stozkowa

jest elipsa, parabolg lub hiperbola zaleznie od tego, czy e=1, i ma dwa

ogniska oraz dwie kierownice, z wyjgtkiem tylko przypadku, gdy e= |
lub e—0.

29. Niech beda A, A" wierzchotki stozkowej, czyli punkty, w kté-
rych stozkowa przecina o$ symetrji O0'£; niech bedg S, S' ogniska, wresz-
cie K, K' niech bedg punkty, w ktorych Kkierownice przecinajg o$ O'E.
Dowies¢, ze A i A' dane sa przez réwnanie G—T c.sina/cos(a=FJ), ze A
lezy miedzy S i K, punkt za$ A' pomiedzy S' i K' i ze dtugos¢ osi
wielkiej AA' réwna sie 2c.sina. cosa . cos9-/(cos®—sinZa).

30. Jezeli $Srodek C osi AA' obierzemy jako poczatek spétrzed-
nych, nowe za$ osie poprowadzimy rownolegle do 0'C, 0'% wodwczas za-
leznie od tego, czy e<1 czy tez e>l, rownanie Kkrzywej przybierze
ksztait

gdzie
albo tez ksztatt

gdzie a=£AAr, b=a\Ze2—1. Naszkicowa¢ ksztatt obu tych krzywych.
3L Jezeli e= 1, wowczas 0$ 0'f£ przecina krzywg w jednym tylko
punkcie A, ktérego odcieta f£=t—|c.seca. Jezeli przeniesiemy osie réwno-
legle do tego punktu, réwnanie krzyw-ej przybierze ksztatt y2=4aoc, gdzie
a=jc .siria. tga.
[Pragnacych pozna¢ doktadniej wiasnosci stozkowych, odsytamy
do podrecznikéw gieometrji analitycznej.]
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32. Dowies¢, ze najogélniejsze rdéwnanie kwadratowe z dwiema

niewiadomemi
ax2+ 2hxy + by2+ 2gx+2 fy c=0

przedstawia stozkowa.
33. Dowies¢, ze powyzsze réwnanie przedstawia elipse, parabole

lub hiperbole, zaleznie od tego, czy h2= ab.
34. Réwnanie

ax2F2hxy -\-by2+ 2(gx Tfy)(Ix Tmy) Fc(ix+my)2=0

jest réwnaniem dwuch prostych, taczacych poczatek spétrzednych z punk-
tami, w ktorych prosta Ix+m y=1 przecina stozkowag
ax2+ 2hxy+by2-\-2gx+2fy + ¢c—0.

35. Jezeli stozek x2+y2= 1 przetniemy dowolng ptaszczyzng, byle
nie réwnolegtg ani tez prostopadig do osi stozka, wowczas przekroj jest
krzywa, posiadajaca witasnosci ogniskowe stozkowej.

36. Krzywa

YIV(X. y)+HF(x, Y)® (x, y)=0
przechodzi przez wszystkie punkty przeciecia sie nastepujgcych krzywych:
f{x,y)=0 z F(x,y)=0; f(x,y)=0 z ®(x,y)=0; ¢(x,y)=0 z RxyrQ
wreszcie @(x, y)=0 z ®(x, y)=0.

36. Jezeli mamy kr=arx+&r2/+cr, woéwczas réwnanie 'kLILi-\"LiLi=0
jest ogdélnym réwnaniem stozkowej, opisanej na czworoboku, utworzonym
przez cztery proste: Lt=0, L2=0, L3=0, Lt=0, wziete we wskazanym

porzadku.
38. Znalez¢ réwnanie powierzchni, utworzonej przez obrot kota

y—0, (x—a)2+z2—1

dokota osi z-6w. Naszkicowac ksztatt tej powierzchni.
39. Jaki ksztait maja wykresy funkcji

Q) z=[x\+\yl, (D) z=x-\-y—[x\—\]?
40. Jaki ksztatt majag wykresy funkcji
z=sinx+siny, z=sina:.sin?, z—sirixy, z=&\n(x2-\-y2yi

41. Wykreslanie liczb niewymiernych. W rozdziale 1 wskaza-
lismy dwa proste sposoby zbudowania odcinka o diugosci réwnej y/2,
wychodzac z danej jednostki diugosci. WskazaliSmy réwniez, wjaki spo-
séb zbudowaé mozemy pierwiastki réwnania ax2+bxA-c=0, jezeli umiemy
zbudowac¢ odcinki, ktérych dtugosci réwnajg sie dowolnie danym stosun-
kom liczh a, 6, c. Wszystkie takie konstrukcje mozna bytoby nazwaé
euklidesowemi, gdyz postugiwaliSmy sie przy nich tylko cyrklem i li-
njatem.

Rzecz jasna, ze mozna zastosowa¢ te metody do zbudowania do-
wolnej liczby niewymiernej, o ile tylko ta liczba skfada sie z niewymier-
nosci kwadratowych. Do takich nalezy np. liczba



gdyz pierwiastek stopnia czwartego mozemy uwazaé za pierwiastek kwa-
dratowy z pierwiastka kwadratowego. W danym razie zbudowalibysmy
najpierw odcinek' o dtugosci y/11, jako $rednig gieometryczng odcinkow
1 i 11; nastepnie zbudowaliby$my odcinki 17+3\/Il it d. Albo tez mo-
glibySmy odrazu zbudowa¢ te dwie niewymiernosci kwadratowe mieszane
jako pierwiastki réwnania oc2—34x4-190=0.

I odwrotnie: metodami euklidesowemi daja sie zbudowaé tylko nie-
wymiernosci kwadratowe. Obrawszy dowolng jednostke dtugosci, mozemy
zbudowaé kazdg dtugos¢ wymierng, zatym mozemy zbudowaé prostg
ax-\-by+ c—0 oraz koto (cc—ot)2-t-(v—P)2—"2=0, byle tylko w tych réwnaniach
state byty liczbami wymiernemi.

Otéz w konstrukcjach euklidesowych wyznaczamy kazdy punkt ja-
ko punkt przeciecia sie dwuch prostych lub dwuch két, lub wreszcie
prostej i kota. Jezeli spétczynniki powyzszych réwnan kota i prostej sa
wymierne, spélne pierwiastki tych réwnan maja ksztatt m+n\/p, gdzie
m, n, p sg liczcbhami wymiernemi, gdyz rugujac z tych réwnan jedna
zmienng, np. X, otrzymamy na y réwnanie kwadratowe ze spotczynnika-
mi wymiernemi. Tak wiec spotrzedne wszystkich punktéw, wyznaczo-
nych jako przeciecia sie naszych prostych i kot wyrazajg sie liczbami
wymiernemi albo tez niewymiernosciami kwadratowemi. To samo, oczy-
wiscie, powiedzie¢ mozna o liczbie y/(x, —x2/-\-{yx—y*)2mktéra daje odle-
gtos¢ dwuch punktéw (xx, y,) i (X2, yj)-

Po zbudowaniu takich niewymiernosci kwadratowych mozemy bu-
dowac proste i kota, ktérych réwnania zawierajg, jako spotczynniki, nie-
wymiernosci kwadratowe. Rzecz jasna, ze zapomocg tych nowych kot
i prostych mozemy budowa¢ dalej niewymiernosci bardziej skompliko-
wane, ale w kazdym razie tylko takie, ktére same skiadaja sie wylgcznie
z liczb wymiernych i z niewymiernosci kwadratowych. | t d. Zatym
metody konstrukcyjne Euklidesa dajg nam moznos¢ zbudowania kazdej niewy-
miernosci kwadratoioej, i tylko takiej. W szczeg6lnosci nie mozemy zbudo-
waé¢ tg droga liczby (/2, czyli nie mozemy rozwiaza¢ stynnego zagad-
nienia o podwojeniu szescianu.

42. Przyblizone wyprostowanie okregu. Niech O bedzie $rod-
kiem kota o promieniu R. Przez punkt A na okregu prowadzimy stycz-
na, na niej odktadamy w jednym zwrocie AP=\'R oraz AQ—\3R. Na
A Oodktadamy AN=OP i wykreslamy NM réwnolegle do OQ. Niech prosta
NM przecina AP w punkcie M.

Dowieé¢, ze

AM=itvl46.R
i ze, przyjmujac AM za dtugos¢ okregu, otrzymamy warto$¢ na i z do-
ktadnoscig do 0'00001.

Jezeli R jest promieniem kuli ziemskiej, wéwczas AM rézni sie od

dtugosci kota wielkiego na ziemi mniej, niz o 10 metrow.
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43. Dowies¢, ze majac dang dowolna jednostke diugosci, mozna
zapomocg samego tylko linjatu zbudowaé wszystkie liczby icymierne, i nie
mozna zbudowaé zadnych innych.

44. Przyblizona konstrukcja odcinka o diugosci ~/2. Niech O
bedzie wierzchotkiem, s za$ ogniskiem paraboli y2=ix, i niech P bedzie
jednym z punktdéw, w ktorych ta parabola przecina parabole x2=2y. Do-
wiesé, ze op przecina bok prosty pierwszej paraboli w takim punkcie o,
76 SQ—"/2.

45.  Zakre$Slmy koto promieniem réwnym 1, poprowadzmy Srednice
OA i styczng do kota w punkcie A. Wykreslmy dalej cieciwe oBc,
przecinajgca okrag w P, styczng za$ w c. Nacieciwie odtézmy om=BcC.
Jezeli o jest poczatkiem spoétrzednych, a Srednica oA jest osig x-Ow,
wowczas miejscem gieometrycznym punktu m jest krzywa

(x2+y2) x—y2= 0.
Jest to cysoida Dioklesa. Wykresli¢ te krzywa.

Jezeli na osi y-0w odtozymy ob=2 ijezeli AD przecina cysoide
w punkcie P, prosta za§ opP przecina w punkcie (& stycznag, poprowadzo-
na przez punkt A, wéwczas mamy NN='/2.



ROZDZIAL II1I.
0 LICZBACH ZESPOLONYCH.

25. O przesunieciach wzdtuz prostej i na ptaszczyznie.
Liczbe ,rzeczywista” x, o ktérej mowiliSmy w dwucli poprzed-
nich rozdziatach, mozna traktowa¢ z réznych punktéw widze-
nia. Mozna jg uwazacC za czysta liczbe, pozbawiong wszelkiego
znaczenia gieometrycznego, ale mozna tez przypisywac jej pew-
ne znaczenie gieometryczne, a nawet conajmniej trzy roézne
znaczenia gieometryczne. Mozna uwazaé ja za miare diugosci,
np. za miare diugosci odcinka AoP na prostej L, jak to czyni-
lisSmy w rozdziale I-ym. Mozna jg uwaza¢ za znak przywiagza-
ny do punktu P, ktérego odlegto$¢ od A0 réwna sie x. Mozna
wreszcie uwaza¢ ja za miare przesuniecia wzdiuz prostej L.
W niniejszym rozdziale staniemy na tym trzecim stano-
wisku.

Przypusémy, ze punkt ruchomy zostat przesuniety po pro-
stej L z P do Q, przesuniecie to bedziemy nazywali przesunie-
ciem PQ. Do wyznaczenia przesuniecia potrzeba trzech rze-
czy: trzeba mianowicie znaé¢ jego wielko$¢, zwrot | punkt poczat-
kowy, t.j. pierwotne potozenie ruchomego punktu na prostej L.
W pewnych wypadkach mozemy nie dba¢ o to, jaki byt ten
punkt poczatkowy, i uwaza¢ za réwnowazne kazde dwa prze-
suniecia, majace ten sam zwrot i réwne wielkosci. W takim
razie diugos¢ odcinka P Q =x wyznacza przesuniecie, gdyz
zwrot jest wyznaczony przez znak dodatni lub ujemny liczby
x, ktora jest miarg diugosci odcinka. Mozemy tedy moéwié
0 przesunieciu [x] i pisac

PQ = [x\.

ZamkneliSmy x w nawiasie, aby odrézni¢ przesuniecie [&]
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od diugosci lub liczby x*). Jezeli a jest sp6trzedng punktu P,
wowczas a-\-x jest spoéirzedna punktu Q, zatym przesuniecie
WwA przenosi ruchomy punkt z punktu a do punktu a-\-x.

A teraz zastan6éwmy sie nad przesunieciem na ptaszczyznie.
Aby wyznaczy¢ przesuniecie PQ na ptaszczyznie, musimy miec¢
wiecej danych. A mianowicie, musimy znac¢: (I) wielko$¢ jego,
czyli dtugos¢ odcinka PQ\ (Il) kierunek jego, czyli kat miedzy
prostg PQ a pewna statg prosta na ptaszczyznie; (I1l1) zwrot
przesuniecia; (IV) punkt poczatkoicy. Z tych czterech warun-
kéw, wyznaczajgcych przesuniecie, mozemy odrzuci¢ czwarty,
jezeli umoéwimy sie, ze bedziemy uwazali za réwnowazne kaz-
de dwa przesuniecia, majgce ten sam kierunek, ten sam zwrot

Rys. 25.

i rowne wielkosci. Innemi stowy: jezeli odcinki PQ i RS rownajg
sie sobie i sg do siebie réwnolegte, jezeli nadto zwrot od P do
Q jest ten sam, co zwrot od R do S, wowczas przesuniecia PQ
i RS uwazamy, na mocy naszej umowy, za réwnowazne i pi-
szemy

PQ=RS.

Obierzmy dowolnie osie spétrzednych na ptaszczyznie
(np. OX, OY na rys. 25). Wykre$slmy odcinek OA réwny PQ
i rownolegty do niego. Zwrot od O do A jest ten sam, co

*)  Wiasciwie nalezatoby w jaki$ sposéb odréznia¢ diugosé x od
liczby o, bedacej miarg tej diugosci. Czytelnik moze uwaza¢ takie roz-
réznianie poje¢ za zbyteczng subtelno$¢ i pedantyzm, ale im giebiej po-
znawaé bedzie matematyke, tym jasniejszg stawac sie bedzie dla niego
prawda, ze dokladne rozréznianie rzeczy pokrewnych, lecz nie tozsamych
jest bezwzglednie konieczne.
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zwrot od P do Q, zatym przesuniecia PQ i OA uwazamy za

rownowazne. Niech beda x, y spo6trzedne punktu A. Rzecz

jasna, ze OA jest w zupetnosci wyznaczone przez spoéirzedne
y. Nazywamy OA przesunigciem [x, y] i piszemy

26. Rownowaznos¢ przesunie¢. Mnozenie przesuniec
przez liczby. Jdezeli G 7 sa spotrzednemi punktu P, a £,
sp6trzednemi punktu Q, mamy

Wobec tego przesuniecie od (C rj) do (£, #]) jest

Oczywista rzecz, ze dwa przesuniecia [x, y], [x' y']l sa
sobie réwnowazne wowczas i tylko wowczas, gdy x = x', y—y"
Tak wiec

jezeli mamy jednoczes$nie

Przesuniecie przeciwne poprzedniemu, czyli przesunie-
cie QP oznaczymy konsekwentnie przez [C—C, Yl—y] i umo-
wimy sie, ze

albo inaczej

Te dwie ostatnie roéwnosci sa okresleniami symbolow
—[C—C I—MY] i —PQ. Poniewaz umowe naszg moznaby
jeszcze wyrazi¢ symbolem

przeto postgpimy konsekwentnie, jezeli umoéwimy sie o0goél-
niej, ze

gdzie a jest dowolng liczbg rzeczywistg, dodatnig lub ujemna.
Np. (rys. 25) jezeli 0 B =—~"0A, mamy



Roéwnania (1) i (2) sg to okres$lenia dwucli waznych
poje¢: réwnowaznosci przesunie¢ i mnozenia przesunieé¢ przez licz-
by rzeczywiste.

27. Dodawanie przesunie¢. Nie podaliSmy dotad zadne-
go okreslenia, ktéreby nadawato jakie$s znaczenie symbolom

PQ r-P'Q\ albo [x, yIA-[x\ y'].

Zdrowy rozsadek nakazywatby okresli¢ sume dwucli prze-
sunie¢ jako wynik kolejnego dokonania tych dwu przesuniec.
Innemi stowy, jezeli wykreslimy odcinek QQ1 réwny i réwno-
legty do P'Q*, tak iz skutkiem dwuch kolejno wykonanych
przesunie¢ PQ, P'Q*' jest przesuniecie punktu ruchomego z P
do Q, a nastepnie z Q do Ql, wéwczas okreslimy sume prze-

sunie¢ PQ i P'Q' jako przesuniecie PQX. Albo, co na jedno
wychodzi, jezeli wykreslimy przez punkt 0 prosta rownolegtg
do P'Q'f na niej odtozymy odcinek oB=P'Q*, przytym tak,
zeby zwroty od 0 do B i od P' do Q' byly zgodne z soba.
wreszcie zbudujemy réwnolegtobok oAcB, woéwczas

PQA-PMQ'= 0ApOB~A=0~"=PQI.

Zbadajmy, jakie konsekwencje wynikajg z przyjecia ta-
kiej definicji dodawania. Jezeli x', y' sg spotrzednemi punktu
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B, wowczas spoOtrzedne Srodka odcinka AB sg 1/2(x+x"), 1/2(y+y"),
spo6trzedne za$ punktu C sg x+ x', y+ y'
Mamy tedy
[}, yI1+Ix", y'IMX-N-X'y y+y '] 3)

co mozemy uwazac jako okreslenie dodawania przesunie¢, wyra-
zone zapomocg symbolow.

Zauwazmy, ze

[x,yJA-[x", y1= [x+x", y+ y1=[x"+x, y'+y]= [x"+y)+ [x+y],
zatym dodawanie przesunieé¢ podlega prawu przemiennosci, ktore
wyrazamy w arytmetyce symbolem a+ b= b+ a.

Wyrazamy w ten sposob fakt gieometryczny, ze gdybys-
my najpierw wykonali przesuniecie punktu P o0 odcinek
PQ2, rowny i rownolegty do P'Q’, przytym majacy ten sam
zwrot co P'Q*, nastepnie za$ wykonali przesuniecie o odcinek,
réowny i rownoleglty do PQ i majgcy ten sam zwrot, co PQ,
doszlibySmy do tego samego punktu , CO i poprzednio.

Poniewaz, dalej, mamy

x, v+ [X YI= [2x, 2yl=2[x, y],
zatym nasze okres$lenie dodawania jest w zgodzie z poprzed-
nio przyjetym okresleniem mnozenia przesunie¢ przez liczby
rzeczywiste.
W szczegé6lnosci mamy

X, y1=Ix, O]+ [0, ¥ T wooooeiriiieiiieee 4)

Symbol [x, 0] oznacza tu przesuniecie o odcinek x wdtuz
prostej, réownolegtej do osi O0x. To samo przesuniecie ozna-
czaliSmy poprzednio symbolem [x], gdy mowa byta tylko o prze-
sunieciach wzdtuz oznaczonej prostej. Przesuniecia [x, 0],
[0, y] nazwiemy sktadowemi, przesuniecie za$ \x, y] nazwiemy
wypadkowym tych dwu przesunie¢ skiadowych.

Skoro okreslilismy sume dwu przesunieé¢, tatwo otrzymac
mozemy okres$lenie sumy dowolnej liczby przesunig¢. Mamy np.

X, y1+ [x', y1+ [x", y"'1= (Ix, yl+ [x', y'I)+[x", y"I=
= [x-\-x", y+y']+[B"', y"]= [x-hx'+x", y-\-y'+y"].

Odejmowanie przesunigé okreslamy symbolicznie w naste-
pujacy sposob:

Ix>yl-[x y'1=[x, yl+(-[x'> y'])- m = = ()
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co nie roézni sie w gruncie rzeczy od sumy [x, y]-\-[—x*, —y']
lub od przesuniecia [x—x', y—y"'].
W szczegdlnosci mamy

[x, y1-Ix, yl=[0,0].

Przesuniecie [0,0] pozostawia punkt ruchomy na miejscu. Nazwie-
my je przesunieciem zerowym i umoéwimy sie, ze bedziemy pi-
sali [0,0]= 0.

Przykitady XXII, 1 Dowie$é¢, ze dodawanie przesunigeé oraz mno-
zenie przesunie¢ przez liczby podlegajg wszystkim zwykiym prawom
arytmetycznym, wyrazonym przez nastepujace réwnania:

[Dowiedlismy juz prawa (111). Czytelnik powinien nietylko dowies¢
pozostatych praw, lecz zbada¢ znaczenie gieometryczne kazdego z nich].

2 Jezeli M jest $rodkiem odcinka PQ, wéwczas OM=%(OP+ OQ).
Albo ogélniej: jezeli punkt M dzieli odcinek PQ w stosunku j: X, mamy

3 Jezeli G jest $rodkiem masy réwnych czastek, lezacych w punk-
tach P,, P2,.. Pn, wdwczas

4. Jezeli P, (3 R sa trzema punktami spoHinjowemi (t. j. lezace-
mi na jednej prostej), mozemy zawsze znalez¢ trzy liczby a @y, ktoére
nie sg wszystkie trzy réwne zeru, i ktére sprawdzajg réwnosc¢

| odwrotnie: o ile réwnos$¢ taka zachodzi, punkty P, Q, R sg spdéHinjowe.
[Wykazaé, ze jest to inny sposob wystowienia Przykiadu 2]

5. Jezeli AB, AD sg dwoma przesunieciami na dwuch réznych
prostych i jezeli



[Wykreslamy ABx=a. AB, ADX $.AD i budujemy réwnolegtobok
ABiPxXDy. Mamy AP~a.AB+”~AD. Rzecz jasna, ze API da sie tak wy-
razi¢ tylko jednym sposobem].

6. ABGD jest réwnolegtobokiem. Przez punkt wewnetrzny Q pro-
wadzimy proste RQS i TQU, réwnolegte do bokéw réwnolegtoboku. Do-
wies¢, ze RU i TS przecinajg sie w punkcie, lezacym na przekatnej AC.

Przypusémy, ze RU przecina przekatng AC w punkcie P. W takim ra-
zie, wobec tego ze R, U P sg spéHinjowe, mamy

gdzie p:X jest stosunkiem, w ktérym P dzieli odcinek RU. Innemi stowy:

Poniewaz jednak punkt P lezy na AC, zatym AP musi by¢ wielokrotno-
scig AG np. musi by¢

Na mocy poprzedniego przykitadu, mamy

Z symetrji wzoru tego wida¢ odrazu, ze zupetnie analogiczne ro-
zumowanie doprowadzitoby nas do wniosku, ze

gdzie P' jest punktem przeciecia sie¢ TS z przekatng AC. Tak wiec P
i P' sg tym samym punktem.]
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7. ABCD jest réwnolegtobokiem, M jest srodkiem AB. Dowiesc,
ze DM dzieli AC w stosunku 1:2 i ze AC dzieli DM w tym samym sto-
sunku.

28. Mnozenie przesunie¢. MowiliSmy tylko o mnozeniu
przesunie¢ przez liczby, natomiast wyrazenie
[x, yI X [x\ y'}
nie ma dotad dla nas zadnego sensu, mozemy mu tedy nadac¢
dowolne znaczenie za pomocag okres$lenia. Rzecz jednak jasna,
ze jesli okreslenie takiego iloczynu ma by¢ uzyteczne, musi
ono by¢ tak zbudowane, by iloczyn dwuch przesunigé byt zawsze

przesunigciem.

Moglibysmy np. okresli¢ iloczyn przesunie¢ jako rowny
\X-\-x\ y+y'],

t. j. moglibySmy uwaza¢ go za rowny sumie tych samych dwu
przesunie¢. Ale przeciw takiemu okresleniu mozna podnies$é
dwa zarzuty. Przedewszystkim bytoby ono zbyteczne, gdyz na
mocy tego okreslenia wprowadzilibySmy do teorji co$, co juz
do niej nalezy i co daje sie doskonale wyrazi¢ w inny, znany
nam spos6b. Powtére okreslenie nasze bytoby niewygodne
i dawatoby powdd do gmatwaniny poje¢, a to z nastepujgacych
wzgleddéw. Jezeli a jest liczbg rzeczywistg, woéwczas, na mo-
cy znanego nam juz okres$lenia, mamy cn[x, y] = [cnx, cny]l. Ot6z
widzieliSmy w § 25-ym, ze liczbe rzeczywistag a mozemy uwa-
za¢ za przesuniecie [a] wzdtuz osi ox, czyli, wedltug znako-
wania wprowadzonego w 8§ 27-ym, za przesuniecie [a, 0]. Wo-
bec tego nie jest wprawdzie rzeczg konieczna, ale w kazdym
razie jest bardzo pozadane, zeby z definicji, ktbrg mamy wpro-
wadzi¢, wyptywato, iz

[a. 0].[x. yl= [*x, cny].

Na pierwszy rzut oka moznaby za odpowiednie okresle-
nie mnozenia uwaza¢ wzor

[x, y1.0x" yT= \xx\ yy'],
ale w takim razie mielibySmy
[a 0].[x, yl1= [enx O],

i drugi zarzut pozostatby stuszny.



Widzimy, ze znalezienie odpowiedniego okreslenia nie
jest rzeczg tatwa. Na razie jest jasne,

(1) ze jezeli okreslenie to ma by¢ uzyteczne, woéwczas
iloczyn dwuch przesunie¢ musi by¢ przesunieciem, ktérego
sp6trzedne bytyby funkcjami spétrzednych x iy, x* iy, czyli
ze powinnismy miec¢

X, y1.0x" y1=IX,

(1) ze z okres$lenia naszego powinien wyptywaé wzoér
x, 01.[x" y1= [xx', xy'l;

(111) ze okreslony przez nas iloczyn dwuch przesunie¢ po-

winien podlega¢ prawom przemiennosci, tacznosci i rozdzielno-
sci, czyli ze powinno by¢

x, vl .[x% y1=[x" y1.[x, yl,
I V- DXy - X vy - X v L [X v
D oyI1+0x yIN L Dx% y' 1= Dx Y1 [x, yo 1+ x5, y 1. [x", y '],

[X, yI =\Ix\ y'1+[x", y"] I=[«, y] =fc’, y'1+[x, y]=[«", y'] =

29. Nastepujace rozwazania mogg nasuna¢ pomyst
sciwej definicji. Wiemy, ze jes$li trojkaty oAB, OocCD sg do
siebie podobne, przyczyni ~A —~cCc, ~:B=~:D, wOwczas mamy

OB _ OD
OA~ 00 '
czyli OB .OC= OA .0OD

Sprébujmy okresli¢ mnozenie i dzielenie przesunie¢ zgod-
nie z temi dwiema rownos$ciami.
Niecli bedzie
oB=[x.y]l. oc=[x"y']l, OD=[X, Y],

wreszcie A niech bedzie punktem (1, 0), czyli niech bedzie prze-
suniecie 0A —1[l, 0].
Przy tych* zatozeniach mamy

o1.0D=]\, 0].[X, Y]=1[X, Y1,
czyli [x, yN.IX, y1 =X, Y].

Tak wiec iloczyn oB. oc okreslimy jako przesuniecie
Wyktad czystej matem. 6.

wia-
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OD, przyczym punkt D otrzymujemy, budujagc na Oc trojkat,
podobny do tréjkata OAB. Zauwazmy jednak, ze na OC mozna
zbudowa¢ dwa takie trojkaty, mianowicie ocb i ocD"; chcac

wiec usungé¢ z naszego okreslenia wszelkg dwuznacznos¢, mu-
simy raz na zawsze umowic sie, ze obierac¢ bedziemy ten tréj-
kat, w ktéorym kat coD jest réwny katowi AoB nietylko co
do wielkosci, ale réowniez co do zwrotu. O dwuch takich troj-
katach powiemy, ze sg do siebie podobne w tym samym zwrocie.

Jezeli spoétrzedne biegunowe punktéw B, C oznaczymy od-
powiednio przez (p, 9) i przez (a, @), tak iz

X= pcosd, y= psind, x’'= acos@ y'= asingq

wowczas spOtrzedne biegunowe punktu D musza byé¢, oczywi-
scie, (pa, + Wobec tego mamy

X=pa cos(it-)-cp)=xx*' —yy",
¥ = pasin QFP= xy' Jryx,
i zadana definicja mnozenia przybiera ksztatt

[x, yI.[x", Y]:[Xx—yy', xy'-\-yx'1 . . . (b).

Zauwazmy,

1) ze gdy y—0, mamy X —xx', Y—xy' tak, jak tego

chcielismy;



(2) ze prawa cze$¢ rownania (6) nie ulegnie zmianie, je-
Sli przestawimy litery x, x* oraz y, y', czyli ze mamy

[x, y1. [Ix\ y1= [x%y']. [x, y];
(3) ze mamy
A,y T IXN Y IN L [xT oyl = [x+xt, o y+yt]oe[x", y]
= [(x+x)x"—iy+yjy", (x+x")ij'+(y+y')x"]
= [xx"—yy", xy"+yx"]+ [xX'xX"—y'y", x'y"-\-y'x"]
= L% ytIeIxN MTer e

Czytelnik przekona sie sam zapomoca analogicznych ra-
chunkéw, ze okreslenie czyni zado$¢ wszystkim innym warun-
kom, wymienionym w § 28 (III).

Opierajgc sie na gieometrycznym okres$leniu mnozenia przesunieg,
dowie$¢ mozna, ze podlega ono prawu przemiennosci. lloczyn OB. OC
jest przesunieciem OD (rys. 28), przyczym tréjkaty COD, AOB sa do
siebie podobne. Chcac zbudowaé iloczyn OC.OB, musielibyémy zbudo-
wa¢ na OB trojkat BOD,, podobny do tréjkata AOC; pozostaje dowiesc,
ze punkty D i D, zlewajg sie z soba, czyli ze trdjkaty BOD, AOC sg do
siebie podobne. Dowod pozostawiamy czytelnikowi. Radzimy réwniez
czytelnikowi, aby dowiodt na drodze gieometrycznej, ze iloczyn przesu-
nie¢ podlega prawu rozdzielnosci.

30. Liczby zespolone. Przesunieciu [x] na osi OX
powiada punkt (@) i liczba rzeczywista x\ tak samo przesunie-
ciu [x, y] na ptaszczyznie odpowiada punkt (x, y) i para liczb
rzeczywistych x, vy.

Oznaczmy te pare symbolem

X-\-yi.

Racja, dla ktérej wybralismy taki symbol, stanie sie p6z-
niej zrozumiatg. Na razie bedziemy uwazali x-\-yi po prostu
za inny spos6b oznaczania przesuniecia \x, y\. Nazwijmy x-\-yi
liczbg zespolona.

Przedewszystkim okreslmy réwnos$é, dodawanie
i mnozenie liczb zespolonych. Kazdej liczbie zespolonej
odpowiada przesuniecie. Dwie liczby zespolone bedziemy uwa-
zali za roéwne, jesli odpowiadajgce im przesuniecia sg sobie
réwnowazne. Sume i iloczyn liczb zespolonych okreslimy ja-
ko liczby zespolone, odpowiadajgce sumie i iloczynowi odpo-
wiednich przesunie¢. Mamy tedy

od-
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x+yi=x"jezeli x=x', y=y* . . . . (1)
(x+yi)+(x'+y'i)= x+xH)+{y+yHi . . . (2)
(X+yi)(x'+y'i)= (xx'—yy")+(xy'+yx")i . . . 3

W szczegd6lnosci, gdy a jest liczbg rzeczywistg, mamy
af{x+ yi)= a.x+ ayi.

Liczbe zespolong ksztattu x+0i mozemy uwazaé¢ za row-
noznaczng z liczba rzeczywistg x, tak iz

X+0i= X ;
w szczegolnosci 0+0i=0.

Potegi o wyktadniku catkowitym i wielomiany, utworzo-
ne z liczb zespolonych, okreslamy tak, jak sie to czyni w al-
giebrze liczb rzeczywistych. Np. z wzoru (3), kladac x=x"

, otrzymujemy

(x+ yi)2= (x+ yi)(x+ yi)= x2—y2+ 2 xyi.

Czytelnik sam sprawdzi z tatwoscia, ze dodawanie i mno-
zenie liczb zespolonych podlega prawom przemiennosci, tgcz-
nosci, rozdzielnosci, czyli ze mamy

(x+yi)+ (x'+ y'i)= (x"+ y'i) (x+yi),
JXH YD+ (X' yi)jE (xTHyti) s x+yis N (X yti)F (U yti)
(x+ yi).(x'+ y'i) = (x'-F-yi).(rrf-y i),

(x+ yi).{& + y'i)+ (X7'+ y i) j= (X+yi).(af+ y'i)+ (x+ yi).(x"+ y'i),
Jecfyi) -F-(x"+ y i)\ .(x"+y i) = (x+yi) (X "+y"i)+ (X" -ry'i).(x"+y"i),
(x+yi). JOc +y i) (x"+y"i) |5 jix+yi).(x"+ y'i) B(x"-\-y"i).

Dowody tych twierdzen sg zupeinie analogiczne do do-
wodow odpowiednich twierdzen o przesunieciach.
Odejmowanie i dzielenie okreslimy zupetnie tak, jak dla
liczb rzeczywistych. Powiemy wiec, albo ze
Ny D= {xN\-yti) = (xN-yi)-F - {xr+yti) j= {x+yi) + (—x—y'i)
= (Xx—=x")+ (y—yI)i,
albo tez, ze roéznica (x-{-yi)—(x'-\-y'i) jest to taka liczba ze-
spolona G+« ze

(x*+y'i)+ (C+ N\i)= x+ yi.
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tatwo sprawdzi¢, ze przy obu okresleniach otrzymujemy
identyczne wyniki.
lloraz (x+yi)/(x'+ y'i) okreslamy jako liczbe zespolonag
{+ni taka, iz
(x"+ y'i)(CF rli)—(pc-\-yi).

Z tego okredlenia wynika, ze

(XxX—
czyli X—XX—=Y'N  y=XMN+YL e (4).
Rozwigzujac te réwnania wzgledem i otrzymujemy
XX + yy' yXx'—y'x
x'2-\-y'2"’ N #2+ 22
Rzecz jasna, ze Ci \j nie daja sie wyznaczy¢, jezeli licz-

by x', y' sa obie jednocze$nie zerami. Tak wiec odejmowanie
daje sie zawsze wykonaé¢, dzielenie zas$—zawsze, z wyjatkiem
przypadku, gdy dzielnik jest zerem.

Przykiady. (1). Z gieometrycznego punktu widzenia, podzieli¢ prze-
suniecie OB przez OC znaczy tylez, co znalez¢ taki punkt D, by tréjka-
ty COB, AOD byty do siebie podobne, to za$ jest zawsze mozliwe (i da-

je sie wykona¢ tylko jednym sposobem), jezeli tylko C i O sg réznemi
punktami, czyli gdy 004=0.
2. Liczby x+yi, x—yi nazywamy sprezonemi. Sprawdzi¢, ze
{x+yi)(x—yi)=x2+y2
tak iz iloczyn dwu liczb sprzezonych zespolonych jest liczbg rzeczywista.
Sprawdzi¢ réwniez, ze
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31. Do najwazniejszych wiasnosci liczb rzeczywistych
nalezy ta, ze iloczyn dwuch liczb réwna sie zeru tylko wéwczas,
ydy jeden z czynnikéw jest zerem. +tatwo dowiesé, ze te samag
wiasnos¢ posiadajg liczby zespolone. W tym celu w rdéwna-
niu (4) poprzedniego paragrafu kiladziemy x =0, y—0, zatym
mamy

xC—yW=0, x'rj-j-y'E=0.
skad wynika, ze albo C=0, rj= 0, czyli ze
C+ =0,
albo tez, ze x'=0, y'= 0, czyli x!-\-y'i= 0. Tak wiec jesli x-\-yi
jest zerem, woOwczas musi by¢ zerem albo x'-\-ij'i, albo tez
CHon)*,

32. O réwnaniu i2= —1. UmoéwiliSmy sie poprzednio,
ze zamiast a?-f0i bedziemy pisali poprostu x. Tak samo za-
miast 0-\-yi moznaby pisa¢ poprostu yi. Liczbe zespolong 0+1i
czyli li bedziemy oznaczali krétszym symbolem i. Liczba ta
odpowiada przesunigciu jednostkowemu wzdtuz osi OY. Wobec
tych uméw, mamy

t=n=(0+itX0+I1*) = (0.0—I.1) + (0.1d-1.0)t=—I-
W taki sam sposob czytelnik dowiedzie, ze (—i)2= — 1
Tak wiec liczby zespolone + i czynig zado$¢ rownaniu x2-m — 1.
Teraz czytelnik powinien sprawdzié, ze cztery dziatania
na liczbach zespolonych wykonywamy w taki sam spos6b, jak na
liczbach rzeczywistych, traktujac symbol I jako liczbe i zastepujac

iloczyn ii=i2przez —1.

33. Interpretacja gieometryczna mnozenia przez i. Po-
niewaz
(x + yi)i= —y + xi,

zatym jezeli x + yi odpowiada przesunieciu oP i jesli wykre-
slimy odcinek ()Q=0P, przyczyni kat PoQ bedzie katem pro-
stym dodatnim, woéwczas przesunieciu 0Q odpowiada¢é musi
liczba —y + xi, czyli liczba (x + yi)i. Innemi stowami: mnozenie
liczby zespolonej przez 1 jest ré6wnoznaczne z obrotem odpowiedniego
przesuniecia o kat prosty.

Moglibysmy postapi¢ odwrotnie i powiedzie¢: jezeli x jest
dtugoscig pewnego odcinka na osi 0oX, a xi diugoscig roéwne-
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go mu odcinka na osi OY, mozemy uwazaé i za symbol jakie-
go$ dziatania réwnoznacznego z obrotem odcinka x o kat pro-
sty dokota punktu o0. Wobec tego rzecza naturalng bedzie
uwazac, ze xil=xii oznacza wynik dokonanego dwa razy na
odcinku x obrotu o kat prosty. Po takich dwucli obrotach od-
cinek ten musi znalez¢ sie zndéw na osi 0X w potozeniu, sy-
metrycznym z pierwotnym wzgledem osi OY, wobec czego
konsekwentnie musimy zatozy¢ xi2= —x. Oznaczajgc przez i
odcinek 1i (czyli odcinek jednostkowy, lezacy na osi O0Y), ma-
my z powyzszego réwnania it= — 1, a stad tatwo otrzymacé re-
gute mnozenia liczb zespolonych.

34. O roéwnaniach x2+ 1—0, ax2+2bx+c=0. Niema
liczby rzeczywistej, ktéraby sprawdzata réwnanie 2+ 1= 0;
fakt ten wyrazamy stowBmi: réwnanie x2-f1 —0 nie ma pier-
wiastkéw rzeczywistych. WidzieliSmy jednak przed chwilg, ze
dwie liczby zespolone Hbi czynia zado$¢ temu réwnaniu. Wo-
bec tego powiadamy, ze réwnanie to posiada dwa pierwiastki
zespolone -H. Poniewaz i czyni zado$¢ réwnaniu x2— —1, mo-
zemy symbol i zastgpi¢ symbolem y'—1I.

Liczby zespolone nazywaja niekiedy urojonemi dla odroéz-
nienia od liczb rzeczywistych. Jest to termin bardzo niefortun-
ny, musimy sie jednak z nim pogodzi¢, gdyz zyskat on prawo
obywatelstwa. W kazdym razie podkreslamy, ze t. zw. ,liczba
urojona” nie jest w rzeczywistosci ani ,urojona”, ani nawet
nie jest ,liczbg”. Liczby ,rzeczywiste” moznaby nazwac¢ ,zwy-
ktemi” albo ,pospolitemi” liczbami arytmetycznemi. Natomiast
~liczba zespolona”, albo ,urojona” nie jest wcale liczbg, lecz
para liczb (pc, y), ktoére dla pewnych celéw taczymy w jeden
symbol x + yi. Taka para liczb jest réwnie ,rzeczywista”, jak
liczba 72, jak papier, na ktérym te ksigzke wydrukowano, jak
uktad stoneczny.

W rzeczywistosci symbol

i= 0+ i

oznacza poprostu pare liczb (0, 1) i daje sie przedstawi¢ gieo-
metrycznie jako punkt albo tez jako przesuniecie [0, 1]. M6-
wigc: i jest pierwiastkiem réwnania @2+ 1 = 0”, chcemy przez
to powiedzie¢ tylko tyle: okresliliSmy taki sposéb kombinowa-
nia par liczb (lub, jesli kto woli, przesuniec¢), nazwany przez
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nas ,,mnozeniem”, ze jes$li skombinujemy, wedtug tego okresle-
nia, pare (0, 1) z nia sama, otrzymamy pare (—1, 0).
Wezmy teraz pod uwage ogélniejsze réwnanie

ax2+ 2bx+c¢c=0,

w ktéorym a, b, ¢ sg liczbami rzeczywistemi.
Jezeli b2> ac, mamy dwa pierwiastki rzeczywiste

Jezeli b2< ac, réwnanie nie ma zadnych pierwiastkéw rze-
czywistych. Napiszmy to réwnanie w postaci

\x + (b/a)j2= —(ac—b2)/a2.

Réwnaniu temu uczynimy zado$¢, zaktadajac, ze x + (b/a)
rowna sie liczbie zespolonej — "V aG—\ ~ Fakt ten wyrazamy

stowami: réwnanie ma diva pierwiastki zespolone

Jezeli procz tego umowimy sie, ze gdy b2= ac, czyli gdy
réwnaniu czyni zados$¢ jedna tylbo liczba , bedziemy moé-

wili: réwnanie ma dwa pierwiastki réowne sobie, wéwczas mozemy
wypowiedzie¢ ogélne twierdzenie:

rownanie kwadratowe o spoétczynmkach rzeczywistych ma za-
wsze dwa pierwiastki, ktére sa albo rézne i rzeczywiste, albo rézne
i zespolone, albo réwne i rzeczywiste.

Powsta¢ moze pytanie, czy réwnanie kwadratowe nie mo-
ze mie¢ wiecej niz dwa pierwiastki, jesli uwzglednimy pier-
wiastki zespolone. tatwo przekonac¢ sie, ze to jest niemozli-
we; wystarczy w tym celu zastosowaé¢ do réwnania kwadrato-
wego to samo rozumowanie, za pomoca ktérego dowodzi sie
w algiebrze, ze réwnanie n-ego stopnia nie moze mie¢ wiecej
niz n pierwiastkbw rzeczywistych. Niech bedzie z= x-{-yi
i niech f\z) oznacza dowolny wielomian, utworzony ze zmien-
nej 2, czyli wielomian



gdzie spétczynniki al0b5 a\e=an sg dowolnemi liczbami rzeczy-
wistemi lub zespolonemi.

Dowodzimy po kolei trzech twierdzen:

(1) reszta od podzielenia f(z) przez z—a (gdzie a jest do-
wolng liczbg rzeczywista lub zespolong) réwna sie f\a);

(2) jezeli a jest pierwiastkiem réwnania f(z) —0, wéwczas
wielomian f(z) jest podzielny przez z—a\

(3) jezeli f(z) jest wielomianem w-tego stopnia i jezeli
rownanie f(z) =0 ma n pierwiastkéw al; a2, .. an, wobéwczas
zachodzi tozsamosé

f(z) = A(z— ax{z—aj) ... (z— an),

w ktoérej A jest stalg (rzeczywista lub zespolong), a mianowi-
cie jest to spodiczynnik wyrazu zn w wielomianie f(z).

Z ostatniego twierdzenia wynika odrazu, ze f{z) nie mo-
ze mie¢ wiecej niz n pierwiastkow.

Przekonamy sie pézniej, ze takie twierdzenie istotnie za-
chodzi, mianowicie ze kazde réwnanie n-tego stopnia
ma doktadnie n pierwiastkéw. Naprawde trudnym do do-
wiedzenia jest tylko podstawowe twierdzenie: kazde réwnanie ma
conajmniej jeden pierwiastek. Na razie nie mozemy zajgc¢ sie
dowodem tego twierdzenia, ale zwrécimy juz teraz uwage na
pewne ciekawe wnioski, wyptywajace z niego. W teorji liczb
wychodzimy z pojecia liczby catkowitej dodatniej i z poje¢ do-
dawania, mnozenia, odejmowania i dzielenia tych liczb. Prze-
konywamy sige, ze dwa ostatnie .dziatania nie zawsze sg wy-
konalne, dopdéki nie wprowadzimy nowych rodzajow liczb. Wy-
razeniu 3—7 mozemy nadac¢ sens, jezeli wprowadzimy liczby
ujemne, wyrazeniu $/7 nadajemy sens, wprowadzajac liczby utam-
kowe. Jezeli do dziatan arytmetycznych dotgczymy wycigga-
nie pierwiastkéw i rozwigzywanie roéwnan, okaze sie, ze nie-
ktére dziatania, np. wyciaganie pierwiastka kwadratowego
z liczby, ktéra nie jest kwadratem zupeilnym, nie dadzg sie
wykonaé, o ile nie rozszerzymy naszego pojecia liczby i nie
wprowadzimy liczb niewymiernych.

Inne dziatania, np. wycigganie pierwiastka kwadratowe-
go z—1, nie sg mozliwe, dopdki nie posuniemy sie o krok da-
lej i nie wprowadzimy liczb zespolonych. Stad mogtoby sie ta-
two zrodzi¢ przypuszczenie, ze przy rozwigzywaniu réwnan



wyzszych stopni mozemy natrafi¢ na takie, ktére nie daclzg sie
rozwigza¢ nawet zapomoca liczb zespolonych, tak iz wypadnie
stwarza¢ coraz to nowe liczby. Ot6z tak nie jest: do rozwigza-
nia kazdego rownania algiebraicznego wystarcza liczby zespo-
lone. Z drugiej strony, kazde dziatanie algiebraiczne, wyko-
nane na liczbach zespolonych, daje znéw tylko liczby zespolo-
ne. Moéwiagc jezykiem technicznym, ,liczby zespolone stanowiag
zamkniete pole ze wzgledu na dziatania algiebraiczne”.

Zanim przejdziemy do innych spraw, musimy zaznaczyé,
ze wszystkie twierdzenia algiebry elementarnej, ktore zostaty
dowiedzione dla liczb rzeczywistych za pomoca dodawania
i mnozenia, pozostaja stuszne dla liczb zespolonych, gdyz prawa
tych dziatan sg jednakowe dla obu rodzajoéw liczb.

Tak np., jezeli a, B sa pierwiastkami réwnania

ax2r2bxJdrc—0,

B 2b c
wowczas a4-8=--——- , a3=—;
a a

jezeli a, B 7 sa pierwiastkami réwnania

ax3-\-3bx2-+-3cx-\-d=Q,
wowczas

36 3c d

a+’F.’+’T=—— » aP+«T+I'>T=-—, apT= —
(1 a a

zupetnie niezaleznie od tego, czy a, 6..., a, [3.. sa liczbami rze-
czywistemu czy zespolonemi.

35. DJagram Arganda. Niech bedzie P punkt (x, y) na
rys. 30 i niech beda r, 0 jego spo6irzedne biegunowe, tak iz

Oznaczmy liczbe zespolong x + yt przez z i nazwijmy ja
zmienng zespolona; P nazwijmy punktem z, lub punktem, odpo-
wiadajacym zmiennej 2\ zmienng z nazwijmy argumentem punk-
tu P. Nazwijmy dalej x czescig rzeczywista zmiennej, y czesciag
urojona; wreszcie r nazwijmy modutem, a 9 amplitudg zmiennej
z. Symbolicznie mozemy pisac:
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Nalezy zauwazyé, ze r jest zawsze dodatnie, z wyjatkiem
tylko przypadku, gdy z=0: woéwczas r= 0.

Jezeli y = 0, bedziemy mowili, ze z jest rzeczywiste; jezeli
x — 0, powiemy, ze z jest czysto urojone. Dwie liczby x +yi,
x —yi, rézniace sie tylko znakami czesci urojonych, nazwiemy
sprzezonemi. Zardéwno suma dwucli liczb sprzezonych (—2x),
jak ich iloczyn (=x2+j2 sa rzeczywiste; moduty (y xi+ y2)
dwucli takich liczb sg sobie réwne, iloczyn zas modutéw roéw-
na sie kwadratowi modutu ktérejkolwiek z nich. Pierwiastki

Rys. 30.

réownania kwadratowego, o ile nie sg rzeczywiste, sg zawsze
liczbami zespolonemi sprzezonemi.

Zauwazmy nastepnie, ze ¥ czyli am” jest wielowartos-
ciowa funkcja zmiennej 2\ kazdej wartosci z odpowiada nie-
skonczenie wiele wartosci n, rézniacych sie od siebie o wielo-
krotnosci liczby 271 Kazda z tych wartosci wskazuje, o jaki
kat nalezy obréci¢ odcinek oXx, by doprowadzi¢ go do przysta-
nia z op. Jedng z tych wartosci, mianowicie zawartg miedzy
—z a + [T, nazwiemy gtéwna wartoscia amplitudy. Dwuznacz-
no$¢ moze powsta¢ tylko woéwczas, gdy ta gtdwnag wartoscia
jest 7i, gdyz mamy wtedy druga wartos¢ gtéwng —7 (lub od-
wrotnie). W tym szczeg6lnym przypadku wypadtoby wprowa-
dzi¢ dodatkowg umowe, ktérg z tych dwu wartosci mamy uwa-
za¢ za gtébwnag. W dalszym ciggu, moéwiagc o amplitudzie zmien-
nej z, bedziemy mieli na mysli wartos¢ gtéwnag tej amplitudy.

Badanie liczb zespolonych z punktu widzenia gieome-
trycznego rozpoczeli w koricu XVIII i na poczatku XIX w.
Wessel, Gauss i Argand. Figura 30 nosi zwykle nazwe djagra-
mu Arganda.



36. Twierdzenie De Moivre’'a. Z okreslenia dodawania
i mnozenia wynikajg bezposrednio nastepujace wnioski:

(1) czes$¢ rzeczywista (wzglednie: urojona) sumy dwu liczb
zespolonych jest sumg ich czesci rzeczywistych (wzglednie:
urojonych);

(2) modut iloczynu dwuch liczb zespolonych jest iloczy-
nem ich modutéw;

3) jedna z posréd wartosci amplitudy iloczynu dwu liczb
zespolonych jest sumag amplitud czynnikow.

Nie wolno twierdzi¢, ze warto$¢ gtowna amplitudy am(zz') jest
suma gtéwnych wartosci amplitud am(z) i am(z). Jezeli np. z=z'= —1+i,
wowczas wartosci gtdwne obu amplitud am(z) i am(z') réwnajg sie JAm.
Ale zz'= —2i, gtébwna wiec warto$¢ amplitudy am(zz") jest , r?ie zas
32mn

Dwa ostatnie twierdzenia dajg sie wyrazi¢ wzorem

r(cos 8 +isind)xp(cos +isin@)=rpjcos@+ @)+ isin(@+ @)
ktory tatwo sprawdzi¢. 0Ogélniej mamy
ri(cosd,+ isind1l xr2(cos +isind2 x..xr,rfcosd nisind
=rir2.. rnj%('m.+r]2+...+£,)+i Sln/\ +&2+ .. +H.J |
Ze wzgledéw praktycznych ciekawy jest przypadek szcze-
golny, gdy
ri=r2=...=rn=1, h,=i2=..=Hn=1th
Mamy wtedy wzér

(cos +isinD)’=cosnft+isinng,

gdzie n jest liczbg dodatnig catkowita. Wzdér ten znany jest
pod nazwg twierdzenia De Moivre'a*.
Jezeli
z—r(cos +isin ),

wowczas l/z=(co9i sin&)r.

*) W pewnych wypadkach moze by¢é dogodnym prostsze znako-
wanie, wprowadzone przez prof. Harknessa i Morley’a, mianowicie Cistt
zamiast cos tt+tsin tk Przy tym znakowaniu twierdzenie De Moivre'a
wyrazilibyésmy wzorem (Cistt)MeCisntk [Niektérzy matematycy polscy
postugujg sie symbolem »\j,=r(cos &+i sn&); przy tym znakowaniu wzér
De Moivre’a wyraza sie réwnaniem symbolicznym (I™)Me I n”.,

Przyp. ttum.]



Innemi stowy: modut odwrotnosci zmiennej z réwna sie
odwrotnosci modutu, amplituda za$ odwrotnosci réwna sie am-
plitudzie zmiennej z ze znakiem przeciwnym. Wobec tego
z (2) i (3) wynika:

(4) modut ilorazu dwu liczb zespolonych jest ilorazem ich
modutdw;

(5) jedna z posrod wartosci amplitud ilorazu dwu liczb
zespolonych jest réznica amplitud tych liczb.

Mamy roéwniez

(cos K+ i sind-)~n— (cos 0 —i sin ft)w= jcos(—1H) + i sin(—
= cos(—nil) + i sin(—utt),

skad wnosimy, ze twierdzenie De Moivre’a jest stuszne dla wszel-

kich wyktadnikéw catkowitych, dodatnich lub ujemnych. W dal-
szym ciggu poznamy wiele ciekawych zastosowan tego twier-
dzenia (88 38 i nast.).

Do twierdzen (1)—(5) mozemy jeszcze doda¢ nastepujace:

©) modut sumy dowolnej ilosci liczb zespolonych nie jest
wiekszy od sumy ich modutéw.

Niech bedg OP, OP', OP"... przesuniecia, odpowiadajgce
danym liczcbom zespolonym. Wykreslmy odcinek PQ rowny
i rownolegty do oP’, nastepnie QR rowny i rownoleglty do
oP" i t. d. Dojdziemy w ten sposéb do punktu U takiego, iz

Bu=6p+op'+op"+ ..

Dtugos¢ odcinka ou jest modutem sumy danych liczb
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zespolonych, suma za$ ich modutow jest to diugosc¢ linji ta-
manej OPQR...U, skad odrazu wynika prawdziwos¢ naszego
twierdzenia (porow, tez Przyktady XXIII, 1).

37. Podamy tu jeszcze kilka twierdzen o funkcjach wy-
miernych zmiennej zespolonej. Funkcje wymierna zmiennej z
okreslamy w zwykty sposob, jako iloraz dwuch wielomiandw,
utworzonych ze zmiennej z.

Twierdzenie 1. Jezeli R(x+ yi) jest funkcja wymierna
zmiennej x + yi, mozemy ja przedstawi¢ w postaci X + Ti, gdzie
X, Y sa funkcjami wymiernemi zmiennych rzeczywistych x, vy
o spoétczynnikach rzeczywistych.

Przedewszystkim kazdy wielomian P (x + yi) daje sie, na
mocy okreslen dodawania i mnozenia, przestawi¢ w postaci
A + Bi, gdzie A i B sa to wielomiany o spo6iczynnikach rze-
czywistych, utworzone ze zmiennych x, y. Tak samo wielo-
mian Q(x + yi) daje sie napisa¢ w postaci C + Di. Mamy wiec

Twierdzenie 2. Jezeli R(x + yi)= X+Yi, gdzie R oznacza

funkcje wymierna o spéiczynnikach rzeczywistych, wéwczas
R(oc—yi) = Z —Yi.

Przedewszystkim twierdzenie tatwo sprawdzi¢ dla (x + yi)n,
rozwijajagc ta potega. Stad, na mocy praw dodawania, wyni-
ka, ze twierdzenie jest stuszne dla kazdego wielomianu o spét-
czynnikach rzeczywistych. Tak wiec, postugujgc sig temi sa-
memi symbolami, co w twierdzeniu poprzednim, mamy

Rzecz jasna, ze dla funkcji dowolnej liczby zmiennych
zespolonych mamy wzory zupetnie analogiczne do wzoréw
twierdzenia 1 i 2.

Twierdzenie 3. Jezeli réwnanie o spélczynnikach rzeczy-

wistych



posiada pierwiastki zespolone, wéwczas mozna je uporzadkowacé wpa-
ry sprzezone.

Jakoz z twierdzenia 2-go wynika, ze jesli xz-yi jest pier-
wiastkiem naszego réwnania, woéwczas x —yi jest rowniez pier-
wiastkiem tego samego réwnania. Jako przypadek szczegdlny,
mamy znanag wiasnos$¢ réwnania kwadratowego: réwnanie kwa-
dratowe o spotczynnikacli rzeczywistych ma albo rzeczywiste
pierwiastki, albo zespolone sprzezone.

Warto zanotowac¢ analogje miedzy tym twierdzeniem,
a wnioskiem, do ktérego doszlismy w Przykt 1V. 10, a ktory
moznaby tak wystowié: w réwnaniu o spétczynnikach wymier-
nych pierwiastki niewymierne wystepuja zawsze w postaci par sprze-

zonych *).

Przyktady xx1Il. 1. Dowie$¢ twierdzenia 6 w § 36-ym, opierajac
sie bezposrednio na okre$leniu i nie odwotujac sie do rozwazan gieo-
metrycznych.

[Dowies¢, ze g+z'| [E\+ \' |, znaczy dowies¢, ze

(x+y)2-\-(x*+y")2~ j\/(a?+y2)+ V/(cc,2+2/,2)|2
Potym juz tatwo uogdlni¢ twierdzenie.]
2. ROwnosc
M o+ I* 1+ ~=1*+*"+ -]
moze mie¢ miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby z, z'... ma-

ja te samg amplitude. Dowie$¢ tego twierdzenia zaréwno gieometrycz-
nie, jak analitycznie.

3. Modut sumy dowolnej ilosci liczb zespolonych jest nie mniej-
szy od sumy ich czesci rzeczywistych (lub urojonych).

4. Jezeli zarébwno suma jak iloczyn dwuch liczb sa rzeczywiste,
woéwczas dwie te liczby sg albo rzeczywiste, albo zespolone sprzezone.

5. Jezeli a+b\/2+(c+d\,/2)i=A+ B\/2+( c + D\/2)i,
i jezeli a, b, ¢, d, A B, C D sato liczby rzeczywiste wymierne, wéwczas
musi by¢

a=A, b=B, c¢=c, d=D.

6. Nastepujace liczby wyrazi¢ w postaci AA-Bi. gdzie Ai B sg licz-
bami rzeczywistemi:

Symbole X p oznaczajg tu dowolne liczby rzeczywiste.

*) Liczby a+ Wb, a—Wb nazywajg tez niekiedy sprzezonemi.
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7. Nastegpujace funkcje zmiennej z = x ayi wyrazi¢ wpostaci x + Yi,

gdzie X, Y sa funkcjami rzeczywistemi zmiennych x, y:
z2 z3 7", Uz, z+ (l/z), (1+z)/(1—2), (a+Pz)/(Y + 82).

Symbole a, p, y, 3 oznaczajg tu dowolne liczby rzeczywiste.

8. W dwuch poprzednich przyktadach znalezé moduty poszczegél-
nych liczb i funkgcji.

9. Prosta, tgczaca punkty z—a, z-"b, jest prostopadta do prostej,
taczacej punkty z~c, z=d, jezeli

amplituda

czyli jezeli (a—b)/(c—d) jest liczbg czysto urojong. Jaki jest warunek
rownolegtosci tych dwu prostych?

10. Trzy wierzchotki tréjkata lezg w punktach z—a, z—$, z=y,

gdzie a, fi, f sg liczbami zespolonemi. Dowie$¢ nastepujacych wiasnosci:
(1) $rodek ciezkosci trojkata lezy w punkcie z=Kk(«+P +t);
(1) $rodek kota opisaneyo lezy wpunkcie |z—a F |z—"F |z—vi-
(111)  trzy wysokosci przecinajg sie w punkcie

(Niech beda A, B, C wierzchotki trojkata, P za$ niech bedzie do-
wolny punkt z; prosta AP jest prostopadta do BC (przykt. 6), jezeli
(z—a)/(ft—y) jest czysto urojong liczbg, czyli jezeli

Temu réwnaniu, jak réwniez dwom analogicznym, otrzymanym
przez kotowe przestawienie symboléw a, fi, y, 3 czynia zado$¢ te same
wartosci zmiennej z, co wynika z faktu, ze suma lewych czesci tych
trzech réwnan réwna sie tozsamosciowo zeru. Dowodzi to, ze trzecie
réwnanie jest prostym wnioskiem z dwuch poprzednich.]

(1V) Wewnatrz trdjkata istnieje taki punkt P, ze

i ze
[Z réwnan *)

mamy

*) Zaktadamy, ze gdy obchodzimy kontur tréjkgta* w zwrocie ABC,
punkty wewnetrzne tréjkata pozostajg ze strony lewe;j.



Roéwnanie (1) i dwa inne, ktore otrzymujemy z niego przez kotowe
przestawienie symboléw a, p, y, wystarczajg do wyznaczenia ctgo> oraz
czesci rzeczywistej i urojonej zmiennej z. Dodajac te trzy réwnania do
siebie, rugujemy z i otrzymujemy \vzor

ctgu»S|JI(P).B(T)-B (p). I(M|=1]IKP).B(T-P)+JI(P). I(T-P)| . (2),

w ktérym znak sumowania rozciaga sie na trzy wyrazy, utworzone przez
kotowe przestawienie symboléw a, p, .

Oto6z

tatwo za$ przekonal sig, ze mianownik tego utamka réwna sie spétczyn-
nikowi przy ctgw w réwnaniu (2), wzietemu ze znakiem przeciwnym.
Stad wynika, ze ctgm—ctg”™t+ ctg jB+ctg C}

11. Dwa tréjkaty o wierzchotkach a, b, ¢ oraz x, y, z sa podobne,
jezeli

[Musimy mie¢ ABZ/AC—XY/XZ czyli (b-a)/(c-a)=(y-x)/(z—x).]

12 Na mocy poprzedniego zadania dowies¢, ze jesli punkty x,y,z
lezg na jednej prostej, mozemy znalez¢ trzy liczby rzeczywiste a, p, y ta-
kie, ze bedzie a+p+y=0 i aa;-(-py-(-y*=0, i odwrotnie. (Poréwn. Przykt.
XXII. 4).

13. Ogélne réwnanie pierwszego stopnia ze spétczynnikami
zespolonemu Ro6wnanie az+b—O0 posiada jedno tylko rozwigzanie
z=—b/a), jezeli r=H). Kiladac

i przyrdbwnywujac do siebie wyrazy rzeczywiste i urojone, otrzymujemy
dwa réwnania stopnia pierwszego, z ktérych wyznaczamy liczby rzeczy-
wiste X, y. Roéwnanie dane ma pierwiastek rzeczywisty, jezeli y—0, czyli
jezeli jednocze$nie mamy aaj+p=0 i a'aj+p'~0, co jest mozliwe tylko
woéwczas, gdy «p'— a'p=0.

14. Ogélne réwnanie kwadratowe ze spétczynnikami zespo-
lonemi ma ksztatt

(a+iA)zP+2(b+iB)z+(c+iC)—0.

Jezeli ai A nie sg jednocze$Snie réwne zeru, mozemy podzieli¢
réwnanie przez a+iA, czyli za zasadniczy ksztalt réwnania mozemy
uwazaé

22+ 2{b+iB)Z+{C+iC)=0 .cccccerrrrirrereerrrnne 1)
Ktadac w tym réwnaniu z=x+iy i przyrownywujac do siebie wyrazy
rzeczywiste i urojone, otrzymujemy uktad dwu réwnan

Wyktad czystej matem. 7



Kladac dalej
a;-t-6=C, yA-B—" bi—Bi—c=h, 2bB—C—XK,

otrzymujemy przeksztatcone réwnania

Znaki musimy tak obrad, by fm miato ten sam znak, co K\ jezeli np. k
jest dodatnie, muszg by¢ Ci jednego znaku.

Warunek réwnosci pierwiastkorc. Pierwiastki mogg by¢ réwne tylko
pod warunkiem, ze h=0 i A=0, czyli ze c=b2—B2 C=2bB. Te dwa wa-
runki sg réwnowazne jednemu warunkowi: c+iC—b+iB)2 Kktéry wyraza,
oczywiscie, fakt, ze lewa czes¢ rownania (1) jest kwadratem zupelnym.

Warunek rzeczywistosci pierwiastkéw. Jezeli x2+ 2(b+ iB)x-\-(c+iC )=0
i jezeli x ma by¢ liczbg rzeczywista, wéwczas musi by¢ jednoczes$nie

skad otrzymujemy zadany warunek w postaci

Warunek, aby pierwiastek byt czysto urojony, jest, jak fatwo przeko-
na¢ sie, nastepujacy

Warunek, aby pierwiastki byty zespolone sprzezone. Poniewaz zardw-
no suma jak iloczyn pierwiastkdbw musza by¢ w takim razie rzeczywiste,
zatym musi by¢é B—0, C=0. Tak wiec réwnanie (1) ma pierwiastki ze-
spolone sprzezone tylko woéwczas, gdy spétczynniki jego sg rzeczywiste.
Ale zauwazmy, ze w takim razie mamy przy bx>c pierwiastki rzeczy-
wiste; aby wiec pierwiastki byty zespolone sprzezone, muszg by¢ spet-
nione jednocze$nie trzy warunki: B=0, (7=0, b2<c.

15. Roéwnanie szescienne. Niech bedzie dane réwnanie sze-
Scienne

zs+ 3Hz+ G=0.
gdzie H i G sag liczbami zespolonemi. Niech bedzie H=\+iy., G—p+ h.
Przypusémy, ze réwnanie ma:

(1) Jeden pierwiastek rzeczywisty. Jezeli p==0, wdwczas pierwiastek
rzeczywisty réwna sie —a/3p., a zarazem mamy a3+ 27)p2a—27p.3 = 0.
Z drugiej strony, jezeli jx=0, woéwczas musi by¢ réwniez 0=0 i spotczyn-
niki sg wszystkie rzeczywiste. W tym przypadku réwnanie moze mieé
trzy pierwiastki rzeczywiste.

(I1) Jeden pienciastek czysto urojony. Jezeli p.4=0, pierwiastek ten
réwna sie t(p/3p.), i mamy p3—2Np—27p.3a=0. Jezeli pi=0, to p=0, pier-
wiastek za$ iy jest dany przez réwnanie y2—3\y—a=0, majace spdtczyn-



niki rzeczywiste. W tym przypadku dane réwnanie moze mie¢ trzy pier-
wiastki czysto urojone.

(111) Dwa pierwiastki zespolone sprzezone. Niech xxiy beda temi
pierwiastkami. Poniewaz suma trzech pierwiastkéw jest zerem, zatym
trzeci pierwiastek réwna sie —2x. Ze zwigzkéw miedzy spdtczynnikami
i pierwiastkami réwnania wnosimy, ze

y2—3xi=3H, 2X(x*+y2=G,

czyli ze zaréwno G jak Il sg rzeczywiste.

We wszystkich trzech przypadkach mozemy albo znalezé jeden
pierwiastek (zatym obnizy¢ stopien réwnania zapomocag dzielenia), albo
tez mozemy rozwigzanie sprowadzi¢ do rozwigzania réwnania szescien-
nego o spoétczynnikach rzeczywistych.

16. Roéwnanie a*+a” +oh-cctaa™O, w ktorym al=Ai+iAl' i t d,
niech ma dwa pierwiastki zespolone sprzezone. Dowies¢, ze jesSli M'3AVB
woéweczas trzeci pierwiastek réwnania réwna sie —M/a3M3, pomiedzy za$
spotczynnikami Ax, A2, ... zachodzg dwie podobne tozsamosci. Zba-
da¢ przypadek, gdy yl3=0.

17. Dowies¢, ze jesli réwnanie z3+ 3Hz + ¢r= 0 ma dwa urojone
pierwiastki, wéwczas réwnanie

8a3+6afl—G=0

ma jeden pierwiastek rzeczywisty, ktéry jest czeScia rzeczywistg a pier-
wiastkéw pierwszego réwnania. Dowies¢ réwniez, ze a i G majg ten sam
znak.

18. Roéwnanie dowolnego stopnia ze sp6tczynnikami zespolonemi
nie ma naogdt ani pierwiastkéw rzeczywistych, ani zespolonych sprze-
zonych. Hu warunkom muszg czynié¢ zado$¢ spétczynniki, zeby réwna-
nie miato: (a) jeden pierwiastek rzeczywisty, (b) jedng pare pierwiast-
kéw zespolonych sprzezonych?

19. Kota spétosiowe. Na rys. 32 niech bedg a, b, z argumenta-
mi punktéw A, B, P. W takim razie

przyczym bierzemy gtéwng wartos¢ amplitudy, kat za§ APB uwazamy
za dodatni i mniejszy od ir. Jezeli dwa kota, zaznaczone na rysunku,
sg sobie réwne i jezeli z', z{, zv sg argumentami punktéw P\ P,, P/,
a -$:APB=&1 wbéwczas

Miejsce gieometryczne, okreslone przez réwnanie



gdzie 9 jest stale, jest tukiem ApPB. Piszagc k—9, —9, —it+9-, zamiast
9, otrzymujemy trzy inne tuki.

Uwazajac 9 za parametr, zmieniajacy sie od —k do +rc, otrzyma-
my uktad réwnan, odpowiadajgcych ukta-
dowi kot, ktére mozna loykresli¢ przez punkty
A, B.

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze na kaz-
dym kole trzeba odro6znia¢ dwa tuki, odpo-
wiadajgce dwom r6znym wartosciom para-
metru 9.

20. Niech bedzie dane réwnanie
10?-&)/(*-a) =X . . . . (1),
gdzie Xjest stala.
Na przedtuzeniu BA obierzmy punkt
K tak, by <C kpPA = KBP. Trojkaty
KPA, KBP sg podobne i mamy

AP KP _ KA
PP ~ ~-kB ~ ~KP~k"'

skad K A/K B =X*, czyli K jest statym punk-

tem dla wszystkich potozen punktu P, czy-

nigcych zado$¢ réwnaniu (1). Mamy row-

niez K P2—KA. KB —sia.ley, tak wiec miej-
scem gieometrycznym punktu P jest okrag, majacy $rodek w K. Przy zZmien-
nych wartosciach na X réwnanie (1) przedstawia ukitad két.

Kazde koto tego ukiadu przecina pod katem prostym kazde koto
uktadu, rozwazanego w poprzednim zadaniu. Istotnie, z rdwnania
KP*=KA.KB widaé, ze kP jest styczng do kota APB.

Uktad kot takich, jak w przykt. 19, nazywamy uktadem koé+ spétosio-
wych o dwuch punktach spélnych, taki za$ ukiad, jak w niniejszym zada-
niu, nazywa Sie uktadem ko6t spétosiowych o dwuch punktach granicznych.
Jezeli Xjest bardzo maltg liczbg, koto jest mate i zawiera punkt B; jezeli
Xjest bardzo duzg liczba, koto jest bardzo mate i zawiera punkt A. Z te-
go wiasnie powodu nazwano nasz ukiad uktadem o punktach granicz-
nych.

21. Przeksztatcenie dwulinjowe. WeZmy pod uwage réwnanie

w ktorym z=x+iy, z—Xx+iY. Mozemy sobie wyobrazi¢, ze te dwie
zmienne zespolone zostaly zobrazowane na dwu réznych ptaszczyznach
xoy, XOY. Kazdej wartosci z odpowiada jedna wartos¢ z, i odwrotnie.
Jezeli a=a+if, wbwczas

x—X+a, y=Y+$,

i punktowi (X, y) odpowiada punkt (x, Y). Jezeli punkt (x, y) zakre$la
w swej ptaszczyznie dowolng krzywa, woéwczas pnnkt (X, Y) zakresla
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w swojej ptaszczyznie odpowiednig krzywa. Tak wiec kazdej figurze
jednej ptaszczyzny odpowiada oznaczona figura drugiej ptaszczyzny.
Przejscie z figury w plaszczyznie xoy do odpowiadajacej jej figury
w ptaszczyznie XOY, dokonane zapomocg takiego zwigzku miedzy z i Z,
jak zwigzek (1), nazywa sie przeksztatceniem. W naszym przykiadzie ta-
two jest znalezé zwigzek miedzy figurami. Figura (X, Y) jest pod wzgle-
dem wielkosci, ksztattu i zwrotu taka sama, jak figura (x, y), lecz jest
przesunieta w lewo o ai w dét o p. Takie przeksztalcenie zowiemy
przesunieciem.
Wezmy teraz pod uwage réwnanie

T YA ).

w ktorym pjest liczbg rzeczywistg. Mamy cc=pX, y=pY. Obie figury
sa podobne i podobnie potozone wzgledem poczatkéw spétrzednych, ale
skala figury (X, Y) jest (Up) razy wieksza od skali figury (x,y). Takie
przeksztatcenie nazwiemy powiekszeniem.

WezZmy wreszcie réwnanie

Z=(CoS<PHiSIiN(P)Z.coooieeeieee e 3)

Rzecz jasna, ze \A\= \Z\, amz—a.mZ+y i ze dwie te figury réznig sie
tylko tym, ze figura (X, Y) jest figura (x, y), obrécong dokota poczatku
spoétrzednych o kat ¢ w zwrocie ujemnym. Takie przeksztatcenie na-
zwiemy obrotem.

Ogolne przeksztatcenie linjowe

jest kombinacjg tych trzech przeksztatcen (1), (2) i (3). Istotnie, jezeli
\a\=p i arna—q mozemy réwnanie (4) zastapi¢ przez trzy réwnania

z=2z"'+b, z'=pZ', Z'—{(cos (pj-tsin Pz
Tak wiec ogélne przeksztatcenie linjowe jest réwnowazne kombinacji

trzech przeksztatcen: przesuniecia, powiekszenia i obrotu.
Zbadajmy z kolei przeksztatcenie

Jezeli \Z\=R i amz”"9, wéwczas \A\= I/R i amz=—9 Chcac wiec
przejs¢ od figury (x,y) do figury (X, Y), musimy pierwszg przeksztatci¢
inicersyjnie wzgledem poczatku o (potega inwersji —1), nastepnie za$
przeksztatci¢ otrzymang figure symetrycznie wzgledem osi ox. Otrzyma-
my tg droga w ptaszczyznie (x,y) figure przeksztatcong, niczym nie réz-
nigcg sie od figury (X, Y).

Wreszcie zbadajmy przeksztatcenie

GV VA CT T ) N ©

Jest ono réwnowazne kombinacji trzech przeksztatcen
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czyli pewnej kombinacji trzech znanych nam przeksztatcen.
Przeksztatcenie
aZ-\-b
cZA-d
nazwiemy og6lnym przeksztatceniem dwulinjowym. Rozwigzujac to ostatnie
réwnanie wzgledem Z, otrzymujemy

N dz—b
cz—a

Jest to najogdlniejszy typ przeksztalcenia jednojednoznacznego,
przy ktérym kazdej wartosci z odpowiada jedna i tylko jedna warto$¢ Z,
i odwrotnie.

22. Ogolne przeksztatcenie dwulinjowe przeksztatca koto na koto.
wies¢ tego mozna w rozmaity sposob. Mozna zatozy¢ te wihasnos$é in-
wersji, jako znang z gieometrji elementarnej; mozna wyjs¢ z réwnania

zatozy¢, ze X,y czynig zado$¢ réwnaniu kota, wyrazi¢ x i y w zalezno-
éci od Z, Y i zapomocg prostego rachunku algiebraicznego znalez¢ zwia-
zek miedzy X i Y. Mozna wreszcie oprze¢ sie na wynikach, otrzyma-
nych w Przykt. 19 i 20. To jest najprostszy i najlepszy sposob. Jezeli
np. koto, odpowiadajace zmiennym (x,y), jest

wowczas przez podstawienie mamy

gdzie

23. Zbadaé¢ przeksztatcenia z=1/2Z, z=(l + 2)/(1 —2Z) i narysowac
krzywe, ktére w ptaszczyznie (Z, Y) odpowiadajg (1) kotom ze Srodkiem
w poczatku spoétrzednych, (2) prostym, przechodzacym przez poczatek
spotrzednych w ptaszczyznie (x,y).

24. Zeby kotu @2+y2=1 odpowiadata w plaszczyznie (Z, Y) pro-
sta, na mocy przeksztatcenia

trzeba i wystarcza, zeby byto

Do-
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25. Stosunek anharmoniczny albo stosunek podwdjnego podzia-
tu (z!, z2; z3, z4 okreslamy jako

(z4
(Zi-29(z2-z2 3
Jezeli cztery punkty z4, z2, z3, z4 lezg na prostej, okreslenie to nie
rézni sie od okreslenia, znanego nam z gieometrji elementarnej. Przesta-
wiajac wskazniki przy z, mozemy utworzy¢ 24 stosunki anbarmoniczne,
a mianowicie sze$¢ grup, zawierajgcych po cztery réwne stosunki. Je-
zeli jeden stosunek jest X wowczas mamy sze$¢ réznych stosunkow:
X 1—X UX 1A —X), 1—1UX), X(X—1). Cztery punkty nazywamy harmo-
nicznie sprzezonemi, jezeli jeden z tych szesciu stosunkéw réwna sig —1
W tym wypadku stosunki te réwnajg sie —1, —1, J, f, 2, 2
Jezeli jeden stosunek anharmoniczny jest rzeczywisty, wszystkie sg rze-
czywiste i cztery punkty leza na okregu kota.
W tym wypadku

tak iz

albo réwnajg sie sobie, albo réznig sie o n. (Poréwn. Przykt. 19).
Jezeli (zi, z2' z3, zd= —I, mamy dwa réwnania

Cztery punkty A2, A3, A4 lezag na kole, przyczym sg

przedzielone przez punkty A3, A4. Mamy tez AXA3AIAiI--A3AIA3A4.
Niech bedzie O S$rodek cieciwy A3A4. Roéwnanie
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mozemy napisa¢ w postaci
Z 1+ 22 (Z3+ 22) = 2AZ12+234
lub, co na jedno wychodzi, w postaci
Oi- t0s+ 2" Jiz,- iOs+zdj= PAB zd p

To réwnanie jest réwnoznaczne z OAl. OA2= OA3x= OAL Zatym
OAli OA2 tworza réwne katyz A344, a procz tego OAL OA2= OA2= OA2.
Zauwazmy, ze zwigzek miedzy parami Al, A2oraz A3, A4djest syme-
tryczny. Jesli wiec O' jest Srodkiem cieciwy , woéwczas O'A3i 0'A4
muszg tworzy¢ réwne katy z A,A2i powinniSmy mie¢

0'A3.0'A4=0"'A12=0'A2.

26. Jezeli punkty Ax, A2 dane sg przez réwnanie az*+2bz+c=0,
punkty za$ A3, A4 przez rdwnanie a'z2+2b'z+c'=0, jezeli, dalej, O jest
Srodkiem odcinka A3A4 i jezeli ac'+a'c—2bb'=0, woéwczas OAx i OA2 two-
rza réwne katy z A3A4i zachodzi zwigzek OAX.OA2=-0OA3 —0OA2

(Mathem. Tripos, 1901.)

27. Warunek konieczny i dostateczny, aby cztery punkty le-
zaly na jednym okregu, polega na tym, by ich stosunki anharmonicz-
ne byly rzeczywiste. W innej formie mozna ten warunek wyrazi¢ tak:
musi byé rzecza mozliwg znalezienie takich liczb rzeczywistych a, S 7,
by byto

Zeby dowie$¢ tego, zauwazmy, iz przeksztalcenie Z=1/(z—z4 jest
rownowazne inwersji wzgledem punktu z4 wraz z symetrja wzgle-
dem pewnej osi. (Przykt. 21). Jezeli z,, z2, z3 leza na okregu, przechodza-
cym przez biegun inwersji z4, wowczas punkty Zl1—I(z,-z4), Z>—I1/(z2—z4),
Z3—1/(z3—24 leza na jednej prostej. Mozemy tedy (Przykt. 12) znalezé
liczby rzeczywiste a', p', y' takie, by bylo a'+ P'+r'=° oraz a7(zl—=zi)+
-h™N'Az2—z4) + y'/(23—z4=0, dowies¢ zas tatwo, ze to jest rownoznaczne
z przytoczonym powyzej warunkiem.

28. Dowie$¢ nastepujgcego twierdzenia, analogicznego do twier-
dzenia De Moivre'a: jezeli cpj, g2, ... jest ciagiem katéw dodatnich ostrych
i jezeli

oraz

[Zastosowaé indukcje matematyczna].



— 105 —

29. Przeksztatcenie z=Zm W tym wypadku r=R mkaty za$
i wO réznig sie o wielokrotno$¢ 2it Jezeli Z zakres$la okrag dokota po-
czatku spétrzednych, z zakresSla m razy okrag dokota poczatku.

Cata ptaszczyzna (&, y) odpowiada ktoremukolwiek z posrod m row-

ie
nych wycinkéw w ptaszczyznie (Z, Y), majacych kat =2; . Kazdemu

punktowi ptaszczyzny (er,y) odpowiada m punktéw ptaszczyzny (X, Y).

30. Funkcje zespolone zmiennej rzeczywistej. Jezeli f(t), <)
sa dwiema funkcjami rzeczywistemi zmiennej rzeczywistej t, okreSlone-
mi dla pewnego obszaru zmiennosci argumentu  wdwczas funkcje

ZZF(E)F N (1) oo @)

nazywamy funkcja zespolong zmiennej rzeczywistej t. Mozemy ja przed-
stawi¢ graficznie zapomoca krzywej

x=f(t), y=<p(0.

Jezeli z jest funkcjg catkowita albo funkcjg wymierng zmiennej t
ze spotczynnikami zespolonemi, mozemy z przedstawi¢ w postaci (1)
i w ten sposdb wyznaczy¢ krzywa, okreSlong przez te funkcje.

(1) Niech bedzie z=a+(b —at,
gdzie a, b sg liczbami zespolonemi. Jezeli a=a+a'i, + mamy
x=a+($—a)t, y=a'+ ($—a’t.

Krzywa jest w danym razie prostg, taczaca punkty z—a i z=b.
Odcinek, zawarty miedzy temi punktami, odpowiada obszarowi zmienno-
$ci tod 0 do L Jakim wartosciom t odpowiadajg przedtuzenia tego od-
cinka?

Iy Jezeli

krzywa jest kotem o promieniu p i $rodku c. Gdy t przebiega wszelkie
wartosci rzeczywiste, z zakre$la okrag kota raz jeden.

(1) Wogéle réwnanie

przedstawia koto. Mozna dowies¢ tego, obliczajac /e y i rugujgc, ale
prosciej jest oprze¢ sie na Przykt. 22. Niech bedzie z=(a+bZz)/{c+dZz)
oraz Z—t Gdy t zmienia sie, Z wykres$la prosta, mianowicie 0$ Y-ow,
zatym z kresli okrag kota.

(IV) Réwnanie
przedstawia wog6le parabole, w szczegélnym za$ przypadku, gdy fe/cjest
liczbg rzeczywistg, przedstawia prosta.

(V) Roéwnanie

gdzie a, y sg liczbami rzeczywistemi, przedstawia stozkowa.
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[Wyrugowaé t z réwnan

x=(A+2Bt+ Ct)/(a+2Pt+\t2), z=(A'+2B ,t+ C"t2)/(a+2p2+Ti2
gdzie a= A +iA', b=B+iB', c—cC+iC1]

38. Wzory na sinnflli cosnth Twierdzenie De Moivre'a
daje nam moznos¢ wyrazenia sinfilt i coswlt, gdzie n jest licz-
ba catkowitg dodatnia, zapomocg sin & i cos tk Istotnie, z wzoru

cosn& + i sin = (cos +isins$)n,

w ktérym n oznacza dowolng liczbe catkowitg dodatnig, otrzy-
mujemy

gdzie symbol oznacza ilos¢ kombinacji z n roznych ele-

mentéw po r, czyli spoétczynnik
w rozwinieciu potegi dwumianu.

Mamy tedy

gdzie przez t oznaczyliSmy funkcje tg ik
Dzielgc te dwa wzory przez siebie, otrzymujemy

Z wzorow (1) i (2) mozna otrzymac¢ dalsze wzory, wyra-

zajace
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jedynie za pomocag cos O. Jakoz
Podstawiajgc do wzoru (1) i mnozac przez cos™O, otrzymujemy

gdzie an, an_2, == sg state, ostatni za$ wyraz jest albo staty
albo tez jest wielokrotnoscig cos O, zaleznie od tego, czy n
jest parzyste czy nieparzyste.

W taki sam sposoéb z (2) mamy

Bezposrednie wyznaczenie tych spéiczynnikéw w sposob
ogolny przy zastosowaniu wytgcznie metod elementarnych, jest
nieco klopotliwe. Wzory ostateczne sg

Wzory te tatwo sprawdzi¢ zapomoca indukcji. Istotnie,
mamy

1

pozostaje sprawdzi¢ wzory (4) i (6) dlan= 1 2, 3 i dowies¢, ze
jezeli sg stuszne dla n—T to musza by¢ stuszne dla n= k+ 1
Dowdéd pozostawiamy czytelnikowi.

39. ROwnanie trzecie mozemy przez skrdécenie pisaé
w postaci tg n&= f (t). Mozemy je uwaza¢ za rownanie n-tego
stopnia wzgledem t, majgace pierwiastek £= tgO.

Tak samo réwnanie
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ma pierwiastek ~tgjfr-1-(far/n)Jd, gdzie h jest dowolng liczba
catkowitag. Poniewaz jednak

przeto oba poprzednie réwnania sg wtasciwie tym samym row-
naniem. Tak wiec tg]0 + (A7iw)j jest pierwiastkiem rownania
(3) dla wszelkich wartosci catkowitych h.

Wyrazenie to przybiera¢ moze n i tylko n réznych war-
tosci:

Sa to wiec pierwiastki rownania (3). Stad wnosimy, ze
kazda funkcja symetryczna tych liczb da sie wyrazi¢ zapomo-
ca spotczynnikéw roéwnania (3), czyli zapomoca tg nth Oczy-
wista rzecz, ze rownania (1), (2), (4), (6) mozna traktowac
w podobny sposéb. W nastepujacych przykiadach znajdzie
czytelnik kilka ¢wiczen, odnoszacych sie do tej kwestji.

Przyktady XXI1vV. 1 Réwnanie (3) mozna napisa¢ w postaci

przyczyni bierzemy tgtut lub ctgwfr zaleznie od tego, czy n jest niepa-
rzyste czy parzyste.
2. Dowie$é, ze

réowna sie nXec0' lub «Zosech” zaleznie od tego, czy n jest nieparzy-
ste czy parzyste.
(Mathem. Tripos, 1900.)

3. Dowie$é, ze

4. Przy n nieparzystym

gdzie r=](n—1). Znalez¢ analogiczny wz6r dla n parzystego.
5. Pierwiastkami réwnania

liczby



6. Pierwiastkami réwnania 64a?3—112a;2+ 56a;—7=0 sg liczby

Na tej podstawie dowiesé, ze
2c 4c T .
sin— b sin-—-sin —=1\/(m
7 7 7

7. Dowiesé, ze 4cosAwd7) jest pierwiastkiem réwnania
x3- 5x2+ 6c—1=0

i znalez¢ pozostale pierwiastki.
(Mathem. Tripos, 1898.)

8. Przedstawienie funkcji cos n& oraz (sin witjsind-) w postaci
iloczynu*). Dowie$¢, ze 2cosw& réwna sie albo

zaleznie od tego, czy n jest liczbg nieparzystg czy parzysta.

1\

.., . . T .3 .1 C " s ” "
9. Dowies$é, ze sin — sine. .. sin— —2=h gdzie r réwna sie
2n 2 2n

albo 71—2, albo n—1 zaleznie od tego, czy n jest nieparzyste czy pa-
rzyste.

[W Przyktadzie 8 zatozy¢ ft=0 i starannie uwzglednia¢ znaki przy
pierwiastkowaniu.]

10. Dowies¢, ze (sin nft)/(sin 0) réwna sie albo
albo tez

zaleznie od tego, czy a jest parzyste czy nieparzyste.

11 Na podstawie poprzedniego zadania oraz réwnania (2) w §38-ym
dowie$é, ze przy a nieparzystym

*)  Wzory w zadaniach 8—11 majg donioste znaczenie praktyczne
dla Analizy.
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Stad, ktadgc d-=0, dowies¢, ze
. €t , 2c nh—e ___, ,
sm—sin— ... sm—y—=(Z="(h  M\/n.
Otrzyma¢ odpowiedni wzor dla przypadku, gdy n jest liczbg parzysta.

40. Pierwiastkowanie liczb zespolonych. Nie nada-
lisSmy dotad zadnego znaczenia symbolom takim, jak y/a, am"
w ktérych a jest liczbg zespolong, m za$ i w sa liczbami rze-
czywistemi catkowitemi. Ot6z bedzie rzecza zupetnie natural-
ng, jezeli okreslimy te symbole zgodnie ze znaczeniem, jakie
nadajemy im w algiebrze elementarnej, gdy a jest liczbg rze-
czywistg. Okres$limy tedy "/a i aln (gdzie n jest liczba cat-
kowita) jako liczbe z, czynigcg zado$¢ réwnaniu zn— a\ tak sa-

mo anin gdzie m i n sa catkowite, okres$limy jako Okre-
Slenie to nie przesadza kwestji, czy réwnanie zn= a posiada
wogoéle pierwiastki i ile ma pierwiastkow.

41. Rozwigzanie rownania zn= a. Niech bedzie
a= [i{cos (p-j-t sin m),

gdzie p jest dodatnie, kat zas 9 taki, ze —7u<cp”7r.
W takim razie, jezeli mamy

musi byc¢
tak iz

Jedynag mozliwg wartoscig na r jest y/p, czyli zwykty pier-
wiastek arytmetyczny w-tego stopnia z p. Dwom drugim roéw-

naniom (1) czyni zado$¢ zwigzek nit= cp|-2&r, gdzie h jest licz-
ba catkowitg, czyli

Jezeli k= np-\-q, gdzie p i g sa liczbami catkowitemi, przyczyni
<n, wolwczas
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liczba p moze tu by¢ dowolng liczbg catkowita. Widzimy, ze
réwnanie zn= a= p(cos @ + i sin @)
ma n i tylko n pierwiastkéw, danych przez wzér z=r(cos sin 9),
w  ktéorym
r=VP, (@=0,1,
Ze wszystkie te pierwiastki sg roézne, tatwo spostrzec,

kreslgc djagram Arganda. Na rys. 34
mamy cztery pierwiastki z liczby

(I*6)(cos 55°+i sin 55°).

Pierwiastek

?/pQ::os — 4-isin
n nl

nazywaja gtéwna wartoscia pierwia-

stka "/a.
Szczegblnie ciekawy jest przypa-
dek, gdy a— 1, p=1, ip= 0; otrzymujemy réwnanie zn— 1, ktére

ma n pierwiastkéw

Liczby te nazywamy «-temi pierwiastkami z jednosci; gtow-
na wartoscig jest tu sama jednos$¢. Jezeli cos(27c/w)-f-t sin(27c/w)
oznaczymy symbolem tQ,, mozemy wszystkie n-te pierwiastki
z jednosci napisa¢ w postaci

1, toM, to; , to"-1 .

Przyktady XXV. 1 Pierwiastkami kwadratowemi z 1 sg liczby
+ 1, —1; pierwiastkami szeSciennemi 1, J(—I+ ty/3), i(—1—i\/3); pier-
wiastkami czwartego stopnia sg 1 i, —1, —i; pierwiastkami pigtego
stopnia
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4. Pierwiastek «-tego stopnia z a ma n wartosci

gdzie C/a oznacza gtéwng wartos¢ pierwiastka.
5. Z Przykt. XXIII. 14 wynika, ze pierwiastkami réwnania z2=a + i3
sg liczby

przyczym znaki bierzemy te same lub rézne zaleznie od tego, czy p jest
dodatnie, czy ujemne. Dowieé¢, ze zgadza sie to z wynikiem, otrzyma-
nym w § 41

6. Dowies¢, ze (x2m—a2m)/(x2—a? da sie przedstawi¢ w postaci

7. Roztozy¢ w podobny sposéb na czynniki

[Mozna wyj$¢ z wzoru

9. Zagadnienie wyznaczenia wn zapomocg Wwzoru, zawierajacego
tylko pierwiastki kwadratowe (takim jest np. wz6r 1+iy/3)) jest
zarazem zagadnieniem gieometrycznym wpisania w koto wielokgta forem-
nego metoda Euklidesa, czyli zapomoca cyrkla i linjatu. WidzieliSmy
w rozd. | i Il, z2 mozna zbudowaé tg metodg wszelkie niewymiernosci
kwadratowe, ale tylko takie niewymiernosci. Euklides podat konstrukcje
dlan=3 4,5 6 8 10, 12, 15. Rzecz jasna, ze konstrukcje sg jeszcze
mozliwe dla 2kn, gdzie k jest dowolna liczbg catkowitg dodatnia. Istnie-
ja inne jeszcze wartosci na n (np. n=17), przy ktérych konstrukcja ta-
ka jest mozliwa.

42. Ogolna postac¢ twierdzenia De Moivre’'a. Z poprzed-
niego paragrafu widzimy, ze gdy q jest dowolng liczbg catko-
witg dodatnig, jedng z wartosci wyrazenia (cos sin O)1? jest

Podnoszgc oba te wyrazenia do potegi p (gdzie p jest do-
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wolng liczbg catkowita, dodatnig lub ujemna), otrzymamy twier-
dzenie, ze jedna z wartosci wyrazenia

(cos 9 +i sin jest cos (pd/q)+i sin (pd/q).

Innemi stowami: jezeli a jest dowolng liczbg wymierng, woéwczas
jedna z wartosci wyrazenia (cos 9 +i sin3d)a jest

cosad+isinad

Mamy tu twierdzenie De Moivre'a w postaci uogélnionej.

Zadania do rozdziatu lll.

1 Warunek, aby tréjkat (xyz) byt réwnoboczny brzmi:

[Niech bedzie XYZ dany trojkat. Przesuniecie ZX jest przesu-
nieciem YZ, obréconym o kat dodatni lub ujemny 23t ot6z Cis 2/3m=w3,
Cis(—i7c¢)=1/t03=i«<32 mamy tedy x—z=(z-y)w3 albo tez x—z={z—y)nR
Stad x+ yw3+zwP=0 albo x+ywR -z~=0 it d Poréwn. Przyki XXV.3]

2. Jezeli XYZ, X'Y'Z"' sg to dwa trojkaty i jezeli

woéwczas oba tréjkaty sg réwnoboczne.

[Z réwnan (y—z)(y'—z'")=(z—x)(z'—")=(Xx—y)(x"—y')=k2 otrzymu-
jemy Sl/(y'—z")=0 albo Xc'2—hy'z'—0. Pozostaje zastosowa poprzednie
zadanie.]

3. Na bokach trojkata ABC budujemy podobne do niego tréjkaty
CBX, CAY, ABZ. Dowie$¢ ze trojkaty ABC, XYZ maja spolny Sro-
dek ciezkosci.

[Mamy (x—c)/(b—c) —(y—a)/(c—a)="(z—b)/(a~b) = \. Wyrazi¢
\(x+y+z) zapomocg o, b, c]

4. Jezeli X, Y, Z sa punktami na bokach trojkata ABC, przyczym

i jezeli tréjkaty ABC, XYZ sg do siebie podobne, woéwczas albo r=1,
albo oba trdjkaty sa réwnoboczne.
5. Z faktu, ze stosunki anharmoniczne czterech punktéw, lezacych
na jednym okregu, sg rzeczywiste, wysnu¢ twierdzenie Ptolomeusza
0 czworobokach wpisanych w koto.
[Punktem wyjscia moze by¢ tozsamos¢

6. Jezeli z2+z'2=1, wowczas z, z' sg koncami Srednic sprzezonych
Wyktad czystej matem. 8.
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elipsy, ktérej ogniskami sg punkty 1, —1 [Jezeli CF, CD sag potdwka-
mi Srednic sprzezonych elipsy, ktorej ogniska znajduja sie w punktach
B if, wéwczas prosta CD jest rownolegta do zewnetrznej dwusiecznej
kata SPH i mamy SP.HP= CD2]

7. Dowiesé, ze Ja+ b2+ \a—b12=2{ |o]2+ [fJ. Jest to odpowied-
nik analityczny dla twierdzenia gieometrycznego, ze jesli M jest $rod-
kiem PQ, woéwczas OP2+ 0Q2=20M 2+ 2MP2

8. Na mocy poprzedniego zadania dowies¢, ze

Wobec tego

Mozna powiedzie¢ jeszcze inaczej: jezeli zv, z3 sg pierwiastkami réwna-
nia az2+ 2£z+Y=0, woéwczas

9. Jezeli réwnanie x*+4alx3+6ax2-\4aX+ai=0 ma spotczynniki
rzeczywiste i jezeli dwa jego pierwiastki sg rzeczywiste, dwa za$ zespo-
lone, przyczym leza one na jednym kole na wykresie Arganda, wdwczas
musi zachodzi¢ zwiazek

10. Cztery pierwiastki réwnania

sg harmoniczne, jezeli mamy

11. Punkty urojone i proste urojone. Niech bedzie dane réwna-
nie ax+by+c=0 o spoétczynnikach zespolonych, ktére w szczegélnym
przypadku moga by¢ réwniez liczbami rzeczywistemi.

Dajac na x oznaczong warto$¢ rzeczywista lub zespolong, mozemy
wyznaczy¢ odpowiednig warto$¢ na y. W ten sposob otrzymujemy pary
wartosci (rzeczywistych lub zespolonych) na x i Y\ zbiér wszystkich ta-
kich par nazywamy pros!a urojong, kazda za$ poszczegélng pare nazywa-
my punktem urojonym i powiadamy, ze punkt ten lezy na prostej. Warto-
Sci zmiennych x i y nazywamy spétrzednemi punktu @, y). Jezeli war-
tosci x iy sa rzeczywiste, nazywamy punkt @, y) rzeczywistym. jezeli
spétczynniki a, b, ¢ sg wszystkie trzy rzeczywiste (lub mogg sie sta¢ rze-
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czywistemi po podzieleniu przez spoiny czynnik), prostg nazywamy rze-

czywistg. Punkty x=a+ip, oraz x=a—ip, y=y—id nazywamy

sprzezonemi. Tak samo sprzezonemi nazywamy proste
(A+iA")x+(B+iB")y+(C+iC")=0

oraz (A—A")x+(B—B ")y+(c—ic =0,

Zbadaé¢ stusznos¢ nastepujgcych twierdzen: na kazdej prostej rze-
czywistej istnieje nieskonczenie wiele par punktéw urojonych sprzezonych;
na kazdej prostej urojonej lezy jeden i tylko jeden punkt rzeczywisty;
na prostej urojonej niema nigdy pary punktéw urojonych sprzezonych.
Znalez¢ rowniez, przy jakich warunkach (a) prosta, tgczagca dwa dane
punkty urojone, jest rzeczywista; (b) punkt przecigcia sie dwuch prostych
urojonych jest rzeczywisty.

12. Znalezé sumy n wyrazéw szeregéw

cosa+cos(a+b)+ cos(a+ 2b)+ ..
sin a+ sin(a+b)+ sin(a+29)+...
[Znalez¢ sume n wyrazéw postepu
(cos a+i sin a)[ 1+(cos b+i sin A)+(cos b+i sin 6)2+...]
i poréwnac¢ wyrazy rzeczywiste i zespolone.]
13 Znalez¢ sumy n+ 1 wyrazéw szeregow

14. Znalez¢ suJme
COS a+-jc COs(a-fN)-p... + An—1COs]a+(n—1E|.
(Mathem. Tripos, 1905)
15. Znalez¢ modut i amplitude liczb

1+cos H+i sin 14-cos —isin 1, 1-—cos fr+isin 0, 1—cos isinth

16. Wyciagnaé¢ pierwiastki kwadratowe z liczb poprzedniego za-
dania.

17. Dowies$é, ze

18 Dowie$¢ nastepujacych tozsamosci:
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19. Rozwigza¢ réwnania

gdzie w jest pierwiastkiem réwnania xn=1 (ré6znym od 1), zas Xn jest
najwiekszg wielokrotnoscig n zawartg w k. Znalez¢ podobny wzér dla

21 Jezeli (1+x)n=po+PiX-\-pX2+ ...

gdzie n jest liczbg catkowitg dodatnig, woéwczas

22. Znalez¢ sume

gdzie n jest wielokrotnoscig liczby 3.

23. Otrzymac¢ wzory § 38-go, nie postugujac sie liczbami zespo-
lonemi.

24. Dowies$¢, ze przy m nieparzystym, mamy 3Zcosecdrm/m)=m2—1,
gdzie r przybiera wartosci 1, 2., w—L

Oznaczmy przez 8 sume tych wartosci funkcji cosecqnt/m), w kto-
rych r jest liczbg mniejszg od m i pierwszg wzgledem m Dowies¢, ze
gdy m jest iloczynem liczb nieparzystych pierwszych a, b, c..k, wéwczas
35=(a, -IX&*-IXc, -1)...-(**-).

(Mathem. Tripos. 1902.)

25. Jezeli m jest liczbg nieparzysta, wowczas

26. Jezeli ar=a+&cos 19,+ (2r7:/w)j, gdzie r=1, 2, 3..,n, wowczas
przy n>3 mamy
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27. Pierwiastkami réwnania

sa liczby

[Réwnanie sprowadzi¢ mozna do postaci (1—xi)n+i(l+xi)n=0.]
28. Pierwiastkami réwnania

sg liczby

gdzie d=K/in.
Dowie$¢ roéwniez, ze suma n wyrazéw szeregu

rowna sie 2»3

29. Istnieja naog6t dwa punkty, ktére nie zmieniajg sie przy prze-
ksztatceniu z=(aZ-\-b)!(cz+d). Jezeli punkty te oznaczymy przez a p,
wowczas przeksztatcenie da sie przedstawi¢ w postaci

Sprowadzi¢ w szczegélnosci do tego ksztattu przeksztatcenie
z=(l + 2)/(1—2Z). Podzieli¢ ptaszczyzne zmiennej Z na 8 obszardéw za po-
moca osi spétrzednych i kota jednostkowego oraz wyznaczy¢ na pta-
szczyznie zmiennej z obszary, odpowiadajgce tym 8 obszarom.

30. Jezeli z—Z 2—1, wdwczas, gdy z zakre$la koto |z]=x, kazdy
z dwu odpowiadajacych punktow Z zakresla owal Cassini'ego pjp2=v.,
gdzie p,, P2 oznaczaja odlegtosci punktu Z od punktéow 1. Wykresli¢
owale dla roznych wartosci x

31. Jezeli t jest zmienng zespolong i jezeli |t]=l, wowczas punkt
x=(at+b)/ (t—C¢) zakresla koto, o ile tylko |g=1=, jezeli zas |c]=l, punkt
x kresli prosta.

32. Niech hedzie t zmienna zespolona taka, ze |t]=l. Dowiesc,
ze punkt x=Rat+(b/t)\ kresli wogdle elipse, ktérej ogniskami sg punkty
x2—ab, osiami za$ odcinki Ja] + ] oraz o] —|6]. Jezeli jednak mamy
lal = B!, woéwczas punkt x kresli odcinek, tgczacy punkty + \Jab.

33. Jezeli z—2Z-\-Z2 wowczas kotu \Z\=\ odpowiada na pta-
szczyznie z kardiojda.

34. Zbadaé przeksztatcenie z=~\Z+(1/Z)\; w szczegdlnosci dowiesc
ze kotom X 2+ Y 2=a2 odpowiadajg elipsy spoétogniskowe
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35. Jezeli (z+1)2=4/Z, wéwczas kotu jednostkowemu ptaszczyzny
2 odpowiada na ptaszczyZznie Z parabola .Rcos2©= 1, a wewnetrznym
punktom kota odpowiadajg zewnetrzne punkty paraboli.

36. Dowiesé, ze zapomoca przeksztatcenia 2—!(Z—tc)/(Z+ic)|2 moz-
na gornej czesci ptaszczyzny 2 podporzadkowaé wnetrze pewnego potko-
la na ptaszczyznie Z.

37. Niech bedzie dany zwigzek az2+2hzZ+bZ2+2gz+2fZ+c=0.

Dowies$¢, ze istnieja dwie wartosci zmiennej Z takie, ze odpowia-
dajgce im wartosci z sg sobie réwne, i odwrotnie. Nazwiemy je punkta-
mi rozgalezienia na plaszczyznach Z i z. Dowie$é, ze gdy z zakresla
elipse, ktorej ogniskami sg punkty rozgatezienia, wowczas Z kresli row-
niez elipse.

[Czytelnik dowiedzie najpierw, ze powyzszy zwiazek mozna napi-
sa¢ w postaci

Punktem rozgatezienia sg na obu plaszczyznach punkty z+coseccu.
Roéwnanie elipsy, o ktérej mowa,

jest réwnowazne réwnaniu (Przykt. 8)

Do tego ostatniego réwnania podstawi¢ Z]

38. Jezeli z=aZmt+bZn, gdzie m i n sg liczbami dodatniemi i cat-
kowitemi, liczby za$ a i i sg rzeczywiste, wowczas, gdy Z zakre$la koto,
z zakresla hipocyklojde albo epicyklojde.

39. Dowies¢, ze

40. Kladac w poprzednim zadaniu W= , dowies$¢, ze

41 Dowiesé, ze

[W Przykt. XXV.8 potozy¢ x—a=1; zamiast 9-wstawi¢ 290\
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42. Dowiesé, ze

43. Dowiesé, ze

44. Dowie$¢, ze

gdzie przy n nieparzystym ,4=1, r=%(n—1), przy n za$ parzystym A=n,
r—bn—1

45, Jezeli przedstawimy w postaci

gdzie n .jest liczbg catkowitg dodatnig, wdwczas

[Stosujac zwykig regute utamkéw prostych, mamy

poczym mozemy oprze¢ sie na zadaniu 40-ym.]
46. Dowiesé, ze

[Strona prawa réwna sie

gdzie £c=cosa+isna=Cisa. Pierwiastkami réwnania *2+1=0

s

Prawg cze$¢ rozkladamy na utamki proste ksztahtu
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P . . (@r+l)rc . (2r+Dhrc L.
Okazuje sie, ze Ar= —sin-— éﬁm_CIS_ o W celu otrzymania zg-

danego wyniku,” musimy tgczyé wyrazy parami (r, n+r).]

47. Dowiesé, ze jesli m i n sg liczbami catkowitemi dodatniemi,
On~
przyczym m”~n, woéwczas xm- :ll(l+a’?V\):(I/n)S------P, gdzie wjest pier-

wiastkiem réwnania aw+ 1=0. Dowies¢, ze jesli n jest parzyste, mamy

Znalez¢ analogiczny wzdér dla przypadku, gdy n jest liczbg nieparzysta.

48. Roztozy¢ xm—4/(I—xn) na utamki proste, zakladajac, ze m, n
sg liczbami catkowitemi dodatniemi i mféSn. Znalezé réwniez wzoér na
1/(1—xn), analogiczny do wzoru poprzedniego zadania.

49. Wykaza¢, ze

50. -Jezeli przez pt, p2, .. pn oznaczymy odlegtosci punktu P, leza-
cego na ptaszczyznie foremnego wielokata, od wierzchotkéw tego wielo-
kata, woéwczas mamy

gdzie a oznacza promien kola opisanego na wielokacie, r odlegto$¢ pun-
ktu P od $rodka O wielokata, 9 kat miedzy OP i promieniem, taczacym
O z ktdrymkolwiek wierzchotkiem wielokata.

51. Jezeli AXA%.. An oraz P1P2.. Bn sg to dwa wielokaty foremne
spotsrodkowe, liczby zas m, n sg wzgledem siebie pierwsze, woéwczas

gdzie a i b sg promieniami két opisanych na wielokatach, a 9 jest Kka-
tem miedzy dwoma promieniami, poprowadzonemi do wierzchotkdéw dwuch
wielokatow.

52. Jezeli p, q sa liczbami catkowitemi wzglednie pierwszemi i je-
zeli mamy dang liczbe dodatnig nieparzystg k<2p oraz &=qTt/p, woéwczas
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gdzie
Kiadziemy



ROZDZIAL 1V.
O GRANICACH FUNKCJI ZMIENNEJ CALKOWITEJ DODATNIEJ.

43. Funkcje zmiennej catkowitej dodatniej. W rozdzia-
le 1l moéwiliSmy o funkcjach zmiennej rzeczywistej x i wyja-
sniliSmy to pojecie na wielu przykiadach. Czytelnik niewatpli-
wie pamieta, ze przyktady te roznity sie od siebie w jednym
zasadniczym szczegOle: niektore funkcje byty okreslone dla
wszystkich wartosci x, inne tylko dla wartosci wymier-
nych, jeszcze inne byly okreslone tylko dla wartosci catko-
witych zmiennej x, itd.

Wezmy np. pod uwage nastepujgce funkcje: (I) y—x, (Il) y=\/x,
(1) y=mianownikowi liczby x, (IV) y=pierwiastkowi kwadratowemu zilo-
czynu licznika przez mianownik liczby X, (V) i/=najwiekszemu czynniko-
wi pierwszemu liczby x, (VI) y=iloczynowi yér przez najwiekszy czyn-
'nik pierwszy liczby x, (V'Il) y=x-owa liczba pierwsza, (VIII) *zmierzo-
nemu w calach wzrostowi wieznia x w takim a takim wiezieniu.

Funkcje te sg okres$lone dla réznych obszaréw zmiennosci licz-
by x, mianowicie (I) dla wszelkich wartosci x, (II) dla wszystkich
dodatnich wartosci x, (I1l) dla wszystkich wymiernych warto-
sci x, (IV) dla wszystkich dodatnich wymiernych wartosci x,
(V) dla wszystkich catkowitych wartosci x, (VI) i (VIl) dla
wszystkich dodatnich catkowitych wartosci x, (VIII) dla pe-
wnej liczby dodatnich catkowitych wartosci x, mianowicie dla
1,2 3.. N, gdzie N oznacza liczbe wszystkich wiezniéw, znajdujgcych
sie w danej chwili w tym wiezieniu¥*).

*) Mozna powiedzie¢, ze liczbha N zalezy od czasu, ze osobnik x
jest rézny w réznych chwilach czasu. Je$li wiec zechcemy uwzglednic¢
czas, bedziemy mieli przyktad funkcji dwuch zmiennych y=F(x,t).
Funkcja ta jest okreslona dla pewnych wartosci zmiennej t (np. dla okre-
su czasu od chwili zatozenia wiezienia az do chwili obecnej), jak row-
niez dla pewnej liczby dodatnich i catkowitych wartosci na x, przyczym
liczba tych wartosci zmienia sie¢ wraz ze zmiang czasu f.



Wezmy pod uwage taka funkcje, jaka w powyzszych
przyktadach byta funkcja (VII), t. j. okreslong dla wszystkich
wartosci dodatnich catkowitych zmiennej x i nie okreslong dla
zadnych innych wartosci x. Mozemy taka funkcje traktowacd
z dwuch nieco réznych stanowisk. Mozemy ja uwaza¢ za funk-
cje zmiennej rzeczywistej x, okreslong tylko dla pewnych war-
tosci tej zmiennej, mianowicie dla wartosci catkowitych do-
datnich; co za$ do innych mozliwych wartosci x, to powiemy,
ze funkcja dla nich nie zostata okreslona. Ale mozemy row-
niez postgpi¢ tak, jak w rozdziale I, § 7a; mianowicie mozemy
nie bra¢ wcale pod uwage wszystkich wartosci x, lecz jedy-
nie wartosci dodatnie i catkowite zmiennej, i powiedzie¢: funk-
cja nasza jest funkcja zmiennej catkowitej dodat-
niej n, ktéra to zmienna moze przybiera¢ wartosci

1, 2, 3, 4, ..

W tym drugim przypadku napiszemy symbolicznie

y=<p(»)
i bedziemy uwazali y za funkcje zmiennej n, okresSlong dla
wszystkich wartosci tej zmiennej.

Rzecz jasna, ze skoro tylko mamy funkcje, okreslonag dla
wszystkich wartosci rzeczywistych x, mozemy utworzy¢ funk-
cje zmiennej n, okre$long dla wszystkich wartosci n. Np., ma-
jac danag funkcje y = x 2, mozemy otrzymac funkcje y=n 2 jezeli
po prostu postanowimy, ze nie bedziemy brali pod uwage in-
nych wartosci x, jak tylko catkowite dodatnie, ani tez innych
wartosci y, jak tylko odpowiadajgce tym catkowitym dodatnim
wartosciom x. Z drugiej strony, majac dang jakakolwiek funk-
cje zmiennej n, mozemy z niej otrzyma¢ dowolng ilo$¢ funkcji
zmiennej x, a to w ten sposob, ze na podstawie nowego, zresz-
ta zupeinie dowolnego okres$lenia wyznaczamy wartosci y, od-
powiadajgce tym wartosciom x, ktére nie sa liczbami catkowi-
temi dodatniemi.

44, Interpolacja. PoruszyliSmy zagadnienie niezmiernej
w matematyce wyzszej, mianowicie zagadnienie wyznaczenia takiej funk-
cji zmiennej rzeczywistej x, ktéra dla catkowitych i dodatnich x przy-
bierataby takie same wartosci, jakie przybiera dana funkcja zmiennej n.

Jest to zagadnienie interpolacji funkcyjnej.
Gdyby chodzito o znalezienie byle jakiej funkcji f(x), czynigcej

wagi



— 124 —

zado$¢ tym warunkom, sprawa nie przedstawiataby najmniejszej trudno-
Sci. Moznaby brakujace wartosci uzupetni¢ dowmlnie. moznaby nawet
oswiadczy¢, ze f{x) jest funkcjg, okreslong tylko dla wartosci catkowi-
tych zmiennej x. Oczywista rzecz jednak, ze w danym razie chodzi o co$
zupetnie innego, mianowicie o znalezienie mozliwie prostego wzoru, zawie-
rajacego zmienng x i przybierajgcego pewne, z gory zadane wartosci
przy x=1, 2, 3..

W pewnych szczeg6lnych przypadkach, gdy znamy wzér na funk-
cje cf(a), zagadnienie rozwigzaé mozemy w sposob bardzo prosty. Jezeli
np. <p(» wyraza sie wzorem, majacym sens nie tylko przy catkowitych
i dodatnich wartosciach n (np. wzorem y=n, y—2 y=(n —l)/(n + 1) itp.),
mozemy poprostu zatozy¢ y=y(x). tatwo jednak otrzymac inne jeszcze
rozwigzania. Np. funkcja

y=(p(x)+sinOT

przybiera przy x=n te same wartosci, co funkcja zmiennej catkowi-
tej <p(n).

W innych wypadkach <€{n) moze by¢ wyznaczone zapomocg wzoru,
ktory dla pewnych wartosci x nie ma sensu. Przypusémy np., ze y={—1)";
wzér ten nie miatby dla nas sensu przy wyktadniku utamkowym o mia-
nowniku parzystym albo przy wyktadniku niewymiernym. Nieraz jed-
nak fatwro mozna przeksztatci¢c wzér w ten spos6b, ze nabiera on zna-
czenia przy wszelkich wartosciach x; np. wystarczy zauwazyé, ze
cosnn—(—1)«, wobec czego mozemy zatozy¢ y=cosxn.

Zdarza sig, ze funkcja cp(X) jest okreslona nie tylko dla dodatnich
wartosci x, nie jest jednak okreslona dla wszystkich wartosci zmiennej.
Przypusémy np. ze funkcje y—nn chcemy zastgpi¢ przez y=xx. Ten dru-
gi wzoér ma sens tylko dla pewmych wartosci x. Aby uprosci¢ rozumo-
wanie, wezmy pod uwage tylko dodatnie wartosci X\ w takim razie xx
ma sens tylko dla wymiernych wartosci a;, gdyz

zgodnie z okresleniem wyktadnikéw utamkowych, wprowadzonym w/ al-
giebrze elementarnej. Jesli jednak x jest liczba niewymierng, wow-
czas xx niema dla nas (przynajmniej dotad) zadnego sensu. Widzimy, ze
zagadnienie interpolacji prowadzi tu do innego waznego zagadnienia: do
takiego uogélnienia definicji potegi, by wzér xx miat sens nawet przy nie-
wymiernych wartosciach zmiennej. Pdzniej zobaczymy, wjaki sposéb uo-
gélnienie to da sie osiggnaé.
Wezmy jeszcze dla przyktadu wzor

y—123..=n\

Nie znamy w matematyce elementarnej zadnego wzoru na x, kto-
ryby przy x=n sprowadzat sie do nl, gdyz X\ ma sens tylko przy dodat-
nich catkowitych wartosciach zmiennej. W tym wypadku préba rozwia-
zania zagadnienia interpolacji funkcyjnej doprowadzita do waznych od-



kry¢, gdyz udato sie matematykom znalezé funkcje (zwang funkcja ga-
ma), ktéra posiada zadang wihasnos¢, a précz tego ma mnéstwo innych
ciekawych wiasnosci.

45. Klasy skonczone i nieskoriczone. Zanim bedziemy
mogli przystgpi¢ do badania wiasnosci funkcji zmiennej catko-
witej, musimy uczyni¢ kilka uwag, dotyczacych pewnych po-
je¢ logicznych, ktéremi matematyka ciagle sie postuguje.

Czytelnik zna niewatpliwie pojecie klasy. Nie mamy
zamiaru roztrzasa¢ trudnosci logicznych, zwigzanych z tym po-
jeciem; do naszego celu wystarczy, jezeli klase bedziemy uwa-
zali poprostu za zbiér wszystkich przedmiotow (lub elementow),
posiadajacych pewna spoing wiasnos$¢, prostg lub zlozona.
W tym sensie mozemy moéwi¢ o klasie obywateli angielskich,
0 klasie rudowtosych Germandw, o klasie liczb rzeczywistych
1t p

Précz tego czytelnik niezawodnie zdaje sobie sprawe z te-
go, co nazywa sie klasg skorniczong, a co nieskonczona. Np.
klasa ,,obywateli angielskich” jest klasa skonczona: zbiorowi
wszystkich terazniejszych, przesztych i przysztych obywateli
angielskich odpowiada pewna liczba n, jakkolwiek nie umie-
my podac¢ dokltadnej wartosci tej liczby. Klasie ,terazniejszych
obywateli angielskich” odpowiada liczba n, ktérg moglibysmy
ustali¢ za pomocg spisu ludnosci, gdyby metody spisu byty do-
skonate.

Natomiast klasa liczb catkowitych dodatnich nie jest
skonczona; nazywamy ja nieskonczong. Mozna to Scislej
wyrazi¢ w ten sposob: jezeli przez n oznaczymy dowolna licz-
be catkowitg dodatnig (np. 1000, 1000000 albo jakagkolwiek in-
na liczbe), wowczas istnieje wiecej niz n liczb catkowitych do-
datnich. Jezeli np. na n damy wartos¢ 1000000, wowczas
istnieje niewatpliwie przynajmniej 1000001 liczb catkowitych
dodatnich. Tak samo klasa liczb rzeczywistych, klasa punk-
tow odcinka sg to klasy nieskonniczone. W celu wyrazenia te-
go faktu bywa rzeczg dogodng postugiwac sie zwrotem: istnie-
je nieskonczenie wiele punktow na odcinku (lub: nieskoncze-
nie wiele liczb rzeczywistych, itp.). Czytelnik jednak powi-
nien zawsze pamietaé, ze w takich wypadkach chcemy powie-
dzie¢ tylko tyle: rzeczona klasa nie ma oznaczonej
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ilosci elementéow (np. 1000 lub 1000000 elementow), lecz
moze ich mie¢ dowolnie wiele.

46. O wiasnosciach funkcji zmiennej n, odpowiadaja-
cych duzym wartosciom na n. Powrdémy do funkcji zmien-
nej n, o ktorych moéwilismy w 8§ 43, 44. Ro6znia sie one pod
wieloma wzgledami od funkcji zmiennej x, ktére poznalismy
w Rozdziale 1l, maja jednak z temi funkcjami jedna waz-
na spoing ceche: wartosci zmiennej, przy ktérych funkcja jest
okreslona, tworza klase nieskonczong. Na tym podstawowym
fakcie opierajg sie dalsze nasze rozwazania, ktore, jak sie o tym
przekonamy w nastepnym rozdziale, dajg sie mutatis mutandis
zastosowac¢ rowniez do funkcji zmiennej x.

Przypusémy, ze y(ri) jest dowolng funkcjg zmiennej n,
i ze P jest dowolng wilasnoscia, ktorg funkcja cp(n) moze po-
siada¢ lub ktérej moze nie posiadaé. (Np. P moze by¢ wias-
noscig: ,rowna sie liczbie catkowitej”, albo: ,jest wiekszy od
1”7 itp.). Przypusémy, dalej, ze przy wszelkich wartosciach
n=1, 2, 3, ... badamy, czy <p(n) posiada wiasnos¢ P, czy tez
nie posiada jej. Moga zachodzi¢ trzy przypadki zasadniczo
rézne:

(@ oW moze posiada¢ wiasnos¢ P przy wszystkich
wartosciach n, albo tez przy wszystkich wartosciach
n zwyjatkiem pewnej oznaczonej liczby N tych
wartosci;

(b) cp(n) moze nie posiada¢ tej wiasnosci przy zad-
nych wartosciach n, albo tez moze jg posiada¢ tylko dla
pewnej liczby N tych wartosci;

() ani (a), ani (b) nie jest prawda.

Jezeli prawda jest (&, woOwczas wartosci n, przy kto-
rych rp(n) posiada wiasnos¢ P, tworzag klase skoriczonag. Jezeli
prawda jest (a), wowczas wartosci n, przy ktérych <pn) nie
posiada wilasnosci P, tworza klase skonczong. W trzecim
przypadku zadna z tych dwu klas nie jest skonczona. Przyj-
rzyjmy sie Kilku przyktadom.

1) Niech bedzie cp(M)= n i niech P oznacza wiasnos¢:
.jest liczbg catkowitg dodatnig”. Funkcja oW posiada wia-
snos¢ P przy wszystkich wartosciach n. Gdyby P ozna-
czato wiasnos¢: ,jest liczbg catkowita nie mniejszg od 10007,
wowczas cp(n) miataby te wiasnos¢ przy wszystkich wartosciach



n z wyjatkiem skonczonej liczby tych wartosci, mianowicie
z wyjatkiem n=1, 2, 3, ,999. W obu przypadkach prawdag
jest (a).

(2) Jezeli a P oznacza witasnosé: ,jest mniejszy
od 10007, wowczas prawda jest (b).

(3) Jezeli ~{n)—n a P oznacza: ,jest liczbg nieparzystg",
wowczas prawdag jest (C). Istotnie p(n) jest parzyste lub nie-
parzyste, gdy n jest parzyste lub nieparzyste, zaréwno za$
wartosci parzyste n jak i wartosci nieparzyste tworza klase
nieskonczong.

Przyktady. W kazdym z nastepujacych przyktadéw oznaczyé,
ktory z przypadkow (a), (6) lub (c) zachodzi:

47. Przypus$émy, ze cp(n) i P sg tego rodzaju, ze zacho-
dzi przypadek (a), czyli ze cp(n) posiada wiasnos¢ P albo przy
wszelkich wartosciach n, albo tez przy wszystkich wartosciach
n z wyjatkiem pewnej oznaczonej liczby N tych wartosci. Te
wyjatkowe wartosci mozemy oznaczy¢ przez

Niema oczywiscie powodu, dla ktorego te wartosci wy-
jatkowe miatyby by¢ pierwsze mi N wartosciami, kto-
re przybiera zmienna n, jakkolwiek w wielu wypadkach ma
to istotnie miejsce.

W kazdym razie wiemy, ze y{n) posiada wilasnos¢ P, je-



— 128 —

zeli n>nx. Np. n-ta liczba pierwsza jest nieparzysta, jezeli
u>2, (n—2 stanowi w danym razie jedyng warto$¢ wyjatko-
wa); I/n< 0*001, jezeli w> 1000 (pierwsze 1000 wartosci n stano-
wig wartosci wyjatkowe); dalej

1000|'H-(—1)"}/*< 1,
jezeli n> 2000; wartosciami wyjatkowemi sa tu n ~ 2,4,6, ...2000.
We wszystkich tych przykitadach <p(n) posiada oznaczonag
wtasnos$é przy wszystkich wartosciach n, wiek-
szych od pewnej liczby N.

Fakt ten bedziemy czasem przez skrécenie wyrazali sto-
wami: qqri) posiada taka a taka witasnos$¢ przy wielkich, albo:
bardzo wielkich, albo: dostatecznie wielkich wartosciach n. Jesli
wiec powiemy: <p(n) posiada wiasnos¢ P przy wielkich warto-
Sciach n, bedziemy przez to rozumieli, ze mozemy wyznaczy¢
taka liczbe, powiedzmy no, ze przy nf>n0, funkcja () posia-
da wiasnos¢ P. Ta liczbg no mogtaby by¢ kazda liczba catko-
wita wieksza od n.y, czyli od najwiekszej z posréd wyjatko-
wych wartosci zmiennej n. Najprosciej, oczywiscie, przyjacé
no=ny-f-1.

W tym sensie mozemy powiedzieé¢: ,wszystkie wielkie
liczby pierwsze sa nieparzyste”, albo ,1/n jest mniejsze od
0.001 przy wielkich wartosciach na n”
oswoi¢ sie z tym sposobem uzywania wyrazu: wielki. W ma-
tematyce, tak samo jak w zyciu codziennym, wyraz wielki nie
ma znaczenia bezwzglednego. Ta sama liczba moze by¢ w jed-
nych okolicznosciach uwazana za wielka, w innych za matia.
Wielki oznacza zwykle w matematyce: dostatecznie loielki, a to,

Czytelnik powinien

co ze wzgledu na pewien cel uwazamy za dostatecznie wiel-
kie, moze by¢ zupetlnie niewystarczajace do innego celu.

Teraz juz wiemy, co znaczy orzeczenie: ,/f(w) posiada
wiasnos¢ P przy wielkich wartosciach zmiennej n”. W dal-
szym ciggu tego rozdziatlu bedziemy wcigz mieli do czynienia
z takiemi orzeczeniami. Jesli mamy dang funkcje cp(n), po-
wstaje pytanie, czy istniejg wilasnosci, co do ktérych takie
orzeczenie jest prawdziwe?

48. Zdanie: ,n dazy do nieskonczonosci#4 Przypusémy,

ze n przybiera kolejno wartosci 1,2,3, 4... Wyraz ,kolejno”
nasuwa wyobrazenie czasu i, jesli kto chce, moze wyobrazaé
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sobie, ze np. n przybiera te wartosci w poczatku kazdej z ko-
lei sekundy. Gdy sekundy ptyng, n staje sie coraz wieksze,
i wzrastanie to odbywa sie nieograniczenie. Jakkolwiek wiel-
ka liczbe pomyslimy, musi nastgpi¢ chwila, gdy n stanie sie
od tej liczby wieksze.

Dogodny jest rzecza posiada¢ krotkie zdanie, ktéreby wy-
razato fakt nieograniczonego wzrastania zmiennej n;,. w tym ce-
lu postugujemy sie zdaniem: ,n dazy do nieskoniczonosci", co
piszemy symbolicznie: n—00. Symbol oo oznacza tu ,nieskon-
czonos$¢”. Wyraz ,dazy’, tak samo jak wyraz ,kolejno’ nasuwa
wyobrazenie czasu i, jeSli kto chce, moze sobie dla utatwienia
wyobraza¢ te zmiany, jako odbywajgce sie w czasie, musimy
jednak zaznaczyé, ze zmienna n jest tworem czysto logicznym,
i, jako taka, nie ma witasciwie nic spélnego z czasem.

Czytelnik powinien doktadnie zrozumie¢ i zapamietac, ze
moéwigc: ,w dazy do oo“, chcemy poprostu powiedzie¢, ze n
przybiera wartosci, ktére rosng nieograniczenie. Niema liczby
,nieskonczonos$¢ i réwnanie n=oo jest absolutnie po-
zbawione sensu; n nie moze réwnac¢ sie nieskonczonosci,
gdyz zwrot: ,réwna sie nieskonczonosci” nic wogdle nie zna-
czy. Symbol oo ma dla nas znaczenie tylko w zdaniu: ,dazy
do o00”, jak za$ zdanie to rozumie¢ nalezy, objasniliSmy po-
przednio. Z czasem dowiemy sie, w jaki sposéb mozna nadac¢
pewien sens innym zdaniom, zawierajacym symbol oo, ale czy-
telnik powinien zawsze pamietac:

1) ze oo samo przez sie nic nie znaczy, jakkol-
wiek pewne zdania, zawierajgce ten symbol, mo-
ga niekiedy miec¢ sens;

2) ze ilekro¢ zdanie, zawierajgce symbol oo,
ma sens, dzieje sie to tylko dlatego, ze uprzed-
nio nadalismy mu ten sens zapomocg specjalne-
go okreslenia.

Teraz jest rzecza jasna, ze jesli funkcja cp(n) posiada wita-
snos¢ P przy wielkich wartosciach zmiennej n i jesli n ,dazy
do nieskoniczonosci4t (w znaczeniu tylko co wyjasnionym) to n
po pewnym czasie zaczyna przybierac¢ wartosci dostatecznie wiel-
kie, aby funkcja cc(n) posiadata witasnos¢ P. Tak wiec pytanie:
~jakie wiasnosci posiada funkcja cp(n) przy dostatecznie wiel-

Wyktad czystej matem. 9.
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kich wartosciach n?* mozna sformutowaé¢ inaczej, mianowicie:
.jak zachowuje sie cp(n), gdy n dazy do nieskonczonosci?l

49. O zachowaniu sie funkcji zmiennej w, gdy n
do nieskonczonosci. Opierajac sie na uwagach poprzedniego
paragrafu, zbadamy teraz pewien rodzaj orzeczen, ktére w ma-
tematyce wyzszej spotykamy na kazdym kroku. Wezmy jako
przykiad dwa nastepujgce orzeczenia: (1) 1jn jest mata liczba
przy wielkich wartosciach n; (IlI) 1—1In réwna sie prawie 1 przy
wielkich wartosciach n. Sadze, ze nikt nie zaprzeczy prawdzi-
wosci tych dwu orzeczen, a jednak mimo ich oczywisto$¢ tkwi
w nich wiele rzeczy godnych blizszego zbadania. Przyjrzyj-
my sie najpierw orzeczeniu (l), jako nieco prostszemu.

MieliSmy juz do czynienia z orzeczeniem: ,ljn jest mniej-
sze od 0*01 przy wielkich wartosciach n”. Widzielismy, ze
znaczy ono po prostu: ,l/w<0*01 przy wszelkich wartosciach
zmiennej n, wiekszych od pewnej w zupetnosci oznaczonej licz-
by, mianowicie wiekszych od 100“. Z réwna stusznoscig mo-
gliby$my powiedzie¢, ze ,ljn jest mniejsze od 0*0001 przy
wielkich wartosciach w"; istotnie, jezeli u> 10000, woOwczas
\jn< 0*0001. Zamiast utamkoéw 0*01 Ilub 0*0001 moglibysmy
wzigé liczbe 0*0000001 lub jakgkolwiek liczbe dodatnia, a orze-
czenie nasze pozostatoby stuszne.

Poniewaz czesto bedziemy mieli do czynienia z podobne-
mi orzeczeniami, warto wiec odrazu ustali¢ jaki$s sposéb wy-
stowienia faktu, ze kazde orzeczenie typu ,ljn jest mniej-
sze od 0*001 przy loielkich wartosciach n” jest prawdziwe, jezeli
zamiast 0*001 podstawimy jakakolwiek jeszcze mniejszg liczbe
dodatnia. Do tego celu moze stuzy¢é nastepujgce orzeczenie:

.jakkolwiek mata obralibys§my liczbe do-
datnig 5 przy dostatecznie wielkich warto-
S§ciach n mamy zawsze 1w<38."”

Prawdziwos$¢ tego orzeczenia nie ulega kwestji. Istotnie,
aby byto I/n<d wystarczy, by w>1/8, tak iz owe ,dostatecz-
nie wielkie" wartosci n muszag by¢ tylko wieksze od 1/8.
A jednak orzeczenie to jest bardzo ztozone, gdyz zastepuje
wiasciwie catlg klase orzeczen, ktére otrzymujemy, dajac na 8
poszczegblne wartosci, np. 0*01, 0*001 itd. Oczywista rzecz,
ze im mniejszg liczbg jest 8 tym 1/8 jest wieksze i tym wiek-
sza musi by¢ najmniejsza z owych ,dostatecznie wielkich" war-

dazy
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tosci na n\ wartosci zmiennej n, ktdre sa dostatecznie wielkie
przy pewnej oznaczonej wartosci 8 moga by¢ zbyt mate przy
innej wartosci 8.

Podkreslone przez nas zdanie ttumaczy doktadnie, co zna-
czy orzeczenie (1). Tak samo orzeczenie (I1) znaczy wiasciwie:

.jezeli @n)=1 — 1/n, wobwczas orzeczenie:
,1—«p(n) <8 przy dostatecznie wielkich wartosciach
zmiennej n’ jest prawdziwe, jakgkolwiek war-
tos¢ dodatnig przypiszemy liczbie 5”. Ze to jest
prawda, wida¢ odrazu z tego, ze 1—cp(n)=I/n.

Orzeczenia (1) i (II) mozemy wystowi¢ w inny jeszcze
spos6b, mianowicie mozemy powiedzie¢: ,ljn dazy do 0, gdy
n dazy do oo”, oraz ,,1—(1/n) dazy do 1, gdy n dazy do oo”.
Tak wiec oba orzeczenia:

1/n jest mata liczba, gdy n jest wielka liczbg
1/n dazy do zera, gdy n dazy do oo

sa réwnowazne sobie i réwnowazne S$cislejszemu orzeczeniu:

jezeli 8 jest dowolnie mala liczbg dodatnig, woéwczas
1/n<8 przy dostatecznie wielkich wartosciach zmiennej n,
oraz réwnowazne nastepujgcemu, jeszcze Scislejszemu orze-
czeniu:

jezeli 8 jest dowolnie mata liczba dodatnia, mozemy za-
wsze znalez¢ takg liczbe n0, ze przy wszystkich wartosciach n
rownych nO lub wiekszych od n0O, bedzie 1/n <5.

Liczba n0, o ktérej mowa w tych orzeczeniach, jest, oczy-
wiscie, funkcjg liczby 8. Niekiedy, chcac podkresli¢ te zalez-
nos$¢ liczby no od liczby 5, bedziemy postugiwali sie symbo-
lem nO(8).

Mozemy wyobrazi¢ sobie, ze prowadzimy spér o stusznos¢ powyz-
szego orzeczenia. Oponent nasz wymienia coraz mniejsze liczby 8 po-
czynajac np. od 0-001. Odpowiadamy mu, ze 1/n<0'001, jezeli tylko
«>1000. Oponent wymienia wowczas mniejsza liczbe, np. 0-000001; na to
odpowiadamy, ze 1/n<0000001, jezeli n> 1000000, itd. Rzecz jasna, ze
zawsze w tym sporze stuszno$¢ bedzie po naszej stronie.

Te samg wiasnos¢ funkcji 1/n mozna wyrazi¢ inaczej,
mianowicie:

gdy n dazy do oo, 1/n dgzy do granicy o.
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Orzeczeniu temu nadajemy forme symboliczng
lim (I/n)= 0.
n—>00
O ile nie bedzie to grozito wywotaniem nieporozumienia,
bedziemy czasem pisali przez skrécenie

Analogicznie mozemy napisac:

50. Wezmy teraz odmienny przykiad. Niech bedzie
cpin)= n2. W tym przykiadzie ,,n2 jest wielkg liczba,
gdy n jest wielkg liczb g“.

Orzeczenie to jest réwnoznaczne z nastepujgcemi dwoma
scislejszemi orzeczeniami:

jezeli G jest dowolnie wielka liczbg dodatniga, woéwczas
n2> G przy dostatecznie wielkich wartosciach zmiennej n;

mozemy znalez¢ taka liczbe no, ze, przy wszelkim n wiek-
szym od nO lub réownym n0, mamy n2> G.

W takich wypadkach méwia nieraz: ,,n2 dazy do oo, gdy
n dazy do co“, albo tez: ,n2 dazy wraz z n do oo”. Symbo-
licznie napiszemy to orzeczenie tak:

n2—o00 albo, krécej, n2—oo0.
(n— >00)

Wezmy wreszcie pod uwage funkcje 'p(n)=—n2 Gdy na
n dajemy duze wartosci, <p(n) jest wielkg liczbg ujemng; za-
chowujgac wiec poprzednig forme wystowienia, powiemy: ,—n?2
dazy do —oo, gdy n dazy do oo*, i napiszemy

—n2—>—o00.

Z tego przykiadu tatwo domysli¢ sie, ze w wielu wypad-
kach dogodnie bedzie pisa¢: n2—-f 00>czyli postugiwac sie sym-
bolem -k°° zamiast symbolu oo.

W kazdym razie musimy raz jeszcze z naciskiem zazna-
czy¢, ze we wszystkich tych i im podobnych orzeczeniach sym-
bole -j-oo, —oo0, oo same przez sie absolutnie nic nie
znacza; maja one sens tylko woéweczas, gdy wystepuja w pe-
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wnych szczeg6lnych zwigzkach, i sens ten majg tylko na mo-
cy wytozonych poprzednio uméw.

51. Okreslenie granicy. Sadzimy, ze po powyzszych
roztrzgsaniach czytelnik z latwoscig zrozumie ogo6lne pojecie
,granicy’. Wyrazajac sie obrazowo lecz niescis$le, moznaby po-
wiedzieé, ze ,y(n) dazy do granicy /, gdy n dazy do co, jezeli
przy wielkich wartosciach n funkcja cow prawie réwna sie V.
Jakkolwiek takie powiedzenie bytoby moze zrozumiale po wy-
jasnieniach poprzedniego paragrafu, nie jest ono jednak dos¢
precyzyjne, ,by mogto gra¢ role okreslenia matematycznego.
Jest ono réwnowazne catej klasie orzeczen typu: ,przy dosta-
tecznie wielkich wartosciach zmiennej n, funkcja <) rézni sie od
I mniej, niz o 5”. Po pierwsze, takie orzeczenie powinno by¢
stuszne przy 8= 0901, lub 0*00l i wogdle przy wszelkiej dodatniej
wartosci na 6; powtére, przy kazdej zadanej wartosci 8 orze-
czenie winno by¢ stuszne dla wszelkich wartosci zmiennej n,
poczynajac od pewnej wartosci n0(5), przyczym im mniejsza
liczba jest 8, tym zazwyczaj wieksza liczba musi byé no.

Prowadzi to nas do nastepujgcego Sscistego okreslenia
granicy:

Okreslenie |. Powiadamy, ze gdy n dazy do oo. funkcja
<p(nN) dazy do granicy |, jezeli dla kazdej dowolnie matej (byle réz-
nej od zera) liczby dodatniej 8 mozemy wyznaczy¢ odpowiednig
liczbe nO(S) taka, ze przy wszelkich wartosciach zmiennej n, row-
nych no0(8) Ilub wigkszych od no0(8), funkcja cp(n) rézni sie od I
mniej niz o 8.

Bezwzgledna warto$¢ réznicy miedzy <n) a | oznaczamy
symbolem jcp(n)—1. Wielko$¢ ta réwna sie albo cp(n)—1, albo
tez 1— W), zaleznie od tego, ktéra z tych dwuch réznic jest
dodatnia. Nalezy zauwazy¢, ze symbol ten zgadza sie z okre-
$leniem modutu, podanym w § 35, jakkolwiek na razie moéwi-
my tylko o liczbach rzeczywistych.

Za pomocg symbolu wartosci bezwzglednej mozna nieco
krocej wystowi¢ okreslenie granicy. Mozemy, mianowicie, po-
wiedziec:

jezeli dla kazdej liczby dodatniej 8 (réznej od zera) mozemy

wyznaczy¢ odpowiadajaca jej liczbe V\D(8) taka, iz mamy zarosze
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W pewnych wypadkach, gdy nie grozi zadne nieporozumienie, mo-
zemy opusci¢ symbol n->-ac, a nawet mozemy pisa¢ wprost:

Nalezy zauwazy¢, ze nOjest funkcja liczby 8 Niech bedzie np.
dana funkcja cp(n)=I/n; rzecz jasna, ze 1=0, jezeli tylko 1/n<8, gdy nSs«0.
Temu warunkowi czyni zado$¢ liczba nO—1+ 11/8], gdzie [1/8] oznacza
najwiekszg liczbe catkowitg, zawartg w liczbie 1/8. Istnieje jeden i tyl-
ko jeden przypadek, w ktdrym ta sama liczba nO odpowiada wszystkim war-
tosciom na 8 Jezeli N oznacza pewng stalg liczbe i jezeli, przy »>iV,
funkcja cp(«) jest statg i rowna sie, powiedzmy, (7, woéwczas rzecz jasna,
ze tp(n)—0=0 przy n~"N, zatym przy wszelkich wartosciach 8 nieréwnos¢
1<?(«)—0] <8 jest spetniona, o ile tylko nSs N. Odwrotnie: jezeli |pn)—J|<8
przy n”iY, gdzie N jest liczbag stata, i jezeli ta nierdwnosé jest
spetniona przy wszystkich dodatnich wartosciach na 8 wdwczas <p(n)=I
przy ni>N, czyli tp(n) ma statg wartos¢ przy ti~N.

52. Okreslenie granicy mozna zilustrowaé¢ gieometrycz-
nie w nastepujacy sposéb. Wykres funkcji o) sktada sie z odo-

sobnionych punktéw, odpowiadajgcych wartosciom n= 1, 2, 3...
Wykreslmy prosta y=1 oraz dwie réwnolegte do niej proste
y—1—8, y —1--8, odlegte od niej o 8¢ Mamy

limcf(n) = £

n—<

wowczas i tylko woéwczas, jezeli mozemy wykresli¢ takg pro-
sta x —N (jak na rysunku 35), ze wszystkie punkty wy-
kresu, lezagce w prawo od tej prostej, zawarte sg
miedzy réwnolegtemi y= - 8 y—1A-8, bez wzgledu na to,



— 135 —

jak blizkie siebie sg te dwie rownolegte. Pbzniej,
gdy bedziemy mieli do czynienia z funkcjami, okreslonemi dla
wszelkich wartosci zmiennej niezaleznej (nie za$ wytacznie dla
wartosci catkowitych), przekonamy sie, ze ten obraz gieome-
tryczny jest w wielu razach bardzo dogodny.

53. Musimy teraz utworzy¢ analogiczne do poprzedniego
okreslenie dla tych funkcji, ktore, jak np. n2 lub —n2 dazg do
f°° lub do —co. Sadzimy, ze czytelnik bez zadnych trudno-
Sci zrozumie juz teraz nastepujace

Okreslenie Il. Powiadamy, ze funkcja <p(n) dazy wraz z n
do 00, jezeli dla kazdej dowolnie wielkiej liczby dodatniej G mo-
zemy wyznaczy¢ odpowiadajaca jej liczbe noO taka, ze <p(nN) > G, o ile
tylko nz~no.

Moznaby to samo wyrazi¢ kroécej, mowiac: ,jezeli moze-
my uczyni¢ y(n) dowolnie wielkim, biorgc na n dostatecznie
wielkie wartosci¥4 ale takie sformutowanie okreslenia nie
jest precyzyjne, gdyz nie uwidocznia zasadniczego faktu: ze
@n) > G przy wszelkich wartosciach zmiennej n, rownych no lub
wdekszych od no.

Jezeli funkcja cp(n) dazy do -j-0o, piszemy symbolicznie

r—om

Pozostawiamy czytelnikowi utworzenie odpowiedniego
okreslenia dla przypadku, gdy <p(n) dgzy do -oo.

54. Kilka uwag, dotyczacych pojecia granicy. Czytel-
nik powinien doktadnie zastanowic¢ sie nad nastepujacemi uwa-
gami.

(€)) Mozemy w dowolny sposéb zmieni¢ skonczong
ilos¢ wartosci funkcji c¢p(n), co nie wptynie bynajmniej na
zachowanie sie naszej funkcji, gdy n dazy do co. Naprzykiad
1/n dazy do 0, gdy n dazy do co. Zmieniajac skonczong ilo$¢
wartosci funkcji 1/n, mozemy otrzymaé¢ z niej dowolng ilos$¢
nowych funkcji. Mozemy np. rozwazac¢ funkcje <p(n), ktéra row-
na sie 3 przy n=1, 2, 7,9, 106, 107, 108, 237, przy wszystkich
za$ innych wartosciach zmiennej n, <p(n)=l/n. Dla tej nowej
funkcji, tak samo jak dla funkcji 1/n, mamy Iir\%ép(n)z 0. Tak

n—

samo dla funkcji <JJn), ktéra réwna sie 2 przy n=1, 2, 7, 9, 106
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107, 108, 237, przy innych zas wartosciach n réwna sie n2 ma-
my ~(n)—+o00.

(2) Natomiast nie mozemy, wogdle bioragc, zmieni¢
nieskonczenie wielu wartosci funkcji cp(n), nie zmie-
niajac zasadniczo jej zachowania sie, gdy n dazy do oo. Gdy-
by$my np. zmienili funkcje l/w w ten sposéb, ze zalozylibys-
my, iz W= 1, gdy n jest wielokrotnoscig liczby 100, przy
wszystkich za$s innych wartosciach na n funkcja cp(n)= l/w,

wowczas nie bytoby juz prawdg twierdzenie, ze cp(n))—*(). Istot-
(n—y0
nie, dopoki zmiana dotyczyta skonczonej ilosci wartosci funkciji,

moglismy zawsze obrac¢ liczbe no tak, by byta ona wieksza od
tych wszystkich wartosci n, przy ktorych funkcja byta zmie-
niona. W powyzszych przykiadach moglibySmy np. obraé
n0> 237, a nawet musielibyS§my tak uczyni¢, gdyby nam w pierw-
szym przyktadzie dano 3 jako wartos¢ dowolnie matej liczby
8, a w drugim przyktadzie dano 2 jako wartos¢ dowolnie wiel-
kiej liczby ¢r. Teraz jednak mamy do czynienia z taka fun-
kcja, ze jakkolwiek wielka obierzemy liczbe w0, beda
zawsze istnialy wieksze od niej wartosci n, przy ktérych fun-
kcja nasza posiada wartos¢ 1.

(3) Jezeli chcemy poznaé, czy jakas funkcja qqu) dazy,
zgodnie z Okres$leniem I, do granicy I, musimy przekonac sie,
czy nierowno$¢ cop(n)—I1 <3 zachodzi nietylko przy n=wO0, ale
tez przy wszelkim n>no, t.j. czy zachodzi ona przy no
i przy wszystkich wiekszych wartosciach na n.
W ostatnim przykiadzie moglibySmy np. dla kazdej dowolnie
matej liczby 8 znalezé takie no, ze przy n—no mielibySmy
W < 8; wystarczytoby w tym celu wzigé wartosci wo= 1 -f-[1/8],
gdzie [1/8] oznacza najwieksza liczbe catkowitg zawartg w liczbie
1/8, ale musieliby$my brac¢ takie tylko wartosci na n0, ktére nie
sa wielokrotnosciami liczby 100. Jezeli jednak obraliSmy taka
warto$¢ n0, to nie mamy prawa twierdzié¢, ze <n) <8 przy
n7>n0, gdyz istnieje nieskoriczenie wiele wartosci n (mianowi-
cie wszystkie wieksze od no wielokrotnosci liczby 100), przy
ktorych cp(n)= 1.

(4) Jezeli op(n) jest zawsze wieksze od I, mozemy zastg-
pi¢ y(n)—N przez y(n)—1. Jesli np. chodzi o to, czy 1/n da-
zy do granicy 0, gdy n dazy do oo, wystarczy zbadaé, czy
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mamy ln<d przy n>n0. Gdyby jednak chodzito o funkcje
cpin)= (—1)nn, woéwczas granica | bytaby znéw zerem, ale réz-
nica cp(n)—I1 bytaby raz dodatnia, to znéw ujemna. W takich
razach musimy koniecznie braé¢ pod uwage warto$¢ bezwzgled-
nag roznicy, czyli musimy bada¢, czy zachodzi nieréwnosc¢
i'f(n)—11< d W naszym przyktadzie badalibySmy nieréwnosé

PWj < d.

(5) Granica | moze sama by¢ jednag z warto-

sci funkcji rpn). Jesli np. mamy cpn)= 0 przy wszelkich
wartosciach zmiennej n, wéwczas rzecz jasna, ze granica fun-
kcji <p(n) jest zero. Albo przypusémy, ze mamy do czynienia
z funkcja <p(A), ktéra réwna sie zeru, gdy n jest wielokrotno-
Scig stu, przy innych za$ wartosciach n mamy ep(n)= Ijn. Gdy
n dazy do nieskorniczonosci, granica tej funkcji jest liczba O,
a zarazem funkcja przybiera wartos¢ 0 nieskonczenie wiele
razy.

Nalezy jednak zauwazyé¢, ze granica nie musi wca-
le by¢ i zazwyczaj nie jest jedng z wartosci fun-
kcji. Wida¢ to wyraznie na przykiadzie funkcji 1jn\ grani-
ca Jed jest 0, a jednak zadna z wartosci tej funkcji nie réwna
sie zeru.

Czytelnik powinien dobrze sobie uswiadomi¢ ten fakt, ze
granica funkcji a wartos¢ funkcji, sa to dwie rzeczy rézne,
jakkolwiek granica jest okreslona przez zwiagzek, jaki zacho-
dzi miedzy nig a wartosciami funkcji. Moze sie zdarzy¢, ze
granica réwna sie niektérym z posréd wartosci, ktére funkcja
przybiera, ale to jest, ze tak powiem, rzecz przypadkowa.

Gdy n—co, granica funkcji cpn)= | réwna sie wszyst-
kim wartosciom funkcji;
granice funkcji

nie réwnajg sie ani jednej wartosci funkcji;
granice funkcji

sa (gdy n dazy do co), jak tatwo widzie¢, 0 i 1, zatym ro-
wnaja sie wartosciom, ktore przybierajga funkcje cp(n) przy wszel-
kich parzystych wartosciach na n, natomiast wartosci tych
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funkcji przy n nieparzystym sa wszystkie rézne od siebie
i ré6zne od granicy.
) Moze sie zdarzyé, ze funkcja nie dazy ani do -foo,

ani do —oo, jakkolwiek przy wielkich wartosciach n przybie-

ra wielkie wartosci liczbowe. Jako przykiad mozna przyto-
czy¢ funkcje mpWwW= (—1)".n, = (—I)n.n2. Funkcja dazy¢
moze do oo tylko woéwczas, gdy, poczynajac od pewnej warto-

sci n, posiada staty znak.

Przyktady xxI1v. Zbada¢, jak zachowujg sie nastepujgce funkcje
zmiennej w gdy n dazy do oo:

1 @n)—nk gdzie k jest liczbg catkowitg dodatnig lub ujemna,
albo tez jest utamkiem wymiernym. Jezeli Ajest dodatnie nk dazy wraz
z n do +oo. Jezeli k jest ujemne, wéwczas limnf=0. Jezeli «=0, wow-
czas (na mocy okresSlenia symbolu n°) mamy zawsze nk=1 przy wszel-
kim n, zatym limnk=\.

Radzimy nawet w tak prostym przypadku, jak niniejszy przepro-
wadzi¢ szczeg6towy dowdd, ze warunkom okreslenia granicy stato sie za-
dos¢. Przypusémy np. ze k>0. Niech bedzie ¢ dana liczba dowolnie
wielka. Chodzi o taki wybor liczby no, by przy »S2® bylo nk>G. Wy-
starczy wzigé no> kG. Np. jezeli k—4, wéwczas n4> 10000 przy nj> U;
n*> 100000000 przy n~I1O1 itd.

Z punktu widzenia gieometrycznego mozna sprawe tak przedstawic.
Jezeli k>0, woéwczas wykres funkcji y=xk ma ogolny ksztatt krzywej A
na rys. 36; jezeli k<0, krzywa ma ksztatt B; jezeli wreszcie &=0, krzywa
ma ksztatt c czyli jest prostg réwnolegla do osi x-6w. W naszym za-

gadnieniu mamy wiasciwie do czynienia tylko z poszczeg6lnemi punkta-
mi tych krzywych (co zostato zaznaczone na rysunku) nie za$ z catko-
witemi krzywemi.

2. <p(«)=»-ta liczba pierwsza. Powstaje przedewszystkim pytanie,
czy funkcja ta jest okres$lona dla skonczonej liczby wartosci n czy tez
dla nieskonczenie wielu. Otéz Euklides dowiddt, ze istnieje nieskoncze-
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nie wiele liczb pierwszych. Jakoz przypus¢my, ze istnieje skoriczona
ilos¢ liczb pierwszych, mianowicie 1, 2, 3, 5, 7...N. Wezmy pod uwage
liczbe 1+(1.2.3.5 .. N); liczba ta nie jest podzielna przez 2, 3,5, 7.. N, za-
tym musi by¢ liczbg pierwsza, co przeczy naszemu zatozeniu.

tatwo przytym dostrzec, ze dla wszystkich wartosci n (z wyjat-
kiem tylko n=1, 2, 3) mamy ¢(n)>n, zatym @(n)— + co .

3. @n) = ilos¢ liczb pierwszych mniejszych od n. Znéw mamy
®n) - + e

4. @(n)=[araj, gdzie a jest dowolng liczbg dodatnig. Mamy

itd., zatym @(n)- + o .

5. Jezeli ¢@(n)=1000000/w, to lim ¢n)=0, jezeli zas @(n)=n/1000000,
woéwczas @(n) —» +o . Zauwazmy, ze az do n = 1000000, @(n) ma wiekszo
wartosci niz @(n).

6. @n)=1/In—H—n; @n)=n——)n, on)=w|l ——)n} Pierw-
sza funkcja dazy do O, druga do +o0o0, trzecia nie dgzy do zadnej grani-
cy ani tez do +oo.

7. (p(n)=(sinnt>it)/w, gdzie » jest dowolng liczbg rzeczywistg. Ponie-
waz [in§&ICIHN 1, zatym  |<p(w)l<l./« i lim<p(n)=0.

8. cp(wW)=(sinnO,TO/N; <pw—(sirintbtj/w2 y{n)={a cosb+I+bésin+ift)//*,
gdzie a, b sg dowolnemi liczbami rzeczywistemu

9. cp(w)=sin it Jezeli d jest dowolng liczbg catkowita, woéwczas
<p(wW)=0 przy wszelkich wartosciach n, zatym lim <p(w)=0.

Przypusémy, ze d jest liczbg wymierna, np. &=p/q, gdzie p, g sag
dowolnemi liczbami catkowitemi dodatniemi. Niech bedzie n—aq+b, czyli
a niech bedzie ilorazem, b za$ resztg od dzielenia n przez g W takim
razie sin(npV”)——l)apsin(bpn/q).

Przypusémy np., ze p jest liczbg parzystg; gdy n rosnie od O do
g—1L, funkcja <pW przybiera wartosci

0, sinfpTt/g), sin(2pTC/g),... sinjCg—I)pic/gb

Gdy n rosnie od q do 2g—I, powyzsze wartosci funkcji <p(n) powta-
rzajg sie; to samo dzieje sie woéwczas, gdy n zmienia sie od 2q do 39—,
od 3qg do —1itd. Tak wiec wartosci funkcji <p\) tworzg nieskoriczenie
urele cykléw powtarzajacych sie liczb, przyczyni kazdy cykl skiada sie z skon-
czonej liczby réznych wartosci. Rzecz jasna, ze wobec tego <p(» nie moze
dgzy¢ ani do oznaczonej granicy, ani do +00, ani do —oo0, gdy n dazy
do nieskonczonosci.

Przypadek, w ktorym & jest liczbg niewymierng, jest nieco tru-
dniejszy do zbadania. Zajmiemy sie nim w nastepnej grupie przyktaddow.

55. Funkcje wahajgce sie (oscylujace). Okreslenie.
Gdy n dazy do CO, funkcja zas <pW) nie dazy ani do oznaczonej
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granicy, ani do +o0o0, ani do —00, wéwczas powiadamy, ze <p(n)
oscyluje (albo: waha sie).

Funkcja W niewatpliwie waha sie, jezeli wartosci jej
tworza, jak w ostatnim przykitadzie, cykle powtarzajgcych sie
liczb, ale rzecz jasna, ze funkcja moze wahac¢ sie, pomimo, ze
nie posiada tej szczegdlnej wiasnosci. OkresliliSmy oscylowa-
nie funkcji jako wlasnos¢ wytacznie negatywna: funkcja oscy-
luje (waha sie), jezeli nie zachowuje sie¢ w pewien sposob,
przewidziany w okresleniach 1 i II.

Funkcja p(n)= (—I1)njest najprostszym przykiadem funk-
cji wahajacej sie; przybiera ona dwie tylko rézne wartosci + 1
i —1, ktéore tworzg cykl. WezZzmy teraz pod uwage funkcje

cp(n)=(—N»-f(l/w).

Przybiera ono wartosci

—1+ » 1+it —1-hit 1+i> — -
Gdy n jest bardzo duzag liczbag, kazda wartos¢ funkcji jest bar-
dzo bliska do +1 lub do —1; rzecz oczywista, ze <p(n) nie da-
zy do zadnej oznaczonej granicy, ani do +oo0, ani tez do —co,
zatym funkcja <pw) waha sie, wartosci jej jednak nie powta-
rzajg sie. Zauwazmy, ze wartos¢ liczbowa o) jest zawsze
rowna lub mniejsza od */2.

Funkcja ®(w)=(—1)nl00+ **~
n

oscyluje. Przy dostatecznie wielkim n, warto$¢ funkcji jest
prawie réwna +100 lub —100. Najwieksza warto$¢ liczbowa
funkcji jest 900 (przy n=1). A teraz poréwnajmy z nig funk-
cje cp(m= (—1)". n, ktéra przybiera wartosci —1,2, —3,4, —5,...
Znéw mamy do czynienia z funkcja wahajaca sie, gdyz nie da-
zy ona ani do oznaczonej granicy, ani do -f-oo, ani do —co.
Ale w tym wypadku nie mozemy wskaza¢ liczby, ktérej nie
przekroczytyby wartosci bezwzgledne funkcji. To spostrzeze-
nie prowadzi do nastepujgcego okreslenia:

Okreslenie. Jezeli cp(n) loaha sie, gdy n dazy do €O, powia-
damy, ze wahania funkcji sg skonczone lub nieskonczone, zaleznie
od tego, czy mozemy czy tez nie mozemy znalez¢ takiej liczby K,

by byto jogp(n) < K przy wszelkich wartosciach n.
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Nastepujace przyktady postuza do wyjasnienia zaréwno
tych okreslen, jak okreslen § 53-go.

Przyktady XXVII. Zbada¢, jak zachowuja sie nastepujace funk-
cje, gdy n dazy do oo.
1 (-1)", 5+3(—l)n, (100000/w)+(-Hw 100000(-1)m+(1/%).
2 (-1)Mw, 100000+(-I)n.w.
3. 1000000—n, (—1)” .(1000000—n).
4. w.]I+(—)nj. W tym przypadku q{n) przybiera wartosci
0 40 8 0, 12, 0, 16..

Wyrazy nieparzyste tego ciggu wszystkie réwnaja sie zeru, wyrazy za$
parzyste dazg do + oo, wobec czego wahania funkcji W) sg nieskon-
czone.

5. w2+ (—l)w2n. Drugi wyraz wykonywa wahania nieskonczone,
ale przy duzych wartosciach na n pierwszy wyraz jest o wiele wiekszy
od drugiego. Istotnie, <p(n)>n2—, poniewaz za$ ti2—2n—{n—I)2—1 jest
wieksze od kazdej dowolnie zadanej liczby G, jezeli tylko n> 1+ v/ G+,
zatym —+ .

Zauwazmy, ze cp(2A+1) jest mniejsze od (), wobec czego W) da-
zy do +o00, robigc, jesli mozna sie tak wyrazi¢, po kolei krok naprzéd
i krok wstecz. Niemniej jednak nie wolno qn) nazywaé¢ funk-
cja oscylujaca, gdyz nie bytoby to zgodne z naszym okre-
Sleniem oscylacii.

8. Sin«lht. WidzieliSmy juz (Przykt. XXVI, 9), ze gdy 6 jest licz-
ba catkowita, wowczas cp(»)=0, zatym cp®)-vO, gdy za$ 6- jest liczbg wy-
mierng utamkowa, q{n) wykonywa wahania skoriczone.

Nieco trudniejszy do zbadania jest przypadek, w ktérym H jest licz-
ba niewymierng. Ale i tu fatwo mozna zauwazy¢, ze @(n) wykonywa wa-
hania skonczone. Nie zmniejszajac og6lnosci rozumowarn, mozemy zato-
zy¢, ze 0<9-<l. Przedewszystkim, [cp(%)|<I, zatym q{n) albo dazy do
granicy, albo wykonywa wahania skonczone. Zbadajmy, czy pierwsza
ewentualnosé istotnie moze mie¢ miejsce. Przypusémy, ze

W takim razie, do kazdej dowolnie matej liczby dodatniej e moze-
my dobra¢ taka liczbe n0O, zeby przy wszelkim n wiekszym od nO lub
rownym w0, sinmfrrc zawierato sie miedzy l—e i i+e. Przy kazdej takiej
wartosci na n warto$¢ bezwzgledna rdéznicy sin(w+I)!+:—sin n&n musia-
taby by¢ mniejsza od 2e, mielibySmy wiec
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Stad wynika, ze

W taki sam spos6b dochodzimy do wniosku, ze

a poniewaz

przeto musi by¢

Tak wiec, jezeli n jest duzg liczbg, cosw”r: cos8ftrc musi by¢ bardzo malg
liczba, co jest mozliwe tylko woéwczas, gdy cosntHt jest bardzo matg licz-
ba. Z ostatniej nieréwnosci wnosimy, ze przy duzych wartosciach na n,
sinnttHr musi by¢ bardzo mata liczba (t. j. granica | musi by¢ zerem).
Ot6z te dwa wnioski sg sprzeczne: cosn”rc i sinwkthr nie mogg by¢ jed-
noczes$nie bardzo matemi liczbami, gdyz suma ich kwadratéw réwna
sie 1L Musimy tedy odrzuci¢ hipoteze, ze sinw&n: dazy do granicy Z
i uzna¢, ze sinwtht wykonywa wahania skonczone, gdy n dazy do oo.
Czytelnik powinien dobrze rozwazy¢ uzyty przez nas argument:
»C0S n&n cosjfrrc jest bardzo malg liczbg, co jest mozliwe tylko wow-
czas, gdy coswihr jest bardzo mata liczba". Dlaczego drugi czyn-
nik, t j. cos™ht nie mogtby by¢ ,bardzo matlg liczbg"? Odpowiedzi szu-
ka¢ nalezy w znaczeniu, ktére nadajemy wyrazom ,bardzo maty". Mo-
wigc: ,cp(w) jest bardzo malg liczbg, gdy n jest duza liczbg", chcemy po-
wiedzie¢: ,do kazdej zgéry zadanej dowolnie matej liczby e mozemy
dobra¢ taka liczbe w0, ze przy nSjn0 wartosci bezwzgledne funkcji o(»)
sg mniejszg od €‘. Ot6z rzecz jasna, ze nie mozna takiego orzeczenia
zastosowa¢ do statej liczby, réznej od zera, jakag jest cos™ht.

12. msindHc.  Przy n catkowitym, cp(w)=0, zatym cp(n)-*0. Jezeli w
jest liczbg wymierng utamkowa albo tez liczbg niewymierng, cp(n) wyko-
nywa wahania nieskonczone.

13. n(acoswiht-j-b sin*»stht). Jezeli a i b sg liczbami dodatniemi,
cp(N)—+ ao: jezeli a i 6 sa liczbami ujemnemi, <p(()—>—o00. Zbada¢ szcze-
gblne przypadki, gdy a=0, 6>0, albo gdy 0>0, b=0, albo wreszcie gdy



— 143 —

a=0, b—0. Jezeli a i b majag rézne znaki, wéwczas @n) w ogélnosci wy-
konywa nieskonczone wahania. Zbadac¢ jakikolwiek szczeg6lny przypa-
dek, mogacy tu zachodzié.

14. sin(n2H). Jezeli jest liczbg catkowita, woéwczas @(n)-0.
W innych wypadkach ¢(n) wykonywa wahania skoriczone, co daje si¢ do-
wies¢ metoda, analogiczng do uzytej w Przykt. XXVI. 9 i Przykt XXVII.8

15. sin(nlJrc). Jezeli jest jakgkolwiek liczbg wymierna p/q, wow-
czas przy g musi by¢ niewatpliwie n! liczbg catkowitg, zatym
@(n)-0. Przypadek, gdy & jest niewymierne, nie da sie rozstrzygngc
w sposéb elementarny.

19. @(n)= najmniejszy czynnik pierwszy liczby n. Jezeli n jest liczba
pierwsza, @(n)=n. Jezeli n jest parzyste @(n)=2 Tak wiec @(n) wyko-
nywa wahania nieskonczone.

20. @(n)= najwiekszy czynnik pierwszy liczby n.

21.  @(n)=liczba dni w roku n po Chr.

Przyktady XXVIII. 1. Jezeli cqpw—v+ao, a przy wszelkich warto-
Sciach n mamy n wowczas musi by¢ g;)-».-]-ao.

2. Jezeli cp(«)-*-0, a zarazem przy wszelkich wartosciach n mamy
|| ™ 1pOOl. wowcezas 4(w)->0.

3. Jezeli mamy |cp(«)]=0, wéwczas musi by¢é réwniez limcp(%)=0.

4. Jezeli p(n) albo dazy do granicy, albo wykonywa wahania skon-
czone, i jezeli przy n,>n0 mamy |d/(n] [P, wowczas albo da-
zy do granicy, albo wykonywa wahania skonczone.

5. Jezeli <p(n)~*-poo albo tez cpw)>—ao, albo wreszcie g(n) wyko-
nywa wahania nieskonczone, i jezeli przy n”~>n0 mamy |dW]> [.oo]
wowczas gon) albo dazy do +oo lub do —ao, albo tez wykonywa waha-
nia nieskonczone.

6. Czy jest prawda nastepujgce twierdzenie: ,jezeli ¢p(n) oscyluje
i jezeli dla dowolnie wielkiego n0O mozemy znalez¢ takie n—nO, przy
ktorym <Kn)> W) jak réwniez takie w>«0,przy ktorych A(n)< qw), wow-
czas "\i(N oscyluje"? Jezeli twierdzenie nie jest stuszne, wykaza¢ to na
przyktadzie. [ptt—(—I)n, 'K~)=0].

7. Jezeli 'p(n)—= gdy «-voo, wéwczas qn-\-p)->l, jezeli p jest do-
wolng liczbg stata. [Wynika to odrazu z okreslenia granicy. Jezeli
q«.)—>=+00 lub cp(n)-v—cp albo tez, jezeli cp(«) oscyluje, to samo powie-
dzie¢ mozna o funkcji y(n-\-p).]

8. Do takich samych wnioskéw dojdziemy (z wyjatkiem przypad-
ku funkcji oscylujacych), jezeli zatozymy, ze p jest liczbg zmienna, lecz
mniejszg, co do wartosci bezwzglednej, od statej liczby dodatniej N, albo
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tez, ze p jest liczbg dodatnig, zresztg zmieniajacg sie w dowolny sposo6b
w zaleznosci od zmian liczby n.

9. Wyznaczy¢ najmniejsze wartosci na n0, przy ktorych zacho-
dzi¢ moga nieréwnosci:

(0) n2+n>1000 (n>n0), (b) n2+n> 1000000 (n> n0.

10. Wyznaczy¢ najmniejsze wartosci na n0, przy ktorych zacho-
dzi¢ moga nieréwnosci:

(@ n+(-1)n>1000 (n>n0, (o) n+(-1)n>1000000 (n>n0.

11. Niech bedzie G dana, zresztg dowolna liczba dodatnia; wyzna-
czy¢ najmniejsze wartosci na n0, przy ktorych zachodzi¢ moga nie-
réwnosci

(@ n2+n>G (wSsw0, (b) w+(—In>G (n7>n0.

|W przypadku (@) mamy %0=[£+ y G +1], w przypadku za$ (b) mamy
n0—I + [Cr] albo tez n0=2+[Gr], zaleznie od tego, czy [¢r] jest liczbg nie-
parzystg czy parzystg, czyli mamy 30=H-[6r]H-")I + (—1)18]J
12. Wyznaczy¢ najmniejsza wartos¢ na w0, przy ktoérej zachodzi¢
moga nieréwnosci
1 (1)
@ w/(»2+1)< G0001, (b )___ﬁ__ 1—----nz— <0.000001 przy (n~"n0.

[W  przypadku (b)mamy
1 (-1)" <%+
n n0 = p? "
‘- ., n+1
Otéz przy n >n 0 wystarczy wzigé »0=1000002, by byto et < 0.000001,
n

ale dla danej nieréwnosci, jak tatwo przekonaé¢ sie, wystarczy wziaé
n,=1000001.]

56. Niektére twierdzenia ogo6lne dotyczace granic.
A. Zachowanie sie sumy dwuch funkcji, ktéorych zachowanie
sie jest znane.

Twierdzenie . Jezeli cpw) i ty{ri) daza odpowiednio dogra-
nic a i b, wéwczas funkcja ¢o(n)-F<>W) dazy do granicy a-\-b.
Twierdzenie to jest niemal oczywiste*). Rozumowanie, kté6-

*) Zdanie to jest dwuznaczne. Istotnie, orzeczenie: ,dane twier-
dzenie jest oczywiste" moze mie¢ dwojaki sens. Moze ono znaczy¢ ty-
lez, co: ,trudno watpi¢ o prawdziwosci tego twierdzenia", ,zdrowy roz-
sadek lub intuicja wskazujg, ze twierdzenie jest stuszne". Przyktadem
takich ,oczywistych" twierdzen moze by¢: ,2+2=4", ,katy przy podsta-
wie trojkata réwnoramiennego réwnaja sie sobie". Otéz takie ,oczywiste"
twierdzenia nie zawsze bywajg prawdziwe, gdyz intuicja nieraz wprowa-
dza nas w btad. Zresztg i wodwczas, gdy twierdzenia te sg prawdziwe,
niema powodu nie dowodzi¢ ich, a nawet dowdéd moze byé sam przez sie
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re niewatpliwie przyjdzie odrazu na mysl czytelnikowi, jest
nastepujace: ,,gdy n jest duzg liczba, rp(n) mato r6zni sie od a,
'MW mato rézni sie od b, zatym suma tych funkcji mato rézni
sie¢ od "+ Nalezy jednak rozumowanie to przeprowadzi¢
szczegotowo i z nalezyta Scistoscia.

Niech bedzie 8 jakakolwiek z gory zadana liczba dodatnia
(np. 00001, 0*0000001,...). Chcemy dowiesé, ze mozna znalezé
taka liczbe nO, iz przy kazdym n ;>no0 bedziemy mieli

J<PMH<PE)—a— 00 <8 v Q)

W rozdziale IlIl dowiedliSmy, ze modut sumy dwuch liczb
jest niewiekszy od sumy ich modutdéw, zatym

12(»)+<Kw)—a— 6 | *|cp(n)—al + Ibi—b\.
Widzimy tedy, ze nieréwnoséci (1) uczynimy zadosé, jezeli
uda sie nam znalez¢ taka liczbe no, by przy n>no0 byto

[<pW)— |+ [<KW) — 6] € 8 oo 2)

Ot6z to jest zupeinie mozliwe. Istotnie, zatozyliSmy, ze
lim <p(n)=a, zatym z okre$lenia granicy wynika, ze mozemy
znalez¢ taka liczbe nl1, by przy kazdym n7>nx zachodzita nie-
rownos¢ s{ri)—a < 8', jakkolwiek matg liczbg dodatnig bytoby
8'. Mozemy wzia¢ 8'=%8, wobec czego przy n ~n x bedziemy
mieli nieréwnos$¢ qw)—aj < £6. Tak samo mozemy znalez¢ ta-
ka liczbe n2, by przy n >n 2 zachodzita nieréownos$¢ Mn— <~s8.
Teraz wystarczy zatozyé, ze n0 réwna sie wiek-

szej z dwuch liczb nxi n2. Przy tym zatozeniu, dla kaz-
dego n>n Q bedziemy mieli jednoczesnie
jtpn)—a]<”"S i <J(n)—b\<~8.

a stad wynika odrazu nieréwnosé (2).

bardzo ciekawy. Matematyka ma za zadanie wykazaé, ze z pewnych
przestanek wynikaja pewne wnioski; moze sie przytym zdarzyé, ze wnios-
ki sg nie mniej ,oczywiste* od przestanek, to jednak nie zwalnia nas od
(obowigzku podania szczeg6towego dowodu tych wnioskow.

W naszym przyktadzie wyraz ,oczywisty" zostat nzyty w innym
sensie Zdanie: ,dane twierdzenie jest oczywiste" moze oznaczaé tylez,
co: ,chwila zastanowienia wystarczy do naszkicowania $cistego dowodu".
Jezeli twierdzenie jest ,oczywiste" w tym drugim znaczeniu, mozna cza-
sem opusci¢ dowdd, nie dlatego jednak, zeby dowod byt wogéle zbytecz-
ny, lecz jedynie w celu zaoszczedzenia czasu i miejsca, jezeli jesteSmy
pewni, ze czytelnik potrafi sam znalez¢ ten dowod.

Wyktad czystej matem. 10.
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Rozumowanie nasze da sie stresci¢ w nastepujgcy sposob: ponie-
waz lim<K«)=a i lim}(w)=0, zatym mozemy znalez¢ takie liczby nl, n2,
by byto

IkpW—aA\ <48 (n~nj oraz |"N»)— («i>«2,
jesli wiec n jest wieksze od kazdej z liczb n,, w2, wéwczas musi by¢
lp(»)+'K»0—  &|Ss|p(@—a\+ |«K»)—6] <5
zatym lim{<p(n)-t-<Ktt)i=a+b.

Czytelnikowi moze sie wydawaé, ze rozumowanie nasze, nawet w tej
skroconej postaci, jest przejawem pedantyzmu i dazenia do stwarzania
trudnosci tam, gdzie sprawa przedstawia sie prosto i jasno. Nie przecze,
ze otrzymany wynik jest w danym wypadku istotnie oczywisty, ale czy-
telnik powinien uprzytomnic¢ sobie, ze mamy do czynienia z jednym z naj-
wazniejszych i najbardziej podstawowych twierdzeh matematycznych:
kazdy matematyk codziennie postuguje sie nim, $wiadomie lub nieswia-
domie. Otéz takiego twierdzenia nalezy dowie$s¢ w sposob bezwzglednie
jasny, Scisty i drobiazgowy: wszystko, co mogtoby pézniej wywotaé nie-
porozumienie lub gmatwanine poje¢, winno byé z géry usuniete. Ale nie
dos¢ tego. Czytelnik wkrétce przekona sie, ze wiekszo$¢ twierdzen o gra-
nicach nie jest wcale tak prosta i oczywista, jak powyzsze twierdzenie.
W danym przypadku rozwigzanie, wskazane przez zdrowy rozsadek, by-
to prawdziwe, w innych jednak przypadkach ,zdrowy rozsgdek" nasuwa
nam zaréwno poprawne, jak i mylne rozwigzania, a czasem nie daje zad-
nych wskazowek. Wszelkie argumenty oparte na ogolnikach nietylko
sg nieuzyteczne, ale prowadza do grubych bledéw i wywotuja zupetne
pomieszanie pojeé. Jezeli czytelnik nie zada sobie trudu zbadania i zro-
zumienia, w jaki sposob stosuje sie Sciste metody do prostych i jasnych
przypadkéw', gdzie zastosowanie tych metod jest rzeczg tatwag, w takim
razie, gdy natrafi na zagadnienia trudniejsze, nie bedzie mdgt sobie dac
Z niemi rady.

57. Wnioski z Twierdzenia |. Czytelnik sprawdzi z ta-
twosciag nastepujace wnioski:

1. Jezeli y(n) dazy do granicy, funkcja zas$ >(n) dazy do
--00 lub do —00, albo tez wykonywa wahania skonczone lub nie-
skonczone, wowczas <pW)+<J>W) zachowuje sie tak, jak 'j{n).

2. Jezeli cp(n)—y-f00 i »-j-00, «Z6o ~ jezeli f(w)— 00,
a tjdn) wykonywa wahania skonczone, woéwczas '-p(w)+<Kx»t)—»j-00.

Oczywista rzecz, ze w tym wniosku mozemy wszedzie
zastgpi¢ -j-00 przez —co.

3. Jezeli <pw)—>o00, a 4>(«)—»—co, woéwczas ®(n)-f-<j>(n) moze
dgazy¢ do oznaczonej granicy, albo do + 00, albo do —00, albo wresz-
cie moze wykonywac¢ wahania skonczone lub nieskonnczone.

Te pie¢ mozliwych przypadkéw zilustrujemy nastepujagcemi przy-
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ktadami: (1) ¢@(n)=n, o@n)=-—"; (2) @(n)=n2 = —; (3) o(n)=n.
@(n)=-——"2 @) e(M)=n + (—)n, e(n)=-—; (5) ¢(n)=n2+ (—)".n, @(n)=-—"n2
Czytelnik powinien sam znalez¢ inne przykiady.

4. Jezeli o(n)-» o , a wykonywa wahania nieskonczo-
ne, woéwczas @(n) + ) moze albo dazy¢ do + « , albo tez wyko-
nywacé¢ wahania nieskonczone, ale nie moze dgazy¢ do oznaczonej gra-
nicyy ani tez do —oo, ani wreszcie nie moze wykonywac¢ wahan
skonczonych.

Istotnie, K «)=ip(»)+'K»)] —p(n), gdyby wiec funkcja <p(n)+4(») za-
chowywata sie w jeden z trzech ostatnich sposobéw, woéwczas, na mocy
poprzednich wnioskéw, mielibySmy: }>*->—o00, co przeczy zatozeniu. Ja-
ko przyktady dwuch mozliwych przypadkéw, podajemy nastepujace:
1) <f(n)—n2 Mw)=(—I)n.n"\ (2) fgn)=n, <[»)—(—1)wn2 Rzecz jasna, ze
w niniejszym twierdzeniu mozna wszedzie zastgpi¢ +o przez -o .

5. Jezeli @(n) i <) wykonywuja roahania skoriczone, wow-

czas <p(n)--<J>W) albo dazy do granicy, albo wykonywa wahania skon-
czone.

Przyktady: (1) <p(ra)=(-)n <Kn)=(-)"+1; (2) <p()™(W= (-1)"
6. Jezeli <p(n) wykonywa roahania skoriczone, a <) nieskon-
czone, rodioczas tp(n)r{HW) wykonywa roahania nieskonczone.

Istotnie, warto$¢ bezwzgledna funkcji <p(n) jest zawsze mniejsza od
pewnej statej K, natomiast <Mn) musi przybiera¢ wartosci liczbowe wiek-
sze od kazdej dowolnie zadanej liczby (np. wieksze od 10O, IOOOAT....),
Zatym funkcja <p(»)+<Kw) musi przybiera¢ wartosci liczbowe wieksze od
kazdej dowolnie zadanej liczby (np. wieksze od 99K, 999/0..). Tak wiec
<p(n)+<K») albo dagzy do + oo lub do —oo, albo tez wykonywa wahania
nieskonczone. Gdyby jednak funkcja ta dazyta do +o0o, woéwczas funkcja

)= kp(n)+4(n)i-<p(n)
musiataby réwniez dazy¢ do +oc>, na mocy poprzedniego wniosku. Wi-
dzimy tedy, ze funkcja <p(«)-t-<K») nie moze dgzy¢ do +oo. W taki sam
sposéb tatwo wykazaé, ze nie dazy ona do —oo, zatym musi wykonywaé
wahania nieskonczone.

7. Jezeli zaréwno (n), jak W wykonywuja wahania nie-
skonczone, woéwczas <p(n)-f-<|l(n) moze dazy¢ do oznaczonej granicy
albo do -f-00, albo do —cCO0. ale moze réwniez wykonywaé¢ wahania
czy to skoniczone, czy nieskonczone.

Przypusémy np., ze <p(»i)=(—1)n.n, na '}(n) za$ wezmy po kobei kaz-
da z nastepujacych funkcji: (—I)n+1l.n, JI1+(—)n+11l», —]I1+(-1)M n,
(—1)M+L (n+ 1), (—1)".«. Otrzymamy w ten sposéb wszystkie pie¢ mo-
zliwych przypadkoéw.
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Z tatwoscia mozna wszystkie te wnioski uog6lni¢ na przy-
padek sumy Kkilku funkcji, dgzacych kazda do granicy, gdy n-+oo.

58. B. Zachowanie sie iloczynu dwuch funkcji, ktérych
zachowanie sig jest znane. Mozemy dowie$¢ calego szeregu
twierdzen, zupeitnie analogicznych do poprzednich. Najwazniej-
sze z nich jest nastepujace:

Twierdzenie Il. Jezeli lim<p(n)= a, lim <= & wodwczas

limy(n)A(n)=ab.

Niech bedzie <pu)= a-pfi(wp> <|»Nn)=6-f-<Pi(n)> wobec czego
musi by¢ lim<p](w)—0, lim $4(n)= 0.

W takim razie mamy

skad widac¢ odrazu, ze warto$¢ bezwzgledna réznicy <p(n)<J>Ww)— ab
napewno nie jest wieksza od sumy wartosci bezwzglednych
<4i0) + frfi(w) F]pl(ro).<4>1n)i.

Obierzmy no tak, by przy kazdym n~>n0 byto

przy kazdym n~no, i twierdzenie zostato dowiedzione.

Rzecz jasna, ze twierdzenie Il, tak samo jak twierdze-
nie I, da sie uogdlni¢ na przypadek iloczynu Kkilku funkcji
zmiennej n. Mozna tez otrzymac¢ caly szereg wnioskéw, ana-
logicznych do wnioskéw poprzedniego paragrafu, musimy tu
jednak rozroznia¢ juz nie pieé¢, lecz sze$¢ mozliwych sposo-
béw zachowania sie funkcji cpWw), gdy n—"co.

Mianowicie y{ri) moze (1) dazy¢ do zera, (2) dazyc¢ do gra-
nicy réznej od zera, (3a) dazy¢ do +co, (3b) dgazyé do —co,
(4) wykonywaé¢ wahania skonczone, (5) wykonywaé¢ wahania
nieskonczone.

Dowdéd wszystkich wnioskéw wymagatby zbyt wiele miej-
sca, wobec czego poprzestaniemy na sformutowaniu dwuch
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z nich dla przykiadu; reszte czytelnik zbada sam, co bedzie
stanowito doskonate c¢wiczenie.

() Jezeli @(n)— + o, a Yn) wykonywa wahania skonczone,
wowczas iloczyn @(Nn).4(n) albo dazy do + o lub do —co, albo tez
wykonywa wahania nieskonhczone.

tatwo znalezé¢ przyktady tych trzech mozliwych przypadkéw. Wy-
starczy np. zatozy¢, ze @(n)=n i ze Y(n) réwna sie jednej z trzech na-
stepujacych funkcji: 2+(—)n, —2——1)n, (—1)n.

(1)  Jezeli gw) i 'p(n) wykonywaja wahania skorczone, wow-
czas iloczyn cpW).'|XN) albo dazy do oznaczonej granicy (ktéra
w szczegblnym przypadku moze by¢ zero), albo wykonywa wahania
skoriczone.

Wazny przypadek szczegélny twierdzenia Il mamy wow-
czas, gdy <jjn) rowna sie statej. Twierdzenie nasze orzeka wte-
dy, ze jesli lim<p(u)=a, woéwczas lim k.y{n)=ka. Mozemy dota-
czy¢ do tego twierdzenie, ze jesSli &=|]=0 i #{n)—>-j-00, wdlwczas
lcy(nN}—=-(-co lub tez AW —»—co zaleznie od tego, czy K jest
liczbg dodatniag czy ujemna. Jezeli k—o0, woéwczas /@)= 0
przy wszelkich wartosciach na n, zatym lim ky(n)= 0. Jezeli
A=t=0, 2 <p(w) wykonywa wahania skonczone lub nieskoriczone,
wowczas w taki sam sposoéb waha sie funkcja ky(ri).

59. C. Zachowanie sie ilorazu dwuch funkcji, ktérych
zachowanie sie jest znane. Z poprzednich twierdzen wynika
szereg wnioskow, dotyczacych ilorazu dwuch funkcji. Zacznie-
my od nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie Ill.  Jezeli limp(?6z—a, przyczyni a 4=0, wow-

czas

Niech bedzie
Mamy

Mozemy obra¢ taka liczbe no, ze dla kazdego n ~n 0 powyzszy
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utamek bedzie mniejszy od dowolnie matej, z goéry zadanej
liczby dodatniej 8.

Z Twierdzen Il i Ill wynika odrazu podstawowe dla ilo-
razéw
Twierdzenie V. Jezeli lim~(n)—a i lim~(n) =6, przyczyni

b=4=0, umoczas

Radzimy czytelnikowi, by sformutowal sam wynikajgce
stad wnioski, analogicznie do wnioskéw 2z twierdzen 1 i I,
zeby dowiodt ich i popart odpowiedniemi przyktadami.

60. Twierdzenie V. Jezeli R\y{ri), y(n),....j jest do-
wolng funkcjg wymierng kilku funkcji <p(n), ~(n), y(u)..., czyli je-
Sli jest to funkcja ksztattu

gdzie P i Q oznaczaja wielomiany, utworzone z funkcji cp(n),
y(n),... i jezeli mamy

Istotnie, P jest sumg skonczonej liczby wyrazéw ksztattu

gdzie A jest liczba stata, a p, q,... sa to liczby catkowite do-
datnie. Wyraz ten, na mocy twierdzenia Il (albo witasciwie,
na mocy uogolnienia tego twierdzenia na przypadek dowolnej
liczby funkcji) dazy do granicy Aavbg.., zatym P dazy do gra-
nicy P(a, b, ¢,..) na mocy takiegoz uogdlnienia twierdzenia I.
Tak samo Q dazy do granicy Q(a, b, c,..), a stad, na mocy
twierdzenia 1V, wynika stusznos¢ twierdzenia V.

61. Powyzsze twierdzenie ogOlne zastosujemy do szcze-
gllnego przypadku, mianowicie do zadania: zbada¢ zachowanie
sie ogolnej funkcji wymiernej zmiennej n, czyli funkcji
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w przypadku, ydy n dazy do co i gdy ani a0, ani bOnie sg zerami.
Przedewszystkim przeksztatémy S(n) w nastepujacy sposoéb:

Spoétczynnik przy npqma ksztatt ifjcp(n)j, gdzie y(n)=Il/n,
zatym na mocy twierdzenia v, dazy on do granicy R(0)= ao/0,
gdy n dazy do co. Otéz npg+0, jezeli p<q, jezeli zas p=q,
wowczas npg=1 czyli npgvl; jezeli wreszcie p>Qq, woéwczas
NPG—v-)-oo. Mamy tedy na mocy twierdzenia IlI:

Przykiady XXIX. 1 Jak zachowuja sie funkcje

2. Czy ktérakolwiek z nastepujacych funkgcji

dazy do granicy, gdy n-“ccl

3. Oznaczajac przez S(n) og6lng funkcje wymierna zmiennej n
(jak w § 61), dowies¢, ze

62. O funkcjach stale rosnacych wraz z n. Specjalna,
ale bardzo waznag klase stanowiag te funkcje, ktore stale rosng
(lub stale malejg), gdy n stale rosnie. Poniewaz —<p(n) stale
rosnie, jezeli cp(n) stale maleje, niema zatym powodu osobno
rozwaza¢ funkcji malejacych, osobno za$ rosnacych: twierdze-
nia, dowiedzione dla jednych, dadza sie odrazu uogdlni¢ i na
drugie.

Okreslenie. Funkcje < nazywamy stale rosnaca wraz



z n, jezeli dla wszelkich icartosci zmiennej n mamy zawsze

Zauwazmy, ze powyzsze okreslenie nie wytacza przypad-
ku, gdy qin) pozostaje state dla kilku wartosci zmiennej n, na-
tomiast wytacza ono mozliwos¢ malenia funkcji. Wobec tego
funkcje

)= 2n-f-(— 1)",
ktéra przy n=0, 1, 2, 3, 4,... przybiera wartosci
1, 14,5 5, 9 9,.

nazywamy stale rosnaca wraz z n. Wiasciwie moéwiac, pod na-
sze okreslenie podpadaja nawet takie funkcje, ktore, poczyna-
jac od pewnej wartosci n, zachowujag statg wartos¢. Np. funk-
cje cp(n)= | wypadtoby, wedtug tego okreslenia, nazwac¢ rosng-
ca. Poniewaz jednak sg to funkcje bardzo specjalnego rodza-
ju, a przytym wiemy z goéry, jak sie one zachowujg, gdy n
dazy do oo, zatym ta pozorna dziwaczno$¢ naszego okreslenia
nie moze by¢ szkodliwa.

(0] funkcjach stale rosnacych mozna wypowiedzie¢ naste-
pujace, bardzo wazne

Twierdzenie. Jezeli <(n) stale roznie wraz z n, woéwczas
(1) albo (n) dazy do oznaczonej granicy, gdy n dazy do co, (2)
albo lez cp(n)y—»-f-00-

Innemi stowy: gdy chodzi o zachowanie sie funkcji przy
dazeniu zmiennej n do oo, mamy do rozwazenia piec¢ mozli-
wych przypadkéw, tu zas, przy funkcjach rosngcych, moga za-
chodzi¢ tylko dwa przypadki.

Twierdzenie nasze jest po prostu wnioskiem z twierdze-
nia Dedekinda (§ 8). Dzielimy liczby rzeczywiste C na dwie
klasy Z/, R, zaliczajgc kazda liczbe do L albo do R zaleznie
od tego, czy y{ri) > £ przy jakichs wartosciach zmiennej n (a wiec
i przy wszystkich wiekszych wartosciach), czy tez <p(n) < Cprzy
wszelkich wartosciach zmiennej n.

Klasa L niewatpliwie istnieje, natomiast klasa R moze
istnie¢, moze jednak i nie istnie¢. Przypusémy, ze R nie ist-
nieje; w takim razie, jakkolwiek wielkg mogtaby by¢ liczba A
mozemy zawsze znalez¢ tak wielkie no, ze dla n~no0 bedzie-
my mieli <f(w)>A, zatym mamy

00.
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Jezeli klasa R istnieje, w takim razie klasy L, R tworza
przekréj w dziedzinie liczb rzeczywistych. Niech a bedzie licz-
ba odpowiadajgca przekrojowi, d zas$ niech bedzie dowolng licz-
ba dodatnia. Przy wszelkich wartosciach zmiennej n, musi by¢
cp(w)<a-]-S, czyli f(n)~a. Poczynajgc jednak od pewnych war-
tosci n, musi by¢ <p(n)>a—d, zatym przy dostatecznie wielkim
n, mamy

a—d< <p(n)<a.

Stad wnosimy, ze cp(u—a

W ogoélnosci mamy <p(«)<a przy wszelkich wartosciach «, jezeli bo-
wiem <p(n)=a przy jakiej$ wartosci n, wéwczas réwnos¢ ta musi by¢ zacho-
wana przy wszelkich wiekszych wartosciach n. Tak wiec q(n) moze réwnaé
sie a tylko w takim razie, jezeli, poczynajac od pewnej jakiejs wartosci
funkcji q{«), wszystkie dalsze jej wartosci sg sobie réwne i réwne a.
W tym wypadku a jest najwiekszg liczbg klasy L, w innych za$ wypad-
kach w klasie L niema liczby najwiekszej.

W niosek 1. Jezeli qan) rosnie stale wraz z n, wowczas cp(n)
dazy do granicy, jezeli mozemy znalez¢ taka liczbe K, ze qw) < K
przy wszelkim n; jezeli zas takiej liczby K znalez¢ nie mozna, wow-

czas cp(ny—

Przekonamy sie pézniej, ze wniosek ten oddaje wazne
ustugi przy badaniu réznych funkcji.

W niosek 2. Jezeli cp(n) rosnie stale wraz z n i jezeli 9m) < K
przy icszelkich wartosciach zmiennej n, woioczas cp(n) dazy do gra-
nicy, ktéra jest albo mniejsza od K, alho réwna sie K.

Granica moze rownac sie liczbie 7, jezeli np. ggw= 3—{1/n),
woéwczas kazda wartos¢ funkcji cpWw) jest mniejsza od 3, ale
granicg funkcji jest liczba 3.

W niosek 3. Jezeli cpw) stale rosnie wraz z n i dazy do gra-
nicy, woéwczas przy wszelkich wartosciach zmiennej n musi byc¢

cp(n) 5SIim qalw . *

Czytelnik sformutuje sam twierdzenia i wnioski, dotycza-
ce funkcji cpWw), ktéora stale maleje, gdy n rosnie.

63. Powyzsze twierdzenia majg donioste znaczenie: w wie-
lu wypadkach dajg nam moznos$¢ rozpoznania, czy dana funk-
cja zmiennej n dazy czy nie dazy do granicy, gdy n—-00, i to
nawet woéwczas, gdy nie jestesmy w stanie gra-
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nicy tej doktadnie wyznaczy¢. Jezeli wiemy zgory,
ze granica, o ile wogodle istnieje, powinna réwnac¢ sie takiej
a takiej liczbie, mozemy zastosowacé sprawdzian

jak np. w przypadku funkcji cp(n)— I/n, gdzie wida¢ odrazu, ze
granica, jesli istnieje, nie moze by¢ rézna od zera. Ale przy-
pus¢my, ze mamy do czynienia z funkcja

i clicemy zbadaé¢, czy dazy ona do jakiej$ granicy. Nie widac¢
tu wcale ani czemu moze sie rowna¢ granica |, ani tez czy
wogoéle istnieje ona. Rzecz jasna, ze powyzszego sprawdzianu
zastosowaé tu nie mozna, przynajmniej bezposrednio.

Nalezy jednak dodaé, ze czasem mozna ten sprawdzian stosowac
posrednio, jezeli metoda sprowadzenia do niedorzecznosci chcemy do-
wies¢, ze dana funkcja granicy mieé¢ nie moze. Jezeli np. w——I)M
woéwczas jest oczywiste, ze | musiatoby réwnac sie albo + 1, albo —1, co
jest niedorzeczne.

64. Inny dowdd twierdzenia Weierstrassa (8 8b). Wyniki,
osiggniete w § 62, dajg moznos¢ dowiedzenia innym sposobem tego waz-
nego twierdzenia.

Podzielmy odcinek PQ na dwie réwne czesci: przynajmniej jedna
z nich musi zawiera¢ nieskoriczenie wiele punktéw mnogosci S. Wy-
bierzmy te cze$¢, ktéra zawiera nieskonczenie wiele punktéw mnogosci,
jesli za$ obie zawierajg ich nieskonczenie wiele, wybierzmy czes$é, leza-
cg z lewej strony. Oznaczmy wybrang czes$¢ odcinka przez PxQi\ jezeli
PIQI jest lewa potowg odcinka PQ, woéwczas punkty P i P, sg tozsame.

Podzielmy, dalej, P,Qi na potowy: przynajmniej jedna z nich musi
zawiera¢ nieskonczenie wiele punktéw mnogosci S. Wybieramy te poto-
we, ktdra spetnia ten warunek, jesli za$ obie go spetniaja, wybieramy
lewg potowe. Postepujgc dalej w ten sposéb, otrzymujemy ciag prze-
dziatow

PQi PiQii PiQii -F*3$31e-
zwktoérych kazdy jest dwa razy mniejszy od poprzedniego i kazdy zawie-
ra nieskoriczenie wiele punktéw mnogosci S.

Kazdy z punktéw P, P,, P2,.. lezy w prawo od punktu, poprze-
dzajacego go w tym ciggu, wobec czego Pn dazy do potozenia granicz-
nego T. Tak samo Qn dazy do potozenia granicznego T'. Ale odcinek
TT' jest niewatpliwie mniejszy od PnQn przy kazdej wartosci na n, po-

=]
niewaz za$ Pne«= —Q zatym PnQn dazy do zera, a stad wynika, ze punkt

T' zlewa sie z T i ze zaréwno PM jak Qn daza do T.
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Powiadam, ze T jest punktem skupienia mnogosci 8. Istotnie, niech
Chedzie spbtrzedng tego punktu; weZzmy pod uwage dowolny przedziat
(C—8 *+8). Jezeli n ma dostatecznie duzg warto$¢, wowczas PnQn lezy
catkowicie wewnatrz tego przedziatu: wystarcza mianowicie tak wybrac
liczbe n; zeby byto PQ/2n<8. Ale w takim razie przedziat (C—s8, £+ 8) za-
wiera nieskonczenie wiele punktow mnogosci S.

65. Granica funkcji xn, gdy n dazy do co. Wyniki,
otrzymane w § 62, zastosujemy do bardzo waznej funkcji
y(ri)—xn. Jezeli x—1, to ¢pm= 1 i limcp(n)= 1, jezeli za$ tc=0,

to cpM= 0 i limcp(w)= 0. Te szczegllne przypadki pominiemy
w dalszym badaniu.

Przypusémy najpierw, ze x jest liczbg dodatnig. Ponie-
waz qCirf-1)=alcpWw), zatym qa?2) wzrasta wraz z n, jezeli x> 1,
i maleje wraz ze wzrastaniem zmiennej n, jezeli ccci.

Jezeli cc>l, woéwczas xn musi dgzy¢ albo do granicy
(oczywiscie wiekszej od 1), albo tez do -]-0o. Przypusémy, ze
xn dgzy do granicy I. W takim razie, na mocy Przykiadu
XXVIIL, 7, musi by¢ lim <p(n-j-) —Ilim cgwW= 1, ale

limy(m-\-\)= limx'f(ri)=x lim oW = x 1,

czyli 1—xlI, co jest niedorzeczne, poniewaz zaréwno I, jak x ma-
ja by¢ wieksze od |. Dochodzimy do wniosku, ze
xn—>+ 00 (x > 1)

Czytelnik zbuduje sam inny dowaod, oparty na nieréwnosci *M>1+w8,
gdzie *=1+8 a 8 jest liczbg dodatnig. Nierownosci tej mozna dowiesé
albo za pomoca indukcji matematycznej, albo za pomocg wzoru na roz-
winiecie potegi catkowitej i dodatniej dwumianu.

Z drugiej strony, jezeli # <1, wéwczas xn maleje, gdy
zmienna n rosnie, a wiec xn albo dgzy do granicy, albo do
—00. Przy naszych zatozeniach xn jest zawsze liczbg dodat-
nig, zatym ta druga mozliwo$¢ jest wylaczona i musimy mieé
lim xn=1; poniewaz za$ mozemy dowies¢ (jak wyzej), ze I=x1,
zatym / musi by¢ zerem i mamy

limxM: 0 (tc<l).
Czytelnik przeprowadzi sam inny dowdd, oparty na tym, ze gdy
0<ab< 1, wowczas (I/a5)Mdazy do + 00.
Pozostaje do zbadania przypadek, gdy x jest liczba ujem-
na. Jezeli —lcrrcO i jezeli x oznaczymy przez —t/, wow-
czas 0 <y < 1, zatym limyn= 0, a wobec tego musi by¢ lima;n= 0.
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Jezeli x= — 1, woéwczas xn waha sie, przybierajgc kolejno war-
tosci —1 i + 1 Jezeli wreszcie x < —1 i jezeli znébw ozna-
czymy x przez —y, woéwczas musi by¢ y> 1i yn—+ o ; po-
niewaz za$ xn przybiera kolejno wartosci ujemne i dodatnie,
zatym xn wykonywa wahania nieskonczone. Streszczajgc osiag-
niete wyniki, mamy

Przyktady XXX.*) 1 Jezeli @(n) jest dodatnie i jezeli przy
wszelkich wartosciach na n mamy o@(n+1)> Kg(n), gdzie K> 1, woéwczas
o(n) - + e .

[Mamy o(n)> Ke(n- 1)>K2p(n-2) >... > Kn-1¢(1),

a poniewaz Kn- +o | zatym itd.].

2. Poprzednie twierdzenie jest stuszne i woéwczas, gdy

o(n+ 1)>Ke(n) przy n> n0.

3. Jezeli /) jest dodatnie, a gn f-1)< Ky(n\ gdzie 0< A<1, wow-
czas lim<p(«)=0. Twierdzenie jest stuszne i wowczas, gdy warunki jego
sg spetnione nie dla kazdego n, lecz tylko dla n~no0.

4. Jezeli |<p(n+)] < Aj<p(»)] przy n”~>n0i jezeli 0< K< 1, wéwczas
lim 0.

(ti-3-1)_

5. Jezeli oW jest dodatnie, a “m““F;-V\-lm_ Z>1, wolwczas
<
«p(n)-v-]-oo.
g1
[Mozemy tak wyznaczy¢ n0O, by by+ogf-g\ﬁ-----)>A>1 przy n>n0, po-

czym stosujemy Przykt. 1]
taH+ 1)

6. Jezeli Iim-—-f-;,-\;---=Z, gdzie |Z|]d, woéwczas lim cp(n)=0.

[Oprze¢ sie na Przykt 4 |

7. Jak zachowuje sie funkcja <n)—nrxn (gdzie r jest dowolng
liczbg catkowitg dodatnig), gdy w-*o0.

[Jezeli x=0, to cp(>)=0, a wiec <f(n)-v0. W innych przypadkach
mamy

*) Przyklady te sg bardzo wazne i w dalszym wykladzie bedzie-
my nieraz powolywaé sie na nie. Nalezy wiec je doktadnie przestudjo-
wac.
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Zalézmy najpierw, ze Xx jest liczbg dodatnia W takim razie

jezeli x>1 (Przykt. 5), oraz @(n)->0, jezeli x<I (Przykt. 6).

Jezeli x=1, mamy @(n)=nr- +oo . Przypusémy teraz, ze x jest liczbg

ujemng. W takim razie Jp(n)l=nrK -+ o, jezeli albo tez

lo(n)] -0, jezeli Kk ]<1 Tak wiec @(n) wykonywa wahania nieskonczone,
jezeli x < -1, jesli zas§ —1<x<0, to @(n)-*0.]

8. W taki sam sposob zbadaé¢ funkcje ¢(n)=n-rxn. [Wyniki po-
dobne, z wyjatkiem przypadku, gdy x==1; woéwczas @(n)-0]

9. Utlozy¢ tabliczke, ktéraby wskazywata, jak zachowuje sie nkkn,
gdy o . Przypuszczamy przytym, ze x moze przybiera¢ wszelkie war-
tosci rzeczywiste, a k—wszelkie wartosci catkowite, dodatnie i ujemne.

[Zauwazmy, ze wartos¢ k ma wplyw tylko woéwczas, gdy x==1.
Bez wzgledu na to, czy k jest liczbg dodatnig czy ujemna, mamy zawsze

lim |(n+1)/w!fe—1, zatym granica funkcji zalezy tylko od x, a na
®

zachowanie sie funkcji @(n) najwiekszy wptyw ma, wogole biorac, czyn-

nik xn. Wptyw czynnika nk ujawnia sie tylko woéwczas, gdy a;==I.]

10. Jezeli x jest liczbg dodatnig, woéwczas "/x—1, gdy
[Przypusémy, ze o> 1, wéwczas liczby x, VX, f/x,.. tworza cigg maleja-
cy, przyczyni ~ae>l przy wszelkim n, wobec czego musi by¢ "/x —Z gdzie
I>\. Gdyby jednak byto Z>1, musielibySmy mie¢, przy dowolnie wiel-
kim . nieréwno$¢ /x>l czyli x>1"\ co jest niemozliwe, gdyz sn—»-j-a01

1. ~n-vl. [Mamy n+t\/n+ | < tyn, jezeli tylko (n-fl)w<«n+l czyli
[1+(/n)] Mn, a to ma miejsce zawsze, byle tylko byto nSi3. (Dowdd
podamy w nastepnym paragrafie). Tak wiec "/n maleje, gdy n roénie,
poczynajac od 3, ze zas "N«>1, zatym ~Nw-W, gdzie Z2>1. Gdyby jednak
byto Z>1, mielibySmy n>In, co jest niemozliwe przy dostatecznie wiel-
kich wartosciach na «, gdyz In/n-*+ao (Przykt. 7 i 8)]

12. y/(n!)-»>-boo. [Jakkolwiek wielka liczbg bytoby A mamy zawsze
«!>An, jezeli n jest dostatecznie wielkie. Istotnie, jezeli th=Arn/(wl),
woéwczas un+Xun=\1I(n+1)—~Q gdy »-voo, a wiec m,-vO (Przykt. 6)]

13. Jezeli —l<x< 1, wowczas funkcja
dazy do zera, gdy n-*oo.
[Mamy

i in P
66. Granica funkcji '|1-)-—'-]- Z wzoru na rozwinigcie

potegi dwumianu mamy

VO0O0.
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Wyraz (p+1)-szy tego wzoru czyli wyraz

jest dodatni i stanowi funkcje rosnaca zmiennej n, liczba za$
wyrazow roéwniez rosnie wraz z n. Wobec tego funkcja

+ —j rosnie wraz z n, musi wiec dazy¢ albo do oznaczonej

granicy, albo do + oo, gdy n—»-(-co.
Ale tatwo zauwazyé, ze

1,

Stad wynika, ze ~1+—j nie moze dazy¢ do + 00, ze za-
tym musi dazy¢ do jakiej$§ oznaczonej granicy i ze granica ta
jest liczba wieksza od 2 lecz nie wieksza od 6. Oznaczajac
te granice literg e, piszemy

przyczym 2 <e<;3.
67. Kilka twierdzen pomocniczych z algiebry. Dowiedziemy
kilku prostych nieréwnosci, ktére oddadzg nam pézniej duze ustugi.
(1) Jezeli a> 1, ar jest liczbg catkowita dodatnig, woéwczas
rar>ar-1+ ar 2+... + |.
Mnozac obie strony nieréwnosci przez liczbe dodatnig a—1, mamy
rar(a—l)>ar—1,
dodajac za$ z obu stron po r(ar—1) i dzielac przez r(r+1), otrzymujemy
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W taki sam sposéb dowodzimy, ze

Stad wynika, ze jesSli r i s sg liczbami catkowitemi dodatniemi i jezeli
r>s, wéwczas musi by¢
ar— 1 as—1 1—[3 1- BS

— - : o et e
r s ' r " S &)

W tych wzorach zaktadamy nieréwnosci O<p<l<a. W szczegoélnosci, je-
zeli s=1, mamy
ar—1>r(a—1); | -Br<r(1-B) e (4)

(1) Dowiedlismy nieréwnosci (3) i (4) w zatozeniu, ze r, s sg licz-
bami catkowitemi dodatniemi. tatwo jednak dostrzec, ze nieréwnosci po-
zostajg stuszne i wdwczas, gdy r, s sg dowolnemi liczbami wymiernemi
dodatniemi. Wezmy np. pod uwage pierwszg z posrod nieréwnosci (3).
Niech bedzie r=as/b, s=c/d, gdzie a, b, ¢, d sa to liczby catkowite dodat-
nie; wobec nieréwnosci r>s, mamy ad>bc. Jezeli zatozymy, ze o=ybd,
woéwczas nieréwnosc¢ (3) przybierze ksztatt

(yad—1)/ad> (ybe—I)/bc.

To samo rozumowanie da sie zastosowa¢ do innych nieréwnosci.
W taki sam sposob mozeiny~dowie$é, ze

as-1<8(a-1); 1-p8>S(l-P) e, (5)

gdzie s jest dowolng liczbg wymierng mniejszg od 1

(111) Zatézmy teraz, ze wszystkie litery sga symbolami
liczb dodatnich, ze ri ssg to liczby wymierne, i ze air sg
wieksze od 1, apis mniejsze od 1

Jezeli w nieréwnosci (4) zamiast « napiszemy 13 a zamiast p na-
piszemy 1/a, otrzymamy

ar-ICrctrO*-1); L-pr>rpr-(1-pP ) v (6)
W taki sam sposob z nieréwnosci (5) otrzymujemy
a8—1>8ot*-1(a—1); 1-p 8<Bp™-“(1-P ) e @)

Z nieréwnosci (4) i (6) mamy
rar_ 1(@a—1)>a —1>®(«—1 ) .cocrveiienieeie e (8)
Jezeli zamiast a napiszemy x/y, otrzymamy

FXr~1L(X—Y) > Xr—yr>ryr~1(X—Y ) ceiiiiniiinin, (9)
przyczym x >y > 0. Stosujgc to samo postepowanie do nieréwnosci (5)
i (7), otrzymujemy

BXS~\X —yY )< XS—YS<SYSX{X—Y ) terrvrrurraraerarns * (10)

Przyklady XXXI. 1. Sprawdzi¢ nieréwnosci (9) i (10), kiadac
r=2 lub 3, 8=V2Iub *,
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2. Dowies$é, ze (9) i (10) pozostajg stuszne, jezeli y>x>0.

3. Dowies$é, ze nierdwnosci (9) pozostaja stuszne przy r<O0.

4. Jezeli 1>0 i @(n)-1 gdy n -~ +0o wowczas ¢k- Ik gdzie k jest
dowolng liczba wymierna.

[Wobec twierdzenia Ill, § 59, mozemy zatozy¢ k>0. Z poczatku
przypusémy, ze k>1. W takim razie
kok-1(o—) > ok— —l)
lub tez klk-1(1— 'f)>Zk—tk>/ccp<f>),

zaleznie od tego, czy ¢>1, czy tez @<I.

Z tych wzoréw wynika, ze stosunek Kfe—Ifc] do kp—1] jest zawsze
zawarty miedzy dwiema statemi liczbami dodatniemi, gdy «->oc, a stad
wynika stuszno$¢ naszego twierdzenia. Czytelnik w taki sam sposéb do-
wiedzie twierdzenia w przypadku, gdy O<A<1l Twierdzenie pozostaje
stuszne, gdy 1=0, jezeli A>0.]

5. Wynik, otrzymany w Przykt. XXX. 7.8,9 rozciggna¢ na przypadek,
gdy r lub k sg dowolnemi liczbami wymiernemi.

68. Granica funkcji n(?/x—1). Jezeli w pierwszej z posrod nie-
rownosci (3) poprzedniego paragrafu zatozymy r=1/(n— 1), s=I/n, prze-
konamy sie, ze

(n- i>(,xy«zri) >w"/«-1

gdzie a>l. Jesli wiec <p(n)=n.yVa—1, wowczas tp(n) jest zawsze dodat-
nie, ale stale maleje, gdy n rosnie Wobec tego cp(«) dazy do granicy I
nie mniejszej od zera, gdy qo.

Tak samo, jezeli w pierwszej z posrdd nieréwnosci (7) potozymy
s=I/n, otrzymamy

1
Widzimy, ze Z~>1----- >0. Jesli wiec a>l, mamy
a

lim n™oc—1=A a),
>0

n—
gdzie f (a)>0.

Przypusémy dalej, ze p<l. Niech bedzie [3=l/a; wdwczas
«"[pAT=-n~a~llya. Otz a "la-*1 (Przykt. XXX. 10), je-
sli wiec p=1l/a< ] to

/t«) .

Jezeli wreszcie x=1, to n/x—1=0 przy wszelkich wartosciach na n.
Dochodzimy do wniosku, ze przy wszelkich wartosciach
dodatnich na x
lim»£/x—1
wyznacza pewna funkcje zmiennej®. Ta funkcja f(x) po-

siada wtasnos$ci nastepujace: i,
w
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fi\Ix)=-Ax), AD=o.
i jest dodatnia lub ujemna, zaleznie od tego, czy x>l czy
tez x<1

Pdzniej dowiedziemy, ze funkcja ta jest identyczna z logarytmem
naturalnym liczby x.

Przyktad. Dowies¢, ze f(xy)—f(x)+f(y) [Oprze¢ sie na réwnaniach
f(xy)=\im n(\/a?y-I)=lim \w/y(\/x-1)+n(y/y—1)).]

69. Szeregi nieskonczone. Przypusémy, ze u(n) jest

funkcja zmiennej n, okres$long dla wszystkich wartosci n. Je-

zeli dodamy do siebie wartosci, ktére przybiera funkcja u(y)
przy v=I, 2, 3,... n, otrzymamy nowa funkcje, mianowicie

s(?2)= W(1)-[-"(2)-]-...-}= (vi) ,
ktora jest réwniez okreslona dla wszelkich wartosci zmiennej

n. W wielu wypadkach moze okaza¢ sie dogodniejszym nieco
odmienny symbol tej funkcji, mianowicie

Sn— Ux-\-U2Jr ...-\-Un ,

albo jeszcze kroétszy symbol

Jezeli sn dazy do granicy, gdy n dazy do oo, i jezeli gra-
nice te oznaczymy przez s, mozemy napisac

To samo wyrazaja niekiedy kroétszemi symbolami, piszac

przyczyni kropki w drugim symbolu oznaczaja, ze ciag wyra-
z6w uXx, uz2 itd. jest nieskonczony.

Zapomocg powyzszych symboléw chcemy powiedzieé, ze
jakkolwiek mata bytaby liczba dodatnia S, mozemy znalezé
liczbe catkowitg dodatnig n0(8) taka, ze suma wszystkich no(8)
pierwszych wyrazéw, jak rowniez suma jakiejkolwiek liczby
wyrazow wiekszej od nQ(8) zawiera sie zawsze pomiedzy licz-
bami s— 8 i s-(-8, czyli ze

Wyktad czystej matem. 11.
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s—8<sn<s-{-8,

jezeli tylko n>n0(S).
Jezeli jaki$ szereg nieskonczony

czyni zado$¢ temu warunkowi, nazywamy go Szeregiem nie-
skoriczonym zbieznym, liczbe za$ s nazywamy suma szeregu.

Tak wiec orzeczenie: ,szereg ux\-u2-\-.. jest zbiezny i ma
za sume s" jest rdéwnoznaczne z orzeczeniem: ,suma n wyra-
zO6W sn= u x-\-u2-\-...-\-un jest funkcjg zmiennej n, dazaca do gra-
nicy s, gdy n—»co”’. Rozwazanie tego rodzaju szeregéw nie
wprowadza nowych poje¢, odmiennych od tych, ktére pozna-
liSmy w pierwszej czesci niniejszego rozdziatu. Istotnie sn jest
po prostu pewna funkcja oW zmiennej catkowitej n, wyrazo-
ng w pewnej szczegOlnej postaci. Zresztag kazda funkcje <Ww
mozna wyrazi¢ w tej postaci, piszac

cp(n)=cf()+]cp(2)—cp()j + [ecpE—<p(2)}+...+ {<p()—<p>— DI .

Jezeli sn—v-fco albo tez sn—»—o00, gdy n—>00, powiada-
my, ze szeredg ux\-u2-\~.. jest rozbiezny. Moglibyémy tak sa-
mo nazwacé rozbieznemi wszelkie funkcje co(n) dazace do -f-oo
lub —co, zbieznemi zas te, ktére daza do oznaczonej granicy I.

Jezeli sn nie dazy ani do granicy, ani do -f-oo lub —oo,
jesli wiec szereg ux-\-u2-\~.. nie jest ani zbiezny, ani rozbiez-
ny, nazywamy go wahajacym sie¥*).

70. Ogolne twierdzenia dotyczgce szeregdéw nieskon-
czonych. Przy badaniu szeregéw nieskoriczonych wypadnie
nam wcigz postugiwac¢ sie nastepujacemi twierdzeniami:

) Jezeli ux\-u2-f-.. jest szeregiem zbieznym i jezeli s
jest jego sumg, wowczas szereg a-\-ux-\-u2-}-... jest roéwniez
zbiezny i ma za sume liczbe a-\-s. Tak samo szereg a-f-6-f-c-f-...

*) Nalezy zauwazy¢, ze niektérzy autorowie postuguja sie inng ter-
minologja. Jedni nazywajg rozbieznemi wszelkie szeregi nieskonczone,
ktore nie sg zbiezne (a wiec i te, ktére nazwaliSmy wahajacemi sie), inni
znéw (jak np. Ho bson w swej Theory of Functions of a Real Variable)
nazywaja wahajgcemi sie tylko te szeregi, w Ktérych sn wykonywa wa-
hania skoriczone, gdy oo, te zas, w ktérych sn wykonywa wahania nie-
skonczone, nazywajg rozbieznemi.
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\-k~[-ux-\-u2-\~... jest zbiezny i ma za sume liczbe a+ b+ c-+ ..
+ k+ s.

(2) Jezeli szereg ul+-u2 jest zbiezny i jezeli s jest
jego suma, wowczas szereg um+i-\-um+2-\-.. jest réwniez zbiez-
ny, a sumg jego jest liczba

Sul —U2—e=—um.

(3) Jezeli szereg ul+u2+ .. jest rozbiezny albo wahajg-

cy sie, wowczas rozbieznemi albo wahaja+
b+ c+ ...Jrk-\-ul-\-u24+... oraz um+i_-\-umt+2-\-

(4) Jezeli ux-\-u2-\-.. jest szeregiem zbieznym i jezeli su-
ma jego jest s, wowczas szereg kuxA-ku2+ .. jest zbiezny i su-
ma jego jest liczba ks.

(5) Jezeli szereg ux+ u2-\-.. jest rozbiezny albo wahajg-
cy sie, woéwczas szereg kul-\-ku2-\-.. jest réwniez rozbiezny
albo wahajacy sie.

(6) Jezeli szeregi ut-{-u2-\-... oraz vx-\-v2-\-.. sg oba zbiez-
ne, wowczas szereg (ui-A-vx)-\-(u2-\-v2)-{-... jest rowniez zbiezny
i suma jego réwna sie sumie dwuch poprzednich szeregéw.

Wszystkich tych szesciu twierdzen czytelnik dowiedzie
z tatwoscia, opierajac sie albo bezposrednio na okresleniu zbiez-
nosci i rozbieznosci szeregow, albo tez na twierdzeniach, do-
wiedzionych w 8§ 56—59. Nieco odmienny charakter majag
nastepujace twierdzenia:

(7) Jezeli szereg uxA-u2-\-.. jest zbiezny, to lim~n= 0.

0

Istotnie, un=sn—s,, j, ze za$ sn i dazg do tej samej
granicy s, zatym limun= s—s= 0.

Czytelnik moze pomysle¢, ze twierdzenie odwrotne jest stuszne i ze
szereg jest zbiezny, jezeli lim«n=0. tatwo przekona¢ sie, ze tak nie
jest. Wezmy np. szereg

1+i+T+ 1+

w ktorym un=l/n. Suma pierwszych czterech wyrazéw szeregu
I+ i+ f+ r>l+4r + T= 1+ i-I-T.

Suma nastepnych czterech wyrazoéw t+ $+ T+ > 1=5- Suma nastepnych
o$miu wyrazéw jest wigksza niz =i, itd. Suma pierwszych 2n+l wy-
razow jest wieksza niz

2 +T+7+ ..+ T—T(»+3),

funkcja zas$ i(rc + 3) ro$nie nieograniczenie wraz z n. Tak wiec pierwot-
nie dany szereg jest rozbiezny.
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B) Jezeli szereg ut-\-u2 jest zbiezny, woéw-
czas kazdy inny szereg, jaki tylko da sie z niego
utworzy¢ przez grupowanie jego wyrazoéow i za-
mykanie ich w nawiasy (przyczyni nie zmienia-
my porzagdku wyrazéw, a kazda grupe uwazamy
za jeden wyraz nowego szeregu), jest rowniez
zbiezny 1 wszystkie te szeregi majag te samg su-
me, co i dany szereg uv\-u2-\-..

Czytelnik z tatwoscig sam dowiedzie twierdzenia. Zwracamy uwa-

ge, ze i tu odwrotne twierdzenie nie jest stuszne. Np. 1—1+1 —1... jest
szeregiem wahajacym sie, a jednak mamy

@—1)+ @ —)+ ...=0-f-0-}-...=0.

(99 Jezeli kazdy wyraz un szeregu jest do-
datni (albo réwny zeru), wéwczas szereg Zunal-
bo jest zbiezny, albo rozbiezny, a w tym dru-
gim przypadku sn. +o. Jezeli szereg ten jest
zbiezny, wéwczas suma jego jest liczbg dodat-
nig (z wyjatkiem, oczywiscie, przypadku, gdy
wszystkie wyrazy sa zerami, gdyz woéwczas i su-
ma jest zerem).

Istotnie, sn jest w takim razie rosngca funkcjg zmiennej
n i mozemy do niej zastosowal twierdzenie § 62.

(10) Jezeli kazdy wyraz szeregu ‘Lunjest licz-
bg dodatniag (albo zerem), woéwczas, aby szereg
byt zbiezny, potrzeba i wystarcza, zeby istnia-
ta taka liczba Kk, by suma dowolnej liczby wyra-
zOw szeregu byta mniejsza od kK. Jezeli taka
liczba K istnieje, to suma szeregu nie jest wiek-
sza od K.

1 to twierdzenie wynika bezposrednio z § 62. Twierdze-
nie nie jest stuszne, jezeli nie wszystkie wyrazy szeregu sa
dodatnie. Np. szereg 1—1-f-1—1 {-... waha sig, pomimo ze
z tatwoscig mozna wskazac¢ liczbe Kk, wieksza od sumy dowol-
nej liczby wyrazow szeregu.

(11) Jdezeli wszystkie wyrazy szeregobw

mi+ m2+--- oraz fl+ v2+ .. sg dodatnie (albo rowne ze-
ru) i jezeli drugi szereg jest zbiezny, a przy
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wszelkich wartosciach na n mamy untvn, wow-
czas pierwszy szereg jest tez zbiezny i suma je-
go jest nie wieksza od sumy drugiego szeregu.

W rzeczy samej, jezeli przez t oznaczymy sume szere-

gu , to przy wszelkich wartosciach na n bedzie
Vi+ Vv2+ eedlyn<$™ zatym i a stad wynika
stusznos¢ twierdzenia.

Odwrotnie: jezeli szereg jest rozbiezny i

jezeli vnr>un, wOéwczas 2Zvnjest szeregiem rozbiez-
nym.
71. Szereg gieometryczny nieskonczony. Zbadajmy te-

raz t. zw. szereg gieometryczny. Ogoélny jego wyraz UN=rn X
Mamy

sn=1+r+r2+...+rn-l = -
Tylko w razie, gdy r= 1, mamy

sn~ 1“bld~e= 1=nwn
W tym ostatnim przypadku sn—--]-co, natomiast w przypadku
ogllnym sn dazy do granicy, jezeli rn dazy do granicy. Opie-
rajac sie na wynikach, osiggnietych w 8§ 65, mozemy powie-
dzie¢, ze szereg Il+r-fr2+ .. jest zbiezny woéwczas
i tylko wowczas, gdy —1<r<1 sumg szeregu jest
w tym przypadku liczba 1/(1—r).

Jezeli r2>1 to sMn, zatym &—v-j-oo0 czyli szereg jest
rozbiezny. Jezeli r= —1, wowczas sn rowna sie albo 1, albo 0,
zaleznie od tego, czy n jest liczbg nieparzysta czy parzystg;
tak wiec sn wykonywa wahania skonczone. Jezeli r<—1, sn
wykonywa wahania nieskonczone.

Jednym stowem, szereg 1-j-r-j r2-f-.. Jjest rozbiezny
i sn—»f-00, jezeli r>1; szereg jest zbiezny i sM=-1/(1—r) jezeli
— 1< r< 1; wreszcie szereg jest wahajgacy sie a mianowicie jezeli
r=—1 sn wykonywa wahania skornczone, jesli zas r<—1i, to
sn wykonywa wahania nieskonczone.

Przyktady XXXII. 1 Ulamki dziesietne okresowe. Najpospo-

litszym przyktadem szeregu gieometrycznego jest utamek okresowy. Zba-
dajmy np. utamek 0.217(13). Wiadomo, ze symbol ten oznacza tylez, co
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Rzeczg czytelnika jest zbada¢, na jakich twierdzeniach ogélnych
oparlismy to przeksztatcenie.

2. Dowiesé, ze utamek

przyczym w mianowniku mamy k dziewigtek i m zer.

3. Czysty uftamek okresowy jest szeregiem, ktérego suma réwna
sie utamkowi zwyczajnemu, niemajacemu w mianowniku ani czynnika 2,
ani czynnika 5.

4. Ufamek okresowy mieszany ma k cyfr w okresie oraz m cyfr
poprzedzajacych pierwszy okres; dowies¢, ze jest on szeregiem, ktdérego
suma réwna sie utamkowi zwyczajnemu, majacemu mianownik- podzieiny
przez 2Di przez 5m

5. Dwa poprzednie twierdzenia dajg sie odwro6cié. Niech bedzie
r—p/o\ przypusémy najpierw, ze q jest liczbg pierwsza wzgledem 10.
Dzielgc przez q wszelkie potegi liczby 10, mozemy otrzymaé conajwyzej
g réznych reszt. Mozemy tedy znalez¢ dwie liczby, ny i «2 takie, ze «2>w1
i ze 10ni oraz 10madajg przy dzieleniu przez gq te samg reszte. Wobec
tego liczba 10™—10"i=10ni(10 r"i—1) jest podzielng przez g RoOznice
»2—nj oznaczmy przez n. Mozemy r przedstawi¢ w postaci P/(10n—1)
czyli w postaci utamka okresowego czystego

Jezeli teraz zatozymy, ze g=2a5'Jx gdzie Q jest liczbg pierwsza
wzgledem 10, i jezeli przez m oznaczymy wiekszg z dwuch liczb «,
woéwczas 10mr musi mie¢ mianownik pierwszy wzgledem 10, zatym daje
sie przedstawi¢ w postaci sumy liczby catkowitej i czystego okresowego
utamka. Nie mozna tego jednak powiedzie¢ o zadnej liczbie 10s.r, gdzie
s<m, zatym rozwijajac r na ulamek dziesietny, musimy otrzyma¢ do-
ktadnie m cyfr niepowtarzajgcych sie (poprzedzajgcych pierwszy okres).

6. Jezeli zauwazymy, ze

widzimy, ze kazdy skonczony utamek dziesietny daje sie przedstawic
w postaci utamka okresowego mieszanego, ktérego okres sktada sie wy-
tacznie z dziewigtek. Np. 0.217=0'216(9). Tak wiec kazdy utamek i kaz-
da wogole liczba wymierna daje sie przedstawi¢ w postaci utamka okre-
sowego.

7. Ulamki dziesietne w ogoélnosci. Wyrazanie liczb niewy-
miernych w postaci utamkéw dziesietnych nieskoriczonych nieo-
kresowych. Kazdy utamek dziesietny, czy to okresowy czy nieokreso-
wy, wyraza pewng liczbe, zawartg miedzy 0 a 1 Jakoz utamek Oaiaza3..
mozemy uwaza¢ za pewien specjalny sposéb pisania szeregu
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10 102 103

Otéz wszystkie cyfry ax, 02.. sg dodatnie, suma wiec sn pierwszych n
wyrazéw tego szeregu wzrasta wraz z «, a jednak jest niewatpliwie nie-
wieksza od 0(9) czyli od 1 Zatym sHdazy do granicy, zawartej miedzy
Dal

Dwa rézne utamki dziesietne nie mogg odpowiada¢ tej samej licz-
bie (z wyjatkiem przypadku, rozwazanego poprzednio w Przykt. 6). Ja-
koz przypusémy, ze mamy dwa utamki Oaxaz3.. oraz 0'bd3,.., w Kto6-
rych r—1 pierwszych znakéw dziesietnych jest jednakowych, lecz ar>br-
W takim razie ar*6r+I>&r.(br+1br+2..), zatym

0-0ia2... arar+1...>0-b2... bror +1...

Wyjatek stanowi tylko ten przypadek, gdy br+i—br+2=...=9.

Wynika stad, ze dla kazdego utamka wymiernego istnieje tylko
jedno rozwiniecie na utamek okresowy dziesietny. Wynika stad réwniez,
ze kazdy utamek dziesietny nieskonczony, o ile nie jest okresowy, przed-
stawia liczbe niewymierng, zawartg miedzy 0 a 1. | odwrotnie: kazda ta-
ka liczba niewymierna daje sie rozwing¢ na utamek dziesietny nieskon-
czony. Istotnie, musi ona leze¢ w jednym z przedziatéw

0, Vio! 7io, 2io» Vioi 3Jio>eess 7io, I*

Jezeli lezy ona miedzy r/10 a (r+1)/10, woéwczas r musi by¢ pierw-
szg cyfrg jej rozwiniecia na utamek dziesietny. Dzielgc ten przedziat
znéw na 10 réwnych czesci, mozemy wyznaczy¢ druga cyfre rozwinigcia,
itd. Ale te cyfry nie moga powtarza¢ sie okresowo (Przykt. 3, 4). Np.
rozwijajagc V2 na utamek dziesietny P414..., nie mozemy otrzymaé utam-
ka okresowego.

8. Utamki 0-1010010001... oraz 0-2020020002..., w ktérych liczba zer,
zawartych miedzy kazdemi dwiema cyframi znaczacemi, wzrasta wcigz
0 jedno, przedstawiajg liczby niewymierne.

9. Utamek 0 11101010001010..., w ktédrym n-ty znak dziesietny =1,
jezeli n jest liczbg pierwsza, w przeciwnym za$ razie =0, przedstawia
liczbe niewymierna.

[Liczb pierwszych istnieje nieskoriczenie wiele, a wiec utamek nasz
musi by¢ nieskoriczony; ale nie moze on by¢ okresowym, gdyby bowiem
byt okresowy, moglibySmy wyznaczy¢ dwie liczby m, p takie, ze m, m+p,
m+2p, m+3p,.. bylyby wszystkie liczbami pierwszemi, co jest niedo-
rzeczne, poniewaz w ciggu tym zawiera sie, miedzy innemi, liczba
m+mp.]*

*)  Wszystkie oméwione tu wiasnosci utamkoéw dziesietnych dadzag
sie (z odpowiedniemi zmianami) przenie$s¢ na rozwiniecia systematyczne
w dowolnym uktadzie liczenia.
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Przyktady XXXIIl. 1 Szereg rntr*»+i+.. jest zbiezny, jezeli

1
—Il<r< 1 a suma jego = -------- 1—+—2—.—rm—-1
1—
rm

2. Sume poprzedniego szeregu mozna napisa¢ w postaci 1

3. Dowies¢ trzema sposobami, ze szereg 1+ 2r+2r2+..., jest zbiez-
ny i ze suma jego =(l+r)/(l —), a mianowicie: (a) piszac szereg w po-
staci —1+ 2(l+r+r2+...); (P) piszac go w postaci 1+2(r+r2+...); (y) do-
dajgc do siebie dwa szeregi 1+r+r2+... oraz r+r2+ .. W kazdym z tych
sposobéw zaznaczy¢ wyraznie, na jakich twierdzeniach opieramy sie.

4. Dowie$é, ze szereg arytmetyczny

a+ (a+b)+ (a+ 2b)
jest zawsze rozbiezny, z wyjatkiem tylko przypadku, gdy a—b=0. Do-
wies¢, ze gdy bz O, wowczas s, dgzy do + o lub —o, zaleznie od zna-
ku liczby b; jezeli za$ b=0, wowczas sn dgzy do + o lub —w, zaleznie
od znaku liczby a
5. W jakim wypadku szereg
QL—T)+ (r—2+(r2—3+...

jest zbiezny i jaka jest wtedy jego suma? [Szereg jest zbiezny tylko
przy —K rsl.]

r2
6. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu r24---------- (- ------- Szereg jest
1+ r2 (1 -fr

zawsze zbiezny; suma jego =1l+r2 z wyjatkiem przypadku, gdy r=G;
wowczas 8=0.1

7. Jezeli zatozymy, ze szereg |+r+r2+... jest zbiezny, mozemy
na mocy § 70, (1) i (4) dowie$¢, ze suma jego =1/(1—). Istotnie, jezeli
1+r-\-r2-\-..—s, to

s=l+r(l +r-t-r2+...)= 1+rs.
8. Zbadal szereg r-\-------—--- 3oee- [Szereg jest zbiezny przy
1+r (1+r)2

—l<---;—-<1, tj. gdy albo r<—2, albo r>0. Suma jego =Il+r. Jest
r

on réwniez zbiezny przy r=0, a suma jego woéwczas =0.]
9. W taki sam sposéb zbada szeregi

10. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregbéw
(+r)+(r2+r3+ ..., (I+r+r+ (r3+r*+rH+... ,
1—2r+r2+ r3—2r4+ r5+ ..., (1-2r+r2+(r3-2r<+rH+... .

i w przypadku zbieznosci wyznaczy¢ sume kazdego szeregu.
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1. Jezeli O<™rtn” 1, wowczas szereg ao+ alr+a22jt-.. jest zbiez-

ny przy OASrCl, a suma jego jest nie wieksza od
1—r
12. Jezeli w dodatku szereg aO+al+ a2+ .. jest zbiezny, to szereg
a0+ alr+a22+... jest rowniez zbiezny przy O ~r~ 1, a suma jego jest nie
1
wieksza od mniejszej z pos$réd dwuch liczb, z ktérych jednaz-i -----

druga za$ jest sumg szeregu a0+ al4-a2+ —
13. Szereg

sg zbiezne.
15. Ogoélny szereg harmoniczny

gdzie a, b sg liczbami dodatniemi, jest rozbiezny, a sn dazy do +co.

WN= ——--oe- >1— ----- —; pozostaje poréwnaé¢ z szeregiem }+—1+ —1+ .......
.- a+nb n(a+b) 2 0

16. Szereg (WO—ml) + («i —n2 + (u2—3) + ...
jest zbiezny wowczas i tylko wdwczas, jezeli un dazy do granicy, gdy

n—%00.

17. Jezeli szereg «14-«2+... jest rozbiezny, wdwczas rozbieznym
jest kazdy szereg, jaki mozna z niego utworzyé, grupujac jego wyrazy
i zamykajac je w nawiasy.

18. Jezeli szereg zbiezny skilada sie wytacznie z wyrazéw dodat-
nich i jezeli z dowolnie wybranych jego wyrazéw utworzymy nowy sze-
reg, to i ten nowy szereg bedzie zbiezny.

72. O przedstawianiu funkcji zmiennej ciagtej rzeczy-
wistej za pomocag granic. W poprzednich paragrafach mie-
liSmy nieraz do czynienia z granicami ksztattu

jak roéwniez z szeregami ksztattu

Odznaczaty sie one tym, ze funkcja zmiennej n, ktérej grani-
cy szukalisSmy, zawierata précz n inna jeszcze zmienng x.
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Oczywista rzecz, ze granica jest w takim razie funkcjg zmien-
nej x. Tak np. w § 68 mieliSmy do czynienia z funkcjg

f(x)= lim n@zix—1);

n- oo

tak samo, suma szeregu gieometrycznego 1+ x + x2-\~... jest funk-

cja zmiennej x, a mianowicie funkcja ta ma wartos¢ f(x)= —~-2,

jezeli —1 <x <1, przy innych za$ wartosciach tej zmiennej
funkcja ta jest nieokres$lona.

Wiele ,dziwacznych” funkcji, rozpatrywanych w rozdzia-
le 11, mozemy z tatwoscig w ten sposéb zinterpretowaé; czy-
telnik przekona sie o tym z nastepujacych przykiadow.

Przyktady XXxVvI. 1 on(x)=x. W tym przykiadzie n nie figu-
ruje wcale we wzorze na wartos¢ funkcji; przy wszelkim x mamy
o(x)=lim @n(x)=x.

2. ¢on(x)=x/n. Przy wszelkich wartosciach na x, mamy
o(x)=lim en(x)=0.

3. @en(x)=nx. Jezeli x>0, to gn(x)—+ = ; jezeli x<0, to @n(x) -» —eo .
Tylko przy x=0 funkcja ¢n(x) dazy do granicy (mianowicie do zera),
gdy n- . Wobec tego @(x)=0 przy x=0, przy innych za$ wartosciach
na x funkcja @(x) nie jest okre$lona.

4. yn(X=\Inx; n{x)—xI{nx-\-1).

5 (*)=*w Mamy <p(*)=0, (—1<x<1); ¢ Xx)=1, (x=1), dla in-
nych za$ wartosci x funkcja nie jest okreslona.

6. on(x) = xn(l1-x). Funkcja rézni sie od poprzedniej tym, ze
o(x)=0 przy x=1.

7.7 yn(x)=xn/n Funkcja y(x) tym sie rozni od cp(x) poprzedniego

zadania, ze przy *=1 oraz przy *= —1 mamy <p(*)=0.
8 M(x)=xn/(xn+ 1). [<p(*)=0, (—1l<0?<); <f(co)=E, (®=I); <p(*)=l,
(x<—1 albo x> 1), natomiast przy x——1 funkcja cp(*) nie jest okreslona.]

9. (*)=*Mxn-1); /(xn+1); /(*MI1); UXxn+*-N; I/(xn-x~n).

10, (x)=(xn—=N)/(xn+1);  (nxn—I)/(nxn-\:1); (xn—w)/(xn-f n).
[W pierwszym przypadku mamy cp(x)=l, gdy [|*]>1, <p(sc)=—1, gdy
Il <1, <f(*)=0, gdy *=1, natomiast przy *= —1 funkcja <pX) nie jest
okre$lona. Drugi i trzeci przyktad tym sie rozni od pierwszego, ze <X
jest w zupetnosci okreslona przy *=1]

11. Znalez¢ przykiad funkcji takiej, zeby byto <p(*)=I, gdy [|*|>1;
<f(x)=—1, gdy [J*] <1, wreszcie <f(x)=0, gdy x—=*I.

12 q(*)=*.j(*H—)/(*2 +1)]2; n/(xn+x~n+n).

B p@= PW)+OM)YCMI). [Mamy <p—f(x), gdy [*|>1;
f(x)=g(x), gdy 1*1< 1 <p*)=4 ¥T*)4+-0*)I, gdy *=1, a przy * = -1 funk-
cja 'f(x) nie jest okreslona.
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14. ‘fn(a;)=(2fAc)arctg(na:). [<f®=1, gdy x>0; '-f(x)=0, gdy x—0;
<f(x)= —1, gdy x<0. Funkcja ta gra wazng role w teorji liczb; oznacza
sie jg zazwyczaj symbolem sgnx,j

15, gMx)=sinnxn. [~(aj)=0, gdy x jest liczba catkowita: przy in-
nych wartosciach x funkcja ta nie jest okreslona.]

16. Jezeli qMa;)=sin(/i'a;jr), woéwczas <f(x)=0 przy wszelkich wy-
miernych wartosciach x.

17. <f,(@)=(coszait)n. [<f(cc)=l, gdy x jest catkowite, przy innych
za$ wartosciach x mamy q(«=0.]

18 Jezeli 1752, wowczas liczba dni w roku N po Chr. wyra-
za sie wzorem

IimB65 (cos2\iVithn—(cos2 *Nn)n+ (cos* *i ®Nn)nj.

73. Wyzsza i nizsza granica funkcji. W niniejszym paragrafie
i w kilku nastepnych zbadamy doktadniej rézne mozliwe przypadki za-
chowania sie funkcji <p(n), gdy w-vao .*)

Jezeli istnieje taka liczba H, ze przy wszelkim n mamy
powiadamy, ze funkcja cp(«) posiada kres dolny albo ze jest ograniczona od
dotu. Jezeli istnieje taka liczba kK, ze przy wszelkim n mamy K>f(n),
powiadamy, ze <p(n) posiada kres gérny albo ze jest ograniczona od gory.
Jezeli funkcja jaka$ posiada oba kresy: gorny i dolny, powiadamy o niej
krotko, ze jest funkcjg ograniczona. Rzecz jasna, ze funkcja ograniczona
moze albo dazy¢ do granicy, albo wykonywaé wahania skoriczone.

Przypusémy, ze <) jest funkcjg ograniczong i ze H< y(n)< K.
Oznaczmy przez £ dowolng liczbe rzeczywista. Mozliwe sg dwa przy-
padki: (1) albo istnieje nieskonczenie wiele wartosci n, przy ktorych
<p(»>£, (2) albo tez istnieje tylko skonczona liczba takich wartosci «,
czyli mozemy znalez¢ takg liczbe WAE), ze przy n”~n(QqQ mamy £

Liczby rzeczywiste £ mozemy podzieli¢ na dwie klasy L, R, zali-
czajac je do klasy L, jezeli zachodzi przypadek (1), do klasy zas R je-
zeli zachodzi przypadek (2). Rzecz jasna, ze kazda liczba nalezy badz
do jednej, badz do drugiej klasy i ze kazda liczba klasy L jest mniejsza
od kazdej liczby klasy R, a préocz tego li nalezy do L, liczba za$ K na-
lezy do R. W ten sposéb uczyniliSmy zado$¢ wszystkim trzem warun-
kom twierdzenia Dedekinda, zatyin musi istnie¢ taka liczba v, ze przy
wszelkim dodatnim 8 mamy: (1) <p(»)>v—S8 dla nieskonczenie wielu war-
tosci N\ (I1) <f(»)<v+8, jezeli Liczbe v nazwiemy wyzszg granica
funkcji <p(»), gdy n-voo, i oznacza¢ jg bedziemy symbolem

n|i!{!<f(»)=v.
W taki sam sposéb mozemy ustali¢ istnienie takiej liczby X ze
przy wszelkim dodatnim 8 funkcja f(n) musi spetlnia¢ dwa nastepujgce

*) Rozwazania te sg mniej elementarne od poprzednich; czytelnik
moze przy pierwszym czytaniu opusci¢ te ustepy i przejs¢ odrazu do
§ 78
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warunki: (1) <f(u)<X+5 dla nieskorhiczenie wielu wartosci n, (I1) cf(cc)> X—8t
6koro tylko »£>n28). Liczbe X nazwiemy nizsza granica funkcji i ozna-
czymy ja symbolem

lira 'f(w)=X.

n—@

74. Poniewaz dla nieskonczenie wielu wartosci n mamy <f(n)>v—8§,

a dla dostatecznie wielkich n mamy cf(w)<v-+-6, zatym, jakkolwiek mata
bytaby liczba 8 w przedziale (v—8 v+ 8) zawiera sie zawsze nieskoncze-
nie wiele wartosci funkcji <f(n). Wobec tego mozemy wyznaczy¢ taki
cigg wartosci zmiennej n, powiedzmy , n2,... nk..., ze

gdy fo—~p. A poniewaz cf(n)<v+8 przy dostatecznie wielkich wartosciach
n, zatym zadna liczba £ wieksza od v nie moze posiada¢ tej wiasnosci.
Widzimy, ze wyzsza granica funkcji <p(n) jest najicieksza liczba, do ktérej da-
zy¢ moze, jako do granicy, ciag cf(nk icybrany z posréd wartosci funkcji

Tak samo dowodzimy, ze nizsza granica jest najmniejsza liczba,
do ktorej zmierza¢ moze, jako do granicy, cigg wartosci funkcji g(»).

75. Dolny i géorny kres funkcji ograniczonej. Przy badaniu
funkcji cp(«) mozemy nieco zmodyfikowaé postepowanie § 73, a wtedy
otrzymamy inny przekrdj w dziedzinie liczb rzeczywistych. Zaliczymy
mianowicie C do klasy L, jezeli przy jakiejkolwiek wartosci n mamy
<f(n)>C, natomiast do klasy R zaliczymy liczbe £ woéwczas, jezeli przy
wszystkich n mamy <f(n)<jE. Otrzymany przekrdj wyznacza pewma liczbe
h, ktérg nazwiemy kresem gérnym funkcji '{(»). W takim razie h jest naj-
mniejszg liczbg rzeczywistg £ taka, ze €(»)<E£ przy icszystkich wartosciach n.

W spos6b zupetnie analogiczny mozemy okresli¢ kres dolny g funk-
cji y(n) jako najwieksza liczbe £ taka, ze cf(w)*>£ przy wszelkich warto-
dciach na n. Przedziat (h, g) jest najmniejszym przedziatem, zawierajg-
cym wszystkie wartosci funkcji <p(»).

Co sie tyczy gdérnego kresu h, to moga zachodzi¢ dwa przypadki.
Moze sie zdarzyé, ze dla jednej lub kilku (a nawet dla nieskonczenie
wielu) wrartosci n mamy <(n)=h. W takim razie h jest najwiekszg z po-
$rod wartosci funkcji <f(nj, Ale moze réwniez zdarzy¢ sie, ze f(n)<h
przy wszelkich wartosciach na n. W tym przypadku, jakkolwiek matg
bytaby liczba dodatnia 8 mamy zawsze dla niektérych wartosci n nieréw-
no$¢ y(n)>h —8, mozemy zatym wyznaczy¢ taki cigg «i, n2,..nk,..., ze

gdy co. Ale w takim razie, jak wiemy, h musi réwnaé sie wyzszej
granicy v naszej funkcji; w tym przypadku funkcja <p(n) nie posiada naj-
wiekszej wrartosci. Jednym stowram-.jezeli z(n) posiada najwiekszg w .rtosc,
to gérny kres réwna sie tej najwiekszej wartosci funkcji, jesli zas z{n) nie po-
siada najwiekszej wartosci, to gérny kres réwna s wyzszej granicy funkcji.

Zasadnicza wiasno$¢ liczby h mozna jeszcze inaczej sformutowac:
goérny kres h jest najmniejszg liczbg £ taka, ze przy wszelkich wartosciach na
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n i przy wszelkich dodatnich wartosciach na & mamy zawsze @n)<C+ 6. Przy
takim sformutowaniu staje sie rzeczg oczywistg, ze v<h . Istotnie, v jest
najmniejszg liczbg C taka, ze przy dostatecznie wielkich wartosciach na n
mamy @(n)< {+ ; otéz to orzeczenie jest zawsze prawdziwe, jezeli jest
prawdziwym poprzednie orzeczenie, dotyczace liczby h

Tak wiec a w przypadku szczeg6lnym, gdy <aw nie posiada
najwiekszej wartosci, mamy v=A. Moze jednak zdarzy¢ sie, ze v=h, po-
mimo ze <{«) posiada najwieksza wartos¢; ma to np. miejsce wow-
czas, gdy przy wszelkim n mamy <p(n)=I. tatwo znalezé przyktad funk-
cji, w ktoérej v</r, np. gdy qpph= 2/n, mamy v=0, h=1

Chcac zda¢ sobie sprawe z réznicy, zachodzgcej miedzy goérnym
kresem funkcji a jej wyzsza granica, zauwazmy, ze istnienie wyzszej
granicy zalezy od zachowania sie funkcji gdy n-*oc, i ze wskutek tego
zmiana skonczonej liczby wartosci funkcji {n) nie moze wywrze¢ wpty-
WU na wyzszag jej granice. Natomiast zmiana taka moze sie odbi¢ na
gérnym kresie funkcji. Jezeli np. funkcje <p(n)=1/» zmienimy w ten spo-
séb, ze umoéwimy sie iz cp(l)=0, wowczas v pozostanie bez zmiany, na-
tomiast h bedzie sie teraz réwnato £ nie zas 1

Wysnu¢ mozna analogiczne wnioski, dotyczace Xiy. W szczegdl-
nosci g réwna sie najmniejszej wartosci funkcji <(»), jezeli taka wartos¢
istnieje, jezeli za$ nie istnieje, wowczas g=\.

Przyktady XXXV. 1 Jezeli przy wszelkim n mamy {{n)<K, wow-

czas v<LK i h<lK. To samo powiedzie¢ mozna i wowczas, gdy <{n)<LK.
Sformutowac analogiczne twierdzenie o Xi g.

2. Jezeli przy wszelkim n mamy y(n)=a, to \=v=g=h=a.
3. Jezeli )= I/», to X=v="=0, lecz h—1
4. Jezeli (»/)=(—1)n, wéwczas h—g= —1, a v=/»=I.

5 Jezeli <p(n)=--------- , wowczas X=v=0, g= —1, h=A.
n

6. Jezeli <p(«)=(—)"]1-+-(I/n)], woéwczas X=—1, v=I, g= —2, h=*/,.

7. Niech bedzie cp(n)=sinttfrir, gdzie J>0. Jezeli 9 jest liczba
catkowita, mamy \—w~g=h=0. Jezeli 9 jest liczbg wymierng lecz nie
catkowita, moga zachodzi¢ rézne przypadki. Przypusémy np., ze ~—p/q,
gdzie p, g sa to liczby dodatnie nieparzyste wzgledem siebie pierwsze,
i niech bedzie g> 1 Funkcja (n) przybiera powtarzajgce sie okresowo
wartosci

sin(pz/e), sin(2pjt/e),..., sin](2e—NpK/A\, sin(2r/jwl/e),...
tatwo sprawdzi¢, ze najwieksze i najmniejsze wartosci liczbowe
funkcji ci(n) S cos(w22) oraz —cos(rc/2q), tak iz
k=g——cos(it/2r/), v—/i=cos(jt/2e).

Czytelnik zbada w taki sam sposob przypadek, gdy liczby p, g nie
sg obie nieparzyste.
Trudniejszy do zbadania jest przypadek, gdy 9 jest liczbg niewy-
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mierng. Mozna dowies¢, ze w tym wypadku \=g= —, =1 Mozna
réwniez dowies¢, ze wartosci f(«) tak sg rozsiane w przedziale (—1, 1),
ze jesli Cjest dowolng liczbg tego przedziatu, woéwczas istnieje taki cigg
«i,»2,- , ze 4§nB-< gdy K-+cc *).

8. Jezeli wowczas X=v=2Z

76. Ogodlna zasada zbieznosci w zastosowaniu do funkcji
ograniczonej. Opierajac sie na poprzednich paragrafach, mozemy sfor-
mutowaé warunek konieczny i dostateczny, by funkcja ograniczona <p(«)
dazyta do granicy. Wazny ten warunek nazywaja zazwyczaj ogdlng za-
sadg zbieznosci. Zaczniemy od nastepujgcego twierdzenia.

Twierdzenie . Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby funkcja
ograniczona dazyta do granicy, jest ten, zeby nizsza i wyzsza granica funkcji
byty tozsame.

Innemi stowy: aby funkcja <f(n) dazyta do granicy |, trzeba i wy-
starcza. zeby byto v=X=J. Wiasciwie dowdd twierdzenia jest juz impli-
cite zawarty w rozwazaniach 88 73—74, ze wzgledu jednak na wielkg do-
niostos¢ tego twierdzenia, podamy szczegétowy jego dowdd.

Przedewszystkim warunek ten jest konieczny. Istotnie, jezeli
<p»)-vZ, a 8 jest dowolng liczbg dodatnig, wdwczas

1—S< 4(n)<i-P8

przy wszelkich dostatecznie wielkich wartosciach n, tak iz tylko skon-
czona liczba wartosci funkcji cp(«) moze byé wieksza od 1+ 8 Ale istnie-
je nieskonczenie wiele wartosci funkcji wiekszych od v—8, musi wiec by¢

1+8>v—38

czyli W taki sam sposéb dowodzimy, ze I<iX, ze za$ X<Jv, musi
wiec by¢ X—v=I.

Powtore, rzeczony warunek jest dostateczny, gdyz conajwyzej
skonczona liczba wartosci funkcji <fw) moze byé mniejsza od X—8 lub
wigksza od v+ 8 jesli wiec X=v=I, wowczas tylko skonczona liczba war-
tosci funkcji moze nie leze¢ w przedziale (/—8, 1+8). Wobec tego

Stad wyptywa ogoélna zasada zbieznosci, ktéra wypowiemy w po-
staci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2 Warunek konieczny i dostateczny, aby funkcja <f(n) da-
zyta do granicy, polega na tym. zeby do kazdej zadanej liczby dodatniej 8 moz-
na byto dobra¢ takg liczbe nQ(5), by przy n2>n, +: nQ8) bylo zawsze

(N2 - )] <§ <

Przedewszystkim warunek ten jest konieczny. Istotnie, jesli

<(n)-*-I, mozemy znalez¢ taka liczbe nO, by przy n2>wO0 byto
1—28< <f(n)< 1+ £8,
*)  Proste dowody tych twierdzen mozna znalezé w pracy: Hardy

and Littlewood, ,Some problems of Diophantine Approximation“, Acta
Mathematica, vol. XXXVII.
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a wiec przy nl7>n0 oraz n2”~>«0 musi by¢

I'p(M®)-<p()] <8 o, ‘e o o = Q)
Powtdre, warunek jest wystarczajgcy. Aby tego dowies¢, wy-
starczy wykaza¢, ze wynika z niego réwno$¢ X=v. Gdyby bylo X<v.
woéwczas przy dowolnie matym 8 mielibySmy zawsze nieskoriczenie wiele
wartosci n takich, ze cf(n)<X+8, oraz nieskonczenie wiele takich warto-
sci w, ze <p(w)>»—8, a wiec jakkolwiek wielkg bytaby liczba »0, mogli-
bysmy znalez¢ wieksze od niej liczby nl i w2, spetniajgce warunek

'pOh)- <p(»i) > v—X—28 .

Otéz przy dostatecznie matym 3 mamy nier6wnos$¢ v—x—23> £(v—X),
zatym zachodzi nieréwnos¢
<f(»2-cp(/?i)>Hv-X),

co przeczy nieréwnosci (1). Musi wiec by¢ X=v i, co zatym idzie, <pw)-vi.

77. O funkcjach nieograniczonych. Poprzestawaliémy dotad na
badaniu funkcji ograniczonych, ale ogélna zasada zbieznosci dotyczy
wszelkich funkcji—ograniczonych i nieograniczonych, tak iz w twierdze-
niu 2, méwiagc o funkcji ~(n), mozemy usung¢ przymiotnik *ograniczona

Przedewszystkim, jezeli cp(«) dazy do granicy 1 musi to by¢ funk-
cja ograniczona, gdyz tylko skoriczona liczba jej wartosci moze by¢
wrigksza od 1+8 lub mniejsza od 1—8 wszystkie za$ inne jej wartosci za-
warte sg w przedziale (i—8, 1+8).

Powtore, jezeli spetnione sg warunki twierdzenia 2, to musi byc¢

I'p(«2)-"p(«i)] <8,
skoro tylko i v22n 0. Obierzmy jakas liczbe wieksza od nO-
Mamy woéwczas
<p(»i) — &<<p(«2)<<K»i) + 8,

jezeli n2>n 0. Wobec tego funkcja nasza jest ograniczona i mozemy do
niej zastosowac druga czes$¢ dowodu poprzedniego paragrafu.

Ogélna zasada zbieznosci ma niezwyktg doniosto$¢ teoretyczna.
Tak samo jak twierdzenia § 62, daje ona mozno$¢ rozpoznania, czy dana
jaka$ funkcja 'f(n) dazy czy nie dazy do granicy. Ale zasada zbiezno-
$ci ma te wyzszos¢ nad twierdzeniami § 62, ze jest od nich ogélniejsza.
W elementarnych jednak badaniach mozna sie obej$¢ bez niej, postugu-
jac sie réznemi specjalnemi twierdzeniami. To tez czytelnik przekona
sig, ze w dalszym ciagu bardzo rzadko wypadnie nam odwotywac sie do
tej zasady-).

Zauwazmy jeszcze, ze jesli

Qn)=8n=U1+U 2+ ...+ Hn,

woéwczas z ogblnej zasady zbieznosci funkcji wynika warunek konieczny

*)  Kilka dowoddéw, podanych w rozdziale VIII, datoby sie uprosci¢
przy pomocy tej zasady.
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i dostateczny zbiezno$ci szeregdw nieskonczonych, czyli nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 3. Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci szeregu nie-
skonczonego ul+ n2+ - polega na tym, zeby do kazdej dowolnie zadanej liczby
dodatniej 8 mozna byto dobraé liczbg nO taka, by przy wszelkich wartosciach na
ni i n2, czynigcych zado$¢ warunkowi w2>?*i=w0, zachodzita nieréwnos¢

IMn, +1 + M«cl+2 + -+ W«J <8 »

78. O granicach funkcji zespolonych i o szeregach,
utworzonych z wyrazow zespolonych. W niniejszym roz-
dziale badaliSmy tylko funkcje rzeczywiste zmiennej n oraz
szeregi, utworzone z wyrazow rzeczywistych. Z ‘tatwosciag
jednak mozemy te same pojecia i okres$lenia rozciggna¢ na
przypadek, gdy mamy do czynienia z funkcjami zespolonemi
oraz z szeregami, ktorych wyrazy sg zespolone.

Przypusémy, ze funkcja o(?) jest zespolona, a mianowicie

PW = p{n)-\-iv(ri),
gdzie p(n), ~(n) sga to funkcje rzeczywiste zmiennej n.

Jezeli p(n) i o(n) daza odpowiednio do granic r, s, gdy n—»peo,
wowczas powiadamy, ze <p(n) dazy do granicy I=.r-\-is, co wyra-
zamy symbolem

lim cp(n)=2.

Niech un jest liczbg zespolong, a mianowicie un= vn-j-iwn;

powiadamy, ze szereg

jest zbiezny i ze suma jego I=r-\-is, jezeli zbiezne sa oba szeregi
vA\-v2\~.. oraz W X-\-w2-}~...

i jezeli sumami ich sg odpowiednie liczby r, s.
Powiedzenie: ,szereg u~J-u~-\-.. jest zbiezny i ma za su-
me 1" jest réwnoznaczne z powiedzeniem: ,suma

sn= ul-\-u2--...+un= vl+ v 2-\-...+vn-\-i(wl+ w2j-...+ w n)

dgzy do granicy I, gdy n—voo”.

Mowigc o funkcjach i szeregach rzeczywistych, ustalilis-
my pojecia rozbieznosci I wahania sie skoriczonego lub nieskonczo-
nego. Przy badaniu funkcji i szeregébw zespolonych mozemy
natrafi¢ na tak wielkg ilo$¢ rozmaitych przypadkoéw, ze usta-
lenie odpowiednich poje¢ i okres$lerr bytoby rzecza niepraktycz-
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na. Wobec tego w kazdym poszczegélnym przyktadzie poprze-
staniemy na zaznaczeniu, jak zachowuje sie cze$¢ rzeczywista,
a jak czes¢ urojona funkcji lub szeregu.

79. Czytelnik sam dowiedzie nastepujacych twierdzen,

wynikajacych bezposrednio ze znanych nam wiasnosci funkcji
rzeczywistych.

(1) Jezeli limen)=1, a p jest liczbg statg, wobwczas
lim@n+ p)= L

(2) Jezeli u1l+u2+ ... jest szeregiem zbieznym i ma za
sume I, wowczas szereg a+ b+ c+ ...+ ... jest row-
niez zbiezny i ma za sume a+ b+ c+ ...+ k+ I. Tak samo zbiez-
ny jest szereg Wp+i-j-wp+2+... i suma jego réwna sie

l—ul—tcte2—...— Wj,
(3) Jezeli lim@(n)=1 oraz limy(n)= m, wowczas
lim Jp(n)+y(n)
4) Jezeli limg(n)=Il, woéwczas lim kg(n)=kl.
(5) Jezeli limep(n)=Z, a lim~(n)=w, to limy(n).ty(n)=Im.

(6) Jezeli szereg ux-\-u2-\~.. jest zbiezny i ma za suma I>
a szereg VX-\V2-\~.. ma za sumg m, wowczas szereg (UV-\-VX) -
+(m2-]-v2+... jest zbiezny i suma jego réwna sig

(7) Jezeli 1 jest sumag szeregu ux-\-u2-\~.., wowczas
kux-\-ku2-\-... jest szeregiem zbieznym, ktérego suma =KlI.

(8) Jezeli ux-\-u2-\-... jest szeregiem zbieznym, to limwn= 0.

(9) Jezeli ux\-u2-\-.. jest szeregiem zbieznym, wobwczas
zbieznym jest kazdy szereg, otrzymany z niego przez zamyka-
nie grup kolejnych wyrazéw w nawiasy. Sumy wszystkich tych
szeregbw sag tozsame.

Dla przyktadu dowiedziemy twierdzenia (5). Niech bedzie
<p(w)=p(a)+ ia(»), 'K'»)=p'(»)+ *o/(w), I=r+is, m=r'+is"
W takim razie
Ale
a
tak iz
czyli
Nieco odmienny charakter majg nastepujace twierdzenia:

Wyktad czystej matem. 12
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(10) Aby funkcja @Nn)+ p(w)-f-«<o(wj dazyta do zera, gdy
n- o , trzeba i wystarcza, zeby do zera dazyta funkcja

qi2) = v Tp(w)]2+H ™ )]2

Jezeli p(n) i o(n) daza do zera, woéwczas, rzecz jasna, dazy do ze
ra réwniez v/p2-fa2 Odwrotne twierdzenie wynika z tego, ze wartosci
liczbowe p i 0 nie moga by¢ wieksze od \Jp2+o02.

(11) Albo ogdlniej: aby funkcja @n)= p(n)+ia(ra) dazyta
do granicy |, trzeba i wystarcza, zeby funkcja

iQpn)—1

dazyta do zera.

(12) Twierdzenia 2 i 3, dowiedzione w 8§88 76—77, pozo-
staja stuszne i woéwczas, gdy @) i un sg zespolone.

Mamy dowies$¢, ze istnienie nieréwnosci

O It (1) I T Q)

przy n2>nl1”~>n0 jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby funk-
cja f{«) dazyta do I
Jezeli 'p(n)- | wéwczas p(n)-r, © mozemy wiec do kazdej
liczby dodatniej 8 dobra¢ takie dwie liczby nO i nr', ze
Ip(«@—p(n.,)] <8 oraz Jo(n)—oOh) |< £8,
przyczym w pierwszej nieréwnosci zaktadamy n2>wi~w(0, w drugiej zas
nQ".
Stad wynika, ze
I'f(@-'p(«,) [*p(NQ-pfn |+ Jond-a(nI] <8,
skoro tylko n2>n17>n0, gdzie »0 jest wieksze zaréwno od jak od n"0.

Tak wiec warunek (1) jest konieczny. Aby dowie$é, ze jest on zarazem
wystarczajacy, dos¢ jest zauwazy¢, ze przy »2>Wi~>»0 mamy

Ip»-p(«i) | | «<p (W2 —f(«i)l <re

Wobec tego p(»)->e»e; w taki sam sposéb dowodzimy, ze o(n)->s.

80. Granica funkcji zn, gdy n—vco i gdy z jest dowolng
liczba zespolong. Podobne zagadnienie, dotyczace liczb rze-
czywistych, zbadaliSmy w § 65.

Jezeli zn—1, wobwczas, na mocy tw. (1) 8§ 79, mamy
zn+1-+1. Ale, na mocy tw. (4) § 79, musi byc¢

zNtl=zzn—zI,

zatym I=z1, co jest mozliwe albo wéwczas, gdy 1= 0, albo tez
gdy z=1. Jezeli z=1, mamy zn= 1. Pomijajgc ten szczeg6i-
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ny przypadek, dochodzimy do wniosku, ze granica funkcji zn
o ile istnieje, moze byc¢ tylko zerem.

Ale z=r(cos sin 8 gdzie r jest liczbg dodatniag; zatym

zn— rMcos sin n@),
tak iz zn = rn. Widzimy, ze zn moze dazy¢ do zera tylko
wowczas, gdy r<lI, a stad i z tw. (10) § 79 wynika, ze
limzn= 0

wowczas i tylko woéwczas, gdy r<Il. W zadnym innym przy-
padku zn nie moze dazy¢ do granicy, z wyjatkiem, oczywiscie,
tego przypadku, gdy z= 1 i zn—»l

81. Szereg gieometryczny 1+ z+ z2+...

Jezeli z= 1, wéwczas sh= N ; w innych przypadkach mamy

sn= 1+-*+**+—+*"=(1 —zn/(1—2).

Stad wynika, ze szereg 1+ z+ z2+ ... jest zbiezny wowczas i tyl-
ko wowczas, gdy r=z1 i ze suma jeqo réwna sie w tym przy-
padku 1/(1—z).

Jezeli z=r(cos 6 $in 8) = rCis 0, a przytym r<I, mamy

1+ z+ z2+...= 1+ rCis tk-f-r2Cis 20

Oddzielajgc wju-aizy urojone od rzeczywistych, otrzymu-
jemy dwa réwnania

przyczym zaktadamy, ze r< 1. Zastepujac O przed -}»> wi-
dzimy, ze zwiazki te pozostajg stuszne dla wartosci ujemnych
r, byle mniejszych liczcbowo od 1. Tak wiec sg one stuszne,

jezeli —1<r< 1
Przyktady XXXVI. 1 Dowies¢, ze y(n)=rncoswd dazy do O, je-
zeli r<I, i dazy do 1 jezeli r=1, a 9 jest wielokrotnoscia 2n. Dowies¢

rowniez, ze jesli r=1 a 9 nie jest wielokrotnoscig 2iz, wowczas W wy-
konywa wahania skonczone; jezeli r>l, a & jest wielokrotnoscig 24; to
cpw)—v + oo, jezeli zas r>l,a 9 nie jest wielokrotnosciag 2it, to tp(ji) wyko-
nywa wahania nieskoriczone.
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2. Ustali¢ analogiczne twierdzenie, dotyczgce funkcji @(n)=rwsin

3. Dowiesé, ze

w razie i tylko w razie, gdy |z|<l. Na ktérych twierdzeniach § 79 mu-
simy sie oprzec?
4. Dowies¢, ze przy —l<r<lI, mamy

5 Szereg

- - . - - . - - Z - 7 7 .

jest zbiezny i ma za sume 1+z, jezeli i------- <1. Dowie$é, ze warunek
1 1+2 |

ten jest réwnowazny warunkowi, ze cze$¢ rzeczywista zmiennej z musi

by¢ wieksza od —1/2.

Zadania do rozdziatu IV.

1. Przy n=0, 1,2,... funkcja @(n) przybiera wartosci 1,0,0,0,1,0,0.0,1...
Zalezno$¢ miedzy n a <p(n) przedstawi¢ zapomocg wzoru, nie zawierajg-
cego funkcji trygonometrycznych. [<p(n)=i|l +( —I)n+iM-(—i)" ]

2. Jezeli 'f(n) stale ros$nie a ty(n) stale maleje, gdy oo, i jezeli
przy wszelkich wartosciach na n mamy 'j/(n) > <p(n), woéwczas obie te funk-
cje daza do granicy, przyczym lim?(n) lim-"w). [Wynika z § 62],

3. Jezeli

wowczas

4. Dowies¢ roéwniez, ze przy wszelkich wartosciach na » mamy
<Kn)>!f(n) i ze obie te funkcje daza do granicy, gdy w wp.

5. Wezmy pod uwage wszystkie rézne pary liczb takie, ze suma
kazdej pary =n. Oznaczmy przez Sn $rednig arytmetyczng iloczyndéw
tych par; dowie$¢, ze (SJIni)~"16.

6. Jezeli xI—9%\-\-(AIX)\, x2=b *i+(+Mi)l, itd. i jezeli x,
liczbami dodatniemi, wéwczas lim:rn=\M -

7. Jezeli <f(n) jest liczbg dodatnig catkowitg przy wszelkim «,

A sg
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i jezeli <f(w)-yoo, gdy co, wowczas av(n)-vO, gdy O<x<lI, jesli za$
®>1, to a~”™-y +00. Zbada¢ zachowanie sig¢ tej funkcji przy innych
wartosciach na x.

8. Jezeli an state ros$nie lub stale maleje wraz z n, wéwczas to
samo powiedzie¢ mozna o funkcji (oi +a2+...+««)/»e

9. Jezeli xn+1= \Zk+xn, gdzie k, xx sg to liczby dodatnie, wdw-
czas cigg X\, £2, jest ciagiem rosngcym lub malejagcym, zaleznie
od tego, czy xxjest mniejsze czy tez wieksze od dodatniego pierwiastka
réwnania x2=x+k. Jezeli pierwiastek ten oznaczymy przez a, wéwczas
mamy £c,-va, gdy n-yao.

10. Jezeli xn+1—kI(\ +a-M, gdzie k \ x4 sa liczbami dodatniemi,
woéwczas z dwuch ciggéw a?j, a3, &5t... oraz a2, x4, x6,... jeden jest ro-
snacy, drugi za$ malejacy, i oba daza do granicy, ktérg jest dodatni
pierwiastek réwnania x2+x=Kk.

11. Niech bedzie f(x) funkcja ciggta (patrz Rozdziat V) i rosnagca przy
wszelkich wartosciach zmiennej *; wyznaczamy cigg xx, o2, X3,... zapo-
mocag réwnania xn+l =f(xn). Zbada¢, czy x, dazy do jednego z pier-
wiastkow réwnania x=f(x). Zbada¢ w szczeg6lnosci przypadek, gdy réw-
nanie to posiada tylko jeden pierwiastek, rozrézniajac przytym przypa-
dek, gdy krzywa y=f{x) przecina prostg y=x z dotu do gory, od przy-
padku, gdy y—f{x) przecina t¢ prosta z goéry na dét.

12. Jezeli xx, @sa liczbami dodatniemi i jezeli xn+l—"(xn+xn_1),
woéwczas jeden z ciggéw a?, x3, x5,... oraz x2, x4, x6,... jest rosnacy,
drugi malejgcy i oba daza do granicy i(xi+2xi).

13, Wykresli¢ krzywa, wyznaczong przez réwnanie

14. Funkcja

rowna sie 0, z wyjatkiem tylko przypadku, gdy x jest liczba catkowita:
woéwczas y=1

Funkcja
réowna sie y(x), z wyjatkiem tylko przypadku, gdy x jest liczbg catkowi-

ta: wéwczas y=A(x).
15. Dowies¢, ze wykres funkcji

sktada sie z czesci wykreséw funkcji y(x) i <K# oraz (w ogélnym przy-
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padku) z dwuch punktéw odosobnionych. Czy y jest okreslone przy
®=1, x= —1, x=01

16. Funkcja y, réwnajaca sie 0 przy wszelkim wymiernym & przy
wszelkim za$ niewymiernym x réwnajgca sie 1, daje sie przedstawié¢ za-
pomoca wzoru

gdzie

[Przy x wymiernym mamy, poczynajac od pewnej wartosci m,
sindmiicas)=0, a wiec i s#n;sindmlicas)j=0 jezeli & jest liczbg niewymiernag,
wowczas sindm"as) jest zawsze liczba dodatnia, a wiec sQhjsinZmircas)] = I.]

Dowies¢, ze te samg funkcje mozna przedstawi¢ zapomocg wzoru

17. Znalez¢ sumy szeregow

18. Jezeli

jezeli za$

19. Rozwiniecie funkcji (Az+ B)/(az2+2bz + ¢) wedlug poteg
zmiennej z  Niech a, ji beda pierwiastkami réwnania az2+2bz+c—o,
tak iz a2+ 2o2-f-c=a(.r—a)(z—£). Mozemy zatozyé, ze A, B, a, 6, ¢ sg to
liczby rzeczywiste, a précz tego e=t=% W takim razie

Nalezy rozréznia¢ dwa przypadki, zaleznie od tego, czy b2>ac, czy tez
b2<ac.

(1) Jezeli 62>ac, to a, B sa rozne i rzeczywiste. Jezeli WA jest
mniejsze od \\ i od |J£], mozemy rozwingé¢ |/(z—a) oraz l/(s—p) we-
dlug poteg rosnacych zmiennej z (zadanie 18). Jezeli |z jest wieksze
iod Ja]l i od |p], wowczas rozwijamy utamki wedtug poteg malejacych
zmiennej z, jeSli wreszcie N\ zawiera sie miedzy (@] i |@l, woéwczas je-
den utamek rozwijamy wedtug poteg malejgcych, drugi wedtug poteg ro-
snacych. Jezeli |gj réwna sie albo |a], albo [£], takie rozwiniecia nie
sg mozliwe.

(2) Jezeli b2<ac, woéwczas «, [3sa liczbami zespolonemi sprzezo-
nemi. Mozemy tedy napisaé
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gdzie p2=af=c/a, pcos«p=Ka+P)= —b/a, wobec czego cos ¢=—V b,lacr
sin o= v/1—(bZc).

Jezeli [k |<p, mozemy oba utamki rozwingé wedlug poteg rosng-
cych zmiennej z. Spotczynnik przy zn réwna sie

Jezeli |z]>p, mamy analogiczne rozwiniecie wedlug poteg maleja-
cych, jezeli zas k |=p, woéwczas zadne tego rodzaju rozwiniecie nie jest
mozliwe.

20. Jezeli A\ <1 to

I+2z + 322+ ...+ (n+ 1)z I+ .= /(] —z)2

21. Rozwingé-——-- wedtug poteg rosnacych lub malejacych z,
( a

zaleznie od tego, czy |«|<]a], czy tez |Jar]>]al
22, Jezeli b2—ac i jezeli |a™|<]d], to

gdzie pn= ----- " -é-.\(n+l)aB—nbA\. Znalez¢ analogiczne rozwiniecie we-

dhug poteg malejagcych dla przypadku, gdy ] > 61
23. Wyniki, otrzymane w zadaniu 19, sprawdzi¢ na funkcji 1/(1+.z2.
24. Dowies¢, ze przy Jz]<l mamy

25. Rozwingé wedlug poteg rosngcych z funkcje (@-hMN/(l
(1+z*)/(1 +z9 oraz (1-fz4-z3/(1 -\z9. Przy jakich wartosciach z otrzyma-
ne wyniki sg stuszne?

26. Jezeli a/(a+bz+cz2—1+pz-\-p-22+ ..., wowczas

27. Jezeli lims,=Z, to
n—y @

[Niech bedzie sn=1+ tn; musimy dowies¢, ze (tl+t2+...+tn)/n dazy
do zera, jezeli \0.
Podzielmy liczby t,, t2, ta,.. na dwie grupy, mianowicie na
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t1,t2,...tp i na tp+l, tp+2,..., tn. Zakladamy, ze p jest funkcja zmien-
nej n, dazaca wraz z w do nieskoriczonosci, ale dazaca do c@ wolniej niz
n; wobec tego mamy p/n-0. Mozemy np. zalozy¢, ze p jest czescig cat-
kowita pierwiastka Vn.

Oznaczmy przez e dowolng liczbe dodatnig. Jakkolwiek matg licz-
ba bytoby e mozemy znalez¢ takie w0, zeby przy n7>n0 wartosci bez-
wzgledne liczb tp+l, tp+2,...tn byly wszystkie mniejsze od £e, wobec cze-
go musi by¢

Jezeli A jest najwiekszym modutem liczb tx, t2, === mamy nierdw-
nosé

i twierdzenie zostato dowiedzione.

Czytelnik, o ile pragnie nabraé¢ wprawy w rozwigzywaniu zaga
dnien dotyczacych granic, powinien dokiadnie przestudjowaé powyzsze
rozumowanie. Chcac dowies¢, ze dane jakie$S wyrazenie dazy do zera,
musimy nieraz rozbija¢ je na dwa rézne wyrazenia i dowodzi¢, ze oba
one daza do zeral]

28. Jezeli wW—y(n—1)— gdy «,-vgo, wowczas <p(W)Mrvi.

[Jezeli (f(n)=S!+s2+ "-+Sn » to <fw—pw—I)=s« i zadanie sprowa-
dza sie do poprzedniego.]

29. Jezeli s,=i[1——1)W, tak iz sn réwna sie 1 lub 0 zaleznie
od tego, czy n jest liczbg nieparzystg czy parzystg, wlwczas

(*i+*i+-+*)/»-*-}. gdy n-voo.

[Dowodzi to, ze twierdzenie, dowiedzione w zadaniu 27, nie daje
sie odwrocic.]

30. Jezeli przez c,, sn oznaczymy sumy pierwszych n wyrazow'
szeregow

woéweczas



ROZDZIAL V.

0 GRANICACH FUNKCJI ZMIENNEJ CIAGLEJ. O FUNKCJACH
CIAGLYCH | NIECIAGLYCH.

82. O granicy funkcji ez, gdy >00. Powréémy do
funkcji zmiennej ciagtej rzeczywistej. Poprzestaniemy na roz-
wazaniu funkcji jednoznacznych*), ktore oznacza¢ be-
dziemy symbolem epP). Zakltadamy, ze x przybiera kolejno
wszystkie wartosci, odpowiadajgce punktom na prostej L, po-
czynajac od pewnego oznaczonego punktu tej prostej i posu-
wajac sie wcigz wprawo. Jezeli x zmienia sie w ten sposob,
powiadamy, ze x dgzy do oo, i piszemy x—oo. ROznica mie-
dzy ,dazeniem n do o00”, o ktérym byla mowa w zesztym roz-
dziale, a ,dazeniem x do oo“ polega na tym, ze punkt rucho-
my P, odpowiadajacy zmiennej x, zlewa sie po kolei ze wszyst-
kiemi punktami prostej P, lezacemi wprawo od poczatkowego
potozenia punktu P, gdy tymczasem zmienna n dazyta do oo
skokami. ROznice te wyrazamy stowami: x dazy do oo w spo-
séb ciggty.

Na poczatku zesztego rozdziatu moéwiliSmy, ze istnieje
bardzo $cista zalezno$¢ miedzy funkcjami zmiennej x a funk-
cjami zmiennej n. Kazdg funkcje zmiennej n mozemy uwazac
za wynik wybrania pewnych oznaczonych wartosci z posréd
tych, ktére przybiera funkcja zmiennej x. MowiliSmy o réz-
nych sposobach zachowania sie funkcji <p(n), gdy n— o. Musi-
my teraz zajgc¢ sie analogicznym zbadaniem funkcji <f(x); otrzy-
mane przy tym okreslenia i twierdzenia sa niemal dokiadnym

*)  Wobec tego w niniejszym rozdziale symbol \Wx oznacza funk-
cje jednoznaczng +\/x, nie za$ funkcje dwuznaczng, majaca dwie war-
tosci: +y* i —\Jx
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powtérzeniem tych, ktére podaliSmy w poprzednim rozdziale.
Mamy tedy nastepujace okreslenie.

Okreslenie 1. Powiadamy, ze cp(X) dazy do granicy 1, gdy
x dazy do CO, jezeli do kazdej z go6ry zadanej dowolnie matej liczby
dodatniej d mozemy dobraé¢ taka liczbe X0(S), ze przy wszelkich war-
tosciach zmiennej x, nie mniejszych od XO(8), loarto$¢ bezwzgledna
funkcji rézni sie od | mniej niz o d, t j. jezeli przy X>X0(S) ma-
my zawsze

Iye) —l s
Jezeli funkcja taka wiasnos$¢ posiada, piszemy

limex) —1,

7100
albo kroécej (o ile nie grozi to wywotaniem nieporozumienia)
limep(.r)= " lub  <PO§—»/.

Tak samo mamy
Okreslenie 2. Powiadamy, ze ¢p(X) dazy do co, jezeli do
kazdej zgo6ry zadanej, dowolnie wielkiej liczby dodatniej A mozemy

dobra¢ taka liczbe X0(A), ze przy kazdym x > x Q) mamy
x)>A.

Te wiasnos¢ funkcji oznaczamy symbolem cp(x)-"-co.
W sposéb analogiczny okreslamy symbol cpfxy—v— oo.
Mamy wreszcie

Okreslenie 3. Jezeli P(X) nie czyni zado$¢ warunkom, po-
danym w dwuch poprzednich okres$leniach, powiadamy, ze Cp(X) wa-
ha sie (oscyluje), gdy x dazy do €CO. Jezeli przy x~>x0 mamy
zawsze Q@] < K, gdzie K jest liczbg stala, powiadamy, ze <X
wykonywa icahania skonczone, w przeciwnym za$ razie moéwimy,

ze ¢p(X) wykonywa wahania nieskorczone *).

*) Podajac analogiczne okreslenie w § 57, zatozyliSmy, ze || <K
przy wszelkich wartosciach n, nie za$ tylko przy n”~n0. Ale w grun-
cie rzeczy te dwie hipotezy sg réwnowazne, jesli chodzi o funkcje zmien-
nej catkowitej, gdyz jesli \y(yi)\<K przy n~n0, to musi by¢ \y{n)\<K"
przy wszelkim n, gdzie A'jest najwieksza z liczb <f(l), €2),...,'f(n0—1),A".
Natomiast je$li chodzi o funkcje zmiennej ciggtej, wéwczas sprawa nie
przedstawia sie tak prosto, gdyz istnieje nieskonczenie wiele wartosci x,
mniejszych od xO.
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Czytelnik pamieta, ze w poprzednim rozdziale zbadalismy
szczeg6towo kilka mniej Scistych sposobéw okreslania symbo-
16w @(n)- 1, @n)- . To samo datoby sie powtdrzy¢ i teraz.
Moznaby np. powiedzie¢, ze @(x) jest prawie rowne | albo ze
@(x) jest bardzo wielkg liczbg, gdy x jest wielka liczbg, uzy-
wajac przytym wyrazéw ,prawie roéwny“, ,wielki" w takim
samym sensie, jak w rozdziale 1V.

Przyktady XXXxVvil. 1. Jak zachowuja sie funkcje 1/x, |+ (LX),
x2, xk, [X], x—[x], [x]+ Vx —x], gdy X— o ?

Pierwsze cztery funkcje odpowiadajg doktadnie analogicznym funk-
cjom zmiennej n, ktore zbadaliSmy w rozdziale IV. Co sie tyczy trzech
ostatnich, to [x]- o, x—X\ wykonywa wahania skonczone, a

X1+ W—[x]—= , gdy X .

Zauwazmy, ze <v(x)=x—[x] waha sie miedzy 0 a 1 i ze funkcja ta
rowna sie G gdy x jest liczbg catkowita; wobec tego, jesli utworzymy
z niej odpowiednig funkcje €{»), bedzie ona zawsze réwna 0, zatym be-
dzie dazy¢ do granicy 0. To samo da sie powiedzie¢ o funkcjach

'f(®)=sin xn, cp(n)=sin nrc=0.

Widzimy, ze z wiasnosci funkcji tp(®->Z, go, cp(®)-y—oo wy-
nikajg odpowiednie wlasnosci funkcji ‘f(»), ale odwréci¢ tego twierdze-
nia nb mozna.

2. W taki sam spos6b zbada¢ funkcje

il-rl----, ®sin®7i, (xsincnt)2 tg./rec, acos2®7t+b sin20T
X
i zbutowaé¢ odpowiednie wykresy.

3 Poda¢ ilustracje gieometryczng Okreslenia 1, analogiczng do

podansj w § 52

t. Jezeli przyczyni 0, woéwczas funkcje <p(®).cos ®c oraz

‘f(ar).sii xk wykonywujg wahania skonczone. Jezeli <p@® —+o0 albo
woéwczas funkcje te wykonywujg wahania nieskonczone. Wy-

kresy tych funkcji majg ksztatt linji falistej, wahajgcej sie miedzy krzy-
wemi y—<f(x) i y=—y(x).

5. Zbada¢ zachowanie sie funkcji

y=/(®)cosBIC+ jP(a:)sinZen,

gdy ®voc, jezeli f(x) i F{x) sa jakiemi$ prostemi funkcjami, np. x albo
r2 [Wykres funkcji y jest krzywa, wahajacg sie miedzy krzywemi y=f{x)
i y=1(x).]

83. Granica funkcji, gdy x—»—co. Czytelnik z tatwo-
Scig tam sformutuje okres$lenia symboléw »x—»—00“ oraz
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Istotnie, jezeli x = —y, to y(x)= y(—y)=ty(y), a y dazy do
)00, gdy x dazy do —co. Tak wiec zagadnienie, dotyczace
zachowania sie y{x) gdy x——CO0, sprowadza sie do zagadnie-
nia o zachowaniu sie {(y), gdy y—y+ oo.

84. Twierdzenia, odpowiadajace twierdzeniom 8§ 56 — 60.
Twierdzenia o granicach sumy, iloczynu i ilorazu funkcji, dowiedzione
wr rozdziale 1V, pozostajg stuszne dla funkcji zmiennej ciggtej; czytelnik
sam zauwazy, jakie zmiany uczyni¢ nalezy w wystowieniu tych twier-
dzen. Nie tylko zresztg same twierdzenia, ale i dowody pozostajg stusz-
ne i wymagaja tylko drobnych zmian.

85. O funkcjach stale rosnacych lub stale malejacych. Jezeli
przy wszelkim x2>Xi mamy <ppQ”<f(a?i), wowczas @) nazywamy funkcja sta-
le rosngca. Oczywista rzecz, ze w wielu razach warunek ten jest spet-
niony, poczynajgc dopiero od pewnego X, tj. gdy x2>x1" x 0. Nastepne
twierdzenie § 62 wymaga tylko zastapienia n przez x, a w dowodzie wy-
maga kilku drobnych i oczywistych zmian wystowienia.

Jezeli mamy zawsze <) >tp(*i), tak iz f(x) niema nigdy réwnych
wartosci przy réznych wartoéciach zmiennej niezaleznej, wéwgzas <f20
nazywamy funkcjg stale rosnacg w Scislejszym znaczeniu. Przekonamy sie,
ze w wielu wypadkach rozréznienie tych poje¢ jest potrzebne (88 101—102).

Czytelnik powinien zbada¢, czy nastepujgce funkcje sg stale ro-
sngce (przynajmniej poczynajagc od pewnej wartosci Xx):

86. Granica funkcji, gdy x dazy do zera. Przypusémy,
ze mamy

Niech bedzie y —1/x. W takim razie mamy

Jezeli x—voo, to y—>0, a »pij) dazy do granicy I

A teraz zapomnijmy na chwile o zmiennej x i rozwazaj-
my 4%2) P° prostu jako funkcje zmiennej y. Chodzi nam o te
wartosci y, ktore odpowiadatyby duzym wartosciom xt tj. cho-
dzi nam o male dodatnie wartosci na y. Funkcja <Mt) posiada
te wiasnosé¢, ze, przy dostatecznie matym y roézni sie dowolnie
mato od I. Albo, wyrazajac sie Scislej: jezeli moéowimy, ze
limy(x) =/, znaczy to, ze dla kazdej dowolnie matej liczby 8
mozemy znalez¢ takie x0, zeby przy xj>x0 bylo qx)—1 <S;
ale ten sam fakt mamy prawo wystowi¢ tak: do kazdej dowol-
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nie matej liczby dodatniej 8 mozemy dobrac¢ takg liczbe yo= 1/x0,
ze przy kazdym dodatnim y<y0 mamy zawsze @y)—1 <3d.

To prowadzi do nastepujacych okreslen:

A. Jezeli do kazdej dowolnie malej liczby dodatniej 8 moze-
my dobraé¢ taka liczbe Y0(J), zeby przy 0<y<y0(d) byto zawsze

e(y)—1 <3,
woéwczas powiadamy, ze @) dazy do granicy I, gdy y dazy do ze-
ra przez wartosci dodatnie i piszemy
lim @) =1.
y—>+0
B. Jezeli do kazdej dowolnie wielkiej liczby A mozemy do-
braé¢ taka liczbe y0(d), zeby przy 0 < z/<"z[0(A) byto zawsze

o(y) > A,

woéwczas mowimy, ze @(y) dazy do CO, gdy y dazy do zera przez
wartosci dodatnie, i piszemy

o(y) - .

W analogiczny sposob okreslamy orzeczenia: ,qW) dazy
do granicy I, gdy y dazy do 0 przez wartosci ujemne
SHimoz)=1, gdy y— —0“ itp. Nalezy np. w okresSleniu A
zmieni¢ warunek 0 < z/fSz/0(8) na —yo(8)~y < 0.

Jezeli mamy jednoczes$nie lim qz)—I1 i lim p@)=72 wow-

y—V+0 y—*—0

czas piszemy kroétko limep(y)=1.
—0

Przypadek ten :na tak wielka doniostosé¢, ze musimy po-
dac¢ sciste jego okreslenie.

Jezeli do kazdej dowolnie matej liczby dodatniej 8 mozemy
dobra¢ takie yO0(8), zeby przy wszelkich wartosciach y réznych od
zera, lecz liczbowo réwnych y0(8) lub mniejszych od yo0{8), funkcja
Hy) roéznita sie od | mniej niz o 8 woéwczas powiadamy, ze <2
dazy do granicy I, gdy y dazy do 0, i piszemy

Iim <fy) = 1.
y—0

Tak samo, jezeli zaréwno przy y—v-|-0, jak i przy zZ—y—0,
mamy <p(?)}—vco, powiadamy kroétko, ze qaz)}—co gdy zZ—0. To
samo da sie powiedzie¢ o przypadku, gdy Z)—=s—oo0.

Jezeli wreszcie @) nie dazy ani do granicy, ani do + 0©
lub —co, gdy zZ—y+ 0, powiadamy, ze ®&Z) waha sie. Oczywi-
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sta rzecz, ze wahania te mogg by¢ zaréwno skoniczone jak nie-
skonnczone. W podobny sposéb okreslamy funkcje wahajacg sie
dla przypadku, gdy y- —0.

87. Granica funkcji, gdy x dazy do a. Przypusémy, ze
@y)—l gdy y - 0, i wprowadZmy podstawienia

y=x—a, @y)=@XxX—a)= Wx).

Jezeli y -~ 0, to x - a, a funkcja tos— co piszemy w po-
staci symbolu

Um <P0)=

albo kroétko: Symbol ten (i odpowiednie orzeczenie)
okreslamy w taki spos6b: jezeli do kazdej dowolnie zadanej licz-
by dodatniej 5 mozemy dobra¢ taka liczbe €(8), ze przy 0 < x — a <le(S)

mamy zawsze

K0 —iN< s >
woéwczas powiadamy, ze y(x) dazy do granicy |, gdy x dazy do a.
i piszemy

lims{x)=1.

x¥a

Jezeli poprzestaniemy na rozwazaniu wartosci x wiek-
szych od a, tj. jezeli w powyzszym okres$leniu zastgpimy wa-
runek 0< k—a <e) przez warunek 0 <x<sa+ e(d), otrzymamy
okreslenie orzeczenia: ,funkcja y(x) dazy do I, gdy x dazy do
a ze strony prawej"; orzeczenie to mozemy wyrazi¢ symbolem

lim qoic) = 1.

X —ya+0

W sposéb analogiczny okreslamy orzeczenie i symbol

lim g —1 .

X—>-0—0

Wobec tego orzeczenie limy(x) = I jest rbwnowazne dwom
X—ya
naraz orzeczeniom

lime(n=1 i1 limgpX=1.

X—yo+0 X—ta—0
W sposéb analogiczny mozna okresli¢, co znaczy ,<p(r)—voo
gdy x—a przez wartosci wieksze (lub mniejsze) od a”. Nie

zatrzymujemy sie diuzej nad ta sprawa, gdyz okres$lenia te sg
analogiczne do ustalonych poprzednio w przypadku szczego6l-
nym, gdy a—0; a zresztg, jesli chodzi o zbadanie, jak zaclio-
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wuje sie taka funkcja, gdy x- a, mozna ja zawsze zastgpi¢
przez inng, znang nam, a to kladagc x~a =y i badajac, jak za-
chowuje sie funkcja @(y), gdy y - 0.

88. Funkcje stale rosnace lub stale malejagce. Jezeli istnieje
liczba € taka, ze przy a—e<x'<x" <a+ & mamy zawsze ~(x")™(x"), powia-
damy, ze @(x) rosnie stale w poblizu x=a.

Przypusémy, ze x<a i ze y=1/(a—x). Gdy x—a—0, woéwczas y — o,
a funkcja @(x)=y(y) jest stale rosngca funkcjg zmiennej y, nie wieksza
jednak od ¢(a). Z § 85 wynika, ze ¢(x) dazy do granicy nie wiekszej od
¢(@), co wyrazamy symbolem

lim  o(x)= @(a+0).
X - a+0

W podobny sposdb okreslamy symbol ¢@(a—0); rzecz jasna, ze mamy
@(a—O)fgcf(a) ~cf(a + 0).

Takie same rozwazania, przeprowadzi¢ mozna co do funkcji stale
malejacych.

Jezeli przy a-e<x'<x"<a+e mamy zawsze tp(cc)<<p(cc”), a nigdy
nie moze by¢ 'f(cc’)='f(cc"), wowczas y(x) nazywamy funkcjg stale rosnaca
iv Scislejszym znaczeniu.

89. Wyzsza i nizsza granica oraz zasada zbieznosci. Bardzo
wiele z tego, co méwilisSmy w 8 73—77, da sie zastosowac¢ do funkcji
zmiennej ciagtej x, gdy ta funkcja dazy do granicy a. W szczegdlnosci,
jezeli "flar-) jest funkcjg ograniczong w przedziale, zawierajgcym a (tj. je-
zeli mozemy znalez¢ takie liczby e H, K, ze przy a—s<=cc<”a+e mamy
1< (@) < K)*), wowczas mozemy okresli¢ granice nizsza X oraz wyzszg v
przy x-ta i dowie$¢, ze warunkiem Kkoniecznym i dostatecznym, zeby
)7 jest X=v=Z. Mozna réwniez ustali¢ twierdzenie, analogiczne do
0g6lnej zasady zbieznos$ci, mianowicie: warunek konieczny i dostateczny, by
funkcja 'f(oc) dazyta do granicy, gdy x-ta, jest ten, zeby przy kazdym danym
2 mozna bylo znalez¢ takag liczbe s(s), ze \Meo)) —@h) 1< 8 skoro tylko
0< pPo—al< I*I—a D=

Przyktady XXXVIIl. 1. Jezeli przy cc-*a marny

wowczas )N\ X)-yII', a yR/AX)-">I/1', jezeli tylko Z==0.
2. Jezeli m jest liczbg catkowita dodatnia, to «’+=Q gdy oc"O.
3. Jezeli m jest liczbg catkowitg ujemng, to «’l—y+00, gdy *->-+0,
a xm—v—oc lub xm”™ + 0o, gdy cc-y—O0, zaleznie od tego, czy m jest licz-
ba nieparzystg czy parzysta. Jezeli m=0, wéwczas xm—1 i o™*-yl.
4. lim (a+ bx+ cx2{...+ kxm—a.

*) Pojecie funkcji ograniczonej iv przedziale zbadamy szczegdtowo
w § 95,
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(340, funkcja dazy do + @& lub —qo, gdy a?-v+0, zaleznie od tego, czy
a i p majg znaki jednakowe czy rozne; rzecz si¢ ma wprost przeciwnie,
gdy 0. Przypadek, gdy o—0, a=0, rozwazymy w Przykt. XXXIX.5.
Zbadac przypadek, gdy m8=0, lecz mianownik ma Kkilka spétczynnikéw
réwnych zeru.

6. )!i_n;axm:am, jezeli m jest dowolng liczba catkowitg. [Jezeli m>0,
ktadziemy x=y+a i stosujemy Przykt 4. Jezeli m<0, stosujemy Przy-
ktad L Wyjatkowy przypadek zachodzi, gdy a=0 i m<0. Wynika stad,
ze lim P(x)=P(a)i jezeli P(x) jest dowolnym wielomianem.]

7. )!i_rr;aR(x)—R(a), jezeli R oznacza dowolng funkcje wymierna

i jezeli a nie jest pierwiastkiem mianownika tej funkcji.

8. Xi%xm:am przy wszelkich wymiernych wartosciach na w, z wy-
jatkiein tylko przypadku, gdy a=0 i m<0. [Przy a>0 wynika to odra-
zu z nieréwnosci (9) i (10) w § 67. Istotnie, \xm—am\< H\x—a\, gdzie
H oznacza wiekszg z dwuch wartosci bezwzglednych \mxm~I\i imam-I\

(Poréwn. Przykt. XXXI1.4.) Jezeli a<0, kladziemy x=—y i a=—h Wow-
czas

90. Czytelnik zapewne nie zrozumie odrazu, dlaczego
trzeba dowodzi¢ takich twierdzen, jak podane w Przyki 4, 5,
6, 7, 8, dlaczego nie mozna poprostu potozy¢ a=0 lub x=a
i otrzyma¢ odrazu odpowiednie granice a, a/a, am, P(a), P(a).
Jest rzecza niezmiernej wagi, zeby czytelnik doktadnie zrozu-
miat, gdzie tkwi btad w jego rozumowaniu.

Orzeczenie

dotyczy wartosci, ktore przybiera funkcja y{x), gdy x przybie-
ra wszelkie wartosci, dowolnie blizkie zeru, lecz od zera rézne*).
W tym orzeczeniu niema wcale mowy o tym, co dzie-
je sie z funkcja, gdy x= 0. Moze zdarzy¢ sie, ze funkcja
wcale nie jest okreslona przy x-~o0, albo ze ma wtedy war-

tos¢ roézna od I. Dla przyktadu wezmy funkcje y(x), ktoéra
réwna sie zeru przy wszelkich wartosciach x, z wyjatkiem tyl-
ko a= 0, przy ktérym y{x) —1. Mamy wowczas

*) Np. w § 86 w okre$leniu A postawiliSmy warunek 0<y<LyO\
pierwszg z tych dwu nieréwnosci wiaczyliSmy w tym celu, zeby zazna-
czyé, ze y nie moze réwnac¢ sie zeru.
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lim s(cc)= Q

gdyz przy x dowolnie blizkim zera, zawsze qi@)=0; lecz za-
razem cp(0)=lI. Wykres tej funkcji sklada sie ze wszystkich
punktow osi x, z wyjatkiem tylko punktu (0,0), oraz z punktu
odosobnionego (0,1).

Czytelnik moze zarzucié¢, ze funkcja ta zostata sztucznie
okres$lona, by stuzy¢ mogta do naszego celu. Ale mozna z ta-
twoscig podac¢ funkcje, wyrazone zapomocg prostych wzorow
i zachowujace sie w poblizu zera tak, jak powyzsza funkcja.
Wezmy np. pod uwage funkcje

typy= [\-x2],

gdzie [l—ad] oznacza najwieksza liczbe catkowita, nie wieksza

od 1—x2 Przy «=0, mamy <¥®H=[l]=1, natomiast przy

0<x <! lub przy — 1 <x <0 mamy 0<1l—a2< 1, a wiec )@=
-[1 —a71 = 0.

Albo tez wezmy funkcje
y = xIx,

o ktérej byta juz mowa w rozdziale Il. Funkcja ta ma stalg
warto$¢ 1, jezeli o==0, natomiast przy x = 0 nie jest ona wca-
le okreslona. Istotnie, jezeli powiadamy o jakiejs funkcji g(@)
ze jest ona okreslona przy x = 0, chcemy przez to powiedzie¢,
ze mozemy znalezé jej warto$é, kltadac o= 0 we wzorze, wyra-
zajacym funkcje. Ot6z w danym wypadku jest to rzecza nie-
mozliwa, gdyz otrzymalibyémy wyrazenie 0/0, ktére nic zgota
nie znaczy. Czytelnik mogtby powiedzieé¢: ,podzielmy wpierw
licznik i mianownik przez o, ale i to jest rzeczg niemozliwa,
gdy a«= 0. Niemniej jednak

lim(cclcc) = 1,
gdyz odcc jest stale réwne 1, dopdki x rézni sie od zera o ja-
kakolwiek, dowolnie maltg liczbe.

Tak samo q@= -------- e = cc+2, dopoki cc==0, aprzy «c—0

funkcja qa@) nie jest okreslona. Niemniej jednak lim q@)= 2.
X—>0

Z drugiej strony jest rzeczg oczywistg, ze w wielu wy-
padkach lim g moze réwnaé sie 0), czyli wartosci, ktérag
przybiera funkcja przy cc=0. Np. jezeli cp(cc)=cc, wowczas

Wyktad czystej matem. 13
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@0)=0 i limgx)=0. Takie funkcje w praktyce najczesciej
sie zdarzaja.
Przykiady XXXIX. 1 lim (x2—a2/(x—a)=2a.

X - a
2. lim (xm—an)/(x—a)—mam-\ jezeli m jest liczba catkowitg lub
zerem. .
3 Dowies¢, ze funkcja poprzedniego zadania ma te sama granice
przy wszelkim wymiernym w, byle a bylo liczbg dodatnig. [Wynika to
odrazu z nieréwnosci (9) i (10) w § 67]

4.

5

gdy x dazy do zera przez wartosci dodatnie lub przez ujemne.

[Jezeli m>n, lim<f(cc)=0. Jezeli m=n, lim cp(cc)=albo = Jezeli m<n,
a n—m jest liczbg parzysta, woéwczas <p(c)>+0°, gdy aQk0>0, oraz
<p(c)»—o00, gdy ajb0<0. Jezeli m<n, a n—m jest liczbg nieparzysta,
woéwczas przy aD>0O mamy <f(cc)»-Fao, gdy cc-»+0 oraz cp(cc)>—o0, gdy
xAy—Q natomiast przy o00b0<O0 mamy “cc)-*—o00, gdy x->-+0 oraz
?2(*)-*>+ a0 gdy cc-v-0.]

6. O matych réznych rzeddéw. tatwo dowies¢, ze

Fakt ten mozna wyrazi¢ inaczej, méwiac, ze gdy x dazy do zera,
woéwczas x2, c3... daza roéwniez do zera, ale a2 dazy do zera predzej niz c,
x3 dazy jeszcze predzej, itd. W wielu zagadnieniach moze by¢ rzeczag
dogodng posiadanie skali, za pomoca ktorej mozna bytoby zmierzy¢, jak
predko maleje dana jaka$ funkcja, dazaca do O wraz ze zmienng X. Sa-
ma przez sie nasuwa sie mysl uzycia w tym celu funkcji x, x2, cc3, ...

Powiemy tedy, ze 'f(cc) jest matg pierwszego rzedu, jezeli <f(cc)/x
dazy do granicy roznej od Q gdy cc-*0. Np. 2cc+ 3cc2+cc7 jest malg pierw-
szego rzedu, gdyz lim (2cc+3cc2-t-cc)/cc=2.

X 0

W taki sam sposob okreslamy mate rzedu drugiego, trzeciego,..
Nie nalezy sadzi¢, ze nasza skala jest zupetna. Gdyby tak byto, woéwczas
kazda funkcja cficc) dgzaca do zera musiataby by¢ matg pierwszego rze-
du, albo drugiego, albo jakiego$ innego wyzszego rzedu. tatwo przeko-
nac¢ sie, ze tak nie jest. Np. funkcja y(x)=x”" dazy do zera predzej niz
X, lecz wolniej niz a2

Czytelnik pomysli moze, ze skala nasza databy sie uzupetni¢ przez
wprowadzenie ulamkowych rzedow, ze moglibySmy np. powiedzie¢: *7* jest
malg rzedu 75. Przekonamy sie jednak wkrdtce, ze i wowczas skala
nie bylaby zupetna. A z drugiej strony rzedy catkowite, okreslone po-
wyzej, sg w zastosowaniach praktycznych o tyle wazniejsze od wszelkich
innych, ze nie warto prébowa¢ uzupetniania naszej skali.
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Liczby wielkie réznych rzedéw. Mozemy ustali¢ analogiczne
okreslenia dla przypadku, w ktérym cp(X) przybiera duze wartosci, gdy
x jest malg liczbg. Powiemy tedy, ze ) jest liczbg wielka rzedu jg
jezeli v(x)/x—k=xk<f(X) dazy do granicy réznej od zera, gdy oc>0.

Mozna réowniez ustali¢ odpowiednie okreslenia dla przypadku, gdy
*»m<» lub gdy ar-ya. Jezeli np. xky(x) dazy do granicy réznej od zera,
gdy a™yoo, wéwczas powiemy, ze y(x) jest liczbg malg rzedu k, gdy x
jest wielkg liczba, jezeli za$ (x—a)ky(x) dazy do granicy réznej od zera,
gdy a?vo, powiemy, ze y(x) jest liczbg wielkg rzedu k, gdy g jest blizkie a

[Pomnozy¢ licznik i mianownik przez

9. Zbada¢ zachowanie sie funkcji (\/I+ xm—\/I —xm)/xn w zato-
zeniu, ze a-»0 i ze m i n sa liczbami catkowitemi dodatniemi.

10, lim (v I +x-\-xi—\)Ix—Ilz.
11.

12,

Czy funkcja ta dazy do granicy, gdy x-vO?
13.

[W podrecznikach elementarnej trygonometrji mozna znalez¢ do-
wod nastepujacych nieréwnosci (ktére zreszta wynikajg bezposrednio
z okreslenia miary tukowej i funkcji trygonometrycznych ¥*):

Stad wynika, ze

*) W tym i w nastepnych przykiadach nalezy rozumie¢, ze x->0,
jezeli nie jest wyraznie zaznaczone, do jakiej wartosci dazy x.

**) Okre$lenie miary tukowej opiera sie na zatozeniu, ze kazde-
mu tukowi kota daje sie podporzadkowac jednoznacznie liczba, zwana
dtugoscig tuku. Dowdd nieréwnosci, o ktérych mowa, opiera sie na pew-
nych wiasnos$ciach ,dtugosci”, np. na tym, ze cieciwa jest krétsza od
podpartego przez nig #tuku: w szkole sSredniej zaktadamy zazwyczaj te
wilasnosci, jako ,oparte na intuicji gieometrycznej". W rozdziale VII po-
moéwimy o sposobach przeprowadzenia Scistego dowodu tych twierdzen.
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czyli

20. Jak zachowujg sie funkcje sin (1/x), (1/x). sin (1/x), x sin(l/x),
gdy *-0? [Pierwsza wykonywa wahania skoriczone, druga nieskonczo-
ne, trzecia dazy do zera. Zadna z nich nie jest okreslona przy x=0.]

in (1/
21. Czy funkcja y s!n( x) dazy do granicy, gdy x-0?
sin (1/%)
[Nie. Mamy y=1 z wyjgtkiem przypadku, gdy sin(l/*)=0, czyli
gdy *=1/wv 2« —1/w, —1/2r:,... Przy tych wartosciach na *, funkcja
przybiera ksztatt °/0, ktéry nie ma zadnego sensu, zatym y nie jest okre-
Slone dla nieskoriczenie wielu wartosci zmiennej *, lezgcych w poblizu
wartosci *=0.]
22. Dowie$¢, ze przy m catkowitym mamy [x]-m» oraz * —*]—vo,
gdy *~vm+0, i ze [*]->m—L1, *-[*]->= 1 gdy *—~ww—O0.

91. Funkcje ciagte zmiennej rzeczywistej. Czytelnik
posiada wyobrazenie krzywej ciggtej. Np. krzywa C na rys. 37
nazwie on niewatpliwie ciggta, natomiast o krzywej c*' powie
zapewne, ze jest ona naogolt ciggta, ale staje sie nieciagla
w punktach x=£' i x—i".

Kazda z tych krzywych mozemy uwazac¢ za wykres ja-
kiejs funkcji; stad powstaje mysl nazwania ciggte mi tych
funkcji, ktérych wykresy sa krzywemi ciagtemi; wszystkie in-
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ne funkcje wypadnie nazwaé¢ nieciggtemu Postarajmy sie zba-
da¢ doktadniej, na jakich wiasnosciach opiera sie ta klasyfi-
kacja funkcji.

Przedewszystkim jest rzeczg jasna, ze badanie wilasnosci
funkcji y —y(x), ktorej wykresem jest krzywa cC, daje sie spro-
wadzi¢ do badania jakiej$ wiasnosci, ktorg ta krzywa posiada
w kazdym swoim punkcie. Jesli chcemy okresli¢ pojecie cig-
gtosci dla wszystkich wartosci zmiennej x, musimy najpierw uczy-
ni¢ to dla ‘'poszczegélnych wartosci tej zmiennej. Obierzmy tedy

jaka$ wartos¢ zmiennej x, np. x = £ i zastandwmy sie, jakie
sg wihasnosci charakterystyczne funkcji y(x) przy x = £.

Przedewszystkim, funkcja cf(g) jest okreslona przy x=£.
Oczywista rzecz, ze warunek ten jest konieczny, gdyz w prze-
ciwnym razie na krzywej brakowatoby punktu, odpowiadajg-
cego wartosci x=i.

Powtdre, funkcja qia) jest okreslona przy wszystkich warto-
sciach x w poblizu x=i. Scis$lej méwiac, mozemy znalezé taki
przedziat, ktérego wewnetrznym punktem jest x —£ ze kazdej
wartosci x, nalezacej do tego przedziatu, odpowiada w zupet-
nosci okreslona wartos¢ funkcji y(x).

Po trzecie, ydy x dazy z ktérejkolwiek strony do i, wéwczas
Q) dazy do wartosci o).

Wymienione cechy nie wyczerpujg wszystkich wilasnosci,
ktore posiada obraz krzywej c, ale sg to niewatpliwie naj-
prostsze i najbardziej zasadnicze wilasnosci: wykres jakiejkol-
wiek funkcji, posiadajgcy te wilasnosci, odpowiada naszej in-
tuicji linji krzywej ciggtej. Wobec tego przyjmujemy powyz-
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sze wilasnosci za cechy charakterystyczne ciggtosci i wypowia-
damy nastepujace

Okeslenie. O funkcji g powiadamy, ze jest ciggta przy
x =1, jezeli dazy ona do granicy, gdy x dazy do i, czy to z jednej
czy z drugiej strony, i jezeli obie te granice naszej funkcji row-
naja sie <A(b).

Teraz mozemy okresli¢, co nalezy rozumie€ przez ciggtosc
w przedziale. Powiadamy, ze funkcja jest ciggta w pew-
nym przedziale wartosci zmiennej x, jezeli jest ciggta dla kaz-
dej wartosci x tego przedziatu. Funkcje ip@) nazywamy wsze-
dzie ciagta, jezeli jest ona ciagta przy wszelkich wartosciach
zmiennej x. Wiec np. funkcja <Ix)= [x] jest ciggta w prze-
dziale (e, 1 —e), gdzie e jest dowolng liczbg dodatnig, mniejszag
od 112, funkcja za$ y(x)—x jest wszedzie ciagta.

Jezeli przypomnimy sobie okreslenie granicy, bedziemy
mogli sformutowaé¢ okreslenie funkcji ciagtej w nastepujacy
sposo6b:

qAic) jest funkcja ciagta przy x —h, jezeli do kazdej dowolnie
zadanej liczby dodatniej 8 mozemy dobraé¢ taka liczbe 8(8), ze

i<p(*)—<p(S)|<8,
o ile tylko 0~ x — £]fgs(8).

Czesto musimy rozwaza¢ zachowanie sie i wlasnosci funk-
cji w jakim$ oznaczonym przedziale (a, b). W tym wypadku,
jezeli chodzi o ciggtos¢ funkcji przy krancach przedziatu, po-
wiadamy, ze funkcja <p(g jest ciaggta przy x= a, jezeli <p(a-f0)
istnieje i réwna sie cp(@); tak samo powiadamy, ze y(x) jest
ciagta przy x= b, jezeli q—0) istnieje i réwna sie Q&.

92. Powyzsze okreslenie ciggtosci mozna w prosty spo-
s6b zilustrowac¢ gieometrycznie. Poprowadzmy dwie réwnole-
gte proste y=cp(£)—s, y= cp(E)fe. Nierdwnos¢ v(x) —qgdl<e
wyraza fakt, ze pomiedzy temi dwiema prostemi lezy punkt
krzywej, odpowiadajacy wartosci x. Tak samo nieréwnos¢
\x— 4|<|7] wyraza fakt, ze x lezy w przedziale (E—w] £+7?]). Wo-
bec tego nasze okreslenie funkcji ciggtej powiada, ze jezeli
poprowadzimy dwie dowolnie blizkie siebie proste poziome,
bedziemy mogli wyznaczy¢é zapomocg dwuch prostych piono-
wych taki pas ptaszczyzny, ze cze$¢ krzywej, zawarta w tym
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pasie bedzie jednocze$nie zawarta miedzy naszemi prostemi
poziomemi.
Zbadamy teraz ciagto$s¢ niektdrych szczegdlnych typow

funkcji. W rozdziale Il mieliSmy juz z niemi do czynienia,
lecz tam, jak w swoim czasie zaznaczylismy, byliSmy zmusze-
ni zatozyé¢, ze funkcje te sag ciggte.

Przykiady XL. 1 Suma (lub iloczyn) funkcji, ciggtych w pew-
nym punkcie, jest funkcja ciagta w tym punkcie. lloraz dwuch funkcji,
cigglych w pewnym punkcie, jest réwniez funkcjg ciagta w tym punkcie,
o ile mianownik nie réwna sie w tym punkcie zeru. [Wynika z Przykt.
XXXVII, 1]

2. Wielomian zmiennej x jest funkcja ciagta przy wszelkich war-
tosciach x. Funkcja utamkowa wymierna jest ciagta przy wszystkich
wartosciach x z wyjatkiem tylko tych, przy ktérych mianownik przybie-
ra wartos¢ 0. [Wynika z Przykt XXXVIII, 6, 7]

3. \Jx jest funkcja ciggta przy wszelkich dodatnich wartosciach x
[Przykt. XXXVIII, 83 Funkcja ta nie jest okreSlona przy x<0, natomiast
przy x=0 jest ona ciagta, na mocy uwagi, uczynionej w koricu § 91. To
samo powiedzie¢ mozna o xmn, gdzie m, « sg to dowolne liczby dodatnie
catkowite, a n jest liczbg parzysta.

4. Funkcja xm", gdzie n jest liczbg nieparzysta, jest cigglta przy
wszelkich wartosciach na x.

5. Funkcja VWX nie jest ciggta przy *=0. Nie posiada ona zadnej
wartosci przy x=0, jak réwniez nie dazy do zadnej granicy, gdy x-vO.

6. Zbadac ciggtos¢ funkcji x—miMprzy x=0, gdzie m, n to liczby
catkowite dodatnie.

7. Jezeli a jest pierwiastkiem rownania §(x)=0, woéwczas funk-
cja wymierna R(x)—P(x)/Q(x) jest nieciggta przy x=a. Np. funkcja
(an-+1)/!1®1—3x+2) jest nieciagta przy x=1. Jezeli funkcja wymierna jest
nieciggta przy jakiej$ wartosci x, woéwczas mozna zauwazy¢ dwa
fakty, (0) funkcja nie jest okre$lona dla tej wartosci x, (b) funkcja dazy
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do +o0 lub do —oc, zaleznie od tego, z ktérej strony « zbliza sie do tej
swej wartosci. Ten szczegdlny rodzaj nieciggtosci nazywajg nieskon-
czonoscig funkcji. Jest to najpospolitszy rodzaj nieciggtosci.

8. Zbada¢ ciggtos¢ funkcji

9. Funkcje sinc, cosec sg ciggte przy wszelkich wartosciach o

wartos$¢ liczbowa tego iloczynu jest mniejsza od wartosci liczbowej h\

10. Przy jakich wartosciach na o funkcje tga, ctgee, sec o cosec @©
sg ciagte lub nieciggte?

11.  Jezeli f{y) jest funkcjg ciagta przy y—\i jezeli &) jest funk-
cja ciagta zmiennej o, przyczym wowczas N\f(cc)] jest funkcja
ciggla przy cc=£.

12. Jezeli <f(e) jest funkcjg ciagla przy pewnej wartosci o, wow-
czas kazdy wielomian ksztattu a](<f(;n)STC-... jest funkcjg ciagta przy tej
samej wartosci @

13. Zbada¢ ciagtos¢ funkgc;ji

I/(acos2c+ bsin*cc), \/2+ coscc, \/l+sincc, 1/\/l + sincc,

14. Funkcje sin(l/cc), a«sin(l/cc), o2sin(l/cc) sg ciggte przy wszel-
kich wartosciach «, z wyjatkiem tylko cc=0.

15. Funkcja qa@s), rowna zeru przy cc=0, przy innych za$ wartosciach
cc réwna ccsin(l/cc), jest ciagta przy wszelkich wartosciach na «

16. Funkcje [ oraz cc—I[oc] sg nieciggte przy wszelkich catkowi-
tych wartosciach na o

17. Zbada¢ ciggtos¢ nastepujacych funkcji:

[, V x —ccl, [ecl+ \Ix—cc], [2cc], [X)-\-[—x].

18. Klasyfikacja nieciggtosci. Powyzsze przyktady nasuwajg po-
myst nastepujacej klasyfikacji réznych typéw nieciggtosci:

(1) Przypusémy, ze tficr) dgzy do granicy, gdy x-*a czy to przez
wartosci mniejsze od o, czy przez wartosci od a wieksze. Oznaczmy te
granice przez <fl@a0) i <f(a+0). Aby funkcja <f(@) byta ciagta przy x—a.
trzeba i wystarcza, zeby <) byta okreslona przy x—a i zebySmy mieli
«f(a—0)=cp(a)=<f(a+0). Nieciggtos¢ moze powsta¢ w rozmaity sposéb.

(@) Moze sie zdarzy¢, ze <f(a—0)=<p(a+0), ale cp(0) nie jest okre-
$lone albo tez nie réwna sie cp(@0) ani cf(a+0). Np. jezeli <p(cc)=ccsin(l/cc)
i a—Q wowczas tf(0—0)=cf(0+ 0)=0, ale <fO) nie jest okreslone przy x—0.
Jezeli )= [1—g i a=0, wdwczas p(0—0)=<f(0+0)=0, ale <f0)=1.

(P) Moze zdarzy¢ sie, ze <f(la—0)=]=cf(a+0). W takim razie <p@ mo-
ze rownac jednej ktdrejkolwiek z tych granic, moze jednak nie réwnaé
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sie ani jednej ani drugiej, a nawet moze by¢ nieokreslone. Przykitadem
pierwszego przypadku jest funkcja <f(cc)=[cc], dla ktérej og0—0)= —1,
{0+ 0)=cf(0)—0. Przyktadem drugiego przypadku jest y(x)=[x\ —[—cc],
gdzie ¢p(0—0)= —1, cp(0+0) =1, cp(0)=0. Przyktadem trzeciego przypadku
jest funkcja <f(cc)=[cc] +cc sin(l/x), dla ktérej tp(0—0)= —1, <p(0+0)=0, a O
jest nieokreslone.

We wszystkich tych przypadkach powiadamy, ze funkcja <f() ma
prosta nieciagtos¢ w punkcie x=a. Do tej samej kategorji mozemy
zaliczy¢ te przypadki, w ktérych funkcja jest okreslona tylko z jednej
strony wartosci cc=a, tak iz istnieje jedna tylko z dwuch granic ep(a+0),
<p@0), ale cp«) albo wcale nie jest okre$lone, albo jest r6zne od tej
z dwuch powyzszych granic, ktéra dla danej funkcji istnieje.

Z rozwazan § 88 wynika odrazu, ze funkcja, stale rosngca lub stale
malejgca w poblizu wartosci x~a, moze mie¢ conajioyzej prosta nieciggtosé
przy x—a.

(I1) Moze sie zdarzy¢, ze z dwuch granic <p@-0), <p(a+0) istnieje
jedna tylko (albo nie istnieje zadna) i ze np. przy nieistnieniu granicy
<p(a+0) mamy 'f(x)->-+ oc lub cp(er*=—o00, gdy x-ta+0, tak iz @) dazy
albo do granicy albo do + oo lub do —oo, gdy x dazy do a z jednej lub
z drugiej strony. Do tego typu nalezg np. funkcje y(x)=1/x i <p(cc)=licc2
gdy a—0. W takich wypadkach powiadamy, ze w punkcie x~a funkcja
<f(c) posiada nieskornczonos$é albo, ze przechodzi przez nieskonczonoseé.
Do tej kategorji zaliczamy te funkcje, ktére dazg do +oo lub —oo0, gdy
x-+a z ktorej$ jednej strony, lecz zarazem nie sag okreSlone po drugiej
stronie wartosci x=a.

(1)  Punkt nieciagtosci, nie nalezacy do zadnej z dwuch poprzed-
nich kategorji, nazywamy punktem nieciggtosci oscylacyjnej. Takim
jest np. punkt cc=0 dla funkcji sin(l/a;) lub (1/*) sin (1/cc).

sin x
19. Zbada¢ rodzaj nieciggtosci funkcji---(-r--, [od + [—x], coseccc,
v o (i) sin (1/cc) .
, vV , cosec (i/* , === J— rz -0.
" K m (]Jccf) yee

20. Funkcja, réwna 1 przy « wymiernym, przy @ za$ niewymier-
nym réwna O, jest nieciggta przy wszelkich wartosciach @@ Wszedzie
nieciagta jest réwniez kazda funkcja, ktéra jest okreslona wytacznie dla
niewymiernych, albo wytgcznie dla wymiernych wartosci @

21. Funkcja, ktora réwna sie x przy @ niewymiernym, przy x zas
wymiernym i rownym p/q réwna sie \/(I+p2/(1 + 32, jest nieciagta dla
wszelkich ujemnych i dla wszelkich dodatnich wymiernych wartosci zmien-
nej o natomiast jest ciggta dla dodatnich niewymiernych wartosci x.

22. Zbada¢, ktore z funkcji, rozwazanych w Przykt XXXIV, sg
nieciggte i okres$li¢ rodzaj ich nieciagtosci. [Dla przyktadu zbadajmy
funkcje y—\\mxn. Tu y jest okreSlone przy —I<cc;”l, a mianowicie:
y=0 przy —1<cc< 1, oraz y—1 przy x—\ Punkty cc=l i x——1 sg punk-
tami prostej nieciggtosci.]
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93. O zasadnicze] witasnosci funkcji ciggtych. Czytel-
nik sadzi moze, ze analiza wyobrazenia krzywej ciggtej, prze-
prowadzona w § 91, nie jest najprostsza ani najbardziej natu-
ralna, ze prostszg bytaby nastepujgca analiza. Niech A, B be-
da dwoma punktami na wykresie funkcji y(x) i niech spé6trzed-
ne ich beda odpowiednie x0, q(r)) oraz xx, y(xj. Wykresimy
dowolng prosta X przechodzacg pomiedzy punktami A i B.
Zdrowy rozsadek powiada, ze jesli wykres funkcji qia) jest cia-
gty, musi on przecig¢ prostg X

Jezeli uwazamy to za zasadniczg wiasnosé¢ krzywych cia-
gtych, wowczas bez szkody dla ogdlnosci rozumowania mozemy
przypusci¢, ze prosta X jest rownolegta do osi sc-6w. Rzedne
punktow A, B nie moga w takim razie by¢ réwne sobie; przy-
pusémy, ze y(xx) > q(x0). Niech y=i\ bedzie rownaniem prostej
X; mamy wobec tego nieréwnosci qE) < yj< EJ). Orzeczenie:
~wykres funkcji y(x) przecina prostg X’ jest rdéwnoznaczne
z orzeczeniem: ,istnieje wartos¢ x, zawarta miedzy x0 i xt,
przy ktorej (&)= <.

Wnosimy stad, ze funkcji ciagtej g powinnismy przy-
pisa¢ nastepujaca wiasnosé:

jezeli >e(x0)= y0, <x=yl

i jezeli yOo<rl< wowczas istnieje taka warto$¢ zmiennej x, za-
warta miedzy x( i xx, przy ktorej op(«)= 1@ Innemi stowami: gdy
X zmienia sie od x0 do xx, woéwczas y musi bodaj raz jeden przy-

biera¢ wszelkie wartosci, zawarte miedzy y0 i yt.

Dowiedziemy, ze jesli y(x) jest funkcja ciggta, w znacze-
niu § 91-go, wowczas posiada ona istotnie takg wtasnos¢. Istnie-
ja wartosci x, lezgce w prawo od x0 i takie, ze <e(x) < A W rze-
czy samej, -p(x0) <1, zatym <p(X)<r, jezeli rbéznica e(x)—cf(r0)
jest liczbowo mniejsza od j—<p(x0). Poniewaz jednak q@) jest
funkcjg ciagta przy x= x0, zatym dla wartosci x, dostatecznie
blizkich x0, warunek ten jest spetniony. W taki sam sposéb
dowodzimy, ze istniejg wartosci x, lezace w lewo od ta-
kie, ze f(x) >n.

Teraz mozemy dowie$s¢ naszego twierdzenia zapomocag
sprowadzenia do niedorzecznosci. Jakoz przypusémy, ze niema
zadnej wartosci x, zawartej miedzy x0 i xIt dla ktérej bytoby
(pPx)—ri. W takim razie dla kazdej wartosci x przedziatu
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@0, xt) funkcja y(x) ma wartos¢ albo wieksza, albo mniej-
szg od ¢

Podzielmy wszystkie wartosci x przedziatlu (x0, xx) na
dwie klasy L, R, a to w nastepujacy sposob:

(1) do klasy L zaliczmy wszystkie takie wartosci Czmien-
nej x, dla ktérych speilniona jest nierébwnos$¢ gxir) < T nie tylko
przy cc=C, ale roéwniez przy jakimkolwiek x, zawartym w prze-
dziale (x0, O,

(2) do klasy R zaliczmy wszystkie inne wartosci zmien-
nej x, tj. wszystkie wartosci C ktoére albo spetniajg nierow-
nos$é¢ <p(C);>7], albo tez majg te wiasnosé, ze w przedziale (x0, O
istnieje jakas wartos¢ zmiennej x, spelniajgca nieréwnosc

Rzecz jasna, ze podziat ten spetnia trzy warunki twier-
dzenia Dedekinda i ze wyznacza on przekrdj w dziedzinie liczb
rzeczywistych. Niech @ bedzie liczbg rzeczywistg, odpowia-
dajaca temu przekrojowi. Zgodnie z naszg hipotezg, musi by¢

Przypusémy z poczatku, ze qf@) > 7], ze wiec @ nalezy do
klasy wyzszej, i niech bedzie qq@) = 7j-f W takim razie, dla
wszelkiego C < @ mielibysmy tp(C) < 4, zatym bytoby

RA)—<P(C)>*>
co przeczy warunkowi ciaggtosci funkcji przy x= 20.

Teraz przypusémy, ze @) <7. Jezeli c> @, wowczas
albo zachodzi nieréwnos¢ <p(C)Y"7], albo tez mozemy znalez¢ ta-
kg liczbe C", zawartg miedzy @ i C\ ze bedzie rp(C")>irj. W kaz-
dym razie mozemy znalezé¢ liczbe, dowolnie mato rézniaca sie
od @, a przytym taka, ze odpowiadajgca jej wartos¢ funkcji
rozni sie od q@) wiecej niz o k. Znébw mamy wniosek, sprzecz-
ny z hipoteza ciggtosci funkcji oic) przy x —~0.

Tak wiec przypuszczenie, ze y(x) nie przybiera nigdzie
wartosci 4, jest mylne, i twierdzenie zostato dowiedzione. Oczy-
wista rzecz, ze musi by¢ mianowicie (@)= .

94. tatwo przekonac¢ sig, ze twierdzenie odwrot-
ne nie jest stuszne. Np. funkcja przedstawiona na rys.
39, jakkolwiek jest nieciggta, jednak przybiera przynajmniej
raz jeden kazda wartos¢, zawartg miedzy y(x0) i Powiem
wiecej: funkcja moze nie by¢ ciagta, pomimo ze przybiera
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w pewnym przedziale kazda warto$¢ tylko raz jeden. Niech
bedzie np. funkcja okreslona w przedziale od x=0 do
x =1 W nastepujacy sposéb: przy x=0, @x)=0; przy 0<x< 12,
y(x)= i/2—x] przyab= 72, @@= 12; przy j 2< x <\, y(x) = */a—x\
wreszcie przy x =1, (fx)-A. Wykres funkcji mamy na rys. 40;
zawiera on punkty o, c, F, lecz nie zawiera punktéw A, B,
D, X Rzecz jasna, ze gdy x zmienia sie od 0 do 1, y(x) przy-
biera raz i tylko raz jeden kazda warto$¢ miedzy )= 0
i ep()= 1, ajednak funkcja qu@) jest nieciggta przy £C=0, Vv2, 1.

Zreszta krzywe, z ktoremi mamy do czynienia w mate-
matyce elementarnej, sktadajg sie zawsze ze skonczonej
liczby <czes$ci, wzdtuz ktérych y zmienia sie
w tym samym Kkierunku. Otéz tatwo wykazaé, ze jesli
y = y(x) stale rosnie lub stale maleje, gdy x zmienia sie od x0
do x1, wowczas dwa pojecia ciggtosci, oméwione w 8§ 91 i 93,
sa roéwnowazne, to znaczy, ze jesli y(x) przybiera kazda war-
tos¢ miedzy g 1 tp@E?), woéwczas y(x) musi by¢ funkcja ciggla
w znaczeniu, omowionym w 8§ 91. Istotnie, niech C bedzie ja-
kakolwiek wartoscia zmiennej x, zawarta miedzy x0 i xx. Gdy
X—C przez wartoéci mniejsze od G woéwczas Y(X) dazy do gra-
nicy f(C—0); gdy x—C przez wartos$ci wieksze od G wowczas
cp(X) dazy do granicy cp(Gj-0). Funkcja nasza jest ciagta wow-
czas i tylko wowczas, jezeli

—0)= 9O= qCt 0).

Gdyby ktérekolwiek z tych dwu réwnan byto niestuszne,
np. pierwsze, to funkcja cp(x), wbrew naszym zalozeniom, nie
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mogtaby przybiera¢ zadnej wartosci, zawartej miedzy 1G—0)
i O. Tak wiec y{x) musi by¢ funkcja ciagta.

95. Obszar zmiennosci funkcji ciggtej. W niniejszym
i w nastepnym paragrafie dowiedziemy Kilku ogélnych twier-
dzen, dotyczgcych funkcji ciagtych. WezZzmy pod uwage funk-
cje (@), co do ktorej zaktadamy na razie tylko tyle, ze jest
ona okres$lona przy kazdej wartosci x, nalezacej do przedzia-
tu (u, b).

Moze istnie¢ taka liczba K, ze y(x)<;K przy wszelkich
wartosciach x, nalezgcych do tego przedziatu. W takim razie
powiadamy, ze funkcja y(x) jest ograniczona od goéry (poréwn.
§ 73 i nast.).

Jezeli istnieje jedna taka liczba K, to istnieje ich nie-
skonczenie wiele, gdyz kazda liczba K' > K czyni zado$¢ temu
samemu warunkowi. Istnieje jednak najmniejsza liczba K, kto-
rej nie moze przekroczy¢ funkcja o). Istotnie, podzielmy
zbidr wszystkich liczb rzeczywistych na dwie klasy L, R, za-
liczajgc do L te wszystkie liczby, ktére moga by¢ przekroczo-
ne przez nasza funkcje, do R za$ te, ktdrych @) nigdy nie
przekroczy. Otrzymujemy w ten sposéb przekrdéj w dziedzinie
liczb rzeczywistych, ktoremu odpowiada jaka$ liczba M. Ta
liczba M musi naleze¢ do klasy R, gdyz w przeciwnym razie
funkcja qi@ mogtaby przybra¢ wartos¢ od M wieksza, np.
itf-f-8, a woéweczas istnialoby nieskonczenie wiele liczb, zawar-
tych w przedziale od M do i takich, ze funkcja q@)
przekroczytaby kazdg z nich. Ot6z to jest niemozliwe, gdyz
liczby wieksze od M w zadnym razie nie moga naleze¢ do
klasy L. Tak wiec M jest najmniejsza liczba, Kktoérej nie moze
przekroczy¢ funkcja @), te liczbe M nazywamy kresem (gor-
nym) wyzszym funkcji y(x) w przedziale {a, b).

Tak samo moze sie zdarzy¢, ze istnieje najwieksza liczba
m, ponizej ktoérej nie moga spas¢ wartosci funkcji <), powia-
damy woéwczas, ze <E) jest funkcja ograniczong od dotu,
a liczbe m nazywamy dolnym (nizszym) kresem tej funkcji.
Jezeli istnieja obie liczby M i m, nazywamy y{x) funkcja ogra-
niczong w przedziale (a b). Sg to liczby: najwieksza
i najmniejsza, dla ktérych sprawdzajg sie nieréwnosci

m<Ly(x)<;M,
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gdy x jest zawarte w przedziale (a, b). Rzecz jasna, ze, jes$li
a<b <c, a funkcja q@) jest ograniczona zaréwno w przedziale
(a, b), jak i w przedziale (b, c), to jest réwniez ograniczona
w przedziale (a, c).

Jezeli nie istnieje liczba M, o ktérej wyzej byta mowa,
wowczas y(x) nie posiada gornego kresu i moze przybieraé
wartosci, wieksze od jakiejkolwiek zadanej liczby. Tak samo
zdarzy¢ sie moze, ze y{x) nie posiada dolnego kresu.

Twierdzenie |. Funkcja y(x), ciagta w przedziale (a, b),

jest w tym przedziale ograniczona.

Dla zmiennej x mozemy znalezé przedziat (a, b), w kto-
rym y(x) jest funkcja ograniczona, gdyz z ciagtosci funkcji
y(x) w punkcie x=a wynika, ze jakkolwiek matg bytaby licz-
ba 8, mozemy znalezé¢ przedziat (a, O taki, ze dla kazdego x
w tym przedziale warto$¢ funkcji Y(X) zawiera sie miedzy
tHa)—8 i p@-F8. Tak wiec g jest w tym przedziale ogra-
niczona.

Podzielmy teraz wszystkie punkty £ przedziatu (a, b) na
dwie klasy L, i?, zaliczajagc do L te punkty G w ktérych <O
jest funkcja, ograniczong w przedziale (a, ©), do klasy za$ R
wszystkie inne punkty. Klasa L niewatpliwie istnieje; pozo-
staje tedy dowies¢, ze klasa R nie istnieje. Jakoz przypusé-
my, ze R istnieje, i niech @ bedzie liczbag, odpowiadajaca prze-
krojowi, wyznaczonemu przez L i R. Funkcja y(x) jest ciagta
w punkcie x —~, zatym, jakkolwiek mata bytaby liczba 8, mo-
zemy wyznaczy¢ przedziat [3—7], p-pr)*)> w ktérym

PP B<<p0»)< <p(P)+8.

Tak wiec y(x) jest ograniczona w przedziale ([3—i), (3FT). Ale
B—T7] nalezy do klasy L, zatym funkcja cp(X) jest ograniczona
w przedziale (a, B—T7]) i, co za tym idzie, w przedziale (a, [3+7]).
Wedtug naszego zatozenia, P-f-13 powinno naleze¢ do klasy R,
tak iz y{x) nie moze byé ograniczona w przedziale (a, B-f-7)).
Ta sprzeczno$¢ wskazuje, ze klasa R nie istnieje i ze y(x) jest
ograniczona w catym przedziale (a, b).

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja Yy{X) jest ciagta w prze-

) Jezeli nalezy przedziat ten zastapi¢ przez (—fj, ), a licz-
be p+f] zastgpi¢ w tym dowodzie przez p.



— 207 -

dziale (a, b) i jezeli M, m stanowia jej gorny i dolny kres w tym
przedziale, wéwczas €p@?) musi w tym przedziale przybraé przynaj-
mniej raz jeden kazda z wartosci M, m.

Istotnie, niech bedzie dowolna liczba dodatnia 8; moze-
my znalez¢ taka warto$¢ x, ze bedzie M —y(x) <8 czyli
I/[M—<p(n)] > 1/8. Tak wiec 1/[M—y(xj] nie jest funkcja ogra-
niczong i, na mocy twierdzenia 1, nie moze by¢ cigglta. Ale
M — tpa) jest funkcja ciagta, zatym 1/[M—y(x)] moze by¢ nie-
ciagta tylko w tych punktach, w ktérych mianownik réwna
sie zeru (Przyki. XL, 1). Takim jest wiasnie punkt, w kto-
rym M=y(x). W taki sam sposéb okaza¢ mozna, ze istnieje
punkt, w ktérym m = y(X).

Dowdd ten jest dos¢ subtelny, to tez wskazemy wkroétce
dowdd bezposredni tego twierdzenia.

Przyktady XLI. 1 Jezeli przy x—0 mamy <p(x)=0, przy innych
za$ wartosciach zmiennej x, mamy y(x)=1/x, woéwczas <pX) nie posiada
ani goérnego ani dolnego kresu w zadnym przedziale, ktérego punktem
wewnetrznym jest x=0, np. w przedziale (—1, +1).

2. Jezeli przy x=0 mamy <p(x)=0, przy innych za$ wartosciach
X mamy cp(x)=1/x2 woéwczas w przedziale (—1, +1) funkcja y(x) posiada
kres dolny =0, ale nie posiada kresu gornego.

3. Niech bedzie cp(x)=0 przy x=0 oraz <p(x)=sin (I/x) przy wszel-
kich innych wartosciach na x. Funkcja <p(X) jest nieciagta przy x=0.
W kazdym przedziale (—8, +8) ma ona kres dolny = —1 i kres gorny
= +|; te dwie wartosci przybiera ona nieskoriczenie wiele razy.

4. Niech bedzie <p(x)=x—a\] Jest to funkcja nieciagta przy
wszystkich catkowitych wartosciach na x. W przedziale (0, 1) dolny jej
kres —0, goérny za$ =1. Funkcja przybiera warto$¢ 0 przy x=0 lub
x=1, ale nigdy nie przybiera wartosci 1

5. Niech bedzie <f(x)=0 przy x niewymiernym oraz y{x)=q, jezeli
X —/<b gdzie p, g sa to liczby catkowite. Funkcja <p(x) posiada dolny
kres 0, ale niema kresu gérnego. Gdyby przy x=plq byto cp(x)=(-1)P.q,
wolwczas <p(¥) nie miataby ani dolnego, ani gornego kresu w zadnym
przedziale.

96. O wahaniu sig funkcji w przedziale. Niech
oznacza dowolng funkcje, ograniczong w przedziale (a, b),
a M, m niech stanowig jej gorny i dolny kres. Te dwie liczby
bedziemy teraz oznaczali symbolami M{a, b), m(a, b), a to w tym
celu, zeby uwydatni¢ zaleznos$¢ kreséw od liczb a, b. R6znice

0{a, b)= M(a, b)—m(a, b)

(i)
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nazwiemy oscylacja (wahnigciem) funkcji @) w przedziale
0, b).

Najprostsze wiasnosci tych liczb M(a, b), m(a, b), 0(a-, 6)
sg nastepujace:

(1) Jezeli a<~c<Lb, wéwczas M(a, b) réwna sie wiekszej
z dwuch liczb M(a, c) i M(c, b), natomiast m(a, b) réwna sig
mniejszej z dwuch liczb m(a, c) i m(c, b).

(2) M(a, b) jest funkcja rosnaca zmiennej b, m(a, 6) jest
funkcja malejaca, a 0(a, & funkcja rosnaca tej samej zmien-
nej b.

(3) o0(a, b)<o0(a, c)-\-0{c, &.

Dwa pierwsze twierdzenia wyptywajg bezposrednio z na-
szych okres$len. Oznaczmy przez g wieksza z dwuch liczb
M(a, c), M(c, b) i niech bedzie d dowolna liczba dodatnia. W ta-
kim razie musi by¢ <p(r)™p, zaréwno w przedziale (a, c), jak
w (c, b), a wiec i w catym przedziale (a, b). Obok tego musi
by¢ <@)> [i—8 dla pewnych punktéw przedziatu (a, ¢) lub
przedziatu (c, b), a wiec i catego przedziatu (a, b). Stad wyni-
ka, ze M{a, b)= & W taki sam sposob ustalamy analogiczng
wiasnosé liczcby m. DowiedliSmy tedy twierdzenia (1); twier-
dzenie (2) jest prostym wnioskiem z niego.

Oznaczmy teraz przez M1 i M2 odpowiednio wiekszg
i mniejszg z dwuch liczb M(a, c), M(c, by, tak samo mx i ra2
niech beda mniejszg i wieksza z dwuch liczb m(a, c), m(c, b).
Poniewaz ¢ nalezy do obu przedziatdw, zatym <p(©) nie jest
wieksze od M2 i nie jest mniejsze od m2. Musi wiec by¢
M 27>m2 I mamy

o(a, b)) —M1—mi*M 1-{-M2—m1l—m2.
Ale 0(a, c)-\-0(c, b)—M ij-M 2— m1—m2,
a stad wyptywa twierdzenie (3).

97. Inny dowdd twierdzenia 2, § 95. Niech Coznacza dowolng
liczbe przedziatu (o, b). Funkcja M(a, Q rosnie stale wraz z Ci nigdy
nie przekracza M. Mozemy tedy zbudowa¢ przekréj liczb G zaliczajac
do nizszej klasy L wszystkie te liczby C dla ktorych M(a, Q< M, do
wyzszej zas klasy r te liczby C dla ktérych C)=M. Niech p bedzie
liczba, odpowiadajacg temu przekrojowi. Jezeli a<P<6, to przy wszel-
kim dodatnim  mamy

M@ p—9) <M, M(a p+f)=M,
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a wiec (tw. (1), § 96)
i¥(p-Y], P+ 4= m.

Tak wiec, gdy x jest dowolnie blizkie p, funkcja @) przybiera war-
tosci dowolnie zblizone do M, ze za$ qd@ jest ciaglta, zatym musi by¢
m=M .

Jezeli p=a, to M(a, Jezeli (3=6, to M(a, &—=»])<M, czyli
M(b—-€b)=m. Obu tych przypadkow tatwo dowiesc.

Twierdzenia mozna dowie$¢ rowniez przez dzielenie przedziatu na
potowy (jak w § 64). Jezeli przedziat P§, w ktorym m jest gornym kre-
sem funkcji (@), podzielimy na potowy, wowczas w jednej z tych poto-
wek to samo M musi by¢ znéw gérnym kresem naszej funkcji. Po-
stepujac dalej w taki sam sposob, utworzymy ciag przedziatbw pq, i7Qi,
PtQ2,... takich, ze w kazdym z nich gérnym kresem funkcji g9 bedzie
liczba m. Te przedzialy dazg do pewnego punktu T; tatwo dowiesc, ze
w tym punkcie -f(@ przybiera wartos¢ m.

98. O zbiorach przedziatdbw na prostej. Twierdzenie
Heinego-Borela. Dowiedziemy teraz kilku twierdzen, dotycza-
cych oscylacji funkcji. Twierdzenia te sg oderwane, ale bar-
dzo donioste, szczeg6lnie w teorji catkowania. Wszystkie one
zalezg od pewnego ogolnego twierdzenia, dotyczgcego prze-
dziatbw na prostej.

Przypusémy, ze mamy dang mnogos$¢ przedziatéw na pro-
stej. Nie czynimy zadnych zatozen co do rodzaju tych prze-
dziatéw: moze ich by¢ liczba skonczona lub nieskonczenie wie-
le, mogg one zachodzi¢ na siebie lub nie zachodzi¢ *), niektére
z nich moga by¢ zawarte w innych.

Moze nie od rzeczy bedzie poda¢ kilka przykladéw mnogosci prze-
dziatow.

(1) Jezeli przedziat (0, 1) podzielimy na n rownych czesci, otrzy-
mamy mnogos$¢ skonczong, ztozong z n przedziatdw, nie zachodzacych
na siebie i dokladnie pokrywajacych caty odcinek.

(20 Kazdemu punktowi £ przedziatu (0, 1) podporzadkujmy prze-
dziat (C—6 C-N), gdzie e jest liczbg dodatnig mniejsza od 1; punktowi O
podporzadkujmy przedziat (0, O+e), a punktowi 1 przedziat (1—e 1).
Procz tego odrzuémy kazda cze$¢ przedziatu, wystajaca poza punkty O
i 1L Okreslilismy w ten spos6b nieskorczong mnogos¢ przedziatdw, srod
ktérych jest wiele zachodzacych na siebie.

*) Wyrazu ,zachodzi¢ na siebiet uzyliSmy w zwyklym znaczeniu:
dwa odcinki zachodzg na siebie, jezeli majg spélne punkty oprécz swych
krancow. Np. przedziaty (0, 21) oraz (73, 1) zachodza na siebie. Nato-
miast o przedziatach (0, -») i (7si 0 mozna powiedzie¢, ze stykaja sie.

Wyktad czystej matem. 14.
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?3) Kazdemu punktowi wymiernemu p/q przedzialu (0,1) podpo-
rzadkujmy przedziat

gdzie ejest liczbg dodatniag mniejszg od 1 Uwazajmy 0 za 0/1, a 1 za
11 i odrzuémy czesci przedziatéw, wystajgce poza punkty O, 1L Otrzy-
mujemy nieskonczong mnogos$¢ przedziatow zachodzacych na siebie, gdyz
w przedziale, podporzadkowanym punktowi p/q, istnieje nieskonczenie
wiele punktéw wymiernych réznych od p/q.

Twierdzenie Heinego-Borela. Przypu$émy, ze mamy da-
ny przedziat (a, b) oraz mnogo$¢ M przedziatéw, z ktérych kazdy
zawiera sig w przedziale (a, b). Przypusé¢émy dalej, ze mnogo$¢ M
posiada nastgpujace witasnosci:

(1) kazdy punkt wewnetrzny przedziatu (a, b)*) jest zarazem
punktem wewnetrznym przynajmniej jednego przedziatu mnogosci M

(2) punkt a jest lewym krancem przynajmniej jednego prze-
dziatu mnogosci, i tak samo punkt b jest prawym krancem przy-
najmniej jednego przedziatu tej samej mnogosci.

Jezeli te dwa warunki sa spetnione, wéwczas mozna z mno-
gosci M wybra¢ skonczonag liczba przedziatéw, tworzgacych nowg

mnogo$é, ktéra posiada wiasnosci (1) i (2).

Wiemy, ze a jest lewym krancem przynajmniej jednego
przedzialu mnogosci M, np. przedziatu (a, aj). Wiemy rowniez,
ze al lezy wewnatrz przynajmniej jednego przedziatu tej mno-
gosci, powiedzmy przedziatlu (aj, aj). Tak samo a2 lezy we-
wnatrz przedziatu (aj, aj) tej samej mnogosci, itd.

Rzecz jasna, ze jezeli po skonczonej liczbie takich kro-
koéw, np. po n krokach, dojdziemy do punktu an, zlewajgcego
sie z punktem b, wowczas twierdzenie zostanie dowiedzione,
gdyz otrzymamy skonczony zbidér przedziatbw, wybra-
nych z mnogosci M i posiadajacych rzeczone dwie wiasnosci.
Jezeli jednak an nie zlewa sie nigdy z b, woéwczas punkty
ax, a2, a3,... muszg dazy¢ do jakiego$ punktu granicznego,
gdyz kazdy nastepny lezy w prawo od poprzedniego, ale nie
jest z gory wykluczone, ze ten punkt graniczny lezy gdziekol-
wiek na odcinku (a, b).

*) tj. punkt, nalezacy do przedziatu (a, b), lecz rézny od jego
krancow.
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Przypusémy, ze zastosowaliSmy powyzsze postepowanie
na wszelkie mozliwe sposoby, czyli otrzymalismy wszelkie
mozliwe zbiory punktéw typu al, a2, a3,... Dowiedziemy, ze
istnieje $réod tych zbioréw przynajmniej jeden, ktéry dosiega punk-

tu b po skonczonej liczbie krokow.

o kazdym punkcie £ nalezgcym do przedziatu (a, b),

zemy powiedzie¢ jedno z dwojga: (1) albo i lezy w lewo od
jakiego$ punktu an, nalezacego do jednego z tych zbioréw,
(2) albo tez rzecz sie ma przeciwnie, t.j. £ nie lezy w lewo od

zadnego punktu an zadnego z tych zbioréw. Wszystkie punkty i
mozemy podzieli¢ na dwie klasy L, R, zaliczajac do L te punk-
ty, ktore spetniajg warunek (1), do R za$ te, ktére spetniaja
warunek (2). Klasa L niewatpliwie istnieje, gdyz wszystkie
punkty przedziatlu (a, a® nalezg do niej. Postaramy sie do-
wies¢, ze klasa R nie istnieje.

Gdyby istniata klasa R, woOwczas L lezataby w lewo od
R i dwie te klasy wyznaczatyby przekréj w dziedzinie liczb
rzeczywistych, nalezgcych do przedziatu (a, b). Temu przekro-
jowi odpowiadataby jaka$ liczba £0. Punkt £0 nalezatby do ja-
kiegos$ przedzialu mnogosci M, powiedzmy do przedziatu (£, i").
Punkt i nalezalby do L, t.j. musiatby leze¢ w lewo od jakie-
go$ wyrazu an jednego z naszych zbioréw. Ale w takim razie
mamy prawo zatozy¢, ze przedziatem (£, 6") jest przedziat
(an, an+i), ktéry zostat podporzadkowany punktowi an przy
omoéwionej poprzednio konstrukcji zbioru at, a2, a3,.. Wszyst-
kie punkty, lezace w lewo od leza w lewo od aw+l, zatym
z prawej strony punktu £0 istniejg punkty, nalezgce do klasy
L, co przeczy okres$leniu klasy R. Wobec tego klasa R nie
moze istnied.

Tak wiec kazdy punkt i nalezy do klasy L. Otéz b jest
prawym krancem jakiego$ przedziatu, nalezgcego do mnogosci
M, powiedzmy przedziatu (b1, b), a zarazem nalezy do L. W ta-
kim razie w zbiorze a1, a2, a3.. istnieje wyraz an taki, ze
ail>b 1. Przedziat (an, a,+i), ktdory chcemy podporzadkowac
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punktowi an, mozemy utozsami¢ z przedzialem (bX, 6) i w ten
spos6b otrzymamy zbiér, ktérego wyraz nastepujacy po n-tym,
czyli wyraz an+!l zlewaé sie bedzie z b, jednym stowem otrzy-
mamy skonczony zbiér przedziatdw, posiadajgcy dwie rzeczo-
ne wiasnosci.

Zbadajmy teraz przedziaty, o ktérych mowiliSmy na po-
czatku niniejszego paragrafu.

(1) Przedziat ten nie czyni zados¢ warunkom twierdze-
nia: punkty 1/n, 2jn, 3/w,.. nie lezg wewnatrz zadnego prze-
dziatu mnogosci M.

(2) Ten przedziat czyni zado$¢ warunkom twierdzenia.
Zbior przedziatow

podporzadkowanych punktom e 2e, 3e,..., 1—s posiada dwie
rzeczone wiasnosci.
3) W tym przyktadzie mozemy dowies$¢, ze przy dosta-

tecznie matym e istniejg punkty przedziatu (0, 1), nie lezace
wewnatrz zadnego przedzialu mnogosci M.

Gdyby kazdy punkt przedziatu (0, 1), z wyjatkiem, oczy-
wiscie, krancow, lezat wewnatrz jednego z przedziatdw mno-
gosci M, moglibysmy wybra¢ z tej mnogosci skonczony zbior
przedziatéw, posiadajacych te sama wiasnosé, a przytym takich,
ze suma ich bytaby wigeksza od 1. Otéz mamy dwa przedziaty
o ditugosci =2e, dla ktérych gq=\, oraz q—1 przedziatéw, pod-
porzadkowanych kazdej innej wartosci q i takich, ze ich dtu-

gos$é = Wobec tego suma jakiejkolwiek skonczonej

liczby przedziatbw mnogosci M nie moze by¢ wieksza od ilo-
czynu 2s przez sume szeregu

(W rozdziale VIIlI dowiedziemy, ze szereg ten jest zbiezny).
Tak wiec przy dostatecznie matym s, zatozenie, ze kazdy punkt
przedziatu (0, 1) lezy wewnatrz jednego z przedziatbw mnogo-
sci M, prowadzi do sprzecznosci.

Czytelnikowi wyda sie moze, ze ten dowdd jest zbyt diu-
gi, ze istnienie w przedziale (0, 1) punktéw, nie lezgcych we-
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wnatrz zadnego przedziatlu mnogosci M, wynika odrazu z fak-
tu, iz suma wszystkich przedziatéw tej mnogosci jest mniejsza
od |. Ale taki dowdd bytby oparty na twierdzeniu wcale nie
oczywnstym (w przypadku nieskonczenie wielu przedziatow),
ktorego nie mozna dowies¢ bez pomocy tw. Heinego-Borela
lub jakiego$ innego réwnowaznego mu.

99. Zastosujmy teraz tw. Heinego-Borela w celu ustale-
nia dwuch bardzo waznych twierdzen, dotyczacych oscylacji
funkcji ciagtej.

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja y(x) jest ciggta w przedzia-
le (a, b), mozemy ten ‘przedziat podzieli¢ na skonczona liczbe prze-
dziatéw (a, xf), (@a, x2),.. xn, b) takich, ze w kazdym z nich oscy-
lacja funkcji t(x) bedzie mniejsza od dowolnej, z gory zadanej
liczby dodatniej 8.

Niech £ bedzie dowolng liczbg, zawartg miedzy a i b. Po-
niewaz y(x) jest ciagla przy x — £, zatym mozemy znalez¢ taki
przedziat (E—e, £-]-€), ze oscylacja funkcji bedzie w nim mniej-
sza od 8. Rzecz jasna, ze dla kazdego £ i dla kazdego 5 istnie-
je nieskonczenie wiele takich przedziatéw, gdyz jesli jakas
liczba e czyni zado$¢ wymienionemu warunkowi, to kazda licz-
ba mniejsza od s tymbardziej musi mu czyni¢ zado$¢. Wyboér
wartosci na e zalezy, oczywiscie, od £ nie mamy narazie po-
wodu do myslenia, ze jakakolwiek wartos¢ na e, odpowiadajg-
ca pewnej oznaczonej wartosci na £ czyni zado$¢ naszemu wa-
runkowi przy innych wartosciach na £ Przedziaty, zwiazane
w ten sposéb z punktem £ nazwiemy ,przedziatami dla 8
i punktu £7.

Jezeli £=a, mozemy wyznaczy¢ przedziat (a, a-f-e), a wiec
i nieskonczenie wiele takich przedziatéw, ktére posiadajg rze-
czong wilasnos¢. Nazwiemy je ,przedziatami dla 8 i punktu a”.
W taki sam sposéb wyznaczamy ,przedziaty dla 8 i punktu

Wezmy teraz pod uwage mnogos$¢ M przedziatow, ztozo-
na ze wszystkich ,przedziatéw dla 8 i dla wszystkich punktéw
przedziatu (a, &”. Mnogos$¢ ta czyni zado$¢ warunkom twier-
dzenia Heinego-Borela: kazdy punkt wewnetrzny przedziatu
(a, b) jest zarazem punktem wewnetrznym przynajmniej jedne-
go przedziatlu mnogosci M, kazdy zas$ z punktdw a i b jest
krancem przynajmniej jednego przedziatu tej mnogosci. Moze-
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my tedy wyznaczy¢ mnogos¢ skonczong M przedziatdw, po-
siadajacych te same wiasnosci i wybranych z posréd mnogo-
sci M.

W przypadku ogdélnym przedzialy mnogosci Mm* zachodzg
na siebie (Jak na rys. 42). Ich punkty krancowe dzielg prze-
dziat (a, b) na skoriczong mnogos$¢ M " przedziatéw, z ktérych
kazdy zawiera sie w jakim$ przedziale mnogosci M' i odzna-

cza sie tym, ze oscylacja funkcji y(x) jest w nim mniejsza od S
W ten spos6b dowiedliSmy twierdzenia 1.

Twierdzenie 2. Do kazdej, z géry zadanej liczby 8 mozemy
dobra¢ taka liczbe y], ze gdy podzielimy przedziat (a, b) w dowolny
spos6b na przedziaty krdétsze od yj, woéwczas oscylacja funkcji y(x)

bedzie w kazdym z nich mniejsza od 8.

Obierzmy ~<”8 i zbudujmy, jak w twierdzeniu 1, skon-
czong mnogos$¢ m przedziatlow takich, zeby w kazdym z nich
oscylacja funkcji tpad) byta mniejsza od 8r Niech Y bedzie dtu-
goscig najkrotszego przedziatlu mnogosci m. Mozemy podzieli¢
przedziat (a, b) na czeSci krotsze od y; kazda z tych czesSci mu-
si leze¢ calkowicie wewnatrz conajwyzej dwucli przedziatéw
mnogosci m. Wobec tego, na mocy (3), § 96, oscylacja funkcji
y(x) w kazdej czesci, krotszej od yi, nie moze by¢ wieksza od
podwojonej oscylacji tej funkcji w przedziale, nalezgcym do
mnogosci m, czyli musi by¢é mniejsza od 28r< 8.

Twierdzenie to ma zasadniczg wage w teorji catek okre-
Slonych (rozdziat VII). Bez tego twierdzenia (lub innego, réw-
nowaznego mu) niepodobna dowiesé¢, ze funkcja, ciggta w prze-
dziale, musi posiada¢ w tym przedziale catke.

100. O funkcjach ciagtych Kkilku zmiennych. Pojecia
ciggtosci i nieciggtosci mozna rozszerzy¢ na funkcje Kilku
zmiennych niezaleznych. Powstajg tu jednak kwestje o wiele
trudniejsze i bardziej ztozone od tych, ktére roztrzgsaliSmy
w niniejszym rozdziale. Nie mozemy tych kwestji szczegdéto-
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wo rozwazaé¢, niemniej jednak musimy ustali¢ pojecie funkcji
ciagtej dwuch zmiennych.

Funkcja f{x, y) dwuch zmiennych x,y nazywa sie ciggla
przy x=1i, y=r\, jezeli do kazdej dowolnie zadanej liczby dodatniej 8

mozemy dobraé¢ taka liczbe e(8), ze przy
0 NMm—£j<le@) oraz 0<; 7—rje(S)
mamy \y(x, y) — @, riy]< 8.

Innemi stoicy: funkcja f(x, y) nazywa sie ciagta przy x=£,
y=r\, jezeli mozemy wykres$li¢ kwadrat, ktérego boki roéicnaja sie
26(8) i sa réwnolegle do osi sp6lrzednych, a $rodek lezy w punkcie
(£, rj), i jezeli warto$¢ funkcji r(x, y) w kazdym punkcie, lezacym
wewnatrz lub na konturze tego kwadratu rézni sie od <AE rj) mniej
niz o 8.

W okresleniu tym zakladamy, ze funkcja y(x, y) jest okre-
Slona we wszystkich punktach kwadratu, a w szczegdélnosci
w punkcie (i, rj). Okres$lenie to wypowiadajg niekiedy w na-
stepujacej postaci: @@ y) jest funkcja ciggta przy x—e, y —n
jezeli @x, y)— & rj), gdy a y-+r\ w dowolny sposéb.

Ta forma okre$lenia jest pozornie prostsza, ale zawiera
zdania, ktérych znaczenie nie zostato wyjasnione i ktére da-
dzg sie wyjasni¢ dopiero zapomocag nierownosci takich, jak
uzyte przez nas w poprzednim okresleniu.

Z tatwoscig dowie$¢ mozna, ze suma, iloczyn oraz (w ogol-
nym przypadku) iloraz funkcji ciagtych dwu zmiennych sg funk-
cjami ciggtemi. Wielomian catkowity dwu zmiennych jest cig-
gty przy wszelkich wartosciach tych zmiennych. Wszystkie
funkcje dwu zmiennych x, y, jakie najczesciej spotykamy w ele-
mentarnych zagadnieniach analizy, sa naogét ciggte, to znaczy,
ze bywaja nieciagte tylko dla pewnych szczegdlnych par war-
tosci x, vy.

Czytelnik powinien doktadnie zdac¢ sobie sprawe z tego. ze powie-
dzenie: ,funkcja g y) jest ciagta wzgledem obu zmiennych" zawiera
co$ wiecej niz powiedzenie: ,funkcja y(x, y) jest ciggta wzgledem kazdej
zmiennej z osobna". Jezeli funkcja qie y) jest ciggta wzgledem obu
zmiennych x,y, to musi by¢ ciagta wzgledem zmiennej x (lub y), gdy
druga zmienna y (lub x) ma jakakolwiek stalg warto$¢, ale twierdzenie
odwrotne nie jest stuszne. Wezmy np. pod uwage funkcje, okreslong
W nastepujacy sposaéb:
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@@ y)—Q gdy x lub y réwnaja sie zeru,

2y - - o
oo y)—=z—--gdy ani x, ani y nie réwnajg sie zeru.
ar+ s$r
Jezeli y ma statg wartos¢, to @z y) jest funkcja ciggta zmiennej x,

a w szczegolnosci jest funkcjg cigglta przy cc=0, gdyz przy x=0 mamy
< y)=0, a przy cc->0 mamy @, /v0. Tak samo dowies¢ mozna, ze
y(x, y) jest funkcja ciagta zmiennej y, jezeli x ma stalg wartos¢. Ale
ta sama funkcja y(x, y), rozpatrywana jako funkcja dwu zmiennych, jest
nieciagla w punkcie a:=0, y—O0. Istotnie, w tym punkcie wartos¢ jej =0,
jezeli za$ x iy daza do zera wzdtuz prostej y=ax, woéwczas

. 2a . 2a
FY)T gl imo Y)= g,

i ta granica moze by¢ dowolng liczbg, zawarta miedzy —1 a +1.

101. O funkcjach uwiklanych. W rozdziale Il natrafili$my juz
na pojecie funkcji uwiktanej. Jezeli np. x i y zwigzane sg z sobg za-
leznoscig

YIi-XY =Y =X T 0 i (2)
nazywamy y funkcja uwiktana zmiennej x.

W rozdziale Il zaktadaliSmy, ze takie réwnanie doktadnie okresla y
jako funkcje zmiennej X, w rzeczywistosci jednak zatozenie to wcale nie
jest oczywiste. Musimy teraz zbada¢ te sprawe nieco doktadniej.

Wprowadzimy najpierw pewien dogodny termin. Przypusé¢my, ze
punkt (a, b) mozemy otoczy¢ takim kwadratem, ze dla kazdego punktu
tego kwadratu spetniony jest pewien warunek. Taki kwadrat nazwiemy
otoczeniem punktu (a. b) i powiemy, ze rzeczony warunek jest spetniony
w otoczeniu albo w poblizu punktu (a, b). Rozumie¢ przez to bedziemy,
ze mozna znalez¢ jaki$ kwadrat, w ktorym ten warunek jest spetniony.
Rzecz jasna, ze ten sam termin da sie zastosowaé¢ do funkcji jednej
zmiennej, z tg tylko réznica, ze zamiast kwadratu wypadnie bra¢ pod
uwage odcinek prostej.

Twierdzenie.*) Jezeli funkcja f{x, y) dwuch zmiennych x, y spetnia
trzy nastepujgce warunki:

(1) f(x, y) jest ciagta w otoczeniu punktu (o, b),

(m f(a,b)=0,

(11)  przy wszelkich wartosciach x iv poblizu a, funkcja f(x, y) jest sta-
le rosngca funkcjg (w Scislejszym znaczeniu wyrazu) zmiennej y (poréw. § 88),

woéwczas (1) istnieje jedna tylko funkcja y=y{x), ktéra, podstawiona za-
miast y do réwnania f(x, y)—0, czyni mu zado$¢ przy wszelkich wartosciach
na x w poblizu a

*)  W. H Young, Proceed. London Mathem. Society, New Series, vol.
VI, p. 404.
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2 q@) jest funkcja ciagta przy wszelkich wartosciach na x w po-
blizu a

Na rysunku P jest punktem (a, b), kwadrat za$ przedstawia ,o0to-
czenie" punktu (a, b), w ktérym to otoczeniu spetnione sa warunki (I)
i (1. Jezeli punkty Q, ii obierzemy tak, jak na rysunku, wowczas z (llI)
wyniknie, ze f(x, y) ma warto$¢ dodatnia w punkcie a ujemna w punk-
cie R. Poniewaz f{x,y) jest funkcja ciggtg zaréwno w Q, jak w R, mo-
zemy zatym poprowadzi¢ réwnolegle do osi tc-6w odcinki QQ', RR1w ten
sposob, ze odcinek Q'R' bedzie roéwnoleglty do osi y-6w i ze f(x,y) be-
dzie przybiera¢ wartosci dodatnie wzdtuz odcinka QQ\ ujemne za$ wzdtuz
odcinka RR1 W szczegélnosci f(x, y) musi mie¢ warto$¢ dodatnig
w punkcie Q\ ujemng zas w R\ a wiec, na mocy wiasnosci (Ill) i § 93,

Rys. 43.

funkcja f(x, y) w jednym i tylko w jednym punkcie odcinka Q'R' musi
rownaé sie zeru. Niech punktem tym bedzie P'. W taki sam sposéb
na kazdym odcinku, réwnolegtym do osi rzednych i zawartym miedzy
RR' a QQj wyznaczymy po jednym punkcie, w ktérym f(x, y)=0. Rzecz
jasna, ze te samag konstrukcje mozna bytoby wykonaé¢ w lewo od odcin-
ka QR. Zbiér wszystkich punktéw takich, jak P', daje nam wykres zg-
danej funkcji y=cp(x).

Musimy jeszcze dowiesé, ze cp(cr) jest funkcjg ciggta. W tym celu
najlepiej jest odwota¢ sie do pojecia granicy wyzszej i nizszej funkcji
@), gdy x-*a (8 89). Przypusémy, ze gdy cc->0, funkcja <p() posiada
granice nizszg Xi wyzszg V. Rzecz jasna, ze punkty (a X) i (a, V) lezg
na QR. Mozemy przytym znalez¢ taki ciag wartosci x, ze @E;>X gdy
a->a poprzez liczby tego ciagu, a poniewaz f\x, <>)|=0, funkcja za$
f{x, y) jest funkcja ciggta zmiennych x, y, zatym

f{a, X)=0.

Mamy tedy \—b. W taki sam sposob wykazujemy, ze v=b. Stad wyni-
ka, ze 9@ dazy do granicy b, gdy x->a, i ze zatym tp@@) jest funkcjg ciagta
w punkcie x=a. W taki sam sposéb dowodzimy, ze w otoczeniu punk-
tu a funkcja cp(@?) jest ciggta przy wszelkich wartosciach x.

Rzecz jasna, ze twierdzenie pozostanie stuszne, jezeli w warunku
(1) zastgpimy wyraz ,rosnacy" przez wyraz ,malejacy".
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DJa przyktadu zbadajmy réwnanie (1) nastr. 216 , zakladajac a—Q
b—0. Rzecz oczywista, ze warunki (I) i (II) sg spetnione. Précz tego
przy dostatecznie matych wartosciach na x, y i y' znak réznicy

Hxyy)—(x, y)=(y-y' N y*+yy +yd'2+yy'3+y'4-x - 1)
jest przeciwny znakowi réznicy y—y* Wobec tego spetniony jest waru-
nek (I11), w ktérym wyrazy ,funkcja rosngca" zastgpiliSmy przez ,funk-
cja malejgca". Stad wynika, ze istnieje jedna i tylko jedna funkcja cia-
gta i, ktéra réwna sie zeru przy x=0 i czyni zado$¢ tozsamosciowo row-
naniu (1).
Do tego samego wniosku doszlibysmy, badajac funkcje

y2—xy —y—x=0.
W tym wypadku szukang funkcjg jest

y—y*U+cc— \/l + 6x+ x2\,
w ktorej bierzemy dodatni pierwiastek kwadratowy.

102. O funkcjach odwrotnych. Przypusémy w szczegélnosci,
ze f{x,y) ma ksztatt F(y)—x. W takim razie mamy nastepujace twier-
dzenie:

Jezeli F(y) jest funkcjg zmiennej vy, ciggta w poblizu y=b i stale ro-
snaca (lub stale malejacg) w Scislejszym znaczeniu tego wyrazu, i jezeli F(b)=a,
wlwczas istnieje jedna tylko funkcja ciagla y—<f(x), ktéra réwna sie b przy
Xx=a i czyni zado$¢ tozsamosciowo réwnaniu F{y)—x tv poblizu x=a.

Funkcje w ten sposob okreslong nazywamy funkcjg odwrotng wzgle-
dem F(y).

Przypusémy np., ze y3—x, a—0, 6=0. Wszystkie warunki twier-
dzenia sg spetnione, wobec czego x="/y jest funkcjg odwrotna.

Gdybysmy zatozyli, ze y2—x, to warunki twierdzenia nie bytyby
spetnione, gdyz y2 nie jest funkcja stale rosnaca zmiennej y w przedzia-
le, zawierajgcym warto$¢ y—0: funkcja ta rosnie przy y dodatnim, male-
je za$ przy y ujemnym. Jakoz wniosek naszego twierdzenia w tym wy-
padku nie jest stuszny, lecz réwnanie y2—x wyznacza dwie funkgje, mia-
nowicie x=\Jy, x——\y. Obie te funkcje réwnaja sie zeru przy x=0
i obie sg okreslone tylko dla dodatnich wartosci zmiennej x, tak iz réw-
nanie ma czasem dwa rozwigzania, czasem za$ nie ma zadnego.

Czytelnik zbada w taki sam sposob ogoélniejsze réwnanie

Inny ciekawy przyktad mamy w réwnaniu

y*—y—x=0.
Tak samo réwnanie
siny—x
posiada jedno rozwigzanie, mianowicie arcsina?, i rozwigzanie to réwna
sie zeru, gdy a:=0. W danym wypadku istnieje wprawdzie nieskoncze-
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nie wiele innych rozwiazan, ale te nie czynia zado$¢ postawionemu przez
nas warunkowi

Czytelnik powinien poszukaé bezposredniego dowodu naszego twier-
dzenia, a wiec dowodu, niezaleznego od § 101. Powinien on tez dowiesc,
ze funkcja odwrotna jest réwniez stale rosngca (lub malejaca).

Zadania do rozdziatu V.

1 Jezeli ani a ani b nie réwnajg sie zeru, woéwczas
axn+ bxn+ 1+... + k—axn(1+ €
gdzie € jest liczbg malg pierwszego rzedu, gdy x jest duzg liczba.

2. Jezeli az 0 i P(x)=axn+bxn-1+...+k, wowczas, przy dostatecz-
nie wielkich wartosciach x, warto$¢ liczbowa wielomianu P(x) ma ten
sam znak, co a. To samo da sie powiedzie¢ o réznicy P(x+ N)—P(x), gdzie
A jest dowolng stata.

3. W og6lnosci mamy

(axn+ bxn- 1+ ...+K)/(Axn+ Bxn-I+... + K)= a+(B/x)(1+ €
gdzie a=al/A, B=(bA-aB)/A2 a & jest liczbg matg pierwszego rzedu, gdy
x jest duzg liczbg. Jakie przypadki szczeg6lne moga tu zachodzi¢?

4. Funkcje (ax2+ bx + c)/(Ax2+ Bx+C) przedstawi¢ w postaci
«-KP/a9+(T/*2(l + e)), gdzie sx jest liczbg malg pierwszego rzedu, gdy x
jest duzg liczba.

5. Dowies¢, ze limyfke] \W/xA- a—\VX\—llva

x—ycc

6. Dowies¢, ze \/x+a—\Zx+WR2@/\/x)(l + &), gdzie e jest malg
pierwszego rzedu, gdy x jest duza liczba.

7. Wyznaczy¢ a i ~ w ten spos6b, by przy cc-v;» funkcja
\/ax2+2bx+ c—*x —P dazyta do zera.

Dowies¢, ze

lima?! v ax _;__Z_B_irc_aoc_pj:%_z__bz .

8. Znalezé limxX\ \ x 2+ Wx*+1 —xXV/2\ .

X— Voo

9. Dowies¢, ze (seca —tgo)-v 0, gdy a?-*i .

10. Dowies¢, ze <)= | —cos (1—cosec) jest matg czwartego rzedu,
jezeli x jest matg liczbg. Znalez¢ granice, do ktdérej dazy y{x)/x*, gdy
X —m0.

11. Dowies¢, ze y(x)=x sin (sin*) —sin2? jest matg széstego rze-
du, jezeli x jest malg liczbg. Znalez¢ granice, do ktérej dazy <?x)/xG
gdy ec>>0.

12, Z punktu P, lezacego na przedtuzeniu promienia OA, prowadzi-
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my do kota styczng PT, a z punktu stycznosci T kreslimy TN prosto-
padle do OA. Dowie$é, ze gdy P zbliza sie nieograniczenie do A, woéw-
czas NA/ZAP-+1.

13. Do tuku kota prowadzimy trzy styczne: dwie w jego konhco-
wych punktach, trzecig za$ w $rodkowym jego punkcie. Oznaczmy przez
A pole trojkata, utworzonego przez dwie pierwsze styczne i przez cieci-
we tuku, a przez A’ pole trojkata, utworzonego przez trzy styczne. Do-
wies¢, ze AIA'—4, gdy ditugosé tuku dazy do zera.

L - . a+sin(l/a) )
14. Przy jakich wartosciach a funkcja -------— — dazy do +a> lub
X
do —oo, gdy a-vO. [Do +o0o0, gdy a>1 do —oo0, gdy a<—1 przy
— funkcja waha sie.]

15. Jezeli y(x)=1/q, gdy x=p/q, przy wszelkim za$' niewymiernym
x mamy <f(cc)=0, wowczas €(x) jest funkcjg ciggta dla -wszystkich niewy-
miernych wartosci zmiennej x, nieciggta za$ dla wszystkich wymier-
nych wartosci x.

16. Okreslamy funkcje (@) w nastepujgcy sposdb: cp(0)=0; przy
0<a;< 1 mamy <p(Ec)=l —\ <p(l)—1. Dowies¢, ze funkcje te mozna przed-
stawi¢ zapomoca wzoréw

17. Dowies¢, ze funkcja, przedstawiona na rys. 40, da sie wyrazié
za pomocg wzoru

18. Niech bedzie f{x)—x przy x wymiernym oraz <p(@?=l—x przy
X niewymiernym. Dowie$¢, ze gdy x ro$nie od Odo 1, i@ przybiera
raz i tylko raz jeden wszystkie wartosci od Odo 1, ale jest nieciggta
przy wszelkich wartosciach zmiennej x, z wyjatkiem tylko x=\.

19. Gdy x wzrasta od —Z do i, woéwczas y=sina: jest funkcjg

ciagta i rosnacg stale (w SciSlejszym znaczeniu) od —1 do 1 Dowies¢
istnienia funkcji x=arcsin?/, ciggtej i stale rosngcej, gdy y wzrasta od
-1 do 1

20. Dowies¢, ze najmniejsza whartos¢ liczbowa, jaka przybiera
arctgcc przy réznych wartosciach zmiennej vy, jest funkcjg cigglg i stale

rosnaca od —~ do i, gdy y przybiera wszelkie mozliwe wartosci rze-

czywiste.

21. Wozorujgc sie na rozumowaniach 8§ 101—102, zbada¢ rozwia-
zania réwnan

yl—y—x=0, y*—y2—«2=0, yi—yi+xi=0

w otoczeniu punktu x—0, y=0.
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22. Jezeli axz+ 2bxy-\-cy2-}-2dx-+-2ey=:0 i Jezell A=2bde—ae2—cd2~
wowczas jedna warto$¢ na y daje sie wyrazi¢ wzorem y=ax+px2 y x 3(1+ &),
gdzie O= —die, P=AN2e3y =(cd—be)A/2eH
a ex jest mala pierwszego rzedu, gdy x jest matg liczba.

[Jezeli y=ax+n, wowczas

—2en = ax + 2ox(n + ax)+ C(r|+ ax)2= A x 2+ 2Bxn + cn2

Rzecz jasna, ze n jest matg drugiego rzedu, xn malg trzeciego rze-
du, a -g@2 matg czwartego rzedu, i Ze —2eq=Ax2—(AB/e)x3 przyczym biad
jest rzedu czwartego.]

23. Jezeli x=ay+by2+cys wowczas jedna warto$¢ na y da sie wy-
razi¢ zapomocg wzoru

y —ax+ $x2+ fx Y1+ ex),
gdzie a=l/o, s= —ba3 f=(2b2—ac)/a§ a sx jest matg pierwszego rzedu,
gdy x jest malg liczbg.
24. Jezeli x=ay+byn, gdzie n jest liczhg catkowitg wiekszg od 1,
wolwczas jedng warto$¢ y mozemy wyrazi¢ zapomocg wzoru

y=ax+$xn+ix Y1+ e,
gdzie a=1l/a, —b/an+1, i=nb2a2ndrx & ex jest malg rzedu («—)-sze-
go, gdy x jest matg liczba.

25. Dowie$¢, ze najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania xy— sina:
jest funkcjg ciggty zmiennej y w przedziale (0, 1) i stale maleje od n do
0, gdy y wzrasta od 0 do 1 [Jest to funkcja odwrotna Wzgledem-s-I ----- ;

X

zastosowac § 102]
26. Najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania xy=tgx jest funk-

cja ciagta zmiennej y w przedziale (1, oo) i ro$nie stale od 0 do % gdy
y ros$nie nieograniczenie, poczynajac od 1



ROZDZIAEL VI.
0 POCHODNYCH I CALKACH.

108. O pochodnych. Powré¢émy do rozwazania wiasno-
sci, ktére intuicja nasza przypisuje krzywym. Widzielismy
w poprzednim rozdziale, ze najprostsza i najoczywistsza z nich
jest zwigzana z wrazeniem spoéjnosci, jakie czyni na nas krzy-
wa. Te wiasnos¢ ujeliSmy w forme S$cistego okreslenia, mia-
nowicie okreslenia funkcji ciggtej.

Krzywe, z ktéremi mamy do czynienia w matematyce ele-
mentarnej, posiadajg, oczywiscie, wiele innych ciekawych wta-
snosci, a miedzy innemi te, ze majg w kazdym punkcie stycz-
na. W gieometrji elementarnej okreslamy nieraz styczng w punk-
cie P, jako ,graniczne potozenie cieciwy PQ, gdy punkt Q
zbliza sie nieograniczenie do P”. Zakladamy przez to, oczy-
wiscie, istnienie ,potozenia granicznego”. Zbadajmy nieco do-
ktadniej to zatozenie.

Na rys. 44 punkt P na krzywej jest staly, Q zas$ jest
punktem zmiennym; Pd/, QN sg rownolegte do osi y-6w, a pro-
sta PR jest rownolegta do osi a>6w. Spoéirzedne punktu P
oznaczmy przez x, y, spotrzedne punktu Q przez x-\-h, y-\-h.
Rzecz jasna, ze h moze by¢ liczbg dodatnig lub ujemna, zalez-
nie od tego, czy N lezy w prawo czy w lewo od M.

ZatozyliSmy, ze krzywa posiada w punkcie P styczng
(czyli ze istnieje w zupetnosci oznaczone ,graniczne potozenie”
cieciwy PQ). Przypusémy, ze styczna PT tworzy z osig £Cow
kat <& Orzeczenie: ,PT jest granicznym potozeniem cieciwy
PQ” bedziemy uwazali za réwnoznaczne z orzeczeniem: ,kat P
jest granica, do ktoérej dgazy kat QPR, gdy Q dazy po krzy-
wej do P z jednej lub z drugiej strony tego punktu”. Bedzie-
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my musieli rozrézni¢ dwa przypadki: jeden ogdélny, drugi wy-
jatkowy.

Przypadek ogélny zachodzi woéwczas, gdy n, gdy za-

tym styczna P T nie jest réwnolegta do osi y-6w. W tym przy-
padku RPQ dazy do granicy $ a

RQ X dcl)
PR=tg RF®
dazy do granicy tgt{>.

Ootoéz

a wiec

Zwracamy uwage czytelnika, ze we wszystkich powyz-
szych réwnaniach uwazamy wszystkie ditugosci za opatrzone
znakami (wobec czego RQ jest ujemne, jezeli Q lezy w lewo
od P) i ze dazenie powyzszej funkcji od granicy nie jest za-
lezne od znaku przy h.

Tak wiec zatozenie, ze krzywa, bedaca wykresem funkcji
), posiada w punkcie P stycznag, nie prostopadta do osi sc-6w,
jest réwnoznaczne z zatozeniem, ze ) posiada nastepujgca
wiasnos$é: przy wartosci x, odpowiadajacej punktowi P, iloraz

n h dazy do granicy, gdy h dazy do zera.

Sformutowane w ten sposob zatozenie jest réwnoznaczne z trzema
nastepujgcemi zatozeniami:
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daza do granicy, gdy h>0Q, a przytym obie granice réwnajg sie sobie.
Jezeli te dwie granice istniejg, lecz nie réwnajg sie sobie, krzywa posia-
da w punkcie P ostrze, jak na rys. 45.

Przypusémy, ze krzywa nasza posiada w kazdym punkcie
styczng, albo przynajmniej, ze posiada styczng w kazdym punk-
cie pewnego tuku, odpowiadajgcego oznaczonemu przedziatowi
zmiennosci x. Przypusémy dalej, ze styczna ta nigdzie nie
jest prostopadta do osi a>6w (gdybysmy wiec mieli do czynie-
nia z kotem, wypadtoby poprzesta¢ na rozwazaniu tukéw mniej-
szych od poétokregu). Przy tych zatozeniach réwnanie ksztat-
tu (1) jest stuszne .dla kazdej wartosci x, nalezacej do rozwa-
zanego przedziatlu. Kazdej takiej wartosci x odpowiada war-
tos¢ na tg & widzimy, ze tx]> jest funkcjg zmiennej x, okre-
Slong dla wszystkich wartosci x rozwazanego przedziatu, i ze
wartosé tej funkcji mozemy obliczyé, znajac funkcje <p(se). Te
nowa funkcje nazwiemy funkcja pochodna albo krécej: pochod-
Nna funkcji v(x). Oznacza¢ ja bedziemy symbolem

Dziatanie, polegajace na obliczeniu <f'(x), gdy dana jest
funkcja @), nosi dos¢ niefortunng nazwe rdézniczkowania.
Zanim przejdziemy do zbadania szczegélnego przypadku,

w ktérym <{>:B, postaramy sie wyjasni¢ na kilku przyktadach
u

pojecie pochodnej.

104. Kilka uwag ogolnych. (1) Istnienie pochodnej y'{x)
dla wszystkich wartosci x przedziatlu a~x~b wymaga, by funk-
cja ¢p(a) byta ciagta w kazdym punkcie tego przedziatu. Istotnie

n N6 mo”e dazy¢ do granicy, jezeli nie zachodzi

rownosé lim y(xA-h) = y(x), ktéra stanowi istote pojecia ciggtosci.

(2) Mimowoli powstaje pytanie: czy twierdzenie odwrotne
jest stuszne? Czy kazda krzywa ciggta posiada w kazdym
swoim punkcie styczng i czy kazda funkcja posiada pochodna
dla kazdej wartosci x, przy ktoérej funkcja ta jest ciggta? *)
Odpowiedz wypada przeczaca] aby sie o tym przekonaé¢, wy-

*) Pomijamy tu przypadek szczegélny (ktéry rozpatrzymy poéz-
niej), w ktdrym styczna jest prostopadta do OZ.
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starczy wzigé pod uwage krzywa, utworzonag przez dwie prze-
cinajace sie proste (rys. 44).

Czytelnik odrazu spostrzeze, ze dazy do

granicy tgp, jezeli h—*0 przez wartosci dodatnie, do granicy
zas$ tg a, jezeli 0 przez wartosci ujemne.

Moznaby powiedzie¢, ze krzywa nasza ma w punkcie P dwa rézne
kierunki. Sa jednak przypadki, gdy krzywej ciggtej nie mozna przypi-
sa¢ w danym punkcie zadnego okreslonego kierunku. Wezmy np. pod
uwage funkcje y=x sin(l/aj). Funkcja ta nie jest okre$Slona przy x=0,
a wiec jest w tym punkcie nieciggta. Jesli jednak okres$limy funkcje za-
pomocg dwuch réwnan

y(x)—x sin(l/ar) (#4=0), e@=0 (x—0),
otrzymamy funkcje, ciggta w punkcie x—0. Wykres tej funkcji jest krzy-
wa, ciagta.

Ale y(x) nie posiada pochodnej w punkcie x=0. Istotnie, pochod-
na <f(0) powinnaby réwnac sie limjcf(ft}—<f(Q)j/7i czyli powinnaby réw-
na¢ sie limsin(l//i), a taka granica nie istnieje.

Zostato nawet dowiedzione, Ze istniejg funkcje ciggte, nie majace
pochodnej dla zadnej wartosci zmiennej niezaleznej, nie mozemy jednak
zajmowac sie tg sprawg i odsylamy czytelnika do obszernych kursow
teorji funkcji.

(3) Pomyst utworzenia funkcji pochodnej zostat nam na-
suniety przez rozwazania gieometryczne, samo jednak pojecie
pochodnej jest absolutnie niezalezne od poje¢ gieometrycznych.
Nie uciekajac sie do zadnych rozwazan gieometrycznych, mo-
zemy okres$li¢c pochodng zapomoca réwnania

i powiedzie¢, ze przy oznaczonej wartosci x funkcja (i) ma
pochodng albo nie ma pochodnej, zaleznie od tego, czy istnie-
je owa granica, czy tez nie istnieje. Gieometrja krzywych
jest tylko jednag z wielu dziedzin, w ktoérych stosujemy pojecie
pochodnej.

Inne wazne zastosowanie pojecia pochodnej mamy w mechanice.
Przypusémy, ze punkt porusza sie po prostej w ten sposéb, ze w czasie
t odlegto$¢ jego od statego punktu tej prostej wyraza sie zapomoca wzo-
ru s— (t). Predkos¢ ruchomego punktu w chwili t okresSlamy jako

Wyktad czystej matem. 15
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Pojecie predkosci jest wiasciwie tylko szczegélnym przypadkiem
pojecia pochodnej.

Przykiady XLII. 1. Jezeli y(x)- stalej, wéwczas 0 Obja-
$ni¢ zapomocg wykresu.

2. Jezeli <f(x)=ax+b, to gP(x)=a. Dowies¢ tego (I) na mocy okre-
Slenia pochodnej, (Il) zapomoca rozwazan gieometrycznych.

3. Jezeli y(x)=xm gdzie m jest liczbg catkowitg dodatnig, wow-
czas <f'(x)=ma;Orl

Zauwazmy, ze metody tej nie mamy prawa stosowa¢ do funkcji
x plg, gdzie p/q jest liczbg wymierng utamkowsa, gdyz (x+h)p'g nie moze-
my przedstawi¢ w postaci wielomianu (skoriczonego) zmiennej h. Pdzniej
{8 111) przekonamy sie, ze wz6r nasz i w tym wypadku pozostaje stuszny.
Na razie czytelnik moze ¢wiczyé sie w wyznaczaniu pochodnej poszcze
gélnych funkcji o wyktadniku utamkowym, np. &1,.]

4. Jezeli q@=sinx, to cp'@a?)- cosec, jezeli za$ -f(a;)=cos x, to
P -—sinx.

5. Roéwnanie stycznej i normalnej do krzywej y—y{x). Stycz-
ng do krzywej w punkcie @0, y0 jest prosta, przechodzgca przez ten
punkt i tworzgca z osig cc-Ow kat 4 taki, ze tg"\>=y'(x). Wobec tego
réwnanie stycznej mozemy napisa¢ w postaci

a rownanie normalnej (tj. prostej, prostopadtej do stycznej w punkcie
stycznosci) w postaci

Zaktadamy przytym, ze styczna nie jest rownolegta do osi y-6w.
Jezeli natomiast styczna jest rownolegta do osi y-6w, wowczas réwnania
stycznej i normalnej sa odpowiednio x=x0, y=yo-

6. Napisa¢ réwnanie stycznej do paraboli x2—4ay w dowolnym
punkcie tej krzywej. Jezeli x0=2a/m, y0=a/m2 woéwczas réwnanie stycz-
nej w punkcie (x0, y0 ma ksztatt x—my-\-{alm).

105. Wiemy juz, ze jes$li funkcja y(x) jest nieciggta przy
jakiej$ wartosci x, wéwczas nie moze ona mie¢ pochodnej przy
tej wartosci x. Np. funkcje I/x, sm(I/x) i t. p., ktére nie sg



okresSlone przy x=0, a wiec sa nieciagte przy X= 0, nie moga
mie¢ pochodnej przy x= 0. Tak samo funkcja [x], ktéra jest
nieciggta przy wszystkich catkowitych wartosciach na x, nie
moze mie¢ pochodnej przy tych wartosciach na x.
Funkcja [x] ma statg wartos¢ pomiedzy kazclemi dwiema kolejne-
mi wartoSciami catkowitemi na x. Wobec tego pochodna, ktorg mozemy
oznaczy¢ symbolem [cc], rowna sie zeru przy wszystkich wartosciach
niecatkowitych zmiennej « przy catkowitych za$ wartosciach na x nie
jest okreslona. Rzecz ciekawa, ze te samag wiasno$¢ posiada funkcja
sin kx
sinrer
W Przykiad. XL.7 widzieliSmy, ze najpospolitsze przy-
padki nieciggtosci zwigzane sa z wzorami ksztatltu <p(x) —vco

lub y{X)—>——co.. | w tych przypadkach funkcja nie ma pochod-
nej przy pewnych, wyjatkowych wartosciach na x.

Istotnie, w § 104.(1) moéwiliSmy, ze kazdy punkt nieciggto-
$ci funkcji 'f(X) jest réwniez punktem nieciggtoéci pochodnej qd(as)
Twierdzenie odwrotne nie jest jednak stuszne, o czym ftatwo
przekonamy sie, stajac znéw na punkcie widzenia gieometrycz-
nyin i badajac ten szczegélny przypadek, gdy wykres funkcji
y(x) posiada styczna, rownolegta do osi y-6w. Mozna przytym
rozrézni¢ kilka przypadkoéw, z ktorych najbardziej typowe zo-
staly zobrazowane na rys. 45. W przypadkach (e) i (d) funk-
cja ma z jednej strony punktu P dwie wartosci, z drugiej za$
strony nie jest wcale okre$lona. W takich wypadkach moze-
my uwaza¢ podwoéjne wartosci, ktére funkcja y(x) przybiera
z jednej strony punktu P, jako dwie rézne funkcje i 2Cr).
Gorng czes¢ krzywej bedziemy uwazali za wykres funkcji yjx).
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Czytelnik przekona¢ sie moze z tatwoscia, ze w przypad-
ku (a) mamy

@(h+ x) - @(x)

gdy h- 0; w przypadku (6) mamy

gdy h-0; natomiast w przypadku (c)

eYx+ h)-7,(x)
h h
w przypadku zas$ (d)
el(x+h)-yI( x ) Pi(s+ft)—<Pa(s) t
A ’ A + '
Zreszta w przypadku (c) mozemy bra¢ pod uwage tylko
dodatnie wartosci na h, w przypadku zas (d) tylko ujemne; ten
fakt sam przez sie uniemozliwia istnienie w tych punktach po-
chodnej (zgodnie z naszym okresleniem funkcji pochodnej).
Te cztery przypadki mozemy zilustrowac¢ zapomoca naste-
pujacych przyktadow:
(@ ys—x]1 (b) y3= —x, (c) y2—x, (d) y2= —x.
Oczywista rzecz, ze wyjatkowa wartoscig zmiennej nie-
zaleznej jest tu x = 0.

106. Kilka regut rézniczkowania. We wszystkich twier-
dzeniach niniejszego paragrafu zaktadamy, ze f(x) 1 F(x) maja
pochodne w tym przedziale zmiennosci &, ktory rozwazamy.

(1) Jezeli y(x)=f(x)-\-F(x), woéwczas
*(*F)=F{x)+F\x).
(2) Jezeli y(x)= Jcf(x), gdzie h jest stalg, wéwczas
y (x)=kf(x).

Czytelnik sam dowiedzie tych dwu twierdzen, opierajac
sie na Przykt. XXXVIII.1.

(3) Jezeli (o= f(x).F(x), wowczas

Yy (x)=1(x).F(x)+f(x).F'(x).
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Oczywiscie nalezy rozumieé, ze w rozwazanym przedzia-
le f(x)=(=0. W takim razie mamy

Wynika to odrazu z twierdzen (3) i (4).

(6) Jezeli y(x)=F[f(x)], woéwczas

Istotnie, niech bedzie f(x)=y, f(x-\-h)= y-\-k. Ody h—Q
woéwczas jednocze$nie >0 oraz Jc/h—xf'(x). Mamy wiec

Twierdzenie to zawiera, jako przypadki szczegdlne, twier-
dzenia (2) i (4); chcac sie o tym przekonaé¢, wystarczy zato-
zy¢ F(x)—Tex lub F(x)= Ifx. Inny ciekawy przypadek szcze-
goélny przedstawia funkcja f(x)=axJi~b] z twierdzenia naszego
wynika, ze aF'(ax-f& jest pochodng funkcji F(ax-\-b).

Ostatnie twierdzenie, ktére podamy, wymaga kilku stéw
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wyjasnienia. Niech bedzie x=tyy), gdzie <)) jest dla pewnego
przedziatu zmiennej y funkcja ciagta stale rosnaca (lub malejacy)
w Scidlejszym znaczeniu. W takim razie mozemy napisa¢ row-
nanie y=y(x), gdzie ¢ oznacza funkcje odwrotng wzgledem <u

@) Jezeli y=y(x), gdzie @ oznacza funkcje odwrotng wzgle-
dem ty tak ze x=tyy), i jezeli tyy) posiada pochodna ty(y) nieréw-

na zeru, wowczas y(x) ma pochodnag

W rzeczy samej, jezeli y(x-tyh)=y-1-k, woOwczas k—>0, skoro
tylko h—0, i mamy

Otrzymang funkcje mozemy wyrazi¢ w postaci funkcji zmien-
nej x, a to zapomoca zwiazku y — o), tak ze

Na mocy tego twierdzenia mozemy znalezé pochodng kaz-
dej funkcji, jezeli znamy pochodng funkcji odwrotnej.

107. O pochodnych funkcji zespolonych. Zaktadalismy
dotad, ze y= e(x) jest funkcja rzeczywistg zmiennej rzeczywi-
stej x. Jezeli y jest funkcjg zespolong ksztattu cp(Ec)-f
mozemy okresli¢ pochodng jako ty(x)-\-ity(x). Czytelnik prze-
kona sie z tatwoscia, ze twierdzenia (1)— (5) pozostajg stuszne.
Co sie tyczy twierdzen (6) i (7), to dla funkcji zespolonych
istnieja wprawdzie twierdzenia analogiczne, ale dowdd ich opie-
ra sie na pojeciu funkcji zmiennej zespolonej, ktére dopiero
p6zniej poznamy doktadniej.

108. Znakowanie rachunku rézniczkowego. Do ozna-
czenia pochodnej funkcji y= y(x) stuzy¢ moze nie tylko sym-
bol ty(x), ktérym dotad postugiwaliSmy sie, ale réwniez inne
symbole. Z nich najbardziej uzywane sag

r, dy
D\\ oraz ~
dx

Najczesciej uzywany i najdogodniejszy z nich w wielu
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wypadkach jest ostatni symbol. Czytelnik powinien tylko

zawsze pamietac¢, ze symbol ten dyjdx nie znaczy wcale: ,licz-
ba dy podzielona przez liczbe dx*«, lecz znaczy: ,wynik dzia-
tania D r czyli didx, wykonanego na funkcji y= y(x)”. Dziata-

nie, o ktorym mowa, polega na utworzeniu ilorazu
i na wyznaczeniu jego granicy przy h-—vo0.

Ten nieco dziwaczny symbol powstat w nastepujacy sposéb. Mia-
nownik h utamka \<v(x-hh)—ux)Wh jest réznicg dwuch wartosci: x-\-h i x
zmiennej niezaleznej x; tak samo licznik jest réznicg odpowiednich war-
tosci zmiennej zaleznej y, mianowicie wartosci y(x+h) i <{y). Dwie te
réznice mozemy nazwaé¢ odpowiednio przyrostami zmiennych x iy, i ozna-
czy¢ zapomocg symboli hx i W takim razie utamek nasz mozemy
napisa¢ w postaci 8y/8x, granice za$, do ktérej ten utamek dazy, gdy
h—»Q mozemy oznaczy¢ symbolem dy/dx. Nalezy tylko pamietaé, ze jest
to symbol jednolity, ze dotychczasowe rozumowania nie pozwalajg nam
na rozszczepienie go na dwa symbole dy i dx. W szczegélnosci musimy
podkresli¢, ze dy i dx nie oznaczajg wcale 1imSy i limhx, gdyz obie te
granice sg poprostu zerami. Czytelnik powinien oswoi¢ sie z tym sym-
bolem pochodnej, na razie jednak, jezeli uzycie symbolu tego sprawia mu
trudnosci, moze pisa¢ pochodng w postaci Dxy lub cp'(x).

W rozdziale VII przekonamy sie, ze stajgc na nieco odmiennym
punkcie widzenia, mozna symbolom dy i dx nada¢ znaczenie w zupetno-
sci okres$lone i ze iloraz tych symboli, odpowiednio okreSlonych, istotnie
réwna sie pochodnej.

Twierdzenie § 106 mozemy napisa¢ w nastepujacej postaci:
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(6) jezeli y jest funkcja x, a x jest funkcjg z, woéwczas

Przyktady XLIII. 1 Jezeli y=y¥2%3, woéwczas

jezeli za$ y=yiy%2...yn, wowczas

109. Zbadamy teraz w spos6b bardziej systematyczny
réozniczkowanie Kkilku najprostszych typow funkcji.

A. Pochodne wielomianéw. Jezeli

W pewnych wypadkach bywa rzecza dogodng wprowa-
dzenie do wzoru na cp(X) spotczynnikéw dwumianowych; w ta-
kim razie funkcja nasza przybiera postac

a jej pochodna
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Wzér ten na @(x) pisza niekiedy w postaci
o= (@0, al1,...an™x, Dn;

w takim razie wzdér na pochodng ma ksztatt

"¢ = n(0, al,...an 1), Dn-1

Przekonamy sie pézniej, ze @x) mozna zawsze przedsta-
wi¢ w postaci iloczynu n czynnikéw, a mianowicie w postaci

0= a0 — od)(x —a)(x—ai)...(x—an),

gdzie al 02,... an sg liczbami rzeczywistemi lub zespolonemi.
W takim razie pochodna ma ksztatt

@gx)= alz(x —a(x —ad...(x —on),
gdzie symbol sumy X oznacza, ze dodajemy do siebie wszystkie

iloczyny, jakie dadza sie utworzy¢ z n— 1 czynnikéw ksztat-
tu x— ak.

Czytelnik sprawdzi z tatwoscig, ze jesli

cp) = alla>—aj)wa— —agw,
wowczas
cp'(x)=flOSm La,—an"1l adm...(#—avynv.

Przykiady XLIV. 1 Dowie$¢, ze jesSli < jest wielomianem,
wowczas () jest spétczynnikiem przy h w rozwinieciu funkcji <p(:r+fi)
wedtug poteg h.

2. Jezeli qa) jest podzielne przez (x—a)2 woéwczas <?'(x) jest po-
dzielne przez x—a, i og6lnie: jezeli <) jest podzielne przez (c—a)"l to

jest podzielne przez (c—a)Orl

3. Odwrotnie: jezeli zaréwno 'f(x) jak <f(c) sga podzielne przez
x—a, to tp(x) jest podzielne przez (cc—a)2; i ogdlnie: jezeli y(x) jest po-
dzielne przez «—a, a () jest podzielne przez (c—a)"1-1, wéwczas @)
jest podzielne przez (x—a)m

4. Znalez¢ elementarny algiebraiczny sposéb wyznaczania pier-
wiastkéw wielokrotnych réwnania P(cc)=0, gdzie P(x) jest wielomianem.

[Jezeli Hx jest najwiekszym spoélnym dzielnikiem wielomianéw P
i P', if2jest najwiekszym spélnym dzielnikiem wielomianéw Hxi P", H3
najwiekszym spolnym dzielnikiem wielomianéw H2i P"', i t d. wdwczas

H>H3
pierwiastki réwnania — —=0 s3 podwéjnemi pierwiastkami réwnania

i?2

. L . H2H\ n N o L
P =0; pierwiastki réwnania — 2—=0 sg potréjnemi pierwiastkami réwna-
na
nia P=0itd Moze sie jednak zdarzy¢, ze nie potrafimy rozwigzac
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. P R , HMH3
tych réwnan. Np. jezeli P (x)=(x—)3x5—x —7)2 wowczas

otéz pierwszego réwnania, mianowicie x5—x—7=0 nie

umiemy rozwiazac.]
5. Znalez¢ pierwiastki wielokrotne réwnan
x4 3x3—3x2—11x—6=0, x6+ 2x5—8«4—14x3+ 11x2+ 28x+ 12= 0.

6. Jezeli rownanie ax226x+c=0 posiada pierwiastek podwdojny,
a wiec daje sie sprowadzi¢ do réwnania a(x—a)Z= 0, wowczas 2ax+b)
musi by¢ podzielne przez x -a, zatym musi by¢ a=—h/a Wartos¢ x = —/a
musi czyni¢ zado$¢ naszemu roéwnaniu. Sprawdzié, ze otrzymujemy w ten
spos6b znany z algiebry elementarnej warunek ac—fcz Q.

1, 1t 1
X—Uu  X—b = x—¢
nych pierwiastkéw tylko woéwczas, gdy a=b=c.

(Mathem. Tripos, 1905.)
8 Roéwnanie ax3+3bxi+3cx+d=0
ma podwojny pierwiastek, jezeli 62 4ff3=0, gdzie G—aal—3abc+2b3
a H=ac—b3
[Ktadgc ax+b=y, otrzymujemy réwnanie y3+ 31ly+ G=0. Réwnanie
to musi mie¢ spoiny pierwiastek z réwnaniem y2+H=0.]

=0 moze mie¢ jedhg pare row-

7. Rownanie

9. Jezeli a, p, y. 0 sg pierwiastkami réwnania
axd+ 4bx3+ 6ex2+ 4dx+ e=0,

woéwczas réwnanie 495—92&—43= 0,
gdzie g2=ae —40rZ+3c2 g3=ace+2bcd —ad3—eb2—€3

ma trzy pierwiastki, ktore otrzymujemy przez kotowe przestawienie liter
a, @ y w wielomianie

0/12. [(a—p)(X—8)—(T—«)(p —9)|.

Rzecz jasna, ze jesli dwa pierwiastki z posréd a, [3y, 5 sa sobie
rowne, wowczas dwa pierwiastki réwnania szeSciennego sa sobie réwne.
Opierajac sie na poprzednim zadaniu, dowie$¢, ze g23 27</32=0.

10. Twierdzenie Rolle’a w zastosowaniu do wielomiandw.
Jezeli ®(x) jest dowolnym wielomianem, woioczas miedzy kazdg parg pierwiast-
kéw réwnania <f(x)=0 lezy pierwiastek réwnania <f'(x)=0.

To niezmiernie wazne twierdzenie zostanie pézniej dowiedzione dla
innych klas funkcji, oprécz wielomianéw. Narazie podajemy dowdd al-
giebraiczny dla przypadku, gdy cp(X) jest wielomianem. Przypus¢my, ze
ai Bsag to dwa pierwiastki, z ktérych pierwszy powtarza sie m razy,
drugi n razy. Mamy tedy

<f(x)=(x —at)m(x—{3)". 1H#),
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gdzie tt(cc) jest wielomianem, majacym staly znak, np. znak dodatni,
przy a”“cc"SB. W takim razie

Otéz F(a)=m(a.-$)Ha.), F(B)=»(B-«)9(B)l zatym F(a) i F(P) sa
znakéw przeciwnych, a wobec tego F(x) musi réwnaé¢ sie zeru przy ja-
kiej§ wartosci o, lezacej pomiedzy a i p. Stad wynika, ze przy tej war-
tosci x musi by¢ réwniez tp'(cc)=0.

110. B. Pochodne funkcji wymiernych. Jezeli mamy

gdzie P i Q oznaczaja wielomiany, wowczas z § 106.(5) wy-
nika, ze

W ten spos6b mozemy znalez¢ pochodng kazdej funkcji
wymiernej. Forma, w jakiej otrzymamy te pochodng, moze
jednak nie by¢ najprostsza z mozliwych. Jezeli mianowicie
Q{x) i Q'{x) maja spoiny czynnik, innemi stowy: jezeli Q(x)
posiada pierwiastki wielokrotne, woéwczas pochodna R*'(x), obli-
czona weditug powyzszego wzoru, da sie uproscic.

W niektérych wypadkach dogodniej bywa zastosowaé roz-
winiecie na utamki proste. Przypusémy, ze

Z algiebry wyzszej wiemy, ze

gdzie fi(a) jest wielomianem. Innemi stowy, R{x) daje sie
przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu oraz pewnej liczby
utamkow ksztattu
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gdzie a jest pierwiastkiem rownania Q(cc)= 0. Wobec tego, na
mocy § 106.(4) (lub tez na mocy § 107, jezeli a jest liczbg ze-
spolonag), mamy

vV~ "1/ V-~ 2/ 2/

Miedzy innemi, dowiedliSmy w ten sposéb, ze pochodna
funkcji xmjest mxm-1, przy wszelkich catkowitych wartosciach wy-
ktadnika m, zaréwno dodatnich jak ujemnych.

Wytozona tu metoda jest szczegdélnie uzyteczna woéwczas,
gdy musimy Kilkakrotnie rézniczkowa¢ funkcje wymierna.
(Poréw. Przykt. XLVMI).

Przykiady XLV. 1 Dowies¢, ze

3. Jezeli Q jest podzielne przez (x—a)mi jezeli w pochodnej R’
zostaty wykonane wszelkie mozliwe skrécenia, wéwczas R' jest podziel-
ne przez (@—a)"+1, ale nie jest podzielne przez zadng wyzszg potege
dwumianu x —a.

4. Mianownik pochodnej R’ nie moze zawiera¢ raz jeden czynnika
x—a. Stad wynika, ze funkcja wymierna, ktérej mianownik zawiera raz
jeden jaki$ czynnik prosty (np. funkcja \/x\ nie moze by¢ pochodng
innej funkcji wymiernej.

111. C. Pochodne funkcji algiebraicznych. Opierajac
sie na otrzymanych poprzednio wynikach oraz na twierdzeniu
(6), 8 106, mozemy wyznaczy¢ pochodng kazdej wyraznej funk-
cji algiebraicznej.

Najwazniejszg z tych funkcji jest xm, gdzie m oznacza
dowolng liczbe wymierng. WidzieliSmy juz (8 110), ze gdy m
jest liczbg catkowita (dodatnig lub ujemng), pochodna réwna
sie rnxm_1; teraz dowiedziemy, ze wzOr pozostaje stuszny przy
kazdej wymiernej wartosci wykitadnika m. Przypusé¢my, ze
y —Xm— gdzie p i g sg to liczby catkowite, a q jest przy-
tym liczbg dodatnig. Niech bedzie z=xIfv, czyli x=zq y—zp.
w takim razie
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Do tego samego wniosku prowadzi réwniez Przyktad
XXXI1X.3. Istotnie, niech bedzie <v(x)=xm] w takim razie

Rzecz jasna, ze i wzor ogélniejszy

pozostaje stuszny przy wszelkim wymiernym m.

Ro6zniczkowanie funkcji algiebraicznych uwiktanych
zawiera pewne trudnosci teoretyczne, ktére rozwazymy w roz-
dziale VII, ale sam proces obliczania pochodnych takich funk-
cji jest zupetnie tatwy. Sposob obliczania najlepiej zilustruje
nastepujacy przyktad. Przypusé¢my, ze y, jako funkcja zmien-
nej x, dana jest zapomocag réwnania

X Sjry3—3axy=0.

Ro6zniczkujac wzgledem x, otrzymujemy

skad

Przyktady XLVI. 1. Wyznaczy¢ pochodne nastepujacych funkcji:

2. Dowiesé ze

3. Znalez¢ pochodng funkcji vy, jezeli
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112. D. Pochodne funkcji przestepnych. Dowiedlismy
juz, ze
Da;Sinx = cosic, Dxcos#= —sin#.
Za pomocag twierdzen (4) i (5), 8 106, czytelnik dowiedzie, ze
Dxtg x — sec'2x , D x ctgx ——cCosec2#,

sec#=tg#.secx, Dxcosec#= —ctgx .COSecCx .

Opierajac sie na twierdzeniu (7), mozemy wyznaczy¢ po-
chodne funkcji odwrotnych, czyli kotowych. Otrzymujemy
mianowicie nastepujgce wzory:

Znak pochodnej funkcji arc sinx lub arc cosec x musi byc¢
zgodny ze znakiem cos(arc sinx), znak za$ pochodnej funkcji
arc cos x lub arc sec x musi by¢ zgodny ze znakiem sin(arc cos#).

Czesto bywajg potrzebne wzory ogoélniejsze:

ktére z tatwoscig otrzymujemy, opierajac sie na twierdzeniu
(7), 8 106. W pierwszym z tych wzordw nalezy wzigé¢ znak,
zgodny ze znakiem a cos Jarc sin(#/a)J, gdyz mamy

zaleznie od tego, czy a jest liczbg dodatnig czy ujemna.

Wreszcie twierdzenie (6), § 106 daje moznos$¢ roézniczko-
wania funkcji ztozonych, zawierajgcych symbole zaréwno funk-
cji algiebraicznych, jak i trygonometrycznych.

Przykiady XLVIL.*) 1 Wyznaczy¢ pochodne funkcji g
cos”l*, sin”1® cosxm sina;”l cos(sinaj), sinfcosa;), m

*) W tych przyktadach m oznacza iiczbe wymierng, a symbole
a, 6,...,a p,.. mogg przybiera¢ tylko takie wartosci liczbowe, przy kto-
rych funkcje, zawierajgce te symbole, sg rzeczywiste.
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2. Sprawdzi¢ zapomocg roézniczkowania, ze funkcja arcsinai+
+ arccos:r ma statg wartos¢, jezeli x zawiera sie miedzy 0 a 1, funkcja
za$ arc tga;+ arc ctg* ma statg wartos¢ przy wszelkiej dodatniej war-
tosci x.

3. Znalez¢ pochodne funkcji

4. Zrozniczkowaé funkcje

5. Dowiesé, ze funkcje

maja wszystkie te samag pochodng

6. Dowies¢, ze

7. Dowies¢, ze

10. Dowies¢, ze pochodng funkcji W)\\ jest
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1. Jezeli u, v sg funkcjami zmiennej x, woéwczas
Dxarctg(u/v)—(vDxu—u Dxv)/(u2+ v2.

12. Pochodng funkcji y=(tg x+secx)m jest my sec X.

13. Pochodng funkcji y=cos*+isin x jest iy.

14. Zrézniczkowacé funkcje *cos x, (sin x)/x. Dowiesé, ze wartosci
zmiennej X, przy ktérych styczne do krzywych y=x cos* oraz y=(sinx)/x
sa réwnolegte do osi *-6w, sg odpowiednio pierwiastkami réwnan ctgx= x
oraz tg*=*.

15. Z tatwoscig mozna stwierdzi¢, ze przy a> 1 réwnanie sin x=ax
posiada jeden tylko pierwiastek rzeczywisty *=0, natomiast przy O<ac<lI
posiada skonczong liczbe pierwiastkdw rzeczywistych, ktora rosnie, gdy
a maleje. Dowie$é, ze wartosci spoétczynnika a, przy ktérych zmienia
sie liczba pierwiastkéw naszego rdéwnania, sg wartosciami funkcji cos &,
gdzie & jest dodatnim pierwiastkiem rownania tg & &. [Zadane wartosci
sg temi wartosSciami a, przy ktérych prosta y=ax i krzywa y=sinx sg
do siebie styczne.]

16. Jezeli @(x)=*Zin(l/x), gdy *4=0, i jezeli @(0)=0, woéwczas

@' (x)= 2x sin(¥x)—cos(1/x),

gdy x =0, a ¢'(0)=0. Funkcja ¢'(x) jest nieciggta w punkcie *=0.
[Poréwn. § 104, (2).]
17. Znalez¢ styczng i normalng do kota x2+y2=r2 w punkcief

2 v2
18 To samo zadanie rozwigza¢ w przypadku elipsy C—; J—-B-z—=1
oraz hiperboli 2y =1
P ar bt
19. W punkcie, ktorego parametr =f, styczna i normalna do krzy-
wej *=<p(f), y— wyrazaja sie¢ réwnaniami

X<p(t) = %(E/)— oraz Js—<p(~>-t-ly—»KO0I+£0=0.

113. RO6zniczkowanie wielokrotne. Z y\X) mozemy
utworzy¢ nowag funkcje cp'(a)) dokitadnie w taki sposéb, w jaki
z @ utworzylismy funkcje y'{x). Te funkcje <'@) nazywa-
my druga pochodng funkcji y(x). Druga pochodna oznaczajg tez
symbolami

W taki sam spos6b mozemy okresli¢ n-tg pochodng funkcji
y —p@@); oznacza¢ jg bedziemy symbolami
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Przyktady XLVIII. 1 Jezeli <f(x)~xm wowczas

2. Jezeli f{x)=(ax+b)m wobwczas

W obu tych przykladach m moze mie¢ dowolng warto$¢ wymierng. Je-
zeli m jest liczbg dodatnig catkowita i jezeli n>m, wowczas tp”~(a:)=0.

3. Za pomoca wzoru

mozemy napisa¢ odrazu n-tg pochodnag kazdej funkcji wymiernej, jesli
rozwiniemy te funkcje na utamki proste.
4. Dowies¢, ze n-ta pochodna funkcji 1/(1—e&% réwna sie

5 Twierdzenie Leibniza. Jezeli y—uv i jezeli umiemy napisa¢
n pierwszych pochodnych funkcji u i woéwczas w-ta pochodng funkcji
y mozemy utworzy¢ za pomocg wzoru

We wzorze tym wskazniki oznaczajg rézniczkowanie, tak iz np. un
jest symbolem w-tej pochodnej funkcji u
W celu dowiedzenia tego wzoru zauwazmy, ze

Jednym stowem mamy wzoér ksztattu

Zatézmy, ze anr=(nj przy r=1,2,..n—1 dowiedziemy, ze w ta-

. . (n+1 . o .
kim razie awtl) r=1 przy r=I, 2,..n. lIstotnie, gdy rozniczkujac
funkcje (uv)n, tworzymy funkcje (uv)n+l, otrzymujemy oczywiscie przy
wyrazie un+l_rvr spoétczynnik, réwny

Opierajac sie tedy na zasadzie indukcji matematycznej, mamy pra-
Wyklad czystej matem. 16.
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wo twierdzié¢, ze przy wszelkich wartosciach n i r zachodzi réwnos¢
anr= () i ze zatym wzér Leibniza jest stuszny.

6. n-ta pochodna funkcji xnf(x) réwna sie

Szereg ten posiada wogéle n+1 wyrazéw-

8. Jezeli y—Acosmx+Bsinmx, wéwczas Dx¥+m2y=0.
Jezeli zas y=A cos mx+B sin mx+Pn(x),

gdzie Pn(x) jest wielomianem stopnia n-tego, woéwczas

9. Jezeli xDx+xDxy+y=0, wobwczas
XD”+2y+ (2n+ 1) xDR+wy + (N2+ 1) Dxny=0 .

10. Jezeli Un oznacza n-tg pochodng funkcji (Lx+M)/(x2—2Bx+C),
wowczas

[Sprawdzi¢ najpierw przy n =0, nastepnie zastosowa¢ wzdr Leibniza.]
11. Poniewaz

zatym
Analogiczny wzér mamy dla Dxn\xj(@i+x29\ Jezeli p= ¢(a?-\-x'i), a &

jest najmniejszym katem, ktorego dostawa i wstawa rownajg sie odpo-
wiednio odp, a/p, wowczas cc+aip Cis tt, x—ai=p Cis(—9), a wiec

Analogicznie
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Opierajac sie¢ na tym, mozemy napisa¢ »-tg pochodng funkcji
Xa+]3)r2+ ad. Jesli chodzi o funkcje (XX+ 1xyura2+2i8a:+ C), gdzie
B*<AC, tak iz pierwiastki mianownika sg zespolone, wéwczas n-tg po-
chodng mozna znalezé w taki sam sposéb, kltadgc Ax+B=At- Gdyby
pierwiastki mianownika byty rzeczywiste, wowczas funkcje nasza mogli-

by$smy przedstawi¢ w postaci , gdzie H, K, a, £ sg liczbami
X—a X—p

rzeczywistemi, a wiec n-tg pochodng moznaby napisa¢ odrazu w postaci
rzeczywistej.

12. Dowiesé, ze

gdzie PM Qn sg wielomianami zmiennej x stopnia n i n—1
13. Dowie$¢ wzordw:

woéwczas

15. Jezeli

przyczym kreski oznaczajg rozniczkowanie wzgledem zmiennej x, wéwczas

16. Jezeli

woéwczas
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114. Kilka twierdzen ogo6lnych, dotyczacych pochodnych.
W dalszym ciagu bedziemy zakitadali, ze cp(™ jest funkcjg, po-
siadajgca pochodna y\x) przy wszelkich wartosciach x rozwa-
zanych przedziatdw. Co za tym idzie, zakltadamy, ze tp(@ jest
funkcja ciggta.

Znaczenie znaku pochodnej. Twierdzenie A. Jezeli
y'(x0 > 0, wéwczas mamy y(x) < y(x0) przy wszelkich wartoéciach x>
mniejszych od x0 lecz dostatecznie blizkich do x0, oraz g > y(x0)
przy wszelkich wartosciach x, wiekszych od x0 lecz dostatecznie bliz-
kich do xO.

Istotnie, jezeli przy /z—0 iloraz dazy do

dodatniej granicy y'(x0), wowczas przy dostatecznie matych
wartosciach na h dzielna i dzielnik tego wyrazenia musza miec
jednakowe znaki, a to byto witasnie do dowiedzenia. Z punktu
widzenia gieometrycznego twierdzenie to jest niemal oczywi-
ste, gdyz nieréwnos$¢ <p'(X) > 0 wyraza fakt, ze styczna do krzy-
wej y—y(x) tworzy kat ostry dodatni z osig a>0w. Czytelnik
sam sformutuje odpowiednie twierdzenie dla przypadku, gdy
y'(x) <0.

Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia A jest naste-
pujace, bardzo wazne twierdzenie, zwane twierdzeniem
Rolle’'a Z powodu wielkiej jego doniostosci podkreslamy
raz jeszcze, ze opiera sie ono na zatozeniu istnienia pochodnej
y'(x) dla wszelkich wartosci x, o ktérych mowa w twierdzeniu.

Twierdzenie B. Jezeli qp@= 0 i g@= 0, wbéwczas pomie-
dzy a i b zawiera si¢ przynajmniej jedna taka warto$¢ x, ze
cp'(#)=0.

Dwa przypadki sg tu mozliwe: albo y(x) w calym rozwa-
zanym przedziale {a, b) réwna sie zeru, albo tez tak nie jest.
W pierwszym przypadku musi by¢ w catym przedziale ¢g(c)= 0.
Jezeli zachodzi drugi przypadek, t. j. jezeli w przedziale (h, b)
funkcja y(x) nie rowna sie stale zeru, wéwczas dla pewnych warto-
Sci x tego przedziatu y(x) musi by¢ dodatnig lub ujemna liczba.
Przypusémy np., ze v(x) przybiera czasem wartosci dodatnie. W ta-
kim razie, na mocy twierdzenia 2, § 95, istnieje taka wartosc¢ i
zmiennej X, nie réwna ani a, ani b, ze ) jest nie mniejsze
od wartosci (X)) w kazdym innym punkcie przedziatu. Otéz
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musi by¢ @(§= 0, gdyby bowiem byto @'(§) >0, wéwczas na
mocy tylko co wytozonego twierdzenia A, funkcja @) musia-
taby przybiera¢ wartosci wieksze od @(§) przy wartosciach
zmiennej x wiekszych od § lecz dostatecznie blizkich do &,
a wiec niewatpliwie istniatyby wartosci funkcji ¢@(x) wieksze
od (). W taki sam spos6éb dowodzimy, ze pochodna @'(§) nie
moze by¢ ujemna.

W niosek 1. Jezeli @(a)=@(b)=k, wbéwczas musi istnie¢przy-
najmniejjedna wartos¢ x, zawarta miedzy a i b, dla ktérej @'(x)= 0.

Wystarczy zatozy¢ ¢ (x)—k= <MR) i zastosowal twierdze-
nie B do funkcji ~(X).

W niosek 2. Jezeli przy wszelkich wartosciach x, nalezgcych
do peiunego przedziatu, mamy y'{x) >0; wéwczas y{x) jest w tym
przedziale funkcjg rosngcg w Scislejszym znaczeniu wyrazu.

Niech beda dwie wartosci zmiennej x, nalezace do
rzeczonego przedziatu, i niech bedzie xlI<x2. Mamy dowiesc¢,
ze cp(Xj) <y(x.}). Przedewszystkim y(xf) nie moze réwnac sie
y(x2), gdyz, na mocy twierdzenia B, musiatoby istnie¢ takie x,
zawarte miedzy xx i x2, ze ~'{x) —0. Ale ytpcf) nie moze byc¢
rowniez wieksze od y(xj). Istotnie, ~(x1)> 0, zatym, na mocy
twierdzenia A, <(r) musi by¢ wieksze od qix1) dla wartosci
zmiennej x wiekszych od xXx, lecz dostatecznie blizkich do xx.
Widzimy tedy, ze dla pewnego xz, zawartego miedzy Xy i X2,
zachodzitaby réwnos¢ y(xj)= y(xf), ze wiec, na mocy twierdze-
nia B, istniatoby takie x, zawarte miedzy xx i x3, ze y\x)= 0.

W niosek 3. Jezeli y'(x) >0 w przedziale (a, b) i jezeli
<p@2>0, wowczas y{x) ma wartos¢ dodatnig w przedziale (a, b).

Czytelnik powinien starannie poréwnac¢ Whniosek 2 z Twierdzeniem A.
Jezeli, jak w Twierdzeniu A, zakladamy tylko, ze pochodna y'(x) jest do-
datnia tvjednym punkcie x=x0, woéwczas mozemy dowies¢, ze F(xD<(X2\
o ile & i x2lezg dostatecznie blizko do x0 i o ile spetnione sg nieréwno-
Sci x1<x0<x2. Istotnie, na mocy Twierdzenia A, mamy <f@)< JIx0 oraz
Q(D>cp(a?o). Ale to jeszcze nie dowodzi istnienia przedziatu, zawieraja-
cego x0, w ktéorym to przedziale funkcja g bytaby stale rosngca.
W § 117 powrdcimy jeszcze do tej sprawy.

115. Maximum i minimum. O wartosci o), ktoérag przy-
biera funkcja q(x), gdy x—i, powiadamy, ze stanowi ona ma-
ximum, jezeli qid) jest wieksze od kazdej wartosci, jakg funk-
cja y(x) przybiera w poblizu punktu x= £. Innemi stowy: <))
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nazywamy maximum, jezeli dla wartosci zmiennej x mozemy
wyznaczy¢ taki przedziat (E—s, £j-e), ze mamy zawsze <) > 9 (aj),
skoro tylko i—s<x<i lub tez £<aj<£-f-e.

W spos6b analogiczny okre$lamy minimum, funkcji tf(aj).
Na rys. 47 punkty A oznaczajag maxima, punkty B oznaczaja

minima. Zaznaczamy, ze jakkolwiek wartos¢ funkcji jest wiek-
sza w punkcie Bx niz w A3, jednak w Bx mamy minimum,
W A a za$ maximum.

Twierdzenie C. Réicnosé¢ PE) = O jest warunkiem koniecz-
&)én)istnienia w punkcie x—i maximum lub minimum funkcji

*

Wynika to odrazu z twierdzenia A. Zeby przekonaé sie,
ze warunek ten nie jest dostateczny, wystarczy rzuci¢ okiem na
punkt C na rysunku 47. Jezeli np. y= xs, to y'(x)= 3x¥, zatym
_]p(Q= 0, ale w punkcie g— 0 nie zachodzi ani maximum ani
minimum naszej funkcji, co wida¢ odrazu z jej wykresu (rys. 11,
str. 40).

W punkcie x =i funkcja niewatpliwie osigga maximum, je-
zeli PE)= 0, a préocz tego @) >0, przy wszelkich wartosciach x
mniejszych od £ lecz blizkich do £ oraz P@EH)<0 przy wszelkich
wartosciach x wiekszych od £, lecz blizkich do £

Jezeli w powyzszym orzeczeniu zmienimy znaki obu nie-
rownoséci, woéwczas w punkcie g= 6 otrzymamy minimum funkcji.

Istotnie, orzeczenie to powiada, ze mozemy wyznaczy¢
przedziat (E—e, 6), w ktéorym <@ rosnie wraz z g, i drugi
przedziat (£, £3-s) w ktéorym qg) maleje, gdy g rosnie, a to

*) Funkcja ciagta, nie majaca pochodnej, moze posiada¢ maxima
i minima. My jednak takich funkcji nie rozwazamy i zakiadamy, ze
kazda funkcja, o ktérej mowa, posiada pochodna.
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jest réwnoznaczne z powiedzeniem, ze cf) stanowi maximum
funkacji.

Mozna to jeszcze inaczej sformutowaé: jezeli w punkcie
x =i pochodna c¢d(@) zmienia znak, a mianowicie z dodatniej
staje sie ujemna, wowczas funkcja q&@) osiaga w tym punkcie
maximum; jezeli za$ pochodna z ujemnej staje sie dodatnia,
wowczas g osigga minimum.

116. Warunki, przy ktérych funkcja posiada maximum
lub minimum, mozna sformutowaé jeszcze inaczej, i to nowe
sformutowanie bywa w praktyce bardzo dogodne. Przypusémy,
ze @ posiada druga pochodng y"(x). Zastrzegamy sie, ze
jak z istnienia y(x) nie wynika istnienie pierwszej pochodnej
y'(x), tak samo z istnienia pierwszej pochodnej nie wynika
istnienie drugiej. W praktyce jednak mamy przewaznie do
czynienia z funkcjami, ktére posiadaja druga pochodna.

Twierdzenie D. Jezeli cp'(E)=0, a <p"(E)=M), woéwczas &)
posiada maximum lub minimum w punkcie x=1i, a mianowicie

posiada maximum, jezeli cp"(£)<0, i minimum, jezeli cp"(£)>0.

Przypusémy np., ze tf'(6)>0. Na mocy twierdzenia A,
pierwsza pochodna (@) musi by¢ ujemna przy x mniejszym
od £, lecz dostatecznie blizkim do £ natomiast przy x wiekszym
od £, lecz dostatecznie blizkim do £ pochodna ta jest dodatnia.
Zatym w punkcie x —i funkcja y{x) osigga minimum.

117. W poprzednich rozwazaniach (pomijajac ostatni paragraf)
zaktadalismy, ze <fc) ma pochodng przy wszelkich wartosciach *, nale-
zacych do rozwazanego przedziatu. O ile warunek ten nie jest spetnio-
ny, twierdzenia nasze przestaja by¢
stuszne. Np. Twierdzenie B nie daje sie
zastosowac do funkcji

y = 1-v'x\

gdzie pierwiastek bierzemy ze znakiem
dodatnim. Wykres tej funkcji mamy na
rys. 48. W danym wypadku
<p(-H=<p(1)=0,
ale <p(r) rowna sie 1, gdy x jest ujemne,
natomiast przy x dodatnim réwna sie
—1; pochodna ta nigdy nie réwna sie zeru. Przy cc=0 funkcja nie po-
siada pochodnej, a wykres jej nie posiada stycznej w punkcie P. Rzecz
jasna, ze przy x=0 funkcja osigga maximum, ale f'(0) nie istnieje, a wiec
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cecha, po ktorej mieliSmy rozpoznaé istnienie maximum, w danym razie
zawodzi.

W naszych rozumowaniach zaktadaliSmy tylko istnienie pochod-
nej cp'(*); w szczeg6lnosci nigdzie nie zaktadalismy ciggtosci
pochodnej. Tu powstaje do$¢ subtelne zagadnienie: czy moze sie
zdarzy¢, zeby funkcja <p(*) posiadata pochodng dla wszystkich wartosci
x, ale zeby ta pochodna nie byta ciagta? Innemi stowy: czy moze sie
zdarzy¢, zeby krzywa miata styczng w kazdym swoim punkcie, ale zeby
kierunek tej stycznej nie zmieniat sie w sposob ciagty? Jezeli zechce-
my sie oprze¢ na intuicji gieometrycznej, prawdopodobnie damy na to
pytanie odpowiedz przeczaca, a jednak taka odpowiedz nie bytaby stuszna.

Wezmy pod uwage funkcje <f(*), okreslona w nastepujacy sposob:

przy o> ) =arisin(l /x)
., x—0 <p(x)=0.

Taka funkcja jest ciggta przy wszelkich wartosciach zmiennej x.
Jezeli *4=0 mamy

<?'(x)=2x sin(l/x)-cos(l/a:),

a <f((j( I7|Ir30 ; 0.

Tak wiec pochodna <p'(x) istnieje przy wszelkich wartosciach na x,
ale jest nieciggta przy *=0, gdyz Zscsin(l/sc) dazy do O gdy *-yQ nato-
miast cos(l/a;) waha sie pomiedzy —1 a + 1, wobec czego <p'(*) réwniez
waha sie miedzy temi samemi granicami.

Zupetnie podobny przyktad pozwoli nam na wyjasnienie uwagi,
uczynionej w konicu § 114. Niech bedzie

P00
oraz <p(x)=x28n(1/*)- | -ax (*4-0,
gdzie O<a< 1l Woéwczas <p'(0)=a>0, tak iz warunki twierdzenia A, § 114
sg spetnione. Jezeli jednak *4=0, to
P(*)—2xsin(l/*) - cos(l/*)-fa

gdy *-vO, pochodna ta waha sie pomiedzy wyzszg granicg a+l i nizszg
a—1 Jezeli a—1<0, mozemy znalezé wartosci na x dowolnie mato roz-
nigce sie od zera, dla ktérych <p'(aO<O, wobec tego niepodobna znalez¢
przedziatu, ktéryby zawierat punkt *=0 i w ktorym funkcja <p(*) byta-
by stale rosnaca.

Funkcja y'(x) nie moze posiada¢ tego, co w rozdziale V (Przykt.
XL, 18) nazwalismy ,prostg nieciagtoscia”. Za chwile dowiedziemy tego.

Przyktady XLIX. 1 Sprawdzi¢ Twierdzenie B w przypadku, gdy
[ x)=(x—a)ymx—b)n lub tez <e(x)}—x—a)mx —b)n(x—c)p, gdzie m, n, p sa
liczbami catkowitemi dodatniemi, a przytym a<b<c.

[Pierwsza funkcja réwna sie zeru przy x~a lub x=b. Pochodna jej

f'(*) = (cc—0) OI(* —b) ~I[(m+ n)x —mb—naj
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rowna sie zeru przy x=(mb+na)/(m+n), ktéra to wartos¢ zawiera sie
miedzy a i b. W drugim przyktadzie nalezy dowiesé, ze w réwnaniu
kwadratowym
(m+w+p)cc2—\mb+ c)+ «(c+a)+p(a+ d)Jcc+ mbc+nca+tpab—O
jeden pierwiastek zawiera sie miedzy a i b, drugi za$ miedzy b i c]
2. Dowie$¢, ze przy cc>l wielomiany
2cc3+ 3*2—12cc+ 7,  3ccA+8cc3—6ec2—24cc+ 19

przybierajag wartosci dodatnie.

3 Wykaza¢, ze x—sing jest funkcja rosngcg w kazdym
dziale zmiennos$ci o, i ze tgoc—a jest funkcjg rosngcg, gdy « rosnie
T-Cdo * Przy jakich wartosciach spétczynnika a funkcja acc—since

u

od —

Ci

stale rosnie iub stale maleje, gdy x rosnie?
P - L . rt 3t
4. Dowies$¢, ze tgee—x rosnie, gdy x zmienia sie od 5 do ST od

3t 5c . . . ] .
— do —, it d Dowiesé, ze réwnanie tgcc=cc posiada po jednym tylko

pierwiastku w kazdym z tych przedziatéw.
5. Na mocy przykt. 3 dowies¢, ze przy cc>0 musi by¢ sincc—cc<0,

a wiec cosa?—1+-?>0, jak réwniez sincc—x-\—6> 0. Dowies¢ ogdlnie,

ze jezeli cc>0 i jezeli

woéwczas Comi S2m+l sg liczbami dodatniemi lub ujemnemi zaleznie od
tego, czy m jest liczbg nieparzystg czy parzysta.

6. Jezeli f{x) i f"(x) sa ciagte i majg jednakowe znaki w kazdym
punkcie przedziatu (a, ft) wdéwczas przedziat ten moze zawiera¢ conaj-
wyzej po jednym pierwiastku réwnan f(cc)=0, f'(x)—0.

7. Funkcje w, v i ich pochodne u\ v' sa ciggle w pewnym prze-
dziale zmiennosci argumentu cc, a funkcja uv'—u'v nigdzie w tym prze-
dziale nie réwna sie zeru. Dowie$é, ze miedzy kazdg parg pierwiastkéow
réwnania tt=0 zawiera sie jeden pierwiastek réwnania ~=0, i odwrotnie.
Sprawdzi¢ twierdzenie, gdy u=cos o, t*sin @

[Jezeli v nie réwna sie zeru miedzy dwoma pierwiastkami réwna-
nia w=0 (powiedzmy miedzy a i p), woéwczas funkcja u/v jest ciagta
w przedziale (a, p), a na krancach tego przedzialu réwna sie zeru. Za-
tym (u/v)'=(u'v—/u)/v* musi réwnaé¢ sie zeru dla jakiej$ wartosci « prze-
dziatu (a, p), co przeczy naszym zatozeniom.]

8. Wyznaczy¢ (o ile istniejg) maxima i minima nastepujgcych

prze-
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funkcji: (cr-1)Za + 2); x*-3x, 2a33a:s-36¢cc + 10, 4a3-18a:2+ 27a;-7,
3x*—A®3+ I, xs—15«3+3. Naszkicowaé wykresy poszczegélnych funkcji.
[Zzbadajmy np. ostatnig funkcje. Mamy f'(x)=5xqx2—9); pochodna
réwna sie zeru przy x= —3, cc=0 lub x~3. tatwo widzie¢, ze x= —3
daje maximum, *=3 daje minimum, a x=0 nie daje ani maximum ani
minimum, gdyz pochodna <f'(x) jest ujemna z obu stron wartosci <g(0.]

9. Zbada¢ maxima i minima funkcji (x—a)m(x—b)n, gdzie w, n sg
to liczby catkowite dodatnie. Uwzgledni¢ rézne przypadki, ktére moga
zachodzi¢, gdy ni, n sg parzyste lub nieparzyste. Naszkicowaé wykres
funkcji.

10. W podobny sposéb zbada¢ funkcje (x—a)(x—b)\x—¢)3 uwzgled-
niajac rézne ksztatty wykresu, odpowiadajgce roznym wartosciom spot-
czynnikéw a, h, c.

11. Dowie$¢, ze (ax+ b)/(cx+d) nie posiada maximum ani mini-
mum przy zadnych wartosciach na a, b ¢, d Naszkicowaé wykres.

12. Zbada¢ maxima i minima funkcji

ax2+2bx+c
y~Ax2+ 2Bx~+C

w przypadku, gdy mianownik ma pierwiastki zespolone.
[Mozemy zatozy¢, ze a>0 i ,4>0. Pochodna réwna sie zeru, jezeli

(@x+ b)(Bx+ O)—(AX +B)(DX+C)=0 ..ovrveerrrre. @)

Roéwnanie to musi mie¢ pierwiastki rzeczywiste, gdyz w przeciwnym ra-
zie pochodna miataby staly znak, co jest niemozliwe, poniewaz Yy jest
funkcja ciagta, a mamy y~-a/A, zaréwno gdy x->+ 00, jak gdy a?->—ao.
tatwo sprawdzi¢, ze krzywa przecina w jednym punkcie prosta y=alA
i ze lezy ona powyzej tej prostej przy duzych wartosciach dodatnich na x,
natomiast lezy pod tg prosta przy duzych wartosciach ujemnych na y, albo
tez odwrotnie, zaleznie od tego, czy b/a>B/A, czy tez b/a<B/A. Tak
wiec wiegkszy pierwiastek réwnania (1) daje maximum, jezeli b/a>B/A,
w przeciwnym za$ razie daje minimum.l

13 Najwieksze i najmniejsze wartosci, jakie przybiera funkcja
poprzedniego zadania, sg to te wartosci parametru X ktére zamieniajg
wielomian ax2+2bx+c—\(Ax2+2Bx+C) w kwadrat zupetny. [Jest to wa-
runek, zeby prosta Y—\ byfa styczna do krzywej.]

14. Wogole maxima i minima funkcji R(x)=P(x)/Q(x) znajduja
sie srod wartosci X przy ktérych rownanie P (x)—\Q(x)= 0 posiada dwa
réwne pierwiastki.

15. Jezeli réwnanie Ax2-\-2Bx-\-C~0 posiada pierwiastki rzeczy-
wiste, mozna postgpi¢ w nastepujacy sposéb. Mamy

y—a/A)={\x+\i)NA(Ax2+2Bx+ ¢ )|,
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gdzie X=bA—aB, » c A —aC. Kiladac 4=Xcc+]J. oraz T)=(A/X3(Ap—a), ma-
my réwnanie ksztattu

To przejscie od spoétrzednych (€, y) do spétrzednych (£, -g sprowa-
dza sie do przesuniecia réwnolegtego osi, do zmiany skali na obu osiach
i, w razie jezeli X<0, do zmiany zwrotu na osi odcietych. Wobec tego
kazdemu maximum (lub minimum) w jednym uktadzie odpowiada maxi-
mum (lub minimum) w drugim uktadzie, i odwrotnie. Pochodna fj wzgle-
dem i réwna sie zeru, jezeli

czyli jezeli £2=pq. Tak wiec pochodna ma dwa pierwiastki, jezeli p i g
sg tego samego znaku, nie ma za$ Zzadnego pierwiastka, jezeli p i q sa
réznych znakéw. W tym drugim przypadku wykres funkcji ma ksztatt
taki, jak na rys. 49a.

Jezeli p, q sa dodatnie, krzywa ma ksztatt jak na rys. 496; tatwo
widzie¢, ze £= \V/pq daje maximum, a i=—\/pq daje minimum. Maxi-
mum réwna sie —h(\/p~\/9)2 minimum = —1/(\/p+\/Q)2, oczywista
rzecz, ze minimum jest tu wieksze od maximum.

W przypadku szczegélnym, gdy p=q, mamy ~=4/(4—p)2; wykres
krzywej ma ksztatt taki, jak na rys. 49c.

Poprzednie rozumowanie nie da sie zastosowa¢ do przypadku, gdy
X=0, t j. gdy a/A—b/B. Ale w tym przypadku mamy

y—(aZA)=p/\A(Ax2+ 2B x+ C)\=[t./\A2(X — x"){x— X"\,

XiA
a rownanie dy/dx=0 daje jedng tylko wartos¢ x=22_ . Na wykresie

wida¢ odrazu, ze warto$¢ ta daje maximum lub mi-
nimum zaleznie od tego, czy p jest dodatnie czy
ujemne. Rys. 50 odpowiada przypadkowi, gdy jx>0.

16. Dowies¢, ze jesSli a<p<p, woéwczas funk-
cja !99:%)--(-51-:--_% przybiera wszelkie rzeczywiste war-
X—(
tosci, jezeli za$ pnie zawiera si¢ miedzy ai  wowczas
funkcja przybiera wszelkie wartosci, z wyjatkiem
zawartych w przedziale o dtugosci 4 v/la—p |fit—p].



— 252 —

17. Jezeli O<c< 1, to

moze przybiera¢ wszelkie wartosci rzeczywiste. Wykresli¢ te funkcje.

18. Wyznaczy¢ funkcje ksztattu (ax2+2bx+c)/(Ax2+2Bx+ C), kto-
ra miataby maxima lub minima réwne 2 i 3 przy x~1 i x= —1, a przy
x —0 miataby wartos¢ 2-5.

19. Maxima i minima funkcii ~ ° --—-—-- , przy dodatnich a, b, sg
(x-a)(x-b) 'V

20. Najwieksza wartos¢ funkcji (*—\)2/ (x+1)3 jest 2/27.

21. Zbada¢ maxima i minima funkcji

22. Wyznaczy¢ maxima i minima funkcji acoscc+b sinx. Spraw-
dzi¢ odpowiedz, piszac funkcje w postaci Acos(jc—a).

23. Znalezé maxima i minima funkcji

24. Dowies$é, ze sin(Ec+a)/sin(cc+fc) nie posiada ani maximum ani
minimum. Wykresli¢ te funkcje.

25. Dowies¢, ze funkcja

posiada nieskonczenie wiele miniméw réwnych 0 oraz nieskonczenie wie-
le maximéw réwnych

26. Najmniejszg wartoscig funkcji azeca:+6Zosec2 jest (a+b)2

27. Dowies¢, ze tg3x.ctg2a; nie moze zawieral sie miedzy 1/9
a 3/2.

28. Jezeli suma przeciwprostokagtnej i jednej przyprostokatnej jest
stata, wowczas tréjkat ma najwieksze pole, gdy kat miedzy temi boka-
mi =60°.

29. Przez staly punkt (a, b) prowadzimy prostg, przecinajgca osie
0X, OT w punktach P i Q Dowies¢, ze najmniejsze wartosci PQ, OP+0Q,
OP.OQ sa odpowiednio (a™+b”~3' (“/a+s/b)2i 4ab.
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30. Styczna do elipsy przecina osie w punktach P, Q Dowiesc,
ze najmniejsza warto$¢ odcinka PQ réwna sie potowie sumy osi elipsy.

31. Znalez¢ diugosci i kierunki osi stozkowej
ax2+ Zhxy+ by2= 1.
[Jezeli r jest potowa Srednicy, tworzacej kat 6 z osig x-6w, wow-
czas
1/r2—acosP+2hcos Sin 6+b sin® ;
r osigga najmniejszg lub najwiekszg wartos¢, gdy tg26=2h/(a—b).
Rugujac z tych dwuch réwnan 6, mamy

32. Jezeli x, y sg dodatnie i x+y—k, woéwczas najwieksza wartos¢
funkcji xmyn réwna sie
n{ﬂntif{n+n
{m+n)™A"
33. Jezeli x, y sa dodatnie i x2+xy+y*=3k2 wdwczas najwieksza
wartos¢ funkcji ax+ by réwna sie

& \/a2—ab+ b2.

34. Jezeli miedzy katami ostremi i 9 zachodzi zwiazek
asec J+o0sectp=c, gdzie a, b, ¢ sg liczby dodatnie, wéwczas acosfr+ocosep
ma najmniejszg wartos¢ przy

118. Twierdzenie o wartosci posredniej. Dowiedziemy
teraz nastepujgcego twierdzenia:

Twierdzenie. Jezeli y(x) posiada pochodnag dla wszystkich
wartosci zawartych w przedziale (a, h), wéwczas w przedziale

tym istnieje taka warto$¢ i zmiennej x, ze

H&)—¥(<)=(&—<)7(E)=
Zanim podamy dowdd tego twierdzenia, najwazniejszego
moze w catym rachunku rézniczkowym, pokazemy, jaki jest jego
sens gieometryczny. Cieciwa AB (rys. 51) tworzy z osig a:-ow

kat a taki, ze tga="~— ; z drugiej strony wiemy, ze

cp'(E)=tg § gdzie 6 jest katem miedzy osig x-6w a styczng do
krzywej, poprowadzong w punkcie o spoéirzednych i i c@).
Tak wiec twierdzenie nasze powiada, ze je$li w kazdym punk-
cie tuku AB istnieje styczna, wowczas mozna na tym tuku
znalez¢ taki punkt P, ze styczna, poprowadzona przez P, be-
dzie rownolegta do cieciwy AB.
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Dowdd analityczny jest bardzo prosty. Wezmy pod uwa-
ge funkcje

ktora rowna sie zeru przy x—a lub x=b. z twierdzenia B,

8114 wynika, ze istnieje wartos¢ x = &, przy ktorej pochodna
tej funkcji réwna sie zeru. Ale pochodna ta réwna sie

zatym twierdzenie zostato dowiedzione.
Twierdzenie o wartosci posredniej bedziemy nieraz pi-
sali w postaci wzoru

gdzie jest liczbg, zawartg miedzy 0 a 1. Oczywista rzecz,
ze a+0(b—a) znaczy w tym wzorze tyle, co: ,jakas liczba g,
zawarta miedzy a i b*.

Kladac b= a+ h, otrzymujemy najczesciej uzywang postac
wzoru

Przykitady L. 1 Dowies¢, ze funkcja

wyraza réznice miedzy rzedna punktu na krzywej a rzednag odpowiednie-
go punktu na cieciwie.

2. Sprawdzi¢ twierdzenie, gdy @(x)= x2lub gdy @(x)=x3

[W tym drugim przypadku mamy dowie$¢, ze (b3—a3d/(b—a)=3£2
gdzie a<k<b, czyli ze 4 zawiera sie miedzy ai b, jezeli ¥3b2+ab+a2=i2]
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3. Zapomoca twierdzenia o wartosci posredniej dowie$¢ twierdze-
nia, podanego w koricu § 117.

[Poniewaz cp'(0)=c, mozemy znalez¢ tak matg warto$¢ dodatnig na
x, ze iloraz jp@E)—O)j/a; bedzie sie prawie rownat ¢, a wiec mozemy
znalez¢ tak matlg wartos¢ dodatnia na 4, ze <f(4) bedzie sie prawie row-
nato c; otéz ten fakt nie da sie pogodzi¢ z réwnoscig lim "S@) jezeli

X— >+ ()

nie zachodzi réwnos¢ o=c.]

4. Zapomoca twierdzenia o wartosci posredniej dowies¢ twierdze-
nia (6), § 106, zakfadajac, ze pochodne, z ktéoremi mamy do czynienia,
sg ciggte.

[Pochodna funkcji F\f(x)\ réwna sie

o FE\f(x+h)-Z\x)\
h
Ale wiemy, ze f(x+h) = f{x)+hf'(i), gdzie 4 jest liczbg, zawarta miedzy
x ax+h. Précz tego
F [AX)+ hifk)\=F\ A*)J+hf W ' ( 4),
gdzie 4i jest liczba, zawarta miedzy f(x) a f[x)+hf\i). Tak wiec po-
chodna funkcji F\f()\ réwna sie
1im/M4)J3,'(41)=A*)NTA*)L.
poniewaz 4->x, a 4i->/(®), skoro tylko

119. Twierdzenie o wartosci posredniej pozwala nam do-
wies¢ bardzo waznej wiasnosci funkcji, a mianowicie: jezeli dla
icszystkich wartosci zmiennej x, zawartych w pewnym przedziale,
mamy <p(N= 0, wéwczas funkcja q(iIt) ma w tym przedziale statg
wartosc.

Istotnie, niech a, h bedg dwiema dowolnemi wartosciami
x w tym przedziale. Mamy

D)~ {a)= (p—a)y"\a-\- &b—a)j=0.

Stad wyptywa oczywisty wniosek, ze jesli we wszystkich
punktach pewnego przedziatlu mamy y'(x)= A'(x), woéwczas funk-
cje ) i ) réznia sie w tym przedziale o stata.

120. O catkowaniu. WwidzielisSmy, w jaki sposéb mozna
w wielu razach znalez¢ pochodng funkcji y(x). Teraz powsta-
je zagadnienie odwrotne: czy mozna znalezé pierwotng funkcje,
jezeli znamy jej pochodng?

Przypusémy, ze mamy danag funkcje <>#. Zagadnienie
polega na znalezieniu takiej funkcji zeby byto y'(x) = ty(x).
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Chwila zastanowienia wystarcza, zeby dostrzec, ze nasze za-
gadnienie rozpada sie wiasciwie na trzy roézne zagadnienia.

(1) Przedewszystkim chodzi o to, czy funkcja &) na-
praiode istnieje. To pytanie nalezy odréznia¢ od pytania, czy
umiemy znalezé prosty jaki$ wzér na q@).

(2) Powtoére, chodzi o to, czy nasze zagadnienie posiada
jedno tylko rozwigzanie, czy tez ma ich wiecej; innemi stowa-
mi: czy istnieje jedna tylko funkcja qnm) taka, ze y\x) = ty(x),
czy tez funkcji takich jest wiecej? Jezeli takich funkcji jest
kilka, to jaki zwigzek zachodzi miedzy niemi, i czy mozemy,
znajac jedna z nich, znalez¢ wszystkie inne?

(3) Wreszcie, jezeli istnieje rozwigzanie, to chodzi o zna-
lezienie wzoru, za pomocg ktéorego mozna bytoby to rozwigzanie
wyrazic.

Czytelnik zrozumie moze doktadniej te trzy zagadnienia,
jezeli poréwnamy je z trzema zagadnieniami, dotyczgacemi po-
chodnych.

(1) Funkcja y{x) moze posiada¢ pochodng dla wszelkich
wartosci x, jak np. funkcja sina? albo xm gdzie m jest liczbg
dodatnig catkowitg. Moze sie jednak zdarzyé¢, ze funkcja n a-
0g o6t posiada pochodng, ale nie ma jej przy pewnych warto-
Sciach zmiennej x\ do takich nalezg np. funkcje \/x, sec & Mo-
ze wreszcie zdarzy¢ sie, ze funkcja wcale nie ma pochodnej,
jak np. funkcja, rozwazana w Przykt. XL.20, ktéra jest wsze-
dzie nieciggta, a wiec nie ma pochodnej przy zadnej wartosci
na x. W niniejszym rozdziale mieliSmy do czynienia z funk-
cjami ciggtemi, ktére posiadaja pochodne, z wyjatkiem chyba
pewnych wyjatkowych wartosci na x (jak np. funkcja $/x, kto-
ra niema pochodnej przy &= 0). Ale moze powsta¢ pytanie:
czy kazda funkcja ciggta ma pochodng? albo: czy moze istnie¢
krzywa ciagta, nie posiadajgca stycznej? Zdrowy rozsadek po-
wiada, ze krzywa taka nie jest mozliwa, ale, jak juz poprzed-
nio nadmieniliSmy, zdrowy rozsadek jest w bitedzie.

W kazdym razie jest rzeczg jasng, ze na pytanie: ,czy
@) posiada pochodna?4d odpowiedz moze wypasé rozmaicie.
Mamy prawo oczekiwac, ze tak samo rozmaicie wypadnie od-
powiedz na pytanie odwrotne: ,czy istnieje funkcja qg@), kto6-
rej pochodnag bytaby dana funkcja ty(x)?u. WidzieliSmy juz, ze
w pewnych wypadkach odpowiedZz jest przeczaca; jezeli np.
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<HMa) réwna sie a, b lub c, zaleznie od tego, czy x jest mniej-
sze od zera, réwne zeru lub wieksze od zera, i jezeli a=%b=%-c,
woéwczas na nasze pytanie musimy da¢ odpowiedz przeczacy.
Ale taka funkcja jest nieciagta, my za$ bedziemy zawsze za-
ktadali, ze »}(/) jest funkcja ciagta. Ot6z, jezeli funkcja t](X
jest ciggta, woéwczas istnieje zawsre taka funkcja <(X), ze y'{x) = T>X.

Waznego tego twierdzenia dowiedziemy w rozdziale VII.

(2) Drugie pytanie daje sie z tatwoscia rozstrzygnac.
Z okreslenia pochodnej wynika, ze dana funkcja nie moze miec
wiecej niz jedng pochodng. Gdy chodzi o zagadnienie odwrot-
ne, to z § 119 odrazu wynika, ze jesli cp(X) jest jednym roz-
wigzaniem zagadnienia, woéwczas y(x)-{-C, gdzie cC jest dowol-
ng stala, jest tez rozwigzaniem tego samego zagadnienia.

(3) Wyznaczenie pochodnej, wyrazenie jej zapomocg wWzo-
ru jest rzecza tatwa, o ile mamy do czynienia ze skonczong
kombinacjg symbolow zwyktych funkcji. Przekonamy sie za-
raz, ze zagadnienie odwrotne jest o wiele trudniejsze.

Okreslenie. Jezeli 4(x) jest pochodnag funkcji y(x), wéwczas
y(x) nazywamy catkag funkcji ~(x). Dziatanie, zapomoca ktérego,
znajac funkcje ty(x), wyznaczamy <p(r), nazywamy catkowaniem.
Bedziemy sie postugiwali symbolem

przyczyni nalezy pamietaé, ze j..dx, tak samo jak dfdx sg to

wylacznie symbole dziatan, ze wiec znaki j lub dx same przez

sie nic nie znacza.

121. Zagadnienie praktyczne catkowania. Opierajac
sie na wynikach poprzednich rozwazan i rachunkéw, mozemy
odrazu wyznaczy¢ catki niektéorych funkcji, czesto spotyka-
nych. Np. mamy

Wzory te nalezy pojmowaé¢ w ten sposob, ze funkcja
w prawej czesci rownania jest jedng z calek; jezeli zas chcemy

Wyktad czystej matem. 17.
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otrzymac catke ogélng, musimy do tej funkcji doda¢ dowolng
stalg C, zwang czesto statg catkowania.

Pierwszy z powyzszych wzoréw nie da sie zastosowac
w przypadku, gdy m — —1; istotnie, widzielismy (Prz) ki. XLV .4),
ze ljx nie moze by¢ pochodna zadnej funkcji wymiernej. W na-
stepnym rozdziale dowiedziemy istnienia funkcji F{x), ktorej
pochodna réwna sie \jx\ na razie musimy zatozy¢, ze taka
funkcja istnieje. Wiemy, ze nie jest ona wymierna, a mozna
dowiesé, ze nie jest ona roéwniez algiebraiczna i wogole nie
daje sie wyrazi¢ za pomoca zadnej skoriczonej kombinacji sym-
boléw tych funkcji, ktére dotad poznalismy. Niestety, dowdd
tego twierdzenia jest zbyt diugi, bySmy go mogli w tej ksigz-
ce zamiesci¢; w kazdym razie w rozdziale X poznamy te
funkcje nieco dokltadniej i zbadamy jej wilasnosci w sposéb
systematyczny.

Przypusémy najpierw, ze x jest liczbg dodatniag. W ta-
Kim razie napiszemy

i funkcje, wypisang z prawej strony tej réwnosci, nazwiemy
funkcjg logarytmiczng. Jak dotad, jest ona okreslona tylko
dla dodatnich wartosci zmiennej x.

Przypusémy teraz, ze x jest liczbg ujemng. W takim ra-
zie —x jest dodatnie i funkcja Ig(—x) jest okresSlona przez
wzor (2). Otéz mamy

a wiec, gdy x jest ujemne, mamy

Wzory (2) i (8) dadzg sie potgaczy¢ w jeden wzor

w ktorym znak nalezy dobra¢ w ten sposéb, zeby liczba F x
byta dodatnia. Wzor ten jest stuszny dla wszelkich rzeczy-
wistych wartosci x réznych od zera.
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Najwazniejsze wiasnosci funkcji Iga;, ktérych dowiedziemy w roz-

dziale IX, wyrazajg sie zapomocg réwnan
lg1=0, lg(l/aj)=-]gaj. Jgxy=\gx+\gy.

Rzecz jasna, ze drugie réwnanie wynika z pierwszego i trzeciego. W ni-
niejszym rozdziale réwnania te nie sg nam wiasciwie potrzebne, ale cza-
sem utatwiaja one zwiezlejsze pisanie wzordw.

Z trzeciego réwnania wynika, ze 1gx2=2\gx, jezeli *>0, jezeli za$
x<0, to lga;2—21g(—=a), a w obu wypadkach mamy lIga;2=21gla:]. Wobec
tego wzor (4 mozomy napisa¢ w postaci

Wzory (1)—(3) naleza do podstawowycli wzoréw rachun-
ku catkowego. Do nich nalezy doda¢ jeszcze dwa wzory, mia-
nowicie

122. Catkowanie wielomianéw. Twierdzenia, dowiedzio-
ne w § 106, prowadzg bezposrednio -do wzoréw

Zakladamy tu, ze stale catkowania sg odpowiednio dobra-
ne, ze wiec np. wzér (1) powiada: ,dowolna catka funkcji f(x),
dodana do dowolnej catki funkcji F{x), daje jedna z calelc funk-
cji T(xX) T F(x)u.

Na mocy tych wzoréw mozemy napisa¢ catke kazdej funk-
cji, majacej ksztatt 2>Avfv(x), jezeli suma ta rozcigga sie na
skonczong liczbe sktadnikéw i jezeli znamy catke funkcji
W szczegoélnosci mozemy napisa¢ catke wielomianu

123. Catkowanie funkcji wymiernych. Niech R{x) be-
dzie funkcjg wymierng, roztozona na utamki proste, a wiec
przedstawiong w postaci wielomianu U(x) i sumy utamkow
ksztattu A/(x—a)P .

*) W sprawie znakéw porow. § 112
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Potrafimy napisa¢ odrazu catki wielomianu oraz wszyst-
kich utamkoéw, w ktérych Istotnie

gdzie a jest dowolng liczba rzeczywistg lub zespolong (§ 110).
Nieco trudniej jest wyznaczy¢ calke utamka, w ktorym
p—1 Z twierdzenia (6), 8§ 106 wynika, ze

W szczegolnosci, jezeli f(x)—ax-\-b, gdzie a, b sg to licz-
by rzeczywiste, i jezeli F(x) zastgpimy przez ), a F'(x)
przez 4@, tak iz <f(x) bedzie catkg funkcji otrzymamy
wzor

Wobec tego mamy np.

w szczegdllnosci, jezeli a jest liczbg rzeczywista, mamy

Tak wiec potrafimy catkowaé¢ wszystkie wyrazy funkcji
R(x), w ktorych p= 1, a a jest liczbg rzeczywistg. Pozostaje
do zbadania przypadek, gdy a jest liczbg zespolona.

Przedewszystkim wprowadzimy pewne zalozenie ograni-
czajagce, a mianowicie zatozymy, ze wszystkie spoétczynniki
funkcji R(x) sa rzeczywiste. W takim razie, jezeli a= y-|-6i
jest w-krotnym pierwiastkiem réwnania Q(x)- o, to liczba
sprzezona a= y—di musi by¢ m-krotnym pierwiastkiem tego
samego rownania. Jezeli, dalej, rozkiadajac funkcje R(x) na
utamki proste, otrzymujemy utamek Ap/(x—a)p, to musimy
réwniez otrzymac¢ utamek Apj{x— a)p, gdzie Ap i Ap sg to liczby
sprzezone. Twierdzen tych nie dowodzimy, gdyz czytelnik po-
winien je zna¢ z kursu algiebry.

Jezeli np. w rozwinieciu R(x) na uftamki proste mamy
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wyraz (X-]-fu)/((jc—f—8z), to niewatpliwie marny réwniez wy-
raz (X—lll)/(a,'4+ a suma tych dwu wyrazéw réwna sie

Ten ostatni utamek jest najogdlniejszym utamkiem ksztattu

gdzie b2<ac. Czytelnik z tatwoscia sprawdzi to sam.

Jezeli we wzorze (3) zatozymy F jf{x)j= Ig !f\x) i, otrzy-
mamy

a jezeli procz tego zatozymy, ze f(x)= (x— X)2-f-*2, otrzymamy

Na mocy rownan (6), § 121 oraz powyzszego wzoru (4),
mamy

Te dwa wzory dajg nam moznos¢ zcatkowania sumy
dwuch utamkoéw, o ktére chodzito; potrafimy tedy napisa¢ cal-
ke kazdej funkcji wymiernej, o ile umiemy wyznaczy¢ wszyst-
kie czynniki w mianowniku tej funkcji. Catka ta jest sumag

wielomianu, pewnej liczby funkcji wymiernych ksztattu

pewnej liczby funkcji logarytmicznych oraz funkcji arctg.

Przyktady LI. 1 Dowiesé, ze jeSli \=ac —2 p=aB —ba i jezeli
A<O, to
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2. Jezeli nc=b2 woéwczas catka poprzedniego zadania przybiera
ksztatt
3. Jezeli pierwiastki réwnania Q(x)—O sa wszystkie rdézne i rze-

czywiste i jezeli stopienn wielomianu P(x) jest nizszy od stopnia wielo-
mianu Q(x), wéwczas

gdzie sumowanie rozcigga sie na wszystkie pierwiastki a réwnania
Q(x) =0.

4, Jezeli pierwiastki réwnania Q(x)=0 sg rzeczywiste, przyczyni
a jest pierwiastkiem podwojnym, wszystkie za$ inne pierwiastki sg po-
jedyncze, i jezeli stopien P(x) jest nizszy od stopnia Q(x), wdwczas

a sumowanie rozcigga sie na wszystkie pojedynicze pierwiastki @ réw-
nania Q{x)—o0.

5. Dowies¢, ze

6. Zcatkowaé funkcje

7. Dowies¢ stusznosci wzoréw



124. Uwaga, dotyczaca catkowania funkcji wymiernych. PoO-
znaliSmy ogélng metode catkowania funkcji wymiernych R(x), przyczyni
zaktadaliSmy, ze umiemy rozwigza¢ réwnanie (j(x)=0. Metoda ta jest nao-
g6t prosta, bywajg jednak wypadki, w ktorych prowadzi ona do zbyt zio-
zonych rachunkéw; w takim razie musimy szukac innej, prostszej meto-
dy. W niniejszej ksigzce nie mozemy bada¢ szczegétowo praktycznych
metod catkowania, wobec czego odsytamy czytelnika do dziet specjal-
nych, np. do Goursat Cours d'A?ialyse, t. I

Jezeli réwnania Q(X)—0 nie umiemy rozwigza¢, wéwczas metoda
utamkéw prostych nie da sie zastosowac i musimy szukac innej jakiej$
drogi.*)

125. Catkowanie funkcji algebraicznych. 2z kolei mu-
simy zbadaé¢, w jaki sposéb catkuje sie funkcje algiebraiczne
zmiennej x. W tym celu wezmy pod uwage catke pozornie
ogolniejsza, mianowicie

IR(x, y)dx,

gdzie R{x) jest dowolng funkcja wymierng zmiennych x i vy,
przyczyni y jest funkcja algiebraiczng zmiennej x. Calka ta
jest tylko pozornie ogo6lniejsza, gdyz widzieliSmy (Przykt.
XV.6), ze przy naszych zatozeniach R(x, y) musi by¢ funkcjg
algiebraiczng zmiennej x. ObraliSmy taka catke w celu uta-
twienia rachunkow, gdyz np. w wielu razach dogodniej bywa
uwazac¢ funkcje

za funkcje wymierna, zalezng od zmiennej x i od prostej al-
giebraicznej funkcji \Jax?X\-t bx-\-c, niz traktowac¢ jg odrazu
jako funkcje algiebraiczng zmiennej x.

126. Catkowanie przez podstawienie i przez usuniecie
niewymiernosci. Z réwnania (3), 8 123 wynika, ze jesli

To rownanie daje nam moznos$¢ wyznaczania catek w wie-
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lu wypadkach, gdy ksztatt calki nie jest z gory oczywisty.
Metode te mozemy ujaé w nastepujaca regute: ktadziemy
X=1f(t), gdzie f(t) jest jakgkolwiek, odpowiednio
dobranag funkcja nowej zmiennej t otrzymany
wzOr mnozymy przez f'(t); wyznaczamy (o ile to
okaze sie mozliwym) catke funkcji wreszcie
znalezionag catke wyrazamy znéw za pomocag
zmiennej X.

W wielu wypadkach otrzymujemy funkcje zmiennej ¢t
ktéra daje sie z tatwoscig catkowac¢. Tak bywa zawsze, jezeli
potrafilismy znalez¢ taki zwigzek miedzy X i t, ze otrzymana
funkcja zmiennej t jest wymierna. Np. funkcje R(VX) moze-
my przeksztatci¢ w funkcje wymierng zmiennej t, kladgc X —t
jakoz otrzymamy 2tR(t). Te metode postepowania nazywamy
catkowaniem przez usuwanie niewymiernosci.

Stosujac jg do naszego zagadnienia, t. j. do wyznaczenia

catki | R(x, y)dXx, powiemy:

Jezeli potrafimy znalezé takag zmienng /, ze-
by Xiyby’fy funkcjami wymierne mi tej zmien-
nej, np. zeby byto x= RXf), y=R2}), wowczas bedzie-
my mieli

a ta druga catka da sie obliczy¢ zapomocag meto-
dy 8§ 123, jako funkcja wymierna zmiennej t

Nie mozemy roztrzgsac¢, kiedy takie podstawienie jest wo-
gole mozliwe, gdyz przekraczatoby to ramy niniejszej ksigzki.
Poprzestaniemy tedy na poznaniu Kilku prostych przypadkéw
szczego6lnych.

127. Calki, zwigzane z teorjg stozkowych. Przypusé-
my, ze X i y zwigzane sa rownaniem

czyli ze wykres funkcji y jest stozkowa.
Niech (£, ) bedzie dowolnym punktem stozkowej. Kita-
dac w naszym réwnaniu X —£= X, y—r= Y, otrzymamy
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gdzie F = hhA-bf\-\-f, G=ai-\-hri~\-g. Jezeli w nowym réwnaniu
potozymy Y =tX, przekonamy sie, ze zaréwno X jak Y daja
sie¢ wyrazi¢ w postaci funkcji wymiernych zmiennej t, a wiec
to samo da sie powiedzie¢ o i y. Jakoz mamy

a stad wynika, ze usuniecie niewymiernosci z naszej funkcji
daje sie uskutecznic.
Czytelnik sprawdzi sam, ze

ze wiec
Jezeli h2> ab, wéwczas dogodniej jest postgpi¢ w naste-

pujacy sposOb. Stozkowa jest hiperbolg, ktdorej asymptoty sg
réwnolegte do pary prostych

czyli do prostych

Ktadgc y —\x= t, otrzymamy dwa réwnania

Jest rzeczg jasng, ze z dwuch tych réwnan mozemy wy-

znaczy¢ « i y jako funkcje wymierne zmiennej t. Postepowa-
nie to wyjasnimy zaraz na bardzo waznym przyktadzie.

tak iz

W szczegoélnosci, jezeli a=1, b—0, c=a2 albo jezeli a=1 b=0,
c= —a2 mamy
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Do tych dwuch wzoréw nalezy doda¢ jeszcze trzeci

ktory odpowiada przypadkowi, gdy a<0. We wzorze (3) zatozyliSmy, ze
a>0; gdyby byto a<O0, catka miataby ksztait arc SinKX/l

Wz6ér (3) na pozér rozni sie bardzo znacznie od wzoru (2); dopie-
ro w rozdziale X przekonamy sig, ze w istocie zachodzi miedzy niemi bar-
dzo Scisty zwigzek.

129. Catka Catka ta daje sie zawsze

wyznaczy¢ za pomocg metody poprzedniego paragrafu. Poniewaz

zatym

W tej drugiej catce spotczynnik a moze by¢ zaréwno dodatni,
jak ujemny. Jezeli o> 0, kiadziemy x\/ a-\-(bJ\/a)= t i mamy

gdzie k— (ac — b2)/a. Jezeli a<0, kltadziemy A — —a oraz
x VA — (b/\/ A)= t i otrzymujemy

Widzimy tedy, ze nasza catke mozna zawsze sprowadzi¢
do jednej z trzecli znanych nam postaci
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130. Catka W taki sam spo-

s6b otrzymujemy

a te drugg catke mozna z #tatwoscig sprowadzi¢ do jednej
z trzech postaci

W celu wyznaczenia tych calek wprowadzimy now™g me-
tode catkowania.

131. Catkowanie przez czesci. Z reguly rézniczkowa-
nia iloczynu wyptywa odrazu nastepujacy wzor:

Wzér ten jest bardzo praktyczny, jezeli umiemy wyzna-
czy¢ catke |f{pc)F\x)dx.

Dla przyktadu zastosujemy go do funkcji, rozwazanej
w poprzednim paragrafie.
Ktadac

otrzymujemy

skad

a te ostatnig catke umiemy juz wyznaczac¢ (8 128).

Przyktady LIlI. 1 Dowie$é, ze przy a>0 mamy



— 268 —

2. Zapomocg podstawienia x= asin® wyznaczy¢ catki

i sprawdzi¢, ze odpowiedZ zgadza sie z ta, ktéra otrzyma-
lisSmy w § 128 i w Przykt. 1
3. Trzema sposobami obliczy¢ x(x-\-a)mdx, gdzie m jest liczbg

wymierng, a mianowicie: (1) stosujgc catkowanie przez czesci, (2) stosu-
jac podstawienie (x+a)nmet, (3) piszac (x+a)- a zamiast x.
4. Zapomocag podstawien ax+b=1/ i x= 1/u dowies¢, ze

5. Catke gdzie b>a, obliczy¢ trzema sposobami:
J \/(x—a)(b—x)
(1) metoda ogolng, (2) za pomocg podstawienia (b—x)/(x—a)—t2 (3) za-
pomocg podstawienia x=acos2*+b sin2\

6. Obliczy¢ calki

7. Zapomocag podstawienia 2x+a+b—h(a b)\tiJr{\!t)2\ albo tez
mnozac licznik i mianownik przez \/x+a— \/x+b wykaza¢, ze przy
a>b mamy

8. Zapomocg odpowiedniego podstawienia usungé¢ niewymiernosci

w catce

9. Dowie$¢, ze zapomocg podstawienia yn—ax+b mozna usungé
niewymiernos$¢ w catce

10. Dowiesé, ze



— 269 —

i ze ogolnie

11. Catke (@ +x)pxedx, gckzie p i q sa to liczby wymierne, moz-

na obliczy¢ w trzech przypadkach: (1) gdy p jest liczba catkowita; (2) gdy
g jest liczbg catkowita; (3) gdy p+ q jest liczbg catkowitg. [W (1) przy-
padku kifadziemy x—us, gdzie s jest mianownikiem liczby d\ w (2) przy-
padku x+1=ts, gdzie s jest mianownikiem liczby p\ w (3) przypadku
1+x=xts, gdzie s jest mianownikiem liczby p.]

12. Catke j xm{axn+b)Qdx mozna sprowadzi¢ do poprzedniej calki
zapomocag podstawienia axn—bt. Zreszta w praktyce stosuje sie zazwy-
czaj t zw. wzory redukcyjne (poréw. Zadanie 39 w koncu rozdziatu.)

13. Za pomocg podstawienia
mozemy usunaé niewymiernosci z catki

14. Za pomocg odpowiedniego podstawienia usunaé¢ niewymiernosc
z catki | R(X, y)dx, gdzie yAx—y)~x2 [Kladziemy y=tx.]

15. Uczyni¢ to samo z poprzednig catka, jezeli (1) y(x—y)2—x,
(2) (x2+y22—aAx2—y2d. [W pierwszym przypadku kladziemy x—y—t,
w drugim x2+y2—t(x—y).]

132. Catka J_F(a?, y) dx, gdzie y2—ax2+ 2bx + c. Najogélniejsza

catka, zwigzang ze stozkowa y2=ax2+2bx+c i nalezacg do typu, rozwa-
zanego w § 127, jest

gdzie X=y2=ax2+2bx+c. Zakladamy, ze R jest funkcjg rzeczy-
wistag.

Funkcja, stojgca pod znakiem catki, ma ksztatt P/Q, gdzie P i Q
oznaczajg wielomiany zmiennych x i \/X; mozemy ja tedy sprowadzié
do postaci
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przyczyni A, B,.. oznaczajg funkcje wymierne zmiennej x. Natrafiamy
tu na jedno tylko nowe zagadnienie, mianowicie na catkowanie funkcji
F\/X lub, co na jedno wychodzi, funkcji G/\/X, gdzie G jest funkcjg
wymierng zmiennej x. Otoz catke

mozemy obliczyé, rozkitadajgc G na utamki proste. Mozemy przytym
otrzymac trzy rozne typy catek.

() Przedewszystkim mozemy mie¢ catke

w ktérej m jest liczbg catkowitg dodatniag. W § 129 nauczyliSmy sie
obliczania takich calek w przypadku, gdy m=0 lub m=1 Chcac te spra-
we rozstrzygngé ogolnie, zauwazmy, ze

gdzie a, p, y sa to state, dajace sie z tatwoscig wyznaczyé. Rzecz jasna,
ze catkujgc to réwnanie, otrzymamy zwigzek miedzy trzema kolejnemi
catkami ksztattu (3), a poniewaz znamy wartosci takich catek przy m--0
i m=1 mozemy wiec kolejno obliczy¢ te catki przy wszelkich warto-
Sciach na m

(1) Powtdre mozemy otrzymacé catke typu

gdzie p jest liczbg rzeczywistg. Kladac x —p—IA, sprowadzamy te catke
do typu (3).

()] Mozemy wreszcie otrzymac catki, odpowiadajgce zespolonym
pierwiastkom mianownika funkcji G Poprzestaniemy na rozwazeniu
najprostszego przypadku, gdy mianowicie wszystkie takie pierwiastki
sg pojedyncze. Parze pierwiastkéw zespolonych sprzezonych odpowia-
da woéwczas catka

Kladziemy

gdzie p i v sg tak dobrane, by byto
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czyli ze p i v sg pierwiastkami réwnania

Pierwiastki tego réwnania sa niewatpliwie rzeczywiste, a wiec mo-
zemy znalez¢ rzeczywiste wartosci na g i v, czynigce zado$¢ naszym wy-
maganiom.

Po wykonaniu podstawienia przekonamy sie, ze catka (5) przybie-
ra postaé

W drugiej catce usuwamy niewymierno$¢ zapoinocg podstawienia
i otrzymujemy

Jezeli wreszcie w pierwszej z catek (6) zatozymy, ze t—1lm otrzy-
mamy catke drugiego typu, ktérg obliczymy, kiadac

Przyktady LIIl. 1 Obliczy¢

2. Dowies$¢, ze

dec
4. Dowie$¢, ze catk g - , gdzie y2=ax*-\-2bxA-c, mozna wy-
J(x-x0)y
razi¢ w jednej z dwuch nastepujgcych postaci:

*)  Powyzsza metoda catkowania zawodzi, jezeli mamy ci/A=b/B,
ale wtedy mozemy zastosowac podstawienie ax+b—t. Wiecej szczegotow
o catkowaniu funkcji algiebraicznych znalez¢ mozna w dzietach: Sto Iz,
Grundzilge der Differential- und Integralrechnung, Bd. I, str. 331, Brom-
wich, Elementary Integrals. Cambridge Bowes a. Bowes 1911. inng me-
tode redukcji podat Sir G. Greenhill A chapter in the integral calculus.
Pordwnaj tez prace autora, cytowang na str. 263.
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zaleznie od tego, czy ax@+2bx0+c jest dodatnie i réwna sie y®@ czy tez
jest ujemne i réwna sie —z@

5. Za pomoca podstawienia y =V (ax2+2bx+c)l{x—p) dowies¢, ze

6. Dowiesé, ze z cakki

mozna usuna¢ niewymiernoscj. zapomoca podstawienia x=(1+y2A3-y 2.

7. Obliczy¢

8. Obliczy¢

[Zastosowa¢ metode § 132. Spoétczynniki p, v czynig zado$¢ row-
naniu 42+3?+270, tak iz p=-2, v=-1, a x=-(2t+1)/(t+l). Catka
przybiera postac

Z pierwszej catki usuwamy niewymiernos$¢, kladac t/\/9t2—4=tt,
i z drugiej, klkadac 1/\/912- 4=v.]
9. Obliczy¢

10. Dowie$¢, ze z catki j R(x,y) dx, w ktérej y2=ax2+2bx + ¢, moz-

na usung¢ niewymiernos¢, kiadac O-c-f---n, gdzie (p, q) jest punktem na
+q

stozkowej y2=ax2+2bx+c. [Oczywista rzecz, ze moznaby réwniez zato-
zyé t=i--i--f-); poréwn. § 127]

y-<i

133. Catkowanie funkcji przestepnych. Wobec nadzwy-
czajnej rozmaitosci typow funkcji przestepnych niepodobna
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opracowac teorji ich catkowania w sposéb systematyczny. Po-
przestaniemy na zbadania Kkilku typéw funkcji przestepnych,
ktorych catki dajg sie zawsze wyznaczyc.

134. Wielomiany, utworzone z wstaw i dostaw wielo-
krotnosci argumentu x. Mozemy zawsze znalez¢ catke kazdej
funkcji, ktéra jest sumag skonczonej liczby wyrazéw ksztattu

A cosmax sin"lax cosnbx sin"'bx...,

gdzie m, m', n, n'... sg liczbami catkowitemi dodatniemi, a a, b,...
sgq dowolnemi liczbami rzeczywistemi. Jakoz wyraz taki moz-
na przedstawi¢ w postaci sumy skonczonej liczby wyrazéw
ksztattu

acos \x(pa+ q b 9] lub Bsin \x{pa+ gb+ ..)],

ktére dajag sie z tatwoscig zcatkowac.

Przyktady LIV. 1 Obliczy¢ hsinX cos2#r7#. Mozemy oprze¢ sie

na wzorach sSinX = 14(3sin x —sin 3#), cos2#=72(l+cos 4#).
Otrzymamy

Vi6 | (7 sin x—s5 sin 3#+ 3sin 5#-sin 7x)dx= —7/Bcos#-j-

+ 58cos 3#—38&cos 5#+V m cos T#.
Mozemy, oczywiscie, postapi¢ inaczej. Np. mozemy napisa¢

| sin 3#cos22x dx = j (4 cos4 -4 cos2+ |)(I —cos2)sin # d#,

a kladac cos #=£, otrzymamy
| (4f6—8t*+bt2-1)d t—*/7cos# —35c0sH# + F3cos3# —cos#.

Czytelnik sprawdzi sam, ze dwie otrzymane przez nas catki réznig sie
o stala.

2. Obliczy¢ catki nastepujacych funkcji: cos a# cos b#, sin nxsin bx,
cos a# sin 6#, cos2#, sSin3¥, cos4, CcoS# cOS2#c0S 3#, COSRHSINBH
cosB sin#.

135. Calki |a@cosx dx, j'xHsinx dx. Mozemy tu zasto-

sowa¢ metode catkowania przez czesci. Otrzymujemy

Wyktad czystej matem. 18.
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Rzecz jasna, ze, stosujgc to postepowanie odpowiednig
ilos¢ razy, mozemy przy n catkowitym obliczy¢ nasze -caiki.

Stad wynika, ze potrafimy wyznaczy¢ catki Jx ncos axdx oraz

|xnsin ax dx, jezeli n jest liczbg catkowita, i, co za tyin idzie,

potrafimy obliczy¢ catke

gdzie P jest dowolnym wielomianem.
Przyktady LV. 1 Obliczy¢ catki nastepujacych funkcji: &@sin o
axosce, ocxosr, alinZcesinZec, @ sinac cos4y) aFin3> .

2. Wyznaczy¢ wielomiany f i ten spos6b, by zachodzita réw-
nos¢

136. Funkcje wymierne wstaw i dostaw zmiennej x.

(¥
Catki tycli funkcji mozemy obliczy¢, kltadac tg——t. Istotnie
u

zatym otrzymamy funkcje wymierna zmiennej t

Przyktady LVI. 1 Dowie$¢, ze
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3. Dowies¢, ze oznaczajac tg— przez t, mozemy catke (— —-----

2 J a+b cosec

gdzie a+b jest liczbg dodatnig, przedstawi¢ w jednej z dwuch nastepu-
jacych postaci:

zaleznie od tego, czy a2>62czy tez a2<62 Jezeli a2=62 catka sprowa-
dza sie do statej wielokrotnosci funkcji seCZ%: albo cosecz;. Znalez¢

catke w przypadku, gdy a+b jest liczbg ujemna.

4. Jezeli a>0 i n2>b2 i jezeli y jest funkcjg uwiktang zmiennej
X, okreslong przez réwnanie

woéwczas, gdy x zmienia sie od 0 do it, jedna z wartosci na y zmienia si¢

réwniez od O do ir. Dowie$¢ réwniez, ze

Na mocy tego dowie$¢, ze gdy O<x<rc, wowczas

5. Obliczy¢

6. Obliczy¢

7. Znalez¢ catke

[Podstawienie tgx=t.]
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137. Calki, zawierajgce funkcje arcsinx, arctgrr, Igre.
Stosujac catkowanie przez czesci, mamy

Jezeli @ oznacza funkcje, odwrotng wzgledem funkcji f,
wowczas, znajac catke funkcji y=f(x), mozemy znalezé¢ catke
funkcji x —~(y). Jakoz, kiadac y —f{x), mamy

Czytelnik wyznaczy tg droga catki arcsiny 1 arctgy.
Mozemy réwniez obliczy¢ catki ksztattu

gdzie P oznacza wielomian. Np. w pierwszym przyktadzie

musimy obliczy¢ pewng ilos¢ catek ksztaltu jxm(arcsinx)ndx.

Ktadac rc=-sin?/, otrzymujemy calke |ynsinwy cosy dy, Kktora

mozemy obliczy¢ zapomoca metody, podanej w § 135. W dru-
gim przyktadzie mamy do obliczenia pewng ilos¢ catek ksztat-

tu |m(lgx)ndx. Catkujac przez czesci, otrzymujemy

Rzecz jasna, ze stosujgc to postepowanie dostateczng ilos¢
razy, w zupetnosci wyznaczymy zadana catke.

138. O polach krzywych ptaskich. Do najwazniejszych
zastosowan rachunku catkowego nalezy obliczanie po6l, ograni-
czonych przez krzywe ptaskie.

Przypusémy, ze pPoPP* (rys. 52) jest wykresem funkcji
ciagtej y= y(x). Spotrzedne punktu P niech beda (x, y), spot-
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rzedne zas$ punktu P' niech beda (.x-j-A, y f k), przyczym h mo-
ze byé zaréwno dodatnig liczbg, jak ujemng (na rysunku h jest
dodatnie).

Pojecie ,pola” nalezy do tych poje¢, ktére wymagajg Sci-
stej analizy i zostaly dokladnie zbadane. P&6zniej powrécimy
do tej kwestji i wyjasnimy szczegbétowo, co znaczy: ,przypi-
sa¢ pole takiemu obszarowi, jak np. oNPPO0”. Narazie musimy

oprze¢ sie na intuicji i1 zatozy¢, ze kazdemu takiemu obszaro-
wi podporzadkowaliSmy zupeinie oznaczong liczbe, zwang
polem obszaru. Zakladamy réwniez, ze ,pola“ mozemy doda-
wac¢ do siebie (i odejmowac) w sposob, zgodny z intuicjg, ze
np. mamy

(PEP)+ {NN'EP) —{NN'P'P).

Przy tych zalozeniach jest rzeczg jasng, ze pole ONPPO
jest funkcja zmiennej x. Oznaczmy te funkcje przez <>(X).
Jest to funkcja ciagta. Istotnie, mamy

<|>(a+p)- <I>®- (NN'P'P) = (NN'BP)+(PEP')
= hyx)-f(PEP").

Z rysunku widzimy, ze pole PEP' jest mniejsze od nhk,
co zresztg nie zawsze bywa, gdyz (jak np. na rys. 52a) tuk
PP* niekoniecznie wznosi sie lub opada stale od p do P'.
W kazdym razie pole PEP' jest zawsze mniejsze od h\(h),
gdzie \(h) oznacza najwiekszg odlegtos¢ punktu, lezgcego na
tuku PP', odprostej PE. Poniewaz za$ y(x) jest funkcja ciagta,
zatym gdy /i—0, musi by¢ réwniez X(A)—»0.
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Tak wiec  4>(ic-|-A)— <I>(:r)=&jcp(E)-h[i(A),

gdzie T™NO\ <X(h), a \(h)-+OQ gdy A->0. Stad wynika bezpo-
Srednio, ze <(r) jest funkcjg ciagta. Proécz tego mamy

Tak wiec rzedna krzywej jest pochodna pola, pole jest catka
rzednej.

Stad wynika reguta obliczania pdl takich, jak pole obsza-
ru ONPPO. Obliczamy catke funkcji <f(x); otrzymujemy funkcje
4>(g), zaioierajgca stalg doivolng\ statg te dobieramy w ten sposéb,
by byto d»(0)= 0. Wtedy d>(r) jest zadanym polem.

Gdyby chodzito o obliczenie pola obszaru NINPPi, mu-
sielibysmy stalg catkowania wyznaczy¢ tak, by byto —0,
gdzie x1 jest odcietg punktu P1.

139. O ditugosci krzywych ptaskich. Pojecie dtugosci
krzywej jest jeszcze trudniejsze od pojecia pola. Nie wystar-
cza zatozy¢, ze tuk PPoO (rys. 52) posiada dtugosé¢, ktéra mo-
zemy oznaczy¢ symbolem s(x). Nie potrafilibySmy nawet do-
wiesé, ze 8(x) jest funkcja ciagta, ze wiec lim [s(P’)—s(P)]=0.
Ta witasnos¢ ,dtugosci” wydaje sie oczywistg na rys. 52, ale
jest juz o wiele mniej oczywista na rys. 52a.

Niepodobna zgtebi¢ zastosowan analizy do gieometrji, za-
nim sie nie ustali dokiadnie pojecia diugosci krzywej. Nie-
mniej jednak mozna z tatwosciag domysli¢ sie, jaki powinien
by¢ wzér na diugosé¢ tuku. Przypusémy, ze krzywa posiada
styczng, ktorej kierunek zmienia sie w sposéb ciaglty, ze wiec
y\x) jest funkcja ciggta. Zatozenie, ze tuk Kkrzywej posiada
oznaczong diugos$é, prowadzi do rdéwnania

gdzie symbol jPP'j oznacza tuk, ktérego cieciwag jest odcinek
PP\ Otoz

przyczyni i zawiera sie miedzy x i x-\-h. Mamy tedy
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Jezeli zatozymy, ze

otrzymamy

zatym

Przyktady LVII. 1 W paraboli x2-=tay wykre$lamy rzedng x=7;
obliczy¢ pole odcinka, wyznaczonego przez te rzedna, i dtugos¢ tuku,
ograniczajgcego ten odcinek.

2, Rozwigza¢ te same pytania dla krzywej ay2—xi i dowies¢, ze
dtugos¢ tuku réwna sie

3. Za pomoca wzoréw, podanych w §§ 138—139, obliczy¢ obwody

i pola két x2+y2—02 x2-\y2—2ax.
s . X2 _y2 , .
4. Dowies$¢, ze pole elipsy--—-- 3--=1 réwna sie Tahb
a2 b2

5. Obliczy¢ pole obszaru, ograniczonego przez krzywa y—sinx
i przez odcinek osi rr-6w od a;=0 do x=2«. [Mamy <t>(a)=—cos#, a roz-
nica miedzy wartosciami 0(0) i 0(2rc) réwna sie zeru. Otrzymany wy-
nik ttumaczy sie tym, ze krzywa nasza od x= k do x —2n lezy pod osig
ic-Ow, ze wiec przy zastosowaniu naszej metody musimy te cze$¢ pola
uwaza¢ za ujemng. Pole od x=0 do x—k réwna sie —cos 7t+cos 0=2,
a wiec cate polo, o ile obie jego czesci uwazaé¢ bedziemy za dodatnie,
rowna sie 4|

6. Przypusémy, ze spo6trzedne dowolnego punktu na krzywej daja
sie wyrazi¢ jako funkcje parametru ¢ a mianowicie x—y(t), y—\{{), i ze
<p(0 i 'KO majg ciggte pochodne. Jezeli x stale rod$nie, gdy t zmienia
sie od t0 do tt, woéwczas pole obszaru, ograniczonego przez o$ odcietych,
przez krzywg i przez dwie rzedne, odpowiadajace wartosciom parametru
t0 i ti, réowna sie gdzie

7. Przypusémy, ze C jest krzywa zamknietg o jednej petli i ze
zadna prosta, réownolegta do jednej lub drugiej osi, nie przecina tej krzy-
wej wiecej niz w dwuch punktach. Przypusémy dalej, ze spétrzedne kaz-
dego punktu krzywej mozemy wyrazi¢ w/ postaci funkcji zmiennej t i ze,
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gdy t zmienia sie od t0 do , punkt P obiega raz jeden dokota krzywej
i wraca do pierwotnego potozenia. Dowie$¢, ze pole obszaru, ograniczo-
nego przez krzywa C réwna sie réznicy pomiedzy poczatkowa i korcowa
wartoscig ktdrejkolwiek z nastepujacych catek:

Oczywista rzecz, ze te réznice uwazamy za dodatnia.

8. Wyniki poprzedniego zadania zastosowa¢ do obliczenia pdl
krzywych:
9. Znalez¢ pole krzywej x3+y3= 3axy. [Kladac y=tx, mamy

x=3at/(1+t3, y = 3atZ(1+t3. Gdy t zmienia sie od 0 do cw punkt ru-
chomy obiega petle krzywej raz jeden. Mamy

10. Znalez¢ pole krzywej x5+y5= 5ax%/2
a2
11. Dowies¢, ze pole krzywej x=asin2t, y=asint réwna sie

12. Elipsa jest dana przez réwnania x=acost y=bsint; dowies¢,
ze tuk jej, zawarty miedzy punktami t=tl oraz t=t2, réwna sie
F(t2)- F (t1), gdzie

przyczem e oznacza mimosréd elipsy. [Calki tej nie mozemy wyrazié¢
za pomoca funkcji, ktoreSmy dotad poznali.]

13. Spotrzedne biegunowe. Jezeli /(0% jest jednowarto$ciowq
funkcja zmiennej fr, woéwczas pole obszaru, ograniczonego przez krzywa
r—f{tt) i przez promienie rowna sie F(&2—F("i), gdzie

W)=7.J rw. Dtugo$é odpowiedniego tuku krzywej réwna sie
0(»i)-0(»i), gdzie

Na tej zasadzie obliczy¢ (1) dtugo$é okregu i pole kota r—2asin8-;

a
(I) pole obszaru, ograniczonego przez parabole r—I2lsec2— i cieciwe,
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poprowadzong przez jej ognisko; (I11) pole Slimaka r=a+ bcos 6 (rozroznic
trzy przypadki: a>b, a= b, a<b); (IV) pola elips l/r2=acosB+ 2hcos 8sind+
“+bsin® oraz I/r=1+ecob6 . [W tym ostatnim przykiadzie otrzymujemy

catke, ktéora mozna obliczy¢ zapomocg podstawienia

(1+e cos8)(1 —ecos 9)=1—€2]

14. Wykresli¢ krzywg 26=(a/r)+ (r/a) i dowies¢, ze pole obszaru,
ograniczonego przez promien oraz przez dwie gatezie krzywej stycz-

ne do siebie w punkcie r=a, 8=1, réwna sie .

(Mathem. Tripos, 1900.)

15. Krzywa dana jest przez réwnanie p= (r), w ktérym r jest pro-
mieniem wodzgcym, a p prostopadia, poprowadzong z poczatku spot-
rzednych do stycznej. Dowies$¢, ze obliczenie pola obszaru, ograniczone-
go przez tuk krzywej i przez dwa promienie wodzace, sprowadza sie do

obliczenia catki

Zadania do rozdziatu VI.

1. Funkcje f{x) okre$lamy w nastepujacy sposob: f[x)= 1+sc przy
x<j0; /(sc)=sc przy O<cc<l; f{x)=2—x przy I<~sc<;2, wreszcie
f[x)=3x-sc2 przy sc>2. Zbada¢ ciggtosci tej funkcji oraz istnienie i cig-
gtos¢ jej pochodnej przy sc=0, sc=I, sc=2.

(Mathem. Trip. 1908).

2. Oznaczmy a, asc+l> ax2+2bx+c,.. przez u0, m,, u2,... Dowies¢,
ze u@t3-3u@ In2+ 2n3 oraz —AmllB+ 3w2 sg niezalezne od x.

3. Jezeli 00, ain sg to state i jezeli Ur—@ao0, a,,... arjsc, I)r,
woéwczas

jest niezalezne od <
[Oprze¢ sie na réwnaniu Ur U r-x]
(Mathem. Tripos, 1896.)

4. Jezeli e 1 0<|sc<”™, to trzy pierwsze pochodne funkcji

arc sin (p.sin sc)—c sg dodatnie.

5. Wszystkie elementy wyznacznika sa funkcjami zmiennej < do-
wie$¢, ze pochodng wyznacznika otrzymamy, rézniczkujac elementy
jednego jego wiersza i pozostawiajgc bez zmiany wszystkie inne ele-
menty.
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6. Jezeli f1, f2, f3, f4 sg wielomianami stopnia 4 lub nizszego
woéwczas wyznacznik

jest réwniez wielomianem stopnia nie wyzszego nad 4. [Zr6zniczkowal
wyznacznik 5 razy.]

7. Jezeli y3+3xy+2x3=0, wowczas x|l +x3Jy" —2xy'+y=0.
8. Funkcje y=@(c)+@x—=c) oraz y=2¢ czynig zado$¢ réwna-
niu rézniczkowemu w ktérym y' oznacza pochod-

n
na Ey , a oznacza funkcje, odwrotng wzgledem <.
X

9. Jezeli a jest pierwiastkiem réwnania <p@@—a<p'(a)=0 i jezeli
op (*

P=—a)—, wowczas funkcje y=cy(x/c) oraz y=$x czynia zado$¢ réwnaniu

rézniczkowemu y= LCV'_M)}’ w ktérym ~ i y' majag to samo znaczenie,

co i w poprzednim zadaniu.

10. Jezeli ax+by+c—0, to y"—0, co mozemy wyrazi¢ w taki spo-
sob: og6lnym réwnaniem rézniczkowym linji prostych jest y"—0. Znalezé
ogélne réwnanie rozniczkowe (1) wszystkich két, majacych $rodek na osi
cc-ow; (1) wszystkich parabol, ktérych osig symetrji jest 0% cc-Ow;
(I11) wszystkich parabol, ktérych o$ symetrji jest rownolegta do osi y-ow,
(IV) wszystkich két;, (V) wszystkich parabol; (VI) wszystkich stozkowych.

[Réwnania te sa: (1) 1+y'2+yy"—0; (1) y'2+yy"=0; (Ill) y'""—0;
(V) (I+y'9y™=3y'y"2; (V) by™2=3y"y{4); (VI) 9y"J(5)- tey"y"y@+
40y"'3=0. W kazdym poszczeg6lnym wypadku rézniczkujemy réwnanie
krzywej tak dtugo, az otrzymamy ilo$¢ réwnan dostateczng do wyrugo-
wania statych.]

11. Dowiesé, ze Dx*(y"~"3=0 jest ogélnym réwnaniem réznicz-
kowym wszystkich parabol, a Dx3y"~"*)=0 jest ogélnym réwnaniem ro6z-

niczkowym wszystkich stozkowych.
[Réwnanie stozkowej mozemy napisa¢ w postaci

skad

Jezeli stozkowa jest parabolg, mamy p=0.]
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12. Oznaczajac

Znalez¢ odpowiednie wzory dla funkcji addl—3abc—2b3 (1+ t2b—2a2,
2ct—bab.

13. Jezeli przez yk oznaczymy k-ta pochodng funkcji
y =sin(n arc sin X, wowczas
(1-x Ayk+2-(.2k+1)xyk+I+(n2-k 2yk=0.
[Najpierw dowies¢ dla k=0, nastepnie zastosowa¢ wzér Leibniza.

14. Dowie$é wzoru

[Zastosowaé indukcje matematyczna.]
15. Krzywa jest dana przez réwnania
x=a(2 cos t+cos 2t), y = (2sin t—sin 2t).

Dowies¢, (1) ze réwnania stycznej i normalnej w punkcie, ktdérego
parametr t, sa

(I1) zo styczna, poprowadzona przez punkt I\ spotyka krzywg w punk-
tach Q i, ktérych parametry roéwnajg sie odpowiednio ——i k—z;
(1) ze QR=-la] (IV) ze styczne, poprowadzone przez Q i R, przecinajg
sie pod katem prostym i ze ich punkt przeciecia lezy na kole x2+y2=a2\
(V) ze normalne, poprowadzone przez I\ Q i R, przecinaja si¢ wjednym
punkcie na okregu kota x2+y2—9a2 (VI) ze réwnanie krzywej mozemy
napisa¢ w postaci

Naszkicowaé krzywa.

16. Dowies¢, ze krzywa poprzedniego zadania mozna okresli¢ za-
pomocag réwnan £/a=2u+(1/u?, ri/a—(2/u)+7i2, gdzie 4—x+iy, Nx—y,
w=Cist Dowies¢, ze réwnania stycznej i normalnej w punkcie, wyzna-
czonym przez w sg

Stad wysnué wiasnosci (I1)—(V) poprzedniego zadania.
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17. Warunek, zeby réwnanie xiA-ipx3—gx—1=0 miato réwne pier-
wiastki, daje sie wyrazi¢ w postaci (p+ 9)"3—p—q)"—1
(Mathem. Tripos. 1898).

18 Niech a, y bedg pierwiastkami rownania szesSciennego
f(x)— 0, przyczym a<p<y. Jezeli kazdy z przedziatow (a, p) i (p, y) po-
dzielimy na 6 réwnych przedziatdw, wodwczas pierwiastki roéwnania
f'(x)—0 bedg lezaty w czwartym przedziale z lewej strony i w czwartym
z prawej strony od punktu Jakiego rodzaju jest rownanie szescienne,
jezeli jeden pierwiastek rownania f(x) =0 lezy w jednym z punktéw
podziatu?

(Mathem. Tripos. 1907).

19. Zbada¢ maxima i minima funkcji f(x), jak réwniez pierwiastki'

rzeczywiste réwnania f(x) =o, jezeli

i jezeli O<a<rc. Dowies¢, ze w pierwszym przypadku réwnanie /(x)—0
ma dwa réwne pierwiastki, jezeli tga—a jest wielokrotnoscig liczby k.

20. Dobierajgc w odpowiedni spos6b stosunek X:g, mozemy osigg-
nac¢ to, ze rownanie \(ax2+bx+c) +i).(@'x2+blx+c')—0 bedzie miato pier-
wiastki rzeczywiste i ze réznica miedzy temi pierwiastkami bedzie do-
wolnie wielka. Wyjatek stanowi przypadek, gdy pierwiastki funkcji
a.r2+ bx+c, a'x3+b'x+c sg rzeczywiste i przeplatajg sie; w tym przypad-
ku pierwiastki réwnania sg zawsze rzeczywiste, ale istnieje nizsza gra-
nica dla réznicy jego pierwiastkéw.

(Mathem. Tripos. 1895).

21. Dowies¢, ze gdy O<a:<l, mamy

Wykresli¢ te funkcje.
22. Naszkicowaé¢ wykres funkcji y, danej przez réwnanie

1
23. Wykres$li¢ krzywg y—KctgTtee----------------- .
X X

24, Kartke papieru zginamy w ten sposéb, zeby rdg kartki sie-
gat doktadnie przeciwlegtego jej brzegu. W jaki sposéb nalezy zgigé
kartke, zeby dtugos¢ rysy, ktora sie przy tym utworzy, byta mozliwie
najwigksza?
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0:/\ N
25. Najwigkszy kat ostry, pod ktérym elipse — +¥ 1 przecia¢
gt ir

* *

moze koto spétsrodkowe, réwna sie arc tg a_zab

26. Trojkat posiada state pole A i staty potobwod s. Dowiesé, ze
najwigksza lub najmniejsza wartos¢, jakg moze mie¢ ktorykolwiek bok,
jest pierwiastkiem réwnania s(x—s)a;2+ 4A2=0. Zbada¢, w jakich warun-
kach réwnanie to ma pierwiastki rzeczywiste i kiedy odpowiadajg one
najwiekszym, kiedy za$ najmniejszym wartosciom boku.

[Réwnania a+b+c=2s oraz s(s—a)(s—b)(s—)=A2 wyznaczajg a i b
jako funkcje zmiennej c¢. RoOzniczkujac wzgledem c¢ i zakladajgc, ze

-~N-=0, otrzymujemy 6=c, s—6=s—c=-", skad wynika, ze s(«—s)a2+4A2=0.
do 2

Réwnanie to ma trzy rzeczywiste pierwiastki, jezeli s4>27A2 w przeciw-
nym za$ razie ma jeden pierwiastek rzeczywisty. W trdjkacie forem-
nym (majacym najmniejszy obwo6d przy danym polu) mamy s4= 27A2
a wiec nigdy nie moze zachodzi¢ nier6wnos$¢ s4<27A2 Réwnanie ma te-
dy trzy rzeczywiste pierwiastki; z nich jeden jest ujemny, dwa za$ do-
datnie, a z tych dwu jeden odpowiada maximum, drugi minimum.]

27. Pole najwiekszego trojkata foremnego, ktérego boki przecho-
dza przez punkty A, B, C réwna sie

gdzie «, b, ¢ sg bokami tréjkata ABC, a A jest jego polem.
(Mathem. Tripos. 1899).

28 Jezeli przez A A" oznaczymy pola dwuch najwiekszych tréjka-
tow réwnoramiennych, jakie mozna wykresli¢é w ten spos6b, by wierz-
chotki przy podstawie lezaly na kardiojdzie r=a(l +cos h), a trzeci
wierzchotek zeby lezat w poczatku spotrzednych, wowczas 256AA'=25a4v/5.

(Mathem. Trip. 1907).

x2—47/4-8
29. Do jakiej granicy dgzy — -—-, gdy punkt (@, y), poruszajg-
Jakiej granicy dazy o— -5 gdy punkt @ y). p ja
cy sie po krzywej xy—4a2—4:xy+y2+ 16x —2y—7=0 dazy do punktu (2,3).
(Mathem. Tripos. 1903.)

[Przenoszac poczatek spétrzednych do punktu (2,3), nadajemy
rownaniu krzywej ksztatt |2e—42+*¢2=0; nasza funkcja zamieni sie wow-
czas W (42+ 44—4)(j24 6f1—64). Kladac ee=fE, mamy £=(1 —t2/t oraz
v]=l —2 krzywa ma dwie galezie w poczatku spoétrzednych, odpowiada-
jace wartosciom t= —1 i t—1 Wyrazajac dang funkcje zapomoca t i za-
ktadajac, ze t dgzy do —1 luh do +1, otrzymujemy granice —32, —234
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30. Jezeli

3L Jezeli p(x)=1/(1+x3. to en)(x)= On(X)/(1+x2n+1, gdzie Qnjest
wielomianem n-tego stopnia. Dowie$¢ réwniez, ze

(V) ze wszystkie pierwiastki réwnania Qn=0 sg rzeczywiste i ze
sg one przedzielone przez pierwiastki réwnania

[Aby dowies¢ (1), stosujemy wzor Leibniza do funkcji (1+ x2<@)= |
wzor (1) wynika z (1) i (II); wzoér (IV) wynika z (Ill). Wreszcie, chcac
dowies¢ wzoru (V), zauwazmy, ze przy Qn=0 funkcja Qn+l ma ten sam
znak, co Q'n, tj. przy duzych wartosciach bezwzglednych na x, ten sam
znak, co (—I)nxn]

32. Jezeli przy a<=x< b funkcje f(x), ¢(x), P(x) posiadajg pochod-
ne, wéwczas x przybiera w przedziale (a, b) takg warto$¢ & ze

[Wzig¢ pod uwage funkcje, w Ktoérej trzeci wiersz naszego wyznacznika
zostat zastgpiony przez f(x), @Xx), Wx). Jezeli o(x)=x, a Yx)=1, to na-
sze twierdzenie sprowadza sie do twierdzenia o wartosci posredniej.]

33. Z poprzedniego zadania otrzymaé wzor

o Yoy Lo

34. Jezeli ¢'(X)-a, gdy x— o, to a)_( Jezeli @'(x) - o, to
@(X) > . [Oprzec¢ sie na wzorze qo)— (€)= (cc—a)™N'(N przy ab<£<cc.]

35. Jezeli <p(co)-va, gdy x*<x>, to oo(cc) nie moze dazy¢ do granicy
réznej od zera.

36. Jezeli cfcc)+ <p'(cc)-wi, gdy cc->00, to <p(co)-va i <p'(cc)-vO.

[Niech bedzie @) = a+ <J@), tak iz (/(cc) + {"(cc) »0. Jezeli przy
wszystkich dostatecznie wielkich wartosciach na x funkcja ‘[/'(cc) ma sta-
ty znak, np. znak +, to (l(cc) stale rosnie, a wiec '[/(cc) dazy albo do gra-
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nicy Z albo do oo, a A'(x) dazy do —Z albo do —o0, co jest niemozliwe
(Przykt. 35, 34), jezeli z==0. Jezeli przy x nieograniczenie rosnacym
''(:*;) zmienia znak, to wartosciom tym odpowiadajg maxima i minima
funkcji A(x). Jezeli duzej wartosci na x odpowiada maximum lub mini-
mum funkcji KaQ to jest bardzo matle, a <{d(a;)=0, tak iz '|@)
jest bardzo mate. Tymbardziej wiec musza by¢ bardzo mate inne war-
tosci funkcji \Xx), odpowiadajgce duzym wartosciom na x]
37. Wskazaé¢ spos6b usunigcia niewymiernosci z catki

[Ktadziemy mx+ n—I/t i stosujemy Przykt. LIl 13]
37. Obliczy¢ nastepujgce catki:

39. Wzory redukcyjne. (I) Dowies¢, ze

poczym stosujemy catkowanie przez czesci.
Taki wzor nazywamy redukcyjnym; przy n catkowitym dodatnim
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wyrazamy catke z a pomoca catki  co po>
J (x2+px + qg)n J (Xztpx+qg)n 1

zwala na obliczenie tej catki dla kolejnych wartosci wyktadnika n.]

(1) Dowies¢, ze jezeli

Otrzymaé¢ analogiczny zwigzek miedzy Ip,q oraz Ip—t, 9+i. Wyka-
za¢ rowniez, zapomocag podstawienia x —~y/(l+y), ze
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[Mamy

co prowadzi do pierwszego wzoru redukcyjnego.

(IX) Znalez¢ zwiazek miedzy

(X) Jezeli

(X1)  Jezeli

40. Jezeli n jest liczbg catkowitg dodatnig, to

41. Najog6lniejsza funkcja q:(a) ktéra przy wszelkim x czyni za-
dos¢ warunkowi q¥'+a X =0, daje sie wyrazi¢ w postaci Acosacc-f Bsinax
lub pcos(atc+ s), gdzie A, B, p, e sg to state.

[Mnozac przez 2?' i catkujgc, mamy <P2+aXP=ab2 gdzie b jest

stalg; stad wynika

Wyktad czystej matem. 19.
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42. Wyznaczy¢ najogolniejsze funkcje y, z, czynigce zado$¢ roi
naniom y'A-i»z=0 i z'—u>?%=0, w ktdrych y', z' oznaczajg pochodne wzgl
dem zmiennej I, a @ jest liczba stata.

43. Jezeli a jest katem ostrym dodatnim, to pole krzywej, dan
przez réwnania

réwna sie

44. Rzut cieciwy kola o promieniu a na $Srednice ma statg diu-
gos¢ 2acos[B; dowies¢, ze miejsce gieometryczne S$rodka cieciwy skilada
sie z dwuch petli i ze pole kazdej z nich =a2j3—cos Bsin p).

45, Dtugos¢ jednego ¢wiercianu krzywej (x/a) + («/& —1réwna sie
(u2-\-(ib-f- »2)/1 ot F- b).

46. Wewnatrz kota o promieniu a znajduje sie punkt A, przy-
czyni odlegto$¢ jego od srodka kota —b. Dowiesé, ze miejsce spodkdéw
prostopadtych, poprowadzonych z A do prostych, stycznych do danego

2
kota, jest krzywa, ktorej pole =i:Xa2+ b—)

47. Jezeli (a, b, c, f, g, h( vy, 1)2=0 jest rownaniem stozkowej, to

gdzie a, p sa liczbami statemi, a PT, PT sg to prostopadte, poprowa-
dzone z punktu P stozkowej do stycznych, wykreslonych w koncach cie-
ciwy Ix+tny+n—o.

48. Dowiesé, ze

jest funkcja wymierng zmiennej x woéweczas i tylko woéweczas, gdy albo
A C-B2=0, albo aC+cA-2bB=0%).

49. Zeby catka

(w ktorej fi F sg wielomianami a F nie zawiera czynnikéw wielokrot-

*) Poréwn. rozprawe autora, cytowang na str. 263.
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nych) byla funkcja wymierng zmiennej x, trzeba i wystarcza, zeby
f'F'—F" byto podzielne przez F.

50. Dowies¢, ze
jest funkcjg wymierng zmiennych cosa? i sina? wéwczas i tylko wéwczas,

gdy ae+y=0. Obliczy¢ catke w zalozeniu, ze warunek ten jest speiniony.
{Mathem. Tripos, 1910.)



ROZDZIAL VII.

DALSZE TWIERDZENIA Z RACHUNKU ROZNICZKOWEGO
I CALKOWEGO.

140. Ogoblniejsze twierdzenie o wartosci posredniej.
W § 118 dowiedlismy, ze jesli f{x) posiada w kazdym punk-
cie przedziatlu (a, b) pochodng f'(x), to

gdzie a<t,<b, albo innemi stowami: jezeli f(x) ma pochodnag
w kazdym punkcie przedziatu (a, a-\-h) i jezeli OcD”"cl, to

f(a-\-h)—F(a)=hf (a+& 1N ) oo, (1)

Dowdd opierat sie na rozwazaniu funkcji

ktéra rowna sie zeru przy x=a i x= b

Przypusémy teraz, ze f(x) posiada w catltym przedziale
(a, b) drugg pochodng f"(x), ze wiec pierwsza pochodna f'(x)
jest ciggta w tym przedziale. Wezmy pod uwage funkcje

m -f{x)-(b-x)f\x)-~~\m -f(a)-(b-a)f') .

Ta funkcja roéowniez przybiera wartos¢ 0, gdy x=a lub
x —b; pochodna jej

2Zaf 1AR)

musi réwnac¢ sie zeru przy jakiej$ wartosci na x, zawierajgcej
sie pomiedzy a i b (z wylaczeniem krancow przedziatu a i b).



— 293 —

Istnieje tedy w przedziale («, b) taka warto$¢ zmiennej nieza-
leznej £=r«+'92(7,'—a), gdzie 0<d-2<lI, ze

Ktadac b—a-\-h, mozemy to réwnanie napisa¢ w postaci

Wz6r ten moznaby nazwaé twierdzeniem drugiego rzedu o ivar-
tosci posredniej.

Analogja, zachodzgca miedzy wzorami (1) i (2), nasuwa
mys$l dalszego uogélnienia tych wzoréw, ktére wypowiadamy
w postaci nastepujgcego twierdzenia:

Twierdzenie Taylora czyli ogdlne twierdzenie o war-
tosci posredniej. Jezeli we wszystkich punktach przedziatu {a, b)
funkcja f(x) posiada pochodne pierwszych n rzedoéw, to

gdzie a<i<b. Kiladgc b—a-\-h, mozemy ten wz6r napisa¢ w po-
staci

Dowéd przeprowadzamy dokiadnie w taki sam sposob,
jak dla przypadkow szczegélnych, gdy n= 1 lub n= 2. Bie-
rzemy mianowicie pod uwage funkcje

gdzie

Ta funkcja rowna sie zeru przy x=a i x=b\ wobec tego
pochodna jej
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musi réwnac¢ sie zeru przy jakiej$ wartosci x, zawartej mie-
dzy a i b. Stad wynika odrazu zadany wzor.

Ze wzgledu na wielkg dooniostos¢ tego twierdzenia po-
damy w koncu niniejszego rozdziatu inny dowdd, nie réznig-
cy sie wprawdzie zasadniczo od powyzszego dowodu, ale roéz-
ny co do formy i oparty na metodzie catkowania przez czesci.

Przyktady LVIII. 1 Przypuéémy, ze f(x) jest wielomianem stop-

nia r. W takim razie f™n\x) réwna sie tozsamos$ciowe zeru przy n>r
i twierdzenie Taylora prowadzi do tozsamosci algiebraicznej

2 Stosujac twierdzenie Taylora do funkcji f(x) = \Ix i zaktadajac,
ze * i x+h sg dodatnie, otrzymujemy

mozemy sprawdzi¢ wzoér, jezeli dowiedziemy, ze xXn(x+h) daje sie przed-
stawi¢ w postaci (ic+S,few+l lub ze xnkX<xn(x-\-h)<{x+h)n+1}
3. Dowies¢ stusznosci wzoru

Znalez¢ analogiczny wzor dla funkcji cos(*-t-/i).
4, Jezeli m, n sg liczbami catkowitemi dodatniemi i n:<m, wow-
czas mamy

Dowies¢ réwniez, ze jesli przedziat (a, x+ h) nie zawiera punktu cc=0,
to wzor jest stuszny dla wszelkich rzeczywistych wartosci na m i dla
wszystkich dodatnich catkowitych wartosci na n: jezeli za$ £c<0<*+ /t
lub tez x+h<0<x, to wzér pozostaje stuszny, o ile m—n jest liczbg do-
datnia.
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a wiec warunki twierdzenia o wartosci posredniej nie sg spetnione.]

6. Jezeli x= —a, h=2a, f[x)=x™\ to réwnanie

jest spefnione przy J—zt % [Ten przyktad dowodzi, ze wz6r, wyra-
zajacy twierdzenie o wartosci posredniej, moze by¢ stuszny, pomimo ze
warunki, ktéresmy zatozyli przy dowodzie tego twierdzenia, nie sg spet-
nione.]

7. Przyblizone wyznaczanie pierwiastkow rownania. Niech
£ bedzie przyblizong wartosciag pierwiastka réwnania algiebraicznego
f{x)=0, prawdziwy za$ pierwiastek bedzie £+h Mamy

a wiec

Widzimy, ze

jest naogo6t liczbg, bardziej zblizong do prawdziwej wartosci pierwiast-
ka, niz liczba x=i.

Jezeli pierwiastek jest pojedynczy, a wiec 0, i jezeli h
jest dostatecznie matg liczba, woéwczas mozemy znalez¢ statg dodatnig K
taka, ze \f\x)\>K przy wszelkich rozwazanych przez nas wartosciach
na x. W takim razie, o ile h jest malg pierwszego rzedu, f(i) jest row-

fi
niez malta pierwszego rzedu, a blad, popetniony przez zatozenie x= i----Q
jest mata drugiego rzedu.*)

8. Zastosowaé¢ powyzszag metode do réwnania x2=2, przyjmujac
jako pierwsze przyblizenie £=32. [Znajdujemy h— — V/i2, £+ A=i2=I'417...,
co juz stanowi wcale dobre przyblizenie. Powtarzajgc to samo postepo-
wanie, a wiec biorgc 4= 1712, otrzymujemy 4+ ~~5i/bs= 1'414215..., tj. ma-
my 5 doktadnych znakéw dziesietnych.]

9. Jezeli y w réwnaniu x2—1—y—0 jest matg liczba, to biorac na

2
X przyblizong warto$¢ 1+iy — ! y popetnimy btad czwartego rzedu.

10. Zakladajac, ze pierwiastek réwna sie w przyblizeniu h—{flf') —
— gdzie i jest argumentem kazdej funkcji, popetniamy wog6-
le blad trzeciego rzedu.

*) Metode t¢ wyznaczania przyblizonych wartosci pierwiastkéw
wynalazt Newton. Blizsze szczeg6ty znalezé mozna w kursach algiebry
wyzszej, np. w dziele Tan nery Leeons d'Algebre et d'Analyse, t. Il str. 302.
Zajaczkowski Zasady Algiebry wyzszej, str. 158.
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11. Jezeli a jest matg liczbg, to réwnanie sinx=a posiada pier-
wiastek, mato roznigcy sie od m. Dowiesé, ze (1—a)n daje lepsze przy-
blizenie, a (1—a+ a2t daje jeszcze lepsze przyblizenie. [Zauwazmy, ze
jesli f i f" sa ciagte, to metoda, podana w Przykt. 7—10, da sie row-
niez zastosowaé¢ do réwnan przestepnych.]

12. Dowiesé, ze gdy granica liczby 6n we wzorze Taylora
rowna sie Y(n+1), o ile tylko jest funkcjg ciggta.

gdzie zaréwno On, jak On+l zawierajg sie miedzy 0 a 1 Tak wiec

Otdz, stosujgc do funkcji fAn\x) twierdzenie o wartosci posredniej
i kladac 0<0-<I, a zarazem zastepujgc symbol h we wzorze tego twier-
dzenia (8 118) przez mamy

skad

zatym twierdzenie jest stuszne, gdyz przy #—~0 zaréwno f M+
jak +~Na?+ ~n+1A) dazag do + (#).
13 Jezeli #=0, a f"ix) jest funkcjg cigglg, to

14. Jezeli w punkcie #=0 funkcja f{x) ma ciagte pochodne pierw-
szych n rzeddéw, to

15, Jezeli mamy
a0+ a,cc+ aX2+... + (aw+ Xxn=b 0+ bix+b X 2+... + (b,, + fiYxn,
gdzie ex i dl dazg do zera wraz z x, wowczas musi by¢
(li=bii—dn—bn-e
[Stad wynika, ze je$li f(x) posiada ciggte pochodne pierwszych »
rzedow i jezeli
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141. Szereg Taylora. Przypusémy, ze wszystkie po-
chodne funkcji f(x) sa ciagte w przedziale (a—V], a-f-Y]), otacza-
jacym punkt x—a Jezeli h <f\, to przy wszelkich warto-
sciach na n mamy

gdzie 0<J/(<1. Jezeli wprowadzimy symbole

mozemy ten wzdOr napisa¢ w postaci

Przypusé¢my teraz jeszcze, ze
kim razie

To rozwiniecie funkcji f{a-\-h) na szereg nieskonczony
znane jest pod nazwa Sszeregu Taylora.
Jezeli zatoZ3uny, ze a =0, otrzymamy

Jest to t. zw. szereg Maclaurina. Funkcja Rn nosi na-
zwe wzoru Lagrange’a na reszte szeregu.

Nalezy pamietaé, ze ciggtos¢ wszystkich pochodnych funkcji f(x)
nie jest dostatecznym warunkiem stusznosci rozwiniecia na szereg Taylo-
ra, ze konieczne jest précz tego dazenie reszty do zera. W kazdym
wiec poszczegdlnym przypadku musimy doktadnie bada¢, jak zachowuje
sie Rn, gdy «-*».

Przyktady LIX. 1 Niech bedzie /fx)=sinx. Wszystkie pochod-
ne tej funkcji sa ciggte przy wszelkich wartosciach na x. Mamy row-
niez i m>(*)is i przy wszelkich wartosciach na x i na n. Tak wiec
jRn] &/(»!), zatym #,.->-0, gdy /?-yoo (Przyki. XXX, 12), niezaleznie od
wartosci h. Mamy tedy

TO TO0 1A

dla wszelkich wartosci na x i h. W szczeg6lnosci
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przy wszelkich wartosciach na h. W taki sam sposob dowodzimy, ze

. h2 h3 . . h2 _h*
cos(cc+/0=cos ft sin Oc'"é? cos X'\"';S,F sinx+ .., cos7i= | i -

2. szereg dwumianowy. Niech bedzie f{x)—{l+x)m, gdzie m
jest dowolng liczbg wymierng, dodatniag lub ujemng. Mamy
f ("\x)—m(m—I)(w —2)...(m—n+ 1)(1 +aj)w-n.
Szereg Maclaurina przybiera postac

Jezeli m jest liczbg catkowitg dodatnia, otrzymujemy wielomian,
znany nam z algiebry elementarnej. W przypadku ogélnym, gdy m jest
liczbg wymierng, mamy

i chcac dowies¢, ze szereg Maclaurina istotnie przedstawia funkcje
1+ *)" przy wartosciach zmiennej x, nalezacych do pewnego przedzia-
tu, musimy wykazaé, ze E,—0 przy kazdej wartosci x, nalezacej do to-
go przedzialu. Mozemy tego fatwo dowies¢, jezeli O~ ccCl, gdyz

Szereg nasz pozostaje stuszny réwniez dla przedziatlu —I<x<0, ale na
razie dowies¢ tego nie mozemy, gdyz przy n>m mamy wowczas
I+ eC1, a (1+ &x)m-n> 1 otéz wiedzac tylko, ze O<ftn<l, nie moze-
my mie¢ pewnosci, czy I+ b ng nie jest bardzo matg liczbg, a (I+frnx)mn
nie jest bardzo duza liczbg. Do dowodu naszego twierdzenia potrzebna
nam jest inna forma reszty, ktérg poznamy poézniej (§ 155).

142. Zastosowania twierdzenia Taylora. A. Maxiina
i minima. Za pomoca tw. Taylora mozemy uzupetni¢ podane
w rozdziale VI (88 115—I1id) cechy, po ktérych poznaje sie
istnienie maximum lub minimum. Zresztg uzupeilnienie to ma
znaczenie raczej teoretyczne, gdyz w praktyce rzadko zacho-
dzi potrzeba stosowania tej cechy uogdlnionej.

Zaktadajac, ze (p(f) posiada pierwszg i drugg pochodna,
dowiedlismy, ze warunek dostateczny istnienia w punkcie X —h
maxiinum lub minimum da sie sformutowac¢ tak: przy cp@E=0
i "p'(E) >0 zachodzi minimum, przy <E=0 i "p'(E) <0 zachodzi
maximum.

Rzecz jasna, ze cecha ta zawodzi, gdy cp'()= 0. Otoéz
przypusémy, ze pochodne ¢p'(«), y{x),..tf(n)(r) sa ciagte i ze
wszystkie one, z wyjatkiem ostatniej, réwnajg sie zeru w punk-
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cie x=£. W takim razie, przy dostatecznie matych wartosciach
na h mamy

Aby funkcja y(x) miata w punkcie x —i maximum lub mini-
mum, trzeba i wystarcza, zeby to ostatnie wyrazenie miato staty
znak przy dostatecznie matych wartosciach na h, co jest mo-
zliwe tylko przy n parzystym. Jezeli n jest liczbg parzysts,
bedziemy mieli maximum Ilub minimum zaleznie od tego, czy
(9Q(E) jest ujemne czy dodatnie.

Mamy tedy nastepujaca ogoOlng ceche: Aby funkcja f(x),
rozwijalna w petanym przedziale na szerey Taylora, posiadata ma-
ximum lub minimum w punkcie x —i, nalezacym do tego przedzia-
tu, trzeba i wystarcza, zeby pierwsza jej pochodna, roézniagca sie
w punkcie X—l' od zera, byta rzedu parzystego. Jezeli ta pochod-
na jest ujemna, funkcja osigga maximum, jezeli za$ dodatnia,

funkcja osiaga minimum.

Przyktady LX. 1 Sprawdzi¢ twierdzenie na przyktadzie funkcji
w(x)=(x—a)m ktadac i—a Przypuszczamy, zo m jest liczbg catkowitg
dodatnia.

2. Czy funkcja (x—a)mas—b)n posiada maxima lub minima w punk-
tach a, x=b"\ Naszkicowa¢ rozne mozliwe wykresy tej funkcji.

3. Czy nastepujace funkcje posiadajg maxima lub minima w punk-
cie x—0

143. B. Obliczanie niektérych granic. Przypusémy,
ze f(x) i y(x) sg to dwie funkcje zmiennej x, ktorych pochod-
ne f'(x), (r) sa ciagte w punkcie x=£; przypusémy roéwniez,
ze f(i) i g réwnaja sie zeru. W takim razie funkcja

nie jest okreslona w punkcie x = i, nie wylgcza to jednak mo-
zliwosci, ze j{x) dazy do oznaczonej granicy, gdy x—

Ooto6z



— 300 —

gdzie x x zawiera sie miedzy i i x. Tak samo mamy

gdzie x2 zawiera sie miedzy i i x. Stad

Nalezy rozrézni¢ cztery przypadKkKi.
(1) Ani /*(&), ani PE nie rownajg sie zeru. W takim
razie

(2) Jezeli

() Jezeli MmE)==0, a PE=0, woOwczas wartos¢ bez-
wzgledna stosunku f(x)/y(x) rosnie, gdy x—# dopoki jednak
nie wiemy dokiadnie, w jaki sposéb cp(X) dazy do zera, gdy
a—>£, nie mozemy powiedzie¢, czy powyzszy stosunek dazy do
-1-exa, CZy do - 00, czy wreszcie wykonywa wahania nieskon-
czone.

(4) Jezeli m'(£)= 0, cp@E= 0, to nie mozemy nic powie-
dzie¢ o zachowaniu sie funkcji f(x)/y(x), gdy x—»E

W dwucli ostatnich przypadkach moze sie zdarzyé, ze
f(x) i <f(x) posiadajg drugie pochodne i ze te pochodne sg cia-
gte. W takim razie mamy

gdzie xt i x2 zawierajg sie miedzy ~i x. Wobec tego

Tu znéw mozemy rozrézni¢ kilka mozliwych przypadkow.
W szczego6lnosci, jezeli <p"(£)4=0, mamy

Rzecz jasna, ze to postepowanie mozna kontynuowaé nieo-
graniczenie. Mamy tedy nastepujgce twierdzenie: przypusémy,
ze zarowno funJccje y(x), f(x), jak i wszystkich ich kolejne 'pochod-

ne, jakie tylko bytyby nam potrzebne, sa ciagte w punkcie x —i.
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Przypusémy dalej, ze fiv)(x) i y{i\x) sa to pochodne najnizszego

rzedu, ktére w punkcie x =i nie réwnaja sie zeru. W takim razie

a mianowicie znakjest zgodny lub niezgodny ze znakiem /0>)(E)/cp(?)(E),

zaleznie od tego, czy x-+i-}-0, czy tez ;c— —O0.

Twierdzenie to wynika bezposrednio z réwnan

Przyktady LXxI. 1 Wyznaczy¢ granice funkcji

gdy x-*I".
2. Wyznaczy¢ granice funkcji

144. C. Stycznos¢ krzywych ptaskich. O dwuch krzy-
wych powiadamy, ze sie przecinaja w pewnym punkcie, jezeli
ten punkt lezy na obu krzywych. Powiadamy, ze dwie krzy-



— 302 —

we stykaja sie w pewnym punkcie, lub ze sa do siebie styczne,
jezeli posiadajg w tym punkcie spoing prostg styczna.

Przypusémy, ze funkcje f(x), @(x) maja pochodne wszyst-
kich rzedéw i ze te pochodne sa ciagte w punkcie x= &. Wez-
my pod uwage wykresy tych funkcji. W ogoélnym przypadku
f(&§) nie réwna sie @&), a wiec nie odpowiada punktowi
przeciecia sie krzywych. Jezeli jednak mamy f(§)= @), to
w punkcie (x=§& y=f@&= cpE) krzywe przecinaja sie. Zeby
krzywe nie tylko przecinaty sie, lecz réwniez stykaty sie
w tym punkcie, trzeba oczywiscie, zeby byto jednoczes$nie
m)=m i

Kwestje stykania sie krzywych mozna potraktowac¢ tro-

che inaczej. Na rys. 53 krzywe stykaja sie w punkcie P,
a odcinek

h2
QB="+h)-fd*h)= "p-{<p"(e+M)-ne+ M)},
(0 zawiera sie miedzy 0 a 1), poniewaz

2(E)=/E) i <p'(E)=/'(E)= Stad wynika, ze

Hmgr = H? "«)-r(5)1-

Inneini stowy: jezeli krzywe sg do siebie styczne w punkcie,
ktérego odcieta réwna sie % i jezeli h jest mata pierwszego rzedu,
wéwczas réznica ich rzednych w punkcie, ktérego odcietg jest i-fh,
jest mata drugiego lub wyzszego rzedu.

Czytelnik sprawdzi z tatwoscia, zc jesli krzywe przecinaja sie, lecz

. . . R . -
nie stykajg, to I|m-9|;--= P@)—/m(E), tak iz QR jest w tym przypadku

matg pierwszego rzedu.
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Rzecz jasna, ze rzad matosci odcinka QR wskazuje, o ile
stycznos$é jest $cista. Czytelnik z tatwosciag dowiedzie, ze jesli
przy wszystkie pochodne od pierwszej do (n -l)-szej
réwnaja sie sobie, to QR jest malg rzedu n-tego, ze wiec

To prowadzi do nastepujacego okreslenia:

Stycznos$¢ n-tego rzedu. Jezeli f(§= @(§) r(S)=«p'(£),,
I'M4) = en (&), ale , wowczas powiadamy, ze krzy-
we y=f(x) i y= @(x) sa do siebie styczne w punkcie, ktérego od-
cieta réwna sie i, a mianowicie majga stycznos$¢ rzedu n-tego.

W poprzednich rozwazaniach uzalezniliSmy pojecie stycz-
nosci od wyboru osi; rozumowanie nasze zawodzi, jezeli spoi-
na styczna dwuch krzywych jest réwnolegta do osi y-6w. Moz-
na w takim razie przyjg¢ y za zmienng niezalezng, ale posta-
pimy praktyczniej, uwazajac x i y za funkcje jednego para-
metru t  Ramy ksigzki nie pozwalajg nam na gruntowniejsze
roztrzasanie tej sprawy; znakomity wyklad teorji stycznosci
znajdzie czytelnik w dziele de la Vallee-Poussin Cours
d'Analyse, t. Il, str. 396.

Przyktady LXIl. 1. Jezeli y(x)=ax+b, tj. jezeli y—~{x) jest
prostg, wowczas warunki stycznosci w punkcie o odcietej 4 wyrazajg sie
zapomocg réwnan fU)=aZ+b, f\i)—a. Wyznaczajagc a i b tak, by uczy-
ni¢ zados¢ tym roéwnaniom, otrzymujemy a row-
nanie stycznej do krzywej y—f{x) w punkcie o odcietej 4 ma ksztaht

2. Prosta jest najzupelniej wyznaczona, jezeli ma mie¢ z dang
krzywg styczno$¢ pierwszego rzedu. Jezeli stycznos¢ ma byé rzedu
drugiego, musi by¢ /""(£)=cp"(4)=0. Punkt, w ktérym prosta ma z krzy-
wag stycznos$¢ rzedu drugiego, nazywa sie punktem przegiecia Krzywej.

3. Znalez¢ punkty przegiecia krzywych 2/=3x4—6223% 1, y=2x/ (1+xi),
y=sin @, y—acosX+b sin®, y—tgx, y=arctgx.

4. Dowies¢, ze stozkowa axi+ 2hxy-{-by2+2gx + 2fy+c=0 nie posia-
da punktéw przegiecia. [W punkcie przegiecia musiatoby by¢

a+2hy'-\-by'2=0

czyli (@b—h2\ax2+ 2hxyXby2+ 2gx-\-2fy\ -\-af2—2fgh + bg2—0,
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co datoby sie pogodzi¢ z réwnaniem stozkowej tylko w razie, gdybysmy
mieli

a to ostatnie réwnanie wyraza, jak wiadomo, ze stozkowa rozpada sie na
dwie proste.]

5  Krzywa ma jeden lub trzy punkty przegiecia,

zaleznie od tego, czy pierwiastki réwnania sa rzeczywiste
czy zespolone.

[Zapomoca zmiany osi (Przykt. XLIX.15) mozemy réwnanie Krzy-
wej przedstawi¢ w postaci

gdzie p, g moga by¢ albo rzeczywiste, albo zespolone sprzezone. Waru-
nek, by krzywa miata punkt przegiecia, brzmi: &§3—3pg§+pq(v+q) —0; réw-
nanie to ma jeden Ilub trzy pierwiastki rzeczywiste, zaleznie od tego,
czy \pq(p—0q)\2 jest liczbg dodatnig czy ujemnag, t. j. zaleznie od tego, czy
P, q sa rzeczywiste czy zespolone.]

6. Zbada¢ krzywe

7. Jezeli krzywa przyktadu 5 ma trzy punkty przegiecia, lezg one
na jednej prostej. [Réwnanie £3—3pg£+pq(p+d)--0 mozemy napisa¢ w po-
staci (i—p)(4—q){Z+p+q) + (p—e)%=0, tak iz punkty przegiecia leza na
prostej 4+ A(p- e)2r+p +q=0.]

8. Dowies¢, ze krzywe sin &, y=(sin x)/cc maja nieskornczenie
wiele punktéw przegiecia.

9. Koto styczne do krzywej. Ogélne réwnanie kota

zawiera trzy stato dowolne. Wyznaczmy je tak, zeby koto miato w punk-
cie (£ 4=/(4)) styczno$¢ mozliwie najwyzszego rzedu z krzywa f(x)—y.
Oznaczmy /m(E). /'"(E) przez fjj, €2. Rozniczkujac dwa razy réwnanie ko-
ta, mamy

Jezeli koto styka sie z krzywa, wowczas x=£, y='f\ y'—ri\ czynia
zado$¢ réwnaniom (1) i (2) To daje @—a)/fli=—(4—b)=r/ V\+di2. Je-
zeli stycznos$¢ jest rzedu drugiego, wowczas y"=t]2 musi czyni¢ zados¢

1
rownaniu (3). Ale e , zatym
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Koto, majace z krzywa w punkcie (£, *) stycznos¢ drugiego rzedu,
nazywamy kotem scisle stycznym albo kolem krzywizny, a jego pro-
mieA—promieniem Krzywizny. Odwrotno$¢ promienia jest to t zw.
miara krzywizny (przez skrécenie moéwi sie nieraz krétko: krzywizna
krzywej w danym punkcie). Tak wiec miara krzywizny réwna sie

Srodek kota krzywizny nazywa sie srodkiem krzywizny krzywej w danym
punkcie.
10. Dowiesé, ze krzywizna kota jest stata i réwna sie odwrotnosci
promienia, i ze koto jest jedyna krzywa plaska o statej krzywiznie.
11. Znalez¢ Srodek i promien Kkrzywizny w dowolnym punkcie
stozkowej y2=iax lub (x/a)2+(y/b)2= 1
12. W elipsie promienn krzywizny w punkcie P réwna sie CD3ab,
gdzie CD jest potow® $rednicy, sprzezonej z CP.
13. Dowies¢, ze wogéle mozna wykresli¢ stozkowa, majacg w da-
nym punkcie P styczno$¢ czwartego rzedu z dang krzywag y=f(x).
[Réwnanie og6lne stozkowej zrézniczkujmy cztery razy wzgledem
zmiennej x. Otrzymamy
ax+hy+g+(hx+by-+-f)y'=0
a+ 2hy'+ by'2+(hx + by+ f)y" =0
Ih+ by)y" + (hx+by+/)y"'=0
Mh + by")y""'+ 3by' 2+(hx + by + f)y{iy)=0.

Jezeli stozkowa ma styczno$¢ rzedu czwartego, to tym czterem
réwnaniom i réwnaniu stozkowej musza czyni¢ zado$¢ wartosci x=h,
y=t\, 2/'=", y"=i® i ? [/ ,=w. Mamy tedy liczbe réwnan wy-
starczajgca do wyznaczenia stosunkoéw a:b: c: f:g:h.\

1 Mozna wykreslié nieskonczenie wiele stozkowych, majacych
z dang krzywa styczno$¢ trzeciego rzedu w danym punkcie P. Srodki
tych stozkowych lezg na jednej proste;j.

[Przyjmujac styczng i normalng w punkcie P za osie spétrzednych,
mozemy réwnanie stozkowej napisaé w postaci 2y=ax2-\-2hxy+by2 Sro-
dek lezy na prostej ax+hy—Qj

15. Wyznaczy¢ parabole, majaca z elipsa (x/a)2-\-(y/b)2= 1 w kon-
cu jej wiekszej osi stycznos$¢ rzedu trzeciego.

16. Srednica--------- = e—— elipsy — 4 = 1 jest miejscem
acosa bsina a2 (r

gieometrycznym Srodkéw stozkowych, majacych z elipsg stycznosé rze-
du trzeciego w punkcie (acos a, 6sina).

145. Ro6zniczkowanie funkcji wielu zmiennych. Pojecie
pochodnej mozemy rozciagnag¢ na funkcje wielu zmiennych
Xy, ..

Wyktad czystej matem. 20.
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Przypusémy, ze mamy do czynienia z funkcja dwuch
zmiennych rzeczywistych f(x, y)*) i ze przy wszelkich warto-
sciach x i y, jakie rozwazamy, istniejg granice

imf(x+K y)-f(x, vy) NOf(x,y+ k)-f(x,y)
h—yO h fc—po K

Innemi stowy: zakladamy, ze w pewnym przedziale zmiennosci
x iy funkcja f(x, y) posiada pochodng wzgledem x czyli dfjdx
albo D j\x, y), jak réowniez pochodnag wzgledem y czyli df/dy
albo D yf{x,y). Te pochodne nazywamy pochodnemi czgstlcowemi
funkcji f(x, y) i oznaczamy zapomocg symbolow

de  dlI

dx' dy
albo fi{x,y), fy(x,y).
albo jeszcze kroécej X, fy.

Nie nalezy zreszta mniemad¢, ze mamy tu do czynienia
z pojeciami zupetnie nowemi: ,rézniczkowanie czastkowe”
wzgledem x nie jest postepowaniem zasadniczo réznym od .zwy-
ktego roézniczkowania; réznica polega na tym, ze funkcja na-
sza jest zalezna od drugiej jeszcze zmiennej y, ktora sama jest
niezalezna od x.

Inaczej przedstawiataby sie sprawa, gdyby miedzy x iy
zachodzit jakis zwiagzek, gdyby wiec jedna z tych zmiennych
byta zalezna od drugiej. W tym przypadku nasze okreslenie
pochodnej czastkowej fj nie miatoby sensu, gdyz, zmieniajac
x nax + /i, zmienilibySmy jednocze$nie wartos¢ zmiennej y. Ale
f(x,y) nie bytaby woéwczas witasciwie funkcjg dwuch zmiennych.
Jezeli np. miedzy x i y zachodzi zwigzek y= y(x), wéwczas

mamy
f(x, y)=f\x

i funkcja nasza jest witasciwie funkcja jednej zmiennej x. Oczy-
wista rzecz, ze moglibySmy ja réwnie dobrze traktowac¢ jako

*) Nowe zagadnienia, ktére powstajg przy rézniczkowaniu funkcji
wielu zmiennych, mozna zupetnie doktadnie zilustrowaé¢ na przyktadzie
funkcji dwuch zmiennych. Uogdlnienia naszych twierdzen na przypadek
funkcji trzech lub wiecej zmiennych sg, wogole biorac, niemal oczywiste.
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funkcje jednej zmiennej y, albo tez, wyraziwszy x i y w po-
staci funkcji trzeciej zmiennej t, mielibysmy

f(p, y)zt‘W), <K¢J.

Przyktady LXIIIl. 1 Jezeli x=r cosit, y=rsin 1o

2. Wyttumaczy¢, dlaczego

[W teorji funkcji jednej zmiennej widzieliSmy, z Ey jest odwrot-
ng;

d
noscig funkcji F;( Tu sprawa przedstawia sie inaczej. Niech P (rys. 54)
bedzie punktem (x,y) lub (r, fi). Chcac wyznaczy¢ pochodng czgstkowa
dr

o musimy zmieni¢ X 0 pewien przyrost, powiedzmy: o0 MMy=hx, a jed-

nocze$nie y musi pozosta¢ bez zmiany, skutkiem czego punkt P zajmie

potozenie P,. Jezeli na prostej OP Xodtozymy OP'—OP, wdwczas mamy

dr .S . .
P'Pi=8r, a wedtug okreslenia d—:llmb—. Jesli teraz zechcemy obli-
X X

: d . . . : o .
czyc pochodna d—): uwazajac x i y za funkcje zmiennych r i fi, bedzie-

my musieli zwiekszy¢ r o Ar, pozostawiajgc fi- bez zmiany. Wskutek
tego punkt P zajmie potozenie P2, gdzie PP2=Ar; odpowiedni przyrost
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zmiennej x jest MMi=+x, a =I|mA—r. Otéz \x=%x*), ale Ar==Sr

dr
Jakoz tatwo dostrzec, ze

.S . P
lim— =lim--—-—--—-=cos &,
Sx PPi

. . Ar  PP2
natomiast lim— =lim-—- =sec fr,
A* ,
tak iz lim— =cos#-.
Ar

. dx . L, .
i , wychodzimy z roz-
dx dr

nych zatozehh co do sposobu, w jaki zmienia si¢ potozenie punktu P.]

Rzecz w tym, ze, tworzac pochodne

Lo dz dz
3. Jezeli z=f\axJby), tO b— =a

|
dx dy
4. W zalozeniu, ze x+ vy —x, Y —xy, obliczy¢ pochodne czgstkowe
dx/dx, dx/dy, it d Wyrazi¢ x i y zapomocg zmiennych I i Fi obli-

czy¢ pochodne dx/dx, dx/dy, it d.
5. W =zatlozeniu, ze x+vy+z=x, Y+z=xy, z=xyz, obliczy¢
dx/dx, dx/dy, it d.

[Rozciagniecie naszych okreslen na funkcje wielu zmiennych nie
jest rzecza trudng, nalezy jednak dokladnie uswiadomié sobie, ktore
zmienne sg niezalezne. Np. jezeli u—x+y+z, gdzie x, y, z S§ zmienne
niezalezne, wéwczas du/dx=1; jezeli jednak zmiennemi niezaleznemi sag
x, aH-y=r1, x+y+2=G wowczas W=£ i du/dx—0.]

148. RoOzniczkowanie funkcji dwuch funkcji. W teorji
funkcji jednej zmiennej istnieje wazne twierdzenie, zwane
twierdzeniem o pochodnej zupetnej, ktore jest za-
lezne od teorji funkcji dwuch zmiennych. Twierdzenie to po-
daje regute roézniczkowania funkcji

fw), MI
wzgledem zmiennej t.

Przypusémy najpierw, ze f(x, y) jest funkcjg dwuch zmien-
nych x, y i ze pochodne fj, 3 sa funkcjami ciaggtemi obu
zmiennych (8 100) przy wszelkich wartosciach, o ktérych be-
dzie mowa. Przypusémy dalej, ze obszar zmiennosci obu

*) Oczywista rzecz, ze réwno$¢ ta ma miejsce tylko dlatego, ze
w odpowiedni sposéb wybraliSmy przyrost Ar (czyli odcinek PP2. Przy
innym wyborze przyrostu, otrzymalibySmy na \x i Ar wartosci, propor-
cjonalne do powyzszych.



— 309 -

zmiennych jest ograniczony przez to, ze punkt (x,y) lezy na
krzywej

przyczyni pochodne <(f) i <j/(0 sa ciagte. W ten sposéb f(x, y)
sprowadza sie do funkcji jednej zmiennej t, ktdrg oznaczymy
przez F{t). Zagadnienie nasze polega na wyznaczeniu pochod-
nej F\t).

Przypusémy, ze gdy t zmienia sie w t-\-1, woéwczas x iy
zmieniajg sie w xA i, Na mocy okreslenia mamy

Ale, na mocy twierdzenia o wartosci posredniej, mamy

gdzie O i O zawieraja sie miedzy Gal. Gdy t~-0, woéwczas
Mamy tedy
czyli

Przyktady LXIV. 1 Przypusémy, ze ep(f)=(1—f2/(1+ t3, KO=
=2i/(1-j-<2, tak iz miejscem punktu (x, y) jest koto x2jry2=1. W takim
razie
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Oczywista rzecz, ze po dokonanym roézniczkowaniu wstawiamy na & i y
ich wartosci (1—t9/(1+t2 oraz 2t/(l + t2.

Wz6ér ten mozemy z tatwoscia sprawdzi¢ na poszczegélnych przy-
ktadach. Niech bedzie np. f(x,y)=x2+y2 mamy fx'=2x, fy'=2y, skad
F'(t)—2x/'(t)-r2y”'(t)—0, co jest stuszne, gdyz F(t)=1

2. Sprawdzi¢ twierdzenie w przypadku, gdy x=tm y=I1—m
A\x, y)=x+y lub gdy x=acost, y=asint, f(x, y)=x2+y2

3. Do najwazniejszych przypadkéw szczegélnych nalezy ten, w kté-
rym x=t- Mamy

Dxf\x, "\{X\= Dxf{x, y) + Dyf(x, yW(x),
gdzie y nalezy zastgpi¢ przez 'I(x) po dokonaniu rézniczkowania.

Ten wiasnie przypadek szczegélny skionit do wprowadzenia symbo-
low df/dx, df/dy. Jakoz wydaje sie rzeczg naturalng oznacza¢ przez df/dx
tylko jedng z dmuch funkcji Dxf(x, y) oraz Dxf\x, <K*)!) ktdre tym sie od
siebie roznig, ze w jednej potozylismy y='li(x) przed rézniczkowaniem,
w drugiej za$ po rdézniczkowaniu. Przypus¢émy np., ze y=I1—s f(Xx,y) =
—x-\-y. Mamy Dxf(x, 1—cc)=DxI=0, ale Dxf{x, y)=1

Ré6znice miedzy temi dwiema funkcjami mozna uwydatni¢, ozna-
czajac Dxf\x, Yas)S przez df/dx, a Dxf{x,y) przez df/dx. W takim razie
twierdzenie nasze przybiera postac

K + dy
dx dx dy dx

Zreszta i to znakowanie nie jest bez zarzutu, gdyz w symbolach
df/dx oraz df/dx oznaczaliSmy tg sama literg f dwie funkcje /(as,y)
i A\x, <J@®!, ktore, jako funkcje zmiennej = sa zupetnie réznej formy.

4. Jezeli, rugujac t z réwnan as=<f(f), y = A(t), otrzymujemy
f{x, y)=0, wowczas

d. N+ ZL 0

dx dt Oy dt

5. Jezeli &y sa funkcjami zmiennej t ar i J sa sp6trzednemi
biegunowemi punktu (@& y), wéwczas r'—(xx'+yy')/r, ¥ —(xy'—yx')/r2l.gdzie
kreski oznaczajg rozniczkowanie wzgledem t.

147. Twierdzenie o wartosci posredniej w zastosowa-
niu do funkcji dwuch zmiennych.

Wiele wzoréw otrzymaliSmy w poprzednim rozdziale,
opierajgc sie na twierdzeniu o wartosci posredniej, t. j. na
réwnaniu

(x+ hy— (x)= hf{x4-97)),

ktére mozna napisa¢ w postaci

8/= A\x-\-d-. dx)dx,
ktadgc y —~{x).



Przypusémy teraz, ze z=f(x, y) jest funkcja dwuch zmien-
nych niezaleznych x,y, ktorym dajemy przyrosty h, k czyli
dx, dy. Postaramy sie wyrazi¢ przyrost

dz=f(x+h, y+ k)—f(x, y)

zapomocg h, k oraz pochodnych funkcji z wzgledem x i y.
Niech bedzie f(x+ ht, y+ kt)—F{t). Mamy

f(x+h, y+k)—f(x, y)=F (1)—F (0)=F'(b),
gdzie 0<6 <l. Ale na mocy § 146 mamy
F'(t)=D tf(x+ ht, y+kt)
= htx'(x+ ht, y+ kt)-\-kfy'(x-\-ht, y+ kt),
a stad wynika zadany wzo6r

8z=f(x+h, y+k)—f(x, y)=hfx'(x+frh, y+M;)+

Poniewaz zakftadamy, ze fx fy sa funkcjami ciagtemi
obu zmiennych x, y, zatym

fx (X + Y=fx(xty)+ & k

ehk k daza do zera, gdy h i k daza do zera. Mozemy te-
dy napisa¢ twierdzenie w postaci

O =(fxX'+e)8X+ (fy +F])8Y vriiiiiiiiieeeeeeeenns (€D)

gdzie s i (Q sg matemi liczbami, gdy 8x i 8y sg male.
Wzér (1) mozna wystowic¢ inaczej, mowiac, ze réwnanie

8z=fx'8x+fy8y

jest w ‘przyblizeniu stuszne, t. j. ze roznica miedzy obu strona-
mi réwnania jest mala w poréwnaniu z wiekszym z dwuch
przyrostéw 8x, 6rj*). Moéwimy: ,w poréwnaniu z wigkszym
z dwuch przyrostowl, gdyz jeden z nich moze by¢ maty w po-
rownaniu z drugim, a mozemy nawet mie¢ 8x= 0 lub 8y=0.

*) Albo w poréwnaniu z [8]-I-18y] lub z \/(0ox)2+(S?/)2
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Jezeli réwnanie ~z—\Ix+”"y jest ,w przyblizeniu stuszne" w tym
sensie, jaki nadaliSmy temu wyrazeniu, woéwczas musi byé X=fx',

Jakoz

gdzie e, j daza do zera wraz z ox i ly, a wiec

gdzie pi p' daza do zera. Majgc tedy dowolnie zadanag liczbe dodatnig G
mozemy dobra¢ takie a ze

o ile tylko | <a i |o%|<a. Kiladac Zy=o, mamy J<—x")Ix\ <C]&r]
czyli |[X—fx |< ze za$ Cmoze by¢ dowolnie mate, zatym \—fx. Tak
samo dowodzimy, ze \i.=fy"

148. O rdézniczkach. W zastosowaniach rachunku réz-
niczkowego, zwitaszcza w zastosowaniach gieoinetrycznycli, do-
godniej bywa postugiwaé sie t. zw. rézniczkami dx, dy, dz niz
przyrostami dx, dy, 8z.

Powrdéémy na chwile do funkcji jednej zmiennej y —f{x).
Jezeli f'(x) jest funkcja ciggta, mamy

gdzie e—~0, gdy 8x—*0. Innemi stowy: réwnanie

jest ,w przyblizeniu stuszne”. Nie przypisywaliSsmy dotad
zadnego znaczenia symbolowi dy; teraz mozemy ten symbol
okres$li¢ zapomocag réwnania

W szczegé6lnosci, jezeli wezmiemy pod uwage funkcje
y=x, otrzymamy

tak iz mozemy napisac
Yy —F ' {X)d X ceorrrriieieiiiiiiiiee e 5)

Dzielgc obie strony réwnania przez dx, otrzymamy

Symbol dyjdx ma wiec dwojakie znaczenie: mozemy nim
oznacza¢ (jak dotad czyniliSmy) pochodng, albo tez mozemy
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go uwazac¢ za iloraz dwuch roézniczek dy, dx. Dwuznacznos$é
ta nie pocigga za sobg ztych skutkéw, gdyz réwnanie (6) po-
zostaje stuszne bez wzgledu na to, ktére z dwuch znaczen
przypiszemy symbolowi dyjdx.

Réwnanie (5) ma pewng wyzszo$¢ nad réwnaniem (2); najpierw
jest ono bezwzglednie stuszne, nie za$ ,w przyblizeniu*4 tylko; powtére, nie
wymaga ono zadnych zatozenh co do ciggtosci pochodnej f'{x). Ale z dru-
giej strony gtowna zaleta réwnania (5) polega na tym, ze w razie potrze-
by mozemy przejs¢ od niego do ,przyblizonego** réwnania (2). Znako-
wanie ,rézniczkowe** bywa czesto dogodniejsze od znakowania pochod-
nych, zwilaszcza tam, gdzie mamy do czynienia z funkcjami wielu
zmiennych.

Jezeli f\x) jest funkcja ciggltg, mamy

-n
gdy Scc-*0. Wyrazamy to niekiedy stowami: ,dy jest gtéwna czescia przy-
rostu ly, gdy Ix jest malg liczbg™*; tak samo moglibySmy powiedzieé, ze
gdy x jest matg liczba, woéwczas ax jest ,gldwna czescig" wyrazenia
nx+ bx2

Jesli chodzi o funkcje dwuch zmiennych x, y, to réznicz-
ke dz okreslamy zapomocag réwnania

Ktadac kolejno z=x i z=y, mamy

tak iz

Jest to ,doktadne” réwnanie, odpowiadajgce ,przyblizonemu”
rownaniu (1), § 147.

Na jedna witasnos¢ réwnania (9) nalezy zwréci¢ uwage. Widzielismy
w § 146, ze jeSli z=f(x, y), gdzie x i y nie sg od siebie niezalezne, lecz
przeciwnie sg funkcjami jednej zmiennej t, woéwczas

Mnozac réwnanie to przez dt i zwazywszy, ze

otrzymujemy



— 314 —

Tak wiec wzér (9), wyrazajacy dz iv zaleznosci od dx i dy, pozostaje
stuszny bez wzgledu na to, czy zmienne x i y sg czy nie sg od siebie zalezne.
Jest to spostrzezenie bardzo wazne pod wzgledem praktycznym.

Nalezy rowniez zauwazyé, ze jesli 2 jest funkcjg dwuch zmiennych
X iy ijezeli

wowczas musi by¢ \—x\ Wynika to odrazu z rozwazan § 147.

Rzecz jasna, ze okre$lenia i twierdzenia trzech ostatnich paragra-
fow dadzg sie bezposrednio rozciggng¢ na funkcje dowolnej liczby
zmiennych.

Przyktady LXV. 1 Pole elipsy A—ab, gdzie a, b sg potéwkami
osi; dowiesé, ze

Znalez¢ réwnanie ,przyblizone" miedzy przyrostami osi i pola.
2 Pole trojkata ABC oznaczmy przez A Wyrazi¢ A jako funkcje
zmiennych (1) a, B, C, (II) A, b, ¢, (Ill) & b, c i dowies¢, ze

gdzie R oznacza promienn kota opisanego.

3 Boki trdjkgta zmieniajg sie w ten sposob, ze pole jego pozo-
staje state, wobec czego a mozemy uwaza¢ za funkcje zmiennych b i c
Dowies$¢, ze

4. Jezeli a, b, ¢ zmieniajg sie w ten sposéb, ze promienn R pozo-
staje staty, wowczas

a wiec

5. Jezeli z jest funkcjg zmiennych u i v, ktére same sg funkcjami
zmiennych x iy, wéwczas

poczym pozostaje wykonac¢ podstawienie.)
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6. Niech z bedzie funkcjg zmiennych x iy i niech X, Y, Z beda
okreslone przez réwnania

W takim razie Z mozna uwazaé¢ za funkcje zmiennych X i Y. Wyrazié¢
dz/dX, dz/dY zapomocg dz/dx, dzidy. [Oznaczajac te pochodne odpowied-
nio przez P, p, g, mamy

dz—pdx—qdy=0
czyli (cip-rcg—c3dz+ (aipaig—alddX+(bip + by—h3)d Y=0
Poréwnywujac to réwnanie z réwnaniem dZ—PdX—QdY=0, mamy

7. Jezeli

8 Roézniczkowanie funkcji uwiktanych. Przypusémy, ze za-
rowno f(x. y), jak pochodna fy'(x, y) sa ciggte w otoczeniu punktu (a, b)
i ze

W takim razie mozemy znalez¢ takie otoczenie punktu (a, b), w kto-
rym pochodna fy'(x, y) ma staty znak. Przypusémy np., ze w tym oto-
czeniu fy(x,y)>0. W takim razie przy wszystkich wartosciach x dosta-
tecznie blizkich do a i przy wszystkich wartosciach y dostatecznie bliz-
kich do b funkcja f{x, y) jest funkcjg rosngca zmiennej y w $cislejszym
znaczeniu wyrazu. Na mocy § 101 mozemy powiedzieé, ze istnieje jedna
tylko funkcja ciagta y, ktora réwna sie b przy x—a i ktéra czyni zados¢
réownaniu f(x, y)=0 przy wszelkich wartosciach na x, dostatecznie bliz-
kich do a

Przypusémy dalej, ze f(x, y) ma pochodng fx'(x, y), ktdra réwniez
jest ciggta w otoczeniu punktu (a, b). Jezeli f(x, y)=0, x=a+h, y=b+k,

woéwczas 0=f{x, ?/)-/(«, b)=(fa'+ e)h+ (fb'+ rik,
gdzie si dagzag do zera wraz z hi k Tak wiec
czyii

9. Réwnanie stycznej, poprowadzonej do krzywej f(x, y)=0 przez
punkt x0, y0, ma ksztatt
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149. Catka okreslona i pole. W § 138 zatozylismy, ze
jesli f{x) jest funkcja ciagta zmiennej x, a PQ jest wykre-
sem funkcji y=f(x), to obszarowi PpgQ (rys. 55) jest podpo-
rzadkowana liczba, ktéra jest w zupeinosci oznaczona i ktéra

nosi nazwe pola tego obszaru. Rzecz jasna, ze jes$li oOp, Oq
oznaczymy przez a \ x i uwaza¢ bedziemy x za wielkos¢
zmienng, wowczas pole musi by¢ funkcjg tej zmiennej x. Mo-
zemy te funkcje oznaczy¢ symbolem F{x).

Opierajac sie na tym zatozeniu, dowiedliSmy w § 137, ze
F'(x)=f(x), i pokazalismy, w jaki sposéb mozna to réwnanie
spozytkowaé¢ przy obliczaniu po6l poszczegélnych krzywych.
Teraz musimy uzasadni¢ istnienie liczby, ktéra nazwalismy po-
lem F{x).

Wiemy, co nalezy rozumie¢ przez pole prostokata, moze-
my tez uwazaé¢ pole wielokata za pojecie zupetnie okreslone,
a to dzieki elementarnym wilasnosciom wielokatéw. Natomiast
elementarne wiadomosci gieometryczne nie dajg moznosci okre-
Slenia pola obszaru, ograniczonego przez linje krzywa. Musi-
my tedy znalez¢ takie okreslenie pola F(x), ktéreby dato nam
moznos$¢ dowiedzenia, ze pole to istnieje *).

Zatozmy, ze f(x) jest funkcjg ciggta w przedziale (a, b).
Podzielmy ten przedziat na mniejsze przedziaty zapomoca
punktéw x0, x1: x2,...xn, tak iz

*) Wyklad nasz oparliSmy na Goursat Cours (TAnalyse, vol. I,
str. 171.



Przedziat (0%, Xv+\ oznaczmy przez a przez mv oznacz-
my nizszy kres funkcji f(x) w przedziale 5V. Niech wreszcie
bedzie

s=m 050+ m 1S1+...+m ,8n=Eray8v.

Jezeli M jest gornym kresem funkcji f(x) w przedziale
(a, b), wowczas musi by¢ oczywiscie —«). Jesli wiec
wezmiemy pod uwage wartosci s, odpowiadajagce wszystkim
mozliwym sposobom podzialu (a, b) na mniejsze przedziaty,
wowczas s musi posiada¢ kres gérny (8§ 95). Istniejg wartosci,
ktorych s przekroczy¢ nie moze i, tak samo jak w § 95, mo-
zemy dowie$¢, ze istnieje najmniejsza liczba j, ktérej s nigdy
przekroczy¢ nie moze; te najmniejszg liczbhe mozemy nazwa¢c
gornym kresem sumy s. *)

Tak samo, jezeli J/v jest goérnym kresem funkcji f(x)
w przedziale Sv, mozemy okres$li¢ sume

S=Si¥vSv

oraz jej dolny kres J.

Jezeli f(x) stale rosnie w przedziale («, b), wéwczas

a Jfv=/(xv+l). W tym przypadku sjest polem obszaru, zakreskowanego
na rys. 56, a S jest polem obszaru, ograniczonego grubszg linjg. W ogol-
nosci si Ssa to sumy pol prostokatéw, zawartych w obszarze ograni-
czonym przez krzywa, lub zawierajgcych ten obszar.

*) Zasadnicze pojecia i terminy sg te same, co i w § 95; réznica
polega tylko na tym, ze obecnie, zamiast funkcji zmiennej & rozwazamy,
ze tak powiem, funkcje sposobu dzielenia przedziatu (a, 6), czyli zmien-
ng liczbe, zalezng od sposobu, w jaki ten podziat uskuteczniamy.
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Dowiedziemy teraz, ze suma s nigdy nie moze przekraczac
sumy S. Niech s, s beda sumy, odpowiadajgce jednemu podzia-
towi, a s', s' sumy, odpowiadajgce drugiemu podziatowi. Ma-
my dowies¢, ze s~S', a s'<LS.

Utwoérzmy trzeci podziat, przyjmujagc za punkty podziatu
te wszystkie punkty, ktére wyznaczaty badz pierwszy, badz
drugi podziat. Oznaczmy przez s, S sumy, odpowiadajace te-
mu trzeciemu podziatowi. Z tatwoscig dostrzegamy, ze

Np. s tym sie rézni od s, ze przynajmniej jeden prze-
dziat dv nalezgcy do s, zostat podzielony na pewng liczbe
mniejszych przedziatow

a wobec tego wyraz mv8v, wchodzacy w skiad sumy £ zostat
w sumie s zastgpiony przez

VLISV, i+WV,2WW2-b -..~bniv. p Sv. ..

gdzie Wv.i, mv2j--- sg nizszemi kresami funkcji /'(@@j) w prze-
dziatach . ;, 5y2>== Ale rzecz jasna, ze mv,2s"m,v,...
zatym

Wy, i 8vi~bNv,2™MN2-b—+ mv.p™.p  Wus v>

Stad wynika, ze s”~"6'. W taki sam sposéb mozemy dowies$é
pozostatych nieréwnosci (1), poniewaz za$ s<SS, zatym

s<iS<NSES<S',

a tego wiasnie chcielisSmy dowiesé.

Wynika stad réwniez, ze j~J . Istotnie, mozemy znalez¢
s dowolnie mato réznigce sie od j, i s dowolnie mato réznigce
sie od J*), gdyby wiec byto j > J, musiataby réwniez, dla pe-
wnych wartosci s i S, zachodzi¢ nieréwnos$¢ s> s.

Nie korzystaliSmy dotad z faktu, ze f\x) jest funkcja ciag-
tq. Dowiedziemy teraz, ze j=J i ze obie sumy s, S dgazag do
granicy J, gdy ilos¢ punktéw podziatu ro$nie nieograniczenie,
a kazdy przedziat Sv maleje nieograniczenie. Scislej moéwiac,

*) Te dwie sumy s i S odpowiadajg naog6ét dwom réznym podzia-
tom.
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wykazemy, ze majac dang dowolng liczbe dodatnia € mozemy zna-
les¢ takag liczbe 8, zZe

o ile tylko 8V<8 przy wszelkich wartosciach na V.
Na mocy twierdzenia Il, § 99 istnieje liczba 8 taka, ze
jesli przy kazdym v mamy 8V<8, wodwczas

zatym
Ale

trzy skiadniki, stanowigce prawag cze$¢ tej roéwnosci, sa do-
datnie, a wiec kazdy z nich jest mniejszy od e Poniewaz
réznica J —j jest stata, zatym musi ona rownac¢ sie zeru. Tak
wiec j=J, a 0<P/—s<e, 0<;$—J <eg co bylo do dowiedzenia.

Pole obszaru PpqQ okreslamy jako spoing granice
sum s i S, czylijako J. Mozemy nada¢ temu okres$leniu ogol-
niejszg forme. Wezmy pod uwage sume

gdzie /v oznacza wartos¢ funkcji f(x) w jakimkolwiek punkcie
przedziatu Sv. Rzecz jasna, ze s<n<sS, ze wiec n dazy do gra-
nicy J, gdy przedziaty Sv maleja nieograniczenie. Mozemy te-
dy okresli¢ pole obszaru jako granice sumy a

150. O dtugosci krzywych. Pojecie dlugosci krzywej da sie réow-
nie doktadnie zanalizowa¢, jak i pojecie pola, ale analiza ta jest o wie-
le trudniejsza. Nie mozemy, niestety, podac jej tu; poprzestaniemy tyl-
ko na zbadaniu pojecia diugosci tuku kota, gdyz na nim opierajg sie
najwazniejsze twierdzenia trygonometrji elementarnej.

Niech ACB (rys. 57) bedzie lukiem kota, C $rodkiem #tuku (czyli
punktem +tuku, jednakowo odlegtym od A i Bp AT i BT niech beda
stycznemi do kota w koricach #tuku. Styczna, poprowadzona przez C
przecina AT, BT w punktach D, E, lezacych odpowiednio miedzy Ai T
oraz Bi T.

Mamy

Jezeli wprowadzimy oznaczenia

bedziemy mieli
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Niech F i G beda $rodkami tukéw AC, CB. a HFI, JGK niech
beda odpowiedniemi stycznemi. Kiladac
AF+ FC+CG+GB=s2, AH+HI+1J+ JK+ KB= St,
dowiedziemy z tatwoscia, ze

Sqg @ @1 A $1  *§2 .

Postepujgc dalej w ten sam sposob, wyznaczamy dwa ciagi liczb

T

s0, Si, s2, —oraz S0, Si, &,, takie, ze s, jest diugoscig tamanej, wpisa-
nej w tuk kota, a Sn diugoscig tamanej, opisanej na tuku, przyczym

Sa  Si  s2 ..~ *sq B S2 .~ SN -~

tatwo dostrzec, ze sn< Sn, a wiec zaréwno s,, jak < dazg do granicy,
gdy yi“Mao. Jezeli oznaczymy przez a kat srodkowy, zawierajacy miedzy
ramionami dany tuk, wowczas kat srodkowy, odpowiadajacy tukowi o cie-

a
ciwie sn, rébwna sie —. Mamy tedy

a wiec Sn—sn dazy do zera, gdy n-voo. Widzimy, ze s, i Sn dazg do
spolnej granicy I, ktéra mozemy nazwaé¢ diugoscig tuku ACB.

Mozna z tatwoscig uog6lni¢ powyzsze rozumowanie na przypadek,
gdy tuki dzielimy w dowolny sposéb, nie za$ na potowy. Mozna réwniez
zastosowa¢ podobne rozumowanie do innych krzywych, przyczym naj-
trudniej jest okres$li¢ warunki, przy ktérych taki punkt, jak np. D lezy
miedzy A i T.

Opierajac sie na osiagnietych wynikach, mozemy z latwosScig do-
wies¢ nieréwnosci sinx <x <tgx, ktorag zatozyliSmy w Przyki XXXIX.13.

151. Catka okre$lona. Przypuéémy, ze f{pc) jest funkcja
ciagta, ze wiec obszar, ograniczony przez krzywa y = f(x), przez
dwie jej rzedne f(a), f(b) i przez 0§ x-6w, ma oznaczone pole.
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W rozdziale VI, § 138 dowiedlismy, ze jesli F(x) jest calka
funkcji f{x), t. j. jesli mamy

F{x)=f(x), F(x)— [f{x)dx,

wowczas rzeczone pole réwna sie F(b)— F{a).

Wyznaczenie funkcji F{x) nie zawsze jest mozliwe, wo-
bec czego moze by¢ rzeczag dogodng posiadanie wzoru, ktory-
by wyrazat pole obszaru PpqQ i nie zawierat w sposéb jawny
tej funkcji. Pole PpgqQ bedziemy odtad oznaczali symbolem

1|"bf(x) d x
Ja '

Mozemy uwazac¢, ze symbol ten jest okreslony w dwoja-
Ki sposéb: z jednej strony mozemy go uwaza¢ za wartos¢ po-
la PpgQ, okreslonego w § 149, z drugiej zas — za skrécony
spos6b pisania wzoru F(b)—F(a), gdzie F(x) jest funkcja cat-
kowa funkcji f(x), przyczyni jest rzecza obojetna, czy faktycz-
nie umiemy znalez¢ wzér na F(x), czy tez nie umiemy.

B
Liczbe f f(pc) dx .

nazywamy catkg okreslona; a i b nazywamy nizsza i wyzszg
granica catkowania; f(pc) nazywamy funkcja podcatkowa,
a przedziat (a, b) przedziatem catkowania. Catka okreslona
zalezy od a i b, jak rowniez od ksztattu funkcji f(x), ale sama
nie jest funkcja zmiennej x.

Funkcje catkowag

F(x)= [f(x)dx

nazywajg niekiedy caltka nieokreslona.

Réznica miedzy catka okreslonag a nieokreslong jest wiasciwie réz-

rb
nicg dwuch punktéw widzenia. Catka okreSlona 1 f(x)dax = F(b) —F(a)

jest funkcjg zmiennej K\ mozemy ja uwazac za szczegdlng funkcje catkowa
funkcji f{b). Z drugiej strony catke nieokreslong mozemy zawsze wyrazie
za pomocg catki okreslonej, gdyz

i“(x)=F(a)+ 1 At)dt.
Ja

Wyktad czystej matem. 21
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Zwykle jednak, mowiagc o catkach nieokreslonych, mamy na mysli
pewien zioigzek miedzy dwiema funkcjami, na mocy ktérego jedna z nich
jest pochodng drugiej. Natomiast gdy méwimy o calce okres$lonej, nie
bierzemy zazwyczaj pod uwage mozliwej zmiennosci granic catkowania,
gdyz granice te sg najczeSciej state. Np.

nie jest funkcja, lecz liczba.
t'x
Nalezy zauwazy¢, ze catka | f(t)dt ma pochodng /(cc), a wiec jest
Ja
ciggta.

Poniewaz lcc jest funkcjg ciagla przy cc>0, zatym na mocy po-
przedniego paragrafu mozemy powiedzie¢, ze istnienie funkcji Ig @ zosta-
to dowiedzione.

Przyktady LXVI. Obliczanie catek okreslonych zapomocg
nieokreslonych. 1 Dowies¢, ze

a w szczegoélnosci

[Natrafiamy tu na pewna trudno$¢, gdyz arctgcc jest funkcja wie-
lowartosciowg. Mozemy te trudnos$¢ usunaé, zauwazywszy, ze w réwnaniu

™ T
arctgx musi oznacza¢ kat, zawarty miedzy-—--éa—z. Istotnie, catka
réwna sie zeru przy cc=0 i ro$nie stale wraz z o, a wiec to samo po-

wiedzie¢ mozna o arctgcc; funkcja ta dazy do = gdy cc-*-00. Tak samo

. - s 7 . ©
mozna dowies¢, ze arctgcc-*------, gdy cc-*—o0.

W réwnaniu
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K T
gdzie —1<ax1, arcsina? oznacza kat, zawarty miedzy — a = Jesli

wiec a i b sa, co wartosci bezwzglednej, mniejsze od 1, to

gdy a=0; wowczas catka réwna sie ; jest to granica, do ktorej dazy

a
—cosec a, gdy a-»0.

jezeli a>]6]. [Jezeli Jq] < b\ funk-

cja podcatkowa przechodzi przez nieskonczono$¢ pomiedzy 0 i t]

8. jezeli a i b sg liczbami dodatniemi.

Jaka wartos¢ ma catka, jezeli a i b majg znaki rézne, albo jezeli obie te
liczby sg ujemne?

9. Calki Fouriera. Jezeli mi n sa liczbami catkowitemi do-
datniemi, woéwczas

a

réwnaja sie zeru, jezeli jezeli zaS$ m—n, wowczas obie catki row-
naja sie k.

10. Dowies¢, ze | cosmxcosnx dx i | sintnccsin nxckx réwnajg

- - . - Pe P - - 7 - - K
sie zeru przy md=n, jezeli zas m—n, wowczas obie catki réwnajg sie

Dowie$é réwniez, ze
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n
réwna sie albo zeru, albo 5T zaleznie od tego, czy n—m jest liczbg
W&~ m

parzysta czy nieparzysta.

152. Obliczanie catek okreslonych jako granic sum.
W niektérych wypadkach mozemy obliczy¢ catke okreslonag,
opierajac sie bezposrednio na okresleniach, podanych w 88§ 149
i 151. Przerobienie kilku przyktadéw bedzie dla czytelnika
rzecza pouczajacg, pomimo ze nie jest to spos6b postepowania
praktyczny.

Przyktady LXVII. 1 Obliczy¢ 1 xdx, dzielac przedziat (a, b) na

Ja

n réwnych czesci zapomocg punktéw a=x0, sc,, X2 , Xn=b i wy-
znaczajgc granice

Suma ta réwna sie

a wiec granica sumy przy n-+o réwna sie i(62—a2. Czytelnik sprawdzi
to zapomocg wykresu.]

2. W taki sam sposéb obliczy¢

3 Obliczy¢ j xdx, gdzie O<a<b, dzielagc (a, b) na n czesci za
pomoca punktéw a, ar, ar2 ,arn~\ arn, gdzie rn=hja Te samg metode

.1b
zastosowa¢ do ogélniejszej catki | xmux.

4. Obliczy¢ fPcos mxdx oraz 1 Psin mx dx zapomocg metody
J a J a

Przykt. 1.
5. Dowiesé, ze

[Wynika to z tego, ze
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a ta suma dazy do
6. Dowies¢, ze

153. 0Ogodélne wiasnosci catek okreslonych. Catka okre-
Slona posiada wazne wiasnosci, ktére dajg sie wyrazi¢ zapo-
mocg nastepujacych réwnan: *)

Wynika to odrazu z okre$lenia calki zapomoca funkcji catkowej
F{x), gdyz F(b)—F(a)= —\F(a)—F(b)\. Nalezy zauwazy¢, iz okreslajac
catke jako granice sumy, zaktadaliSmy, ze gérna granica catkowania jest
wieksza od dolnej, jesli wiec chcemy, poprzestajac na tym jednym okre-

Sleniu, rozciagngl pojecie catki okreslonej 1 f\x) dx na przypadek, gdy
Jb

a<b, musimy uwaza¢ réwnanie (1) za okres$lenie wzoru, wypisanego
w prawej czesci tego réwnania.

Czytelnik dowiedzie tych wzoréw w dwojaki sposéb: (1) wychodzac
z okreslenia catki jako granicy sumy, (II) wychodzac z okresSlenia catki
zapomocg funkcji catkowej.

Wazne sa réwniez nastepujgce twierdzenia:

*)  Wszystkie funkcje, wchodzace w sklad tych réwnan, sa ciggte,
gdyz catke okreslong zdefinjowali$my jedynie dla funkcji ciggtych.
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Wystarczy zauwazy¢, ze suma s w § 149 nie moze by¢ ujemna.
Pézniej dowiedziemy (Zadanie 41 w koncu rozdziatu), ze catka moze row-
naé¢ sie zeru tylko woéwczas, jezeli f{x) jest stale zerem; dowdd mozna
réwniez oprze¢ na wniosku drugim § 114.

Stosujemy wzor (6) do f[x)—H i K—fix).

gdzie i zawiera sie miedzy a i b

Wynika to odrazu z réwnania (7). Istotnie, mozemy zatozyc, ze H
oznacza najmniejsza, a K najwieksza wartos¢ funkcji f[x) w przedziale
(o, b. W takim razie catka réwna sie vj(6—a), gdzie \j zawiera sie¢ mie-
dzy Il i K Poniewaz jednak f{x) jest funkcjg ciggta, zatym musi istnie¢
takie 4, ze /(E)==*].

Jezeli przez F{x) oznaczymy funkcje catkowg, mozemy twierdze-
nie (8) napisa¢ w postaci

skad widzimy, ze twierdzenie (8) jest tylko innym sposobem wystowienia
twierdzenia o wartosci posredniej, ktore poznaliSmy w § 118 Mozemy
wiec wzér (8) nazwa¢ twierdzeniem o wartosci posredniej w zasto-
sowaniu do cafek.

(9) Uogolnione twierdzenie o wartosci posredniej w za-
stosowaniu do catek. Jezeli y(x) jest dodatnie, a H i K zosta-
ty okreslone tak, jak to réwnaniu (7), wowczas

gdzie i jest okreslone tak, jak we wzorze (8).

Otrzymujemy to twierdzenie, stosujac wzor (6) do calek

Czytelnik sformutuje sam odpowiednie twierdzenie w przypadku,
gdy tp(x) jest stale ujemne.
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(10) Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego.

Funkcja

posiada pochodng, réwna f(x).
DowiedliSmy juz tego twierdzenia w § 138. Wynika
stad (co juz byto zaznaczone w § 151), ze F(x) jest funkcja

ciggta zmiennej x.

Przyktady LXIIl. 1 Opierajac sie na okresl niu catki i na réwna-
niach (2)—5) poprzedniego paragrafu dowies¢, ze

gdzie m jest liczbg catkowita.

... . fmsinnx ) ..
2. Dowies¢, ze dx rowna sie albo m albo O zaleznie od
0 sin X

tego, czy n jest nieparzysta liczbg czy parzystg. [Oprze¢ sie na wzorze
(sinn )/(sinx =2 cos(n—)x +2 cos[(Nn—3)x[ + ...

w ktorym ostatni wyraz jest albo 1, albo 2 cos x.]

3. Dowie$é, ze 3 sin xctgxdx réwna sie 0 albo g zaleznie od

tego, czy n jest nieparzyste czy parzyste.
4. Jezeli
y(x)—al+ai cos @+ Nsin @+ a2d0S 2c+ ftsin 2x + ... + ancos moct &Binwe,
i jezeli k jest liczbe dodatnia catkowita nie wiekszg od n, to

Jezeli k>n, woOwczas obie ostatnie catki réwnajg sie zeru. [Oprze¢ sie
na Przykt. LXVI1.9.]

5. Jezeli tp(@)==a0+aicos a?+axos 2c+ ...+arncos nx, a k jest liczba
dodatnig catkowitg nie wiekszg od n, woéwczas
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Jezeli k>n, ostatnia catka réwna sie zeru [Przyki. LXVI. 10.J

6. Jezeli ai b sa dodatnie, "wdwczas

7. Jezeli

8. Dowiesé, ze

9. Jezeli w>l, wbéwczas

[Pierwsza nierdwnos¢ wynika z tego, ze druga za$
z tego, ze

10. Dowies$é, ze
11. Dowies¢, ze
a stad otrzymaé nieréwnosci

12. Dowiesé, ze

poczym 2+ 3t2+tt3 zastepujemy przez 2+4u2i 2+ 3tt2]
13. Jezeli a i d sg to katy ostre dodatnbe, wdwczas

K
Jezeli a=<p=—t, catka zawiera sie miedzy 0523t a 0-541.
14. Dowiesé, ze

[Jezeli o jest suma, o ktorej byta mowa w koncu § 149, a o' jest
suma, utworzong w odpowiedni sposéb z funkcji woéwczas Ja]”a']
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15. Jezeli

154. Catkowanie przez czgsci i zapomoca podstawien.
Z rozwazan § 131 wynika, ze

Jest to t. zw. wzOr na catkowanie przez czes$ci cat-
ki okreslnej.

Dalej wiemy (8 126), ze jesli F(t) jest funkcjg catkowa
funkcji f(t), woéwczas

Jesli wiec y(d)= ¢, €>(b)=d, to mamy

Jest to wzOr na przeksztatcenie catki okreslonej
zapomocg podstawienia.

Dzieki tym dwom wzorom mozemy nieraz obliczy¢ catke
okres$long, nie wyznaczajac catki nieokreslonej, a nawet zdarza
sie, ze potrafimy w ten sposéb obliczy¢ catke okreslong, jak-
kolwiek nie umiemy obliczy¢ odpowiedniej catki nieokreslo-
nej. Kilka przyktadéw znajdzie czytelnik nizej.

Przyktady LXIX. 1 Dowies¢, ze

2. Ogolniej mamy

gdzie

3. Dowies¢, ze

4. Jezeli a i b sg liczbami dodatniemi, to

Zastosowaé catkowanie przez czesci i Przyki LXVI.8.



woéwczas

6. Stosujac catkowanie przez czesci dowiesé, ze jesli

gdzie m, n sg liczbami catkowitemi dodatniemi, woéwczas

7. Jezeli un= \ *tgnxdx, to ww+ m,_i = l/(w—1). Zapomocag tego
Jo

réwnania obliczy¢ catke dla wszelkich catkowitych dodatnich warto-
sci na n.
8 Na mocy poprzedniego zadania dowies¢, ze

/2 n
9. Jezeli «w= 3 sinrkdx, t0 un=un-z ®--—--- e [Zastosowal cat-
) n

kowanie przez czesci.]

10. Dowies¢, ze un réwna sie

zaleznie od tego, czy n jest liczbg nieparzysta czy parzysta.

11 Drugie twierdzenie o wartosci posredniej. Jezeli f[x) ma
w kazdym punkcie przedziatu (a, b) pochodna, ktéra zachowuje w tym
przedziale staty znak, wéwczas istnieje taka liczba 4, zawarta miedzy
ai 6 ze

[Niech bedzie W takim razie
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czyli

12 Wzo6r Bonneta na drugie twierdzenie o wartosci po-
Sredniej. Jezeli f\x) ma staly znak, a f(b) i f(a)—/[b) maja jednakowe
znaki, to

gdzie X zawiera sie¢ miedzy ai b
[Jakoz gdzie P zawiera sie miedzy
<34 i O(b). Wazny przypadek szczegolny zachodzi, gdy

Dowies¢, ze gdy f{a) i fib)-f{a) majg ten sam znak, woéwczas

gdzie X zawiera sie miedzy a i b. |Wyjs¢ z funkcji

Przekonamy sie, ze catke nasza mozna przedstawi¢ w postaci

Wazny przypadek szczeg6lny zachodzi, gdy

13. Dowiesé, ze [Zastosowad

pierwszy wzor przyktadu 12 i oprze¢ sie na spostrzezeniu, ze catka
funkcji sino? w kazdym przedziale jest liczbowo mniejsza od 2]

14, Dowies¢ Przykt. LXVIII.lI zapomoca catkowania przez podsta-
wienie. [W przypadku (1) podzieli¢ przedziat na dwie czesci (—o, 0)
i (0, a) i w pierwszym przedziale potozy¢ x = —y. W przypadku (Il) kia-

- H z - K - z - -
dsiemy w pierwszym rownaniu x = ~ —y, w drugim zas dzielimy prze-

diiat catkowania (0, § na potowy i kladziemy x=—K+y. W przypadku

(I1l) dzielimy przedziat na m réwnych czesci i kladziemy x=n+y,
X=2.%+y, ..

15. Dowies$é, ze
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16. Dowieéé, ze

17. Dowiesé, ze

18. Dowiesé, ze

19. Zapomoca podstawienia dowies¢, ze

20. Za pomocg podstawienia (a+6 cos x)(a-b cosy)=a2— dowies¢,
ze
jezeli n jest liczbg catkowita dodatnig i a>|6|. Obliczy¢ catke przy

n=1, 2 3.
21. Jezeli w, n sg to liczby catkowite dodatnie, to

[Kfadziemy x=a+ (b —a)y i opieramy sie na Przykt. 6]

155. Dowdd twierdzenia Taylora, oparty na catkowa-
niu przez czesci. Przypusémy, ze f{x) posiada pochodne
pierwszych n rzedéw i ze te pochodne sag ciagte. Niech bedzie

Mamy

a wiec

Ktadgc b—a-\-h oraz x=a-\-th, mamy

gdzie
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Jezeli p jest dowolna liczbg dodatnia catkowita, nie wiek-
*szg od n, mamy na mocy twierdzenia (9), § 153

gdzie 0<$<1. Tak wiec

Kiadac p=n, otrzymamy wzdér Lagrange’a na reszte szeregu
(8 141). Jezeli zas$ potozymy p = 1, otrzymamy wzor Cauchy’ego
na reszte szeregu Taylora.

156. Zastosowanie wzoru Cauchy’ego do szeregu dwumia-
nowego. Jezeli f(x)=(l +a?)m gdzie m nie jest liczbg catkowitg dodatnig,
woéwczas wzér Cauchy’ego daje

Wzér na dwumian zostat w ten sposob ustalony dla wszelkich
wartosci wyktadnika m i dla wartosci x, zawartych miedzy —1 a 1
Przypominamy, ze zapomocg wzoru Lagrangea nie mogliSmy rozstrzy-
gnaé¢ sprawy w przypadku ujemnych wartosci na x (Przykt. L1X.2).

157. Caidki funkcji zespolonych zmiennej rzeczywistej.
Majac dang funkcje zespolong mozemy okre-
Sli¢ jej catke w granicach od a do b zapomocg réwnan

*) Te dwa wzory na reszte mozna réwniez otrzymaé¢ zapomoca
metody § 140.
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Rzecz jasna, ze wiasnosci tych catek mozemy wysnué¢ ze zna-
nych nam wiasnosci catek funkcji rzeczywistych.

W dalszych rozdziatach bedziemy sie postugiwali witasno-
Scig, ktdorg wyrazi¢ mozna zapomocag nieréwnosci

Te nieréwno$¢ mozemy z tatwoscig wysnué¢ z okreslen
88 149 i 151. Jezeli Sv oznacza to samo, co w § 149, a qv
i $v sa wartosciami funkcji @i $w jakim$ punkcie przedzia-
tu 8v, i jezeli Fv= qv woéwczas mamy

a wiec

gdy tymczasem

Zadane twierdzenie wynika odrazu z nieréwnosci

Rzecz jasna, ze wzory (1) i (2), 8 155 pozostajg stuszne,
jezeli f(x) jest funkcjg zespolong o>

Zadania do rozdziatu VII.

1 Sprawdzi¢ wyrazy nastepujacych rozwinie¢ na szereg Taylora:

*) Dla catki rzeczywistej dowiedliSmy analogicznej nieréwnosci
w Przykt. LXVIII. 14.
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2. Jezeli f(x) ijej pochodne az do (n+2)-go rzedu wiacznie sg
ciggte, jezeli dalej /'("+1)(0)=}=0, a & we wzorze Lagrange’a na Bn ma
wartosci ; wowczas

gdzie gdy a;->0. [Zastosowa¢ metode Przykt. LVIII. 12]

3. Sprawdzi¢ wzoér poprzedniego zadania na przyktadzie funkcji
A*)= 1/(1+ ®).

4. Jezeli f(x) posiada pochodne trzech pierwszych rzedéw, wow-
czas

gdzie a<a<b. [Metode analogiczng do § 140 zastosowa¢ do funkcji

5. Dowie$é, ze przy tych samych zatozeniach mamy

6. Jezeli f(x) posiada pochodne pigciu pierwszych rzedow, wow-
czas

7. Przy tych samych zatozeniach mamy

8. Dowies¢ dwuch nastepujacych wzoréw:

gdzie p zawiera sie miedzy a i K\
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gdzie p i y zawieraja sie miedzy najwieksza a najmniejsza z liczb a,b,c.
[W celu dowiedzenia wzoru (II) wezmy pod uwage funkcje

ktora réwna sie zeru przy x=a, x—b, x=c. Na mocy twierdzenia B,
§ 114 jej pierwsza pochodna musi réwnaé sie zeru przy dwuch réznych
wartosciach na x, zawartych miedzy najwieksza i najmniejsza z liczb
a, b, c; wobec tego druga pochodna musi réwnac sie zeru przy x—f, czy-
nigcym zado$¢ wymienionym warunkom. Mamy tedy wzér

Czytelnik z tatwoscig dokonczy dowdd.]

9. Jezeli pochodne pierwszych n rzedéw funkcji F(x) sg ciggte,
a z nich pierwsze a—1 réwnajg sie zeru przy a>=0, i jezeli przy 0<=x"h
mamy A F(nM\x) B, wowczas

Zastosowac to twierdzenie do funkcji

i na tej drodze dowie$¢ twierdzenia Taylora.

10. Jezeli \hy(x)=y{x) —y(x+h), Af<p(a)=AAARfE@D, it d i jezeli
istniejg pochodne pierwszych n rzedéw funkcji y(a;), woéwczas

gdzie 4 zawiera sie miedzy x i x+nh. Jezeli @r\a) jest funkcjag ciggta,

woéwczas —F‘—-—X—)—-— *(—)ngn)(x), gdy /i-v0. [W Przykt. LVIII. 13 wzér ten
n
zostat ustalony dla n—2]
11 Na mocy poprzedniego zadania dowies¢, ze gdy m jest dowol-

na liczbg wymierna, a n jest catkowite dodatnie i gdy x—voo, mamy
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W szczegdlnosci

12. Niech pochodne pierwszych czterech rzedéw funkcji y—aqe
beda ciagte i niech !f(0)=0, <p'(0)=I, tak iz

gdzie ex->-0, gdy x->-0. Dowies¢, ze

przy tej wartosci x, ktéora réwna sie zeru jednocze$nie z y. Dowies¢
réwniez, ze

gdy x->0.

13. Spoétrzedne (£ vj) Srodka krzywizny Kkrzywej y=F(t)
czyniag zado$¢ réwnaniom

a promien krzywizny réwna sie

gdzie kreski oznaczajg rézniczkowanie wzgledem t

14. Spoétrzedne (£, yj) Srodka krzywizny krzywej 27ayi—Axi czynig
zados$¢ zwigzkom

15. Koto, Scisle styczne w punkcie (x,y) do krzywej, ma z nig
styczno$¢ trzeciego rzedu, jezeli ({+y'2y"'—3y'y"2 Dowies¢, ze koto
jest jedyng krzywa, majacg te wiasnos¢ w kazdym punkcie, i ze w stoz-
kowej korice osi sg jedynemi punktami, majacemi te wiasnosé. [Poréwnaj
Zadanie 10(IV) w koricu rozdziatu VI1.]

16. Stozkowa a3/ —aix2+ abxy+(ac—bly2jest Scisle styczna w po-
czatku spotrzednych do krzywej y—ax2+ bx3+cx* + ...+kxn. Dowie$¢, ze

gdzie T=(y—A)—il(x—t), jest roéwnaniem stozkowej, Scisle stycznej do
krzywej y=f(x) w punkcie (?, -¢).

17. Funkcje jednorodne.*) Funkcja u=f(x,y,z...) nazywa sie

funkcja jednorodna stopnia n, jezeli dla kazdej liczby statej X mamy

*) W tym i w nastepnych zadaniach zaktadamy, ze wszystkie
pochodne, o ktérych mowa, sa ciggte.
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Dowie$é, ze w takim razie

Jest to twierdzenie Eulera o funkcjach jednorodnych.

18 Jezeli u jest funkcjg jednorodng stopnia n, to pochodne czast-
kowe du/dx, du/dy,... sg funkcjami jednorodnemi stopnia n—L1

19. Niech bedzie dane réwnanie f{x, y)—0 i przypusémy, ze po
wprowadzeniu trzeciej zmiennej réwnanie to staje sie jednorodne i przy-
biera ksztatt F{x,y,z)=0. Dowies$¢, ze réwnanie stycznej, poprowadzo-
nej przez punkt r,) krzywej f(x, y)—o. jest

gdzie Ft, Ff, Ft oznaczajg wartosci pochodnych Fx, Fy, Fz, w kté-
rych potozono y=% z—C=I.

20. Funkcje zalezne i niezalezne. Jakobiany czyli wyznacz-
niki funkcyjne. Przypusémy, ze u, v sa funkcjami zmiennych x, y i ze
zachodzi miedzy niemi zwigzek

Rézniczkujgc wzgledem x i y, mamy

a rugujac pochodne funkcji <, otrzymujemy

gdzie ux, uy.. oznaczajg pochodne funkcji u i v wzgledem x iy Tak
wiec réwnanie (3) jest warunkiem koniecznym istnienia zwiazku (1) mie-
dzy funkcjami. Mozna dowiesé, ze jest to réwniez warunek dostateczny,
ale nie mozemy sie nad tg kwestjg zatrzymywac i odsytamy czytelnika
do Goursat Cours dAnalyse, t |, str. 125

Funkcje u, v nazywamy zaleznemi lub niezaleznemi zaleznie od tego,
czy zachodzi miedzy niemi zwiazek ksztattu (1) czy nie zachodzi. J na-
zywajg Jakobianem lub wyznacznikiem funkcyjnym i oznaczaja go zapomo-
ca symbolu

Tak samo dowodzimy, ze jesli trzy funkcje u, v, w zmiennych
X, Y,z sa zwigzane zaleznoscig s(m & «)=0, to
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21. Dowie$é, ze ax2+2hxy+by2 i Ax2+2Hxy+ By2 sg niezalezne,
jezeli nie zachodzg réwnosci a/A=h/H=b/B.

22. Dowiesé, ze ax2+by2+cz2+2fyz+2gzx + 2lixy daje sie przedsta-

wié¢ w postaci iloczynu dwuch linjowych funkcji zmiennych x, y, z wow-
czas i tylko woéwczas, jezeli

[Piszemy warunek, by px+qy+rz i p'x+q'y+r'z byty zalezne od
danej funkcji.]

23. Jezeli u, v sg funkcjami zmiennych & n ktére same sg funk-
cjami zmiennych x vy, woéwczas

Uog6lni¢ na dowolng liczbe zmiennych.

24. Niech pochodna funkcji f(x) réwna sie 1/x niech f(1)=0.
Dowiesé, ze jesli u=f(x)-\-f{y), v=xy, to uxvy—uwx=10, zatym u i v sg
od siebie zalezne. Kiladac y=1, dowies¢, ze ta zalezno$¢ musi byc¢
ksztattu f{x)+t{y)=Ff{xy)-

W taki sam sposob dowies¢, ze jesli f'(x) —LU@-fxI) i jezeli
/(0)=0, to

25. Dowies¢, ze jesli

26. Jezeli istnieje zalezno$¢ pomiedzy funkcjami
u=f(x) + A\y) +(2), v=F(y)f(z) + f(2)f(x) +f(x) fy\ w=f(x)H{y)f(z)

to / musi by¢ stalg. [Warunek istnienia zaleznosci wyraza sie réwna-
niem

27. Jezeli f(y, 2), f(z, x), f(x, y) zwigzane sg zaleznos$cig funkcjo-
nalng, wdwczas f(x, x) jest niezalezne od x.
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28. Jezeli u=0, v=0, u?=0 sg roéwnaniami jednorodnemi trzech
kot, wowczas

jest rownaniem czwartego kota, przecinajgcego pierwsze trzy pod katem
prostym.

29. Jezeli A, B, C sa trzema funkcjami zmiennej x i jezeli wy-
znacznik

tozsamosciowo réwna sie zeru, woéwczas mozemy znalezé trzy stato
X fi, v takie, by XA+fjJ3-}-vCl tozsamosciowo rdéwnato sie zeru, i odwrot-
nie. [Niech bedzie a—BC'- B'C,..., a'=BC"—B"C,.. i t. d; poniewaz
wyznacznik réwna sie zeru, zatym —£'f—0, a wiec stosunki sg
state. Ale aA+"B+~"C—Q Twierdzenie odwrotne jest niemal oczywiste.]
30. Miedzy trzema zmiennemi X, y, z zachodzi zwigzek, na mocy
ktérego (I) z jest funkcjg zmiennych x, y, majaca pochodne zx, zy; (Il) x
jest funkcja y i z, majgca pochodne xy, xz. Dowies¢, ze

Mamy
skad
co jest mozliwe tylko pod warunkiem, ze zf&xy+zy=8, zxxg= 1]

31 Miedzy zmiennemi x, y, z, u zachodzg dwa zwigzki, zapomoca
ktérych mozemy ktérekolwiek dwie zmienne wyrazi¢ jako funkcje dwu
drugich. Dowie$¢, ze

gdzie yzl oznacza pochodng zmiennej y, wyrazonej w postaci funkcji z
i w obliczong wzgledem zmiennej niezaleznej z

32. Wyznaczy¢ A, B, Q Xw ten sposéb, zeby przy x=0 réwnaly

sie zeru pochodne czterech pierwszych rzedéw funkcji

Wyznaczy¢ A, B, C 2, X § tak, by przy x=0 roéwnaty sie zeru
pochodne pierwszych szesciu rzedéw funkcji
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33. Jezeli a>0, ac—bh2>Q x1>x0, to

przyczyni tuk zawiera sie miedzy 0 a 1*)
34. Obliczy¢ catke Przy jakich wartosciach a

catka ta jest funkcjg nieciggta argumentu a?

[Catka réwna sie —721 , jezeli 2nic<a< (2»+ 1)*, lub tez réwna sie;—TZT ,

jezeii (2»—iyic<a< 2nte, gdzie n jest liczhg catkowita. Jezeli . jest wie-
lokrotnoscig liczby u, catka réwna sie zeru.]

35. Jezeli przy x0Mx<Lxi mamy ax*+2bx+c>0, i jezeli

to

albo tez

zaleznie od tego, czy a jest liczbg dodatnig czy ujemna. W tym drugim

przypadku tuk zawiera sie miedzy 0 a oA

36. Dowies$é, ze

37. Przy a>l mamy

38. Przyp>Il i 0<g<l mamy

gdzie w jest katem ostrym dodatnim, ktérego dostawa =(1 +pq)/(p+q)-

39. Przy a>b>0 mamy

*) W zwigzku z zadaniami 33—35 i 40 poréw, artykut pr. Brom-
wicha w t XXXV czasopisma Messenger of Mathematics.
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40. Przy

przyczym arctg zawiera sie miedzy 0 a it

41. Jezeli f(x) jest funkcja ciagta nieujemnag, a

woéwczas /'(a:)=0 przy wszelkich wartosciach x przedziatu (a, b). [Gdyby
byto /(£)=&, gdzie a<4<b i A>0, to istniatby przedziat (4—8 4+8),
w ktérym f(x)>%k. a wiec wartos¢ catki bytaby wieksza od SA]

42, Nieréwnos¢ Schwarza w zastosowaniu do catek.

wies¢, ze

[Oprze¢ sie na okresleniach § 149 i 151 oraz na nieréwnosci

(Zadanie 10 w koncu rozdziatu 1)]

43, Jezeli jest wie-

lomianem stopnia n, posiadajagcym te wiasnosé, ze

jezeli Ha) jest dowolnym wielomianem stopnia nizszego od n.
[Zastosowaé m+ 1 razy catkowranie przez czesci, jezeli Ja) jest
wielomianem stopnia w.]

44. Dowies¢, ze
to catka réwna sie
45. QHx) jest wielomianem stopnia n, majgcym te wiasnosé, ze
jezeli J(;c) jest wielomianem stopnia nizszego od n.
Dowiesé, ze Qn(x) jest statg wielokrotnoscig P n(x).

[Mozemy dobra¢ x tak, ze Qn—v-Pn jest wielomianem stopnia n—L;
wtedy

Do-



— 343 —

a wiec

Dalej stosujemy zadanie 41.

46. Wartosci przyblizone calek okreslonych. Zaktadajac, ze
*b b—a
Ja y(x)dx = — i<f(«)+ 2(&)!, popetniamy biad, mniejszy od 7u M(b—a)3
gdzie M jest najwiekszga wartoscig funkcji |gd'@)] w przedziale (a, b).

GdybySmy zatozyli, ze catka réwna sie (b—a)? , popetniliby$my

btad mniejszy od 4i M(b—a)3
[W zadan. 4 i 5 kladziemy f'(x)=y(x).]
Zaktadajgc, ze catka réwna sie

popetniamy btad, mniejszy od VBOM(b—a)5 gdzie M oznacza najwieksza

wartos¢ funkcji ~4A\x).

[Oprze¢ sie na zadaniu 6. Wzér ten, dajgcy bardzo dobre przybli-
zenie, nosi nazwe wzoru Simpsona.]

Dowie$¢, ze wartos¢, wyznaczona za pomocg wzoru Simpsona,
przedstawia pole obszaru, ograniczonego przez proste x=a, x—b y—0
i przez parabole, przechodzacg przez trzy punkty krzywej y=<p(x) o od-

cietych rownych a, , b, i majacg 0$ symetrji rownolegtag do OY.

Zauwazmy, ze jesli y(x) jest wielomianem trzeciego stopnia, to
f(4)(*)=0 i wzér Simpsona daje doktadng warto$¢ catki. Innemi sto-

wy: przez trzy punkty o odcietych a, — b mozemy poprowadzi¢ nie-

skonczenie wiele krzywych typu y—atpke+pa™-Ma:3 a wszystkie one
ograniczaja obszary o réwnych polach. Sréd nich istnieje jedna krzywa,
w ktérej 8=0; jest to parabola.

47. Jezeli <(@) jest wielomianem pigtego stopnia, to

gdzie a i p sg pierwiastkami réwnania x2—x + /10=0.
(Mathem. Tripos, 1909).

48. Zastosowa¢ wz6r Simpsona do obliczenia k zapomocg wzoru
[Otrzymujemy 07833... Dzielgc przedziat catkowania na

potowy (od O do ~i od ~ do 1) i stosujgc wzoér Simpsona do kazdej po-
towy z osobna, otrzymamy 07853916... Poprawna warto$¢ =07853981...]
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49. Dowiesé, ze

50. Obliczy¢ z doktadnoscig do 0'0l catki

[W ostatniej catce funkcja podcatkowa nie jest okresSlona przy a—®o, jesli

jednak umoéwimy sie, ze przypisywac jej wtedy bedziemy warto$é¢ 1, wow-
czas funkcja ta bedzie ciggta w catym przedziale catkowania.]



ROZDZIAL VIII.

O ZBIEZNOSCI SZEREGOW NIESKONCZONYCH | CALEK
NIESKONCZONYCH.

158. W rozdziale 1V wyjasniliSmy, co nalezy rozumieé
przez szeregi zbiezne, rozbiezne, wahajace sie. Wyktad nasz ilu-
strowalismy zapomocag szeregu gieometryeznego

oraz innych szeregow, scisle z nim zwigzanych. W niniejszym
rozdziale zbadamy te kwestje w spos6b bardziej systematycz-
ny i dowiedziemy Kilku twierdzen, ktére dadza nam moznos¢
rozpoznania zbieznosci prostych szeregéw, najczesciej spotyka-
nych w Analizie.
Bedziemy sie czesto postugiwali symbolem
n

m

a szereg bedziemy nieraz oznaczali zapomocg

00

Xun lub po prostu Xun.
]

159. Szeregi o wyrazach dodatnich. Zagadnienie zbiez-
nosci jest dos¢ proste, o ile mamy do czynienia z szeregami
o wyrazach dodatnich. Od nich wiec rozpoczniemy nasze ba-
dania, tym bardziej ze zbiezno$¢ szeregéw, zawierajacych wy-
razy ujemne lub zespolone, daje sie nieraz sprowadzi¢ do ba-
dania zbieznosci szeregéw o wyrazach wytgcznie dodatnich.

Przy badaniu zbieznosci szeregu mamy prawo odrzucié
dowolng, byle skonczonag liczbe jego wyrazéw; jesli wiec sze-
reg zawiera skonczong liczbe wyrazéw ujemnych lub zespolo-
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nych, mozemy je wszystkie odrzuci¢ i stosowa¢ do pozosta-
tych wyrazéw twierdzenia, ktére zaraz ustalimy.

160. Zaczniemy od przypomnienia nastepujacych podsta-
wowych twierdzen, dowiedzionych w § 70.

A. Szereg o wyrazach dodatnich nie moze wahaé sie, lecz
musi by¢ albo zbiezny, albo rozbiezny, a w tym drugim przypadku
szereg dazy do -j-00.

B. Warunkiem koniecznym i dostatecznym zbiezno$ci szere-
gu Xun jest istnienie takiej liczby K, by przy wszelkich wartosciach
na n zachodzita nieréwnos$é

Ug-\-Uy -f- U2—f- «eed - Un <C jfiT.

C. Pordownywanie szeregOw. Jezeli szereg Xun jest zbiez-

ny i jezeli vn<un przy wszelkich wartosciach na n, woéwczas sze-
reg Xvn jest zbiezny i Xvn~'Lun. Albo ogélniej: jezeli vn<O>Kun,
gdzie K jest liczbg stalg, wéwczas Xrn jest zbiezny i X AX witt.

Jezeli Xunjest rozbiezny, a vh>K un, to Xvn jest rozbiez-
ny*).

Jako wazny przypadek szczegdlny tego twierdzenia na-
lezy zanotowaé nastepujacy:

D. Jezeli Xun jest szeregiem zbieznym (rozbieznym), a sto-
sunek un/vn dazy do granicy od zera réznej, gdy n—Vv00O, wéwczas

Xvn jest zbiezny (rozbiezny).

161. Proste zastosowania powyzszych cech zbieznosci.
Wiemy, ze jesli r oznacza liczbe dodatnig, wéwczas Xrn jest
zbiezny przy r<lIl, rozbiezny za$ przy rS>l.**) Stosujgc twier-
dzenie C i kladac un= rn, otrzymujemy twierdzenie:

1 Szereg Xt>, jest zbiezny, jezeli przy wszystkich dostatecz-
nie duzych wartoéciach na n mamy vn<j.Krn, gdzie r<lI.

Kladac K =1, mozemy powyzsza nierébwnos¢ napisa¢ w po-
staci '{/vn~ r < 1, ktéra nosi nazwe cechy zbieznosci Cauchy’ego
dla szeregéw o wyrazach dodatnich. Mozemy ja sformutowac
tak:

*) W 8§ 70 nie wspominaliSmy wprawdzie o ostatniej czesci tego
twierdzenia, ale czytelnik sam z latwoscig dowiedzie jej.

**) W niniejszym rozdziale bedziemy stale oznaczali przez r licz-
by dodatnie lub zero.
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2. Szereg Xvnjest zbiezny, jezeli przy wszystkich dostatecz-
nie duzych wartosciach na n mamy \/vntdr < 1

Odpowiada jej nastepujaca cecha rozbieznosci:

2a. Szereg Xunjest rozbiezny, jezeli przy nieskonnczenie wie-
lu wartosciach na n zachodzi nieréwnos$¢ Y/VMEE 1.

Ta cecha rozbieznosci jest oczywista, gdyz z s/ivn® 1 wy-
nika vM+1l. Twierdzenia 2 i 2a majg szerokie zastosowanie,
w wielu jednak wypadkach dogodniej bywa postugiwac sie na-
stepujaca, t. zw. cechg cTAleniberta.

3. Szereg Xrnjest zbiezny, jezeli vn+ijvn<Lr< 1 przy wszyst-
kich, dostatecznie duzych wartosciach na n.

Istotnie, jezeli przy wszelkim n>n0 mamy vn+i/vn<~r,
wowczas

—1 —2 V nat | V,o0.

. Vo
Vel © Vn-2 V=3 V,0 rr

skad odrazu wynika zbieznos$¢ szeregu Xun, jesli go poréwna-
my z szeregiem Xrn.

Przekonamy sie po6zniej, ze cecha d’'Alemberta jest mniegj
ogodlna od cechy Cauchy’ego, gdyz te drugg mozemy stosowac
we wszystkich wypadkach, w ktorych daje sie stosowac cecha
d’Alemberta, a procz tego czasem i w takich wypadkach, gdy
cecha d’Alemberta zawodzi. Tak samo cecha rozbieznosci, za-
warta w twierdzeniu 2a, jest ogolniejsza od odpowiedniej ce-
chy d'Alemberta. Czytelnik dowiedzie z tatwoscia, ze jesli
przy kazdym n > n0 mamy vn+t/vn~>r~>\, to szereg Xu, jest
rozbiezny, przekonamy sie jednak (Przyki LXX.9), ze nie wy-
starcza warunek, by nierownos$¢ powyzsza zachodzita przy nie-
skonczenie wielu wartosciach na n, wiekszych od no, gdy tym-
czasem twierdzenie 2a wymaga tylko, by nieréwnos$¢ ~/vni>r
byta sprawdzona przez nieskonczenie wiele, nie za$ przez
wszystkie wartosci n wieksze od n0. Niemniej jednak cecha
d’Alemberta jest bardzo praktyczna i wystarcza do rozwiaza-
nia wielu zagadnien.

Czesto zdarza sie, ze vn+i/vn albo {/vn dazg do granicy,
gdy n—>o00. Jezeli ta granica jest mniejsza od 1, warunki
twierdzen 2 i 3 sg spetnione, a wiec

4. Jezeli \/vn lub vn+i/vn dazga do granicy mniejszej od 1,

gdy h—>00, woéwczas szereg XV,, jest zbiezny.
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Czytelnik dowiedzie sam, ze gdy jedna lub druga z tych
funkcji dgazy do granicy wiekszej od 1, szereg SvMjest roz-
biezny.

Jezeli jednak *~/vnlub vn+Jvn dazg do 1, albo jezeli funk-
cje te wahajg sie w ten sposéb, ze, pozostajgc mniejsze od 1,
przybieraja przy nieskonczenie wielu n wartosci dowolnie bliz-
kie jednosci, woOwczas obie cechy Cauchy’ego i d’Alemberta
zawodza. Procz tego cecha d’Alemberta zawodzi, gdy funkcja
vn+i/vn waha sie tak, ze nieskonczenie wiele razy przybiera
wartosci mniejsze i wieksze od 1. Wobec tego jest rzeczg
jasna, ze w wielu zagadnieniach moze zachodzi¢ potrzeba sub-
telniejszych cech zbieznosci.

Przykiady LXX. 1 Zastosowaé¢ cechy Cauchy’ego i d'Alemberta
do szeregu 'Zkrn, gdzie Kk jest liczbg wymierng dodatnia.

[Mamy vn+l An-mr, zatym szereg jest zbiezny przy r<I| i rozbiez-
ny przy r>l. Przy r=I1 cecha ta zawodzi, ale wtedy szereg jest oczy-

wiscie rozbiezny. Poniewaz ~n—1 (Przykt XXX. 11), zatym cecha
Cauchy'ego prowadzi odrazu do tego samego wniosku ]

2. Zbada¢ szereg Z(Ank+Bnk~1+...+ K)rn. [Mozemy zatozy¢, ze
A>0. Oznaczajac przez P(n) spétczynnik przy rn, mamy P(n)/nk-+A,
a wiec, na mocy twierdzenia D, § 160, szereg zachowuje sie tak, jak
E»V\]

3. Zbadac szereg

[Zachowuje sie on tak, jak Snk Irn. W przypadku, gdy r=1 i k<I,
dotychczasowe badania nie wystarczaja.]

4. W zadaniu 17 na koncu rozdziatlu IV widzieliSmy, ze szeregi

sa zbiezne. Dowies¢, ze cechy Cauchy’ego i d’Alemberta zawodzg tu.

5. Jezeli p jest liczbg catkowitg, nie mniejsza od 2, wéwczas sze-
reg jest zbiezny. [Wynika to ze zbieznosSci szeregu, badanego w za-
+1)...(w-+-p—1
daniu 4, gdyz D OVERPTD L Dowiedlismy juz dawniej (§ 70), ze
np

szereg jest rozbiezny przy p—1 Przy ptAO rozbieznos$¢ jest oczywista.]
6. Szereg jest zbiezny przy 1>k + 1

i rozbiezny przy I"k+1.
7. Jezeli mn jest liczbg catkowitg dodatnig i mn+l >m,, to szereg
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jest zbiezny przy r<I| i rozbiezny przy 1 Np. szereg
B r+r4+r9+ .. jest zbiezny przy r<I i rozbiezny przy

8. Wyznaczy¢ sume szeregu 1+ 2r+ 2r4+ ... z doktadnoscig do 24-go
znaku dziesigetnego przy r=0'1i do 001 przy r=0'9. [Jezeli r=0'l, su-
ma pieciu pierwszych wyrazéw réwna sie 1-2002000020000002, a btad

Jezeli r=0'9, suma pierwszych o$miu wyrazow réwna sie 5'458...,
a blad jest mniejszy niz 2r&4(l —1)<0'003]

9. Jezeli O<a<b<l, to szereg at+b+ai+b2+a3+ .. jest zbiezny.
Dowiesé, ze ceche Cauchy'ego mozna tu zastosowac, ale cecha d'Alem-
berta zawodzi.

[Mamy v2n+1AZn - o, v2n2A2n+l 0]

2 N3

10. Szeregi l+r+.. oraz 1+r+ + Zsaszbi;azne

2! o

przy wszelkich dodatnich wartosciach na r.

. . . un ,
11. Jezeli szereg Zun jest zbiezny, to un2 oraz S—----- sg row-
|+ «»
niez zbiezne.

un
12. Jezeli szereg S jest zbiezny, to £— jest réwniez zbiezny.

[Mamy

na mocy twierdzern (8) i (6), § 70)

14. Zapomocg sprowadzenia do niedorzecznosci dowiesé, ze £(l/w)
jest szeregiem rozbieznym.

[Gdyby szereg byt zbiezny, mielibySmy

czyli

co jest niemozliwe, gdyz kazdy wyraz pierwszego szeregu jest mniejszy
od odpowiedniego wyrazu drugiego szeregu.]
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162. Zanim zbadamy inne cechy zbieznosci szeregow,
musimy dowie$¢ bardzo waznego twierdzenia, dotyczacego sze-
regéw o wyrazacli dodatnich.

Twierdzenie Dirichleta*). Suma szeregu o wyrazach do-

datnich nie ulega zmianie wskutek zmiany jiorzadku wyrazoéw.

Twierdzenie to powiada, ze jes$li mamy szereg zbiezny
wo +wi+ w2+ — i jezeli, przestawiajagc w dowolny sposéb jego
wyrazy, utworzymy nowy szereg

Vo_tVI+ V2+ "t >
to nowy szereg bedzie zbiezny i suma jego bedzie sie réwna-
ta sumie poprzedniego szeregu.

Przedewszystkim zauwazmy, ze orzeczenie: ,szereg hvn
powstal z szeregu I>un przez przestawienie jego wyrazow*
oznacza:

1) ze miedzy wyrazami tych szeregéw istnieje odpo-
wiednio$¢ doskonata, t j. kazdemu wyrazowa u{ jedne-
go szeregu odpowiada oznaczony wyraz vk drugiego szeregu,
i odwrotnie;

2) ze odpowiadajgce sobie wyrazy obu szeregébw sag sobie
rowne, t.j. ut=v k.

Oznaczmy przez S sume Szeregu . Do kazdej liczby
dodatniej e mozemy dobra¢ taki wskaznik n, by suma <, pierw-
szych n wyrazéw szeregu Yiun byta wieksza od s—e Wobec
odpowiedniosci doskonatej miedzy wyrazami obu szeregow,
musi istnie¢ taki wskaznik p, ze suma pierwszych p wyra-
zOw szeregu )évn jest nie mniejsza od sn. Ale z drugiej stro-
ny, szereg l.vn nie zawiera ani jednego wyrazu, ktéoremu nie
odpowiadatby réwny mu wyraz szeregu hun, zatym jakkolwiek
wielki bytby wskaznik r, suma n, nie moze by¢ wieksza od s.

Tak wiec przy kazdym r~p
zachodzag nieréwnosci S~ir> &—s,

co dowodzi, ze szereg PO-f~Vi-j-v2-f-... jest zbiezny i ze suma
jego roéwna sie s.

*) Diricli t pierwszy wypowiedziat wyraznie to twierdzenie w 1837 r.,
niewatpliwie jednak byto ono znane dawniejszym matematykom, a szcze-
gélnie Cauchy’emu.
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163. Mnozenie szeregéw o wyrazach dodatnich. Z twier-
dzenia Dirichleta wynika nastepujacy wniosek: jezeli zun i
sa dwoma szeregami zbieznemi o wyrazach dodatnich i jezeli si ¢
sg ich sumami, wowczas szereg

jest réwniez zbiezny i suma jego réwna sie sc.
Z wszystkich mozliwych iloczynéw ksztaltu ukvi utworz-
my tabliczke

Wyrazy, zawarte w tabliczce, mozemy uporzadkowac
w postaci nieskonczonego szeregu, i to na rozmaite sposoby.

1) Mozemy rozpoczag¢ od wyrazu u0Ov0o, w ktérym suma
wskaznikéw Kk +1= 0; nastgpnie bierzemy wyrazy ulv0, uOvx,
w ktérych k+ I= 1t. d Ta droga powstaje szereg

o ktdrym mowa w naszym twierdzeniu.

2) Mozemy rozpocza¢ réwniez od wyrazu uovO, biorac
nastepnie wyrazy uOv uwvi, UWQ w ktérych wystepuje
wskaznik 1, ale niema wyzszych wskaznikéw. Dalej bierzemy
wyrazy n20, UAX, uv2, Uwx2, uOv2, zawierajagce wskaznik 2
1 nie zawierajgce wyzszych wskaznikow; it . d. Sumy tych
kolejnych grup wyrazéw roéwnaja sie odpowiednio

uovo> K + wi)0o+ vi)- woVo >
(uo-hul + ua(vofvx+v2)- (UO+ UX(VO+ Vj),
a suma pierwszych n-)-1 grup réwna sie
K+w H...-fw,)(vO+v1$—.-fO
i dazy do granicy Ss, gdy N—»oo0.
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Tak wiec drugi szereg jest zbiezny i suma jego roéwna
sie as; ale na mocy twierdzenia Dirichleta pierwszy szereg
musi by¢ réwniez zbiezny i musi mie¢ te sama sume, twier-
dzenie tedy zostatlo dowiedzione.

Przykiady LXXI. 1 Jezeli r<1 to

1+r2+r+»-4+ r6+ r3+ ...=l + r4-r3+ rHr5 rr+ .= /(1 —).

2. Jezeli jeden z szeregbw o wyrazach dodatnich luni lv, jest
rozbiezny, woéwczas rozbiezny musi by¢ réwniez szereg

UOVO+(UiVo + uoVi)+ (UR/o+ UIVIIFUOM) + ...

Wyjatek mamy tylko w tym trywialnym przypadku, gdy kazdy wyraz
jednego z danych szeregéw réwna sie zeru.

3. Jezeli r, s, t sa sumami szeregbw o wyrazach dodatnich
-vn, to rat jest sumg szeregu £Xxfe, gdzie \=urnvmwp, a sumowanie
rozcigga sie na wszystkie wyrazy o wskaznikach, czynigcych zadosé
rownosci n+ m+p=Kk.

4. Jezeli s, t s3 sumami szeregéw Ew,, o0 wyrazach dodatnich,
to st jest sumag szeregu -wn, gdzie ivn="Eulvm, a sumowanie rozciaga sie
na wszystkie wyrazy o wskaznikach I, m takich, ze Im=n.

164. Inne cechy zbieznosci szeregéw. Widzielismy, ze
cechy zbieznosci, oméwione w § 161, nie wystarczaja do zba-
dania wielu prostych i ciekawych szeregow. Jezeli np.
unt\fun—1, gdy n-+ co, wéwczas cecha d'Alemberta naog6t
zawodzi. Np. w Przyki. LXX.5 musieliSmy uciec sie do po-
réwnania z szeregiem, zbadanym w Przyki LXX.4.

Przyczyna lezy w tym, ze szereg gieometryczny jest szybkozbitzny,
wskutek czego oparte na nim cechy zbieznosci nie sa do$¢ subtelne.

W Przykt XXX.7 dowiedliSmy, ze przy r<I i dowolnym k mamy
nV'->0, gdy n-voo, a w Przykt. LX.I dowiedliSmy, ze szereg Extrn jest
zoiezny. Wynika stad, ze ciag r, r2 r3..., gdzie r<J,maleje predzej niz
cigg 1~x 2-fc, 3' £.. Na pierwszy rzut oka wydaje sie to paradoksem, je-
zeli r jest nie wiele mniejsze od 1, a k jest duza liczba. Np. majac da-
ne ciagi

/2\M
ktorych wyrazy ogo6lne réwnajg sie odpowiednio y-j i n 12 moglibySmy

sadzi¢, ze drugi cigg maleje o wiele predzej od pierwszego. Jesli jednak
wezmiemy pod uwage dalsze wyrazy ciggu, przekonamy sie, ze tak nie
jest. Mamy np.

(23)4< 1/5, (23)12< (1/5)3< (1/10)2 (2/3)1000< (1/10)16

gdy tymczasem 1000~12=10~3%



165. Ustalimy zaraz dwie nowe cechy zbieznosci: cecha
Maclaurina-Cauchy’ego oraz cecha zageszczenia Cauchy’ego.
Obie one nie sg wprawdzie ogodlne, ale do naszych celéw w zu-
petnosci wystarczajg.

Przy zastosowaniu tych dwu cech wprowadzamy pewne
dodatkowe zatozenie. Mianowicie, zaktadalismy dotad, ze ma-
my do czynienia z szeregiem o wyrazach dodatnich, teraz za$
przypuszczamy procz tego, ze wyrazy szeregu maleja, czyli ze
przy kazdym n>n0 mamy un+i®~un.

Z pewnego punktu widzenia moznaby twierdzi¢, ze nie jest to
zatozenie istotnie nowe, gdyz na mocy twierdzenia Dirichleta mamy
prawo w dowolny sposéb przestawia¢ wyrazy szeregu o wyrazach dodat-
nich, a wiegc mozemy z danego szeregu zbudowa¢ nowy szereg 0 wyra-
zach dodatnich malejacych, co nie moze wptyngé na jego zbieznosc.

Zanim jednak ustalimy te dwie cechy, musimy dowies¢
bardziej elementarnego twierdzenia, zwanego twierdzeniem
Abela*). Jest ono jednostronne, gdyz daje tylko icarunek do-

stateczny rozbieznos$ci szeregu.

166. Twierdzenie Abela. Jezeli jest szeregiem zbiez-
nym o wyrazach dodatnich malejacych, to nun—0, gdy n—*00.

Przypusémy, ze nun nie dazy do zera. W takim razie
mozemy znalez¢ liczbe dodatnig 8 taka, ze nun>d przy nie-
skoriczenie wielu wartosciach na n. Niech nx bedzie pierwszg
z tych wartosci, n2 inng wartoscia, i t. d,, a précz tego niech
beda spetnione warunki

n2>2nx, h3>2n2,..
Wobec tego mamy' n2—nl>~ -, r©3—n2>

oraz nxunitd, n2aun>,§,...

Poniewaz jednak un stale maleje, gdy n rosnie, zatyin

uo+ ux-f. . . + 1= wviwn”" 8
, . riyun. . 8
«»,+ ... +*v_1n (»2—n > ~2= N

*) Zostato ono odkryte przez Abela, lecz p6zniej zapomniano
0 nim; powtornie odkryt je Pringsheim.

Wyktad czystej matem. 23.



854 —

Widzimy, ze wyrazy szeregu dadzg sie zgrupowac
w ten spos6b, ze suma wyrazéw kazdej grupy bedzie wiek-
sza od odpowiedniego wyrazu szeregu rozbieznego

a wiec szereg Emm jest rozbiezny.

Przyktady LXX!l. 1 Na mocy twierdzenia Abela dowie$¢ roz-
bieznosci szeregéw E(l/n) i Sjl/(an + b)i-

2. Twierdzenie Abela przestaje by¢ stuszne, jezeli odrzucimy wa-
runek, ze wyrazy szeregu stale malejg. [Szereg

(w ktéorym un—1/n, jezeli n jest kwadratem zupetnym, i tm=1/n2 jezeli
n nie jest kwadratem) jest zbiezny. Istotnie, mozemy go napisaé w po-
staci

a kazdy z tych dwuch szeregéw jest zbiezny. Poniewaz jednak nun= 1,
o ile tylko n jest kwadratem zupelnym, zatym nun nie dazy do zera.]

3. Twierdzenie odwrotne iczgledem twierdzenia Abela nie jest praw-
dziwe, tj. z warunkéw, ze un stale maleje, a im,-*0, nie wynika zbiez-
no$¢ szeregu Et*,.

[Wezmy pod uwage szereg E(I/n) i pomnézmy pierwszy wyraz
przez 1, drugi przez V2, nastgpne dwa przez 73- nastepne cztery przez
7«, nastepne oSm przez 15, it d. Otrzymamy szereg

ktéry jest rozbiezny, gdyz jego wyrazy sa wieksze od odpowiednich wy-
razéw szeregu rozbieznego

Latwd widzie¢ jednak, ze w szeregu
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167. Cecha zbieznosci Maclaurina i Cauchy’ego.*) Jezeli
tin stale maleje, gdy n rosnie, mozemy napisa¢ w,= qw) i zato-
zy¢, ze n) jest wartoscia, ktérg przybiera przy x = n funkcja
malejaca qi&) zmiennej ciagtej. W takim razie, oznaczajac
przez v dowolnag liczbe dodatnig catkowitg, mamy

jezeli tylko
Niech bedzie

tak iz

Szereg Evn skiada sie¢ z wyrazéw dodatnich i mamy

wobec czego szereg jest zbiezny, a suma n—1 kolejnych
wyrazéw

dgzy do granicy dodatniej, gdy n-voo.
Potézmy

tak iz d>£) jest ciaggla i stale rosngcg funkcjg zmiennej £
W takim razie, gdy n—00,

ma za granice liczbe dodatnig nie wiekszg od <p(l), i co za
tym idzie, szereg jest zbiezny albo rozbiezny zaleznie od
tego, czy <IX¥n) dazy do granicy, czy tez rosnie nieogranicze-
nie, gdy n—co. Poniewaz za$ <i>(n) ros$nie stale, zatym zbiez-
no$¢ szeregu “"Lnn zalezy od tego, czy <Xf) dazy do granicy,
gdy i—vco. Mamy tedy nastepujgce twierdzenie:

jezeli y(x) jest funkcja zmiennej x, ciagta i dodatnia przy

*)  Twierdzenie to odkryt pierwszy Maclaurin; powtdérnie zostato
ono znalezione przez Cauchy’ego.
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wszelkich wartosciach na x wiekszych od 1, i jezeli qo@?) stale ma-

leje, gdy x ros$nie, wéwczas szereg

jest zbiezny lub rozbiezny zaleznie od tego, czy

dazy do granicy |, czy tez ros$nie nieograniczenie, gdy (-»i1
W pierwszym przypadku suma szeregu nie jest wieksza od cp(l)+J.

Wiasciwie suma musi by¢ mniejsza od <p(l)+l, gdyz ze wzoru (6),
§ 153 oraz z Zadania 41 w koncu rozdziatu VII wynika, iz w<<p(v-])_<f(v),
o ile tylko nie zachodzi réwnos¢ <f(a;)=<p(v) w catym przedziale (v—1, v),
co nie moze mies¢ miejsca dla wszystkich wartosci na v.

Przykiady LXXIIl. 1 Dowies¢, ze
2. Dowies¢, ze

3. Dowies¢, ze przy m>0 mamy

168. Szereg Xn~s. Do najwazniejszych zastosowan twier-
dzenia Maclaurina nalezy wustalenie warunkéw zbieznos$ci sze-
regu

gdzie s jest dowolng liczbg wymiernag.

WidzieliSmy juz, ze szereg jest rozbhiezny przy s— 1. Przy
s<S0 rozbiezno$¢ jest oczywista. Przy s>0 wyraz un maleje,
gdy n ros$nie, mozemy tedy zastosowac¢ ceche Maclaurina. Mamy

o ile tylko s4=1. Jezeli s>1, to 41-*—»0, gdy 4-—*00, a

Jezeli s<I, wowczas 41—*—voo0, gdy 4—-°0, a wiec i <I>(4)->00.
Tak wiec szereg Ew-4 jest zbiezny przy wszelkim wymiernym s> 1
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t rozbiezny przy s”/I. W pierwszym przypadku suma szeregu jest

mniejsza od

Rozbiezno$¢ szeregu przy s<l mozna byto ustali¢ przez poréwnanie
z szeregiem S(I/n) Mozemy zresztg i do tego szeregu zastosowal twier-
dzenie Maclaurina, a to w nastepujacy sposéb. Mamy

z tatwoscia mozemy przekonaé¢ sie, ze <t>(f)->oc, gdy voc, gdyz przy
£>2Mmamy

a kitadac x=2ru, mamy

zatym

Przyktady LXXIV. 1. Za pomocg takiego samego rozumowa-
nia, jak wyzej, a wiec nie obliczajac faktycznie catki, dowies¢, ze

gdzie «<I, dazy do nieskonczonosci wraz z £

2. Szeregi 2 3j, En sg zbiezne i ich sumy sg odpo-
wiednio nie wieksze od 2, 3, 11. Szeregi S»— sg rozbiezne.

ns
3. Szereg Eﬁr:"é' gdzie a>0, jest zbiezny lub rozbiezny zaleznie

od tego, czy t>1+s, czy tez f~AI-fs. [Poréwnac z szeregiem En* *]
4. Zbada¢ zbieznos$¢ iub rozbiezno$¢ szeregu

w ktorym wszystkie litery oznaczaja liczby dodatnie, a s i t oznaczajg
liczby wymierne malejace.

5. Dowies¢, ze
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6. Jezeli <p(n)-vj>l, to szereg S« ~ jest zbiezny, jezeli zas$
<p(n)-+KI, woéwczas szereg jest rozbiezny.

169. Cecha zageszczenia. Jezeli un=y{ri) jest funkcja
malejgca zmiennej catkowitej dodatniej n, woéwczas szereg Scp(n)
jest zbiezny Ilub rozbiezny zaleznie od tego, czy szereg E2Mp2M
jest zbiezny czy rozbiezny.

Dowd6d mozemy przeprowadzi¢ w sposéb analogiczny do
tego, ktérym postugiwalismy sie w § 70 przy badaniu szeregu
£(1jn). Przedewszystkim mamy

Jezeli szereg S2'cp(2i) jest rozbiezny, to zaréwno
X2'i+If(2n+ D, jak X2'cp(2'i+1) sa rozbiezne, a powyzsze nieréwr
nosci wskazujg, ze wowczas i szereg EcpWw) jest rozbiezny.

Z drugiej strony mamy

Z tych nieréwnosci wynika, ze szereg Xmp(n) jest zbiezny, je-
zeli £27p(2Ny jest zbiezny. Tak wiec twierdzenie zostato do-
wiedzione.

Na mocy tego twierdzenia réwnie tatwo jest ustali¢ wa-
runki zbieznosci szeregu * jak za pomoca twierdzenia Mac-
laurina. Istotnie, Sn-1' jest zbiezny (lub rozbiezny), jezeli
VvV gn#2-«s jest zbiezny (lub rozbiezny), czyli gdy *> 1 (lub s<Sl).

Przyktady Lxxv. 1 Jezeli liczba catkowita a jest wieksza od
1, to S<f(n) jest zbiezny lub rozbiezny, zaleznie od tego, czy Ean<@M jest
zbiezny lub rozbiezny.

2 Jezeli E2n<p(2) jest zbiezny, to 2"<f(2n)-»-0. Stad wysnu¢ twier-
dzenie Abela (§8 167).

170. Caiki nieskonczone. Przypusémy, ze q@) jest funk-
cja catkowita malejacg zmiennej x\ z twierdzenia Maclaurina
wiemy, ze szereg Scp(n) jest zbiezny lub rozbiezny zaleznie od
tego, czy catka tej funkcji dazy czy nie dazy do granicy, gdy
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x—y<x> Przypusémy, ze calka ta dazy do granicy I; w takim
razie mamy

W takim razie powiemy, ze catka J y(t)dt jest zbiez-

na i ze 1 jest jej wartoscig. Symbol takiego ksztaltu mozemy
nazwaé¢ catka nieskonczona.

To pojecie catki nieskonczonej wogodle, a w szczegdlno-
Sci catki nieskonczonej zbieznej mozemy uog6lni¢, wypowia-
dajac nastepujgce

Okreslenie. Jezeli przy t>a funkcja yit) jest ciagta i je-

zeli

woéwczas powiadamy, ze catka nieskoriczona

jest zbiezna i ze | jest wartoscia tej catki.

Jezeli

nazwiemy konsekwentnie te calke rozbiezng i1 powiemy, ze da
zy ona do j-co. Analogicznie okreslamy catke rozbiezna, da
zgcg do —oo0. Wreszcie, jezeli nie zachodzi zaden z tyci
trzech przypadkéw, gdy x dazy do oo, powiadamy, ze caiki

wykonywa wahania skonczone lub nieskonczone.

Nasuwajg sie tu nastepujgce uwagi:

) Jezeli

woéwczas powiadamy, ze przy x-*co catka jest zbiezna, rozbiezna lub wa-
hajgca sie zaleznie od tego, czy <D(X) dazy do granicy, do +o0o lub —oo,
czy tez waha sie, gdy a>>ac. Jezeli <0 dazy do granicy, ktorg ozna-
czymy przez $(00, powiadamy, ze <D(oo) jest wartoscig catki. Ogolniej,
jezeli <O) jest funkcja catkowa funkcji woéwczas wartoscig naszej
catki nazywamy réznice <Dac) —D(@).
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(1) W przypadku szczegélnym, gdy <At jest dodatnie, <P(@) jest
funkcjg rosnaca, a wiec catka moze by¢ tylko albo zbiezna, albo roz-
biezna.

(1) Catka (1) jest zalezna od dolnej granicy catkowania a, lecz
jest niezalezna od t i nie zmieni sig, jesli zastgpimy t przez jakakolwiek
inng litere (poréw. § 151).

(IV) Réznica miedzy catkg skoriczong a nieskoriczong jest analo-
giczna do rdéznicy miedzy szeregiem skoniczonym a nieskoriczonym.

(V) W 88 149—151 okresliliSmy catke rm(f)<2t jako granice pew-
- a
nej skoriczonej sumy. Catka nieskorniczona jest tedy niejako granica gra-
nic. Z tego widzimy, ze pojecie catki nieskonczonej jest bardziej zio-
zone od pojecia catki skoriczonej.
(VI) Cecbe zbieznosci Maclaurina mozemy wystowié w taki sposob:
jezeli y(x) przybiera wartosci dodatnie ma:leiace, gdy x rosnie, wowczas szereg

niéskortzony I(«) i"catka niéskorkzona y(x)dx sg jednoczesnie zbiezne

lub jednoczes$nie rozbiezne.

(VIl) Czytelnik z tatwoscig dowiedzie twierdzen o catkach nie-

skonczonych, analogicznych do twierdzen (1)—(6), § 70. Np. twierdzenie
/+00

analogiczne do wzoru (2) brzmi: jezeli catka 1 y(x)dx jest zbiezna i jezeli

U

171. Przypadek, gdy y(x) jest dodatnie. Mozemy zadaé
sobie pytanie, czy dla catek nieskonczonych istniejg twierdze-
nia, podobne do twierdzen A — D, § 160. Widzielismy juz
(8 170), ze twierdzenie A jest stuszne, zaréwno w zastosowa-
niu do szeregdéw, jak i w zastosowaniu do catek. Twierdze-
niu B odpowiada nastepujgce: warunkiem koniecznym i dosta-
tecznym zbieznoéci catki (1) jest istnienie takiej statej K, zeby
przy wszelkich wartosciach na x wigekszych od a zachodzita nie-
réownosé
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Twierdzeniu C odpowiada nastepujace: jezeli catka

| tf>(x)dx jest zbiezna \ jezeli przy wszelkich warto-
/>

sciach na x wigkszych od a, woéwczas catka J 1P(x) dx iest
*a

zbiezna i

Czytelnik sam sformutuje odpowiednig ceche rozbieznosci.

Cecha zbieznosci cTAlemberta, jako oparta na pojeciu ko-
lejnych wyrazéw, nie da sie, oczywiscie, zastosowac¢ do calek,
natomiast mozna znalez¢ twierdzenie, analogiczne do cechy
Cauchy’ego, ale twierdzenie to nie ma praktycznej wartosci,
a przytym wymaga gtebszego rozwazenia funkcji qo@)= rT, kto6-
ra zbadamy dopiero w rozdziale 1X. Najpraktyczniejsze cechy
zbieznosci calek otrzymujemy zapomocg poréwnania z catka

nad ktdrej zbieznoscia lub rozbieznoscia zastanawialiSmy sie
w § 168. Cechy te dadzag sie tak sformutowac:

jezeli przy kazdym x”a zachodzi nieréownos$¢ <E) < Kx-~3

w ktéorej s>1, woéwczas catka | {(x) dx jest zbiezna, jezeli za$
Ja
przy kazdym x~>a mamy y{x)>Kx~\ gdzie s<;l, to catka jest
rozbiezna.
W szczegélnosci, jezeli lim xsy(x) = I, gdzie 1> 0, wéwczas cat-

ka jest zbiezna lub rozbiezna =zaleznie od tego, czy S> .1, czy tez
stSl.

Szeregi nieskonczone zbiezne posiadaja pewng zasadniczg wiasnosc,
ktorej nie odpowiada zadna analogiczna wilasno$¢ catek. Jezeli szereg
/+00
£f(w) jest zbiezny, to <pW-VO, natomiast jezeli catka | <p(X)dx jest
ea
zbiezna, to stad bynajmniej nie wynika, ze gqoc—=Q
Wezmy np. pod uwage funkcje cp@), ktorej wykres oznaczony jest
grubszg linjg na rys. 58. Wszystkie wzniesienia, odpowiadajgce odcie-
tym 1, 2, 3,... majg wysokos¢ =1, szerokos$¢ za$ wzniesienia, odpowiada-
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jacego odcietej x=n, réwna sie 2/(w+1)2 Pole wzniesienia réwna sie
I/(n+1)2 a dla kazdej wartosci na £ mamy

»QO0
tak iz catka I <e(X)dx jest zbiezna, pomimo ze y(x) nie dazy wcale do
« 0
zera.

Przykiady LXXVI. 1. Catka

w ktorej a i i sa liczbami dodatniemi, a za$ jest wieksze od najwieksze-
go pierwiastka mianownika, jest zbiezna przy s>r+1, w przeciwnym za$
razie jest rozbiezna.

2. Ktéra z catek

jest zbiezna? W dwuch pierwszych catkach zaktadamy, ze 0>0, w ostat-
niej za$ zakkadamy, ze a jest wieksze od najwiekszego pierwiastka mia-
nownika (o ile mianownik ma pierwiastki).

3. Caiki

wykonywuje wahania skonhczone, gdy
4. Calki
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wykonywujg wahania nieskoniczone, gdy £-*oo. (W trzeciej calce n jest
liczbg catkowitg dodatnig).

5. cCatki o dolnej granicy —o00. Jezeli 1| y(x)dx dazy do gra-

ra
nicy |, gdy £»—o00, wtedy powiadamy, ze catka J <(x)dx jest zbiezna
J —X
i ze jej wartos¢ —I. Czytelnik sformutuje wiasnosci tych catek, analo-
giczne do poznanych juz wiasnosci catek nieskonczonych.

6. catki od —00 do +o00. Jezeli calki

sg obie zbiezne i réwnajg sie odpowiednio k i i, wowczas powiadamy,
ze catka

jest zbiezna i ze jej warto$¢ roéwna sie k+l.
7. Dowies¢, ze

8. Dowiesé, ze

o ile tylko catka jest zbiezna.

9. Jezeli catka jest zbiezna, to

10. odpowiednik twierdzenia Abela (8 166). Jezeli y(x) jest

dodatnie i stale maleje.,, a catka | <p(X)dx jest zbiezna, woéwczas xy(Xx)—voO.
Ja

Dowie$¢ tego w dwojaki sposéb: (1) na mocy twierdzern Abela i Maclau-
rina; (1) zapomoca metody analogicznej do uzStej w § 166.

11. Jezeli a=x0<xi <x2<..., jezeli dalej xn—

wowczas ze zbieznosci catki wynika zbiezno$¢ szeregu Sm,.
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Twierdzenie odwrotne jest stuszne, jezeli ¢p(x) ma stale wartos¢ dodatnia.
[Ze w przypadku ogdlnym twierdzenie odwrotne nie jest stuszne, mozna
sie przekona¢ na przyktadzie funkcji cp(z)= cosx, xn=nn.]

172. Reguly podstawienia i catkowania przez czesci
w zastosowaniu do catek nieskonczonych. Badania, prze-
prowadzone w § 154, dadza sie uogoélni¢ na catki nieskon-
czone.

(1) Przeksztalcenie przez podstawienie. Przypusémy,
ze catka

jest zbiezna i ze przy wszelkim i>a mamy, jak w § 154,

gdzie a=f(b)} i= f(z). Przypusémy dalej, ze zwigzek funkcyj-
ny x=f(t) jest tego rodzaju, ze X—wco, gdy t-+oo. Jezeli
w réwnaniu (2) zmienna t, a wiec i1 £ dazy do oo, woOwczas
catka

jest zbiezna i réwna sie catce (1).
Z drugiej strony moze sie zdarzy¢, ze £—vcc, gdy t—»—o00
lub gdy t——+c. W pierwszym przypadku mamy

W drugim przypadku mamy

Do tego réwnania powrécimy w § 174,
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Analogiczne wzory mozna ustali¢ dla catek

czytelnik uczyni to sam.

Przyktady LXXVIl. 1 Za pomoca podstawienia x=£adowies¢, ze
jesli s>1 i a>0, to

2. Jezeli catka /I y(xX)dx jest zbiezna, wowczas réwna sie ona
a
jednej z dwu catek

zaleznie od tego, czy a jest liczbg dodatnig czy ujemna.

3 Jezeli (¥) jest funkcjg dodatnig i stale malejacg i jezeli a, [i
sg liczbami dodatniemi, wowczas ze zbiezno$ci szeregu Scp(«) wynika
zbieznos¢ szeregu Scp(aw+f$), i odwrotnie.

[Ktadgc x—at+fl, widzimy odrazu, ze calki

sg obie zbiezne lub obie rozbiezne. Pozostaje zastosowa twierdzenie
Maclaurina.]

4. Dowies$¢, ze
5. Dowies¢, ze

6. Jezeli przy x-*cc mamy a przy x~*—ow mamy cp(X)-vA\
wowczas

[Jakoz
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Pierwszg catke mozemy przedstawi¢ jako

gdzie p-»-0, gdy yoo; modut drugiej catki jest nie wiekszy od \a—b\k,
gdzie k jest najwieksza wartoscia na p w przedziale (— —a,
Wobec tego

W podobny sposob badamy druga catke.]

(2) Catkowanie przez czasci. W § 154 poznalismy
wzOor

Przypusémy teraz, ze £—voo. Jezeli z pos$réd trzech wy-
razébw powyzszego rownania, zawierajacych zmienng £, dwa
daza do granic, wéwczas trzeci musi réwniez dazy¢ do grani-
cy, wskutek czego mamy

Analogiczne wzory otrzymamy dla catek

Przyktady LXXV1Il. 1. Dowie$¢, ze

3. Jezeli m, n sa liczbami catkowitemi dodatniemi i jezeli

Dowie$¢ tez, ze
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i. Jezeli

Sprawdzi¢ otrzymane wyniki, ktadac x=t2w Przykt. 3.

173. Inne typy catek nieskonczonych. Okreslajagc w roz-
dziale VIl catke zwykla czyli skonczona, zaktadalismy: (1) ze
przedzial catkowania jest skonczony, (2) ze funkcja podcatko-
wa jest ciggta.

Mozna jednak pojecie ,catki okreslonej” uogodlni¢ w taki
spos6b, by zastosowac je do wielu przypadkoéw, w ktorych po-
wyzsze dwa zatozenia nie sg spetnione. RozwazaliSmy przed
chwilg catki, w ktérych przedziat catkowania jest nieskoriczo-
ny; teraz przypuscimy, ze zatozenie (2) nie jest spelnione,
przyczyni poprzestaniemy na zbadaniu jednego tylko przypad-
ku. Mianowicie zatozymy, ze rp(x) jest funkcjag ciagta w prze-
dziale catkowania (a, A) z wyjatkiem skonczonej liczby war-

tosci x, powiedzmy: z wyjatkiem x = £r, £2,... Zalozymy przy-
tym, ze gdy x dazy z jednej lub z drugiej strony do ktérej-
kolwiek z tych wyjatkowych wartosci, wéwczas y(x)— albo

tez (&)—=—co.

Wystarczy, oczywiscie, zbada¢ przypadek, gdy przedziat
(a, A) zawiera jedna wyjatkowa mwartos¢ £ gdyby bowiem byto
kilka takich wartosci, moglibysmy (a, A) podzieli¢ na mniejsze
przedziaty, z ktérych kazdy zawieratby tylko jeden wyjatko-
wy punkt, a okresliwszy catke w kazdym przedziale, mogli-
bysmy powiedzie¢, ze catka w przedziale (a, A) réwna sie su-
mie catek w poszczegélnych niniejszych przedziatach. Moze-
my dalej przypusci¢, ze 6w wyjatkowy punkt £ zlewa sie
z jednym krancem przedziatu (a, A), gdyby bowiem lezat on

miedzy temi krancami, moglibysmy okresli¢ catke FAcp(x) dx

jako sume

(oczywiscie w zatozeniu, ze obie te calki zostaty nalezycie
okreslone).
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Przypusémy tedy, ze &= a; rzecz jasna, ze otrzymane wy-
niki dadza sie réwnie dobrze zastosowa¢ do przypadku, gdy
E=A.

Tak wiec zakltadamy, ze w przedziale (a, A) funkcja @(x)
jest ciagta, z wyjatkiem tylko punktu x=a, i ze @X)- o, gdy
x -  przez wartosci wieksze od a.

Jako przykiad mozemy przytoczy¢ funkcje

@(x)=(x—a)-s

gdzie s>0, lub tez, w przypadku gdy a= 0, funkcje @(x)=x-s.
Zobaczmy tedy, w jaki sposéb mozna okresli¢ symbol

przy s> 0.

Catka f ys-2dy jest zbiezna, o ile s<I|, a mianowicie

rowna sie lim dy. Jezeli wykonamy podstawienie
n-oo
y — I/x, otrzymamy

Widzimy, ze przy s < 1 istnieje co na

jedno wychodzi, lim . bedzie tedy rzeczg naturalna,
jezeli symbol (1) okreslimy jako rzeczong granice. Na mocy
f'A

takich samych rozwazan mozemy symbol f (x—o0)-,dx okresli¢

zapomoca réwnania

To nasuwa nam pomyst ogdlnego okreslenia: jezeli catka



— 369 —

dazy do granicy I, gdy e— powiadamy, ze catka

jest zbiezna i ze wartosciag jej jest |
Tak samo, jezeli y(x)—voo, gdy x —A, okreslamy symbol

Po wprowadzeniu tych okres$len, mozemy, jak moéwilismy,
rozciggna¢ je na przypadek, gdy w przedziale (a, A) funkcja
y(x) przechodzi przez nieskonczonos$¢ skonczonag liczbe razy.

Catki, okreslone w niniejszym paragrafie, nazwiemy cat-
kami nieskornczonemi drugiego rodzaju, te za$, ktére rozwazalis-
my w § 170 i nast.,, nazwiemy catkami nieskorficzonemi pierwszego
rodzaju. Prawie wszystkie uwagi (I)— (VII) w § 170 dadzg sie
zastosowa¢ do obu rodzajow catek.

174. RoOwnanie (4), 8172 mozemy teraz napisa¢ w postaci

f

Catke w prawej czesci rownania okreslamy jako granice, do kto-
rej dazy w przedziale (6, X) odpowiednia catka, gdy x-vc, czyli jako cat-
ke nieskoniczong drugiego rodzaju. Przypus¢my np., ze <p(®)=(I-f
gdzie I<m<2, i ze a=0 oraz —t). Mamy wtedy 6=0, c=I
i wzor (1) przybiera ksztatt

Symbol w prawej czesci réwnania jest catka nieskoriczong drugie-
go rodzaju.

Moze sie jednak zdarzy¢, ze funkcja V\f(t)\f'(t)dt jest ciagta przy
t—c W takim razie

jest catkg skonczong i

Wyktad czystej matem. 24.
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na mocy wniosku z twierdzenia (10), 8 153. Widzimy, ze podstawienie
x —f(t) moze catke nieskoriczong zamieni¢ w skorficzong. W naszym przy-
ktadzie ma to miejsce, gdy 2

Przykiady LXXIX. 1 Jezeli cp(X) jest funkcjg ciagla, z wyjat-
kiem tylko punktu x—a, i jezeli <p(»)-voo, gdy woéwczas warunkiem

koniecznym i dostatecznym zbieznosci catki { A<|o(x)dx jest istnienie
Ja

takiej liczby statej K, zeby byto

przy wszelkim e, jakkolwiek matym. (Poréw. § 171).

Rzecz jasna, ze miedzy a i A mozemy obra¢ takg liczbe A', zeby
v(x) miata warto$¢ dodatnig w przedziale (a, A). O ile funkcja ® ma
wartos¢ dodatnia w catym przedziale (a, ), mozemy potozy¢ A'=A.
Otéz

Gdy e maleje, pierwsza catka w prawej czesci réwnania stale ro-
$nie, a wiec dazy do granicy albo tez do oo; stad wynika stuszno$¢ na-
szego twierdzenia.

Gdyby zadna liczba K nie spetniata wymienionej nieréwnosci, mie-

libySmy T‘A () dx-*-cc. Takg catke nazwaliby$Smy rozbiezng. Rzecz

jasna, ze jesli cp(x)-*oo, gdy x-va+0, woéwczas catka moze byé¢ tylko
zbiezna albo rozbiezna. W podobny sposéb badamy przypadek, w kto-
rym <p(X—»—00.

2. Dowies¢, ze przy s<I| mamy

natomiast przy s=>| catka jest rozbiezna.
3 Jezeli <p(x)-*co, gdy x-+a-10, i jezeli y{x)<K(x—o0)_s, gdzie

s<I, woéwczas catka l 'Ab‘(x)dx jest zbiezna; natomiast catka ta jest roz-
Ja

biezna, jezeli tf(x)> K(x—a)_s, gdzie s>1.
4. Czy cakki
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sg zbiezne czy rozbiezne?

5. Caiki sa zbiezne i obie réwnaja sie
zeru.

6. Catka jest zbiezna.

7. Catka jest zbiezna tylko przy s<I.

8. Catka jest zbiezna przy m<s+1

9. Przy h>0 i p<2 catka jest zbiezna.

Przy O<p<2 wartosci bezwzgledne catek

stale malejg, a znaki ich sg kolejno dodatnie i ujemne
10. Jezeli O<p<2, to catka osigga najwiegksza war-
tos¢ przy h—K

K

11. Catka |' (cosa:)m(sin x)pdx jest zbiezna wtedy i tylko wtedy,

0

gdy m>—1ip>—1
*_
12. Catka ksztattu JF(DIZl dx, gdzie s<I| nie podpada pod na-
+

sze okreslenia, gdyz nietylko przedziat catlkowania jest nieskonczony,
ale zarazem funkcja podcatkowa dazy do oo, gdy x-v+0. Mozemy te
catke okresli¢ jako sume

w zatozeniu, ze obie te catki sa zbiezne.

Pierwsza z nich jest catkg nieskoriczong zbiezng drugiego rodzaju,
jezeli 0<s<l. Druga jest catlka zbiezng pierwszego rodzaju, jezeli s<I.
Jezeli s>1, pierwsza catka jest zwyklg catka skorniczong, ale druga staje
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sie wtedy rozbiezna. Tak wiec pierwotnie dana catka (w obszarze od
0 do 00) jest zbiezna, jezeli O0<s<I.
a8l . .. ) . p
13 Catka , - dx jest zbiezna woéwczas i tylko wowczas,
0O 1+£CM
gdy 0<8<n.
r 00 xs-i_xti-i
14. C a +Jk a e dx jest zbiezna wowczas i tylko wow-
(o] X

czas, gdy 0<s<lI, O<n<l. [Funkcja pod znakiem catki nie jest okre-
XS~I—xn~I|

$lona przy sc=I, ale------------mm- *n—s, gdy x-vl z ktoérejkolwiek stroDy,

tak wiec funkcja ta stanie sie ciagla, jezeli przy x=1 przypiszemy jej

wartos¢ n—s.

Czesto bywa, ze funkcja podcatkowa jest nieciggta tylko dlatego,
ze nie jest okre$lona w jakim$ punkcie przedziatu catkowania; w takim
razie mozemy ja uczyni¢ ciggla, przypisujac jej wtym punkcie odpowied-
nig wartos¢. Np. catki

stajg sie zwykiemi catkami skoriczonemi, jezeli przy x=0 przypiszemy
funkcjom podcatkowym warto$¢ m]

15. Podstawienie i catkowanie przez czesci. Czytelnik, wzo-
rujac sie na § 172, rozciggnie na catki nieskoriczone obu rodzajéw meto-
dy podstawiania i calkowania przez czesci.

16. Zapomocg catkowania przez czeSci dowies¢, ze przy «>0,
n>1 mamy

17. Przy s>0 mamy

18. Jezeli 0<s< 1, to

19. Jezeli a+6>0, to

20. Za pomocg podstawienia x—t/(I—t) dowies¢, ze jesli U w sa
liczbami dodatniemi, to
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21. Za pomocg podstawienia x=pt/(p—t+ 1) dowies¢, ze jesli
k, m, p sg liczbami dodatniemi, to

22. Dowiesé, ze

a to mianowicie zapomocg (lI) podstawienia x=a+(b —a)t2 (ll) podsta-

wienia -----—t, (Il1l) podstawienia x=acosH+b sinx

X —a

23, Jezeli s> —1, to

24. Dowie$¢ stusznosci wzoréw

25. Dowies¢, ze

{matnem. inp.

175. Metode podstawiania nalezy stosowa¢ z pewng ostroznoscia.
Niech bedzie dana np. catka

Catkujac bezposrednio, mamy 7=48. Jesli natomiast potozymy
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czyli x—3+ \/y —4, mamy

Catka nieokres$lona réwna sie

zatym na catke 1 otrzymujemy dwie wartosci +80/3, obie bledne.

Ten pozorny paradoks wyjasnimy sobie, jesli zbadamy doktadniej
zwigzek miedzy x iy. Funkcja x2—6x+ 13 przechodzi przez minimum
przy x=3; mamy wtedy y—4. Gdy x ro$nie od 1 do 3, y maleje od 8

do 4, a pochodna — jest ujemna, tak iz
dy

d
Gdy x ros$nie od 3 do 7, y ro$nie od 4 do 20, a pochodna ?X jest
y

dodatnia. Mamy tedy

wz6r ten prowadzi do witasciwego rezultatu.

[o«
Tak samo, jezeli catke | dx przeksztalcamy zapomocg podsta-
wo

wienia z=arcsin?/, musimy uwzgledni¢, ze dxidy—\Iy/l —yt lub tez

Przyktad. Zbada¢ przeksztatcenie catek

zapomocag podstawienn y—4x2—x+ 1,6, x=arcsini/.

176. Szeregi o wyrazach dodatnich i ujemnych. Po-
dane przez nas okres$lenia sumy szeregu nieskonczonego i war-
tosci catki nieskonczonej (pierwszego Ilub drugiego rodzaju)
stosujg sig do szeregdbw o wyrazach czy to dodatnich czy
ujemnych, jak réwniez do catek, w ktérych funkcja podcatko-
wa przybiera¢é moze wartosci dodatnie i ujemne. Natomiast
specjalne cechy zbieznos$ci, ustalone w niniejszym rozdziale,
dotyczg prawie wszystkie tylko szeregéw o wyrazach dodat-
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nich i funkcji podcatkowych, majacych stale wartosci dodatnie.
Rzecz jasna, ze przypadek, gdy wartosci czy to wyrazéw sze-
regu, czy funkcji podcatkowej sg stale ujemne, niczym sie

nie roézni od poprzedniego, poniewaz kladac un——vn lub
tp(ic) = —<J)(oc), zamieniamy wszystkie ujemne wyrazy szeregu
lub ujemne wartosci funkcji podcatkowej na odpowiednie licz-
by dodatnie.

Przy badaniu szeregéw zakladaliSmy zawsze (chociaz nie
wszedzie wypowiadaliSmy to wyraznie), ze kazdy warunek,
ktéremu maja podlega¢ wyrazy un, moze by¢ naruszony dla
skonczonej liczby wyrazow; istotnym byto tylko zadanie, zeby
ten warunek byt spetniony dla wszystkich wyrazow, nastepujacych
po pewnym jakim$ oznaczonym wyrazie. Tak samo przy badaniu
catek nieskonczonych zaktadalismy, ze warunki, o ktérych mo-
wa w tym lub owym twierdzeniu, sg spetnione dla wszystkich
wartosci x, wiekszych od pewnej oznaczonej liczby, innemi stowy:
dla wszystkich wartosci x oznaczonego przedziatu [a, a+ 5), za-
wierajacego liczbe a, w poblizu ktérej funkcja podcatkowa da-
zy do nieskonczonosci.

Np. ustalone przez nas cechy zbieznosci dadzg sie zasto-
sowa¢ do szeregu

(gdyz 3x—7>0 przy x >7s oraz 1—2x >0 przy 0<x < I/2.

Badanie zbieznosci staje sie rzecza o wiele trudniejsza,
jezeli szereg skitada sie z nieskonczenie wielu wyrazéw o roéz-
nych znakach (jak np. szereg 1—7i+7*+7*—7s+-) albo Je-
zeli funkcja y(x) ciagle mienia znak, gdy x-+oo lub gdy x-—*a,
gdzie a jest punktem nieciggtosci tej funkcji, jak to ma miej-
sce w catkach
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Istotnie, w takich catkach i szeregach musimy sie liczy¢
z mozliwoscia oscylacji.

W niniejszym dziele nie mozemy roztrzasa¢ sprawy zbiez-
nosci takich calek; poprzestaniemy tedy na badaniu szeregéw
o0 nieskonczenie wielu wyrazach dodatnich i ujemnych.

177. Szeregi bezwzglednie zbiezne. WezZzmy pod
ge szereg Zun, w ktérym wyrazy o dowolnie wielkich wskaz-
nikach moga by¢ dodatnie lub ujemne. Niech bedzie

un= an.
Wprowadzmy jeszcze nastepujgce symbole: niech bedzie

vh—un lub wvn=o0

zaleznie od tego, czy un jest liczbg dodatnig czy ujemna,
i niech

zaleznie od tego, czy un jest liczbg ujemnag czy dodatnig. Ma-
my oczywiscie

Np. w szeregu 1—1/2)2+(1/3)2-... mamy , a wiec

«n=1/n2, wn=0 przy n nieparzystym
v,—0, wn= 1/n2 przy n parzystym.
Mozemy odrozni¢ dwa przypadki zaleznie od tego, czy
szereg lanjest czy nie jest zbiezny.
A. Przypus¢my najpierw, ze |laMjest zbiezny. Zacho-
dzi to np. w powyzszym przyktadzie, gdzie

San=1+(V 22+ (V3)2+ ..

Szeregi Evn, Ewn sg oba zbiezne, gdyz (Przyki. XXXI111.18)
wybierajac w dowolny spos6éb wyrazy szeregu zbieznego o wy-
razach dodatnich, otrzymamy zawsze szereg zbiezny. Na mo-
cy tedy twierdzenia (6), 8 70 szereg

EwB=E(vn- wn)

jest zbiezny i suma jego roéwna sie roéznicy sum szeregéw
Erni Em*.

uwa-
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Mamy tedy nastepujace okreslenie:

Okreslenie. Jezeli szereg | an czyli X \un\jest zbiezny, wéw-
czas szereg Y,un nazywamy bezwzglednie zbieznym.

Powyzsze nasze rozumowanie moglibySmy stresci¢ w taki spo-
s6b: jezeli szereg Xun jest beziozglednie zbiezny, to jest zbiezny.
Zbiezne sa réwniez dwa szeregi, utworzone jeden z dodatnich jego
wyrazoéw, drugi z ujemnych, a suma ich sum réwna sie sumie sze-
regu Xun.

Zaznaczamy, ze powiedzenie: ,szereg bezwzglednie zbiezny jest
zbiezny" nie jest wecale tautologja. Nazywajac Znn szeregiem ,bez-
wzglednie zbieznym", nie stwierdzamy wecale, ze posiada on sume: twier-
dzimy tylko, ze inny szerey, miianowicie E(ww posiada sume czyli jest
zbiezny, co a priori nie wyklucza mozliwosci, ze szereg Ew, oscyluje.

Przyktady LXXX. 1 (Opierajgc sie na ,ogolnej zasadzie zbiez-
nosci" (8 77), dowiesé, ze saereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny.
[Szereg E(mh) jest zbiezny, mozemy wiec znalezé takie n0, ze przy
n2>nx> n0 bedziemy zawsze mieli

l«n, + 11+ K t+2 1+ -« + lwnj <*>

gdzie 8 jest dowolng liczbg dodatnig. Tymbardziej musi by¢

le»t+ 1+ Mni+ 2 + - + « MJ < 8 >
zatym S«n jest zbiezny.]
2. Jezeli szereg zbiezny sktada sie z wyrazéw dodatnich i je-
zeli \n\"ka,,, to E6n jest szeregiem bezwzglednie zbieznym.

3. Jezeli szereg zbiezny Ean sklada sie z wyrazéw dodatnich, to
szereg -armxn jest bezwzglednie zbiezny, o ile —

4. Jezeli szereg zbiezny Ea, sklada sie z wyrazéw dodatnich, to
szeregi Eancosn«b Eansinw> sa bezwzglednie zbiezne przy wszelkich
wartosciach na fE

5. Bezwzglednie zbiezny jest kazdy szereg, utworzony z wyrazow,
wybranych w dowolny sposéb z szeregu bezwzglednie zbieznego.

6. Jezeli szereg jest zbiezny, wdwczas
iSa, I jShin|

(Réwnos¢ zachodzi tylko w przypadku, gdy wszystkie wyrazy un
majg ten sam znak).

178. Twierdzenie Dirichleta w zastosowaniu do szere-
goéw bezwzglednie zbieznych. tatwo dowiesé, ze dowolne
przestawienie wyrazéw szeregu bezwzglednie zbieznego nie
wpltywa ani na jego zbieznosé¢, ani na sume szeregu. Jakoz
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niech bedzie dany szereg Sm,, z ktorego utworzyliSmy Xun
zapomoca przestawienia wyrazéw. Przypusémy, ze an, vA, wn
sg to wyrazy, utworzone z un w taki sam sposéb, w jaki z un
utworzyliSmy an, vn, wn. Szereg Xa/', jest zbiezny, jako po-
wstaty z Xan przez przestawienie jego wyrazéw; zbiezne sg
réwniez szeregi hvna, hwn, utworzone z zvn, Xwn zapomocg
przestawienia wyrazéw. Na mocy twierdzenia Dirichleta mu-
si by¢

a wiec

179. Szeregi warunkowo zbiezne. B. Musimy teraz
rozwazy¢ przypadek, gdy szereg Xan, utworzony z modutdw,
jest rozbiezny.

Okreslenie. Jezeli szereg X?i, jest zbiezny, a szereg X u,,
rozbiezny, fo szereg Zun nazywamy warunkowo zbieznym.

Z okre$lenia wynika, ze szeregi XvMi X?en musza by¢
rozbiezne.

Jakoz nie moga by¢ one oba zbiezne, bo w takim razie
Xa,, = X (™n-j-Wn) musiatby by¢ zbiezny. Gdyby jeden z nich,
np. Yiwn byt zbiezny, drugi za$ rozbiezny, mielibySmy

czyli suma N wyrazéw szeregu )Hun dazytaby wraz z N do co,
co przeczy zatozeniu.

Wobec tego zarowno Xvn, jak Xwn muszg by¢ rozbiezne.
Z réwnania (1) widzimy, ze suma szeregu warunkowo zbiez-
nego jest granica roéznicy dwuch funkcji, z ktérych kazda da-
zy do co wraz z n. Szeregi o wyrazach dodatnich i szeregi
bezwzglednie zbiezne posiadajg bardzo wazng witasnos¢. (Przykt.
XXX, 18 i LXXX. 5), ze dowolnie wybrane ich wyrazy
tworza szereg zbiezny; rzecz jasna, ze szereg warunkowo
zbiezny wilasnosci tej nie posiada. Tak samo wydaje sie z g6-
ry rzecza mato prawdopodobng, zeby twierdzenie Dirichleta
dato sie rozciagna¢ na szeregi warunkowo zbiezne, a w kaz-
dym razie podany w poprzednim paragrafie dow6éd nie da sie
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zastosowac¢ do nich, gdyz dowdd ten oparliSmy na zbieznosci
szeregbw Ivn i lwn.

180. Cechy zbieznosci szeregéw warunkowo zbieznych.
Mozna z gory oczekiwac, ze ustalenie cech zbieznosci dla sze-
regéw warunkowo zbieznych musi by¢é rzeczg stosunkowo
trudniejsza. W szczego6lnosci tatwo widzie¢, ze o zbieznosci ta-
kiego szeregu nie mozna wnosi¢ na mocy poréwnania go z szere-
giem zbieznym.

Jakoz przypusémy, ze chcemy sadzi¢ o zbieznosci szere-
gu I vn na mocy poréwnania go z szeregiem lun. W tym ce-
lu musimy poréwnac¢ z sobg sumy

Vi+ y2+ —Jrvn oraz ul-\-u2-\-..-\-un.

Jezeli wszystkie v i wszystkie u sa dodatnie, a kazde v
jest mniejsze od odpowiedniego u, mamy

jesli wiec 1 un jest zbiezny, to i szereg Iv n jest zbiezny. Je-
zeli dodatnie sg tylko wszystkie wyrazy u, ale kazdy wyraz
v jest co do roartosci bezwzglednej mniejszy od odpowiedniego u,
mamy

JUjIH 22 “f=-\ N UYL Uy 4. —Un

i szereg 1 vn jest bezwzglednie zbiezny.
Jezeli jednak zaroéwno wyrazy w, jak wyrazy v moga byc¢
i dodatnie i ujemne, wéwczas mozemy conajwyzej powiedzieé, ze

KL H- 1122 H- **¢ ~~ [*ni < WI|~H M2 .

Jezeli szereg 1 un jest bezwzglednie zbiezny, woéwczas na mo-
cy tej nieréwnosci wnosimy, ze i Iv n jest bezwzglednie zbiez-
ny; jesli jednak 1u n jest tylko warunkowo zbiezny, to zadne-
go wniosku z nieréwnosci tej wysnu¢ nie mozemy.

‘Przyktad. Przekonamy sie wkrétce, ze szereg |—W2+ IA—U+ —
jest warunkowo zbiezny. Ot6z wiemy, ze szereg V2+ U3+ U+ 15+ - jest
rozbiezny, a jednak modut kazdego wyrazu pierwszego szeregu jest wiek-
szy od modutu odpowiedniego wyrazu drugiego szeregu.

181. Szeregi przemienne. Do najprostszych typéw sze-
regéw warunkowo zbieznych naleza szeregi przemienne, kto-
rych wyrazy sa kolejno dodatnie i ujemne. Zbieznos$¢ naj-
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wazniejszych szeregéw tego rodzaju mozemy ustali¢ zapomoca
nastepujgcego twierdzenia,
Jezeli @(n) jest funkcja dodatnia zmiennej n, dazace stale

do zera, gdy Nn—o , woéwczas szereg

@®0)—a(1) + ¢(2)— ...
jest zbiezny, a suma jego zawiera sie miedzy @0) i @0)—o(l).
Symbole @(0), ¢(1),... zastgpmy symbolami 0, ,... Niech
bedzie

Mamy

Sumy s0, s2, s4,..,$n,.. tworzg ciag malejacy, a wiec da-
zg albo do granicy, albo do — o , natomiast sumy sl, s3, ..., S2Hi> o=
tworza ciag rosnacy, a wiec dazag albo do granicy, albo do -j-oo.
Ale

lim(s2n+i—s2,) = lim(—I) 2}, +1cp2n+i=-0,
zatym oba ciagi dazag do spoélnej granicy. Stad wynika, ze
cigg so0, slt s2,...,sn,.. dazy do granicy. Poniewaz s0= qb,
«i= @—tfi, zatym granica ta musi zawiera¢ sie miedzy 'fO

Przyktady LXXXI. 1. Szeregi

gdzie a>0, sa warunkowo zbiezne.

2. Szereg £(—l)nin+ a)-8 , w ktérym a>0, jest bezwzglednie zbiez-
ny przy s>1, warunkowo zbiezny przy 0<s<Sl, oscylujacy przy ssgO.

3. Przy wszelkich wartosciach na n, suma szeregu, rozwazanego
w § 181, zawiera sie miedzy sn i sn+1, a bfad, jaki popetnimy, zastepu-
jac sume szeregu przez sn, jest co do wartosci bezwzglednej nie wiekszy
od modutu wyrazu (w-f-1)-ego.

4. Wezmy pod uwage szereg

Chcac uniknaé¢ trudnosci, zwigzanych z okres$leniom pierwszych
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%
wyrazéw, zatozymy, ze najmniejsza warto$¢ na n réwna sie 2. Szereg
mozemy napisa¢é w postaci

czyli

Szereg jest zbiezny, natomiast szereg jest rozbiezny, za-
tym badany przez nas szereg jest rozbiezny, pomimo ze ma ksztatt
q@—F3+ B}~ =i gdzie 0. Ten przykiad wskazuje, jak dalece jest rze-
czg zasadnicza, zeby <, dazyt stale do zera. Jakoz czytelnik sprawdzi,
ze \V/2n+ | —1< v/2w+ I.

5. Jesli w twierdzeniu § 181 zamiast (n) stale dazy do zera“
powiemy: ,<p(n) stale dazy do granicy dodatniej 1“, wowczas szereg
S(—)n'fn musi wykonywaé¢ wahania skoriczone.

6. Zmiana sumy szeregu warunkowo zbieznego zapomoca
przestawienia jego wyrazow. Sume szeregu 1—72+7* —74+ — oznacz-
my przez s. Mamy tedy s2n—m

Teraz wezmy pod uwage szereg

w ktorym po kazdych dwuch kolejnych wyrazach dodatnich nastepuje
wyraz ujemny. Sume pierwszych 3n wyrazéw tego szeregu oznaczmy
przez aBM Mamy

Ale

gdyz suma wyrazéw, zawartych w nawiasach, jest mniejsza od
n/(2n+ 1)(2n+2). Na mocy 88 149 i 151 mamy

zatym

Stad wynika, ze sumag szeregu (1) jest nie s, lecz

Pdzniej powrdcimy jeszcze do tych szeregdw i obliczymy ich sumy
(8 206 i Zadanie 19 w koncu rozdziatu IX).
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Mozna dowie$¢ ogdlniejszego twierdzenia, ze wyrazy szeregu wa-
runkowo zbieznego mozemy tak przestawié, by sumg szeregu byta do-
wolna z géry zadana liczba, a nawet tak, by szereg stat sie rozbiezny.
Twierdzenie to jednak przekracza ramy, ktore zakresliliSmy sobie w ni-
niejszej ksigzce.

gdzie dazy do granicy, gdy

182. Cechy zbieznosci Dirichleta i Abela. Istnieje cecha zbiez-
nosci, ogolniejsza od podanej w § 181, a mianowicie

Cecha Dirichleta. Jezeli <p, czyni zado$¢ warunkom § 181 i jezeli
szereg Ean jest zbiezny albo wykonywa wahania skoriczone, wéwczas szereg

jest zbiezny.
Czytelnik z tatwoscig sprawdzi tozsamos¢

w Ktorej
Otéz szereg

jest zbiezny, poniewaz suma n jego wyrazéw réwna sie g0—cn, a en-"0;
wszystkie jego wyrazy sa dodatnie. Poniewaz, dalej, szereg Ea, albo
jest zbiezny, albo wykonywa wahania skonczone, zatym istnieje stata K
taka, ze 9 |<iir przy wszelkich wartosciach na v. Wobec tego szereg

jest bezwzglednie zbiezny, a wiec

dazy do granicy, gdy n-*-ao. Wiemy, ze p,, a wiec i sn{q, dazy do ze-
ra, zatym

dazy do granicy, czyli szereg £ «\qv jest zbiezny.
Cecha Abela. Jezeli yn jest dodatnia malejgca funkcjg zmiennej n
i jezeli Ea, jest szeregiem zbieznym, woicczas szereg Earyn jest zbiezny.
Przedewszystkim zauwazmy, ze zatozenia sa tu inne niz w twier-
dzeniu Dirichleta. Istotnie, granica funkcji -n moze by¢ teraz rézna od
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zera, ale za to szereg Ean musi by¢ zbiezny i nie moze waha¢ sie. Do-
wod jest nastepujacy: niech bedzie 'to
lim (<p«-0=0;

cecha Dirichleta orzeka, ze szereg Sa,Opn—0 jest zbiezny, ze za$ Sa,
jest zbiezny, wiec i lang), musi by¢ zbiezny.

Twierdzenie Abela moznaby tak sformutowac: szereg zbiezny pozo-
staje zbieznym, jezeli wyrazy jego pomnozymy przez jakikolwiek ciag czynni-
kéw dodatnich malejacych.

Przykitady LXXXII. 1. Cechy zbieznosci Abela i Dirichleta mo-
zemy tez ustali¢ w inny sposo6b, opierajac sie na ogélnej zasadzie zbiez-
nosci (§ 77). Przypusémy np., ze jaki$ szereg czyni zado$¢ warunkowi
§ 182. Mamy tozsamos¢

gdzie

Lewa cze$¢ tozsamosci (1) zawiera sie miedzy nym i H'EO[ gdzie n i H
sg odpowiednio najmniejsza i najwiekszg z liczb smm, smm+1,..., smn.
Majagc dang jakakolwiek liczbe dodatnig 8 mozemy znalezé takie mO, ze
przy m~jtmO0 mamy zawsze |s, Vv |<S, a wiec przy kazdym n> m'~moO
mamy

Stad wynika, ze szereg £anf, jest zbiezny.

2 Jezeli J nie jest wielokrotnoscig liczby r©t woéwczas szeregi
£cosn9-, Ssinn9- wykonywujg wahania skonczone. Istotnie, oznaczajac
przez sn, an sumy pierwszych n wyrazéw tych szeregéw i ktadac z~Cistt,
tak iz |z|=l i =1, mamy

a wiec zaréwno ||, jak [av] nie sa wieksze od -2— Zarazem jed-
nak szeregi te nie sg zbiezne, gdyz ich wyrazy ogélne nie dgza do zera.

Szereg Ssin nJ dazy do zera, jezeli 9 jest wielokrotnoscig liczby n
Szereg Ecos«9- wykonywa wahania skonczone, jezeli 9 jest nieparzysta
wielokrotnoscia « i jest rozbiezny, jezeli 9 jest parzysta wielokrotno-
Scig K

Stad wynika, ze jesli {m jest dodatnig funkcjg zmiennej n, dazaca sta-
le do zera, gdy n~*ao, wowczas szeregi

S coswd, S<sinn&

sg zbiezne. Woyjatek stanowi¢ moze pierwszy szereg w przypadku, gdy
® jest wielokrotnoscia 2k. W tym przypadku pierwszy szereg przybie-
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ra ksztatt szeregu Egn, ktéry moze nie by¢ zbiezny. Jezeli szereg Em
jest zbiezny, wdéwczas oba dane szeregi sag bezwzglednie zbiezne. (Przykt.
LXXX.4) przy wszelkich wartosciach na 9\ Najciekawszy przypadek
mamy woweczas, gdy E<m jest rozbiezny. Szeregi nasze sg wtedy zbiezne
warunkowo, jak tego dowiedziemy ponizej w Przykt. 6. Kladac w szere-
gu dostaw 9-=*, wracamy do wynikéw § 181, gdyz cos w7t=(—I)n.

3 Przy s>0 szeregi E«-*cos»9i Ew_ssinw]' sg zbiezne. Wyjatek
stanowi przypadek, gdy w pierwszym szeregu 9 jest wielokrotnoscig 2n,
a 0<s”l.

4. Szeregi poprzedniego przykiadu sa naogét bezwzglednie zbiez-
ne przy s>I, warunkowo zbiezne przy O<s<n i oscylujg przy
(skoriczone oscylacje przy s=0, nieskonczone przy s<0). Zbadaé, czy
istniejg wyjatki.

5. Jezeli Zann~s jest zbiezny albo wykonywa wahania skoriczone,
woéwczas przy t>s szereg Eamm < jest zbiezny.

6. Jezeli gMjest dodatnig funkcjg zmiennej n, dgzaca stale do O,
gdy wvoo, i jezeli Egn jest rozbiezny, wowczas szeregi Egpncos n&,
Spasinwh nie sg bezwzglednie zbiezne. Wyjatek stanowi szereg wstaw, je-
zeli J jest wielokrotnoscig k.

[Jakoz niech bedzie np. E'fMjcos wg| szeregiem zbieznym. Ponie-
waz cos2H9<S]|cosnd, |, zatym musiatby by¢ zbiezny szereg Bpncosang
czyli

i EqMI +cos 2n9,),

co jest niemozliwe, gdyz Em jest rozbiezny, a E™cos2»9’, na mocy ce-
chy Dirichleta, jest zbiezny, o ile 9 nie jest wielokrotnoscig n. W tym
ostatnim przypadku szereg Ecpnlcosu™l jest oczywisScie rozbiezny. Czy-
telnik przeprowadzi odpowiednie badanie szeregu Egnsinn9- i zwrdci
szczegblng uwage na przypadek, gdy 9 jest wielokrotnoscig ul]

183. Szeregi wyrazéw zespolonych. Zbadamy teraz
szeregi ksztattu
lun=1(vn+iwn).

Nie ma tu nic istotnie nowego: szereg jest zbiezny wow-
czas i tylko wowczas, gdy oba szeregi

sq zbiezne.

Okreslenie. Szereg Xwn, w ktérym un=v n-\-iwh, nazywa-
my bezwzglednie zbieznym, jezeli oba szeregi £vn, Xwn sa bez-
wzglednie zbiezne.

Twierdzenie. Zeby szereg | un byt bezwzglednie zbiezny,

trzeba i wystarcza, zeby byt zbiezny szereg X \un\ czyli szereg

EVV+™ 2-
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Istotnie, jezeli £ un jest bezwzglednie zbiezny, to szeregi
SIwy, 2\wn\ sa zbiezne, a wiec i X|IVM-)-Iw#] musi by¢ zbiezny.
Ale

a wiec £un jest zbiezny.

Z drugiej strony mamy

tak iz £i;wW i £Ewn sg zawsze zbiezne, skoro tylko 1u n jest
zbiezny.

Rzecz jasna, ze szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny, po-
niewaz zbiezne sg £&n i hwn.

Twierdzenie Dirichleta (88 162, 178) daje sie rozciagnac
na bezwzglednie zbiezne szeregi o wyrazach zespolonych, je-
zeli zarowno 2wvn, jak £20n spetniajg warunki tego twierdzenia.

184. Szeregi potegowe. Do najwazniejszych zagadnien
teorji elementarnych funkcji (jakiemi sa funkcje trygonome-
tryczne, wyktadnicze, logarytmiczne i t. p.) nalezy rozwijanie
tych funkcji na szeregi ksztaltu ‘Lanxn, zwane szeregami potego-
wemi zmiennej x. Takie rozwiniecia poznaliSmy w zwigzku
z teorja szeregdéw Taylora i Maclaurina (§8 141), mieliSmy tam
jednak do czynienia wytacznie ze zmienng rzeczywistg, tu zas
chcemy poda¢ kilka wiasnosci szeregéw potegowych zmiennej
zespolonej z.

A. Szereg potegowy £arzn moze byé zbiezny dla wszystkich
wartoéci z, albo dla parnego obszaru wartoséci z, albo wreszcie mo-
ze nie byé¢ zbiezny dla zadnej wartosci, z wyjatkiem tylko z= 0.

Wystarczy poda¢ przykiady tych trzech mozliwych przy-
padkow.

zn
1 Szereg S — jest zbiezny dla wszystkich wartosci z. Istotnie, jezeli

n!

zn
un=—, to przy n-<e mamy
«:

jakakolwiek warto$¢ damy na z. Stosujgc ceche d'Alemberta, widzimy,
ze S]wn|jest zbiezny przy wszelkich wartosciach z, a wiec dany szereg

Wyktad czystej matem. 25
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jest przy tych wartosciach bezwzglednie zbiezny. Przekonamy sie péz-
niej, ze szereg potegowy zbiezny jest roogdle bezwzglednie zbiezny.

2. Szereg EnN\zn jest zbiezny tylko przy z—O0. Istotnie, un=nl!lzn,

a wiec ---I--l—:(>>+ )]z]-voo gdy n->00, o ile tylko 2=51=-0 Tak wiec
«»

(Przykt. XXX. 1, 2, 5) modut wyrazu w-tego dazy wraz z n do co, zatym
przy 210 szereg nie moze by¢ zbiezny. Rzecz jasna, ze kazdy szereg
potegowy jest zbiezny przy 2=0.

3. Szereg Tm jest zawsze zbiezny przy 2]<1 i nigdy nie jest zbiezny
przy j2¥* 1 DowiedliSmy tego w § 81.

185. B. Jezeli szereg potegowy Zaren jest zbiezny przy pew-
nej szczegblnej wartosci na z, np. przy z~r~cos”™-Hsin?"),
woéweczas jest bezwzglednie zbiezny ptzy wszelkim z, czynigcym za-
dos¢ nieréwnosci A< rl.

7ig zbieznosci szeregu NarZy wynika, ze limarejl= 0,
a wiec istnieje taka stata K, ze azjj <K przy wszelkich war-
tosciach na n. Jezeli jednak mamy z\=r<rl, to

Poréwnywujgc dany szereg z szeregiem gieometrycznyin
zbieznym h(r/rj)n otrzymujemy nasze twierdzenie.

Innemi stowami: jezeli szereg jest zbiezny w punkcie P, to
jest zbiezny w kazdym punkcie, lezacym blizej poczatku spétrzed-
nych niz punkt P.

Twierdzenie pozostaje stuszne i wowczas, gdy w punkcie z=z\ sze-
reg wykonywa wahania skonczone. Jezeli sn=00+ai2+...+arin, to istnie-
je taka stata K, ze [n|<2T przy wszelkich wartosciach na n. Ale
lon~inl= I»n-#»-il~|*n—i + |l <2K. Dalszy Cigg dowodu, jak wyzej.

186. Obszar zbieznosSci szeregu potegowego. Koto
zbieznosci. Niech z= r bedzie dowolnym punktem na osi liczb
rzeczywistych dodatnich. Jezeli szereg jest zbiezny w punk-
cie z—r, wéwczas jest bezwzglednie zbiezny we wszystkich
punktach wewnetrznych kota 2zZ\—r. W szczegdélnosci szereg
jest zbiezny przy wszystkich rzeczywistych wartosciach na z,
mniejszych od r.

Wszystkie punkty r na osi liczb rzeczywistych dodatnich
podzielmy na dwie klasy, zaliczajac do jednej te punkty, w kté6-
rych szereg jest zbiezny, do drugiej za$ wszystkie inne punk-
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ty. Pierwsza klasa zawiera conajmniej jeden punkt z= 0.
Rzecz jasna, ze wszystkie punkty pierwszej klasy lezg w le-
wo od punktéow drugiej klasy. Istnieje tedy punkt z= B, roz-
dzielajagcy te dwie Kklasy; punkt ten moze naleze¢ badz do
jednej, badz do drugiej klasy. Szereg jest bezwzglednie zbiezny
we wszystkich punktach wewnetrznych kota z —B.

Jakoz niech p bedzie jednym z takich punktéw. Ze Srod-
ka O promieniem mniejszym od B zakreslamy koto, zawierajg-
ce punkt P. Przypusémy, ze koto to przecina o§ OoA w punk-
cie szereg jest zbiezny w punkcie Q, a wiec, na mocy twier-
dzenia B (8 185), jest bezwzglednie zbiezny w punkcie P.

Z drugiej strony, szereg nie moze by¢ zbiezny w zadnym
punkcie P', lezgcym poza kotem =z =8B, gdyz musiatby by¢
bezwzglednie zbiezny we wszystkich punktach, lezgcych blizej
do O niz punkt P, co jest niedorzeczne, poniewaz szereg nie
jest zbiezny w zadnym punkcie miedzy A i Q! (rys. 59).

Nie braliSmy dotad pod uwage dwuch mozliwych przy-
padkoéw: (1) gdy szereg jest zbiezny w kazdym punkcie osi

liczb rzeczywistych dodatnich, i (2) gdy szereg nie jest zbiez-
ny w zadnym punkcie tej osi z wyjatkiem punktu z— 0. Rzecz
jasna, ze w przypadku (1) szereg jest w kazdym punkcie pita-
szczyzny bezwzglednie zbiezny, w przypadku za$ (2) szereg
nigdzie nie jest zbiezny z wyjatkiem punktu z—0.

Dochodzimy tedy do wniosku, ze
Szereg potegoioy moze by¢

(1) zbiezny tylko iv -punkcie z—O0 i w zadnym innym,

(2) bezwzglednie zbiezny przy wszelkich wartosciach na z;

(3) bezwzglednie zbiezny przy wszelkich wartosciach z, leza-
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cych wewnatrz pewnego kola o gromieniu R, w zadnym za$ punk-
cie zewnatrz tego kota lezacym szereg nie jest zbiezny.

Koto, o ktérym mowa w przypadku (3), nazywamy kotem
zbieznosci, a jego promiern promieniem zbieznosci szeregu
potegowego.

Podkreslamy, ze w naszym twierdzeniu niema mowy o za-
chowaniu sie szeregu na okregu kola =zbieznosci. £ dalszych
przyktadéw przekonamy sie, ze to zachowanie sie bywa roz-
maite.

Przyktady LXXXIIl. 1 Szereg l+az+aV+ .., gdzie a>0, ma
promien zbieznosci rowny Va Nigdzie na ok egu kola zb'ezuusci sze-
reg ten nie jest zbiezny, a mianowicie w punkcie z—I/a jest rozbiezny,
a w innych punktach okregu wykonywa wahania skonczone.

2. Promien zbieznosci szeregu —_22 H--2---- 3 h.. réwna sie 1,
i

szereg jest bezwzglednie zbiezny we wszystkich punktach okregu kola
zbieznosci.
o leHil 3 A
3. Jezeli-——-—- vwX albo Jan|/n—X gdy n-vao, wowczas 1X jest

‘an)\

promieniem zbieznosci szeregu aO-\-axz+aZ*\-.. w pierwszym przypadku

a wiec jest wieksze lub mniejsze od jednosci zaleznie od tego, czy A\
jest > czy < 1X wobec czego mozemy zastosowaé ceche zbieznosci
d'Alemberta. Tak samo w drugim przypadku mozemy zastosowac ceche
Cauchy’ego.

4 sSzereg logarytmiczny. Szereg

nazywamy logarytmicznym (z powodéw, ktére pdzniej poznamy) Z Przyki.
3 wynika, ze promien zbieznosci =1.

Gdy z lezy na okregu zbiezno$ci, mozemy zatozy¢ 2=cos J-j-isin 9;
szereg przybiera ksztatt

cos 99—V, cos 29-+V, cos 33—...+i(sin 9—12sin 2&+1/A3sin 39—..))

Zaréwno cze$¢ rzeczywista, jak cze$¢ urojona sa zbiezne, jakkol-
wiek nie sg bezwzglednie zbiezne; wyjatek mamy woéweczas, gdy 9 jest
nieparzystg wielokrotnoscig k. (Przyki. LXXXII. 3. 4). Jezeli 9 jest nie-
parzystg wielokretnoscig liczby k, to z= —1, a szereg przybiera ksztatt
—1—V2—'/i—.., zatym jest rozbiezny i dgzy do —oo. Tak wiec szereg
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logarytmiczny jest zbiezny we wszystkich punktach swego okregu zbiez-
nosci, z wyjatkiem punktu z=—1.
5. szereg dwumianowy. WeZmy pod uwage szereg

Szereg jest skorniczony, jezeli m jest liczbg catkowita dodatnig. Wogdle
mamy

promienn wiec zbieznosci =1.

187. Jednoznacznoéé rozwiniecia na szereg potegowy. Jezeli
l anzll jest szeregiem potegowym, zbieznym przy pewnych wartosciach z
roznych od zera, i jezeli f(z) jest sumg szeregu, woéwczas f(z) mozemy
przedstawi¢ w postaci

gdzie tz—Q gdy Jz]=>0 Istotnie, jezeli jest jakgkolwiek liczbg mniej-
szg od promienia zbieznosci i jezeli \A\ <g, woéwczas Jan|p."< K, gdzie K
jest liczbg stalg (8§ 180). Wobec tego

przyczym K jest liczbg niezalezng od z. Z Przykt. LVIIL15 wynika, ze
jesli przy wszelkich wartosciach z, ktérych modut jest mniejszy od licz-
by g, mamy lanzn—1 bnzn, wéwczas przy wszelkim n musi by¢é an~bn.
Widzimy, ze tej samej funkcji f(z) niepodobna rozwing¢ na diva rézne szere-
gi potegoioe.

188. Mnozenie szeregdbw. W § 163 widzielismy, ze je-
sli Svn i 2vn sg dwoma szeregami zbieznemi o wyrazach do-
datnich, wolwczas X 2>vn= X% , gdzie

Mozemy to twierdzenie rozciggng¢ na przypadek, gdy
oba szeregi sg bezwzglednie zbiezne, gdyz dowdd, podany w § 163,
wynika z twierdzenia Dirichleta, ktére juz rozciggneliSmy na
szeregi bezwzglednie zbiezne.

Przyktady LXXXI1V. 1. Jezeli \2\ jest mniejsze od promieni

zbieznos$ci szeregéw Yaen, |bnzn, wéwczas iloczyn tych szeregdéw réwna
sie "Q¥Z , gdzie QF-Oobn-\-aibn—d-...-t-ct/ibo.
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2. Jezeli R jest promieniem zbieznosci, a f(z) sumg szeregu Zargn
przy M\ <R, wowczas, o ile W\ jest mniejsze od R lub od jednos$ci, mamy

3. Zapomocag podniesienia szeregu do kwadratu dowies¢, ze przy
El<1 mamy 1/(1—z)2= 1+ 2z+ 3z2+ ..

4. Dowies¢, ze 1U(1—z)3=1+ 3z+6z3+..., przyczym wyraz ogélny
szeregu réwna sie ~(n+ I)(n+ 2)zn.

5. Szereg dwumianowy dla wykitadnika catkowitego ujem-
nego. Jezeli Y\ <1, a m jest liczbg catkowitg dodatnig, to

(Zatozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wyktadni-
kéw, az do m Na mocy Przykt. 2 mamy 1/(1—z)m+1—Ysren, gdzie

6. Zapomocg mnozenia szeregbéw dowiesé, Ze jesli |M<1, a

to f(m,z)f(m\z)—f{m+m’,z). [Natym réwnaniu opiera sie podany przez
Eulera dowdd twierdzenia o dwumianie. W iloczynie szeregéw spoéiczyn-
nik przy zn réwna sie

Wielomian ten staje sie rowny ™ ~ j, jezeli m i m' sg liczbami do-

datniemi catkowitemi. Jezeli dwa takie wielomiany réwnajg sie sobie
przy wszelkich catkowitych dodatnich wartosciach na m i m\ wéwczas
muszg by¢ tozsamosciowo réwne.]

7. Jezeli f{z)—\-\-z+ 22 to f(z)f{z")—f{z-[-2"). [Szereg na f(z)

jest bezwzglednie zbiezny przy wszelkim
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9. Jezeli szeregi -«ni hvn nie sa bezwzglednie zbiezne, wdwczas
twierdzenie o mnozeniu szeregéw moze nie by¢ stuszne. Niech bedzie np.

Mamy wowczas

Zadania do rozdziatu VIII.

1 Zbadaé¢ zbieznos$¢ szeregu
rzeczywistym.

2. Dowies$¢, ze szereg
w ktérym

jest zbiezny wéwczas i tylko wéwczas, gdy k>r+s+1 Wyjatek stano-
wi przypadek, gdy s jest liczbg catkowita dodatnia, mniejsza od k

3. Dowies$é, ze

4. Jezeli R(n) jest funkcjg wymierng zmiennej n, mozemy wyzna-
czy¢ taki wielomian P(n) i taka stalg A. ze szereg h]R(n)—P(n)—A/n)\
jest zbiezny. W szczeg6lnosci zbadaé przypadki, gdy R(n) jest jedna
z dwuch nastepujacych funkcji:

5. Szereg

jest zbiezny, o ile z nie jest liczbg ujemna catkowita.
6. Zbada¢ zbiezno$¢ nastepujacych szeregow:

gdzie a jest liczbg rzeczywista.
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7. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu

8. Dowies¢, ze szereg

I- 7i-7.+74+7.+7.- 7r- 7s—7.- 710+ - °
w ktérym kolejne wyrazy o jednakowym znaku tworza grupy, ztozone
z 1, 2, 3 4,. wyrazbw, jest zbiezny. Odpowiedni szereg, w ktérym gru-

py zawieraja 1, 2, 4, 8.. wyrazéw o jednakowym znaku, wykonywa wa-
hania skoriczone.

(Mathem. Tripos, 1908.)

9. Jezeli mamy cigg wyrazéw dodatnich, dazacych do zera
i*l, W2, u3,..., wowczas szeregi

sg zbiezne.

10. Jezeli w0+ wil+ n2+... jest szeregiem rozbieznym o wyrazach
dodatnich malejgcych, to

11 Jezeli a>0, to

12. Dowies$é, ze

[z § 167 wynika, ze

a stad tatwo wysnué wmiosek, ze X -------- zawiera sie miedzy 1l/a a

sz Q0 7
13. Znalez¢ sume szeregu Xw,,, w Ktérym
1

przy wszelkich rzeczywistych wartosciach na x, przy ktérych szereg
jest zbiezny.
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- . R XL
[Jezeli |x]# I, suma szeregu rowna sie Jezeli x=1,

to i suma =0. Jezeli x= —1, to un=— —— i szereg wykonywa
wahania skonczone.]

14 Wyznaczy¢ sumy szeregow

wprzypadku, gdy szeregi te sa zbiezne.

[Pierwszy szereg jest zbiezny przy |z]<l, a suma jego
drugi szereg dazy do 1jzezeli lz]l<l, jezeli za§ z >1, to suma
—z
jest

15. Jezeli Jan|<l przy wszelkich wartosciach na n, wowczas
réwnanie

O0=1+aXk+az22+ ..

nie moze mie¢ pierwiastka o module mniejszym od ¥ tylko przy
an= —Cis(n® moze istnie¢ pierwiastek o module =1/2, a mianowicie pier-
wiastek z=1/2Cis(—0)

16. Szeregi zwrotne. Szereg potegowy Sarzn nazywamy zwrot-
nym, jezeli jego spotczynniki czynia zado$¢ zwiazkowi ksztattu

an+plan-1+p2a,i 2+ ..+ pfON. & 0 . (1)

gdzie n~k. a pl,p2,..pk sa niezalezne od n. Kazdy szereg zwrotny
jest rozwinieciem jakiej$ wymiernej funkcji zmiennej z. Chcgc tego do-
wies¢ zauwazmy, ze szereg jest niewatpliwie zbiezny przy wartosciach
na z, ktérych modut jest dostatecznie maty. Istotnie, niech G bedzie
wiekszg z dwuch liczb

1 IR+ I1p2+-+ Ipd-

Z réwnania (1) wynika, ze \an\<>Go.n, gdzie an jest modutem licz-
bowo najwigkszego z poprzednich spétczynnikow, stad zas wynika, ze
pn\<KGn, gdzie K jest niezalezne od n. Niewatpliwie tedy szereg
zwrotny jest zbiezny przy kazdej wartosci |z]<l/6r.

Jezeli jednak szereg f[z)=Y.awn pomnozymy przez px, pZ2...pkk
i iloczyny do siebie dodamy, otrzymamy nowy szereg, w ktorym wszyst-
kie spotczynniki po (k—I)-szym réwnaja sie zeru na mocy réwnania (1),
tak iz

1+ PiZ+pZ2-i-...+pkeRf(z)=P 0+ P iz+... + Pk-xZk-\

gdzie PO, Pj,... sg to state. Wielomian 1+piz+piz2+...+pkk nazy-
waja niekiedy skalg szeregu.
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Z twierdzenn o rozwijaniu funkcji wymiernych ksztattu A/(z—a)p na
utamki proste, jak réwniez z dwumianu Newtona dla wyktadnika ujem-
nego catkowitego wynika, ze i odwrotnie: kazda funkcja wymierna, kto-
rej mianownik nie jest podzielny przez z, daje sie rozwing¢ na szereg po-
tegowy, zbiezny przy wszelkim N\ <p, gdzie pjest najmniejszym $rod
modutéw pierwiastkdw mianownika (Zadanie 18 i nast. w konhcu rozdzia-
tu IV). Odwracajgc powyzsze rozumowanie, czytelnik przekona sie z fatwo-
Scig, ze szereg ten jest zwrotny. Tak wiec, zeby szereg -potegowy byt sze-
regiem zwrotnym, trzeba i wystarcza, by stanowit rozwiniecie takiej funkcji
wymiernej zmiennej z.

17. RoOwnania roéznicowe. Zwigzek ksztattu takiego, jak (1)
w poprzednim zadaniu, nazywa si¢ réwnaniem réznicowym linjowym o sta-
tych spdtczynnikach. Metode rozwigzywania takich réwnan najtatwiej
objasni¢ mozna na przykiadzie. Niech bedzie dane réwnanie

Un an—i 12$w g=0.

WeZzmy pod uwage szereg zwrotny XarzH -lak w Przykt. 16, znaj-
dujemy, ze suma szeregu réwna sie

przyczym liczby Ai, A2, B dajg sie z tatwoscig wyrazi¢ zapomoca
a0, a,, a2. Rozwijajac kazdy utamek z osobna, widzimy, ze spoétczynnik
Drzy zn réwna sie

Wartosci 4,, A2, B zalezg od pierwszych trzech spétczynnikow
00, al5 a2, ktére mozemy, oczywiscie, wybra¢ dowolnie.
18. Roéwnanie ro6znicowe un—2cos *u”™+Un”~—O posiada rozwig-
zanie un=A cos n&+B sin n& gdzie A i B sa state dowolne.
19. Jezeli un jest wielomianem zmiennej n stopnia k, wowczas
-uren jest szeregiem zwrotnym, ktérego skala réwna sie (1—z)lc+1
(Mathem. Tripos. 1904.)

9
20. Rozwing(----------=------- wedtu oteg rosngcych zmiennej z.
a (271 (o)~ g poteg acy ]

z
21. Jezeli w rozwinigeciu funkcji------------- na szereg wedtug poteg
+z+122

zmiennej z spotczynnikiem przy zn jest f(n), woéwczas

gdzie w3 jest pierwiastkiem szesciennym z 1 Dowies¢, ze f(n) réwna
sie 0, +1 lub —1, zaleznie od tego, czy n jest ksztaltu 3& 3&+1 czy tez
3&+ 2. Sprawdzi¢ za pomocg tozsamosci zl(I-\-z-\-zi)—z{\—z) l{I|—*).
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22. Dowiesé, ze

jezeli n jest liczbg catkowita dodatnig, a za$ nie réwna sie zadnej z liczb
=1y, 7 240y -0

[Wynika to z rozwiniecia wyrazéw prawej czesci rownosci na utamki
proste. Jezeli a> —1, mozemy odrazu otrzymaé twierdzenie, opierajac
sie na réwnaniu

Rozwijamy mianowicie (1—xn)/(l—x) oraz 1—1—x)n wedtug poteg x
i catkujemy. Otrzymujemy tozsamos$¢, ktéra musi by¢ stuszna przy
wszelkich wartosciach na o z wyjatkiem —1, —2,... —]

23. Dowies¢, ze

[Mnozac szeregi, widzimy, ze spotczynnik przy zn réwna sie

poczym stosujemy wyniki poprzedniego zadania, kitadac a=0.]

[Niech bedzie An= A + &n- Dane wyrazenie réwna sie

Pierwszy wyraz dazy do AB (Zadanie 27 w koncu rozdziatu 1V).
Modut drugiego wyrazu jest mniejszy od f EL|+ |]+...+ |en[¥/n, gdzie
B jest dowolng liczba, byle wieksza od najwiekszej wartosci |BV|, stad
wynika, ze drugi wyraz dazy do zeral]

25. Jezeli cn= albn+ (i2blf-i-\-..-A(inbi oraz

woéwczas mamy

Cl+ G2+ ...+ Cn—AIBn+ ABn-i+ ..A-AnBii.

Opierajac sie na tym, dowies¢, ze jesSli szeregi Zan, Zbn sg zbiezne, a ich
sumy roéwnaja sie odpowiednio A i B, tak iz An- A, Bn- B, wdwczas
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Stad wysnu¢ wniosek, ze jesli szereg dcnjest zbiezny, to suma jego jest AB.
Jest to t zZw. twierdzenie Abela o mnozeniu szereg6éw. Dowodzi
ono, ze mozemy mnozy¢ przez siebie szeregi Yan, Ybn nawet wowczas,
gdy nie sg one bezwzglednie zbiezne, byle tyly
cnjest zbiezny.
26. Dowiesé, ze

27. Przy jakich wartosciach na m, n catka

jest zbiezna? [Jezeli m+1 oraz m+2n+1 sg dodatnie ]
28. Jezeli a> 1, to

29. Dowiesé stusznosci wzoréw

W szczeg6lnosci, jezeli »>1, wodwczas

[W tym zadaniu i w nastepnych zakladamy, ze dowolne funkcjo,
o ktérych mowa, sa tego rodzaju, iz rozwazane catki maja sens, zgodny
z okreSleniami 8§ 170 i nast.]

30. Jezeli 2y=ax—b/x), gdzie a, b sg liczby dodatnie, to y stale
rosnie od —cc do 0o, gdy x rosnie od O do co. Opierajgc sie na tym,
dowies¢, ze

31. Jezeli 2y—ax+(b/x), gdzie a, b sag liczby dodatnie, to kazdej
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wartosci y wiekszej od \/{ab) odpowiadaja dwie wartosci na x. Oznacza-
jac wiekszg z tych wartosci przez ag, mniejszg przez x2 dowie$¢, ze
gdy y rodnie od \\ao) do oo, x{ rosnie od \Zb/a do oo, natomiast x2
maleje od V(b/a) do 0. Opierajgc sie na tym, wykazaé, ze

32. Dowies$¢ stusznosci wzoru

33. Jezeli a, b sg liczbami dodatniemi, to

Opierajac sie na tych wzorach, wykazaé, ze jesli a, j3 y sg liczbami do-
datniemi, przyezym fi2 ay, i jezeli A=%$+ \/(ay), to

Ostatni wzdér mozna otrzymaé z Zadania 30, ktadac /(y)=1/(c2+y?5).
Dwa ostatnie wzory sg réwniez stuszne przy zatozeniu [2<ay, ale dowod
jest wtedy o wieie trudniejszy,

3. Jezeli b jest liczba dodatnig, to

35. Nieréwnos¢ Schwarza (Zadanie 42 w koncu rozdziatu VII) roz-
ciggna¢ na catki nieskoriczone pierwszego i drugiego rodzaju.

36. Jezeli tp(x) jest funkcjg, ktdérg badaliSmy w korcu § 171, to
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37. Dowiesé, ze

Otrzyma¢ analogiczne wzory dla przypadku, gdy catkujemy w ob-
szarze od 0 do 1



ROZDZIAL IX.

0 FUNKCJACH LOGARYTMICZNYCH | WYKLADNICZYCH ZMIENNEJ
RZECZYWISTEJ.

189. MielisSmy dotad do czynienia z niewielu typami
funkcji; do najwazniejszych nalezaly wielomiany, funkcje wy-
mierne, funkcje algiebraiczne (jawne i uwiklane), wreszcie
funkcje trygonometryczne i kotowe.

Oczywista rzecz, ze nie wyczerpalismy listy tych funkcji,
ktére maja donioste znaczenie w badaniach matematycznych.
Rozwojowi wiedzy matematycznej towarzyszyto i towarzyszy
wprowadzanie do Analizy coraz to nowych funkcji. Te nowe
funkcje wprowadzamy zazwyczaj woéwczas, gdy w badaniach
naszych natrafiamy na zagadnienia matematyczne, nie dajace
sie rozwigza¢ zapomoca znanych funkcji. Jest to poniekad
analogiczne do wprowadzenia liczb niewymiernych i zespolo-
nych w celu rozwigzania réwnan, ktdére zapomoca liczb po-
przednio znanych nie dawaty sie rozwigza¢. Zagadnienie
catkowania stanowi najobfitsze 2zrédto nowych funkcji.
Przypusémy, ze proébowano naprézno zcatkowac jakas funkcje
f{x) za pomoca znanych funkcji. Po wielu nieudanych proé6-
bach w umystach badaczéw powstaje podejrzenie, ze zagadnie-
nie to nie da sie wogo6le rozwigza¢. Czasem udaje sie dowiesé
odrazu niemozliwosci rozwigzania, zazwyczaj jednak Scisty do-
wod powstaje o wiele poézniej. Zwykle dzieje sie tak: skoro
tylko matematyk uwaza, ze ma rozsadne powody do przypu-
szczenia, ze dana funkcja f(x) nie da sie zcatkowaé, wowczas
wprowadza nowa funkcje F(x), ktdra okresla jako zgdang cal-
ke, czyli okre$la zapomoca réwnania F'(x) =f{x). Wychodzac
z tego okres$lenia, bada on witasnosci funkcji F{x)\ jezeli oka-
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ze sie, ze F(x) posiada witasnosci, ktorych nie moze miec¢ zad-
ne skonczone potgczenie znanych funkcji, wéwczas staje sie
rzeczg oczywista, ze mamy istotnie do czynienia z nowag funk-
cja. . W rozdziale IV mieliSmy przyktad takiego postepowania:
okresliliSmy tam nowa funkcje Iga? zapomocg rdéwnania

Przypomnijmy sobie, jakie powody sktonity nas do mniemania, ze
\gx jest istotnie nowa funkcjg. WidzieliSmy najpierw (Przyki. XLV.4),
ze nie moze to hyc funkcja wymierna, gdyz pochodna iakiej funkcji jest
sama funkcjg wymierng, ktérej mianownik posiada ii t\ ko pierwiastki
wielokrotne. Trudniej jest rozstrzygnaé pytanie, czy nie jest to funkcja
algiebraiczna albo trygonometryczna. Po wielu prébach rézniczkowania
funkcji algiebraiczuych dochodzimy do przekonania, ze niewymiernos¢
algiebraiczna nie da sie usung¢ zapomocg roézniczkowania. Tak samo
rézniczkujac wzory, zawierajgce sina: lub cos d, otrzymujemy nowe wzo-
ry, zawierajgce jedna lub drugg z tych funkcji.

W ten sposdb powstaje przypuszczenie, ze lga: jest zupetnie
nowa funkcjg. Dowodu na to nie posiadamy dotad*), ale przypuszczenie
to wydaje sie wielce prawdopodobne. Dalsze badanie tej funkcji wykaze,
ze posiada ona wihasnosci zupetnie niepodobne do wiasnosci znanych
funkcji.

190. Okresdlenie funkcji lIga:. Logarytm zmiennej x
okreslamy zapomoca réwnania

Musimy zatozy¢, ze x jest liczbg dodatnig, gdyz (Przykt.
LXXI1X.2) catka nasza nie ma zadnego sensu, jezeli obszar
catkowania zawiera punkt a—0. MogliSmy obra¢ inaczej niz-
szg granice catkowania, ale granica 1 okazuje sie, przy bliz-
szym badaniu, najdogodniejszg. Zgodnie 2z naszym okreSle-
niem mamy Ig 1= 0.

Zbadajmy, jak zachowuje sie funkcja Iga:;, gdy x rosnie
od 0 do co, Z okreslenia wynika, ze lga: jest funkcjg ciggta,
stale rosngca wraz z a i majacag pochodng

*) Dowoéd znalezé mozna w pracy: Hardy The integration of func-
tions of a single variable, str. 35.
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z § 168 wynika, ze \gx dazy do oo, gdy x—*oo.

Jezeli x jest liczbg dodatnig mniejszg od 1, woéwczas Igx
jest liczbg ujemna. Jakoz

Ktadgc w catce t= —, mamy
U

Tak wiec Igx stale dazy do —oo0; gdy x maleje od 1 do O.
Ogoélny ksztatt wykresu tej funkcji mamy na rys. 60. Po-

niewaz pochodna roéwna sie 1/x, zatym wzniesienie krzywej
jest znaczne przy matych wartosciach na x, przy duzych zas
wartosciach argumentu wzniesienie jest bardzo niewielkie.

Przyktady LXxXV. 1 Na mocy okreslenia logarytmu dowies¢,
ze przy «>0 mamy

dt
[Istotnie, Ig(H -«)= rua , a funkcja pod znakiem catki zawiera sie

. . 1 1
miedzy 1 i -—-.
i+ u J
2. Jezeli u jest liczbg dodatnia, to Ig(l+w) zawiera si¢ miedzy
u-zau [Oprze¢ sig na tym, ze lg(l+w)=M rutdt ~
2 21+ w P ¢ ym, g 1 _

Wyktad czystej matem. 26.
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3. Jezeli

4, Dowiesé, ze

191. Funkcyjne réwnanie, ktoremu czyni zados¢ funk-

cja lglx. Funkcja lga? czyni zado$¢ réwnaniu funkcyjnemu

FIXY)ZF{X)-N-FL{Y) s (@)

Jakoz, kiadac t—yu, mamy

Przyktady LXXXV1. 1 Mozna dowiesé, ze réwnaniu (1) nie czy-
ni zado$¢ zadna funkcja, posiadajgca pochodng i zasadniczo rézna od
Igac Jakoz zrézniczkujmy nasze réwnanie raz wzgledem o drugi raz
wzgledem y, otrzymamy

yF{xy)=f{x); xf\xy)=f'(y)-,
rugujac f'(xy), mamy xf'(x)=yf'(y). Jezeli to ostatnie réwnanie ma by¢
stuszne dla kazdej pary wartosci na @iy, musi byé¢ xf(x)—C czyli
f'(x)=C!x, gdzie C jest statg. Stad wynika, ze

tatwo widzie¢, ze C'=0. Tak wiec nie istnieje rozwigzanie zasadniczo
rozne od Iga?, z wyjatkiem tylko trywialnego rozwigzania f(x)—0, ktére
otrzymujemy, kiadgc C—O.

2 W taki sam sposob dowies¢, ze réwnaniu

nie czyni zado$¢ zadna funkcja, majgca pochodng i zasadniczo rézna od
arc tg x.

192. Sposéb, w jaki Iga? dgzy do nieskonczonosci, gdy
&—voo. W Przyki XXXI1X.6 okresliliSmy ré6zne sposoby daze-
nia funkcji do nieskonczonosci. Orzeklismy wtedy, ze funkcji
f(x) przypisywa¢ bedziemy wielko$¢ rzedu k, jezeli iloraz
f(x)/xk dazy do granicy réznej od zera, gdy &—voo.

Mozna z tatwoscig wyznaczyc¢ cigg funkcji, dgzacych wraz
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z & do nieskonczonosci, ale takich, ze na mocy naszego okre-
Slenia musimy im przypisac¢ rzad wielkosci, mniejszy od pierw-
szego. Takiemi sg np. funkcje \/x, %/x, {/x,.. Moglibysmy
utworzy¢ ogoélniejsze okreslenie, a mianowicie powiedzie¢, ze
funkcji &, gdzie a jest dowolng liczbg wymierng dodatnia,
przypisujemy wielkos¢ rzedu a, gdy x jest duza liczbg. Mo-
glibysmy, biorgc na a wszelkie mozliwe wartosci, przypuszczac,
ze wyczerpiemy wszystkie mozliwe ,rzedy nieskonczonosci”
funkcji f(x). W kazdym razie zdawatoby sie, ze jakkolwiek
wolno dazytaby do nieskorniczonosci funkcja /(@?), mozemy zna-
lez¢ tak matg warto$¢ na a, ze xa dazy jeszcze wolniej do
nieskoniczonosci, i odwrotnie: jakkolwiek szybko dgzytaby do
nieskonczonosci funkcja f(x), mozemy znalez¢ tak wielkg war-
tos¢ na a, ze x% dgzy do nieskonczonosci jeszcze szybciej.

tatwo przekonac¢ sie, ze takie przypuszczenie jest zupet-
nie mylne. Do najciekawszych wiasnosci funkcji lIga? na-
lezy jej spos6b dazenia wraz z & do nieskonczonosci. Funkcja
Iga? dazy ivraz z & do nieskonczonosci, ale wolniej od kazdej do-
datniej potegi zmiennej x. Innemi stowy: lga?—vco, ale (lga?)/a?* —0
przy wszelkich dodatnich wartosciach na a.

Fakt ten wyrazaja niekiedy stowami: ,rzad nieskonczo-
nosci funkcji Iga? jest nieskonczenie maty”, radzimy jednak
czytelnikowi unika¢ takich orzeczen, gdyz powiedzenie: ,nie-
skoniczenie maty” jest tak samo pozbawione sensu, jak powie-
dzenie: ,nieskonczenie wielki”.

193. Dowdd twierdzenia, ze (lga?)y/a? — 0, gdy x —»CoO.
Oznaczmy przez B dowolng liczbe dodatnig. W takim razie
przy t> 1 mamy I/E<I/E1-7" a wiec

czyli

o ile tylko x>\. Jezeli a jest liczbg dodatnig, mozemy zna-
lez¢ mniejsza od niej liczbe dodatnia B Mamy tedy
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Poniewaz, dalej,

tek tego

194. Zachowanie sig funkcji Ig x, gdy x—v-pO. Kladac
x — Iy, mamy

zatym z poprzedniego twierdzenia wynika, ze

Tak wiec, gdy x dazy do zera przez wartosci dodatnie,
lga; dazy do -oo, a lg(l/a;)= —Iga? dazy do oo, ale Ig(l/ar)
dgzy do oo wolniej niz jakakolwiek, catkowita czy utamkowa,
potega dodatnia zmiennej I/x.

195. Skale nieskoriczonosci. Skala logarytmiczna. Wezmy
pod uwage ciag funkcji

posiadajacy te wiasnosé, ze jesli f[x) i <(r) sa dwiema funkcjami tego
f(x

ciggu, wowczas obie daza do oo, gdy cc-voo, ale-}-((-j-z-dazy albo do nie-

skonczonosci, albo do zera, zaleznie od tego, czy f{x) poprzedza w tym

ciggu funkcje QZ@ czy tez nastepuje po niej.

Cigg ten mozemy przedtuzyé, piszac nowe wyrazy po stronie
prawej wszystkich wyrazéw poprzedniego ciggu. Po stronie prawej mo-
zemy najpierw napisa¢ \gx, jako dazacy do oo wolniej od wszystkich
wyrazéw poprzedniego ciggu. Funkcja \Z\gx dazy do co wolnigj niz Ig*,
\/\gx jeszcze wolniej dazy do oo, i t d Mamy tedy cigg

utworzony z dwuch pojedynczych ciggéw nieskonczonych, ustawionych
jeden za drugim. Ale nie dos¢ tego. Wezmy pod uwage funkcje Iglga,
czyli logarytm logarytmu zmiennej x. Poniewaz (\gx)/xmx~>-0 przy wszel-
kich dodatnich wartosciach na a, zatym kladac x=\gy, mamy
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Tak wiec Iglgy dazy wraz z y do oo, ale wolniej niz jakakolwiek
potega dodatnia funkcji Igy. Mozemy tedy znéw przedtuzyé nasz ciag
funkcji w ten sposéb:

Rzecz jasna, ze wprowadzajgc funkcje Iglglgx i t d, mozemy do-
wolnie kontynuowac ten cigg. Kiladac x—I/y, otrzymujemy analogiczna
skale nieskonczonosci dla funkcji zmiennej y, dgzacych do (J gdy y da-
zy do zera przez wartosci dodatnie*).

Przyktady LXXXVII. 1. Miedzy kazde dwa wyrazy f{x), F(x) po-
wyzszego ciggu mozemy wstawi¢ nowy wyraz cf(«), ktory dazy do
predzej niz F(x), ale wolniej niz f(x). [Np. miedzy y/x i {/x mozemy
wstawi¢ x Iv2; miedzy \/\gx i y/lga? mozemy wstawi¢ (lgz)%. Wogole
funkcja (x)= \/f(x)F(x) czyni zado$¢ temu warunkowi.

2 Znalezt funkcje, ktéraby dazyta do @ wolniej niz \Jx ale pre-
dzej niz xa, gdzie a jest dowolnag liczbg wymierng, mniejszg od V2 [Ta-
kg jest funkcja y/tr/lgcc albo tez y/a/(lga?)”, gdzie £ jest dowolng liczbg
dodatnig wymierna.!

3 Znalezé funkcje, ktéraby dazyta do D wolniej niz yl/a;, ale pre-
dzej niz yla:/(lga:)a, gdzie a jest liczbg wymierng. [Taka jest np. funk-
cja y/x/(lglgx). Z tych przyktadéw wida¢, ze logarytmiczna skala nie-
skonczonosci jest z natury swej niezupetna.]

4. W jaki spos6b zachowuje sie funkcja

5. Uporzadkowaé¢ funkcje

podtug predkosci, z jakg te funkcje daza do m wraz z x.

*) Co do ,skali nieskonczonosci" poréw, prace: Hardy, Orders of
infinity. Cambridge Mathem. Tracts, Nr. 12
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6. Uporzadkowa¢ funkcje
podtug predkosci, z jakg daza one do zera, gdy X—voo.

7. Uporzadkowaé¢ funkcje

(1—cos#) Ig(2ec) podtug predkosci, z jakg daza one do zera, gdy cc-v+0.
8. Dowiesé, ze

9. Dowiesé, ze

196. O liezbie e. Wprowadzimy teraz do naszycli roz-
wazanh liczbe e, majacg niezmiernie donioste zastosowania w ma-
tematyce wyzszej; nalezy ona wraz z liczbg « do stalych, naj-
czesciej spotykanych w Analizie.

Liczbe e okreslamy jako liczbe, Tctérej logarytm réwna
sie 1 Innemi stowami: powiadamy, ze

Poniewaz Iga? jest funkcjg stale rosnacag w sScislejszym
znaczeniu wyrazu, zatym lga? moze tylko raz jeden przybie-
ra¢ wartos¢ 1. Dowodzi to, ze e jest istotnie zupeinie okre-
Slong liczba.

Otoz

gdzie n jest dowolng liczbg dodatnig catkowita. A wiec

Jezeli p i q sg liczbami catkowitemi dodatniemi, a symbol
ep/v 0znacza pierwiastek dodatni stopnia q z liczby ep, woéwczas

tak iz
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Jesli wiec y jest dowolnag liczbg dodatniag wymierng, a ey
jest dodatnig liczbg, mamy

Ige~y= —Ig = —y.
Tak wiec réwnanie (1) jest stuszne dla wszelkich wymiernych
wartosci na y, czy to dodatnich, czy ujemnych. Innemi sto-
wy, réwnania
Yy Ig X, X—€Y e, 2)

wynikajg jedno z drugiego, o ile tylko y jest liczbg wymier-
na, a ey jest liczbg dodatnia.

Na razie nie podajemy okreslenia funkcji ey w przypad-
ku, gdy y jest liczba niewymierna.

[*2 dt
Przyktad. Dowiesé, ze 2<e<3. [Przedewszystkim | — <1,

a wiec 2<e. Mamy réwniez

197. O funkcji wyktadniczej. Funkcje wyktadnicza ey
okreslamy dla wszelkich wartosci rzeczywistych zmiennej
y jako odwrécenie funkcji logarytmicznej. Innemi stowy po-
wiadamy, ze

X —ey, jezeli y= \gx.

WidzielisSmy, ze y rosnie stale (w $cislejszym znaczeniu)
od —oo0 do oo, gdy x rosnie od 0 do oo. Tak wiec kazdej
wartosci x odpowiada jedna warto$s¢ na y, i odwrotnie. Da-
lej, y jest funkcjg ciggta zmiennej x, zatym, na mocy rozwa-
zan § 102, x musi by¢ funkcjg cigglta zmiennej y.

Mozna z tatwoscig dowies¢ bezposrednio ciagtosci funkcji wyktad-

niczej. Istotnie, jezeli
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matg liczba, to & jest réwniez matg liczba.

Tak wiec ey jest ciagla dodatnig funkcjg zmiennej y, sta-
le rosngcg od 0 do o, gdy y ro$nie od —o do o . Proécz
tego, jezeli y jest liczbg wymierna, ey jest dodatnig wartosciag
potegi y liczby e. W szczeg6lnosci, gdy y= 0, mamy ey= 1.
Wykres tej funkcji mamy na rys. 61.

198. Najwazniejsze wiasnosci funkcji wyktadniczej.
(1) Jezeli x=ey czyli y=\gx, tody/dx=1/x, a dxfdy=x—ey.

Tak wiec pochodna funkcji wyktadniczej réwna sie tej funk-
cji. 0OgOlniej mamy: jezeli x —eay, to dx/dy=aceay.

(2) Funkcja wyktadnicza czyni zado$é réwnaniu funkcyj-

nemu
fiy+z)=Ff(y)f{z).

Jezeli y, z sg liczbami wymiernemi, stuszno$é¢ roéwnania
wynika z elementarnych regut dziatan na wyktadnikach. Jezeli
jedna zmienna lub obie sg niewymierne, mozemy znalez¢ cig-
gi nieskonczone liczb wymiernych yt, y2,...,yn... ;zx,22, ..., zn, ...
takie, ze limyn=y, limzn—z. Wobec ciagtosci funkcji wykiad-
niczej mamy

ey. e = lim JdimeZn=1im =

W szczegolnosci ey.e~y—e°= 1 czyli e~y=1l/ey.

Réwnanie funkcyjne, ktéoremu czyni zado$¢ funkcja wy-
kltadnicza, moglibysmy réwniez otrzyma¢ z réwnania funkcyj-
nego, ktéremu czyni zados$¢ funkcja logarytmiczna. Istotnie,
jezeli y1=1gx1 y2=lga;2>a wi”c wi—e™, x2—e wowczas
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Przykiady LXXXVIII. 1 1 Jezeli dx/dy=ax, to x=Keay gdzie
K jest stala.

2. Réwnanie f(y+z)—f{y)f{z) nie posiada zadnego rozwigzania za-
sadniczo roznego od funkcji wyktadniczej. [Zaktadamy, ze f{y) posiada
pochodng. Roézniczkujac kolejno wzgledem y i z, mamy

a wiec oba te stosunki sg state. Jesli tedy x~f{y), to dx/dy=ax, gdzie
a jest statg, stad za$ wynika, ze x=Keay (Przykt. 1)]
3. Dowies$¢, ze (eay—Il)/y-*a, gdy y™-0. [Stosujac twierdzenie o war-

tosci posredniej, mamy eay—1 = ayeal[, gdzie 0< ] < W\1

199. (3). Funkcja ev dazy wraz z y do nieskohczonosci, ale

dazy predzej niz jakakolwiek potega zmiennej y, czyli

gdy y—VCO, i to przy wszelkich, dowolnie wielkich wartosciach wy-
ktadnika a.

WidzielisSmy, ze jakkolwiek mata liczbg dodatnig jest
mamy zawsze (lgrr)/a$—0, gdy x—voo. Kiadac a= U@, widzi-
my, ze przy dowolnie wielkich dodatnich wartosciach na a ma-
my (lgx)arx —>0. Pozostaje zastgpi¢ x przez ey.

Rzecz jasna, ze emy—voo, jezeli m>0, jezeli zas$ m <0, to
emy—0, a w obu wypadkach dazenie to jest szybsze niz daze-
nie do co lub do 0 jakiejkolwiek potegi zmiennej y.

Wynika stad, ze mozemy zbudowa¢ cigg funkcji, dazacych coraz
to predzej do OQ gdy x—y<¢ a mianowicie ciag

200. O funkcji az. Funkcje ax okresliliSmy dotad tylko
w przypadku, gdy x jest liczbg wymierng; og6lne okreslenie
posiadamy tylko dla a—e. Postaramy sie teraz uogé6lni¢ te
okreslenia na przypadek dowolnej liczby dodatniej a i dowol-
nego wyktadnika x.
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Przypusémy, ze x jest liczbg wymierng dodatnig p/q.
W takim razie dodatnia wartos¢ y potegi ap« dana jest przez
rownanie yi= ay, skad wynika, ze

a wiec

Rownanie to przyjmujemy jako okreslenie symbolu ax w przy-
padku, ydy x jest liczbg niewymierng. Np. 10v2=eRIg10 Zau-
wazmy, ze w tym wypadku sirmbol ax okreslamy tylko dla do-
datnich wartosci liczby a, ze ax jest wtedy symbolem liczby
dodatniej i ze \gax= x\g a

Do najwazniejszych wiasnosci funkcji ax naleza nastepu-
jace:

(€D)] Przy kazdej wartosci na a mamy axXx ay—ax+y oraz
(ax)y— axy, czyli ze prawa wykladnikéw pozostajg stuszne, je-
zeli te wyktadniki sg liczbami niewymiernemi. Istotnie, mamy

(2) Jezeli «>1, to ax—ex a-e@X, gdzie a jest liczbg do-
datnig. Wykres funkcji ax jest w tym przypadku podobny do
wykresu funkcji ex\ gdy x- mx> tO ax—co predzej niz jaka-
kolwiek potega zmiennej Xx.

Jezeli a< 1, to ax= exh®° a= e~$x, gdzie @ jest liczbg do-
datnig. I znéw ax—=0 predzej, niz jakakolwiek potega zmien-
nej I/x.

(3) ax jest funkcja ciagla zmiennej x. Mamy przytym

(4) ax jest rowniez funkcja ciaglag zmiennej a, przyczyni

ax—1
() Mamy — —--->-lga, gdy x—0. Jest to poprostu wnio-

sek z twierdzenia, ze Dxax—axlg a, ale wzér ten, ze wzgledu
na swa szczegblna forme, bywa czesto bardzo uzyteczny. Jest
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on réwnoznaczny Z wzorem

W poprzednich rozdziatach poznaliSmy wiele twierdzenri, dotycza-
cych funkcji ax w przypadku, gdy x jest liczba wymierng; obecnie, na
mocy nowych okreslen, mozemy te twierdzenia uogélni¢ na przypadek,
gdy wykiadnik x jest dowolng liczbg rzeczywista.

201. Liczba e jako granica. W rozdziale 1V, § &6 clo-
i

/
wiedlisSmy, ze funkcja ™1 -} dazy do granicy, gdy 1 -

i granice te oznaczyliSmy literg e. Teraz dowiedziemy, ze ta
granica jest tozsama z liczbg e, o ktorej mowiliSmy w po-
przednim paragrafie. Mozemy przytym dowie$s¢ ogdlniejszego
twierdzenia, a mianowicie

Ze wzgledu na doniosto$¢ tego twierdzenia, dowiedziemy go
dwoma sposobami:

(1) Poniewaz

zatym

Ktadac h— 1/4, mamy

Funkcja wyktadnicza jest ciagta, zatym

Jezeli przypuscimy, ze i dazy do -f-oo lub do -oo0, przy-
bierajac tylko wartosci catkowite, otrzymamy wzor ().
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(2) Przy n dowolnie wielkim catkowitym i dodatnim oraz przy x>|
mamy

czyli

Kladac y=1Igx, tak iz y jest liczbg dodatnig a x=ev, otrzymujemy
po Kkilku prostych przeksztatceniach

Niech dalej bedzie

Mamy 0<-/]1<-f]2 przy dostatecznie duzych wartosciach na w, na
mocy za$ wzoru (9), § 67 mamy

a to wyrazenie dazy, oczywiécie, do 0, gdy «—voc. Zadany wzér wynika
odrazu z nieréwnosci (4). Chcac otrzymacé ogoélniejsze twierdzenie (2),
postepujemy w taki sam sposo6b, zastepujac tylko 1/n przez zmienng
ciagta h.

202. Funkcja Igx jako granica. Mozemy réwniez dowiesé, ze

Istotnie,

lloczyn ten dazy do O, gdy n—voo, gdyz n(xlin—1) dazy do granicy (§ 68),
a ar¥* dazy do 1 (Przykk XXX.10). Pozostaje teraz zastosowac nierow-
nosci (3) poprzedniego paragrafu.

Przyktady LXXXIX. 1 Kiadac y=1, »=6 w nierdwnosciach (4)
§ 201, dowies¢, ze 2.5<e<2.9.

2. Jezeli t>1,

Z tych wzoréw wysnué twierdzenie § 202.

3. Jezeli £n jest funkcjg zmiennej, w taka, ze ndn-v/c, gdy n-voc,
to (I+£mn-*ec [Piszac mnlg(l+4n) w postaci
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i opierajac si¢ na Przyki. LXXXV.4, widzimy, ze nlg(1+£,)-»&]
4. Jezeli nfE,—*oo, to (I-4-$,,)"-**; jezeli zas I+ ?n>0. a wen->—ao, to

5. Na mocy wzoru (1), § 201 dowie$¢, ze ey dazy do oo predzej,
niz jakakolwiek potega zmiennej vy.

203. Logarytmy dziesietne. W algiebrze elementarnej
okres$lajag logarytm liczby x przy zasadzie a zapomocg row-
nania

przyczyni czesto zapominajg dodaé, ze to okresSlenie dotyczy
tylko wymiernych wartosci zmiennej ij, gdyz wyktadniki nie-
wymierne nie zostaty uprzednio okreslone.

Zgodnie z tym okresleniem, mieliSmy dotad do czynienia
z logarytmami przy zasadzie e. W rachunkach praktycznych
stosuje sie zawsze logarytmy dziesietne, t. j. obliczone przy za-
sadzie 10. tatwo jest przejs¢ od jednego ukitadu logarytmow
do drugiego. Jakoz niech bedzie

w takim razie
tak iz

Badanie kwestji, dotyczacych rachunkéw praktycznych,
a w szczegOlnosci rachunku logarytmicznego, nie wchodzi w za-
kres spraw, ktore mamy zamiar w tej ksigzce roztrzasac.

Przyktady xc. 1 Dowiesé, ze

gdzie r—\/aldrb'l cos 9=a/r, sinJ=&/r. Na tej zasadzie obliczy¢ pochod-
ne rzedu n funkcji eaxcosbx, eaxsinbx, a w szczegdlnosSci wykazac, ze
DY%eax=aneax.

2. Wykresli¢ krzywg y=e~axs\nbx, gdzie a i b sg liczby dodatnie.
Dowiesé, ze y ma nieskonczenie wiele najwiekszosci, ktorych wartosci
tworzg postep gieometryczny i ktére lezg na krzywej

(Mathem. Tripos, 1912)
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3. calki, zawierajace funkcje wyktadnicze. Dowies¢, ze

4. Dowies$é, ze pola kolejnych obszaréw, ograniczonych przez krzywa
Przyktadu 2 i przez dodatnig czes$¢ osicc-6w, tworzg postep gieometrycz-
ny i ze suma ich réwna sie

5. Jezeli a>0, to

6. Jezeli

7. Jezeli n jest liczbg dodatnig catkowitg, to

oraz

8. Wskazaé sposob catkowania wszelkich funkcji wymiernych
zmiennej ex.

9. Obliczy¢

rozrozniajgc dwa przypadki, zaleznie od tego, czy a—b, czy tez a=fb-

10. Dowies¢, ze mozna zcalkowaé¢ kazdg funkcje ksztattu
Pfoe®, ebx,...), gdzie P jest symbolem wielomianu.

11. Wskazaé¢ spos6b catkowania kazdej funkcji ksztattu

12. Dowies¢ zbieznosci catki gdzie X>0, a za$ jest
wieksze od najwiekszego pierwiastka mianownika funkcji R(x).
13. Dowie$é, ze catka gdzie X>0, jest zbiezna

przy wszelkich wartosciach na u i ze to samo da sie powiedzie¢ o catce

w ktorej n jest liczbg catkowitg dodatnia.
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14. Wykresli¢ funkcje ex\ e~xi, xex, xe~x, xex% xe~x\ xlgsc; wy-
znaczy¢ maxima, minima oraz punkty przegiecia tych wykresow.

15. Roéwnanie eax=bx, w ktérym a, b sg liczby dodatnie, posiada
dwa pierwiastki rzeczywiste, jeden pierwiastek lub tez nie ma zadnego,
zaleznie od tego, czy 6>ae, b=ae, b<ae. [Styczna do krzywej y—eax
w punkcie (£ e*') ma réwnanie

styczna przechodzi przez poczatek spotrzednych, jezeli a£=I, tak iz pro-
sta y=aex jest styczna do krzywej w punkcie (1/a e). Wystarczy teraz
poprowadzi¢ prostg y=bx. Czytelnik powinien sam zbadaé¢ przypadek,
gdy a i b, albo jedna z tych liczb jest ujemna.]

16. Ro6wnanie ex=1+x ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty

x—0, a réwnanie ex=\ + XA------ ma trzy rzeczywiste pierwiastki.

17. Wykresli¢ funkcje

18 Gdzie, mniej wiecej, lezg pierwiastki rzeczywiste réwnan

19. Funkcje hiperboliczne. Funkcje hiperboliczne coshz, sinlix
(czyli dostawe i wstawe hiperboliczng) okreSlamy zapomocg réwnan

Wykresli¢ te funkcje.
20. Ustali¢ wzory
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21. Sprawdzi¢, ze wszystkie powyzsze wzory dadzg sie otrzymacé
z odpowiednich wzoréw na funkcje trygonometryczne, jezeli wnich poto-
zymy cosha; zamiast cos g oraz isinh g zamiast sina*.

[Przyczyne tej analogji wyjasnimy w rozdziale X]

22. Funkcje cosha;, sinhx wyrazi¢ zapomocg cosh2x lub sinh2x
i zbada¢ szczegdétowo sprawe znakow.

23. Dowiesé, ze

24. Dowiesé, ze
25. Jezeli

szym przypadku mamy dwa znaki?

26. Funkcje, odwrotne wzgledem funkcji hiperbolicznych, mozemy
oznaczy¢ odpowiednio symbolami argsinha, argcosha;, argtgha;. Do-
wies¢, ze funkcja argcosha; jest okreslona tylko przy x 1 i jest naogé6t
funkcjg dwuwarto$ciowa, natomiast argsinh x jest okreslone przy wszel-
kim rzeczywistym X, a argtgha; przy —1<x< 1, przyczym obie te funk-
cje sa jednowartosciowe. Naszkicowa¢ wykresy tych funkcji.

albo tez —(l/a)argctgh(x/a) zaleznie od tego, czy [x] jest mniejsze czy
wigksze od a
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30. Dowiesé, ze

31. Dowies¢, ze

32. Rozwigza¢ réwnanie acosh sinhx—c, gdzie ¢>0, a miano-
wicie wykaza¢, ze przy 62+c2—a2<O nie ma ono pierwiastkéw rzeczywi-
stych, natomiast przy 62+c2—a2>0 réwnanie ma jeden, dwa lub nie ma
zadnego pierwiastka zaleznie od tego, czy a+b oraz a—b sa dodatnie,
roznych znakéw, czy tez ujemne. Zbadaé¢ przypadek, gdy b2+ c2—a2—0.

33. Rozwigza¢ ukitad réwnan cosha; cosh y—a, sinhas sinh?/=6.

3% Gdy aj»-a0, mamy xlk-*-1. [Istotnie, Xlk=el&Ix, Igx/*->0.
Poréw. Przykl XXX.11] Dowie$¢ rowniez, ze posiada maximum
przy x—e i wykresli¢ te funkcje przy a?>0.

35 Przy £c>+0 mamy ar*-*l.

39. Znalez¢ przyblizone rozwigzanie réwnania ex—x 100000

[Z rozwazan graficznych tatwo przekona¢ sig, ze réwnanie ma je-
den pierwiastek ujemny, cokolwiek wiekszy od —1, oraz dwa pierwiastki
dodatnie, z ktorych jeden jest cokolwiek wiekszy od 1, drugi za$ jest
b. duzg liczbg. W celu przyblizonego obliczenia tego pierwiastku, moze-
my postgpi¢ w nastepujacy spos6b. Mamy

przyczym dwa ostatnie réwnania sg ,przyblizone", gdyz 1382 oraz 263
sg przyblizoneini wartosciami 1g 10° oraz IglglO6 Z tych réwnan tatwo
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dostrzec, ze stosunki Ig*: 1382 i Iglgx:2-63 niewiele roznig sie od jedno-
Sci i ze, kladac

a;=106(13'82+ Iglg*) = 10§ 13*82-h2 63) = 16450000,
popetniamy bitad mniejszy od 200000. Przyblizenie to jest, oczywiscie
niewielkie, ale pozwala na zorjentowanie sie co do rzedu wielkosci pier-
wiastka.]

204. Cechy logarytmiczne zbieznosci szeregow i calek.
W rozdziale VIIlI (§8 168 i nast.) dowiedliSmy ze

sg zbiezne przy s>1 i rozbiezne przy s”~Il. Tak wiec X (L/w)
jest szeregiem rozbieznym, natomiast Xw-~1 a jest zbiezny
przy wszelkich dodatnich wartosciach na a.

Otéz w § 193 widzieliSmy, ze zapomocag logarytméw mo-
zemy zbudowaé¢ dowolnie wiele funkcji dazacych (przy n—©
do zera predzej niz I/n, ale wolniej niz n-1-®, jakkolwiek malg
liczba dodatniag bytaby liczba a. Takag funkcja jest np. 1/(n Ig n).
Zagadnienia zbieznosci czy rozbieznosci szeregu

niepodobna rozstrzygna¢ przez poréwnanie z szeregiem ksztat-
tu I n-8.
To samo da sie powiedzie¢ o szeregach

Cechy, po ktorych mozna pozna¢ zbieznos$¢ takich szere-
gow, mozemy wysnu¢ z cechy zbieznosci Maclaurina. Istotnie,

zatym

o ile rt>l. Jezeli £—voo, wéwczas przy s> 1 pierwsza catka
dazy do —(lg «)1_ *(1—<) a przy s<1 dazy do ©. Tak wiec

szereg i catka
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w ktérych nO i a sg wieksze od 1, sa zbiezne, jezeli S> 1, i roz-
biezne, jezeli s<; 1l
Wynika stad, ze szereg Ecp(n) jest zbiezny, o ile przy kaz-

dym n >no funkcja %)(n) jest dodatnia i mniejsza od o )rf
n(lgn

gdzie s>1; natomiast szereg ten jest rozbiezny, jezeli przy
kazdym > n0 funkcja cf(?) jest dodatnia i wieksza od —y——.
Analogiczne twierdzenie o catkach czytelnik sam sformutuje.

Przyktady XCI. 1 Szeregi

sg zbiezne. [Zbiezno$¢ pierwszego szeregu wynika z powyzszego twier-
dzenia. Zbiezno$¢ drugiego wynika z faktu, ze przy kazdym n>n0 ma-

my (lg«)10<n”, gdzie p jest dowolnie matg liczbg dodatnig. Kiadac
P VAT) widzimy, Zze przy n>n0 mamy un<n-~ nmlmo Zbiezno$¢ trzeciego
szeregu wynika z rozwazan poprzedniego paragrafu.]

2. Szeregi

sg rozbiezne.
3. Przy s>0 szeregi

sg zbiezne przy wszelkich wartosciach na p i g, natomiast szeregi

sg rozbiezne.

4. Kwestji zbieznosci lub rozbioznosci takich szeregdw, jak

niepodobna rozstrzygnaé zapomocag twierdzenia § 204, gdyz w obu sze-
regach wyraz ogdélny dazy do zera predzej niz I/(nlgn), ale wolniej niz
wl(lgn) gdzie a jest dowolnie mata liczba dodatnia. Musimy tedy
szukaé subtelniejszych cech zbieznosci. Wychodzac z réwnan
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w ktorych lgx=Iglgx, IgXx=Iglglgx, i t d., dowies¢ nastepujacego
twierdzenia: jezeli przy kazdym n~z>n0 lub przy xS£a funkcje Igkn oraz
Igfcx sa dodatnie, wowczas szereg i catka

sg zbiezne przy s>\ | rozbiezne przy s~ 1.

Wartosci na nOi a rosng bardzo szybko wraz z k; np. chcac miec
lgx>0, wystarczy zatozy¢ x>1; igx>0 wymaga, by byto x>e, 1g3c>0
wymaga x>ee, i t d.,, a tatwo przekonac sie, ze ee>10, ee6>20000, i t. d.

Zaznaczamy, ze funkcje wyktadnicze eeX eedt, it d. rosng nadzwy-
czajnie szybko wraz z x. Oczywista rzecz, ze to samo moznaby powie-
dzie¢ o funkcjach aaX i t p., gdzie a>l. Odwrotnie, funkcje ksztattu Igfox
rosng bardzo powoli; np. chcac mie¢ Ig4x>1, musimy na x wzig¢ liczbe,
majaca wiecej niz 8000 cyfr.

5. Dowies¢, ze catka j — g | dx, w ktoérej O<o<l, jest
zbiezna przy s<—1 i rozbiezna przy 1
6. Dowies¢, ze symbol ' — Hg A dx nie ma zadnego znacze-

nia, jakgkolwiek liczbg bytoby s.

[Poprzedni przykiad wskazuje, ze s< —1 jest koniecznym warun-
r A

kiem zbieznosci przy nizszej granicy, ale 'Ig ->00, jezeli x-vI—0

i jezeli s jest liczbg ujemna, zatym catka jest rozbiezna przy gérnej gra-
nicy, o ile s< —1]

7. Warunkiem koniecznym i dostatecznym zbieznosci catki
Przyktady XCII. 1 Stata Eulera. Dowieé¢, ze funkcja

dazy do granicy y, gdy n-+oo, i ze O<y<Il. [Wynika to odrazu z § 167
wartos¢ tej statej y, zwanej stalg Eulera =0.577...]
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2. Jezeli a, b sg liczbami dodatniemi, to

dazy do granicy, gdy n->o0.
3. Jezeli 0<s<lI, to

dazy do granicy, gdy n-*oo0.
4. Szereg

jest rozbiezny. [Poréwnaé¢ z szeregiem S---I---- ] Z szeregu r 8 utwo-
nign

rzyé nowy szereg tak, jak powyzszy zostal utworzony z szeregu £(l/«),
i dowies¢, ze nowy ten szereg jest zbiezny tylko przy s>I.
5. Jezeli szereg Snn sklada sie z wyrazéw dodatnich i jezeli

to szereg S-——- jest zbiezny lub rozbiezny zaleznie od tego, czy Yun

sn-1

jest zbiezny czy rozbiezny. [Jezeli Sun jest rozbiezny, to a

jest rzecza oczywistg, ze

6. Dowies¢, ze to samo powiedzie¢ mozna o szeregu £ [Je-

zeli szereg Sun jest rozbiezny i jezeli przy n7>n0 mamy to
sn<2sn-i i rozbiezno$é¢ zadanego szeregu wynika z rozbieznosci S(«,
Jezeli, jak sie to zdarza w szeregach szybko zbieznych, mamy wn”~sn_,
przy nieskonczenie wielu wartosciach na n, to un/s,™ £ przy wszel-
kich takich wartosciach na n]

7. Znalez¢ sume szeregu

statg Eulera, a ?n, e'n dazg do zera, gdy »-voo. Odejmujgc, widzimy, ze
sumg danego szeregu jest Ig2. Porown. tez § 206.]
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8. Dowies¢, ze przy C—y szereg

jest zbiezny, przy innych za$ wartosciach na C szereg ten wykonywa
wahania skonczone.

205. Rozwiniecie funkcji ex na szereg. Wszystkie po-
chodne tej funkcji réwnaja sie ex, a wiec, wedtug twierdzenia

Taylora, mamy

gd&ie 0<~<1. Ale —j—»), gdy n—o0o0, a e~x <eX; zakladajgc

tedy, ze n-+co, mamy

Jest to t. zw. szereg wykladniczy. W szczegélnosci przy
x =1 mamy

czyli

Mamy, dalej, przy wszelkim dodatnim a

Widzimy, ze jeSli zrozniczkujemy kazdy wyraz szeregu wyktadni-
czego, otrzymamy znéw ton sam szereg wyktadniczy; zaden inny sze-
reg potegowy zmiennej x nie posiada tej whasnosci. Kilka dalszych uwag,
zwigzanycli z tg sprawg, znajdzie czytelnik w Dodatku II.

Szereg wyktadniczy ma tak wielkg doniostos¢ w Analizie, ze zba-
damy go zapomoca innej jeszcze metody, niezaleznej od twierdzenia
Taylora.

Niech bedzie

zalézmy przytym, ze x>0. Mamy
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co jest mniejsze od En{x). Zakladajgc, ze n>x i postugujac sie szere-
giem dwumianowym dla wyktadnika ujemnego catkowitego, mamy

Tak wiec

ale pierwsza i trzecia funkcja dazg do granicy ex (§ 201), a wiec to sa-
mo powiedzie¢ mozna o En{x). Wynika stad stuszno$¢ wzoru (1) przy x
dodatnim; jezeli x jest ujemne, opieramy sie na tym, ze, jak wykazalismy
w Przykt LXXXIV.7, szereg wyktadniczy czyni zado$¢ réwnaniu funkcyj-
nemu f(x)f(y)=f(x+vy), tak iz f(x)f(-x)=f(0)=I.

Przykiady XCIIl. 1 Dowies¢, ze

2 Jezeli x jest liczbg dodatniag, to najwiekszym wyrazem szeregu
wyktadniczego jest wyraz ([a?]-hl)-szy; jezeli za$ x jest przytym liczbg
catkowita, to wyrazy [x] i ([*]+ |)-szy sa sobie réwne.

3. Dowieé¢, ze

4, Dowiesé, ze

5. Za pomoca szeregu wyktadniczego dowies¢, ze ex dazy do
predzej, niz jakakolwiek potega zmiennej x. [Mozna oprze¢ sie na nie-
rownosci ex>xn/An\).]

6. Dowies¢, ze e nie jest liczba wymierng. [Gdyby byto e=p/q,
gdzie p i q oznaczaja liczby catkowite, wéwczas mielibySmy

a mnozgc przez el, otrzymalibySmy
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co jest niedorzeczne, gdyz lewa cze$¢ tej réwnosci jest liczbg catkowita,
prawa zas jest mniejsza od 1/g.]

X XN
7. Znalez¢ sume szeregu 0£ Pr(n)r?\—, gdzie Pr(n) jest wielomia-

nem stopnia r. [Mozemy PrM przedstawi¢ w postaci

a woweczas

8. Dowiesé, ze

Ostatni szereg réwna sie zeru przy x= —2

9. Dowies¢, ze £ (n/n\)=e, £(n2«!)— h(n¥nl)—be, a 1(n kM),
gdzie k jest liczba catkowitg dodatnig, jest catkowita wielokrotnoscia
liczby e.

10. Dowies¢, ze
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Vi
Na tej zasadzie dowie$¢ stusznosci wzoru (3), § 205.
15. Pierwsze wyrazy rozwiniecia pierwiastka dodatniego réwnania

x2+p—a2 na szereg wedlug poteg zmiennej p, réwnajg sie

206. Szereg logarytmiczny. Poniewaz mamy

o ile t/<1 zatym mozemy przypu-

szczac*), ze przy —\<x<\ funkcja Ig(l+a;) powinna réwnac
sie szeregowi, ktéry otrzymamy, catkujac szereg 1—

wyraz po wyrazie w granicach od £=0, do t= x. Jednym sto-
wem przypuszczamy, ze rownoscé

jest stuszna, o ile —1<sc<l1.
tatwo przekonac¢ sie, ze tak jest istotnie. Mamy

jesli wiec x> 1, to

gdzie
Nalezy teraz dowie$¢, ze Rm-+0, gdy w—co. Jest to nie-
mal oczywiste, o ile Ocr<M, gdyz Rm jest wtedy liczbg do-

datnig, mniejsza od catki

*)  Por6éw. Dodatek Il w koricu ksigzki.
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a wiec tymbardziej mniejszg od ——-. Jezeli natomiast ma-

my —I<sc<0, mozemy potozy¢ t— —u, x = —t, tak iz

skad wida¢, ze Rm oraz (—I)m majag ten sam znak. W obsza-

rze catkowania najwiekszg wartoscig funkcji - " jest ~,
a wiec
zatym istotnie 0.

Mamy tedy
o ile —l1<x<LIl. Przy innych wartosciach na x szereg ten
nie jest zbiezny. Jezeli x=1, otrzymujemy wzor

ktérego stusznosci dowiedliSmy juz w inny sposéb. (Przykt.
XCII. 7)

207. Rozwiniecie arctg”c na szereg. W taki sam spo-
s6b dowiedzie czytelnik, ze

o ile —1sS:r<;l. Dowdd jest w danym razie nawet nieco
prostszy, gdyz arctga? jest funkcjg nieparzystg, a wiec wy-
starczy zbada¢ stuszno$¢ wzoru przy dodatnich wartosciach
na x. Szereg ten jest zbiezny zaréwno przy x ——1, jak przy
x = \. Oczywista rzecz, ze szereg przedstawia te wartos¢
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funkcji arctga:, ktéra przy —1<"ax<;l1 zawiera sie miedzy
- Na~. W rozdziale VII (Przykl. LXVI. 3) widzieliSmy, ze

te wiasnie wartos¢ naszej funkcji przedstawia powyzsza catka.
Jezeli £= |, wobwczas

Przyktady XCIV.

4. Rozwing¢ na szereg funkcje Ig(]+z), arctg* za pomocg wzoru
Taylora.

[Przy badaniu reszty pierwszego szeregu, nalezy bra¢ wzér
Cauchy’ego.|

5 Jezeli y>0, wowczas

[Oprze¢ sie na tozsamosci Szereg ten na-

1 1 ]
+ - — ... nie

u 0

daje sie do obliczenia wartosci ]g 2, natomiast szereg 1

jest do tego celu odpowiedni, jako niedo$¢ szybko zbiezny.]

6. Obliczy¢ Ig 10 z doktadnoscig do 0.001 zapomoeg wzoru

7. Dowies¢, ze przy *>0 mamy

i ze przy x>2 mamy
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Wiedzac, ze 1g2=0-6931471..., Ig3= 10986123..., i klkadac w drugim
wzorze *=10, dowies¢, ze Ig 11=2-397895...

8. Jezeli mamy wartosci Ig2, Ig5, Ig11, wéwczas wzor
Ilg13=3lg 11-Hg5—91g2
daje warto$¢ Ig 13 z doktadnoscia do 0.00015.

9. Dowieé¢, ze

[Za pomocg tych wzoréw mozemy szybko i z dowolng doktadno-
Scig obliczy¢ 1g2, 193 1g5]
10. Dowies¢, ze

i obliczy¢ n z dokfadnoscig do 0-000001.

11 Dowies¢, ze pierwsze wyrazy rozwiniecia (I+*)1+a na sze-
reg wedtug poteg zmiennej x réwnaja sie I+x+x2++x3

12. Dowies¢, ze w przyblizeniu (przy duzych wartosciach na x)
mamy

Ktadac *=10, obliczy¢ lgl0c z powyzszego wzoru i wyznaczy¢ stopien
przyblizenia.

13. Dowiesé, ze

14. Opierajac sie na szeregu logarytmicznym oraz wiedzac, ze
1g102-3758=0 3758099..., 1gX®k=0'4343..., dowies¢, ze 237-58121 jest przybli-
zong wartoscig pierwiastka rownania *=1001gX.

(Mathem. Tripos, 1910).
15. Obliczy¢ pierwsze wyrazy (az do czwartej potegi zmiennej x)

L .. sin* .
rozwiniecia funkcji lgcos* oraz lg------ na szereg wedtug poteg zmien-
X
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nej x i sprawdzi¢, ze dla tych pierwszych wyrazéw zachodzi réwnos¢

16. Dowie$¢, ze przy —I<jx<jl mamy

a stad wysnu¢ wzdér

[Zastosowaé postepowanie § 207 i wzor Przyki LI 7]
17. Dowie$¢, ze

18. Jezeli a, b sg liczbami catkowitemi dodatniemi, wowczas

Obliczy¢ na tej zasadzie sumy szeregow

208. Szereg dwumianowy. Badalis$my juz szereg dwu-
mianowy

w zatozeniu, ze —\<x< \ i ze m jest liczbg wymierna. Jezeli
m jest niewymierne, mamy

tak iz reguta roézniczkowania funkcji (I-f-a;))m pozostaje bez
zmiany, a dowéd, podany w § 156, pozostaje stuszny i dla na-
szego przypadku. Kwestji zbieznosci szeregu przy x — nie
bedziemy badali, odsytajac czytelnika do obszerniejszych kur-
sow Analizy.
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Przyktady XCV. 1 Dowies¢, ze przy —1<x< 1 mamy

2. Przyblizone wyznaczanie pierwiastkéw kwadratowych
i pierwiastkéw wyzszych stopni. Niech \JM bedzie liczbg niewy-
mierng, a A2 niech bedzie najblizszym do M kwadratem. Kladac M =N 2tx,
gdzie x jest liczbg dodatnig nie wiekszg od N, mamy

Szereg jest szybko zbiezny.
Mamy np.

Przyjmujac 835 jako warto$¢ przyblizong (z nadmiarem) pierwiastka
\/67, popetniamy blgd mniejszy od 32642

3 Jezeli x jest mata liczbg w poréwnaniu z A72, wéwczas moze-
my zatozy¢, ze

Popetniony biad jest rzedu x4NT Zastosowac ten wzoér do obliczenia

v/997.
lItozwiniecie wedlug szeregu dwumianowego daje

przyczym biad jest mniejszy od wartosci bezwzglednej nastepnego wy-
razu, czyli mniejszy od bxi/12SN7. Mamy réwniez

przyczym btad jest mniejszy niz x4/32N7. Stad wynika nasze twierdze-
nie. Te samg metode mozna zastosowaé¢ do pierwiastkéw wyzszych
stopni.J
4. Jezeli M rézni sig od N3 mniej niz o 1% ktorejkolwiek z tych
dwu liczb, wéwczas f/M rézni sie od 23N +1AM/N2 mniej niz o A790 000.
(Mathem. Tripos. 1882).

5. Jezeli M—N*+x, a x jest malg liczbg w poréwnaniu z N,
woéwczas
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jest przyblizong wartoScig pierwiastka f/M. Dowies¢, ze gdy x= 1, N= 10,
woéwczas powyzszy wzOr daje warto$¢ pierwiastka z szesnastoma doktad-
nemi znakami dziesietnemi.

6. Znalez¢ spos6b sumowania szeregu

gdzie Pr(n) jest symbolem wielomianu stopnia r.
[Przedstawi¢ P,(n) w postaci AO+AIn+ Ain(n—l) + ..., jak w Przykt.
XCHI.7.]

7. Znalez¢ sumy szeregbw

209. Inny spos6b uzasadnienia teorji funkcji wyktadniczej
i logarytmicznej. Naszkicujemy sposéb wyktadu wihasnosci funkcji ex
i lIg x, zupetnie rozny od wyktadu, podanego powyzej. Wychodzimy z sze-

regu I+x+— + ..

Wiemy, ze szereg ten jest zbiezny przy wszelkich warto$ciach na
X, wobec czego mozemy nowa funkcje expx okres$li¢ zapomoca
réwnania

Nastepnie dowodzimy (jak w Przykt. LXXX1V.7), ze

Mamy dalej

gdzie

tak iz o(h\ Vi) trdv 2420. Widzimy tedv. ze

gdy h-+0, czyli ze

Jednocze$nie dowiedlismy, ze expa: jest funkcjg ciggta.
Dalej mozemy kroczy¢ réznemi drogami. Kladac y=expa; i biorac
pod uwage, ze expO=Il, mamy
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i jesli teraz funkcje logarytmiczng okreslimy jako funkcje odwrotng
wzgledem expx, powrdcimy do punktu widzenia, na ktérym staneliSmy
w tym rozdziale.

Mozemy jednak postapi¢ inaczej. Z réwnania (2) wynika, ze jesli
n jest liczba dodatnig catkowita, to

Jezeli x jest utamkiem dodatnim wymiernym m/n, woéwczas

a wiec exp(m/n) réwna sie dodatniej wartosci funkcji (expl)mn. Wyniki
te mozemy rozciggnag¢ na ujemne wartosci zmiennej x zapoinocg réwnania

mamy tedy

przyczyin symbol e okre$Slamy zapomocag réwnania

przy wszelkich wymiernych wartosciach na x. Wreszcie okreSlamy e*
dla wartosci niewymiernych zmiennej x, jako réwne expa?. Nastepnie
okreslamy logarytm jako funkcje odwrotng wzgledem exp.-c czyli wzgle-
dem er.

Przyktad. W podobny sposéb, wychodzac z réwnania

rozwing¢ teorje szeregu dwumianowego

Zadania do rozdziatu IX*).

1 Wiedzac, ze Igile=0-4343... i ze 210 oraz 32l mato sie rdznig
poteg liczby 10, obliczy¢ Igi® i 1g1B z doktadnoscia do 0.0001.

*)  Wiele zadan zapozyczyliSmy z dzieta: Bromwich An intro-
duction to the theory of infinile scries. London 1908.
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2. Ktéra z dwuch liczb

3. Jezeli liczba catkowita dodatnia n nie jest potega liczby 10,
woéwczas lgl» nie moze by¢ liczbg wymierng. [Jezeli liczba n jest pierw-
sza wzgledem 10, mielibySmy lIgion=p/q czyli 10p=ng co jest niedorzecz-
ne. Jezeli «=10aiV, gdzie N jest liczbg pierwszg wzgledem 10, wdwczas
\gION (a wiec i Igin) nie moze by¢ liczbg wymierna.]

4. Przy jakich wartosciach na x funkcje Igcc, lIglga;, lglglgat,..
() réwnaja sie zeru, (II) réwnaja sie 1, (I11) nie sg wcale okreslone? To
samo pytanie rozstrzygna¢ dla funkcji Ix, lIx, Hlx, gdzie Ix=Ig]x].

5. Dowiesé, ze

jest ujemne i stale ro$nie, zblizajgc sie do zera, gdy x rosnie od O do oo.
[Pochodna funkcji réwna sie

To wyrazenie jest dodatnie, a funkcja dazy do O, gdy a;-voo, po-
niewaz

6. Dowies¢, ze

7. Jezeli

8. Zaréwno

Gdy x rosnie od —1 do oo, funkcja (1+x)~1x przybiera raz i tyl-
ko raz jeden kazdg warto$¢, zawarta miedzy 0 a 1

10. Dowiesé, ze

Wyktad czystej matem. 28.
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11. Dowiesé, ze maleje stale od 1do 0, gdy x rosnie

od —1 do . [Funkcja jest nieokreslona przy x=0, jezeli jednak umo-
wimy sie, ze bedziemy jej woéwczas przypisywali warto$é stanie sie
ona ciagta w punkcie x=0. Chcac dowies¢, ze pochodna jest ujemna,
opieramy sie na Zadaniu 7]

12. Dowies¢, ze funkcja (Ig&—Igx)/(4—x), gdzie & jest liczbg do-
datnig, stale maleje, gdy x ro$nie od 0 do & Wyznaczy¢ granice tej
funkcji, gdy x-4

13 Dowies¢, ze ex>MxN gdzie M, N sg to duze liczby dodatnie,
jezeli x jest wieksze od wiekszej z dwuch liczb 2 lgM i 16N 2

[Latwo dowies¢, ze Igx<2Vx, a wiec nierownos$¢ zadana jest spet-
niona, o ile

a wiec tymbardziej jezeli

14. Jezeli f(x) i x) daza do nieskohczonosci, gdy X - o, i jezeli
f'(x)/@(x) - o, wéwczas f(x)/@(x) - . Kiladac f(x)=x°\ @x)=Ilgcc, do-
wies¢, ze (lgx)cca-vO przy wszelkich dodatnich wartosciach na a

15. Jezeli p, q sa liczbami dodatniemi catkowitemi, wéwczas

gdy n-too. [Poréw. Przyki LXXXI. 6]
T . . , n +xlin\
16. Jezeli & jest liczba dodatnig, wéwczas nlg —hlg®,
gdy n—wp.
17. Jezeli a, b sa liczbami dodatniemi, to

P 11 1 Ign
18 Dowies¢, ze 1+- + = S
o o * 1 u

oznacza stalg Eulera (Przyki. XCll.1), a tn->0, gdy n-voo.

blg2+ > gdzie T

19. Dowiesé, ze

1

3
dwa wyrazy dodatnie i jeden ujemny. Suma pierwszych 3n wyrazéw
réwna sie

1
[Szereg ten otrzymujemy z szeregu l---é-b biorgc kolejno
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22. Dowiesé, ze

23. Dowies¢, ze

24. Dowies¢, ze

25. Zbada¢, do jakiej granicy dazy funkcja

26. Dowies¢, ze

dazy do co. Przy tym samym zatozeniu
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27. Przy x> —1 mamy

28. Dowies¢, ze ciag

dazy do nieskonczonosci predzej niz jakikolwiek cigg skali wyktadniczej.
[Niech bedzie elx)=ex, egdx)=eex\ .. Jezeli ekx) nalezy do skali
wyktadniczej, wowczas an>ek(n), jezeli n>k.\
29. Dowiesé, ze

gdzie po dokonanym rézniczkowaniu ktadziemy a=y(x), B= @(x).

Ustali¢ analogiczng regute rézniczkowania funkcji @(x)

30. Jezeli Dxre-xt=e~xap.(es), to () yn(x) jest wielomianem stop-
nia M\ (1) (@Ew1l= —2x(pn-|-«pw, (I1l) wszystkie pierwiastki rownania qguw=0
sg rzeczywiste i rézne, i sa przedzielone przez pierwiastki réwnania
 _1=0. [Twierdzenia (IlIl) dowie$s¢ mozna za pomoca indukgcji.]

31. Ogélnym rozwigzaniem réwnania f(xy)=f{x)f{y), w ktérym f
oznacza funkcje rézniczkowalnag, jest funkcja xn gdzie a jest staia.

Ogdlnym rozwigzaniem réwnania

jest coshax lub cosax zaleznie od tego, czy f"(0) jest dodatnie czy
ujemne.

[Przy dowodzie drugiego twierdzenia zaktadamy, ze f posiada po-
chodne trzech pierwszych rzedéw. Przytym

gdzie sy, t'y daza do zera wraz zy. Wynika stad, ze /*(0)=1, f\0)=0,
'(x)=f"{G)f(x), tak iz a= Vf"(0) albo a=V -f,70).]

32. Jak zachowujg sie funkcje xsin”™ x\ xsin*~x\ @®cosec (Vx)f gdy
X—+07?

33. Wykresli¢ krzywe y=tgxetgx, y=sinxlgt g =

34. Réwnanie ex=ax+b ma jeden pierwiastek rzeczywisty, jezeli
0<0 lub a=0, 6>0; jezeli zas a>0, to réwnanie nasze ma dwa pierwiast-
ki rzeczywiste albo nie ma zadnego, zaleznie od tego, czy a\ga>b—a
czy tez alga<b—a

35. Za pomocg badan wykresinych wykazaé, ze et=ax2-\-2bx+c
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ma jeden, dwa lub trzy pierwiastki rzeczywiste przy 0>0, nie ma za$

zadnego lub tez ma jeden albo dwa pierwiastki, jezeli a<0. W jaki spo
s6b mozemy rozrézni¢ te wszystkie przypadki?
1 /ex _ i\

36. Wykresli¢ krzywg y— Ig (- ) i wykazaé, ze punkt (0, |

jest Srodkiem symetrji, ze*gdy x przybiera, rosnac, wszelkie wartosci rze
czywiste, y rosnie od Odo 1 Stad wysnu¢ wniosek, ze réwnanie

ma jeden pierwiastek rzeczywisty, jezeli O<a<l, ze znak pierwiastka
jest ten sam, co znak funkcji a— i ze przy innych wartosciach na a
rébwnanie nasze nie posiada pierwiastkéw rzeczywistych.

Funkcja, zawarta w nawiasie, dazy do zera, gdy x"*0; pochodna
iei réwna sie

i ma ten sam znak co x. Wobec tego dy/dx>0 przy wszelkim x.]

37. Wykresli¢ krzywa y=elx\/x*+2x i wykaza¢, ze roéwnanie

nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, jezeli a<0, ma jeden pierwiastek

ujemny, jezeli 0<a<a=e”t2v/2+ 2v/2; wreszcie jeden ujemny pierwia-
stek i dwa dodatnie, jezeli a>a.

38. Dowies¢, ze réwnanie fn(x):l+xA----2-|--h- H-----=0 posiada je-

n\
den rzeczywisty pierwiastek przy n nieparzystym, przy n za$ parzystym
nie ma wecale pierwiastkdéw rzeczywistych.

[Zatozmy stuszno$¢ twierdzenia przy n= 1, 2,..2k. Rownanie
f2k+1(»)=0 ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty, jako réwna-
nie stopnia nieparzystego, nie moze za$ mie¢ wiecej pierwiastkéw, gdyz
f'2k+i(x) czyli Afcfa) musiatoby przynajmniej raz jeden réwnac sie zeru.
Tak wiec /2fc+i(*)—0 posiada doktadnie jeden pierwiastek, wobec czego
rownanie f2u+2)=" n* moze mie¢ wiecej od dwuch. Jezeli ma ono
dwa pierwiastki a, p, wowczas f 2fet2@) czyli f2u+i(x) musi roéwnaé sie
zeru przy x=7, gdzie «<y<p. Mamy
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Ale / 2fe+2(gj) >~ jezeli x przybiera duze wartosci (dodatnie lub ujemne);
chwila zastanowienia wystarczy do spostrzezenia, ze zachodzi tu sprzecz-
nos¢.]

39. Jezeli a, b sg liczbami dodatniemi, mato roéznigcemi sie
siebie, woéwczas zachodzi ,przyblizone" réwnanie

przyczym btad wynosi prawie 5 é‘ [Wzér ten jest ciekawy pod wzgle-
a

dem historycznym, gdyz postugiwat sie nim Napier przy obliczaniu lo-
garytmow.]

40. Zapomocg mnozenia szeregoéw dowiesé, ze przy —1<x< 1 mamy

41. Dowiesé, iz

42. Pierwsze n+2 wyrazy w rozwinieciu Ig

wedlug poteg zmiennej x sg to:

43. Rozwiniecie funkcji

wedbug poteg zmiennej x zaczyna sie od wyrazéw

44. Przy —!<*<! mamy

[Zastosowaé metode Przykt XCV.6. Prosciej prowadzi do celu réz-
niczkowanie, ale teorja rézniczkowania szeregéw nieskonczonych prze-
kracza ramy niniejszej ksigzki.]

od
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45. Dowies¢, ze

o ile tylko a i b sg dodatnie. Wysnuc stad (a procz tego dowies¢ niezalez-
nie od powyzszych catek), ze przy wszelkim dodatnim a kazda z funkcji

jest dodatnia.
46. Jezeli a, p, y sa liczbami dodatniemi i @>ay, to

jezeli zas a>0 i ay>£2 wowczas catka ta réwna sie

przyczym tuk zawiera sie¢ miedzy 0 a n. Czy istnieja inne, odmienne od
poprzednich przypadki zbieznos$ci catki?

47.  Jezeli a>—1, wowczas

Jezeli —l<a<l, to warto$¢ catki jest

jezeli za$ a>l, to warto$¢ catki jest
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Zbada¢ przypadek, gdy a—1
48. W podobny sposéb przeksztatcic catke

W ktorej a>0, i dowies¢, ze réwna sie ona

49. Dowiesé, ze

50. Jezeli O<a<l, 0<(3<1, woéwczas

51. Jezeli a>6>0, to

52. Dowies$é, ze

a wiec przy a>0 mamy

53. Dowies¢, ze przy a>0 mamy

54. Zadne réwnanie ksztattu

nie moze sie sprawdza¢ przy wszelkich wartoSciach na &, jezeli A, B ..
Sg wielomianami, a a p,.. r6znemi od siebie liczbami rzeczywistemi.



ROZDZIAL X.

OGOLNA TEORJA FUNKCJI LOGARYTMICZNEJ | WYKLADNICZEJ
ORAZ FUNKCJI KOtOWYCH.

210. O funkcjach zmiennej zespolonej. W rozdziale 111
okreslilismy zmienng zespolong

z = x-\-iy

i poznalismy kilka prostych wiasnosci niektérych funkcji zmien-
nej zespolonej, w szczego6lnosci zas wielomianéw P(z). Nie po-
dalismy jednak dotad ogdélnego okreslenia pojecia: ,funkcja
zmiennej zespolonej z-.

Zdawatoby sie, ze najprosciej jest wzorowac sie na okre-
Sleniu funkcji zmiennej rzeczywistej i powiedzie¢: z jest funk-
cja zmiennej z, jezeli miedzy temi dwiema zmiennemi zacho-
dzi zwuazek, na mocy ktérego pewnym (lub wszystkim) war-
tosciom z odpowiadaja jedna lub Kkilka wartosci z. Okazuje
sie jednak, ze takie okreslenie nie posiada praktycznej warto-
Sci. Istotnie, gdy z jest dane, dane sg réwniez x, y, i odwrot-
nie; a wiec ,wyznaczy¢ wartos¢ zmiennej z” jest tym samym,
co ,wyznaczy¢ pare wartosci zmiennych x, y”. Na mocy tego
okreslenia, ,,funkcja zmiennej zu bytaby tym samym, co funkcja
zespolona

f(x, y)+ig(x,y)

dwucli zmiennych rzeczywistych x, y. Np.
X —iy, Xy, \z — \Jy%\-x2, amz = arctg(y/x)

bytyby to ,funkcje zmiennej z*.
Takie okreslenie, jakkolwiek poprawne, bytoby bezcelo-
we, gdyz nie wprowadzatoby zadnego nowego pojecia. Posta-
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pimy tedy lepiej, jezeli terminowi: ,funkcja zmiennej zespolo-
nej z« nadamy znaczenie bardziej specjalne, oznaczajac ta na-
zwg jedng tylko klase z posréd funkcji zespolonych. Nie mo-
zemy roztrzgsa¢ tej sprawy w calej ogolnosci, przekroczyli-
bysmy bowiem ramy, zakreslone wykiadowi elementarnemu
Analizy; to tez nie podamy ogoélnej definicji funkcji zmiennej
zespolonej, lecz poprzestaniemy na okre$leniu bezposrednim
kilku typow takich funkcji.

211. OkresliliSmy juz dawniej wielomiany zmiennej z (§ 32),
funkcje wymierne zmiennej z (8§ 39) i pierwiastki tej zmiennej
(8 40). Mozna rowniez z tatwoscig rozciggngé za przypadek
zmiennej zespolonej z okres$lenie funkcji algiebraicznych wyraz-
nych i uwiktanych, podane przez nas (88 19— 20) dla zmien-
nej rzeczywistej x. We wszystkich tych przypadkach bedzie-
my nazywali liczbe zespolong z argumentem funkcji f{z). W ni-
niejszym rozdziale zajmiemy sie okresleniem i wyznaczeniem
zasadniczych wiasnosci funkcji logarytmicznych, wyktadniczych
i kotowych zmiennej z.

Zaczniemy od funkcji logarytmicznej. Odrazu powstaje
mys$l uogoélnienia okreslenia, podanego poprzednio dla zmien-
nej rzeczywistej dodatniej

chcac jednak pomyst taki w czyn wprowadzi¢, musimy wpierw
rozszerzy¢ nieco samo pojecie catki.

212. Gatki krzywoliniowe rzeczywiste i zespolone.
Niech Ali bedzie tukiem (ktdéry oznaczymy przez c) krzywej,
okreslonej przez réwnanie

w ktérych @ i 1 sg funkcjami zmiennej t, posiadajgcemi ciggte
pochodne o@, <. Przypusémy, ze gdy t zmienia sie od t0 do tx,
punkt (x, y) porusza sie po Kkrzywej wcigz w tym samym zwro-
cie od A do B.

Catke krzywoliniowa wzdtuz luku C
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gdzie <, h sg funkcjami ciggtemi zmiennych x, y, okresSlamy
jako réwnoznaczng z zwykla catka okreslong, otrzymana przez
podstawienie x —~(t), y = ty(t), czyli z catka

tuk C nazywamy droga catkowania.
Przypusémy teraz, ze

tak iz punkt z zakres$la na wykresie Arganda krzywdg c. Przy-
pusémy dalej, ze funkcja

jest albo wielomianem, albo funkcjg wymierng zmiennej z.
Przy tych zatozeniach okreslamy symbol

jako

czyli jako

213. Okreslenie funkcji LogC. Niech C= £+«] bedzie do-
wolng liczbg zespolong. Funkcje LogC (czyli ogdlny logarytm
liczcby O okreslamy za pomoca réwnania

gdzie c jest lukiem krzywej, ktéry zaczyna sie w punkcie 1,
konczy w punkcie Ci nie przechodzi przez poczatek uktadu.
Np. drogi (a), (b), (c) na rys. 62 sa witasnie takiemi drogami
catkowania, o jakich mowa w naszym okresleniu. Tak wilec
wartos¢ funkcji Log z jest okreslona, skoro zostata obrana dro-
ga calkowania. Na razie jednak nie widzimy, czy wartosc¢
funkcji Logz jest czy nie jest zalezna od obranej drogi catko-
wania. Przypusémy np., ze Cjest liczbg rzeczywista dodatnig
réwng £; w takim razie jako jedng z mozliwych drég -catko-
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wania mamy odcinek od 1 do |, okreslony, powiedzmy, przez
rownania x=t y= 0. W tym szczegélnym przypadku mamy
dla naszej drogi catkowania

W =
tak iz Logi réwna Ig]|, t. j. rowna sie wartosci funkcji loga-
rytmicznej, okreslonej w poprzednim rozdziale. Niewatpliwie

tedy Ig | stanowi przynajmniej jedng z wartosci funkcji Logi,
gdzie | jest liczbg rzeczywistg dodatnig. Ale i w tym przy-
padku mozemy znalez¢ nieskonczenie wiele drog catkowania
i nie mamy zadnej pewnosci, czy kazda warto$¢ funkcji Log |
rowna sie Ig|. Jest rzecza zupeilnie mozliwag, ze okresSlona
przez nas nowa funkcja Logi okaze sie wielowarto$ciowa. Na
razie mozemy tylko powiedzieé¢, ze sga jednakowo mozliwe trzy
nastepujace przypadki:

(1) moze sie okazaé, ze Logi posiada stata wartosé¢, nie-
zalezng od drogi, po ktérej idziemy od punktu 1 do punktu C;

(2) moze sie okazaé¢, ze kazdej drodze odpowiada inna
wartos¢ naszej funkcji;

(3) jest réwniez rzeczg mozliwa, ze funkcja nasza posia-
da kilka réznych wartosci, z ktérych kazda odpowiada pewnej
klasie drog catkowania.

Dopiero dalsze badanie wykaze, ktory z tych trzech mo-
zliwych przypadkéw istotnie zachodzi.
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214. O wartosciach funkcji LogC. Przypusémy, ze p
i @ sg spo6trzednemi biegunowemi punktu z = C ze wiec

Zalozmy, ze —&< @<, ze natomiast p przybiera¢ moze wszel-
kie wartosci dodatnie. Jednym stowem, C moze przybierac
wszelkie wartosci z wyjatkiem tylko zera i ujemnych rzeczy-
wistych wartosci.

Zaroéwno spotrzedne (i1, y), jak i spoétrzedne biegunowe
(r, i) kazdego punktu, lezgcego na ,drodze catkowania” C, sg
funkcjami zmiennej t  Mamy réwniez, na mocy okreslenia

§ 212,

Ale cc=rcosfl, y=r sin& oraz

tak iz

gdzie symbol [Igr] oznacza réznice miedzy wartosciami funk-

cji Igr w punktach, odpowiadajgcych wartosciom t=tl i t=t0,
a [i] ma analogiczne znaczenie.
Rzecz jasna, ze
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[lgr]=lgp—lgl = Igp;

co sie tyczy wartosci [I>], to sprawa wymaga blizszego zasta-
nowienia. Przypus¢my najpierw, ze drogg catkowania byt od-
cinek od 1 do ¢ Pierwotng wartoscig zmiennej ¥ jest ampli-
tuda punktu 1, albo raczej jedna z amplitud tego punktu, czyli
pierwotnie J= 2for, gdzie k jest dowolng liczbg catkowita.
Z rys. 6d widzimy, ze 1 rosnie od 2Aw do 2far-b<f, gdy punkt
porusza sie po odcinku. Tak wiec

mamy tedy

o ile droga catkowania jest odcinek prostej.

Te wartos$¢ szczeg6lng funkcji Log c nazwiemy jej" war-
toscig gtdwna. Jezeli Cjest liczbg rzeczywista dodatnig, ma-
my c=p, 9= 0, tak iz wartos¢ gtéwna funkcji LogC jest wow-
czas znana nam juz, pospolita funkcjg logarytmicznag IgE. Mo-
zemy wartos$¢ gtéwnag oznaczacé stale symbolem Ig £, wobec czego

czes¢ urojona tej wartosci gtownej lezy miedzy —# a %
Wezmy teraz pod uwage dowolng droge catkowania (jak
na rys. 64), byle taka, ze obszary, zawarte miedzy nig a od-

cinkiem (1, ¢), nie zawierajg poczatku spoétrzednych. tatwo do-
strzec, ze i tu [J]= q@ Jezeli np. punkt porusza sie wzdiuz
krzywej, oznaczonej na rysunku linja ciagta, wéwczas D z po-
czatku réwna sie 2for, nastepnie maleje do 2kn— XOP, poczym
zndbw wzrasta, przybierajagc w punkcie Q warto$¢ 2&mr, w kon-
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cu zas$ swej drogi wartos¢ 2for-fcp. To samo spostrzec mozna
na krzywej, oznaczonej kropkami, jakkolwiek mamy tu do czy-
nienia z nieco bardziej ztozonym przypadkiem, gdyz mamy
dwa obszary, z ktérych zaden nie zawiera poczatku spot-
rzednych.

Tak wiec, jezeli droga catkowania posiada te wkasnosé, ze
krzywa zamknieta, utworzona przez te droge i przez odcinek pro-

stej od 1 do G nie zawiera poczatku spétrzednych, woéwczas
LogC=IgC = Igp+*<f.

Z drugiej strony, tatwo jest zbudowaé taka droge catko-
wania, zeby [ nie réwnato sie @ Wezmy np. pod uwage
krzywa, oznaczong na rys. (55 zapomoca linji ciagtej. Jezeli

poczatkowo &= 2kTz, to w punkcie P mamy ft= 2&7r-j-27r, w punk-
cie Q mamy 2&r+47r, wreszcie w punkcie C mamy 2&7i-}47r-]-(f,
tak iz [8]= 4rc(<p, a

LogC=Ilgp+*(4ic-+-9>.

W tym przykiadzie droga catkowania dwa razy otacza
poczatek spoéirzednych. Rzecz jasna, ze gdyby otaczata ona
ten poczatek k razy, mielibysmy [H]= 2&7i-) oraz

Log C—Ig p-H(2for+cp),

gdzie k jest liczbg catkowita dodatnia. Biorac krzywa o prze-
ciwnym zwrocie (jak np. krzywa, zaznaczong na rysunku krop-
kami), otrzymamy analogiczny wzoér, w ktéorym k bedzie mia-
to wartosci ujemne.

Poniewaz (= p, a rozne katy ksztattu 2for-fcp sa rdzne-
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mi wartosciami amg£, zatym kazda wartos¢ funkcji Igf€ j-~ainC
jest wartoscig funkcji LogC. Rzecz jasna, ze kazda wartosc¢
funkcji LogC musi by¢ tego ksztattu.
Dochodzimy tedy do wniosku, ze wartos¢ ogdélna funkcji
LogC réwna sig
Ig C-j-i arn C= Ig p-t-t(2fcrc+?),

gdzie k jest dowolng liczbg catkowitag dodatnig lub ujemna. War-
to$¢ k zalezy od obranej przez nas drogi catkowania. Jezeli ta dro-

ga jest odcinek prostej, wowczas k—0 i
LogC=IlgC=Igp -H>.

W powyzszych badaniach oznaczaliSmy przez C argument
funkcji LogC, a przez (£ rj) lub przez (p, @ oznaczalismy spo6t-
rzedne punktu G natomiast z, (x, p), (r, h) oznaczaly dowolny
punkt, lezgcy na drodze catlkowania, oraz jego spoOtrzedne. Te-
raz nie mamy juz potrzeby rozréznia¢ tych dwu znakowan, to
tez w nastepujacych przyktadach przez z oznacza¢ bedziemy
argument funkcji Log z.

Przyktady XCVI. 1 Zaktadaliémy dotad, ze —rc<it<n: czyli usu-
walismy przypadek, gdy z jest liczbg rzeczywista ujemng. W tym przy-
padku odcinek, tgczacy punkty 1 i z, przechodzi przez punkt O, a wiec
nie moze by¢ droga catkowania. Zaréwno n jak —n sg wartosciami amz,
a # réwna sie jednej z tych dwu wartosci; mamy réwniez r———z.  War-
tosci funkcji Logz sa wcigz wartosciami funkcji Ig]z] +iamz, a miano-
wicie réwnajg sie

lg(—*)+(2&-+-1)«i,
gdzie k jest liczbg catkowitg. Wartosci Ig(—z)+ni oraz Ig(—z)—ni od-
powiadajg drogom catkowania od 1 do z, lezacym catkowicie nad i pod
osig :liczb rzeczywistych. Ktdérgkolwiek z tych dwu wartosci mozemy
uzna¢ za gtdwna; obierzemy wartos¢ Ig(—D-t-rci, odpowiadajaca pierw-
szej drodze.

2. Zarbéwno cze$¢ rzeczywista, jak cze$¢ urojona kazdej wartosci
funkcji Logz sg funkcjami ciagtemi zmiennych x, y, z wyjatkiem punktu
x=0, y—0O.

3. Rownanie funkcyjne, ktéremu czyni zados$¢ Logz. Funkcja
ta czyni zado$¢ réwnaniu

Log z1z2=L0Qg z,+ LOQ Z2 .cceeeeeeeeciie e Q)
w tym sensie, ze kazda warto$¢ jednej strony tego réwnania jest jedna
z wartosci drugiej strony. Aby sie o tym przekonaé, ktadziemy

2i=»*i(cos +isin$,), z2—rZcos sin 09

stosujemy wzdr poprzedniego paragrafu.
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Natomiast réwnanie

nic zawsze bywa stuszne. Jezeli np. mamy

Réwnanie typu (1), w ktorym kazda warto$¢ jednej ktorejkolwiek
strony jest jedng z wartosci drugiej strony, nazwiemy réwnaniem zu-
petnym.

4. Roéwnanie Logzm=m Logz, w ktéorym m jest liczbg catkowita,
nic jest zupetne: kazda warto$¢ prawej czesci jest jedng z wartosci le-
wej czesci réwnania, ale twierdzenie odwrotne nie jest stuszne.

5. Réwnanie Log (I/z) = —Log.z jest zupetne. Mamy roéwniez
\g(\Iz)—"-\gz, z wyjatkiem tylko przypadku, gdy z jest liczba rzeczywi-
sta ujemna.

6. Rownanie

jest stuszne, o ile 2 lezy -poza obszarem, ograniczonym przez odcinek,
taczacy punkty z=a i z=b. oraz pétproste, poprowadzone z tych punk-
tow w zwrocie ujemnym réwnolegle do OX.

7. Réwnanie

jest stuszne, o ile z lezy poza tréjkatem, wyznaczonym przez punkty
0 a b

8 Wykresli¢ funkcje zmiennej rzeczywistej I(Logcc). [Wykres skia-
da sie z dodatnich promieni prostych y—2n i z ujemnych promieni pro-
stych y—(2&+ I)it.]

9. Funkcja f\x) zmiennej rzeczywistej x, okreslona przez réwnanie

rowna sie p przy a;>0, a przy a?<0 réwna sie g
10. Funkcja f(x), okreslona przez réwnanie

réwna sie p przy x>I, rowna sie q przy 0<x<lIl, wreszcie réwna sie r
przy <O

Wyktad czystej matem. 29.
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11 Przy jakich wartosciach z funkcja Igz lub jakakolwiek war-
tos¢ funkcji Logz sa (1) rzeczywiste, (Il) czysto urojone?
12 Jezeli z=x+iy, to Log Logz=)gE +i(0 + 2k'm), gdzie
R2=(Igr)»+(»+2fcit)*I
a 0 oznacza najmniejszy kat dodatni, wyznaczony przez réwnania
cosO0:sin0:l=lgr: (6+ 2km): Vv (Igr)M-(0+ 2A7)2.

Naszkicowac¢ nieskonczony zbiér wartosci Log Log(l+i”/3), zazna-
czajac, ktére z nich sa wartosciami IgLog(l-H\/3), ktére za$ wartoscia-
mi Log Ig(l -hiv/3).

215. Funkcja wyktadnicza. Wzorujgc sie na okresleniu
funkcji ey zmiennej rzeczywistej y, mozemy utworzy¢ naste-
pujace

Okreslenie. Jezeli jakakolwiek wartos¢ funkcji Log z réwna

sie G nazywamy z funkcja wyktadnicza zmiennej C i piszemy
£=exp C.

Tak wiec z—e~ 1~ jezeli C—Log”. Kazdej danej warto-
sci na z odpowiada nieskoniczenie wiele wartosci t; moznaby
wiec przypuszczaé, ze zachodzi réwniez zjawisko odwrotne,
czyli ze expc jest nieskonczenie wielowartosciowa funkcja
zmiennej £ Tak jednak nie jest, o czym przekonamy sie z na-
stepujacego twierdzenia.

Twierdzenie. Funkcja wyktadnicza exp Cjest jednowartos-

ciowg funkcja zmiennej £.

Jakoz przypusémy, ze
mz~rcos sin Oj), £2= r2cos 0,-]-i sin "2
sg to dwie wartosci funkcji exp C. W takim razie
C=Logfrl=Logz2,
a wiec Igri+*(0j+ 2mic)=1gr2-]-i(024-2nTr),
gdzie m, n sa liczbami catkowitemi. Stad wynika, ze
Ig ri—Ig r2, ~l+2mic= "2-f-2»«,

a wiec rx=r2, a Qj i 02 réznig sie o wielokrotnos$¢ 2ir, czyli

W niosek. Jezeli Cjest liczbg rzeczywistg, to exp C= tj.
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réwna sie funkcji wyktadniczej zmiennej rzeczywistej, ktéora okre-
slilismy w rozdziale IX.

Istotnie, jezeli to lgz—¢, czyli £ jest jedng z war-
tosci funkcji Log z, a wiec z=exp (

216. Wartos¢ funkcji exp£. Niech bedzie {=C+in
i niech
z=exp (=r(cos 8in 6).

W takim razie

gdzie m jest liczbg catkowitg. Wobec tego &= Igr, n= 60 + 2mm,
czyli r=e”, 8 =n—2mn
a wiec exp

Przy n=0, mamy expé= e co juz otrzymaliSmy w § 215.
Rzecz jasna, ze zaroéwno cze$S¢ rzeczywista, jak cze$¢ urojona
funkcji exp(§+in) sa funkcjami ciggtemi zmiennych & n przy
wszelkich wartosciach tych zmiennych.

217. Rownanie funkcyjne, ktéremu czyni zados$¢ expdl.
Niech bedzie {x , @= £2-H'd2. Mamy

exp £tx exp @—  (cos glj-i sin 4j) x e~(cos 7],-f-i sin rjj)
- enr +** [cos™ + €2)j-i sin(7]11-7j2]
= exp(C1+C?2).

Widzimy, ze nasza funkcja czyni zado$¢ rownaniu funk-
cyjnemu ACi+C2=AC1AC2, o ktorym wiemy juz (8§ 198), ze
jest stuszne dla wszelkich rzeczywistych wartosci na £ i C.

218. O funkcji a Przy £ rzeczywistym mamy expf = ¢’ ;
zdawatoby sie tedy rzeczg praktyczng uzywac tego samego
symbolu przy £ zespolonym i zarzuci¢ zupeilnie symbol expE£.
Nie postgpimy jednak tak, gdyz podamy ogélniejsze okres$lenie
symbolu ef przyczyni okaze sie, ze exp£f jest tylko jedna
z wartosci funkcji e*.

OkresliliSmy juz symbol af w wielu poszczegdlnych przy-
padkach. Elementarna algiebra symbol ten okres$la przy a do-
datnim rzeczywistym i przy £ wymiernym, jak réwniez przy
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a rzeczywistym ujemnym i przy C wymiernym, majacym mia-
nownik nieparzysty. Na mocy tycli okreslen c- moze miec co-
najwyzej dwie wartosci. W rozdziale 111 uogdlniliSmy to okre-
Slenie na przypadek, gdy a jest dowolng liczbg zespolonag lub
rzeczywista, a C liczbg wymierna p/q. W rozdziale IX poda-
liSmy nowe okreslenie, ktére wyraziliSmy za pomoca réwnania

ar=e " g
gdzie c jest liczba rzeczywista, a za$ jest liczbg rzeczywistg
dodatnia.

Nie mamy jednak dotad okres$lenia, na mocy ktérego mo-
glibySmy przypisa¢ jakie$ znaczenie takim symbolom, jak

(l+«y2, 2% (3-F2r)243.

Podamy tedy okreslenie ogoélne symbolu n’, ktére da sie
zastosowac¢ do wszelkich wartosci rzeczywistych lub zespolo-
nych liczb a, G z wyjatkiem tylko przypadku, gdy a jest zerem.

Okreslenie, funkcje a okreSlamy za pomocg réwnania
= exp(CLog a),
w ktorym Log a jest jakakohoiek wartoscig loyarytmu liczby a

Musimy najpierw przekona¢ sie, czy to nowe okreslenie
nie jest sprzeczne z poprzedniemi i czy zawiera je wszystkie
jako przypadki szczegolne.

(1) Jdezeli a jest liczbg dodatnig, a C liczbg rzeczywistag,
wowczas jedna warto$¢ funkcji CLoga, mianowicie Clg a jest
liczbg rzeczywistg, a exp(C Igrt) = € co zgadza sie z okre-
Sleniem, podanym w rozdziale IX. WidzieliSmy juz, ze okre-
Slenie rozdziatu 1X nie jest sprzeczne z okre$leniem, ktére po-
daje algiebra elementarna, a wiec to samo da sie powiedziec¢
i o nowym naszym okresleniu.

(2) Jezeli a—eT(cos sind) to

gdzie m jest dowolng liczbg catkowitg. tatwo widzieé, ze gdy
m przybiera wszelkie mozliwe wartosci catkowite, wowczas
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powyzsze wyrazenie przybiera q i tylko gq réznych wartosci,
ktére sa wiasnie wartosciami na ap/q znalezionemi w § 41.
Tak wiec nasze okreslenie jest zgodne 2z okresSleniem roz-
dziatu I11.

219. Ogodlna wartos¢ funkcji aj. Niech bedzie
{=C=in, a=o(cosy &iny),
gdzie — tak iz, wedlug znakowania poprzedniego pa-
ragrafu, mamy o=ez czyli T=1go.
W takim razie

t Loga= (
gdzie

Tak wiec ogo6lng wartoscig funkcji af jest

Funkcja al jest wiec funkcja nieskoniczenie wielowarto-
Sciowa. Istotnie, o ile n # wowczas dla kazdej wartosci na m

ma inng warto$¢. Jezeli n= 0, moduly wszystkich wartosci at
réwnaja sie sobie. Ale dwie wartosci sa roézne, o ile nie sg
rowne sobie ich amplitudy Ilub o ile nie réznig sie o wielo-
krotnos¢ liczby 2m. Wobec tego £(<I>f2mifr) oraz £(f>)-2n7t), gdzie
m, n sg to rézne liczby catkowite, musza rézni¢ sie o wielo-
krotnos¢ liczby 27r. Jesli jednak
4(Mt-2wW27r)— 4>+ 2wr) — 2Kkn,

to i—Tcf(m—n) jest liczbg wymierna. Dochodzimy tedy do
wniosku, ze cr jest funkcja nieskoriczenie wielowartosciowg, o ile
C nie jest liczba rzeczywista wymierng. 7i drugiej strony wiemy
juz, ze gdy Cjest liczbg rzeczywista wymierng, wowczas funk-
cja an posiada tylko skonczong liczbe wartosci.

Wartos$¢ gtéwng funkcji a* otrzymujemy, dajac na Loga jego war-
tos¢ glownag, czyli kladac we wzorze ogélnym m—0. Tak wiec

Igo— jQO(TIgo+"D+$ sin(f] Ig o+44)i

jest gtébwng wartoscig funkcji a*.
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Dwa szczegbélne przypadki sg godne uwagi. Jezeli a jest liczba
rzeczywista dodatnig, a £ jest liczbg rzeczywista, wéwczas o= a, 0,

3 = & i wartoscig gtéwna funkcji al jest e"lga, t.j. wartos¢, okreslo-
na w poprzednim rozdziale. Jezeli ]a]=l, a £ jest liczba rzeczywistg,
wowczas o=1, £=C n=0, a gldwna wartoscia funkcji (cos y+isiny jest
cosE4+isin{y Jest to dalsze uogdblnienie twierdzenia De Mboivre'a
(88 38, 41).

Przyktady XCVII. 1 Znalez¢ wszystkie wartosci
[Na mocy okres$lenia ii=exp (i Logi), ale

s L

gdzie k jest liczbg catkowitg. Wobec tego

Wszystkie wiec wartosci ii sg rzeczywiste dodatnie.|
2. Znalezé wszystkie wartosci (I+i)i i1+, (I+i)l+.

3. Wartosci a , wykre$lone na djagramacie Arganda, sa wierz-
chotkami wielokata réwnokatnego, wpisanego w spiralng réwnokatng, kté-
rej kat jest niezalezny od a

(Mathem. Tripos, 1899).

[Jezeli ag =r(cos B+ isinB), mamy
wszystkie punkty lezg na krzywej

4. Funkcja e . Kladac we wzorze ogélnym a=e, czyli Igo=1,
=0, mamy

Wartos$cig gtowng funkcji ¢ jest e (cosfj + isin-r,) czyli cxp€£.
W szczeg6lnosci, jezeli £ jest liczbg rzeczywista, tak iz y]=0, mamy war-
tos¢ ogolng
£
e (cos 2hwrcESfi sin 2nref) ,

gtébwna za$ wartos¢ niczym innym nie jest, jak wartoscia dodatnig
funkcji wyktadniczej, okreslonej w rozdziale IX.

£
5 Dowies¢, ze Loge —(I+2wTti)E-f2nTCi, gdzie m, n sga dowolnemi

- - - - - - £ - 7 - ~ -
liczcbami catkowitemi, i ze Loga posiada wogole dwa nieskonczone cia-
gi wartosci.

£ £
6. Réwnanie 1/a =a— jest zupetne. (Przyki. XCVi. 3).
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7. Réwnanie at xb¥== (ab)£jest zupetne, ale odpowiednie réwna-
nie dla wartosci gtéwnych nie jest zawsze stuszne.

8. Réwnanie a x« =a nie jest zupetne, ale jest stuszne w za-
stosowaniu do wartosci gléwnych. [Kazda warto$¢ strony prawej réwnania
jest zarazem wartoscig jego lewej strony, ale warto$¢ ogolna funkgji

al x a° czyli

exp jC(lga+ 2kic i) + C(lgrt+ 2wti)|
AT

nie jest naogdt wartoscig funkcji a
9. Czy réwnania
LogaC= £Loga, (aQC=(aC)C oCC

, 0 ile tylko mH=]

sg zupetne?

10. Prz£y jakich wartosciach na £ jakakolwiek (albo gtéwna) war-
tos¢ funkcji €5 jest (1) rzeczywista, (Il) czysto urojona, (I11) ma modut
réowny jednosci?

11. Zeby wszystkie wartosci funkcji a£ byty rzeczywiste, trzeba
i wystarcza, aby zardéwno 24, jak [f]Ig]a]+4am al/ir, gdzie arna oznacza
dowolng warto$¢ amplitudy, byty liczbami catkowitemi. Jaki jest waru-
nek konieczny i dostateczny, zeby wszystkie wartosci miaty modut réw-
ny jednosci?

12, Przy cc>0 ogdlng wartoscia funkcji \xi-\-x~i\jest

e~ (mn)rc vi2jcosh2(m-+-n)w+cos(21ga:)}.

13 Gdzie tkwi bitgd w nastepujacym rozumowaniu: poniewaz
einkKt =e 2’llU—11 gdzie m, n sg liczbami catkowitemi, zatym, podnoszag
obie czesci rownania do potegi i, mamy e~2m —e~2wt?

It. Kiedy wartosci funkcji xx, gdzie x jest liczbg rzeczywista, sg
rzeczywiste?

[Jezeli a?>0, mamy

at=exp(x Log x)=exp(x Igx)Cis 2r)mx,

przyczym pierwszy czynnik jest rzeczywisty. Warto$¢ gtéwna, ktora
otrzymujemy kladgc m—O0, jest zawsze liczbg rzeczywistg.

Jezeli x jest albo utamkiem wymiernym ksztattu p/(2q+ 1), albo
liczbg niewymierna, wowczas funkcja nie ma innej wartosci rzeczywistej.
Jezeli x=p/2q, woéwczas istnieje druga rzeczywista wartos¢ przy m=q,
a mianowicie wartos¢ —exp(xlgx).

Jezeli *= —£<0, to

aT=exp! —4Log(-4)[ = exp(-4 1g4)Cisj - (2m+1)4*i.

Wartos¢ rzeczywistg mozemy otrzymacé tylko przy Zz=p/(29-{-\),
gdy m=q; wartos¢ ta réwna sie

exp(—4lg 4)Cis(-prt)=(-1)pa" ~.
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15. Logarytm przy dowolnej zasadzie. Funkcje £=Logaz mo-

zemy okresli¢ w dwojaki sposéb; (I) mozemy powiedzie¢, ze £=Log,z,
r

jezeli wartos¢ gtdwna funkcji a rowna sie z; (Il) albo tez mozemy po-

wiedzie¢, ze réwnanie to zachodzi, jezeli jakakolwiek wartos¢ funkcji

aC réwna sie z

Jezeli a=e, wtedy mamy wedtug pierwsze*go okreslenia C=Logez,

o ile warto$é¢ gtdbwna funkcji réwna sie z czyli expC=2 wobec czego
Logez jest tym samym, co Logz. Natomiast wedtug drugiego okreslenia
C=Logez, jezeli

czyli C= (Logz)/(Loge), przyczyni bierzemy dowolng warto$¢ logarytmu.
Wobec tego

i kazdej wartosci z odpowiadajg dwa nieskonczone zbiory wartosci £ Na
mocy tego okre$lenia mamy ogélnie Loga™=(Log”)/(Loga).

16. Logel-+-2m7u/(l + 2ndu), Loge(- 1) = 2m+ 1)uf(1+ 2«iri), gdzie
m i n sg liczbami catkowitemi, zresztg dowolnemi.

220. Zwiazki miedzy funkcja wyktadniczg a funkcjami
trygonometrycznemu Ze wzoru

wynikaja wazne wzory pomocnicze. Kiladgc 6= 0, mamy
exp (zy]) = cos 7]-]-i sin 7], a zmieniajac znak przy 7, otrzymujemy
exp(—rf])= co8 D—isinyj. Stad wynika, ze

221. Okreslenie funkcji sin C, cos C dla dowolnych war-
tosci C. WidzieliSmy, ze przy C rzeczywistym mamy

Trygonometrja elementarna okresla lewe czesci tych réw-
nan tylko przy rzeczywistych wartosciach na C, natomiast pra-
we czesci okredliliSmy juz przy wszelkich wartosciach zmien-
nej C, zaréwno rzeczywistych jak zespolonych. Stad powsta-
je mysl uwazania réwnan (la) i (16) za okreslenia funk-
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cji cosC i sin C przy wszelkich wartosciach zmiennej nieza-
leznej C. Na mocy § 220 okre$lenia te sa zgodne z elemen-
tarnemi okre$leniami tych funkcji przy rzeczywistych warto-
Sciach C.

Inne funkcje trygonometryczne okreslamy za pomoca
réwnan

Rzecz jasna, ze cosC i secC sg parzystemi funkcjami
zmiennej C, wszystkie za$ inne sg funkcjami nieparzystemi.

Ktadgc exp(iC)= ¢ mamy

Do wyrazenia funkcji trygonometrycznych zmiennej C+C'
za pomocg funkcji zmiennych Ci C stuzg te same wzory, co
i w trygonometrji elementarnej. Jakoz niech bedzie exp(«C)= ¢ ;
mamy

W taki sam spos6b dowiedzie czytelnik wzoru

W szczegdlnosci

Wszystkie wzory trygonometrji elementarnej sa prostemi
wnioskami z wzoréw (2)— (61, a wiec wszystkie te wzory po-
zostaja stuszne przy ogélnym okresleniu funkcji trygonome-
trycznych.

222. Funkcje hiperboliczne ogdlne. W Przykt. XC.19 okreséli-
lismy funkcje coshC, sinhC przy rzeczywistych wartosciach C za pomo-
cg réwnan
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Mozemy te okreslenia rozciggna¢é na przypadek, gdy £ jest liczba
zespolong, t j. mozemy umowié sie, ze rownania (1) okres$lajg funkcje
sinhC, cosh £ bez wzgledu na to, czy £ jest liczbg rzeczywistg czy ze-
spolona.

tatwo sprawdzi¢ nastepujace zwigzki:

WidzieliSmy, ze wzory trygonometrji elementarnej pozostajg stusz-
ne, gdy £ przybiera wartosci zespolone. Mamy tedy prawo wstawi¢ do
takiego wzoru cosif zamiast cosf, sinif zamiast sing, i t d W ten
sposéb np. z wzoru

wynika wzor

Ten takt ttumaczy réwniez dostrzezong w Przykt XC.21 odpowied-
nio$¢ miedzy wzorami trygonometrji a wzorami na funkcje hiperboliczne.

223. Wzory na cos(£+reg), sin(E-t-re). Z wzoréw na funkcje su-
my argumentéw wynika, ze

cos(4+i-e)=cos£ cosi-g—sin£ sinif]=cos£ cosh-e—isin£ sinh-e

sin(E+ i?])=sin £ cos ra+ cos £ sin i-ag=sinf cosh-e-ficos £ sinh-e.

Te wzory sg stuszne przy wszelkich wartosciach na £i € Cieka-
wy przypadek szczegélny mamy woéwczas, gdy £ i g sg rzeczywiste: wzo-

ry nasze dajg wtedy czesSci rzeczywista i urojong wstawy i dostawy licz-
by zespolonej.

Przykiady XCV1I1. . Przy jakich wartosciach £ funkcje cos£,
sinf sg (1) rzeczywiste, (Il) czysto urojone?
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7. Dowiesé, ze

a

Znalez¢ analogiczny wzor dla

8. Rozwigzanie rownania cosl{=a, gazie a jest liczbag rzeczy-
wistg. Kiladac mamy

zatym albo n=0, albo tez 4 jest wielokrotnoscig liczby m Jezeli n=0,
to cos&=a co jest mozliwe tylko przy —L To daje rozwigzanie

gdzie arccosmzawiera sie miedzy 0 a Jezeli zas 4= mm wolwczas

coshn=(—l)mt, tak iz albo «;>1 i m jest parzyste, albo tez a<4—1i m
jest nieparzyste. Przy a= * 1 mamy =0 i wracamy do pierwszego
przypadku. Jezeli ]a]>l, to coshvj=]a], co prowadzi do rozwigzan

Np. ogdélnym rozwigzaniem réwnania

jest

y. Kozwigzac réwnanie sim,=a, guzie a jest nczDg rzeczywistg.

10. Rozwigzanie réwnania cosC=a+i{3, gdzie {#0 Mozemy
zatozy¢, ze [3>0, wystarczy bowiem zmieni¢ znak przy i, aby otrzymaé
odpowiednie wyniki dla przypadku, gdy {3<0. Mamy

oraz

Kladac coslize=x, mamy

Przypusémy, ze «>0. Witedy
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ze za$ cosh-e>cos£, zatym

Rozwigzanie ogdlne réwnania wyraza sie zapomocg wzorow

gdzie L=Al+A2, M—AI1—Ai, a arccosM zawiera si¢ miedzy 0 i -.

Otrzymane wartosci na 4 i  zawierajg jednak réwniez rozwigzania
réwnan

gdyz drugie réwnanie uktadu (1) wprowadziliSmy do naszych rozwazan
podniéstszy je do kwadratu. Chcac rozrézni¢ te dwa uktady rozwigzan,
musimy zwr6ci¢ uwage na to, ze sinf£ ma ten sam znak, co arccosM
w pierwszym z réwnan (2), a sinh-e ma ten sam znak, co prawa strona
drugiego z tych réwnan. Poniewaz p>0, dwa te znaki muszg by¢ rdzne,
wobec czego zgdane rozwigzanie ogélne jest

11. Zbada¢ w podobny sposéb przypadki, gdy a<0 lub a=0.

12. Jezeli p=0, to L=*Ja+NU+*]a-1], M=tj+11-*la-11
Sprawdzi¢, ze wyniki te sg w zgodzie z Przykt. 8
13 Jezeli a>0, P>0, to og6lnym rozwigzaniem réwnania

sin C=a+ip jest

gdzie arc sin M zawiera sie¢ miedzy 0 a ! .

14. Rozwigzaé¢ réwnanie tgf£=a, gdzie a jest liczbg rzeczywista.

[Wszystkie pierwiastki sg rzeczywiste.]

15, Jezeli p==0, wowczas ogélnym rozwigzaniem rdéwnania
tgE = a+i” jest

gdzie 9 jest liczbowo najmniejszym katem, czynigcym zado$¢ réwnaniom

16. Jezeli z=£exp”™-~J, i jezeli £1i ¢ sg liczbami rzeczywistemi,

wowczas kwadrat modutu funkcji cos2tiz—cos 2tc réwna sie

17. Dowiesé, ze
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18 Jezeli Cdazy do .. wzdluz prost,ej, przeehodzacej przez po-
czatek ukladu i tworzacej z osig OX kat mniejszy od '-(,Wéwczas

|exp£]->ao0, jezeli za$ prosta, po ktorej porusza sie £, tworzg z osig OX
kat wiekszy od prostego, woéwczas |expC]|-»0.

19. Jezeli Cdazy do oo wzdtuz jakiejkolwiek prostej, przechodzg-
cej przez poczatek uktadu i nie zlewajgcej sie z osig liczb rzeczywi-
stych, woéwczas zaréwno ]cos CJ, jak kin C]dazg do co.

20. Jezeli Cdazy do @ tak, jak w poprzednim przyktadzie, to tgC
dazy do —i, jezeli prosta lezy nad osig OY; jezeli zas prosta lezy pod
osig, to tgc dazy do i.

224. Zwiagzek miedzy funkcjami logarytmicznemi a koto-
wemi. Widzielismy w rozdz. VI, ze catka funkcji algiebraicznej
oA\ «, (3...), w ktorej a, p.. sg stale, wyraza sie czasem za pomocg
funkcji logarytmiczncj, czasem za$ za pomocg funkcji kotowych, zalez-
nie od wartosci statych «, ~.. Ten fakt wskazuje na istnienie jakiego$
zwiagzku miedzy temi funkcjami.

Zbadajmy blizej réwnanie

ktore jest stuszne, jezeli a jest liczbg rzeczywista, a (x—a)/(x+a)>0.
Gdybysmy mogli podstawi¢ v;. zamiast a, otrzymalibysmy wzor

gdzie C jest stalg. Powstaje pytanie, czy obecnie, gdy$my juz okreslili
logarytm liczby zespolonej, wzdr ten nie okaze sie stusznym.
Otoz (§ 214)

gdzie k jest liczba catkowitg, a @ liczbowo najmniejszym katem, dla Kkto-
rego cos<f= x/ \Zx2{(-ot2 sin'f=«/v a«*+a2 Tak wiec

gdzie | jest liczbg catkowita, a otrzymana warto$¢ rézni sie istotnie tyl-
ko o statg od wartosci funkcji arctg(cc/a).

Zasadniczy wzor, wyrazajacy zwigzek miedzy funkcjami logaryt-
micznemi a kotowemi, jest
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gdzie x jest liczbg rzeczywista. Najtatwiej sprawdzi¢ ten wzor, kiadac
x=tgy\ strona prawa przybiera woéwczas ksztatt

gdzie k jest dowolng liczbg catkowita, tak iz réwnanie (3) jest ,zupeinie
stuszne" (Przykt. XCV1.3). Czytelnik sprawdzi wzory

Przyktad. Rozwigzujgc wzgledem y réwnanie

co jest réwnoznaczne z pierwszym réwnaniem (4). W podobny spos6b
czytelnik otrzyma drugie réwnanie (4) oraz réwnanie (3).

225. Rozwiniecie exp£ na szereg potegowy. W § 205
widzieliSmy, ze przy z rzeczywistym mamy

W § 184 widzieliSmy, ze szereg ten pozostaje zbiezny (a na-
wet bezwzglednie zbiezny), jezeli z jest zmienng zespolona.
Stad powstaje przypuszczenie, ze rownanie (1) jest stuszne
przy z zespolonym; dowiedziemy zaraz, ze tak jest istotnie.

Sume szeregu (1) oznaczmy przez F(z). Szereg jest bez-
wzglednie zbiezny, a wiec, stosujac mnozenie (jak w Przykt.
LXXXIV.7), przekonamy sie, ze F(z) czyni zado$¢ roéwnaniu
funkcyjnemu

F{z)F(h)=F(e+h)

Potézmy z—iy oraz F(z)—f(y), gdzie y jest liczbg rzeczy-
wistg. Mamy

f(u) ['(E)=/m(*/+&)>

a wiec

Ale
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jesli wiec &< 1, to

Widzimy, ze

Ootoéz

gdzie <) jest tunkcjg parzysta, a nieparzystg zmiennej vy.
Wobec tego

zatym

gdzie Y jest taka funkcjag zmiennej y, ze — %< Ponie-

waz f(y) posiada pochodng, zatym jej czesci rzeczywista i uro-
jona, czyli cos v, sin Y muszg tez posiada¢ pochodne, a wiec
tymbardziej muszg by¢ funkcjami ciagteini zmiennej y. Wobec
tego Y jest funkcjg ciggta zmiennej y. Przypusémy, ze war-
tosci y-\-lc odpowiada warto$¢ Y-\-K\ gdy k dazy do zera, K
musi réwniez dazy¢ do zera, a

Z dwuch utamkoéw, stojgcych w prawej czesci tego réw-
nania, pierwszy dazy do granicy, gdy k-+0, drugi za$ dazy
do —sin Y. Widzimy, ze K/k dazy do granicy, tak iz Y po-
siada pochodng wzgledem vy.

Dalej
ze za$

zatym
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gdzie C jest stalg, a

Ale f(0)= 1, gdy y= 0, zatym C jest wielokrotnoscia liczby 2,
a f(y) = cosy + isiny. Tak wiec F(iy) = cosy + isiny przy
wszelkim rzeczywistym y. Jezeli x jest rowniez liczba rze-
czywistga, mamy

F(x +iy)= F(x)F(iy) = expx(cosy-+ siny)= exp(x + iy)
czyli
przy wszelkich wartosciach na z.

226. Rozwiniecie cosz oraz sinz na szeregi potegowe.
Z poprzedniego paragrafu oraz ze wzoru (1), § 221 wynika
odrazu, ze przy wszelkim z mamy

Przyktady XCIX. 1 Obliczy¢ cosi, sini z doktadnoscig do 0.01
zapoinocg powyzszych szeregow.
2. Dowiesé, ze |cosz]|<”cosh]] i ze |sin™|~sinh]/.
6
3 Jezeli |z]<l, to Jcosz|<2, a |sinz] <-5\z\.

4. Poniewaz sin 2z=2 sinz cosz, zatym
Mnozac szeregi w prawej czesci tego réwnania, dowies¢, ze

Otrzymaé¢ analogiczne tozsamosci, opierajgc sie na réwnaniach

5. Dowies¢, ze

6. Rozwinag¢ coszcoshz wedlug poteg zmiennej z. [Mamy
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'ak samo cos? cosh? —isin ? sinh?=cos(l + i)z

zatym

7. Rozwing¢ sin?sinh?, coszsinh?, sin? cosh? wedtug poteg z

8. Rozwing¢ sin2? sin® wedlug poteg zmiennej z. [Oprzeé¢ sie na
wzorach sin2=72l-cos 2z), sin®@=V43sin?-sin 37),...

Rzecz jasna, ze te samg metode mozemy zastosowa przy rozwija-
niu na szereg sin"? i cos"?, gdzie n jest dowolng liczbg catkowitg do-
datnia.]

9. Wyznaczy¢ sumy szeregéw

10. Wyznaczy¢ sumy szeregbéw

11. Znalez¢ sumy szeregow

oraz analogicznych szereg6w, utworzonych z wstaw.
12. Dowies¢, ze

13. Dowiesé, ze podane w Przykt. LIX.I rozwiniecia cos(x+h) oraz
sin(@?+ /t) na szeregi wedtug poteg h sg stuszne bez wzgledu na to, czy
X i h sg rzeczywiste czy zespolone.

227. Szereg logarytmiczny. W § 206 widzielismy, ze

gdzie z jest liczbg rzeczywistg, przyczym W< 1. Szereg w pra-

Wyktad czystej matem. 30.
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wej czesci réwnania jest bezwzglednie zbiezny, jezeli z jest
liczbg zespolong, ktérej modut jest mniejszy od 1. Dowiedzie-
my, ze roéwnanie (1) pozostaje stuszne przy z zespolonym,
a mianowicie jezeli |,?I<sl, z wyjatkiem tylko wartosci z= —[.

Przypominamy, ze Ig(l-]-2j jest wartoscia gtdwna funkcji
Log(l-\-2) i ze

gdzie cC jest odcinkiem prostej, tgczacym punkt 1 z punktem
1A-z w ptaszczyznie zmiennej zespolonej u. Mozemy zatozyc,
ze z nie jest liczbg rzeczywista, gdyz dla liczb rzeczywistych
stusznos¢ wzoru (l) zostata juz dowiedziona.

Jezeli
tak iz
a

wowczas u zakresla linje ¢, gdy t zmienia sie od 0 do r
Mamy tez

gdzie

Z wzoru (1) w 8§ 157 wynika, ze

Oto6z nigdy nie jest mniejsze od prostopadtej, po-
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prowadzonej z O do prostej c*). Oznaczmy te prostopadig
przez w. Mamy tedy

Oczywista rzecz, ze dowiedliSmy zarazem zbieznosci sze-
regu, co zresztag byto nam juz znane (Przyki LXXXII1.4).
Szereg nasz jest bezwzglednie zbiezny przy W< 1 i warunko-
wo zbiezny przy \

Ktadac —z zamiast z, mamy

228. Wiemy, ze

przyczyni bierzemy te warto$¢ arctg, ktoéra zawiera sie mie-

m y

dzy —— a — . Istotnie, 1-j-z jest to wektor, ktéry przedsta-
u 4y

wiamy zapoinocg odcinka, taczacego —Ilz 2, zatym gtéwna

wartos¢ funkcji am(i-)-*) zawiera sie zawsze miedzy wyinie-
nionemi granicami, jezeli z lezy wewnatrz kota z — 1.

Poniewaz z''=j,n(cos sin m&), zatym, przyréwnywu-
jac do siebie czesci rzeczywiste i urojone w roéwnaniu (5),
§ 227, mamy

*) Poniewaz z nie jest liczbg rzeczywistg, zatym C nie przecho-
dzi przez poczatek uktadu. Radzimy zilustrowaé¢ rozumowanie zapomo-
ca rysunku.
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Réwnania te sg stuszne przy wszelkim 9, o ile o<[r<n;
tylko przy r— 1, 9 nie powinno by¢ nieparzysta wielokrotnos-
cig liczby & Ltatwo dostrzec, ze réwnania pozostajg stuszne

przy —: 55r <;o0 z tym zastrzezeniem, ze przy r= —1, 9 nie
powinno by¢ parzysta wielokrotnoscig liczby w
Ciekawy przypadek szczegélny zachodzi, gdy [—:. Ma-

my woéwczas

Przy innych wartosciach 9 mozemy wyznaczy¢ sumy sze-
regéw, biorgc pod uwage, ze sg one funkcjami okresowemi
zmiennej 9, przyczym okres =2« Tak wiec suma szeregu do-

staw réwna sie "lgl4cos2—j z wyjatkiem tylko przypadku,

gdy 9 jest nieparzystg wielokrotnoscia liczby t« (szereg jest
woéwczas rozbiezny), suma za$ szeregu wstaw réwna sie

A9-—2Kw), jezeli 2k— 1)< 9 < & 1)tt, jezeli zas 9 jest niepa-
rzysta wielokrotnoscig liczby & woOwczas suma réwna sie ze-
ru. Na rys. 66 mamy wykres funkcji, ktérg przedstawia sze-
reg wstaw. Funkcja ta jest nieciggta przy 9= (2&|-D)w

Piszac iz oraz —iz zamiast z w réwn. (5) i odejmujgc, otrzymu-
jemy
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Jezeli z jest liczbg rzeczywistg i
§ 224) wzor

|z|<l, otrzymujemy (opierajac sie na

ktorego dowiedliSmy juz innym sposobem w § 207.

Przyktady C. 1 W kazdym trdjkacie, w ktérym a>b, mamy

przyczym arctg zawiera sie miedzy —" a

Wyznaczy¢ sume szeregu
przy innych wartosciach na th

3. Opierajagc sie na rozwinieciach funkcji

lg(l+iz) oraz Ig(l-u)
na szeregi potegowe zmiennej z, dowies¢, ze przy —!<»e<! mamy

przyczym arc tg zawiera si¢ miedzy

4. Dowies¢, ze

przyczym arcctg zawiera sie miedzy

Znalez¢ podobne wzory dla szeregéw
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229. Kilka zastosowan szeregu logarytmicznego. Niech
z bedzie dowolna liczbg zespolonag, h za$ liczbg rzeczywistg
taka, ze hz2\ <1. Mamy

a wiec

gdzie

Wynika stad, ze

W szczegdllnosci, ktadagc h—1/n, gdzie n jest liczbg cal-
kowitg dodatnig, mamy

a wiec

Jest to uogéblnienie wzoru, ktérego dowiedliSmy w § 201
dla wartos$ci rzeczywistych zmiennej z.

Z wzoru (1) mozemy wysnuc¢ Kkilka innych wzorow, ktére
sie nam przydadzg w nastepnym paragrafie. Jezeli t i h sg
rzeczywiste, h za$ jest przytym dostatecznie matg liczba,
wowczas

gdy A—0, funkcja ta dazy do z/(lI-\-iz), a wiec

Potrzebny nam bedzie réwniez wzdor na pochodng (wzgle-
dem zmiennej t) funkcji (1-\-tzym gdzie m jest dowolng liczba
rzeczywista czy zespolong. Zauwazmy najpierw, ze jesli
o= <PE|-rE jest funkcja zespolona zmiennej t taka, ze jej
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czesci rzeczywista i urojona () oraz w(E) posiadajga pochodne,
wowczas

Widzimy, ze reguta rézniczkowania funkcji exp P jest ta
sama, co przy @ rzeczywistym. Wobec tego mamy

Zarowno (1-\-tz)m, jak (1 maja tu swe wartosci gtowne.

230. Ogoblna posta¢ szeregu dwumianowego. Dowiedlis-
my w § 208, ze suma szeregu

réwna sie (1-\-z)m= expjm Ig(l -\-z) j przy wszelkim rzeczywistym
m i przy wszelkich rzeczywistych wartosciacli na z, zawartych
miedzy —lal. Jezeli an jest spétczynnikiem przy zn, wow-
czas

niezaleznie od tego, czy m jest liczbg rzeczywistg czy zespo-
long. Wobec tego (Przykt LXXXLLL3) szereg jest zawsze
zbiezny, o ile modut liczby 0 jest mniejszy od 1. Dowiedzie-
my, ze sumg szeregu jest wowczas expjmlg(l-]-,4jj czyli gtow-
na warto$¢ funkcji (1

Z § 229 wiemy, ze przy t rzeczywistym mamy
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przyczyni m i z moga mie¢ dowolne wartosci rzeczywiste lub

zespolone, funkcje zas$ w obu czesciach tej réwnosci majg swe
wartosci gtéwne. Jesli wiec wowczas

Wzér ten pozostaje stuszny przy t—0, tak iz

Na mocy uwagi, uczynionej w koncu § 157, mamy

gdzie

a wiec

Ale

a wiec (IJdrzykf. AAA.b) p,->0, wobec czego 1tn—0, gdy 1> 1.
To prowadzi do nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie. Przy wszelkim m, czy to rzeczywistym czy

zespolonym, i przy M < 1l sumg szeregu dwumianowego

jest expjwi lg(l-f-")j, gdzie logarytm ma swa warto$¢ gtéwna.

Bardziej szczeg6towe badanie szeregu dwumianowego,
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uwzgledniajace przypadek, gdy 2j= 1, znalezé mozna w dziele
Br om wieli An introduction to the theory of infinite series
London. 1908. str. 225.

Przykiady CI. 1 Poniewaz

zatym przy m rzeczywistym mamy

przyczym aretg zawiera sie miedzy

mamy

2. - Sprawdzi¢ wzory powyzsze, ktadac wi=I, 2, 3
3. Dowies¢, ze jesli O<jr<lI, to

[We wzorach Przykt. 1 ktadziemy m=-—"J

4. Dowies¢, ze przy mamy

przy wszelkim rzeczywistym m.
[Wynika to z réwnania

5. Za pomoca mnozenia szeregéw dowiedliSmy (Przykt. LXXXIV.6),

Wi\
(n Un, gdzie |z]<l, czyni zado$¢ réwnaniu
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Zapomocag rozumowania analogicznego do tego, ktéresmy podali
w § 209, i nie opierajgc sie na wynikach, osiggnietych w § 230, dowiesc,
ze przy m rzeczywistym wymiernym mamy

6. Jezeli z i p sa liczbami rzeczywistemi i jezeli —1<£<1, wow-
czas

Zadania do rozdziatu X.

1 Dowiesé, ze czeScig rzeczywistg liczhy i'sD+0 jest

gdzie k jest dowolng liczbg catkowita.
2. Jezeli acos J+ &sin 8+c=0, gdzie a, 6, ¢ sg liczbami rzeczywi-
stemi, a c2>a2+fc2 to

gdzie m jest dowolna liczba catkowita parzysta, jezeli c<O0, i nieparzy-
sta, jezeli ¢>0, a za$ jest katem, ktoérego wstawa i dostawa réwmajg sie
odpowiednio Wv/a2+ b2 oraz a/\/a2+ b2.

3. Jezeli jest liczba rzeczywistg, a sin 3sin <p=l, wéwczas

gdzie k jest liczbg catkowita parzysta, jezeli sin&>0, i nieparzysta, je-
zeli sin J<0.

4. Jezeli x jest liczbg rzeczywista, to

Wysnu¢ stad wyniki, osiggniete w Przykt. XC.3.
5. Dowies$é, ze przy a>0 mamy

wyshué¢ wyniki, osiggniete w Przykt. XC.5.

6. Jezeli (x/a)2+(y/b)2=:1 jest réwnaniem elipsy, a symbol f(x, y)
oznacza najwyzsze wyrazy w réwnaniu innej jakiejs krzywej algiebra-
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icznej, woéwczas suma kagtéw mimosrodowych, odpowiadajacych punktom
przeciecia sie elipsy z krzywa, rozni sie o wielokrotnos¢ liczby 2« od

-iJlg/Ca, ib)-]gf(a, -ib)}.

[Katy mimosrodowe dane sg przez rownanie f(acos a, bsina)+ ...=0 albo
przez

gdzie M=expta, Sa réwna sie jednej z wartosci —ilgP, zas P jest ilo-
czynem pierwiastkéw tego réwnania.]

7. Wyznaczy¢ liczbe i przyblizone potozenie pierwiastkéw réwna-
nia tgz=az, gdzie a jest liczbg rzeczywistg.

[Wiemy, ze réwnanie to ma nieskonczenie wiele pierwiastkow rze-
czywistych. Niech bedzie z=x+iy\ mamy

sin 2x/(eos 2a?-fcosh 2y)—ax, sinh 2y/(cos 2cc-I-cosh 2y)—ay,
o ile wiec x i y byltyby od zera rozne, mielibySmy
(sin 2cc)/2cc=(sinh 2y)/2y,
co jest niedorzeczne, gdyz strona lewa jest liczbowo mniejsza od 1, stro-
na za$ prawa wieksza od 1

Wobec tego musi by¢ x=0 albo y—0. Jezeli y—0, wracamy do
pierwiastkéw rzeczywistych. Jezeli x=0, to tghy=ay. *tatwo widzie¢
ze je$li a<”0 luh a1, réwnanie to ma tylko jeden pierwiastek rzeczy-
wisty réwny zeru, jezeli zas§ 0<a<l mamy dwa czysto urojone pierwiast-
ki, przy innych zatozeniach wszystkie pierwiastki sg rzeczywiste.]

8. Rodwnanie tgz—az+ b nie posiada pierwiastkéw zespolonych, je-
zeli a, b sg rzeczywiste i jezeli 4=0, a"gjO. Jezeli a>0, woéwczas warto-
Sci bezwzgledne czesci rzeczywistych wszystkich pierwiastkdéw zespolo-
nych sg > |b/20].

9. Rownanie tgz—a/z ma dwa czysto urojone pierwiastki przy
a<0, przy innych za$ wartosciach rzeczywistych na a nie ma wcale
pierwiastkéw zespolonych.

10. Roéwnanie tgz=a tgh ez, w ktorym a i c sg liczbami rzeczywi-
stemi, ma nieskoriczenie wiele pierwiastkéw rzeczywistych i czysto uro-
jonych, ale nie ma pierwiastkéw zespolonych.

11. Jezeli x jest liczba rzeczywista, to

przyczym suma zawarta w nawiasie ma -~ lub sktadnikéw.

Znalez¢ analogiczny wzér dla eaxsinbx.
12. Jezeli ng(z, n)-+z, gdy 00, to J1+ iz W|’-vexp z
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13 Jezeli 9(t) jest funkcjg zespolong zmiennej rzeczywistej t, to

14 Przeksztatcenia. W rozdziale Il poznalismy kilka prostych
przyktadéw zwigzkéw gieometrycznych, ktére zachodzg miedzy figurami,
lezgcemi w ptaszczyznach zmiennych z, Z, jezeli mamy zalezno$¢ z=f(Z).
Teraz poznamy kilka przykitadéw, w ktérych ta zaleznos¢ zawiera funk-
cje logarytmiczne, wyktadnicze lub kotowe.

Najpierw przypusémy, ze

z=exp(r:Z/a), Z=(alic)Logz,

gdzie a>0. Kazdej wartosci Z odpowiada jedna warto$¢ na z, ale kaz-
dej wartosci z odpowiada nieskonczenie wiele wartosci Z. Jezeli x,y,r,ft
sg spotrzednemi punktu z, a X, Y, R, 0 spoétrzednemi punktu Z, wow-
czas

x=eK¥Yacos(nY/a), y=el2Nasin(rc Y/a),

X=(a/n)\gr, Y=(a&/n)-\-2ka,

gdzie Ajest dowolng liczbg catkowita. Jezeli zatozymy, ze —7r<9-<hit,
a Logz ma tu swg wartos¢ gtéwng Igz, woéwczas &=0, a Z lezy w pasie
ptaszczyzny, ograniczonym przez dwie proste, rownolegte do osi OX
i odlegte od niej 0 a Kazdy punkt tego pasa odpowiada jednemu punk-
towi catej ptaszczyzny zmiennej z, i odwrotnie. Biorgc pod uwage inng
wartos¢ funkcji Logz, otrzymamy podobny zwiazek miedzy catg ptasz-
czyzng z i innym pasem ptaszczyzny Z, ktérego szerokosé¢ =2a

Prostym ptaszczyzny Z na ktérych X i Y sg state, odpowiadaja
w ptaszczyznie z okregi i promienie wodzgce, dla ktorych r i Jlsg sta-
te. Jednemu z tych promieni wodzgcych odpowiada cata jedna prosta
rownolegta do OZ, ale okregowi o stalym r odpowiada tylko odcinek
o diugosci 2a rownolegly do OY. Zeby punkt Z wykres$lit catg prosta,
rownolegta do osi QY, trzeba, zeby punkt z nieskonczenie wiele razy za-
kreslit okrag.

15. Dowies¢, ze prostej lezacej na ptaszczyznie Z, odpowiada
w ptaszczyznie z spiralna réwnokgtowa.

16. W podobny spos6b zbada¢ przeksztatcenie z=c cosh (nZ/a),
a w szczegolnosci wykazaé, ze cata ptaszczyzna z odpowiada jednemu
ktoremukolwick z pasow o szerokosci 2«, ktore mozna wykresli¢ w pta-
szczyznie Z, prowadzgc proste, rownolegle do OX. Dowie$¢ réwniez, ze
prostej X~XO0 odpowiada elipsa

przyczyni réznym wartosciom na X0 odpowiada uktad elips spétognisko-
wyeh, i ze proste Y—YO odpowiadajg sprzezonemu uktadowi hiperbol
spologniskowych. Wykres$li¢ droge punktu z, gdy punkt Z przebiega
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prostg X-=X0 lub Y= YO0. Co dzieje sie z punktem Z, gdy punkt z kre-
8li zwyrodniatg stozkowa, ztozong z odcinka, tgaczacego ogniska jedne-
go z poprzednich ukfadéw, i z pozostatych czesci osi x-0w?

17. Sprawdzi¢, ze wyniki poprzedniego przykitadu sa w zgodzie
z wynikami Przyk}. 14 oraz z Zad. 25 w koncu rozdziatu 111 [Przeksztal-
cenie Z—qm'(%z//« mozemy uwaza¢ za zlozone z przeksztatcen

z=czi, Zi=\ka+0/"s)}, 22=exp(rcZ/a).]

18. W taki sam sposdéb zbadaé przeksztatcenie z—ctghjuz/a) i wy-
kazaé, ze prostym Z =X 0 odpowiadajg kota spotosiowe

| x-cctgh(2-X0«)i2+ y2 ¢ ZosechQ2*Xo/«),
prostym za$ Y= Y0 odpowiada uktad ortogonalny k&t spétosiowych.

19 Rzut stereograficzny i rzut Merkatora. Dokota poczatku
spotrzednych zakre$lamy kule promieniem =1 i z bieguna potudniowe-
go tej kuli, majacego spotrzedne O, O, -1, rzutujemy wszystkie jej punk-
ty na ptaszczyzne, styczng do kuli w biegunie pétnocnym. Spotrzedne
punktu na kuli niech beda 4 ‘e, G osie za$ OX, OY obierzmy w plasz-
czyznie stycznej, rownolegte do osi spotrzednych 4, '4 Wykazac, ze punkt
@, '™\ O rzutuje sie jako punkt

i ze x+iy—2tg— Cis < gdzie pjest dtugoscig punktu na kuli, mierzong

od ptaszczyzny r,=0, a 9 odlegtoscig jego od bieguna pdédtnocnego.

Rzut ten nazywamy rzutem stereograficznym; daje on nam mape kuli
na ptaszczyznie stycznej do tej kuli.

Jezeli teraz wprowadzimy nowg zmienng zespolong

a
tak iz Z=<p, Y=igctg —, otrzymamy w plaszczyznie Z nowg mape,
zwang rzutem Mercatorn. Na tej mapie réwnoleznikom i potudnikom od-
powiadajg proste, réwnolegte do osi Z-6w i Y-6w.

20. Zbada¢ przeksztatcenie

wykazaé, ze proste, na ktérych x i y sg state, odpowiadajg dwom pro-
stokatnym uktadom két spotosiowych, lezacych w ptaszczyznie Z.

21. Zbada¢ przeksztatcenie



— 478

i wykazaé, ze proste, na ktérych x iy sg state, odpowiadajg uktadom
elips i hiperbol spoétogniskowych, ktérych ogniskami sg punkty Z-—a,
Z—h.

IMamy \J~Z-a + \/Z-b = \/fc-a exp(x+ iy)

VZ—a— \/Z—b— \/b—aexp(—x—iy);
tatwo wykazaé, ze
|Z—a|+ \Z—b\= \b—a|cosh2ag \Z—a\—\Z-b\ —Y-a cos 2y.]

22. Przeksztatcenie z—ZK Jezeli bierzemy pod uwage warto$¢
gtowna funkcji Z\ wdwczas

exp(lgr + il>)=2=exp(t Ig Z) = exp(i |y R—0),

tak iz Igr—©, fr—IgR+ 2kx, gdzie Ajest liczbg catkowitg. Wszystkie
wartosci k dajg ten sam punkt z, mozemy tedy zatozy¢ A;=0, wobec czego

Igr=—0, *=Ig R . @

Gdy R przybiera wszelkie mozliwe wartosci, 0 za$ zmienia si¢ od
- T do ii, punkt ruchomy zakresla catg ptaszczyzne Z, a woéwczas r zmie-
nia sie od exp(— do exp:c, zmienna za$ H przybiera wszelkie mozliwe
wartosci rzeczywiste. Tak wiec cala ptaszczyzna Z odpowiada pierscie-
niowi, ograniczonemu przez kota z=exp(— i z;=expic, ale punkt z nie-
skonczenie wiele razy zakresla ten pierscien. Jezeli jednak zatozymy, ze J
ma sie zmienia¢ od — do «, woéwczas R moze sie zmienia¢ tylko od
cxp(—n) do exp(ic), czyli ze punkt Z kresli wowczas réwniez pierscien
kotowy. Nalezy jednak zastrzec sie, ze kazdy taki pierscien jest rozcie-
ty wzdtuz osi liczb ujemnych rzeczywistych i ze ani punkt z, ani punkt
Z nie moga przekroczy¢ tego rozciecia, gdyz ich amplituda zmienia sie
w granicach od —u do ir.

Mamy tedy odpowiednio$¢ miedzy dwoma pierécieniami kotowemi

z=2Z1, Z=z~%,

przyczym bierzemy wartosci gtéwne obu poteg urojonych. Kotom jednej
ptaszczyzny, majacym Srodek w poczatku spotrzednych, odpowiadajg
w drugiej ptaszczyznie proste, przechodzgce przez poczatek spotrzednych.

23. Wykresli¢ droge punktu z, jezeli punkt Z wyrusza z punktu
exprc, zakreSla wieksze koto w zwrocie dodatnim az do punktu —cxprr,
posuwa sie dalej wzdtuz rozciecia, nastepnie zakre$la mniejsze koto
w zwrocie dodatnim, wzdtuz rozciecia powraca do wiekszego kota i za-
kresla pozostatg czes¢ jego okregu.

2t Przypusémy, ze obie ptaszczyzny podzieliliSmy na nieskon-
czenie wiele pierscieni kotowych za pomocg két o promieniach

Dowies$¢, ze wybierajac w odpowiedni sposob wartosci poteg w réwna-
niach z—77. Z—z~x mozemy dowolnemu pierscieniowi jednej ptaszczyzny
podporzadkowa¢ ktérykolwiek pierscien drugiej ptaszczyzny.
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25. Jezeli z—Z\ przyczyni bierzemy dowolng potege zmiennej Z,
i jezeli Z kresli spiralng réwnokatowa, ktérej biegunem jest poczatek
spoétrzednych, wéwczas w drugiej ptaszczyznie z kresli réwniez spiralng
rownokatowa, majacg biegun w poczatku spoétrzednych.

26. Jak zachowuje sie Z=zai, gdzie a jest liczbg rzeczywista, je-
zeli z zbliza sie do poczatku spétrzednych wzdtuz osi liczb rzeczywi-
stych? [Z kresli wcigz koto, ktorego Srodkiem jest poczatek spotrzed-
nych, czesci za$ rzeczywista i urojona liczby Z wykonywujg wahania
skonczone; jezeli na za damy gtéowng wartos¢, wowczas promien tego ko-
ta w ptaszczyznie Z réwna sie 1]

27. Rozstrzygngt to samo pytanie o funkcji Z=zatth, gdzie a, b sa
liczbami rzoezywistemi.

28. Przy a rzeczywistym, obszar zbieznosci szeregu Kksztattu
S aHm jest katem, czyli jest obszarem, ograniczonym przez nieréwno-
—X
sci 00<am2r<d-1. W poszczego6lnych przypadkach kat moze pokrywaé
catg ptaszczyzne albo tez moze sprowadza¢ sie do jednej proste;j.

29 Warstwice. Jezeli f(z) jest funkcja zmiennej zespolonej z,
wowczas krzywe, dla ktérych |/(?)] jest stata, nazywamy warstwicami
funkcji f(z). Naszkicowaé warstwice funkcji

z—a (kota spotSrodkowe) (z—a)(z—b) (owale Kartezjusza)
(z—a)/(z—b) (kota spdtosiowe) expz (proste).

30. Naszkicowa¢ ksztatty warstwie funkcji (z—a) (z—b) (z—=) oraz
(1+z\/3-t-z2/z. [Na rys. 67 mamy niektore warstwice tej drugiej funkcji,
przyczym Kkrzywe, oznaczone numerami I—VII, odpowiadaja nastepujacym
wartosciom funkcji \f(z)\:

010, 2-y/3, 040, POO 2-00, 2+"3, 453.

31. Naszkicowac¢ warstwice funkcji (1) zexpz, (IlI) sinz. [Rys. 68
przedstawia warstwice funkcji sin z. Krzywe, oznaczone numerami 1—VIII,
odpowiadaja wartosciom 035, 0'50, 071, POO, 1'41, 2'00, 283, 400]

32. Naszkicowal warstwice funkcji expz—c, gdzie c jest stata rze-
czywistg. [Na rys. 69 mamy warstwice funkcji |expz—11 krzywe I—VII
odpowiadajg wartosciom na k, danym przez IgA;=—P00 —0'20, —0'05,
0-00, 005, 0-20, 1-00]

33. Na rys. 70, 71 mamy warstwice funkcji sinz—c, gdzie c jest
statg dodatnig. [Rodzaj krzywych jest rézny, zaleznie od tego, czy c>1,
czy tez c<1 Na rys. 70 mamy c¢=0 5 krzywa za$ I|—VIIl odpowiadajg
wartosciom k= 029, 037, 050, 087, 150, 260, 450, 779. Na rys 71 ma-
my c—2, a krzywe odpowiadajg wartosciom &=0'58, POO, 173, 300, 520,
9'00, 1559. Przy c=1 otrzymujemy takie krzywe, jak na rys. 68 z tg tylko
réznica, ze skala i poczatek sa inne.]

34. Dowiesé, ze przy 0<9-<rc mamy
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Rys. 67.

Rys. 68. Rys. 69.



[Oprze¢ sie na réwnaniu

gdzie z=cos 6+i sin 8. Jezeli 6 zwiekszamy o T, sumy obu szeregbéw
zmieniajg tylko znak. Wobec tego pierwszy wzér jest stuszny przy
wszelkim 8 (z wyjatkiem tylko, gdy 6 jest wielokrotnoscig liczby mx gdyz

wowczas szereg jest rozbiezny), natomiast suma drugiego szeregu réwna
sie przy 2kn<0<(2k+ )m przy (2k+ Dm <(2k+2)m réwna sie
wreszcie przy © suma ta réwna sie zeru.]

35. Jezeli 0<B< -, to

4
sin G—y3sin 3+ ¥ssin 59-—..= IAlg(sec 9+ tg 9)2
Wyznaczy¢ sumy tych szeregbw przy innych wartosciach 9.
36. Dowies$é, ze
cos 9 cos a-V*cos29>co0s2a + Vs cos39°cos 3*+ ...= —y4lg)4(cos $—cosa)2]

o ile 91— lub 9-+a nie sg wielokrotnosciami liczby 2n.
37. Jezeli ani a, ani b nie sa rzeczywiste, wéwczas

przyczym logarytmy majg tu wartosci gtdwne. Zbadaé¢ przypadek, gdy
a i b (albo jedna z tych liczb) sg rzeczywiste ujemne.

Wyktad czystej matem. 31.
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38. Jezeli a, p sa rzeczywiste i p>0, to

Jaka jest wartos$¢ catki przy p<0?

39. Jezeli czeSci urojone pierwiastkéw réwnania Ax2+2 Bx+ C—0
sa znakéw przeciwnych, wéwczas



DODATEK 1.
(DO ROZDZIALOW 111, 1V, V).

DOWOD TWIERDZENIA, ZE KAZDE ROWNANIE POSIADA
PIERWIASTEK.

Niech

bedzie wielomianem zmiennej z o spétczynnikach rzeczywistych lub ze-
(spolonych. Wartosci zmiennych z i Z mozemy przedstawi¢ w postaci
]punktéw dwuch ptaszczyzn, ktére mozemy nazwa¢ odpowiednio plasz-
(czyznami zmiennych z i Z. Jezeli punkt z zakresla w swej ptaszczyznie
I krzywg zamknietg y, wowczas Z kresli w swojej ptaszczyznie odpowied-
lnig krzywa zamknietg I\ Zaktadamy, ze krzywa V nie przechodzi przez
j poczatek spo6trzednych.
Kazdej wartosci Z odpowiada nieskonczenie wiele wartosci ani Z,
rroznigcych sie o 2¢ a kazda z tych wartosci zmienia sie w sposob

Rys. TL Rys. 73.

ciciagty, gdy Z zakre$la krzywa T*). Do kazdego punktu krzywej T mo-
zfzemy dobra¢ odpowiadajgca mu wartos¢ funkcji ainZ, a to w ten sposob,
zeze najpierw obieramy pewng wartos¢ arnZ, odpowiadajgcg poczatkowej

*)  Tu wihasnie zakladamy, ze T nie przechodzi przez poczatek
spspotrzednych.
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wartosci na Z, a nastepnie uwzgledniamy zmienno$¢ ciagtg tej war-
tosci, gdy punkt Z zakres$la krzywa I\ W dalszym ciggu, mowiac
y,amplituda punktu lub piszac araZ, bedziemy mieli na mysli szcze-
g6lng wartos¢ amplitudy, obrang w powyzszy sposéb. W ten sposéb
symbol amZ oznacza¢ bedzie jednowartos$ciowg ciagta funkcje zmien-
nych X, r, czyli czeSci rzeczywistej i urojonej zmiennej Z.

Gdy punkt Z, po zakresleniu krzywej T, powraca do pierwotnego
potozenia, jego amplituda ma znéw pierwotng swg wartosé, jezeli pocza-
tek spétrzednych nie lezy wewnatrz krzywej T (krzywa (a) na rys. 73).
AV przeciwnym za$ razie amplituda musiata wzrosng¢ o wielokrotnosé
liczby 2z (Jezeli T jest krzywa (b) na rys. 73, wolwczas koricowa war-
tos¢ amplitudy rozni sie od poczatkowej o 2n). Uwaga ta dotyczy wszel-
kiego zamknietego konturu w plaszczyznie zmiennej Z, nieprzechodzace-
go przez poczatek ukfadu. Kazdemu takiemu konturowi mozemy podpo-
rzadkowac liczbe, ktérag mozemy nazwac ,przyrostem funkcji amZ, gdy
Z zakre$la dany kontur"; liczba ta jest niezalezna od poczatkowej war-
tosci amplitudy.

Dowiedziemy teraz, ze jesli koncowa wartos¢ amplitudy Z rézni sie od
poczatkowej wurtosci, wowczas albo wewnatrz krzywej, zakreslonej przez punkt z,
albo na niej musi leze¢ przynajmniej jeden punkt, w ktérym Z—0.

Krzywa y mozemy podzieli¢ na mniejsze kontury, prowadzac réwno-
legte do osi, w odlegtosci =8, jedna od drugiej (rys. 74). Gdyby na kto-

Rys. 74. Rys. 75.

rymkolwiek z tych konturéw istniat punkt, dla ktérego 0, twierdzenie
bytoby dowiedzione; mozemy tedy przypusci¢, ze tak nie jest. W takim
razie przyrost amplitudy punktu Z, gdy z zakre$la krzywg y, réwna sie
sumie wszystkich przyrostéow', jakie mogtaby mie¢ ta amplituda, gdyby
punkt z zakreslit wszystkie mniejsze kontury w tym samym zwrocie, co
krzywrg y. Istotnie, jezeli z zakre$la te kontury kolejno i w tym samym
zwrocie, wowczas ostatecznie zakresli raz jeden kontur y, a kazdy odci-
nek réwnolegtych zakresli po dwa razy w przeciwnych zwTotach (rys. 75).
Np. odcinek PQ bytby zakre$lony dwa razy: raz od P do Q, drugi raz
od Q do P. Gdy z porusza sie od P do Q funkcja amZ zmienia si¢
w sposéb ciagly, gdyz punkt Z nie przechodzi przez poczatek ukiadu;
jezeli funkcja amZ wzrasta przytym o & wowczas przyrost jej, gdy z
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porusza sie od Q do P, musi sie réwnaé¢ - th Widzimy, ze przy doda-
niu wszystkich przyrostow funkcji ani Z te przyrosty, ktore powstaty
skutkiem zakres$lenia mniejszych konturow, zredukuja sie z wyjgtkiem
tylko tych, ktére powstaty wskutek zakre$lenia poszczegélnych tukéw
krzywej .

Wobec tego, jezeli warto$¢ koncowa funkcji am Z rézni sie od war-
tosci poczatkowej, gdy punkt z zakres$la krzywa y, woéwczas musi istnieé
przynajmniej jeden mniejszy kontur yt taki, ze gdy z zakre$la ten kontur,
wolwczas am Z otrzymuje pewien przyrost. Tym konturem yl moze by¢
jeden z wewnetrznych kwadracikéw albo tez jedna z figur, ograniczonych
przez cze$¢ konturu krzywej y i przez rdéwnolegte. W kazdym razie
kazdy punkt tego konturu lezy albo na konturze kwadratu A,, ktdérego
boki réwnajg sie 8Xi sa odcinkami wykreslonych przez nas réwnole-
gtych, albo tez wewnatrz takiego kwadratu.

Mozemy dalej podzieli¢  zapomocg prostych, réwnolegtych do osi
i poprowadzonych w odlegtosci S2od siebie; przyczyni Sréd otrzy-
manych matych konturdw musi sie znalezé przynajmniej jeden (nazwij-
my go yJ taki, ze gdy z zakresSla ten Kkontur, wéwczas amZ otrzymuje
pewien przyrost. Ten Kkontur y2zawiera sie catkowicie w kwadracie Aa
0 boku —&, ktéry sam zawiera sie w kwadracie

A teraz wezmy pod uwage ciag nieskoriczony liczb malejacych
81, 021.. om,,.. Granicg ciagu jest zero*). Powtarzajac wcigz powyzsze
rozumowanie, otrzymamy cigg kwadratéw Aj, A2,..., Am,... oraz cigg kon-
turéw vy,, y2, ..., ym, — takich, ze (1) Am+i lezy catkowicie wewnagtrz Am,
(1) yw zawiera sie catkowicie w Am, (111) am Z otrzymuje przyrost, gdy
punkt z zakre$la kontur y,n.

Jezeli punkty (x,,, ym) oraz (scmv+ 8n, ?m+ 8n) sa odpowiednio le-
wym dolnym i prawym gornym wierzchotkiem kwadratu Am, wowczas
jest rzeczag jasng, ze liczby cc,, x2,..., xm,... tworzg ciag rosnacy, liczby
za$ &+ &, @2 &, ..., com+ &, ... tworzy cigg malejacy, oba za$ ciggi ma-
ja spoing granice x0. Tak samo y,n i t/m+ 8n daza do spolnej granicy t/0,
istnieje wiec jeden i tylko jeden punkt (xO, Yj), lezacy wewnatrz wszyst-
kich kwadratow Am. Jakkolwiek maty bytby odcinek 8 mozemy dokota
punktu @0, yO wykresli¢ kwadrat o bokach réwnolegtych do osi i row-
nych 8 wewnatrz za$ tego kwadratu mozemy wykresli¢ taki kontur, ze
gdy zakres$la go punkt z, wéwczas amZ otrzymuje przyrost.

Mozemy teraz wykazaé, ze

P(xo+iyo)=0.

Jakoz mech bedzie P(x0+iy0)=a, gdzie |a]=p>0. Funkcja P(x+iy)
jest funkcja ciggta dwuch zmiennych o y, mozemy tedy wykresli¢ kwa-
drat o $rodku (xqg, yO taki, ze boki jego beda réwnolegte do osi, a przy-
tym bedziemy mieli

\P(x+iy)-P (x0+iyO\<|p

*)  Mozemy np. wziaé 8m=8,/2'n 1
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we wszystkich punktach x+iy, lezgcych wewnatrz kwadratu lub ua jogo
konturze. We wszystkich tych punktach mamy

gdzie 1 I<}pe Wezmy teraz pod uwage wewngtrz kwadratu dowolny
kontur zamkniety. Gdy z zakres$la ten kontur, punkt Z=a+ @ rdéwniez
zakre$la kontur zamkniety; ale ten drugi kontur lezy oczywiscie we-
wnatrz kota, zakres$lonego zo $rodka a promieniem i p;, koto to nie zawie-
ra poczatku uktadu, a wiec amZ nie ulega zmianie.

Ten wynik jest sprzeczny z tym, czego dowiedliSmy poprzednio,
mianowicie ze wewnatrz kazdego kwadratu Am mozemy znalez¢ taki kon-
tur zamkniety, ze jeSli punkt z zakre$la ten kontur, to amZ otrzymuje
przyrost. Wnosimy tedy, ze P(x0+iyo0)=0.

Pozostaje do dowiedzenia, ze mozemy zawsze znalez¢ jaki$ kontur
Y taki, ze amZ otrzymuje przyrost, gdy z zakre$la krzywa y. Otoz

mozemy tak dobra¢ R, ze przy dowolnie matym dodatnim z bedziemy
mieli

jesli wiec y jest kotem, zakreSlonym promieniem R z poczatku spot-
rzednych, woéwczas

gdzie |Jo] <8 we wszystkich punktach, lezacych na y. Rozumujac w ta-
ki sam spos6b jak poprzednio, mozemy wykazaé, ze gdy z zakres$la kolo
y w zwrocie dodatnim, wéwczas am(l+p) nie ulega zmianie, natomiast
amzn wzrasta o 2nn. Wobec tego amZ wzrasta 0 2nx i twierdzenie, ze
Z =0, zostato dowiedzione.

ZaktadaliSmy wcigz, ze ani T,ani zaden mniejszy kontur nie prze-
chodzi przez poczatek ukladu; takie zatozenie jest zupetnie uprawnione,
gdyz w przeciwnym razie obracalibysmy sie w btednym kole, zaktadajac
odrazu prawdziwo$¢ twierdzenia.

Czytelnik, opierajgc sie na powyzszym rozumowaniu, dowiedzie
sam, ze gdy z zakresla dowolny kontur y w zwrocie dodatnim, amZ wzrasta
0 2KkK gdzie k oznacza liczbe pierwiastkow réwnania Z= 0 wewnatrz y, przy-
czyni pierwiastki wielokrotne liczymy wielokrotnie.

Czesto spotka¢ mozna inny dowdd naszego twierdzenia, oparty na
uog6lnieniu wynikéw, osiagnietych w § 95 i nast.

Okreslamy mianowicie, jak w § 95 kresy gorny i dolny funkcji
f(x,y) dla wszystkich par wartosci x, y, odpowiadajgcych punktom do-
wolnego obszaru ptaszczyzny (X, y), ograniczonego przez linje zamknieta.
Rozumujac tak, jak w § 95, mozna dowiesé, Z6 funkcja ciaggta f'(x,Y)
osigga w kazdym takim obszarze swe kresy gérny i dolny.



Otéz
jest funkcja ciggta dodatnig zmiennych x, y. Jezeli m jest jej kresem
dolnym dla punktéw, lezacych na y lub wewnatrz y, wowczas musi istnie¢
taki punkt zO, dla ktérego zachodzi réwnos¢ \Z\=m, i to musi by¢ naj-
mniejsza wartos¢, jakg moze przybiera¢ funkcja \2\. Jezeli m=0, to
P(zO=0 i twierdzenie zostato dowiedzione. Mozemy tedy zatozy¢, ze
m>0.

Punkt z0, o ktérym mowa, musi leze¢ albo na konturze y, albo we-
wnatrz tego konturu, jesli jednak y jest kotem, zakreslonym z poczatku
ukladu promieniem R dostatecznie duzym, wéwczas pierwsze przypusz-
czenie musimy odrzucié¢, gdyz P(z), gdy |]z]->00. Mozemy tedy za-
tozyé, ze z0 lezy wewnatrz vy.

Ktadac z=z0+ Ci porzadkujac P{z) wedtug poteg zmiennej G mamy

p(z)=p(z0Q+AI;+A%2+...+Anin.
Niech Ak bedzie pierwszym spétczynnikiem réznym od zera i niech

Il =i@ A=p. Mozemy obra¢ p tak mate, ze

Pes LI Irfes 2ot o 11PN
Wobec tego IP(z2)-P(z0—ANKI<E )&
oraz IP(2) I< 11(z0+A Kel+ 1gpfe

Przypusémy, ze z porusza sie po kole, zakreSlonym z punktu z0
promieniem p; w takim razie

P(z0 + AKX

obiega k razy okrag kota, zakreslonego z punktu P(zj) promieniem
| |Fixpf i przechodzi k razy przez punkt, w ktérym koto to przecina
odcinek, tgczacy punkt P(zO z poczatkiem ukiadu. Mamy tedy na okre-
gu, zakreSlanym przez punkt z, takich k punktéw, ze

oo ARG = e gPRg
czyli IP{2) I< P(z0 |gpft-Agpie=w —igpfe<TO,

co przeczy zatozeniu, ze w jest dolnym kresem funkcji P{z) |}
Stad wynika, ze m musi by¢ zerem i ze P(z0)=0.

Przyk#ady do Dodatku |I.
1 Liczba pierwiastkéw réwnania f(z)—0, zawartych wewngatrz

zamknietego konturu nie przechodzacego przez zaden pierwiastek, réwna
sie przyrostowi funkcji

gdy z zakres$la ten kontur.
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2. Jezeli liczba R czyni zado$¢ nieréwnosci

to warto$¢ bezwzgledna kazdego pierwiastka réwnania zn-t-alzn~1+ ...+an= 0
jest mniejsza od R. W szczegélnosci wykazaé, ze wartos¢ bezwzgledna
kazdego pierwiastka réwnania z5—13.7—7=0 jest mniejsza od 2V67.

3. Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkow rownania z2p-\-az-t-b=0, kto-
rych czesci rzeczywiste sg dodatnie (lub ujemne). Zakladamy, ze a, b
sg to liczby rzeczywiste, a p jest liczba nieparzysta. Jezeli a>b, b>0,
woéwczas pierwiastkbw mamy p—L1i p+ 1, jezeli a<0, b>0, mamy p+ 1
i p—1 pierwiastkéw, jezeli za$ b<O, mamy po p pierwiastkéw obu ro-
dzajow. Zbada¢ przypadek, gdy a—0, b=0.

[Wykresli¢ zmiany funkcji am(z2ptaz+b\ gdy z porusza sie po
konturze, utworzonym przez potkole, zakreslone z poczatku spolrzednych
promieniem R, i przez odcinek osi liczb urojonych, wyznaczony przez to
potkole.[

4. W podobny sposéb zbadaé¢ réwnania

5. Jezeli a, p sa liczbami rzeczywistemi, wéwczas liczba pierwiast-
kéw réwnania z2n+uZ2n~-1+ $i=01 majacych czesci rzeczywiste dodatnie
(wzglednie ujemne), réwna sie n—1 (wzglednie n+ 1), albo tez n, zaleznie
od tego, czy n jest liczbg nieparzystg czy parzysta.

(Mathem. Tripos, 1891)

6. Jezeli z porusza sie po odcinku, tgczacym punkty zxi z2, a mia-
nowicie wychodzi z punktu w poblizu z, i dazy do punktu, lezgcego
w poblizu z2, wéwczas przyrost funkcji

prawie réwna sie Ic
7. Kontur, otaczajacy punkty z,, z2, zt, okreslony jest przez czesci
trzech bokoéw tréjkata zx2% oraz przez zewnetrzne (wzgledem tréjkata)
tuki trzech matych kot, zakresSlonych z punktoéw zt, z2, z3. Dowies$é, ze
gdy z obiega ten kontur, przyrost funkcji

rowna sie —2n.

8. Owal zamkniety, otaczajacy pierwiastki réwnania szescienne-
go f(z)—0, otacza rowniez pierwiastki réownania f\z)=0.

[Oprze¢ sie na zadaniu 7 oraz na réwnaniu

gdzie zx, z3, z3 sg pierwiastkami réwnania f(z)—0]
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9. Dowie$é, ze pierwiastki réwnania f'{z)=0 sg ogniskami elipsy
stycznej do bokdéw trojkata z2, z3) w ich $rodkach.

10. Uogolni¢ zadanie 8 na réwnanie dowolnego stopnia.

1. f(z), <@ sa wielomianami zmiennej z, a y jest konturem, nie
przechodzacym przez zaden pierwiastek funkcji f(z). Jezeli K@ I< \f(z) |
we wszystkich punktach, lezgcych na y, wéwczas réwnania

f{*)=0 A*)+t(*)=0
maja jednakowg liczbe pierwiastkéw, zawartych wewnatrz krzywej vy.

12 Roéwnania el=nz, e*=az2 ez=nz\ w ktérych a>e, maja odpo-
wiednio: (1) jeden pierwiastek dodatni; (li) jeden dodatni i jeden ujemny;
(1) jeden dodatni i dwa zespolone pierwiastki, lezace wszystkie we-
wnatrz kota [Jz]=1I.

(Mailiem. Tiipos, 1910).



DODATEK 1l.

DO ROZDZIALOW IX | X.
UWAGA 0 ZAGADNIENIACH, DOTYCZACYCH GRANIC PODWOJINYCH.

W rozdziatach X i X kilkakrotnie mieliSmy do czynienia z pew-
nym typem zagadnien, ktére zawsze sprawiajg trudno$¢ poczatkujacym;
potraktowane w formie najogélniejszej, naleza one istotnie do bardzo
trudnych, ale zarazem do bardzo waznych i interesujgcych zagadnien ma-
tematyki wyzszej.

Wezmy kilka poszczeg6lnych przyktadow. W § 206 dowiedlismy,
ze przy —1<.t<D mamy

a to mianowicie catkujac réwnanie

w granicach od O do x. Dowiedlismy tedy, ze

czyli ze calica sumy szeregu nieskonczonego 1—t+ t~—..., wzieta w granicach
od 0 do réwna sie sumie catek (wzietych iv tych samych granicach) poszcze-
golnych wyrazéw szeregu. Innemi stowami: w zastosowaniu do funkcji
(—)*£En sumowanie od 0 do ® i catkowanie w granicach od O do X, sg
przemienne, czyli mogg by¢ dokonane w tym lub innym porzgdku.

W § 209 dowiedlismy, ze pochodna funkcji

réwna sie exp®, czyli ze

t j. ze pochodna sumy szeregu réwna sie sumie pochodnych poszczegolnych je-
go wyrazéw. Innemi stowy: w zastosowaniu do xn/\ sumowanie od O do
o i rézniczkowanie wzgledem x sg dziataniami przemienriemi.
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W tym samym paragrafie dowiedlismy, ze funkcja expa: jest. ciagta
czyli ze

t j. granica sumy szeregu réwna sie sumie granic wyrazoéw. Innemi sto-
wy: sumowanie od O do oo i dazenie x do 4 sg, w zastosowaniu do x”/»!,
dziataniami przemiennemi.

W kazdym z tych przypadkoéw dowiedlismy stuszno$ci odpowied-
niego wzoru, nie dowodziliSmy jednak i nie dowiedziemy w tej ksigzce
zadnego ogdélnego twierdzenia, z ktérego wyptywatyby powyzsze wzory.
W Przykt. XL.I widzieliSmy, ze suma skonczonej liczby wyrazéw cia-
glych jest sama ciagta; w § 106 widzieliSmy, ze pochodna sumy skonczo-
nej liczby wyrazéw jest sumg ich pochodnych; w § 153 dowiedlismy od-
powiedniego twierdzenia dla catek. DowiedliSmy tedy, ze w pewnych
wypadkach dziatania, oznaczone symbolami

sg przemienne z sumowaniem skoriczonej liczby wyrazéw. Stad powstaje
przypuszczenie, ze w pewnych warunkach, ktére powinny daé¢ sie okre-
§li¢, dziatania te musza by¢ przemienne z sumowaniem nieskonczenie
wielu wyrazéw. Dotychczasowe nasze wiadomosci nie upowazniajg nas
jednak do zadnych dalszych wnioskdw.

Podamy kilka przyktadéw dziatarn przemiennych i nieprzemiennych,
ktore lepiej mysl nasza objasnia.

(1) Mnozenie przez 2 i przez 3 jest przemienne, gdyz przy wszel-
kim x mamy

2x3xa:=3x2xa; .

(2) Dziatanie oddzielania rzeczywistej czesci liczby z nigdy nie
jest przemienne z mnozeniem przez i, z wyjatkiem tylko przypadku, gdy
z=0, gdyz

iX WNA-iy)—ix; Rji x(“r*zh/)j = —y.

(3) W zastosowainiu do funkcji f(x, y) dazenie zmiennych x, y do

granicy zero moze by¢ Hub nie by¢ przemienne. Mamy np.

ale mamy réwniez

@

(4) Dziatania 1 ...., lim.. moga by¢ lub nie by¢ przemienne. Je-
X- Yi



— 492 —

zeli np. x-+\ przez wartosci mniejsze od 1, to

Ale z drugiej strony mamy

Z powyzszych przyktadéw widzimy, ze moga zachodzi¢ trzy przy-
padki: (1) dziatania moga by¢ zawsze 'przemienne, (2) moga nigdy nie by¢
przemienne, (3) moga byé przemienne w pewnych wypadkach, czesto spo-
tykanych.

Szczegdlnie interesujacy jest przypadek, gdy oba dziatania zawie-
rajg przejscie do granicy, jak np. rézniczkowanie lub sumowanie szeregu
nieskonczonego. Nazwijmy takie dziatania granicznemu Ogolne zagadnie-
nie moznaby tak sformutowaé: kiedy dwa dziatania graniczne sg prze-
mienne? Jest to zagadnienie niezwykle donioste, ale jego roztrzgsanie
0 wiele przekracza ramy naszej ksigzki.

Mozemy jednak zaznaczy¢, ze odpowiedZ na to pytanie wypada
w mys$l powyzszych przykiladéw: jezeli L, L' sg dwoma dziataniami gra-
nicznemi, woéwczas wogole LL'z~pL'Lz, ale w wielu pospolitych przypad-
kach odpowiednia réwnos$¢ istotnie zachodzi.

Wiele przyktadéw szczegétowego badania waznych zagadnien
0 granicach podwojnych znalez¢ mozna w dziele: Brom wieli An intro-
duction to the theory of inftnite series. London, 1908.
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