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PREFAZIONE

Questo libro, elaborato sopra uno de’ miei corsi di Fisica
Matematica, ha per principale oggetto di stabilire i principii
della Meccanica Razionale, in un modo che sembra a me pos-
sedere qualche notevole vantaggio dal lato della chiarezza e
del rigore.

A tal fine, per quanto riguarda la sostanza dei principii me-
desimi, mi sono attenuto a quell’idea della Filosofia Naturale —
per adoperare il termine di Newton, religiosamente conservato dai
suoi compaesani — che riduce la spiegazione d’un fenomeno
alla determinazione della logica connessione d’ un fatto ideale,
parziale immagine del fenomeno, in quanto che ne riproduce
alcuni aspetti, con certi fatti che si assumono come postulati
cardinali, e hanno la loro ragion d’essere in una simile ripro-
duzione di leggi generali della Natura. ldea che, mentre lascia
sempre adito alla ricerca d'una spiegazione piu soddisfacente,
come quella che abbraccia un maggior numero d’aspetti, e s’ap-
poggia su piu ampi postulati, mette da parte quella spiegazione
vera, che fa respingere tutte le possibili, per distruggere in al-
cuni ogni fede nella Scienza, e trarre altri a cercare cid che
presumibilmente non € conseguibile.

Con cio noi domandiamo meno, e ben poco, in confronto
di chi aspira alle ragioni ultime : o qualcosa dappresso. Di piu
la nostra limitata fiducia non ci consente. In compenso, non sara
a cagion nostra che per avventura si accusera la Scienza di
venir meno alle sue promesse.

Tale idea, ben lontano da nuova, non ebbe perd forse in.
nessun momento cosi ampia adesione quanto in questi ultimi



X Prefazione.

tempi. Informato sostanzialmente ad essa, Kirchhojf ha fondato
la classica “ Meccanica ,, * sul concetto che suo compito sia pura-
mente la descrizione completa e piu semplice dei movimenti che
avvengono in Natura. ** Cosi, il movimento dei pianeti, descritto
dall’Astronomia colle leggi di Kepler, lo sara dalla Meccanica con
quella di Newton. ** Diremmo che, di quell’idea, Kirchhojfarriva
alle ultime conseguenze, se non va forse anche alquanto oltre, ri-
nunciando a formulare ogni principio generale del movimento dei
corpi: col significato che a questo termine sogliamo attribuire;
quello cioé d'una legge che raccoglie il risultato della piu larga
esperienza, e, sotto un certo aspetto, la somma dei fatti apparte-
nenti al campo considerato. Non credo che si possa esimersi dal
desiderare la scorta di tali principii, quando, per seguire l'ordine
di quell’esposizione, ci si affaccia il problema dei tre corpi ***
— e domandiamo alla Meccanica di prevenire I’Astronomia, con
1 de Leverner trarra dal calcolo I'esistenza di Nettuno — per il-
luminare la scelta della migliore ipotesi, e corroborarla quanto
occorre perché ci riponiamo sufficiente fiducia.

Per cio, pur ispirandomi a quell’opera insigne, ho creduto di
assegnare all’Esperienza la parte, che d'altronde mi pare piu
conforme a quella eh’ebbe realmente nella costituzione stessa
della Meccanica. Ho quindi seguito la tradizione nel premettere
alla Dinamica alcuni postulati, che ne costituiscono le leggi ge-
nerali ; i quali perd non sono gli ordinarii, ma piu simili a quelli
che propone il Mach, **** e collimano coi concetti di Clifford. *==*

I nostri postulati si distinguono sostanzialmente percido che
eesprimono direttamente proprieta dei corpi anzi che dei cosi
detti “ punti materiali ,,; il cui intervento ho creduto di esclu-

* Vorlesungen uber Mathematishe Physik — Mechanik — Leipzig, 1879.

** Als ihre Aufgabe (der Mechanik) bezeichnen wir: die in der Natur vor
sich gehenden Bewegungen vollstandig und auf die einfachste Weise zu beschrei-
bein. Vorrede, Il.te Vorles. § 1.

*** |bid. § 6.

*x |bid. § 8.

*x Die Mechanik in ihrer Eutwickelung — Leipzig, 1883 — Kap. II, § 7.

sk The common sense of thé exact Sciences — LOthI’], 1885 — Chap. V,
§ 11, e Pref. (O la traduzione italiana — 1l senso comune nelle scienze esatte —
Milano, Dumolard, 1886.)



Prefazione. XV

dere, non valendomi del termine che talvolta, per brevita di
discorso, e sempre in modo da passare immediatamente all e-
spressione che si applica ai corpi senz’ altro.

Inteso che il concetto di limite sia il fondamento dell’Ana-
lisi Infinitesimale, che costituisce il nostro sostanziale strumento,
mi sono proposto di evitare ogni idea, che, tratta originaria-
mente dal concetto d’indivisibile, non si pud adattare a quello
di limite senza un certo sforzo, e principalmente a condizione
che il termine adoperato per designarla perda la sua ragione, o
la sua opportunita, per modo che, anzi che servire di schiari-
mento, piu facilmente pud tornare d’ostacolo a formar I'idea che
vorremmo. Percid sono ricorso a concetti affini; come, per esem-
pio, a cid ch’io chiamo *“ atto di movimento ,, che sostituisce
lo spostamento infinitamente, piccolo, e la “ forza elementare ,,,
che tien luogo della forza agente tra due punti materiali; e tal-
volta mi bastd anche semplicemente di tornare a qualche idea
piu antica, come il “ momento ,, in confronto del lavoro corri-
spondente ad uno spostamento infinitesimo. Ne viene di conse-
guenza un linguaggio alquanto insolito, che il lettore mi vorra
perdonare. Ché a tale inconveniente non ho mancato di pensare;
ma mi & parso insignificante ; e non cosi il vantaggio che da
quel modo ritrae la chiarezza dell’esposizione.

La misura del libro & quella dei corsi dond’ e ricavato; ed
infatti io lo destinerei ad una lettura seguita, che da alcuni fra
i concetti piu elementari comuni alle varie scienze esatte, bre-
vemente esposti, — quanto basta, e non altro, per richiamarli,
nella forma che meglio risponde al contesto — conduca al cal-
colo delle principali forme di movimento. Cosi, il quadro é qual-
cosa piu esteso che il solito dei trattati di Meccanica Razionale ;
ma assai meno riempito ; avendo creduto di toccare appena alcuni
argomenti, e d’'ommettere altri, che non giovavano abbastanza
al nostro scopo principale, perché non mi parresse di poterli
sacrificare a quella limitazione delle proporzioni del trattato, che,
per le precedenti ragioni, m’ero proposto.

| suddetti concetti elementari sono esposti nei “ Prelimi-
nari  Segue la “ Cinematica e cioé lo studio dei principali
elementi, che servono per la descrizione d'un movimento dato,
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considerato in se stesso : divisa in quattro capitoli, che trattano
dello “ Spostamento ,, del “ Movimento ,,, della “ Velocita ,, e
dell’ * Accelerazione

La Dinamica, o studio del movimento in rapporto colle cir-
costanze atte a determinarlo, e divisa in due parti; la prima,
col titolo di “ Leggi generali del movimento ,, riserbata a fon-
dare innanzi tutto il concetto veramente cardinale della Massa,
col quale si connette immediatamente quella della Forza, e, col
solo aiuto di questi, esporre, per quanto & possibile, la teoria
del movimento: senza preoccuparci del calcolo propriamente
detto, in ogni caso speciale, ma preparandoci intanto, in certo
qual modo, un modello, distinto per economia di sussidi, a cui
informare la trattazione seguente. La quale, piu specialmente de-
dicata al problema della effettiva determinazione delle varie
specie di movimenti naturali, nel significato che abbiamo di-
chiarato in principio, evitando I'ostacolo di quegli elementi le
cui qualita non abbiamo ancora potuto indagare quanto basta,
costituisce la parte recante, per questo, il titolo di “ Calcolo del
Movimento

La prima parte si divide in tre capitoli: “ Massa e Forza
motrice ,,, “ Proprieta generali del movimento ,, e " Gravita ,, ;
I'ultimo dei quali ci serve, e per illustrare con un’applicazione
i due precedenti, e per completare la definizione dei concetti
di massa e di forza motrice col loro significato famigliare. La
seconda parte si divide in quattro capitoli: “ Corpi rigidi liberi
“ Pressione ,, “ Corpi rigidi vincolati , e “ Corpi variabili ,,:
nel primo e terzo dei quali si troveranno le principali proposi-
zioni relative ai cosi detto equilibrio e movimento di un sistema
di punti materiali, libero e vincolato, mentre il terzo e il quarto
comprendono i principii dell’ Idrostatica e dell’ Idrodinamica, oltre
gli elementi della teoria dell’ Elasticita. Questi vari argomenti
formano poi un tutto connesso, raccolto sotto il concetto gene-
rale della “ pressione ,, e la corrispondente forma generale del-
I’equazione di d'Alembert e Lagrange.

Ho riflesso se fare una piu larga parte alle relazioni fra la
teoria del movimento e quella dell’ “ energia ,, in generale : le
quali si trovano semplicemente accennate in qualche punto; e,
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per I'intento del libro, non mi & parso conveniente. Nostro oggetto
e infatti la teoria del movimento dei corpi, nel senso comune-
mente inteso, alla quale presumibilmente nessun progresso potra
togliere l'opportunita di dedicare un trattato. E se qualche co-
spicuo risultato ha raccolto la ricerca di un principio, donde
scaturiscano, come da una comune sorgente, le teorie razionali
degli svariati fenomeni, di cui il concetto piu generale dell’ener-
gia rivela la stretta affinitd, questo concetto, coll’estensione ne-
cessaria a tale scopo, non si pud stabilire senza uscire dai con-
fini della teoria del movimento dei corpi, e rinunciando a quella
ineccepibile purezza, che si pud conseguire, pur di non oltre-
passarli, e ci vale di collocare degnamente la Meccanica a lato
della Geometria. L’effettiva riduzione di quei diversi fenomeni
al movimento dei corpi ordinarii, forniti cioé di massa, sembra
ancora lontana. Certo, colla maggior probabilita, il calore, che,
sotto i nostri occhi, nasce dallo spostamento dei corpi, e alla
sua volta, lo genera, & spostamento delle loro parti, non altri-
menti che il suono. Ma, per richiamarlo, come il suono, nel do-
minio della Meccanica Razionale, almeno coi sussidi di cui at-
tualmente disponiamo, ci manca I ipotesi, per cui le equazioni
generali forniscano una forma di movimento dei corpi, tale da
render ragione dei principali fenomeni termici, come fa il mo-
vimento elastico pei fenomeni sonori. D’altronde il movimento
dei corpi, per quanta parte risulti avere nella vita dell’ Universo,
non & per avventura che la manifestazione subordinata a parti-
colari condizioni d’'un fatto piu generale, che resta piu estesa-
mente e profondamente da investigare: e alla massima, non di
rado professata, che vi stia inclusa la spiegazione di tutti i feno-
meni che I’Esperienza raggruppa sotto il principio della con-
servazione dell’energia, contribuisce certamente I'alto grado di
perfezione della Meccanica, per cui, se una spiegazione & pos-
sibile, ad essa ci sembra riserbato fornirla.

Di proposito ho anche limitato a pochi cenni d'occasione
le notizie storiche. Non certo perché non ne riconosca I'impor-
tanza; ma, tutt'al contrario, giudicandola tale, da non potersi un
tanto argomento introdurre con profitto altrimenti che dedican-
dogli uno studio particolare. 1l lettore, e chiunque si applichi
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alla Meccanica Razionale, consultera percio col maggior van-
taggio l'aureo libro del Mach. *

Cosi, per quanto a citazione di testi, ho creduto puramente
d’'indicare qualche fonte, di mano in mano, quando l'esposizione
piu direttamente attinta me ne porgeva l'occasione, e di sugge-
rire a proposito di certi argomenti, alquanto concisamente espo-
sti, come conviene alle proporzioni del libro, alcune esposizioni
complete. E ben inteso che la sostanza essendo quella che co-
stituisce gli ordinari trattati di Meccanica Razionale, mi sono
valso e giovato dei piu noti e migliori.

Questo, in breve, lo spirito e la sostanza del libro, che con-
segno alla stampa, non senza aver esitato ad uscire dalla cer-
chia de’ miei scolari di Fisica Matematica, coll’intento d’aiutare
piu largamente — se non ho riguardato con occhio troppo be-
nigno le imperfezioni dell’opera mia — lo studio di questa scienza,
cosi posta fra la Matematica pura e la Fisica da riuscire di pari
interesse ad ambedue : a questa come base d’ogni razionale col-
legamento dei fenomeni: a quella come campo d’applicazioni,
fra le piu proprie ad attestarne I'insigne efficacia.

Valga a conciliarmi la benevolenza del lettore il buon pro-
posito, ch’ebbe gia qualche autorevole incoraggiamento, non ul-
timo, senza dubbio, dei motivi che m’ hanno risoluto, come ho
saputo, ad attuarlo.

Messina, j Giugno 1894.

Gian Antonio Maggi.

* Op. cit.
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Oggetto della Meccanica.

§ i. — Nel linguaggio famigliare si dice che un corpo € in
movimento quando, come un veicolo, si trasporta da un luogo
ad un altro, o gira, come il volante di una macchina, o si de-
forma, come la molla d’un dinamometro, circostanze che spesso
si riconoscono verificarsi ad un tempo. In ogni caso i punti
della figura geometrica rappresentata dal corpo, almeno in parte,
cambiano di posto, e noi diciamo che sono in movimento. Re-
ciprocamente, ogniqualvolta i punti di questa figura, tutti o parte,
cambiano di posto, o sono in movimento, diciamo che il corpo
si muove.

§ 2. — Proprieta che si riconoscono collo stesso fatto del
movimento sono che ogni punto in movimento impiega un certo
tempo a passare da un posto ad un altro, e che da un posto
ad un altro si trasporta in modo continuo; con che intendiamo
che, se s’immaginano le projezioni dei due posti sopra una retta
qualsivoglia, ogni punto del segmento da esse limitato sara pro-
iezione di almeno un posto occupato dal punto mobile in un
istante compreso tra quelli ai quali occupa i due posti suddetti.

Queste si dicono le proprieta della “ durata ,, e della “ con-
tinuita ,, del movimento.

§3.-11 movimento di un punto & noto quando si conosce
il posto da esso occupato ad ogni istante; il movimento di un
corpo, quando e noto il movimento d’ogni suo punto.

La relazione tra il posto occupato da un punto ad un tempo
qualsivoglia e questo tempo e cio che distingue il supposto mo-
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vimento del punto: e la relazione medesima per ogni punto di
un corpo, cio che distingue il moto del corpo.

8 4. — Ora l'esperienza insegna che il movimento di un
corpo, fissate certe circostanze, riesce pill 0 meno compieta-
mente determinato.

Cosi, se una palla di ferro & abbandonata a sé stessa, “ cade ,,,
e il suo centro descrive sensibilmente la verticale del posto ini-
zialmente occupato, con tal legge che, indicando con s e / le
grandezze, relative a certe unita di misura, del segmento de-

scritto in un tempo qualsivoglia e di questo tempo, és = — g t2

dove g rappresenta un coefficiente dipendente, oltre che dalle
suddette unita, dal luogo dove si eseguisce I'esperimento.
Invece, se la palla si lancia in direzione obliqua per rispetto
alla verticale, il suo centro descrive una curva, che risulta in
ogni caso assai prossimamente una parabola; e rappresentando
con xfz le grandezze dei segmenti d’orizzontale passante pel
posto iniziale giacente nel piano della parabola, e della verti-
cale passante per lo stesso posto, descritti alla fine del tempo t
dalla sua projezione ortogonale sull’'una e sull’altra retta, éx — at,

z— bt+ 3 g t2 dove g ha il precedente significato, e a, b di-

pendono dalla intensita e dalla direzione dell’impulso.

Cosi, fissato il luogo, I'intensita e la direzione dell’impulso,
il movimento del centro della palla riesce, fra i supposti limiti
d’approssimazione, completamente determinato.

Sara similmente determinato il movimento d’ogni altro punto:
ma meno facile a descriversi esattamente, se, per effetto dello
impulso iniziale, la palla gira.

E in altri corpi il fenomeno sara ancor piu complicato :
come, per esempio, in una massa d'acqua che si versi da un
recipiente, la quale cambiera continuamente di forma.

§ 5. — Apparisce da queste poche considerazioni che il
fenomeno del movimento dei corpi da luogo a due ben distinti
studi. L'uno, la “ descrizione del movimento ,,; lI'altro, la “ de-

duzione del movimento dalle circostanze capaci di determinarlo,
e delle circostanze determinatrici da un movimento supposto ,,.
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Il primo studio forma l'oggetto della “ Cinematica,, (xiv/jua
= movimento), il secondo della “ Dinamica , (Suvaui? =: forza).
Insieme le due scienze costituiscono la “ Meccanica ,,, che si
suol definire come la scienza del movimento.

La Cinematica, per I'indole sua, non adopera altre nozioni
sperimentali all’infuori della durata del movimento e della sua
continuita (§ 2).

La Dinamica invece deve cercare all’esperienza altri fatti ;
che se non avessero luogo relazioni generali fra il movimento
e le circostanze capaci di determinarlo, una dinamica generale
non sarebbe possibile.

8§ 6. — A complemento di questa definizione del compito
della Meccanica ci limiteremo qui ad aggiungere eh’esso si ri-
durra a determinare dei rapporti tra fenomeni, senza aspi-
rare a rivelarne le cause prime. Cosi, riconosciuto che il feno-
meno del moto dei gravi alla superficie terrestre, della rivolu-
zione della Luna intorno alla Terra, e dei pianeti intorno al
Sole sono tutti conseguenze di stessi fatti fondamentali, in ter-
mini abbastanza precisi per poterli dedurre dai fatti medesimi,
non si potra porre la questione del perché di quei fatti, se non
nel senso di scoprire altri fatti piu generali dai quali dipendano
ad un tempo quelli ed altri fenomeni.

Inoltre, il limitato potere della nostra speculazione ci ob-
bliga a considerare soltanto alcuni lati d’ogni fenomeno per
volta ; per modo che la Meccanica tratta in sostanza fenomeni
ideali, per dedurre dai loro rapporti quelli di quegli aspetti dei
fenomeni reali che sono in tal modo piu o meno perfettamente
rappresentati.

Asse ed angolo.

§ 7. — Direzione e senso costituiscono cid che chiamiamo
“ orientazione ,,.
8. 8. — Una retta avente una determinata orientazione si

chiamera un ft asse ,,.
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8§ 9. - “ Raggio ,, chiamiamo una retta terminata ad un
punto, che diremo suo “ polo , o “ origine ,; e il suo senso
si intendera sempre quello che dal polo volge verso gli altri
punti.

8 i0. — Per rispetto ad un asse determinato, il senso del
movimento d’un punto che si concepisce incontrare successiva-
mente e una volta sola tutti i punti di un circuito chiuso non
giacente in un piano parallelo all'asse (cio che brevemente di-
ciamo il senso d'un giro) pud presentare due diverse relazioni
che giova distinguere.

A tale scopo, premettiamo che il circuito dal supposto punto
e la sua projezione sopra un piano perpendicolare all’asse dalla
proiezione del punto s’intenderanno percorse per rispetto all’asse
in senso concorde; cid che ci permette di ridurci al caso d'una
linea in un piano perpendicolare all’asse.

In questo caso immaginiamo una persona ritta sul piano
dalla parte donde ¢& voltato I'asse, la quale percorra la linea
insieme col punto. A seconda del senso in cui il punto gira, la
persona avra la figura limitata dalla linea costantemente alla
propria sinistra o alla propria destra. E questa circostanza per-
mette di distinguere i due sensi del giro per rispetto a quello
dell’asse.

Presentano la prima relazione il senso dai piedi alla testa
d’una persona e quello del passaggio per davanti da destra a
sinistra: il senso da sud a nord dell’asse terrestre e quello
della rotazione diurna: il senso in cui la projezione sull’asse di
una vite ordinaria d’un punto che ne percorre il verme descrive
I'asse medesimo e quello in cui gira la projezione del punto
sopra un piano perpendicolare all’asse.

Presentano invece la seconda relazione il senso dei piedi
alla testa e quello del passaggio da sinistra a destra davanti alla
persona: il senso da sud a nord dell’asse del mondo e quello
della rotazione della sfera celeste: il senso d’un asse sorgente
dal quadrante d’un orologio e quello in cui girano gl’ indici.

Ordinariamente il senso d'un asse e quello di un giro si
dicono, I'uno per rispetto all’altro, positivi nel primo caso e
negativi nel secondo.
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§ 11. — Giova concepire I'angolo limitato da due raggi
uscenti da un polo comune come generato da un raggio avente
lo stesso polo, mobile in un piano, o piano dell’angolo, il
quale passi da un lato all’altro “ origine ,, e “ termine ,, dell’an-
golo considerato. Immaginato un asse perpendicolare al piano
dell’angolo, ogni punto del raggio mobile descrivera un arco di
cerchio col centro nel polo in senso corrispondente, a seconda del
caso, ad un giro positivo o negativo rispetto all’asse. E cosi distin-
gueremo, ricorrendo al principio suesposto, i due casi medesimi.

8 12. — Angolo di due raggi, uscenti da un polo, signifi-
chera 1 angolo non maggiore di due retti, computato senza di-
stinzione d’origine e di termine.

Distinti i due lati in origine e termine, I'angolo da essi li-
mitato si dira formato dal secondo col primo. E assegnata al-
I’'angolo medesimo misura positiva 0 negativa secondo il senso
del giro del raggio generatore, I'angolo, quando occorre conce-
pire il termine come variabile, si dird “ crescente ,, nel senso a
cui corrisponde misura positiva.

§ 13. — Angolo di due raggi o di due assi qualunque, e
angolo avente due raggi o due assi qualunque rispettivamente
per origine e per termine, significhera sempre angolo di due
raggi orientati come quelli, distinti, nel secondo caso, in origine
e termine, uscenti da un polo comune.

L’ angolo avente per origine e per termine due assi o due
raggi le misure dei cui segmenti si indicano con r, r' (§ 19)
si rappresentera spesso con (rr').

§ 14. — L’unitd di misura degli angoli, quando non si di-
chiari il contrario, sara I'angolo al centro di un cerchio di raggio
qualunque, che comprende un arco di lunghezza eguale al raggio :
cioé la misura degli angoli, la cosi detta “ circolare ,, 0 uteorica

8§ 15. — Un piano terminato ad una retta si dice un “ semi-
piano

Un raggio si dira orientato “secondo, un semipiano, e
“ come ,, un semipiano, quando un raggio, colla supposta orien-
tazione, e il polo sulla retta terminante il semipiano, giaccia
nel semipiano, e, nel secondo caso, sia inoltre perpendicolare
alla retta.
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Considerazioni analoghe alle precedenti intorno all’ angolo
di due raggi si debbono fare a proposito dell’angolo diedro li-
mitato da due semipiani terminati ad una stessa retta, la cui
misura sara in ogni caso quella dei raggi orientati come i semi-
piani origine e termine, distinti egualmente in origine e termine;
mentre, quando occorre, il senso della perpendicolare al loro
piano sara quello attribuito allo spigolo dell’ angolo diedro per
definire I'angolo medesimo — asse dell’angolo diedro.

§ 16. Un piano alla cui perpendicolare si attribuisce un
senso determinato si dira un “ piano orientato ,, e la perpendi-
colare in quel senso, I' “ asse del piano

Immaginato in un piano orientato un asse, il piano, come
origine o termine d’un angolo di cui quello sia I'asse, contera
come il semipiano terminato all’asse medesimo, dal quale, col
giro d'un angolo retto, positivo rispetto a questo asse, si passa
al semipiano orientato come il suo asse.

In un piano orientato, il senso positivo o negativo d'un giro
s'intende sempre tale rispetto all’asse del piano.

Determinazione dell’orientazione d’un asse.

§ 17. — Immaginati tre assi ortogonali tra loro, d'orienta-
zione nota, che chiameremo “ assi coordinati ,, |'orientazione di
ogni asse (0 raggio) si potra definire per mezzo dei coseni degli
angoli formati da esso con ciascuno dei tre assi coordinati: i
cosi detti “ coseni di direzione , dell'asse rispetto agli assi
coordinati.

Indicando con o, fi, y i coseni di direzione d’un asse, questo,
per brevita d’espressione, sara talvolta rappresentato con (o, (, y).
Analogamente (+ o, = li, rt y) indichera la semplice direzione del-
I’'asse medesimo, cioe la direzione indipendentemente dal senso.

§ 18. — Giova tener sottocchio I'espressione dei coseni di
direzione di un asse perpendicolare a due assi non paralleli in
termini dei coseni di direzione di questi.

Distinguendo i due assi cogli indici 1 e 2, e indicando con A
la grandezza del loro angolo (88 12, 13), e con oq, fa, yx e o2, fa, y2
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i loro coseni di direzione, mentre a, 3,y indicano i coseni di di-
rezione dell’asse perpendicolare, si avra:

donde scaturisce:

Il doppio segno corrisponde ai due sensi che puo avere
I'asse (/,3,7), e distingueremo come positivo e negativo rispetto
al giro che, per I'angolo X conduce dall'asse 1 all’asse 2 (§ 11).

Per decidere di questo segno, basta considerare i tre assi,
concepiti come invariabilmente congiunti, in una posizione par-
ticolare; perche, in ogni altra, si potranno immaginare traspor-
tati da quella con movimento continuo, e il segno non potra
mutare. Percio, immaginiamo I'asse (oc, fi, y) cosi volto, che rispetto
ad esso, il giro conducente per I'angolo Xdall’asse 1 all’asse 2
sia come il giro conducente per l'angolo retto dal primo al se-
condo asse coordinato rispetto al terzo; e in tale ipotesi coin-
cida con questo asse coordinato, mentre l'asse 1 coincide col
primo. Da una parte, sara y = 1: dall'altra, al— 1, B = o,
Pa= sin X i quali risultati, per l'ultima delle (1), collimano assu-
mendo A= sin X Quindi, se conveniamo che il giro conducente
per l'angolo retto dal primo al secondo, asse coordinato sia po-
sitivo rispetto al terzo asse coordinato, si avra, nell’ipotesi che
I'asse (a, [i, y) sia cosi volto che rispetto ad esso sia positivo il
giro conducente per l'angolo Xdall’asse 1 all’asse 2:

dove, rammentiamo, X s’intende compreso fra o e ~

Determinazione della posizione d'un punto.

§ 19. — La posizione d'un punto di un asse si determinera
colla misura del segmento avente per termine il punto medesimo,
e un punto fisso dell’asse per origine (origine dei segmenti del-
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I'asse), attribuendo alla misura medesima il segno -f o il se-

gno —, secondo che il passaggio dall’ origine al termine ha il
senso dell’asse, oppure il senso opposto. *

§20. — Immaginiamo tre assi ortogonali tra loro — assi coor-
dinati — passanti per un punto dato, che si assumera per ori-

gine comune dei segmenti dei tre assi, e si chiamera percio
“ I'origine ,, della terna degli assi coordinati in discorso.

La posizione d'ogni punto dello spazio sara determinata
dalle misure dei segmenti dei tre assi aventi per termine la sua
projezione (ortogonale) sugli assi medesimi.

E questo il noto metodo cartesiano per la rappresentazione
analitica d’'un punto. Le misure dei segmenti relativi ad un punto
sono le cosi dette “ coordinate cartesiane (ortogonali) ,, del punto.
Le quali si rappresentano ordinariamente coi simboli X, Yy,
conformemente a che il punto si indica talvolta con (x, y, 9, e
gli assi si distinguono coi nomi d’asse delle x, delle y e delle
distinto ciascuno, alla sua volta, quando capita, in asse delle x, y
0 ” positive e negative.

Una volta per sempre, converremo che il giro conducente
per I'angolo retto dall’asse delle x all’asse delle y sia positivo
rispetto all’asse delle i. Cosi, le (2, § 18) — inteso che i coseni
di direzione si riferiscano ad una terna d’assi cartesiani, e cor-
rispondano nell’'ordine in cui sono indicati agli assi delle x,y e 1
rispettivamente — staranno nell’ipotesi che il giro conducente dal
I'asse 1 all’asse 2 sia rispetto all’asse (/, [i, y), senz’altro, positivo.

I piani determinati dai tre assi coordinati, presi a due a due,
costituiscono i tre piani coordinati y 1, ix e Xy, cosi designati
coi simboli degli assi contenuti: a ciascuno dei quali si attri-
buisce come asse (§ 16) l'asse coordinato rimanente.

§ 21. — Siano x,y, “er, p, \ le coordinate d'un punto per
rispetto a due distinte terne d'assi coordinati, corrispondenti in
quell’ordine I'una all’altra: e indichino 7, fi, y le coordinate del-
I'origine della seconda terna, e y, (i=1, 2, 3) i coseni
di direzione di ciascun asse della terna medesima rispetto alla
prima, per modo che il coseno dell’angolo, che ciascun asse di

* E inteso, qui e in ogni caso simile, che s'ammette fissata la relativa unita
di misura; per modo che la cognizione della misura valga quella della corrispon-
dente quantita (cfr. § 25).
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una terna forma con ciascuno dall’altro, sia dato dalla seguente

tabella all’ intersezione della linea e della colonna segnate coi
simboli dei due assi :

Si ha:

§ 22. — Le coordinate d’un punto, quando non si dichiari il
contrario, s’ intenderanno le suddette. Vi sono perd altri modi
per determinare, dallo stesso punto di vista, la posizione d’ un
punto, che in certe questioni possono riuscire piu opportuni.

Ricorderemo come fra le piu largamente adoperate le “ coor-
dinate polari , o “ sferiche , o “ geografiche ,, colle quali la
posizione del punto & definita mediante la distanza del punto
medesimo da un punto fisso “ polo ,,, detta “ raggio vettore ,:
I’angolo avente per origine un asse fisso passante pel polo
“ asse polare ,, e per termine il raggio uscente dal polo pas-
sante pel punto, detto “ colatitudine del punto ,: I'angolo in-
fine, avente per origine un semipiano fisso terminato all’asse
polare “ primo meridiano',, e per termine un semipiano simile
passante pel punto, detto la “ longitudine del punto
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Le relative misure (8 19) si indicheranno coi simboli r, O @
e si distingueranno, occorrendo, cogli stessi nomi. Manifesta-
mente si ottengono tutti i punti dello spazio con r compreso

Il senso in cui cresce la longitudine si assumera positivo
rispetto al senso dell’asse polare. Conformemente a cio, suppo-
nendo che il polo coincida coll’ origine d’una terna d’assi car-
tesiani, I'asse polare coll’asse delle z, e il primo meridiano col
semipiano terminato all’asse delle z orientato come I'asse delle x
positive, si avra:

Sistema di punti e corpo.

§ 23. — Un gruppo di punti assoggettati, se occorre, a certi
vincoli (i vertici d'un poliedro, i fochi d’ un ellissoide, i centri
di piu sfere) si chiamera un *“ sistema di punti ,. Un sistema
continuo a tre dimensioni si dira piu specialmente un “ corpo ,,.

La cognizione della posizione di tutti i punti d'un sistema
e sufficiente, ma non sempre necessaria, per determinare la po-
sizione del sistema. Grazie ai vincoli e sufficiente in molti casi
quello d’ un certo numero di parametri: cid che si esprime di-

cendo che il sistema possiede altrettanti “ gradi di liberta ,,.

Determinazione della posizione d'un sistema rigido.

§ 24. — Se un sistema € “rigido ,, cioe invariabile la mutua
distanza dei punti che lo compongono, si potra fissare una terna
d’assi ortogonali, variabile colla posizione del sistema, rispetto
alla quale la posizione d’ogni punto del sistema é invariabile:
la qual terna si dira alla sua volta invariabilmente unita col si-
stema. E chiaro che la posizione del sistema sara determinata
da quella di questa terna. Quindi, se la chiamiamo la terna degli
assi i (8 21), e assumiamo una terna d’assi cartesiani orto-
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gonali, X, y, z, indipendenti dal sistema, la posizione del sistema
stesso sara determinata dalle coordinate a, [i, 7 dell’origine della
prima terna, e dai coseni di direzione o, fi;, 7; (/= 1i, 2, 3) dei
suoi assi rispetto alla seconda.

Ora, fra i nove coseni at (i, 7 (/— 1, 2, 3) hanno luogo sei
relazioni indipendenti; cioe:

e quelle che se ne ricavano permutando circolarmente 1, 2, 3;
oppure :

e quelle che se ne ricavano permutando circolarmente a, B 7.
E per conseguenza i nove coseni dipendono da tre parametri
indipendenti.

Notiamo che per queste relazioni e conformemente alle
(2, § 18) si ha:

e le analoghe, che si ricavano da ciascuna permutando circo-
larmente 1, 2, 3.

Cio premesso, conformemente a

poniamo:

e conformemente a
analogamente :

Cosi ¢, 0 e/ risultano determinati, salvo I'aggiunta di un
multiplo di 27. Inoltre si potra cambiare O in — Q pur di cam-
biare ¢ in g f- 7e f inf fu. Ma, fatta la scelta per una posi-
zione del sistema, sara pienamente determinato il valore suc-
cedente per continuita in ogni altra posizione.

Saranno cosi espressi cinque dei nove coseni in termini
dei tre parametri indipendenti ¢, O ef.
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Per quanto ai rimanenti, da:

segue :

E analogamente, da

si ricavera :

Per le (i, § 22) si riconosce immediatamente che O si pud
intendere misuri I'angolo dei due assi z e 3: ©1I' angolo, che il
semipiano terminato all’ asse delle z contenente I'asse delle 3
positive forma col pianoy z, crescente nel senso positivo rispetto
all’asse delle z: / |”angolo analogo, che il semipiano terminato
all’ asse delle 3 contenente I’asse delle z positive forma col
piano XI), crescente nel senso positivo rispetto all’asse delle 3

Quindi 6e 9 servono a fissare l'orientazione dell’asse delle 3:
dopo di che f fissa quella della coppia Xtu

Quantita

§ 25. — La lunghezza d'un segmento, I'ampiezza d'un angolo
sono esempi di “ quantita

In generale una quantita si determina mediante 1 “ unita di
misura ,, che & una quantitda della specie considerata scelta a
piacere, e la “ misura ,, che & un numero.

Questo numero, salvo le debite restrizioni nei singoli casi,
puod essere qualsivoglia. Cosi, la lunghezza di un segmento e
I'ampiezza d'un angolo possono avere misura positiva e nega-
tiva, mediante la convenzione che si distinguano I' “ origine ,,
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e il “ termine ,, e lo scambio di essi tragga I’ inversione del
segno; mentre la misura zero si attribuisce ad un punto, fra i
segmenti, e ad un raggio fra gli angoli: cioe al caso che coin-
cidano i due estremi. Analogamente un debito si computa come
un credito di misura negativa, e la spinta d’un areostata come
un peso di misura negativa d’egual valore assoluto.

Per brevita di discorso diremo spesso “ grandezza della
quantita ,, il valore assoluto della sua misura: che se m rap-
presenta la misura, sara rappresentata col simbolo |ni.

§ 26. — Indicando la misura d’una quantita con w, e con [m]
I'unita corrispondente, la quantita si suol rappresentare con

m \m\;

combinazione che ha del prodotto di due fattori la proprieta as-
sociativa :

e la proprieta distributiva:

(della quale e della precedente & conseguenza:

dove il segno + posto tra i simboli di due quantita indica la
operazione di “ riunione ,, che produce la quantita la cui mi-
sura, a parita d’'unita, € la somma delle misure delle quantita
considerate.

§ 27. — Siano date delle quantita di diversa specie, ep, q, r,...
ne siano la misura per rispetto alle unita corrispondenti [/, [q\
[r],... 1l prodotto:

ove a 8 7... sono certi numeri, ha un valore determinato per
ogni valore dip, g, r,... e cioé date le quantita, e scelta l'unita
di misura per ciascuna.

Converremo di chiamare questo numero la misura d’una
“ quantita derivata la quale s’intendera definita dalle quantita
date, in relazione colla formola (1): 1 “ unita , corrispondente
avendosi ogniqualvolta il prodotto medesimo riceve il valore 1.
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Questa unita sara dunque puramente determinata dalle unita
di misura e dagli esponenti a B, y... La diremo un’ “ unita de-

rivata ,, dalle [/ [#, [r].... che ha per rispetto a [/~ [gX [r]....
le “ dimensioni ,, a fi,y... e la rappresenteremo con

Cambiando le unita, il nuovo valore di (i) s’intendera la
misura della stessa quantita rispetto alla unita relativa alle nuove
unita, e con esse rappresentata da (2).

Cosi, adottando la consueta espressione in forma di pro-
dotto (§ 26), ha luogo la proprieta :

Stabiliremo poi che il risultato della riunione di due quantita
derivate della stessa specie, cioé riferibili alla stessa unita, sia
la quantita la cui misura, a parita d’unita, e la somma delle
misure delle quantita considerate.

§ 28. — Di varie specie di quantitd derivate é facile trovare
una definizione intrinseca. Per esempio, se [/~ WA indicano le
unita di peso e di volume, e p, v la misura del peso e del vo-
lume d’'un corpo tale che il peso d’ ogni parte € proporzionale

al volume, ~ ossia p v sara, per rispetto alle supposte unita,

la misura del peso dell’unitd di volume del corpo considerato;

e per conseguenza [pv1] corrisponde, secondo le precedenti de-
finizioni, al peso dell’'unita di volume o peso specifico.

Altre volte una definizione intrinseca d’ una quantita deri-
vata risulta da certe relazioni fra quantita di diversa specie.
Cosi, dalle proposizioni geometriche che le aree di due rettan-
goli e i volumi di due parallelepipedi rettangoli sono propor-
zionali ai prodotti delle lunghezze dei lati concorrenti in un
vertice, si deduce che, assunta I’area del quadrato e il volume
del cubo avente per lato l'unita di lunghezza [/] come unita di
"area e di volume rispettivamente, le unita derivate [/] e [/3
convengono rispettivamente all’area e al volume.
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Vettore.

§ 29- — Quantita e orientazione insieme costituiscono cio
che si chiama un “ vettore ,, o “ quantita diretta ,,: la prima, e
la sua misura, detta la “ quantita , e “la misura del vettore ,,
e la seconda, 1 “ orientazione del vettore

La misura potra, se capita, essere presa col segno + o —.
In tal caso si converra di chiamare “ orientazione relativa al
vettore ,,, rispettivamente quella del vettore o I'opposta. E percio
giova associare al vettore un asse, avente questa orientazione,
che chiameremo “ asse del vettore

Il piu semplice esempio di vettore € un segmento rettilineo
avente una determinata orientazione, che diremo talvolta useg-
mento orientato,,. Un altro esempio & un angolo in un piano
orientato : inteso che orientazione del vettore sia quella del-
I'asse del piano (§8 16), o l'opposta, secondo che il giro condu-
cente per I'angolo dall’'origine al termine &, rispetto a detto asse,
positivo o negativo, mentre, negli stessi casi, la misura ¢ posi-
tiva o negativa. Con cio 1 asse del piano & anche 1 asse del
vettore.

Qualunque sia il vettore, pur di scegliere convenientemente
I'unita di misura, vi sara un segmento orientato avente la sua
orientazione e la sua misura. Lo chiameremo il segmento rap-
presentativo del vettore, o anche il “segmento del vettore ,,
senz’altro. * E quando un’operazione geometrica si dira, per bre-
vita di discorso, eseguita sopra un vettore, s’intendera che lo
sia sopra il relativo segmento.

Quando la misura sia nulla, I orientazione s’intendera in-
determinata, e il segmento ridotto ad un punto (8 25).

§ 30. — Due vettori si diranno della stessa specie quando
sono delle stesse specie le relative quantita.

* Di qui trae origine il nome di vcctor, posto daHamilton, poiché I'orien-
tazione di un segmento si puo definire concependolo come veicolo di un punto
mobile, che passa da un punto ad un altro dello spazio.

Maggi. 3
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§ 31. — “ Componente d’ un vettore secondo un asse ,, Si
chiama il vettore della stessa specie di cui quello & I'asse, e la
misura il prodotto della misura del vettore pel coseno dell’an-
golo che il suo asse forma coll’asse considerato: o, in altre pa-
role, il vettore il cui segmento & la projezione del segmento
del vettore dato sull’asse dato, al quale venga inoltre attribuito
come asse, conformemente alla premessa definizione (§ 29), I'asse
in discorso, cui il componente considerato si riferisce.

La misura del componente si chiamera spesso, per brevita
di discorso, “la componente , secondo l'asse supposto.

§ 32. — 111 componenti di un vettore secondo tre assi non
paralleli ad un piano determinano il vettore. , Difatti, descritti
per un punto come comune origine i segmenti rappresentativi
dei componenti dati, il segmento di cui quella & 1 origine, e il
termine la comune intersezione dei piani perpendicolari ai tre
segmenti, condotti pei loro termini, sara il segmento rappresen-
tativo del vettore in discorso.

Notiamo che nel caso che i tre vettori siano a due a due
ortogonali, lo stesso segmento pud anche definirsi come quello
che ha origine e termine comuni con una spezzata i cui lati
sono segmenti rappresentativi dei singoli vettori.

§ 33. — In particolare, un vettore & determinato dai suoi
componenti secondo tre assi cartesiani ortogonali. Questi si
chiameranno ordinariamente i componenti del vettore senz’altra
aggiunta, e le loro misure, le componenti (8 31).

Siano X, Y, Z le componenti di un vettore secondo tre
assi cartesiani ortogonali, e VX 2-fi Y2-p Z2 *indichi il valor
assoluto del radicale.

La grandezza del vettore sara ' la sua mi-
sura, e i coseni di direzione dell’asse:

* Similmente, in tutto il seguito, il segno V > senzaltra indicazione, rap-
presentera, salvo dichiarare il contrario, il valor assoluto.
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in tutte le quali formole va preso contemporaneamente il segno
superiore o inferiore.

I coseni di direzione del vettore stesso saranno poi in ogni
caso :

poiché, o la misura & positiva, e I'orientazione e quella dell’asse,
0 € negativa, e l'orientazione é I'opposta.

Il vettore le cui componenti secondo gli assunti assi carte-
siani sono X, Y, Z s’indichera ordinariamente con (X, Y, Z).

§ 34. — “Risultante di un numero qualunque di vettori
d’'una certa specie ,, si chiama il vettore della stessa specie rap-
presentato dal segmento orientato avente origine e termine co-
muni con una spezzata i cui lati sono segmenti rappresentativi
dei vettori suddetti, presi in un ordine qualsivoglia (che agevol-
mente si riconosce essere indilferente), in modo che il termine
dell’'uno formi I'origine del successivo.

Il risultante di piu vettori si dira talvolta “ composto ,, dai
vettori medesimi, e questi si chiameranno “ componenti,,. Si
vede che, se i componenti sono tra loro ortogonali, ciascuno €&
il componente del vettore secondo il proprio asse (831, cfr. § 32).

§ 35- ~ Segue dalla stessa definizione che il componente
del risultante di piu vettori secondo un certo asse avra per mi-
sura la somma delle misure dei componenti secondo lo stesso
asse dei singoli componenti.

In particolare, se A', Y, Z sono le componenti di un vettore
secondo tre assi cartesiani ortogonali, la misura del suo compo-
nente, o la sua componente, secondo un asse i cui coseni di
direzione sono a, 3, y sara:

E se il vettore (X, Y, Z) é risultante di piu altri, e X\ Y,, Z,
sono le componenti d’'uno qualunque di essi secondo i tre assi
sara:

ove la sommatoria s’intende abbracciare tutti i vettori, e reci-
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procamente. Formole che si possono assumere per definizione
della mutua relazione fra i vettori componenti {Xi, YitZzi) e il
loro risultante (X, Y, Z).

§ 36. — Giova qualche volta considerare anche il " compo-
nente d’'un vettore secondo un piano ,,; cio che significa il vettore
della stessa specie il cui segmento & la projezione sul piano del
vettore considerato, I'asse essendo preso col senso che ¢ la proje-
zione di quello attribuito all’asse del vettore sul piano medesimo,
per modo che uno stesso segno apparterra sempre alla misura
del vettore, e a quella del componente in discorso, detta la sua
“ componente secondo il piano

In particolare, le componenti del vettore (X, Y, Z) secondo
i piani coordinati yz, zx, Xy saranno:

Vettore applicato 0 localizzato.

§ 37. _ Un vettore ed un punto costituiscono cio che chia-
miamo “ vettore applicato ,, o “ localizzato Il punto si chia-
mera “ punto d’applicazione ,, e l'asse avente l'orientazione re-
lativa al vettore (§ 29), passante per questo punto, “ asse d'ap-
plicazione

Il segmento rappresentativo del vettore (8 29) avente per
origine il punto d’applicazione si dira il “segmento rappresen-
tativo del vettore applicato ,, o anche semplicemente il ttseg-
mento del vettore applicato

Momento di un vettore applicato rispetto ad un punto.

§ 38. — “ Momento di un vettore applicato rispetto ad un
punto,,, nell’ipotesi che questo punto non appartenga all’ asse
d’applicazione, chiamiamo il vettore il cui asse & perpendicolare
al piano dell’asse d'applicazione e del punto, col senso positivo
rispetto al giro conducente per l'angolo retto dalla perpendico-
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lare descritta dal punto sull’asse all’asse medesimo ; e la misura
e il prodotto della misura del vettore per la grandezza di detta
perpendicolare. Quando il punto appartenga all’asse d’applica-
zione, al momento si attribuira il valor zero.

Il punto rispetto al quale il momento & definito, si distin-
guera talvolta col nome di “ polo ,,.

Cosi, se [/] e [V] indicano le unita di misura di lunghezza
e del vettore considerato, quella del momento si potra rappre-
sentare con [/ V] (§8 27).

§ 39. — Dalla stessa definizione scaturisce che il momento
d’un vettore applicato rispetto ad un polo e lo stesso, a parita
di polo, per tutti i vettori applicati che hanno comune I'asse di
applicazione, e, a parita di vettore, per tutti i poli che appar-
tengono ad una retta parallela all’asse.

§ 40. — Inoltre, immaginando assunta una terna d’assi
cartesiani ortogonali, si ha subito (cfr. § 18) che, se indicano
X, Y, Z e x,¥, z le componenti del vettore e le coordinate del
punto d’applicazione, che costituiscono un vettore applicato,
a, b, c le coordinate del polo, e Mx> Myt Mz le componenti del
momento del vettore applicato rispetto a questo polo, sara:

8§ 41*~ Si consideri un secondo punto (ab', c'). Le com-
ponenti del momento del suddetto vettore applicato rispetto a
questo punto come polo si potranno, per le precedenti formole,
rappresentare con

Quindi : “ Il momento di un vettore applicato rispetto ad un
polo &€ composto del momento analogo per rispetto ad un altro
polo qualsivoglia e del momento del vettore applicato il cui
vettore € lo stesso e il punto d’applicazione questo secondo
punto, rispetto al primo polo. ,,
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§ 42. - Dato un vettore, M, e un punto P, non si potra con-
siderare M come momento rispetto a P di un vettore applicato
di cui il vettore, V, si supponga prefissato, se i due vettori non
sono fra loro perpendicolari. Questa circostanza necessaria €
anche sufficiente: ammessa almeno fra le unita di misura I'indi-
cata relazione (8 38). Supposto che si verifichi, M sara in tal
caso il momento rispetto a P del vettore applicato di cui V é
il vettore, e I'asse d’applicazione passa pel punto del piano con-
tenente P perpendicolare a M, posto sulla perpendicolare a
a distanza da P misurata dal rapporto della grandezza di M a
quella di V, da tal parte che sia positivo rispetto all’asse di M
il giro conducente per I'angolo retto dalla perpendicolare sull’asse
di V spiccata da P all’'asse medesimo (§ 38).

§ 43. — Si chiama talvolta “ momento d’'un vettore appli-
cato rispetto ad una retta ,, non posta in uno stesso piano col-
I'asse d’applicazione, il vettore il cui asse ha la direzione della
retta, col senso positivo rispetto al giro che conduce per I'an-
golo minore di due retti dal raggio spiccato dalla retta col-
I’orientazione della minima distanza fra essa e I'asse d’applica-
zione all’asse del componente del vettore secondo un piano
perpendicolare alla retta (8 36), e per misura il prodotto di questa
componente per la grandezza della minima distanza suddetta.
Quando la retta e l'asse d’applicazione giacciano in uno stesso
piano si attribuira al momento del vettore rispetto alla retta il
valor zero.

Ora, si ha:

dove 9, / indicano la misura degli angoli aventi per origine
I'asse delley e per termine il segmento rappresentativo del
componente del vettore {X, Y, Z) secondo il piano y z, e il
raggio descritto dalla projezione del polo (a b, ¢) sul pianoy z
alla projezione del punto d'applicazione (& y, z). E per conse-
guenza, come & agevole rilevare, il componente secondo un
asse del momento d’'un vettore applicato rispetto ad un polo &
il momento dello stesso vettore applicato rispetto alla retta pas-
sante pel polo, avente la direzione dell’asse.
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Ne viene che il componente in discorso non cambia spo-
stando il polo sopra una retta parallela al suo asse; cid che
d’altronde emerge senz’altro dalle formole precedenti.

Risultante di un sistema di vettori applicati e dei loro momenti
rispetto ad un polo.

§ 44. — “ Risultante d’'un numero qualunque di vettori ap-
plicati ,, si chiama il risultante dei corrispondenti vettori.
Quindi, se (XY,-, Zi,) (i= 1,2,... n) sono n vettori, posto :

ove la sommatoria s’intende estesa a tutti i vettori, il vettore
(X, Y, Z) sara indifferentemente il risultante degli n vettori
(Xi, Yi, Zi) secondo il § 34, e il risultante degli n vettori appli-
cati definiti dai vettori medesimi e dagli n punti d’applicazione
corrispondenti (xi, yi, %).

§ 45. — Posto poi :

sara (M*, My, M3 il risultante dei momenti degli n vettori ap-
plicati suddetti rispetto al polo (a, b, c) (88 35, 40).

§ 46. — Indicando con {a', b',c) un altro punto, e con
M*, Wy>M'a le componenti del risultante dei momenti rispetto
ad esso, si trova immediatamente (cfr. § 41) :

esprimenti che il risultante dei momenti rispetto al polo (ab 'tcp
e composto del risultante dei momenti rispetto ad (a, b, c) e del
momento rispetto ad (@', b', ¢) del vettore applicato di cui il ri-
sultante dei vettori (X, Y, Z) é il vettore, e I'antico polo {a, b, ¢)
punto d’applicazione.

§ 47. — Di qui segue immediatamente che il risultante dei
momenti rispetto ad un polo é lo stesso per tutti i poli che

s
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appartengono ad una stessa parallela al risultante dei vettori, e
in generale diverso per poli appartenenti a parallele diverse.
Chiameremo ognuna di queste parallele un uasse ,, del sistema
dei vettori applicati.

§ 48. — Indichino R, M ed Mr le misure del risultante dei
vettori e dei momenti rispetto a due punti a, b, ¢) e (ab ' c')
corrispondenti a due distinti assi: cos (RM) e cos (RM") i co-
seni degli angoli formati dagli assi dei momenti medesimi col-
I'asse del risultante dei vettori.

Se R—o, cioé X =Y = Z = o, il risultante dei momenti,
per le (1, § 44), sara completamente invariabile.

Invece se R, cioé una almeno delle X, Y, Z, & diversa da
zero, ad ogni distinto asse competera un risultante diverso.

Facciamo d’ora in avanti, salvo avvertire il contrario, questa

ipotesi. Le (1, § 44) forniscono :
E di qui, supposti M ed M' diversi da zero :

esprimente che “la componente del risultante dei momenti ri-
spetto ad un polo secondo I'asse del risultante dei vettori & in-
dipendente dal polo ,,.

§ 49. — Supponiamo che per un asse il risultante dei mo-
menti in discorso sia nullo: che se & possibile, segue pero dal
§ 46 che la stessa proprieta non potra appartenere ad alcun
altro. Percio €& necessario e sufficiente che le coordinate x,vy, z
del punto qualunque dell’asse in discorso soddisfacciano le e-
quazioni:

cioé che si verifichi la condizione :

ossia che il risultante dei vettori e dei momenti rispetto ad un
polo qualsivoglia, preso fuori del supposto asse, siano fra loro
ortogonali. La qual condizione, per (1, § 48), se si verifica per
un punto, si verifica per tutti.
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In tal caso, una delle tre equazioni riesce immediatamente
conseguenza delle rimanenti due, che sono le equazioni dell’asse
cui compete il momento nullo.

Ora, queste equazioni si possono porre sotto la forma e-
quivalente:

Per conseguenza, “ quando ad un asse corrisponde il valor
zero del risultante dei momenti, questo &, per ogni posizione
del polo, il momento rispetto a questo polo del vettore appli-
cato il cui vettore e il risultante dei vettori, e I'asse di appli-
cazione l'asse in discorso ,. Donde segue che i due risultanti
saranno fra loro perpendicolari. E reciprocamente, “ quando i ri-
sultanti dei vettori e dei momenti rispetto ad un polo sono fra
loro perpendicolari, condizione che, se si verifica per un polo,
ha luogo costantemente, il risultante dei momenti € il momento
rispetto al supposto polo d’'un vettore applicato il cui vettore
e il risultante dei vettori, per modo che al suo asse d’applicazione
corrisponde il valor zero del risultante dei momenti , (§ 42).

§ 5°- Si supponga ora che per nessun asse il risultante
dei momenti sia nullo: cioé le (1 § 49) non soddisfatte da al-
cuna terna di valori x, yf z. Possiamo in tal caso determinare
mediante :

I'asse a cui compete momento parallelo al risultante dei vettori.

E facile porre queste equazioni sotto la forma pit semplice,
atta a mettere in evidenza come definiscano realmente un asse
del sistema. Percio, notiamo che l'ultima pud scriversi:

la quale, aggiungendo e sottraendo nel primo membro X 2(x—a),
si trasforma nella prima delle tre:
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dove :

E di qui:

Per (2, 8 48), indicando con MO la misura del risultante dei
momenti corrispondente all’asse cosi definito:

donde scaturisce che all’asse in discorso corrisponde il risul-
tante dei momenti di grandezza minima.

Questo asse si chiama 1 “ asse centrale ,, : termine che si
estende nel relativo caso all’asse cui corrisponde il risultante
nullo (§8 49). In entrambi i casi, valendosi della relazione del
§ 46, si trova immediatamente:

dove r indica la grandezza della distanza dell’asse cui si rife-
risce M dall’asse centrale : per modo che la grandezza del ri-
sultante dei momenti € la stessa per tutti gli assi equidistanti
dall’asse centrale medesimo.

§ 51. — Siano gli 1 vettori applicati tali che i loro assi
d’'applicazione convergano verso un punto. Assumendo questo
punto per polo del momento d’ogni vettore applicato, questo
risultera zero, e percio M*= M\= M*= o. Esiste quindi nel
caso in discorso I'asse d’applicazione del risultante dei vettori,
che sard l'asse avente l'orientazione relativa al risultante dei
vettori, passante pel punto di convergenza.

§ 52. — Di qui si pudo presumere che esistera I'asse d’ap-
plicazione del risultante di un sistema di vettori applicati fra
loro paralleli.

Sia in tal caso:

dove a, 8 y sono i coseni di direzione dell’asse comune a tutti
i vettori.
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Ne viene :

E percio, supposto - ri diverso da zero, sara:

pel punto definito da:

e per ogni altro della retta passante per esso avente la dire-
zione comune dei vettori, la quale, coll’orientazione dell asse
dei vettori medesimi, sara I'asse d’applicazione del risultante
degli 11 vettori applicati.

Il punto, eh’e da notarsi come sia indipendente dalla orien-

tazione dei vettori, si chiama il “centro dei vettori paralleli ,,
e talvolta il “ punto d’applicazione ,, del loro risultante.
Coppia.
§ 53. — Il risultante dei momenti rispetto ad un polo di due

vettori applicati definiti dai vettori (X, Y, Z)e(— X, — Y, — Z),
d’egual grandezza e opposta orientazione e dai punti (xIf ylt 27)
e (M2, v2 €2 avra per componenti:

e coincidera col momento del vettore applicato definito dal primo
vettore e dal primo punto rispetto al secondo punto come polo.

Quindi, reciprocamente, il momento di un vettore applicato
rispetto ad un polo si potra sempre concepire, se piace, come
risultante dei momenti rispetto ad un polo qualsivoglia d’una
coppia di vettori d’egual grandezza e opposta orientazione, asse-
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gnando il polo del dato momento come punto d’applicazione al
vettore eguale ed opposto a quello del momento dato.

E di qui nasce il concetto di “coppia , ; cosi chiamandosi
I"insieme di due vettori applicati d’egual grandezza e opposta
orientazione, atti a definire nel modo suddetto il momento d’un
vettore applicato rispetto ad un polo, il quale percio si chiama
anche “ momento della coppia ,; mentre due coppie s’ intendono
eguali sotto la condizione necessaria e sufficiente che siano eguali
i loro momenti.

Terna vettoriale.

§ 54. — Chiameremo “terna vettoriale , I'insieme di tre
direzioni fra loro ortogonali e di tre quantita a ciascuna di esse
corrispondenti, non tutte nulle.

Questo insieme definisce una quadrica centrata, reale o im-
maginaria, di cui il centro € un punto qualsivoglia, gli assi hanno
le supposte direzioni, e le misure delle tre quantitd sono gli
inversi dei quadrati dei corrispondenti semiassi.* La chiameremo
la “ quadrica,, della terna vettoriale; e “ quadrica della terna
invertita,, diremo quella della terna che si deduce dalla data
invertendo il segno delle misure delle tre quantita. Cosi, in
ogni caso, almeno una delle due quadriehe sara reale.

Reciprocamente, una quadrica centrata definira colle dire-
zioni de’ suoi assi, e gli inversi dei quadrati dei semiassi cor-
rispondenti, una terna vettoriale, di cui sara, secondo la pre-
messa definizione, la quadrica. La qual terna sara unica, se la
quadrica non é di rotazione; mentre, in questo caso, la quadrica
converra egualmente a tutte le terne che si ricavano da una
qualunque con un giro intorno all'asse di rotazione, e se é una
sfera, a tutte le terne per le quali la misura delle tre quantita
e I'inverso del quadrato del raggio.

* Comprendiamo sotto lo stesso termine le note degenerazioni che corri-
sponderanno all’ipotesi che una o due quantita siano nulle, e concepiamo come
casi limiti col tendere delle stesse quantita a zero.
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S’intende che si suppone una certa specie di quantita, e una
certa unita di misura.

Assunto un sistema d’assi cartesiani ortogonali coll’origine
nel centro della quadrica d’una terna vettoriale, questa sara de-
terminata col metodo cartesiano dall’equazione :

e reciprocamente determinera i coefficienti :
a b ¢ /, m n

Percio, supposti certi assi coordinati, la cognizione di questi
coefficienti equivale a quella della terna vettoriale; e noi li chia-
meremo i “ parametri dalla terna vettoriale ,, relativi (se occorre
indicarlo) ai supposti assi coordinati.

§ 55. — Le relazioni esistenti tra questi parametri e gli
elementi che direttamente definiscono la terna vettoriale, cioé i
coseni di direzione delle tre direzioni, e le misure delle tre
guantita, sono quelle che insegna la ben nota teoria delle qua-
driche.

Posto :

e inteso che x,y, z soddisfacciano alla (1) del precedente §, per
modo che:

le direzioni degli assi della quadrica sono definite dai valori di
a, B, 7 cui corrispondono valori di p2 che possono essere mas-
simi e minimi, e questi valori sono i cosi detti quadrati dei se-
miassi della quadrica relativi alle direzioni medesime.

Si ha quindi per determinare tali valori x, B, y, per (2) e (1):
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equazioni conciliabili sotto la condizione necessaria e sufficiente
che Xsoddisfaccia all’equazione cubica:

Quest’equazione, si dimostra facilmente, ha tre radici reali,
ognuna delle quali determina, mediante (i) e (3), una corrispon-
dente terna di valori +a, + B, +y. Dalle stesse (3) scaturisce
poi che i valori corrispondenti a due radici distinte definiscono
direzioni fra loro ortogonali; oltre di che per (2) e (3, indi-
cando con p2 il valore corrispondente a rfca, .S, £ y:

Cosi, supposti dati i parametri d'una terna vettoriale, la
(4) determina per mezzo di essi le tre quantita, in seguito a che
le (3) e (x) forniscono le direzioni corrispondenti.

Distinguendo cogli indici 1, 2, 3 le tre radici, e i corrispon-
denti valori di a, S, y, le misure delle tre quantita saranno
\ rX, 3 e direzioni quelle i cui coseni sono + a-, + P» + y»
{i=1i, 2, 3).

Con cio si ha poi, per (3):

E di qui:

relazioni che forniscono i parametri della terna in termini degli
clementi diretti.

Infine, come caso limite si tratta agevolmente quello di
due o tre quantita eguali, e si ritrovano le relative circostanze
particolari (§ 54).
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Terna vettoriale applicata 0 localizzata.

8§ 56. — Giova infine considerare anche la riunione d’ una
terna vettoriale e d’un punto: cio che chiameremo una terna
vettoriale “ applicata, o “localizzata ,, di cui il punto € “ punto
d'applicazione ,,.

Limite.
§ 57. — Indicando conf ((**)) una funzione delle variabili
x\, x2,... X, , che, per fissare le idee, supporremo suscettibili

di tutti i valori reali, o, per esprimerci brevemente, del posto (x)
di quell’insieme 1 volte infinito, e inteso che i valori delle va-
riabili e della funzione siano numeri, per “ limite dif ((a:)),
col tendere del posto (X) ad un posto fisso (a), oppure all’infi-
nito ,,, s’intendera, quando esiste, il numero tale che, fissato
il numero s positivo piccolo finché si vuole, pur di prendere (X)
in un intorno sufficientemente limitato di (a), e nel caso dell’in-
finito, invece, fuori d’'un intorno sufficientemente esteso di («), &

Si dice poi che, col tendere di (X) ad (a, o all’infinito,
ucresce infinitamente ,,, o “ tende ad infinito ,,, quando

ha per limite zero.

§ 58. — Una quantitd sard funzione di (x) quando lo & la
sua misura, e reciprocamente. Supposto che, col tendere di (X)
ad () o all’infinito), la misura abbia per limite A, la quantita
fissa di cui la misura ¢ A (s’intende sempre rispetto ad una
certa unita) si dira il limite della quantita variabile.

§ 59. — Immaginato un asse variabile col posto (x), s’in-
tendera per suo “ limite col tendere di (x) ad (a), oppure all’ infi-



32 Preliminari.

nito ,,, quando esiste, I’ asse avente la proprieta che, fissato un
angolo piccolo a piacere, riesce minore di esso l'angolo dei due
assi, pur di prendere (X) in un intorno abbastanza piccolo di (a),
e nel caso dell’infinito, fuori d’un intorno abbastanza esteso di (tf).

§ 60. — Un vettore sara funzione del posto (x) quando lo
e, in generale, la sua quantita e il suo asse, e reciprocamente.
Se questi, col tendere di (X) ad (a) (o all’ infinito), hanno limite,
il vettore di cui la quantita e I'asse sono i limiti si dira il li-
mite del vettore variabile.

Coefficiente differenziale secondo un asse.

§ 61. — Rappresenti s la misura del segmento d’un asse,
avente I'origine in un certo punto, e il termine in un punto
qualsivoglia. Se F (s) rappresenta una funzione di s, sara il suo
coefficiente differenziale :

Ora, sia F (B) ricavata da una funzione / (X,y, z) delle coordi-
nate del punto qualunque dello spazio, stabilendo che il punto
appartenga al supposto asse, per modo che, indicando con a, b, ¢
le coordinate dell’ origine, e con a, 8 y i coseni di direzione
dell’asse, abbiasi:

Intesa laf (q,y, z) finita e continua insieme coi suoi coefficienti
differenziali parziali, per la legge della differenziazione delle
funzioni composte, sara:

dove si debbono intendere introdotte le (2); ossia rappresen-
tando, in ogni caso, con uno stesso simbolo, V, la funzione in
discorso del posto x,y,z:
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Si chiama il coefficiente differenziale o la derivata)
della /' secondo Lasse considerato; e la relazione ora dedotta
stabilisce il suo legame colle e i coseni

di direzione dell’asse.

Quando (1) fornisca un risultato diverso secondo che é
As > o0 o0 is < o bisogna distinguere il coefficiente differenziale
secondo il supposto asse “ nel senso positivo ,, e “ nel senso
negativo ,,. La (3) sta per ambedue, intendendo che a seconda
F' (s) indica il primo oppure il secondo, il coefficiente differen-
ziale secondo ogni asse coordinato sia nel senso formante col
supposto asse l'angolo acuto oppure I'ottuso.

§ 62. — Per la precedente relazione, affinché la componente
1dun vettore secondo un asse qualsivoglia sia il coefficiente diffe-
renziale d’una funzione dei posti dello spazio secondo questo
asse, € necessario e sufficiente che la proprieta si verifichi per
tre assi ortogonali ; che se questi s’intendono essere i soliti assi
cartesiani, e si indicano con X, Y, Z le componenti del vettore
secondo gli assi medesimi, la condizione si traduce in

Una tale funzione, V, quando esiste, si dice in generale la
i* funzione dei vettori , della specie supposta.

§ 63. — Immaginiamo due assi passanti per un punto, le
misure dei cui segmenti siano rappresentate da r, s. Indichi M
un punto qualunque del secondo asse; N il piede della perpen-
dicolare descritta da esso sul primo, vale a dire la sua proie-
zione sul primo: \s e ir gli aumenti delle misure dei segmenti
dei due assi relativi al passaggio dal punto d’incontro ad M ed N
rispettivamente. Sara :

E per conseguenza:

La qual relazione si estende naturalmente all’ipotesi che s rap-

Maggi. 3
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presenti la misura d’'un arco di linea qualunque terminato ad un
suo punto, r la misura dell’arco d'un’altra linea, anche qualun-
que, terminato ad una proiezione (sempre inteso ortogonale) del
punto suddetto sulla linea medesima, e cos 'rs) il coseno del-
I'angolo delle tangenti volte nel senso in cui i due archi crescono.

Integrale esteso ad un campo.

§ 64. — Pel largo uso che faremo dell’integrale esteso ad
un campo giova premettere raccolte alcune proposizioni che vi
si riferiscono.

Supporremo (salvo indicazione contraria) indifferentemente
il caso d’un campo a tre, a due o ad una dimensione; « indi-
chera la grandezza dell’ estensione, e sara talvolta anche preso
per simbolo del campo; (x) il posto qualunque; V = f ((:*;)) una
funzione di (v nel campo, che, per fissare le idee, intenderemo
sia continua e finita.

Cio posto, per integrale di V o / ((**)) esteso al campo t
s’ intendera il numero /, esistente nelle suddette ipotesi, tale che,
fissato s positivo piccolo finché si vuole, pur di decomporre il
campo in tante parti comprendibili entro una sfera di raggia
abbastanza piccolo, si ha:

dove A+« dinota la grandezza dell’estensione della parte qua-
lunque, V il valore della funzione in un posto qualsivoglia del
campo da essa rappresentato, e la sommatoria comprende tutte
le parti.

Cio esprimiamo brevemente col chiamare I'integrale “ limite
di detta somma col tendere d’ogni parte ad un punto ,, e lo
indichiamo col noto simbolo

ove l'indice ~ ordinariamente si pud tralasciare.
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§ 65. — “Indicando con W una funzione come la V, la
quale inoltre in tutto il campo non muti segno, si ha:

dove, sotto la semplice condizione che le funzioni siano inte-
grabili, e, in primo luogo, V abbia limite inferiore e superiore
finito, V rappresenta un numero compreso fra quei due limiti
— ci0 che & una conseguenza immediata della premessa defini-
zione dell’integrale; che se V s’intende anche continua, V, per
una nota proprietd, rappresentera il valore della funzione in un
punto del campo. ,,

§ 66. — “ Se in ogni parte At del campo, per limitata che

sia, € :

e il campo si pud decomporre in un certo numero di regioni,
in ciascuna delle quali V & finita e continua, sara, in tutto il
campo, V —o.,,

Difatti, supposto V diverso da zero in un posto, dovra man-
tenere lo stesso segno in un intorno di esso, pel quale non potra
verificarsi la (1).

§ 67. — Sia il campo t a tre dimensioni, e cosi fatto che
il suo contorno si decomponga in due calotte, incontrate cia-
scuna in un punto da ogni perpendicolare al piano xy il cui
piede giace entro la proiezione del comune contorno: e questa
linea si decomponga alla sua volta in due rami incontrati cia-
scuno in un punto da ogni perpendicolare all’asse delle x il cui
piede giace entro le proiezioni dei termini comuni. Supposte X, Y, z
le coordinate ordinarie del posto qualsiasi, il campo sara defi-
nito da

dove %j, x2 sono fissi, yt e y2 funzioni di x in quell’intervallo,
e h, funzioni di x, y nel campo definito dalle due prime re-
lazioni. Allora, come il calcolo infinitesimale insegna :
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§ 68. — Teorema di Gauss. Manteniamo relativamente al
campo le ipotesi del precedente § e in esso, oltre V} sia

continua (esclusa, se capita, la superficie) e finita iz Indi-

chiamo con c, cq, € la superficie del campo, e quella delle ca-
lotte formate dai punti d’entrata e d’uscita delle perpendicolari
al piano xy volte come I'asse delle z: e con cos(w”), cos {n{2),
cos («2z) il coseno dell’ angolo* formato coll’asse delle z dalla
normale nel punto qualunque di ciascuna, volta verso l'interno,
per modo che cos (nlz) positivo e cos (U2z) negativo. Abbiamo,
conformemente alla precedente espressione :

E per conseguenza, intendendo che nel secondo membro V si
riferisca alla superficie :

La qual relazione si svincola agevolmente dalle restrizioni
imposte al campo, concependolo decomposto, quando non vi
soddisfaccia, in regioni che vi soddisfanno, mediante diaframmi,
il cui contributo nella somma degli integrali di superficie si
elide. Che se, un campo concependosi cosi composto, la funzione
ammette le prescritte proprieta in ogni regione, ma non nel-
I'insieme, sta la relazione medesima, intendendo che c rappre-
senti la superficie complessiva delle regioni.

§ 69. — Si riconoscera agevolmente come un analogo teo-
rema si possa enunciare per un campo a due dimensioni, e con
una funzione in esso definita.

§ 70. — Notiamo infine che, se si pone :



Integrale esteso ad un campo. 37

dove k, X, Y, Z sono funzioni del posto (x,y, z del campo
aventi le proprieta della V dei precedenti 8§, e (a b, ¢) rap-
presenta un posto fisso, le X, Y, Z, My, My, Ms verificheranno
le relazioni trovate per le espressioni rappresentate dagli stessi
simboli nei 88 44 — 52, o relazioni analoghe che si dedurranno
immediatamente sostituendo l'integrale alla sommatoria.

Noi chiameremo, nei casi opportuni, i vettori (X, Y, Z) e
(Mv, My, Ms) risultanti d’ un insieme di vettori, e dei momenti
del corrispondente insieme di vettori applicati ai punti (v, y, 2)
rispetto al polo (a b, c); i quali termini si debbono intendere
attribuiti per ragione d’analogia.

Integrale secondo un cammino.

§ 71. — Cammino conducente da un posto («) ad un posto
» — *“origine, e “termine, — si chiama la successione dei
posti (x) di un campo, tali che le relative xIr 2, . . . X,, sono
altrettante funzioni finite e continue di una variabile t in un inter-
vallo (x¢J), il cui valore ¢ alf a2 ... a, pert— aeblth, ... b,
per t— S, corrispondente alla successione dei valori di t che
comincia con a e finisce con [i — origine e termine dell’intervallo.

E chiaro che nel caso della doppia e triplice infinita, inten-
dendo che le variabili rappresentino le coordinate di un punto
del piano, e dello spazio, corrispondera ad ogni cammino una
linea limitata ai punti rappresentanti lI'origine e il termine del
cammino, la quale al variare di t da x a 6 verra percorsa dal
punto variabile corrispondente al valore variabile di t, dal primo
al secondo estremo, con una certa legge, per cui, a seconda del
caso, passera per ogni punto della linea una volta sola, oppure
ripetutamente. Di qui trae origine il nome.

Per fissar le idee, discorreremo nei seguenti 88 del caso di
tre dimensioni, avvertendo che il ragionamento sta in generale.

§ 72. — Siano X, Y, Z tre funzioni delle variabili x,y, z
in un campo, finite e continue, dalle quali si ricavino tre fun-
zioni di tin (tl t)), Xt, Yt, Zt, prendendo per v, jy, z tre funzioni
di / nello stesso intervallo, che definiscono un cammino condii-
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cente da (ax, blt ct) a (a, hif c2); e queste funzioni ammettano
coefficiente differenziale finito e continuo. Esistera:

e sara eguale a:

si
dove 5 rappresenta una qualsiasi funzione finita e continua di /,
insieme col suo coefficiente differenziale, e sx, s2 sono i suoi
valori per e E questo si chiama 1 “ integrale di:

secondo il cammino ,, che indicheremo con C; e si rappresenta con

che, se non c’é equivoco, il simbolo del cammino si tralascia.
§ 73. —Sia nel campo V funzione finita e continua di x,y, z, e

Sara:

dove .v,y, z, nel secondo membro, corrispondono al valor t, come
si desume dall’eguaglianza del coefficiente differenziale dei due
membri e del loro limite col tendere di / a tl. Quindi:

In conseguenza di che, in tale ipotesi — inteso che |Tsia fun-
zione ad un sol valore (cfr. § 75) — I’ integrale non muta che
che coll’origine e col termine; inoltre, se questi cadono in uno
stesso posto del campo, I'integrale ha valor zero.
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§ 74. — Concepito (X, Y, Z) come un vettore si chiama
P “integrale del vettore secondo il cammino C

Per quanto precede, se esiste la relativa funzione dei vet-
tori dotata delle ammesse proprieta, il valore dell’integrale & la
differenza dei valori di questa funzione fra il termine e l'origine.

Funzioni plurivalenti.

§ 75. — E sempre sottinteso che il valore d’una funzione
in ogni posto sia unico. In alcune questioni giova coordinare
ai singoli posti d’'un campo un intero gruppo di valori, che si
concepiscono come tutti appartenenti ad una funzione dei posti
medesimi, la quale si chiama “ a piu valori ,, o “ plurivalente ,,;
termini cui si contrappongono quelli di “ ad un sol valore , od
“ univalente ,,.

Con questa estensione, supposto il cammino C tale da de-
terminare nel suo termine un solo valore di V succedente con
continuita al valore nell’origine indicato da V (at, bu cx), sta
la 2, § 73) pur d’intendere che V {a,, 2, r2) rappresenti quel
valore.

Aggiungiamo che, per l'esistenza della funzione V- tale che
hanno luogo le (1, § 73), risulta, colla stessa estensione, ne-
cessario e sufficiente che X, Y, Z ammettano i coefficienti dif-
ferenziali rispetto alle due variabili eteronime, parimente finiti e
continui, e sia :

Superficie di livello

§ 76. — Supposto il vettore (X, Y, Z) funzione finita e con-
tinua del posto (x,y, z) d'un campo, ed esistente la funzione dei
vettori, V, la quale, mentre il vettore si suppone, come d'ordi-
nario, ad un sol valore, possa essere anche funzione pluriva-
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lente del posto medesimo, giova considerare la famiglia sempli-
cemente infinita di superficie definita dall’equazione

V — Costante, (i)

e quella delle sue trajettorie normali, le cui equazioni differenziali
sono :

chiamate “ superficie di livello ,, e “linee di llusso , della con-
siderata specie di vettori.

Ogni posto del campo determina in ogni caso una sola linea
di flusso; d'onde é agevole inferire che determina anche una
sola superficie di livello; soltanto che, nel caso della plurivalenza,
ad una stessa superficie di livello corrisponde Il'intero gruppo
dei valori della funzione dei vettori in ogni suo punto. E la
direzione del vettore in ogni posto del campo — emerge senz’al-
tro dalle precedenti equazioni — & quella della tangente alla
linea di flusso e della normale alla superficie di livello deter-
minate da quel posto, nel posto medesimo.

Concepito un posto del campo e attribuita alla costante di
(i) una successione dei valori formante un certo intervallo, ne
verra determinata una successione continua di punti della linea
di flusso passante per quel posto; la successione cioé dei punti
d’intersezione della linea colle superficie di livello relative a
quei valori della costante; e uno stesso punto non potra pre-
sentarsi piu d'una volta se a valori diversi della costante corri-
spondono superficie di livello anche diverse, mentre invece si
ripresentera ogniqualvolta una stessa superficie corrisponda a
valori diversi dell’ intervallo. Ne viene che le linee di flusso non
potranno essere rientranti nel caso della funzione dei vettori
univalente, mentre si potranno chiudere nell’ opposto caso.
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CAPITOLO PRIMO.

SPOSTAMENTO.

Spostamento di un punto.

§ 77. — " Spostamento di un punto corrispondente al pas-
saggio da un posto ad un altro ,, chiamiamo il segmento orien-
tato (8 29) la cui grandezza ¢ quella della mutua distanza dei due
posti, e I'orientazione quella della loro congiungente volta dal
primo al secondo.

I due posti si chiameranno anche la “ posizione iniziale , e
" finale ,, del punto a cui lo spostamento si riferisce. Essi deter-
minano lo spostamento: e ciascun d’essi & determinato dallo
spostamento e dall’ altro.

§ 78. — Assunto un sistema d’'assi cartesiani ortogonali,
siano (X, y, 2), (&, y', z)e (;, th O la posizione iniziale e finale
e lo spostamento corrispondente. Sara :

§ 79. — Lo spostamento relativo al passaggio d'un punto
da un posto ad un altro si potra concepire come risultante o
composto di due o piu spostamenti analoghi, secondo la defini-
zione generale (8 34). Notiamo che, se s’immagina un posto
come posizione iniziale, e un punto il quale passa da esso al
posto che rappresenta, con quella posizione iniziale, la posizione
finale relativa d’un componente; quindi da questo posto a quello
che, con esso per posizione iniziale, rappresenta la posizione
finale relativa ad un altro componente; e cosi via, finché si sono
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presi tutti i componenti; I'ultimo posto a cui il punto arriva sara
la posizione finale del punto relativa allo spostamento risultante
col primo posto considerato per posizione iniziale.

Conformemente al § 35, se (;, th £) e risultante o composto
degli n spostamenti (il- i, Z) (i = 1, 2, ..//), sara:

e reciprocamente.

Spostamento d’un sistema.

§ 80. — “ Spostamento d’un sistema corrispondente al passag-
gio da una posizione ad un’altra,, e I'insieme degli spostamenti
dei singoli punti che compongono il sistema corrispondenti al
passaggio dalla posizione iniziale alla posizione finale relativa.

L’insieme delle posizioni iniziali e finali dei singoli punti
costituisce la posizione iniziale e finale del sistema.

Ogni dipendenza particolare dello spostamento dei singoli
punti dalla posizione iniziale o fihale definisce uno spostamento
del sistema di particolar natura.

§ 8l. — “Risultante,, o “composto, di piu spostamenti
si dice lo spostamento d'un sistema quando lo spostamento d’ogni
punto é risultante o composto degli spostamenti che a quelli
separatamente corrispondono (§ 79N

Spostamento traslatorio.

§ 82. — “ Spostamento traslatorio., d'un sistema e quello
pel quale lo spostamento € eguale per tutti i punti.

Questo spostamento comune si chiama la “ traslazione ,, del
sistema. Esso definisce lo spostamento traslatorio, il quale riesce
cosi determinato da un semplice vettore.

Evidentemente per lo spostamento in discorso le mutue
distanze dei punti sono le stesse nella posizione iniziale e finale.
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Spostamento rotatorio.

§ 83. — “ Spostamento rotatorio,, di un sistema si dice
quello pel quale la posizione iniziale e finale dei singoli punti
sono sopra una circonferenza di cerchio col centro sopra una
retta fissa, in un piano ad essa perpendicolare: si succedono per
tutti i punti in senso concorde: e limitano un arco di lunghezza
proporzionale al raggio.

Ne viene che I'angolo non maggiore, in grandezza assoluta,
di due retti, o in generale compreso fra gli stessi termini, di
ecui deve girare un semipiano terminato alla retta fissa per pas-
sare dalla posizione iniziale alla posizione finale d’un punto ¢
lo stesso per tutti i punti del sistema.

La retta fissa, con un certo senso, si chiama 1 “ asse di
rotazione ,,: e quest’angolo, con misura positiva 0 negativa,
secondo che corrisponde ad un giro positivo 0 negativo rispetto
all’asse, “angolo di rotazione Per lo studio d’uno sposta-
mento isolato basta considerare di quest’angolo il valore in gran-
dezza assoluta non maggiore di due retti; ma in generale oc-
corre concepirlo suscettibile anche degli altri valori (8 12).

11 vettore avente |'asse orientato come l’asse di rotazione,
e I'angolo di rotazione per quantita si chiamera la “ rotazione ,,
del sistema.

Con una data posizione iniziale, e ogni altra deducibile da
essa con uno spostamento traslatorio (§ 82), lo spostamento ro-
tatorio e definito dalla rotazione e da un punto dell’asse di ro-
tazione: quindi da un vettore applicato.*

Anche per lo spostamento rotatorio evidentemente non cam-
bia la mutua distanza dei punti nella posizione iniziale e finale.

E da ovvie osservazioni si desume che uno spostamento
che soddisfaccia a questa condizione e a quella che due punti
invariabilmente uniti col sistema — cioé che serbano distanza
invariata da ogni punto del sistema — abbiano spostamento

* Di qui il termine rotor proposto da Clifford per il vettore localizzato
{Elements of Dynamic, London, 1878. Parte |, pag. 123; Il senso comune nelle
scienze esatte — trad. ital. — pag. 250).

K
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nullo, se non & uno spostamento nullo, sara necessariamente
rotatorio, colla retta dei due punti per asse.

Spostamento rototraslatorio ed elicoidale.

§ 84. — *“ Rototraslatorio,, chiamiamo ogni spostamento
composto d’'un traslatorio e d'un rotatorio: ed uelicoidale ,,
quello in cui la traslazione del primo e la rotazione del secondo
sono fra loro parallele.

Spostamento rigido.
Ogni spostamento rigido si riduce ad uno spostamento elicoidale.

§ 85. — “Rigido , si chiama ogni spostamento conciliabile
colla rigidita del sistema, cioé tale che le mutue distanze dei punti
sono le stesse nella posizione iniziale e finale. Esso pud conce-
pirsi definito dalla proprieta che col sistema si pud congiungere
una terna d’assi ortogonali rispetto a cui la posizione d’un
punto qualsivoglia é la stessa in ambedue le posizioni; la quale
si dice invariabilmente connessa col sistema (§ 24). Per conse-
guenza, se s'immaginano due terne d’assi coordinati I'una fissa,
e I'altra connessa col sistema, le quali nella posizione iniziale
si suppongono coincidere, indicando con X, y, \e x', y', le
coordinate d’un punto qualsivoglia rispetto alla prima terna nella
posizione iniziale e finale rispettivamente, saranno x, y, \ le
coordinate dello stesso punto rispetto alla seconda terna in am-
bedue le posizioni, e pel § 21, col medesimo significato dei
simboli a, 3, ye Bsy (i— 1, 2 3)

donde per le componenti dello spostamento dello stesso punto
rispetto agli assi fissi:
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Queste forinole si possono assumere per definizione dello
spostamento rigido; e ne risulta che le componenti sono fun-
zioni lineari delle coordinate iniziali, ove i coefficienti delle prime
potenze soddisfanno a speciali relazioni immediatamente dedu-
cibili dalle note relazioni fra i coseni di direzione d'una terna
d’ assi ortogonali rispetto ad un’altra (8 24).

§ 86. — In virtu di tali relazioni e:

e percio in generale non vi sara alcun punto pel quale:

cioé lo spostamento nullo.

§ 87. — Invece, in generale, lo spostamento considerato
risulta composto dello spostamento traslatorio la cui traslazione
¢ (@ 8 vy), spostamento dell'origine della terna connessa col si-
stema, e di quello le cui componenti sono:

eh’é uno spostamento rotatorio intorno ad un asse passante per
I'origine  medesima, poiché, in virtu di (1) del § precedente,
lo spostamento €& nullo per tutti i punti (x, y, z) tali che:

indicando con A2, As i minori del determinante corrispon-
denti agli elementi di una riga qualsivoglia (cfr. § 83).

Cosi troviamo, in primo luogo, che ogni spostamento rigido
si pud ridurre in infiniti modi ad uno spostamento rototrasla-
torio (§ 84).

§ 88 — Se «= p= 7= o0, cioe se si suppone nullo lo
spostamento di un punto, si ha semplicemente uno spostamento
rotatorio coll’ asse passante per questo punto.
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§ 89. — Supponiamo poi una almeno delle a; B y diversa
da zero, e indicando con A'a; \'s i minori del determinante
suddetto corrispondenti agli elementi della colonna col numero
d’ordine della riga cui corrispondono X, A3:

relazione, che, il determinante in discorso essendo zero, ammessa
per una colonna, sta per tutte. Si trova prendendo, per esem-
pio, la prima colonna, = AX e per le relazioni fra le «9 Y, :

quindi la suddetta relazione equivale a:

la quale, per le (1, § 85), esprime che la rotazione e la trasla-
zione sono fra loro perpendicolari, ossia lo spostamento k paral-
lelo ad un piano ,,.

Le condizioni espresse da (2) sono richieste perché, non
ostante (i, § 86), le (1, § 85), per qualche valore di x, y, z, for-
niscano ; 1=y = C=:o0.

Ora, intendiamo prese per asse delle z I'asse della rota-
zione, per modo che la traslazione riesca parallela al piano xy ;
e rappresentiamo I|’angolo di rotazione con 9. Le (1, § 85) si
riducono a:

e poiché:

per un certo valore di X,y sara \— J  o0: cioé per una certa
retta parallela all’asse di rotazione lo spostamento é nullo; donde
si conclude che il supposto spostamento parallelo ad un piano
si riduce ad uno spostamento rotatorio determinato.

§ 90. — Emerge dalle (1, § 85) che in infiniti modi si puo
ridurre uno spostamento rigido ad uno spostamento rototrasla-
torio, perché, mutando il punto preso per origine della terna
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connessa col sistema, mutera in generale la traslazione, eh’é lo
spostamento di quel punto, e la posizione dell’asse della rota-
zione; mentre questa restera invariata, come puramente dipen-
dente da vi>Ji, yi, (i— 1, 2, 3), che si mantengono invariate al
mutare il punto medesimo.

Ora, concependo il componente traslatorio decomposto in
due, I'uno parallelo e I'altro perpendicolare all’ asse del rotatorio,
il secondo e il componente rotatorio hanno per risultante uno
spostamento rotatorio con diverso asse, ma la stessa rotazione
del componente rotatorio (8§ 89). E da cio si conclude che “ ogni
spostamento rigido si riduce (inteso che, se lo spostamento &
rotatorio, la relativa traslazione sia nulla, e se é traslatorio,
nulla la rotazione) ad uno spostamento elicoidale (§ 84) ,,.

Spostamento dislocatorio semplice.

8 91. — “ Spostamento dislocatorio semplice ,, chiamiamo
ogni spostamento d’ un sistema, pel quale, come nello sposta-
mento rigido (caso particolare in cui la dislocazione relativa dei
punti & nulla), le componenti dello spostamento d’ogni punto sono
funzioni lineari delle coordinate (rispetto ad una terna d’assi
comunque scelti) della posizione iniziale: donde segue che lo sa-
ranno egualmente le coordinate della posizione finale; — colla
condizione che il determinante dei coefficienti delle coordinate
in queste ultime sia diverso da zero, per modo che reciproca-
mente le coordinate della posizione iniziale riescano funzioni
lineari di quelle dell’iniziale. Ne viene in primo luogo: che ad
una retta e ad un piano della posizione iniziale corrisponderanno
parimente una retta ed un piano della finale, e in generale che
ad una linea e ad una superficie della posizione iniziale corri-
spondera una linea ed una superficie del medesimo ordine della
posizione finale; la qual proprietd si pud assumere, se si vuole,
come definizione dello spostamento in discorso. Inoltre al punto
d’incontro di due rette, e alla retta d’intersezione di due piani
della prima posizione, corrispondera il punto d’incontro e la
retta d’intersezione delle rette e dei piani corrispondenti della

Maggi. 4
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seconda: in conseguenza di che a rette e piani paralleli corri-
sponderanno rette e piani egualmente paralleli.
§ 92. — Siano:

le componenti dello spostamento e le coordinate finali del punto
le cui coordinate iniziali sono X, y, z, dove, posto:

si suppone D diverso da o.

Innanzi tutto lo spostamento del sistema sara composto dello
spostamento traslatorio la cui traslazione & (a b, c), e di quello
per cui lo spostamento del punto le cui coordinate iniziali sono
X, ¥, Z ha per componenti :

per modo che le coordinate finali sono:

Questo spostamento si distinguera colla qualifica di “ omo-
geneo  Per esso il punto che nella posizione iniziale occupa
I'origine del supposto sistema d’assi coordinati ha spostamento
nullo; lo chiameremo 1 “ origine ,, dello spostamento.

§ 93. — Indichino re 2, S yf r e V, la grandezza e
i coseni di direzione del raggio descritto dall'origine, terminato
ai punti x,y, z e x',y', z, posizione iniziale e finale d’uno
stesso punto del sistema. Sara:
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Quindi per le (3) del § precedente:

donde, valendosi di:

si dedurranno

Poiché riuscira generalmente diverso da 1, si vede che

lo spostamento considerato implica in generale una variazione
della mutua distanza dei punti.

Questo rapporto risulta indipendente dalla grandezza r, e
determinato dalla direzione (+ a, £ 8 =+ y) del supposto raggio.

Se poi s’immaginano nella posizione iniziale due altri punti
quali si vogliano limitanti un segmento di cui r sia la gran-
dezza e (% «, £ 3, d=y) la direzione, si desume agevolmente
dalla circostanza che a coppie di punti limitanti segmenti paral-
leli corrispondono coppie di punti limitanti segmenti egualmente
paralleli (§ 91) che i punti corrispondenti della posizione finale
limiteranno un segmento la cui grandezza sara r e la direzione
(£ yl>x fi', 2 y"); per modo che lo stesso rapporto neppure
dipende dalla posizione.

Inoltre risulta parimente dipendente dalla sola direzione
(£ *, = P £ y) del segmento limitato da due punti nella posi-
zione iniziale la direzione (x a', £ 8, + y") del segmento limi-
tato dalle corrispondenti posizioni finali.

Chiameremo il numero P 1 “ coefficiente di dilatazione

lineare secondo la direzione (+ « = @ + y) »; e la misura del-
I’angolo formato dalle direzioni corrispondenti (x a, + 8 + )
e (x a, = fi, £ y) (il cui coseno sara * + 8f" + yy), posi-
tiva o negativa secondo che il giro che conduce per I'angolo
medesimo dalla prima alla seconda & positivo o negativo rispetto
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alla perpendicolare al loro piano nel senso stabilito come posi-
tivo, “ deviazione relativa alla direzione (+ a, = @, -h (),..

§ 94. — Consideriamo il tetraedro avente per vertici quat-
tro punti qualunque (xi,yi, Zi) (i= 1, 2, 3, 4), al quale corri-
spondera nella posizione finale il tetraedro avente per vertici i
punti corrispondenti (x'itjy, z i). Le grandezze dei volumi dei
due tetraedri saranno i valori assoluti dei due determinanti :

e per le (3, § 92) la seconda sara quindi il prodotto della prima
per |D (8 92), indipendente dai vertici.

Ne viene, poiché il volume d’una figura qualsivoglia com-
posta di punti del sistema sara I’insieme o il limite dell’ insieme
dei volumi di tanti tetraedri, collo svanire di ciascun d’essi, che
il rapporto del volume di una figura nello stato finale al suo
volume nello stato iniziale sara egualmente 1D \. La differenza

D |— 1 si chiama il “ coefficiente di dilatazione cubica

§ 95. — Supponiamo:

cioe, pel punto la cui posizione iniziale ¢ (x,y, z), lo spostamento,
s'e possibile, secondo la congiungente la posizione iniziale mede-
sima coll’origine, oppure nullo.

Ne viene, col valore assoluto dei radicali :

dove si deve prendere + o — secondo che & X positivo o ne-
gativo. E per conseguenza Xeé il coefficiente di dilatazione secondo
la direzione della congiungente I'origine col punto (r, Vv, z)
(& 93)

Le relazioni (1) sono soddisfatte da x=y = z= o, cioe
dall’'origine. Supposta una almeno delle tre coordinate diverse
da zero, poniamo :
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per modo che a, 3, y siano i coseni di direzione del suddetto
raggio.

le quali equazioni sono conciliabili sotto la condizione necessa-
ria e sufficiente che sia:

Questa € un’equazione in Y% che, essendo cubica, ne fornira
uno o tre valori (reali) — lasciando in disparte il caso che due
o tre radici siano eguali; e introducendo questi valori nelle (3),
si otterranno tre equazioni lineari, di cui una & conseguenza
delle altre due, che, insieme colle (2), forniranno la direzione o le
direzioni (x a, £ 3, £ y) di altrettante rette uscenti dal centro
per cui si verifica la suddetta proprieta.

Notiamo che, escluso il caso delle radici eguali, queste rette
saranno una o tre.

Chiameremo le rette medesime “ rette speciali dello spo-
stamento ,,.

si dira “ conjugato ,, collo spostamento definito dalle (2, § 92),
e reciprocamente.

Quindi due spostamenti coniugati hanno egual coefficiente
di dilatazione cubica : le rette speciali sono generalmente diverse,
ma sempre in egual numero, corrispondendo, ad ogni retta spe-
ciale dell’uno, una dell’ altra definita dalla stessa radice dell’e-
quazione (4, 8 95) comune ad ambedue: e il coefficiente di dila-
tazione secondo le direzioni di due rette speciali corrispondenti
sara, per entrambi gli spostamenti, lo stesso.
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Indichiamo con A, B, F i coseni di direzione della retta
speciale dello spostamento (E, Il Z) definita dalla radice X di
(4, 8 95)- Sara:

Quindi per (1) e (2, § 92):

@

ossia “in uno spostamento dislocatorio semplice omogeneo la
componente dello spostamento d’ogni punto secondo un asse
parallelo ad una retta speciale dello spostamento conjugato ha
per misura il prodotto della misura della distanza del posto
iniziale del punto dal piano passante per l'origine, perpendicolare
a questa retta, col segno + 0 - secondo che cade o no dalla
parte dell’asse, e del coefficiente di dilatazione lineare secondo
la direzione della retta medesima

§ 97. — Chiamiamo *“ simmetrico ,, lo spostamento (;, Q
nell’ ipotesi che sia:

e in questa ipotesi poniamo :

Lo spostamento conjugato coincidera collo spostamento me-
desimo.

E per l'ultima proposizione: “la componente dello sposta-
mento d’ogni punto secondo un asse parallelo ad una retta
speciale ha per misura il prodotto della misura della distanza
del posto iniziale dal piano passante per I'origine perpendicolare
alla retta, col segno + o —, secondo che il posto cade o no
dalla parte donde volge I'asse, pel coefficiente di dilatazione
lineare secondo la direzione della retta medesima

Le (3, § 95) diventano:
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e percio la (4 § 95):

Quindi, nel caso in discorso, le rette principali saranno
generalmente tre, fra loro ortogonali; che se due radici della
cubica saranno eguali, avranno la proprieta caratteristica di quelle
rette tutte le perpendicolari descritte per I'origine alla retta cor-
rispondente all’altra radice; e se le tre radici saranno eguali,
tutte le rette descritte per I'origine fungeranno da rette speciali
(cfr. § 55I.

Queste rette si chiameranno le “rette principali di dilata-
zione lineare E conformemente a cido si chiameranno “ dire-
zioni principali di dilatazione lineare , le loro direzioni, e si

distingueranno colla qualifica di “ principali , i coefficienti di
dilatazione lineare corrispondenti.
§ 98. — Chiamiamo “ spostamento dilatatorio normale ad

un piano (base) ,, lo spostamento d’un sistema pel quale lo spo-
stamento d’'ogni punto € perpendicolare ad un piano fisso, volto
in un senso o nel senso opposto, secondo che il posto iniziale
cade da una parte o dall’altra del piano, ed ha grandezza pro-
porzionale alla distanza di questo posto dal piano; che se il
posto iniziale appartiene al piano, lo spostamento del punto si
intendera nullo.

Il rapporto costante della grandezza dello spostamento a
quella della distanza, col segno + o — secondo che il senso
dello spostamento volge all’infuori del piano o verso il piano,
sara il coefficiente di dilatazione lineare secondo la direzione

della perpendicolare al piano e lo chiameremo il “ coefficiente di
dilatazione principale ,,.
§ 99. — Stabiliti questi termini, lo spostamento simmetrico

considerato risulta nel caso piu generale composto di tre spo-
stamenti dilatatorii normali, i cui piani (piani delle rette princi-
pali a due a due) passano per I’origine e sono fra loro orto-
gonali ; e i coefficienti di dilatazione lineari principali (i tre cosi
chiamati per lo spostamento simmetrico) sono le radici della
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cubica (2, § 97), relative, conformemente alle (1, § 97), alle per-
pendicolari ai tre piani rispettivamente.

§ 100. — Lo spostamento simmetrico, per quanto precede,
vien definito dalla terna vettoriale applicata all’origine, i.cui
parametri sono :

a b ¢ / m n

e cioe le direzioni e le quantita, rispettivamente le direzioni prin-
cipali, £+ yt, £ Sg £ ii, (/= 1, 2, 3) e i coefficienti di dilatazione
principali /» >3, legati coi parametri medesimi dalle (5, § 55);
la chiameremo la uterna vettoriale delle dilatazioni ,, dello spo-
stamento simmetrico considerato.

§ 101. — Riprendiamo lo spostamento omogeneo generale
definito dalle (8 2, § 92), e poniamo:

ossia :

Con cio:

donde apparisce che lo spostamento generale in discorso &€ com-
posto dei due particolari le cui componenti sono le espressioni
fra parentesi in colonna.

Il primo & lo spostamento simmetrico precedentemente con-
siderato.

11 secondo é definito dall’essere lo spostamento d’'ogni punto
(& Y, z) il momento del vettore applicato definito dal vettore
(— p, — g, — r) e dallo stesso punto (%Y, z), rispetto all’ori-
gine come polo. Per modo che lo spostamento risulta nullo pei
punti la cui posizione iniziale & sulla retta parallela a quel vet-
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tore passante per l'origine, la quale, con un certo senso da pre-
stabilirsi, si chiamera 1 “ asse ,,: e per ogni altro punto, di gran-
dezza eguale al prodotto delle grandezze del vettore e della
mutua distanza del posto iniziale e dell’asse, perpendicolare al
piano dei medesimi, volto in tal senso che il giro d’un semipiano
terminato all’asse che, per I’angolo minore di un retto, passa
dal posto iniziale al finale &, rispetto al vettore (p, g, r), positivo.
Cosi, il rapporto della grandezza dello spostamento a quella
della distanza del posto iniziale dall’ asse & costante, e il-sud-
detto angolo ha quel rapporto per tangente; in conseguenza di
che riesce parimente costante in grandezza, non altrimenti che
in senso.

Chiameremo questo spostamento (del quale ¢ manifesta I'ana-
logia collo spostamento rotatorio) “ pseudorotatorio ,,: e “ pseu-
dorotazione ,, il vettore (5 q, r), coll’aggiunta che il suo asse
sia I'asse dello spostamento precedentemente definito, per modo
che, stabilito che I'angolo di cui gira il suddetto semipiano abbia
misura dello stesso segno del giro corrispondente per rispetto
all’asse (cfr. § 83), la misura della pseudorotazione sara sen-
z'altro la tangente di quest’ angolo, per quanto abbiamo visto,
costante.

La pseudorotazione e l'asse (0 un suo punto) definiscono
lo spostamento in discorso; cioe, come il rotatorio, esso & defi-
nito da un vettore applicato.

1 coefficiente di dilatazione lineare secondo la direzione
dell'asse e la deviazione corrispondente riescono zero : il coeffi-
ciente di dilatazione lineare secondo una direzione perpendico-
lare all’asse, indicando con st la misura della pseudorotazione,
N1 4 g2— 1, e la deviazione corrispondente arctan s, I'asse
essendo orientato come l'asse dello spostamento: il coefficiente
di dilatazione cubica, i2

Notiamo come questi risultati collimino con quelli del § 95.
La (4) di quel § si riduce infatti nel presente caso a:

per modo che una sola radice € reale, e questa & zero: cioe esiste
una sola retta speciale, e il coefficiente di dilatazione lineare
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secondo la sua direzione & nullo; donde segue che lo sposta-
mento d’ ogni punto dev’essere in un piano perpendicolare alla
retta medesima.

§ 102. — Per (2, 8§ 92) i coefficienti alt a2, a3, blf... c3 rap-
presentano numeri il cui valore & indipendente dalla scelta delle
unita di misura.

Distingueremo coll’ epiteto d’ “ estremamente piccolo ,, uno
spostamento dislocatorio semplice omogeneo pel quale questi
numeri siano cosi piccoli da riuscire insensibile una quantita
misurata dai loro prodotti e potenze superiori alla prima ai mezzi
d’osservazione che rilevano con sicurezza le quantita della stessa
specie misurate dalla loro prima potenza.

Indichino a, 8 7 i coseni individuanti una certa direzione,
/ il coefficiente di dilatazione lineare secondo la direzione mede-
sima, a Aa fi+ Afi, 7+ A7 i coseni della direzione corri-
spondente nella posizione finale. Inoltre pongasi, per brevita di
scrittura :

Per (4, § 93) si avra sensibilmente, come subito si verifica:

Si distinguano poi con un apice i simboli delle stesse quan-
tita per un’altra direzione qualsivoglia: rappresenti Ola misura
dell’angolo delle due direzioni iniziali, positiva o negativa secondo
che ¢ positivo o negativo il giro che conduce da (*, p,y]a (*, fi', 7')
rispetto alla perpendicolare al loro piano nel senso assunto come
positivo : finalmente, dinoti 0 — A O la misura di questo angolo
per le direzioni finali. Da:

segue sensibilmente :

che, coll’aiuto delle (3), serve a determinare A0, cid0 che chia-
miamo lo "scorrimento dell’asse (z, 8, 7) rispetto all’asse (X',8',7"),..
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Le relazioni (2) e (4) nel caso d uno spostamento pseudo-
rotatorio forniscono X— o, AO— o, qualunque siano a, fi, y,
a', PO y\ per modo che lo spostamento medesimo si confonde
con uno spostamento rotatorio di cui I'asse € lo stesso, e la
rotazione, » confondendosi sensibilmente con arctan », la pseu-
dorotazione.

Le stesse relazioni forniscono poi eguali valori di Xe di AQ,
a parita di a, fi, y, od fi', y', per uno spostamento qualsivoglia
della specie considerata e pel corrispondente spostamento sim-
metrico (§ 97).

Inoltre il determinante (1) del § 94 si riduce a:

per modo che anche il coefficiente di dilatazione cubica risulta
pei due spostamenti lo stesso.

Collegando queste proposizioni, concludiamo che “ ogni spo-
stamento della specie considerata si compone d’uno spostamento
rotatorio coll’asse passante per l'origine, e d’uno spostamento
della stessa specie e colla stessa origine, ma simmetrico, avente
comune con esso il coefficiente di dilatazione lineare secondo
ogni direzione, lo scorrimento d’un asse qualunque rispetto ad
un altro, il coefficiente di dilatazione cubica ,,.

In particolare, facendo nelle (2) successivamente:

e tenendo calcolo delle (1) e (1, § 101), si ottiene:

E facendo nella (4) successivamente :

tenendo calcolo delle (3) e delle relazioni suddette, otteniamo
anche rispettivamente:

Dalle quali formole risulta stabilito il significato meccanico
dei coefficienti dello spostamento simmetrico, rilevandosene che
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a, b, ¢ sono i coefficienti di dilatazione secondo le direzioni
degli assi coordinati ai quali i coefficienti si riferiscono, e
2/,2m, 2n lo scorrimento dell’asse delle y rispetto all’ asse
delle z, dell'asse delle z rispetto all’asse delle x, dell’asse delle x
rispetto all’asse delle y.

Chiameremo questi coefficienti piu particolarmente in questo
caso “ parametri di dilatazione Essi sono i parametri della
terna vettoriale delle dilatazioni dello spostamento simmetrico
(8 i00), che si dira senz’altro la terna vettoriale dello sposta-
mento considerato. Notiamo che, per (2), il coefficiente di dila-
tazione lineare secondo ogni direzione € I'inverso del quadrato
del raggio vettore della quadrica parallelo alla direzione mede-
sima (cfr. 8 55'. Questo quadrato sara negativo per un fascio
di direzioni uscenti dal centro della quadrica nel caso che
questa sia un iperboloide d’ambedue le specie, e per tutte, quando
sia un ellissoide immaginario. Ma, se in ogni caso s’imma-
gina la superficie formata dalla quadrica della terna vettoriale
del supposto spostamento e da quella della terna inversa (8 54),
concepita col centro nello stesso punto, questa superficie sara
incontrata da ogni raggio uscente dal centro in un punto reale
(se occorre, all’infinito), la grandezza della cui distanza dal cen-
tro medesimo avra per quadrato I'inverso del coefficiente di%
dilatazione secondo la direzione del raggio.

Finalmente, essendo a + b % c il coefficiente di X2 nello
sviluppo del primo membro della (2, § 97), mentre — 1 ¢é il
coefficiente di X3 si ha:

espressione del coefficiente di dilatazione cubica, che si puo sta-
bilire direttamente, notando che, nello spostamento simmetrico,
ad un parallelepipedo coi lati paralleli alle rette speciali nella
posizione iniziale corrispondera nella posizione finale un paral-
lelepipedo coi lati paralleli alle stesse rette, e il rapporto del
volume del secondo a quello del primo sara:

ossia, trascurando i termini insensibili :
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La rotazione e I'asse del componente rotatorio, e la terna
vettoriale delle dilatazioni del componente simmetrico si sogliono
chiamare gli stessi elementi dello spostamento estremamente
piccolo considerato.

§ 103. — Notiamo infine che, posto

le componenti dello spostamento del punto di cui (xy, z) é il
posto iniziale, sono, nell’ipotesi dello spostamento simmetrico:

per modo che esiste in questa ipotesi la “ funzione degli spo-
stamenti ,, (cfr. § 62), che non é altro che 7.
L 'equazione

e quella della quadrica della terna vettoriale delle dilatazioni, e

quella della famiglia delle quadriche omotetiche ad essa e alla
quadrica della terna vettoriale invertita. Queste sono per con-
seguenza le superficie di livello (§ 76), aventi la proprieta, fra
I’altre, che la normale in ogni loro punto ha la direzione
dello spostamento del punto di cui quello e il posto iniziale.

Tutto cio sta in generale. Abbiamo poi veduto, nell’ipotesi
dello spostamento estremamente piccolo, I’ altra notevole pro-
prieta della suddetta doppia quadrica; la quale fornisce cosi una
semplice rappresentazione grafica delle principali circostanze
dello spostamento medesimo *.

* Vedasi per altre e piu complete trattazioni di questo e degli affini argo-
menti :
Thomson e Tait — Treatise on Naturai Philosophy. — Cambridge, 1883 —
88 155 e segg.
Kirchhoff — Mechanik — iote Vorles.
Beltrami — Ricerche sulla cinematica dei fluidi. — Bologna.
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Spostamento continuo. Spostamento continuo regolare.

§ 104.—* Continuo ,, chiamiamo lo spostamento d’un sistema,
guando, supposto il sistema nella posizione iniziale continuo, lo
spostamento d’'ogni punto é funzione continua e finita del posto
iniziale; ossia, assunti i soliti assi cartesiani—per modo che, col-
Iipotesi che il sistema nella posizione iniziale sia continuo, le
coordinate dei posti iniziali formano un campo continuo —quando
le componenti dello spostamento d’ogni punto sono funzioni con-
tinue e finite delle coordinate del posto iniziale.

Di qui segue immediatamente che il sistema sard continuo
anche nella posizione finale: e che a posizioni iniziali formanti
una linea, una superficie, un corpo chiuso da una superficie, cor-,
risponderanno posizioni finali formanti egualmente una linea, o
una superficie, o il corpo chiuso dalla superficie corrispondente.

§ 105. — Chiamiamo poi “ regolare , uno spostamento con-
tinuo, quando le componenti dello spostamento, e per conse-
guenza le coordinate finali, d'ogni punto ammettono anche le
derivate rispetto alle singole coordinate iniziali continue e finite ;
colla condizione che il determinante funzionale delle coordinate
finali rispetto alle iniziali sia, per ogni punto, diverso da zero;
cioe, indicando con x,y, z, x'“y', z e ;, V, £le coordinate ini-
ziali e finali e le componenti dello spostamento di un punto
qualunque, e posto :

D diverso da zero, qualunque siano X, vy, z.

§ 106. — Scelto un punto del sistema, di cui il posto ini-
ziale e lo spostamento siano (Xx,y, z), e (;, i, £), il posto iniziale
e lo spostamento di un altro punto qualunque si potranno indi-
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care con
e sara:

ove:

e, collo svanire
lini

Ne viene che lo spostamento del sistema & composto dello
spostamento traslatorio la cui traslazione é (;, ¥, £): dello spo-
stamento dislocatorio semplice omogeneo di cui I'origine ¢ il
punto (X, Yy, z), e i coefficienti sono:

finalmente dello spostamento tale che pel punto il cui posto
iniziale ¢ (x + bx,y r by, z f bz) lo spostamento & (z, &, sS).

Intorno a quest’ultimo spostamento & importante notare che
la (3) significa che, fissato £a piacere, vi sara p tale che, con

e cioé che, pur di considerare una parte del sistema allo stato
iniziale comprendente il posto (v,y, z) racchiudibile entro una
sfera di raggio sufficientemente piccolo, la grandezza dello spo-
stamento (o0& 2> ss) d’ogni punto il cui posto iniziale appartiene
a quella parte sara una frazione della distanza del posto da
(@ y, z) minore di un numero positivo prefissato piccolo finché
si vuole.
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Per conseguenza, se ammettiamo che un mezzo d'osserva-
zione non possa rilevare ad un tempo un segmento e una fra-

zione di esso inferiore a ~ , pur di supporre il punto P en-

tro una sfera di centro P o (X, y, z) e raggio p tale che con

il mezzo d’osservazione, che vedra i due punti distinti 1’uno
dall’altro, non apprezzera lo spostamento (iX) ty, es). In altre pa-
role, pur di prendere una parte del sistema, comprendente il
punto il cui posto iniziale & (x, y, z), sufficientemente piccola,
riuscira insensibile lo spostamento (s*, ¢, €3 d'ogni suo punto,
che pure il mezzo d'osservazione percepisce distinto dal punto
suddetto.

Questo e tutto cid che si pud dire in generale intorno al
componente in discorso. Ma ne viene che, se il corpo s’imma-
gina decomposto in tante parti, comprendenti altrettanti punti
opportunamente scelti, per ridurre la determinazione del suo
spostamento a quello dello spostamento delle singole parti, pur
di prendere queste parti abbastanza piccole, lo spostamento di
ciascuna sara sensibilmente composto d’'uno spostamento tras-
latorio, la cui traslazione € lo spostamento del relativo punto,
e d’'uno spostamento dislocatorio semplice omogeneo coll’origine
in questo punto.

§ 107. — Fissato il posto (x,y, z) del corpo allo stato ini-
ziale che determina un certo punto del corpo medesimo, lo spo-
stamento traslatorio e dislocatorio suddetti risultano senz’altro
determinati, e ogni elemento che vi si riferisce si chiama lo
stesso elemento unel punto ,, in discorso. Cosi vien definito per
ogni punto la traslazione, il coefficiente di dilatazione lineare e
la deviazione secondo le singole direzioni, il coefficiente di di-
latazione cubica.

A chiarire il significato degli elementi cosi definiti giove-
ranno le considerazioni seguenti.

Il coefficiente di dilatazione lineare secondo la direzione
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nel punto (X, y, z), risulta, per la posta defini-
zione, conformemente alle (4, 8 93):

Ora questo radicale, supposto:

non é altro che il limite collo svanire di
rapporto della distanza finale dei punti i cui posti iniziali sono
alla distanza iniziale
come agevolmente si trova calcolando la

prima distanza mediante (1) e (2) del § precedente, e il limite
del rapporto in base a (3) del § stesso.

Analogamente, il coefficiente di dilatazione cubica nello
stesso punto (X, y, z) sara per definizione, secondo il § 94,

;D — 1, dove D indica il determinante del § 105.

E se, valendosi di (1) e (2) del suddetto §, si determina il
rapporto del volume del tetraedro avente per vertici le posizioni
finali dei punti i cui posti iniziali sono (a,y, z) e altri tre qual-
sivogliano al volume del tetraedro avente per vertici questi
posti : e poi, in base a (3), il limite di questo rapporto collo
svanire delle distanze fra (x, y, z) e gli altri tre vertici, si tro-
vera facilmente D . Donde segue che D |e il limite analogo del
volume della figura corrispondente al tetraedro iniziale al vo-
lume del tetraedro medesimo; perche 1 sara il limite del rap-
porto dei volumi di detta figura e del tetraedro avente per ver-
tici i posti finali.

§ 108. — Particolarmente interessante e il caso che lo spo-
stamento dislocatorio omogeneo corrispondente ai singoli punti
sia estremamente piccolo (§ 102), nel quale il componente pseu-

Maggi. [¢]
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dorotatorio si riduce ad uno spostamento rotatorio coll’asse pas-

sante pel punto.
Vi ¢, in tal caso, per ogni punto di cui (v,y, 5 e (I, nf s)

sono il posto iniziale e lo spostamento, oltre la traslazione (;, ff £),
come nel caso generale, la rotazione di cui le componenti

sono :

detta la " rotazione nel punto , e la terna vettoriale delle dila-
tazioni di cui i parametri sono:

“ terna vettoriale delle dilatazioni ,, e “ parametri di dilatazione ,,
I'una e gli altri “ nel punto , (cfr. § 101).

CAPITOLO IL
MOVIMENTO.

Determinazione del tempo.

§ 109. — Il “ tempo ,, che un fenomeno impiega a compiersi,
o la sua “durata,,, si ammette proporzionale all’angolo di cui
1 gira il globo terrestre fra il principio e la fine del fenomeno; e
cio posto F“ unita di tempo ,, sara il tempo che impiega il globo
a girare di un angolo determinato, e la grandezza d’ogni tempo,
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quella dell’angolo di cui nel suo corso gira il globo, assunto il
suddetto angolo per unita.

Il tempo che decorre fra due istanti si chiama 1 “ intervallo
di tempo,, compreso Ira i due istanti; e chiamato Timo “ origine ,,
el'altro “termine,, dell’intervallo, si assegna all’intervallo misura
positiva 0 negativa secondo che I'origine precede o segue il
termine.

Cosi, fissato un certo istante come origine d’ogni intervallo,
ogni altro istante sard determinato dall’ intervallo di tempo di
cui e termine, e indicando con /la misura di questo intervallo,
si dira corrispondente alla fine del tempo t, o al tempo t\ con-
formemente a che, un fatto che avviene a quell’istante, si dira

“

avvenire “ alla fine del tempo t,,o0 “ al tempo t
Movimento di un punto.
§110. — Il movimento di un punto in un intervallo di tempo

e dato dalla successione delle sue posizioni ai singoli istanti del-
I'intervallo; o da una posizione fissa, che potra essere la posi-
zione ad un istante, e dalla successione degli spostamenti corri-
spondenti al passaggio da essa alla posizione ad ogni istante.
La posizione fissa si chiamera talvolta la “ posizione di riferi-
mento del punto ,,.

La dipendenza fra la posizione o lo spostamento relativo ad
ogni istante e questo istante definisce ogni particolare movimento.

Per tradurre la proprieta della continuita del movimento
(8 2), questa dipendenza e sempre supposta tale che la posizione
o lo spostamento ad ogni istante siano funzioni continue del
tempo che determina I’istante medesimo.

Di piu si ammette che le coordinate individuanti la posizione
e le componenti dello spostamento ammettano il coefficiente diffe-
renziale al tempo, finito e continuo, di qualunque ordine che
occorre di rispetto considerare.

8 in. — Siano x, Yy, z le coordinate del punto mobile al
tempo qualunque t, con t compreso fra tye t2. Il movimento del
punto sara dato da:
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quando 9 (/), y (), (/) siano funzioni note di t nell’ intervallo
(i 0
Concependo eliminato t fra le (1) si ottengono due equazioni:

che sono quelle della linea luogo di tutti i posti occupati dal
punto mobile nell’intervallo di tempo considerato. Questa linea
si chiama la “ trajettoria ,, del punto.

Il senso in cui, cominciando dal posto occupato ad un istante,
si succedono i posti occupati negli istanti successivi a quello
in un intervallo di tempo piccolo finché si vuole, si dice il “ senso
del movimento del punto a quell’istante ,,.

Indichi s la misura dell’arco di trajettoria avente per ori-
gine e per termine il posto occupato dal punto mobile rispetti-
vamente al tempo O e / Sara:

dove 3/ @), 7/ (t), ¥ (t) indicano il coefficiente differenziale rispetto
a /, e stabilito che il radicale rappresenti il valor assoluto, va
scelto il segno in modo che quello di s risulti come conviene.
Questa relazione si chiama 1 “ equazione del movimento sulla
trajettoria ,,.

Le equazioni (2) e (3) sono pure sufficienti per determinare
il movimento del punto.

Supposto, in un intervallo di tempo, costante il senso del
movimento, il tempo che impiega il punto mobile a passare da
un punto ad un altro della trajettoria si dice I'intervallo di tempo
che impiega a descrivere l'arco terminato agli stessi punti, nel-
I'intervallo totale considerato.

§ 112. — Il movimento d’un punto, quando la trajettoria &
una retta, si dice “ rettilineo ,,.
§ 113. — *“ Uniforme,, si dice il movimento d'un punto

guando il senso € invariabile, e il tempo impiegato a descrivere
un arco qualsivoglia di trajettoria, proporzionale alla lunghezza
dell’arco. Il rapporto costante della misura di quell’intervallo di
tempo a quella dell’arco si chiama la “ misura della velocita del
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movimento ,,; e chiaramente sara positivo o negativo secondo
che il senso in cui, partendo dall’'origine, cresce la misura del-
I'arco, concorda o no con quello del movimento (§ in).

8§ 114. — Ne viene che il movimento uniforme rettilineo,
indicando con a, 6, y i coseni di direzione della trajettoria volta
nel senso che assumiamo come positivo, e con a la misura della
velocita, sara definito da:

dove, secondo che a e positivo o negativo, si deve premettere
al radicale lo stesso segno di /— 10 o l'opposto.
Donde segue :

ossia, coi valori delle costanti che subito risultano:

che sono le (1) del § ni pel caso in discorso.
Reciprocamente, da queste equazioni scaturiscono le due
prececenti; per modo che il movimento rettilineo uniforme é
anche quello, se vogliamo, pel quale le coordinate del punto, o
le componenti dello spostamento corrispondente al passaggio da
una posizione fissa a quella relativa ad un istante qualsivoglia,
sono funzioni lineari del tempo che determina questo istante.
§ 115. — Movimento d'un punto “ composto ,, 0 “ risultante ,,
di piu altri si dice quello per cui lo spostamento del punto cor-
rispondente al passaggio da un posto fisso alla posizione al tempo
gualsivoglia € composto degli spostamenti analoghi relativi agli
altri movimenti, cioé degli spostamenti corrispondenti al passag-
gio da quel posto fisso alla posizione al supposto istante, com-
petente ai singoli movimenti. Si riconosce che, in conseguenza
di cio, lo spostamento corrispondente al passaggio dalla posizione
ad un istante alla posizione ad un altro istante, I'uno e I'altro

5
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quali si vogliano, ¢ pel movimento composto il risultante di
quelli che competono ai singoli movimenti componenti.

Osservazione. Non é superfluo notare che, dati a priori due
movimenti, mutando il punto di riferimento, rispetto al quale si
definiscono i relativi spostamenti, si ottiene anche un movimento
composto generalmente diverso, il quale al precedente si riduce
con uno spostamento dei posti corrispondenti ai singoli istanti
eguale allo spostamento che ha per origine e termine la prima
e la seconda posizione di riferimento.

Infatti, assunta la solita terna d’assi coordinati, rispetto alla
quale x1,yl) zx e x2,y 2, z2 siano le coordinate del posto al tempo t,
nel primo e nel secondo movimento, se si prendono per posi-
zione di riferimento, una volta I'origine, e un’altra il punto (2, B, 7),
gli spostamenti al tempo tsaranno in un caso

e nell’altro

per modo che il posto al tempo t nel movimento risultante sara

nel primo caso e nel secondo
§ 116. Esempio. — Il movimento tale che, indicando con

X, Y, z le coordinate del punto al tempo /, é:

e composto dei movimenti, pei quali al tempo t le coordinate
del punto sono x1,yl)zl, x2y2,z2>...
§ 117. Esempio. — Movimento composto dei due, tali che

per lI'uno é:

e per l'altro é:

¢ il movimento tale che:

Quindi ogni movimento composto di due movimenti rettilinei
uniformi e parimente rettilineo uniforme ; che se per un punto si
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concepiscono descritte le parallele alle trajettorie dei due movi-
menti componenti, e segnati sopra di esse, coll’'origine nel punto
e il termine dalla parte donde volge il senso del movimento
rispettivo, un segmento di grandezza eguale alla grandezza della
velocita, la diagonale del parallelogrammo contenuto dai due
segmenti, spiccata dal punto, fornira la direzione della traiet-
toria, il senso, e la grandezza della velocita del movimento com-
posto.

Movimento d'un sistema.

§ 118. — Il movimento d’ un sistema in un intervallo di
tempo é dato dalla successione delle sue posizioni ai singoli
istanti dell'intervallo; o da una posizione fissa, che potra essere,
per esempio, la sua posizione ad un certo istante, e dallo spo-
stamento corrispondente al passaggio da essa alla posizione ad
un istante qualsivoglia. La posizione fissa si chiamera anche la
“ posizione di riferimento del sistema ,,.

Ogni relazione fra la posizione ad un istante qualunque, o lo
spostamento corrispondente, e il tempo che determina I’ istante
definisce un particolar movimento del sistema.

Cosi, il movimento d’un sistema & dato e definito da quello
d’ogni suo punto. Perd quando, come nel caso del sistema ri-
gido, basta per fissare la posizione del sistema un certo numero
di elementi, il valore di questi elementi ad ogni istante, che
stabilira una certa relazione fra essi e il tempo, sara sufficiente
per determinare e definire il movimento medesimo.

§ 119. — Il movimento d'un sistema é “ composto ,, 0 “ ri-
sultante ,, di due o piu altri, quando lo spostamento del sistema
corrispondente al passaggio da una posizione fissa alla posizione
all’istante qualunque competente al movimento considerato e
composto degli spostamenti corrispondenti al passaggio dalla
stessa posizione fissa alla posizione al supposto istante com-
petente ai singoli altri movimenti; per modo che il movimento
d’ogni suo punto & composto o risultante dei movimenti corri-
spondenti a quelli (§ 115).
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Movimento traslatorio.

§ 120. — “ Movimento traslatorio ,, o udi traslazione ,, d'un
sistema e quello pel quale lo spostamento corrispondente al
passaggio da una posizione fissa a quella relativa ad un istante
qualsivoglia € uno spostamento traslatorio (§82); donde segue
che lo spostamento corrispondente al passaggio dalla posizione
ad un istante a quella ad un altro qualunque sara traslatorio.

Si vede che, in virtu di questo movimento, le trajettorie di
tutti i punti hanno egualmente orientata la tangente nel posto
occupato dal relativo punto ad uno stesso istante, volta nel
senso del movimento, ed eguale lI'arco descritto fra gli stessi
istanti dal punto medesimo; per modo che sono eguali ed egual-
mente orientate, e regge per ogni punto la stessa legge del movi-
mento sulla trajettoria.

La posizione ad un certo istante e la traslazione ad un
tempo qualsivoglia determinano il movimento di traslazione.

Movimento rotatorio.

§ 121. — “ Movimento rotatorio ,, o “ di rotazione ,, d’un
sistema e quello pel quale lo spostamento corrispondente al
passaggio da una posizione fissa alia posizione ad un istante
qualsivoglia & uno spostamento rotatorio (§ 83) con asse inva-
riabile.

E chiaro che con cido i punti descrivono archi di cerchio
aventi il centro sull’ asse, in piani perpendicolari all’ asse, di
lunghezza proporzionale al raggio, in senso ad ogni istante con-
corde. In altre parole, il sistema gira intorno all’asse.

L’ angolo di rotazione dello spostamento (8 83) corrispon-
dente al passaggio dalla posizione di riferimento alla posizione
relativa ad un istante qualunque — del quale s’intende preso
ad un istante un valore a piacere, e in ogni altro quello che
gli succede con continuita al variare del tempo — si chiama
I “ angolo di rotazione , del sistema all'istante considerato.
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Rammentiamo che la misura di quest’angolo sara positiva
0 negativa secondo che corrisponde ad un giro positivo 0 ne-
gativo per rispetto all’ asse (§ 83). Quindi, se 9e 9+ a9 sono
le misure dell’angolo di rotazione ai tempitet at coNnM > O,
e il sistema gira costantemente nello stesso senso, sara A9 po-
sitivo 0 negativo secondo che questo senso per rispetto all’asse
€ positivo 0 negativo.

Il senso in cui gira il sistema, partendo da un istante, in un
intervallo susseguente piccolo finché si vuole si chiama il senso
del movimento rotatorio all’istante considerato.

§ 122. — Un movimento rotatorio nel quale ¢ invariabile
il senso, e il tempo impiegato dal sistema a girare di un angolo
qualsivoglia, proporzionale a questo angolo, si dice “ uniforme ,,.
E il rapporto della misura degli incrementi dell’angolo di rota-
zione a quella dei corrispondenti intervalli di tempo si chiama
la “ misura della velocita angolare la quale risulta positiva o
negativa secondo che & positivo o negativo il senso del movi-
mento rispetto all’asse.

Movimento polare.

§ 123. — “ Movimento polare ,, d’un sistema chiameremo
quello per cui lo spostamento corrispondente al passaggio da
una posizione fissa alla posizione ad un istante qualsivoglia &
uno spostamento rotatorio il cui asse passa per un punto inva-
riabile, che si dira il polo ,. Diremo poi rotazione e asse del
movimento polare relativi alla supposta posizione di riferimento,
ad ogni istante, quelli dello spostamento all’istante medesimo.

Movimento rigido.

§ 124. — Movimento rigido & ognuno di quelli per cui
(come nei precedenti casi) lo spostamento corrispondente al
passaggio da una posizione fissa alla posizione ad un istante
gualsivoglia & uno spostamento rigido.

Per quanto s’é& veduto (8 87), ogni movimento rigido si
pud concepire composto d’un movimento traslatorio la cui tras-
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lazione ad ogni istante (partendo dalla posizione di riferimento)
¢ lo spostamento (dalla corrispondente posizione) di un punto
del sistema, o invariabilmente unito al sistema, scelto a piacere,
e d’'un movimento polare il cui polo & questo punto, e la rota-
zione relativa alla supposta posizione di riferimento ad ogni
istante & indipendente dalla scelta del punto medesimo.

§ 125. — Quando la rotazione ai singoli istanti abbia dire-
zione costante il componente polare diventa un movimento rota-
torio, il movimento del cui asse, in quello del sistema, € il com-
ponente traslatorio corrispondente. L’ asse mobile cosi definito
si chiama anche I'asse del movimento considerato.

Questo € assai prossimamente il caso del globo terrestre,
il cui movimento nel sistema solare si pud sensibilmente conce-
pire come composto di un movimento traslatorio pel quale il
centro descrive progressivamente, con una certa legge, un’ellisse
avente per uno dei fuochi il centro del sole, e d’'un movimento
rotatorio uniforme, di cui la grandezza della velocita angolare e
di quattro retti in ventiquattr'ore (di tempo sidereo), il senso é
rispetto all’asse volto da sud a nord quello che ordinariamente

si assume per positivo (§ io), e I'asse forma I'angolo di 230-1-

colla perpendicolare al piano della trajettoria del centro, volta
nello stesso senso rispetto a quello in cui la trajettoria & de-
scritta, e giace nel semipiano terminato a quella perpendicolare
che forma col semipiano analogo parallelo all’asse maggiore
dell’ellisse, volto dalla parte del perielio, un angolo da io° a n°,
dalla parte del punto equinoziale d’autunno. L’orientazione del
globo intorno a questa retta nel movimento di traslazione, e
1"angolo di rotazione ad ogni istante nel movimento rotatorio
dipendono naturalmente dalla scelta della posizione di riferi-
mento. L’asse in discorso & cio che comunemente si chiama
“asse di rotazione del globo, o “asse terrestre ,,.

§ 126. — Nel caso piu particolare che I'asse del componente
rotatorio sia fisso e la traslazione del componente traslatorio
corrispondente ad esso costantemente parallela, il movimento
si dice “ elicoidale ,. Tale & il movimento della vite nella ma-
drevite, donde il nome (i'/i; = vite).
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Movimento continuo regolare.

§ 127. — “ Movimento continuo regolare ,, chiamiamo quello
per cui lo spostamento corrispondente al passaggio dalla posi-
zione ad un istante scelto a piacere, alla posizione ad un altro
istante qualsivoglia deirintervallo considerato & uno spostamento
continuo regolare (8 105), coll’aggiunta che la derivata rispetto
al tempo, d’ogni ordine che occorre considerare, delle coordinate
dei singoli punti, ad ogni istante, ¢ funzione continua e finita del
posto, iniziale o attuale, dotata di derivate rispetto alle coordinate
dello stesso posto egualmente continue e finite. Piu in partico-
lare, quando lo spostamento é dislocatorio semplice, chiameremo
il movimento parimente “ dislocatorio semplice

Le proprieta fondamentali di questi movimenti scaturiscono
da quelle dei relativi spostamenti, che abbiamo a suo luogo in-
dagato. Notiamo quella che i punti del mobile, che ad un istante
formano una linea, una superficie, o la parte racchiusa da una
superficie, formeranno parimente ad ogni istante una linea, una
superficie, o la parte chiusa dalla superficie corrispondente, che
si dira la parte corrispondente, o la stessa parte del mobile nella
posizione relativa al supposto istante. Che se il movimento e
dislocatorio semplice, si conservera I'ordine della linea e della
superficie, e rette e piani paralleli ad un istante lo saranno ad
ogn’ altro.

§ 128. — In particolare, ogni parte continua del contorno
del mobile sara costantemente formata dagli stessi punti, nelle
varie posizioni che occupano ai singoli istanti. Quindi, se, as-
sunta una terna d’assi coordinati, € :

I’equazione d’una parte continua del contorno (se occorre del con-
torno completo), e x,y, z rappresentano le coordinate al tempo t
del punto di cui le coordinate al tempo zero sono x0, yO, z0,
guando sia:

sara, per ogni valore di t:
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E reciprocamente; per modo che, concependo nel primo membro
di quest’ultima equazione poste per X,y,z le loro espressioni in
termini di x0,y0, z0, t, si deve ottenere una certa funzione delle
sole x0y0,z0. Cido che costituisce per quelle funzioni una con-
dizione cosi detta “ di spazio ,, perché si verifica ad ogni tempo
pei punti che occupano, ad un istante, un certo spazio.

§ 129. — Tutti gli elementi del movimento continuo re-
golare, che risultano definiti, saranno funzioni continue del
tempo; in particolare, il determinante funzionale D (88 93, 105);
che, se per posizione iniziale si assume quella del sistema al
tempo zero, e, come precedentemente, si indicano con (x0,y0, z0)
e (X,y,z) i posti del punto qualunque ai tempi zero e t, si
avra :

E allora, poiché per t— orisulta D = 1, e D non puo ricevere
il valor zero (§ 105), sara D costantemente positivo, cioe D = D
(cfr. 8 94 e § 127",

Movimento relativo.

§ 130. — Siano x,y,z le coordinate d’'un punto in movi-
mento, al tempo t, rispetto ad una terna d’assi coordinati, che chia-
meremo “ assi fissi ,, e r, 1), 5 rispetto ad una terna mobile re-
lativamente alla prima, che diremo “ assi mobili  Indichino 2, 8y
le coordinate dell'origine, e a- 8; ys (/= 1,2,3) 1 coseni di di-
rezione degli assi della seconda terna rispetto alla prima al
tempo t. Sara (§ 21):
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Immaginiamo anche una terza terna d’assi coordinati, fissa
in una posizione qualsivoglia, e per ogni valore di /il punto che
ha rispetto ad essa le coordinate x, i), Il movimento di questo
punto si dice il movimento del punto considerato relativo agli
assi mobili considerati come fissi in quella posizione.

La posizione in discorso potra essere quella degli assi mo-
bili ad un istante. In tal caso, se la questione e tale che non
importi distinguere I’ istante medesimo, giovera dire movimento
relativo agli assi mobili considerati come fissi, senz’altro.

§ 131. — Poniamo :

per modo che, per le (1) del § precedente:

Ne viene (8 115) che il movimento del punto rispetto agli
assi fissi & composto dei due pei quali le coordinate al tempo t
sono aJ , y e ;, r, £rispettivamente; e percio il primo non é
altro che il movimento dell’origine degli assi mobili.

Supponiamo che il movimento degli assi mobili sia trasla-
torio ; e cioé a, 657- costanti. Allora per (1) il secondo movi-
mento € quello del punto relativo agli assi mobili considerati
come fissi nella posizione degli assi aventi la loro orientazione
e l'origine degli assi fissi.

Reciprocamente, ogniqualvolta il movimento di un punto si
concepisca composto di due altri, si potra intendere uno dei due
movimenti come quello del punto relativo ad una terna d’assi
mobili d’orientazione costante, considerati come fissi nella posi-
zione d’una terna parallela, coll’origine nel punto di riferimento,
e I'altro come quello dell’origine della terna degli assi mobili
medesimi.

§ 132. — Movimento d’un sistema relativo ad una terna di
assi mobili considerati come fissi in una posizione & quello pel
quale il movimento d’ogni punto del sistema é il corrispondente
movimento relativo.
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Per quanto precede, quando il movimento d'un sistema si
concepisce composto d’un movimento traslatorio e d'un altro
qualsiasi, quest’altro si potra immaginare come il movimento del
sistema relativo ad una terna d’assi dotata del moto componente
traslatorio, considerata come fissa nella posizione di riferimento
che le si assegna.

Sappiamo che ogni movimento rigido si pud concepire come
composto di un movimento traslatorio, determinato da un punto
del mobile scelto a piacere, e da un movimento polare avente
quel punto per polo. Cosi, questo secondo movimento altro non
é che il movimento del sistema relativo ad una terna d’assi di
orientazione costante coll’origine nel punto in discorso, consi-
derata come fissa nella posizione di riferimento.

§ 133. — Siccome I'ipotesi di segnali fissi & puramente
ideale, e noi sogliamo riferire le successive posizioni di un punto
mobile a segnali pur mobili, prescindendo dal loro movimento,
il movimento dei corpi quale abitualmente lo percepiamo, quale
lo determiniamo, é il loro movimento per rispetto ad assi mobili
considerati come fissi.

In particolare sogliamo riferire le successive posizioni d’un
punto mobile presso la superficie terrestre a segnali fissi al
globo terrestre, e partecipanti per conseguenza al suo movi-
mento, prescindendo dal movimento medesimo. E per conse-
guenza il movimento dei corpi alla superficie della Terra, quale
10 percepiamo, & il movimento relativo dei corpi stessi ad una
terna d’assi invariabilmente connessa al globo, considerata come
fissa.

Noto il movimento del globo per rispetto ad una terna
d’assi fissa al sistema solare, che possiamo chiamare movimento
annuo-diurno, e cioé il corrispondente movimento d’'una terna
d’assi fissa al globo, le (1, § 130) stabiliscono la relazione fra
1 movimento d'un punto qual’€ per rispetto ai suddetti assi e
quale si percepisce non avvertendo il movimento annuo-diurno.

§ 134. — Per questa applicazione alla Terra € specialmente
interessante il caso che il movimento degli assi mobili sia com-
posto d’un movimento traslatorio e d’un movimento rotatorio
uniforme (8§ 125). In tal caso assumasi per asse mobile delle 5
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I'asse di rotazione, il cui movimento & il componente traslatorio,
e indichino x, B 7 le coordinate, per rispetto agli assi fissi delle
X, ¥> zj di quel suo punto che e preso per origine, alla fine del
tempo t

Si supponga I'asse fisso delle z orientato come lo stesso
asse, e indichi a I’angolo che I’asse mobile delle v forma col-
I'asse fisso delle x al tempo t= o. Finalmente dinoti « la misura
della velocita angolare. Si ha per (1, § 130):

E di qui:

Esempio. — Sia @= y = °, cioe l'asse delle 3 fisso, e
x = x0,y — yO, per modo che la traiettoria del punto nel suo
movimento per rispetto agli assi fissi, una retta parallela a detto
asse.

Poniamo :

e indichiamo con c0, @i valori di ce Oper /= o0, donde :

per le prime relazioni. Dalle seconde si deduce poi :

Ne viene :

le quali mostrano che la trajettoria del punto nel suo movimento
relativo agli assi mobili considerati come fissi sara un’elica ci-
lindrica, avente per asse l'asse di rotazione, e, rispetto a questo
asse, avvolta in senso contrario a quello della rotazione.
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CAPITOLO Il

VELOCITA.

Velocita di un punto.

§ 135. — Siano tO, tif /2, ... altrettanti valori della misura
del tempo in un intervallo. La posizione di un punto mobile sara
nota a ciascuno dei relativi istanti, supposto che sia nota, ad
esempio, per t0, e si conosca per ogni altro tempo U lo sposta-
mento corrispondente al passaggio del punto dalla posizione al
tempo i— ?= r, 2, ...) a quella allo stesso tempo ti. Giova no-
tare che questo € lo spostamento che si deve comporre collo spo-
stamento relativo al passaggio dalla posizione a tO alla posizione
a ti- 1 per avere lo spostamento analogo corrispondente invece a ti.

Supposto ti — ti-1 > o, il vettore avente I orientazione
dello spostamento in discorso, e per grandezza il rapporto della
sua grandezza a /e — If si chiama la “ velocita media, del

punto mobile nell’intervallo di tempo che comincia con ti~x e
finisce con ti. Per una precedente definizione (8 113), la misura
di questo vettore riesce appunto la misura della velocita del
movimento uniforme pel quale un punto descrive il relativo seg-
mento nell’intervallo di tempo ti — ti-1.

Cosi, la posizione ad ognuno degli istanti considerati sara
nota, data la posizione ad un istante particolare, e per ogni istante,
la velocita media nell'intervallo di tempo che comincia con esso
e finisce col successivo, oppure che comincia col precedente e
finisce con esso.

§ 136. — Chiamiamo “ velocita ,, del punto all’istante corri-
spondente alla fine del tempo t il vettore limite collo svanire
di \t, con \t> o0, della velocita media del punto stesso nell’in-
tervallo di tempo che comincia con /e finisce con / A/, oppure
che comincia con t — Ate finisce con t*

* L'esistenza di questo limite, come scaturisce da quanto segue, € una con-
seguenza dell’ipotesi del § iio che le coordinate del punto mobile siano funzioni
del tempo dotate di coefficiente differenziale. Del resto, ogniqualvolta é asserita
T'esistenza d’un limite, & sottinteso che si ammette per ipotesi.
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In altre parole, chiamiamo velocita del punto al tempo t il
vettore che ha per orientazione quella della tangente alla trajet-
toria nel posto occupato dal punto mobile al tempo t, volta nel
senso del movimento allo stesso istante — cioé il limite della
segante volta in questo senso (§ in) — e, indicando con s
la misura dell’arco di trajettoria avente per termine il suddetto

posto occupato dal punto al tempo t, per grandezza

A questo vettore attribuiamo per asse la tangente suddetta,
volta nel senso in cui cresce l'arco — s’intende il limite della
segante volta nel senso medesimo. Con cid0 la misura della

o ds I
velocita riesce -j j . Difatti, secondo che, conformemente a que-
ste convenzioni, il vettore ha il senso dell’asse o senso opposto,

. . - . » d
e la sua misura si deve prendere positiva 0 negativa, sara ~cft_

positivo 0 negativo.

§ 137. — Secondo questa definizione, la quantita di velocita
€ una quantita derivata (§8 27) la cui unita, indicando con [/],
[/7] quelle di lunghezza e di tempo, sara rappresentata da [// —, e
cioé ha dimensioni 1 rispetto all’'unita di lunghezza e — 1 rispetto
all'unita di tempo. Nel moto uniforme questa quantita risulta la
lunghezza dell’arco di trajettoria che il punto mobile é atto a
descrivere nell’'unita di tempo; per modo che l'unita di velocita
corrisponde all’ ipotesi che l'unita di lunghezza sia descritta con
movimento uniforme nell’'unita di tempo.

§ 138. — Assunta una terna d’assi cartesiani ortogonali,
indichino al solito x,y, z le coordinate del punto mobile al tempo t.

Essendo i coseni di direzione della tangente

alla trajettoria nel punto (x,y, z), volta nel senso in cui cresce
I'arco di misura s, le componenti della velocita del punto al tempo t
secondo i tre assi saranno:

cioé:
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Cosi la determinazione della velocita ad un istante coincide
con quella dei coefficienti differenziali delle coordinate del punto
rispetto a t, pel valore di t che segna I’istante medesimo.

§ 139. — Allo stesso modo, se s' indica la misura d’un arco
di linea qualunque terminato ad una projezione del punto (x,y, 2)
sulla linea medesima, si trovera che la componente della velo-
cita d'esso punto al tempo t secondo la tangente alla seconda
linea in detta projezione, volta nel senso in cui cresce I'arco,

w“

I movimento di questa projezione si dice la “ projezione
del movimento del punto considerato sulla linea ,. Vediamo cosi
che la velocitd della projezione medesima ad ogni istante altro
non & che il componente secondo il suo asse della velocita, allo
stesso istante, del punto considerato.

§ 140. — Analogamente, il movimento della projezione del
punto sopra un piano qualsivoglia si dice la “ projezione del
movimento del punto sul piano ,. E, per quanto precede, il
componente della velocita del punto ad ogni istante secondo il
piano (8 36) & la velocita della projezione all’istante medesimo.

§ 141. — Data la posizione del punto ad un istante, corri-
spondente per esempio al tempo zero, che s'intende, in generale,
fissato a piacere, e la velocita ad ogni altro istante, corrispondente
al tempo qualunque t, nell’ipotesi che essa sia una funzione finita
e continua di t, il movimento del punto sara determinato.

Difatti, da:

dove u, v, w rappresentano funzioni di t finite e continue, colla
condizione :

segue :

Piu in generale potremo supporre la velocita funzione con-
tinua e finita del tempo t esplicitamente, e implicitamente mediante
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le coordinate x, y, z del punto al tempo t: cioe u, v, w funzioni
finite e continue di t, x, y, z

Al sistema (1) di tre equazioni differenziali ordinarie del i°
ordine corrispondera il sistema d’equazioni integrali:

dove CIt C2, C3 rappresentano tre costanti arbitrarie. E queste
costanti, per (2), saranno determinate dalle tre equazioni:

Ancora piu generalmente possiamo supporre u, v, w fun-
zioni continue e finite di / e delle coordinate x, y, z del punto
che si considera e d’altri n — 1 punto, per ciascun dei quali
sono date nello stesso modo le componenti della velocita alla
fine d'ogni tempo t, e la posizione per t= o. Si avra allora un
sistema di 3 n equazioni differenziali alle derivate ordinarie del i°
ordine, cui corrispondera un sistema d’altrettante equazioni inte-
grali fra t, le coordinate degli n punti, e 3 n costanti arbitrarie,
per determinare le quali serviranno le equazioni che se ne rica-
vano facendovi /= o.

Finalmente, concepito il punto (v, y, z) come punto qua-
lunque d'un corpo in movimento continuo, individuato dalla sua
posizione (af, yO, zO) per t = o0: e per conseguenza X, Y, Z,
funzioni continue e finite di t nell’ intervallo relativo al movi-
mento, e di x0 y0Q z0 nel campo rappresentato dal corpo nella
posizione corrispondente a /= o0, potremo supporre u, v, w fun-
zioni continue e finite di:

E in tal caso le (1) saranno un sistema d'equazioni differenziali
alle derivate parziali, del i° ordine rispetto a t, assoggettate
alle condizioni (2); le quali si dicono condizioni “ di tempo ,,
perche soddisfatte da tutti i punti ad un tempo determinato.

§ 142. — Le precedenti proprietd forniscono un concetto
della natura di questo elemento del moto di un punto, che abbiamo
chiamato la sua velocita ad un istante.
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Nel caso del movimento uniforme la quantita di velocita,
essendo la lunghezza dell’arco di trajettoria corrispondente al-
I'unita di tempo, € una naturale misura della rapidita del movi-
mento, che spiega abbastanza la scelta del termine. Nel caso piu
generale, la velocita media nell’intervallo compreso fra la fine del
tempo t e quello del tempo t (- \t & la velocita di un movimento
uniforme e rettilineo che conduce il punto mobile dal posto occu-
pato al primo istante al posto occupato al secondo nello stesso
tempo a /; e concepito l'intervallo di tempo considerato decom-
posto in tanti intervalli parziali di durata A/, la successione di
questi movimenti tanto piu si approssimera al movimento con-
siderato quanto piu gl'intervalli parziali saranno brevi ; per modo
che il termine di velocita applicato al limite della velocita media
collo svanire di a / apparisce ancora opportuno.

Ma non si deve cercare la necessita di questo termine. Dal
momento che il mobile si considera ad un istante, mancano le
condizioni necessarie per definire cid che s’intuisce per rapidita
0 velocita, che sono un intervallo di tempo, per breve che sia,
e lo spazio descritto in questo tempo: e analogamente manca,
secondo il comune criterio, il modo di definire I’orientazione.
La rapidita e l'orientazione istantanea non si possono definire
che in base ad una convenzione particolare, qual’e la precedente.

Ad ogni modo, I'importanza di questo elemento va cercata
nella parte che sostiene nella teoria del movimento; della quale,
diremmo, la sua parentela col concetto di rapidita e d’ orienta-
zione non traduce che un semplice aspetto.

Velocita nel movimento traslatorio.

§ 143. — Tutti i punti d'un sistema che, in un intervallo
di tempo, € in moto traslatorio hanno ad ogni istante egual velo-
cita; come immediatamente scaturisce dalla circostanza che, se
M, M' e N, N' sono i posti di due punti a due diversi istanti,
1 segmenti MM, N N' sono eguali e egualmente orientati.

Reciprocamente, se ad ogni istante d’'un intervallo di tempo
tutti i punti di un sistema hanno egual velocita, il moto del
sistema, in quell’intervallo di tempo, e traslatorio.
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Difatti, da:

dove sono certe funzioni del tempo t, con :

esprimenti che al tempo t la velocita sara eguale, qualunque sia
il punto individuato dal suo posto iniziale (.rO, yO, zO) segue, sup-
poste le funzioni integrabili :

cioé eguale per tutti i punti, ad ogni istante, lo spostamento cor-
rispondente al passaggio dal posto iniziale (MO, yO, zO) al posto
a quell’istante.

Per conseguenza, le (1) colle (2) definiscono un moto tras-
latorio (§ 120).

La velocita comune a tutti i punti d un sistema in moto
traslatorio ad un instante si chiama la “ velocita del movimento
traslatorio ,, a quell’istante.

Velocita nel movimento rotatorio.

§ 144. — La velocitda di un punto qualunque d’un sistema
in movimento rotatorio, ad ogni istante, ¢ perpendicolare al piano
passante pel posto del punto a quell’istante e per I'asse di rota-
zione. Per quanto al senso del suo asse, potra essere quello che
corrisponde ad un giro positivo del semipiano terminato all’asse
di rotazione e passante pel punto, rispetto all’ asse di rotazione
nel supposto senso — cioé la misura dell’arco della trajettoria
crescente nel senso in cui cresce I'angolo di rotazione o — oppure
I'opposto. E la misura della velocita, indicando con pla distanza

del punto dall’asse di rotazione, sara ; dove,

secondo che si suppone l'uno o l'altro caso, va preso +0 —.
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Questo senso dell’asse della velocita sara, alla sua volta,
secondo I’ ipotesi, positivo o negativo per rispetto al giro che
conduce, per l'angolo concavo, un raggio uscente da un punto
dell’asse di rotazione, dall’asse medesimo, alla posizione conte-
nente il punto considerato.

Quindi, assumendo una terna d’assi cartesiani ortogonali, e
indicando con a, 8, y, i coseni di direzione dell’asse di rotazione
col proprio senso, con a, b, ¢ le coordinate d’ un punto di esso,
e con X, Yy, z le coordinate al tempo t del punto qualsivoglia
del sistema, si trova, in ogni caso, per (2, § 17):

dove :

§ 145. — Reciprocamente, se la velocita del punto qualunque
d’'un sistema, le cui coordinate al tempo t sono X, Yy, z, sono
fornite dalle (1) del precedente § dove a 8 7 e a b, ¢ sono
costanti, e w(/) una certa funzione del tempo, il movimento del
sistema € rotatorio, l'asse di rotazione é la retta, R, passante
pel punto (a, b, ¢) coll’orientazione (a, p, y), e io () € il coeffi-
ciente differenziale dell’ angolo di rotazione rispetto al tempo,
pel valor t del tempo medesimo.

Difatti, abbiano luogo le (1, § 144) colla condizione :

Da quelle equazioni si ha, in primo luogo :
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dove prappresenta la grandezza della distanza del punto (x,Y, 2)
dalla retta R.
Le equazioni (2) e (3) forniscono immediatamente :

donde, determinando le costanti CIt C2 colle (1):

E queste equazioni, concependo X, y, z come coordinate di punto
corrente, sono quelle d'una circonferenza di circolo col centro
sulla suddetta retta, in un piano ad essa perpendicolare, passante
pel punto (xO, rO, z0), posto iniziale del punto considerato.

Indichiamo con 9 la misura dell’angolo di cui deve girare
un semipiano terminato alla retta R, in senso positivo rispetto
al senso definito da (a, p, y), per passare da una posizione fissa
a quella che contiene il punto (x, v, della circonferenza sud-
detta: e sia 5 la misura dell’arco corrispondente, col termine nel
punto {x, y, 1) e I'origine nella intersezione (XIf ylf 3V della
circonferenza colla posizione fissa del semipiano. Sara s — p9.
E poiché la (4) pud porsi sotto la forma:

ne viene:

Per le supposte relazioni (1, § 144), la velocita di ogni punto
al tempo t ha il senso corrispondente ad un giro positivo rispetto
all’asse (a, ¢, y) o l'opposto secondo che 2 (/) &€ positivo 0 nega-
tivo. Quindi nei due casi sara il suddetto angolo al tempo t rispet-
tivamente crescente o decrescente, e concludiamo:
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dove C3 rappresenta una costante arbitraria, e t' un valore qua-
lunque del tempo, come t Tutto cid che volevamo dimostrare.
Osservazione. Questo & un esempio istruttivo d’ integrazione
delle (i, § 141) nell’ipotesi che u, v, w siano funzioni di t, x,y, 1,
sotto le condizioni (2, § 141).
Due equazioni integrali sono le (5), (6). Si ha poi:

dove:

Quindi:

che é la terza equazione integrale.

Notiamo che le xIf yx>ix debbono soddisfare alle (5), (¢,
per modo che si pud intendere che due di esse siano espresse
in termini delle Cx, C2, mentre la rimanente & una costante data,
come le ¢

Per quanto a CX C2, C3, facendo nelle tre equazioni t= o
si ha immediatamente :

§ 146. — “ Velocita angolare ,, d’'un sistema in movimento
rotatorio al tempo t chiamiamo il vettore avente I'asse orientato
come l'asse di rotazione, e per misura il coefficiente differenziale
dell’angolo di rotazione rispetto al tempo, pel supposto valor /;
quindi, coi precedenti simboli, ® .

Cosi, la quantita di velocita angolare € una quantita derivata
la cui unita ha dimensioni — 1 rispetto all’unita di tempo [/],
e 1 rispetto all’'unita d’angolo; ma poiché e stabilito che questa
sia l'unita assoluta (§ 14), sulla quale ipotesi si fonda I'espres-

sione £ ¢ della misura della velocita dei singoli punti (§ 144),
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e ogni altra che se ne deduce, basta considerare la sua dipen-
denza dall’ unita di tempo, e rappresentarla con [t-XQ Questa
unita € I'angolo di cui un sistema in movimento rotatorio uni-
forme gira nell’unitd di tempo.

Osserviamo che il segno della velocita angolare ad ogni
istante sara quello del movimento rotatorio (§8 121) all’istante
medesimo, per rispetto all’asse di rotazione.

§ 147. — Posto :

p, g, r sono le componenti delle velocitd angolare al tempo t,
secondo gli assi coordinati.
Con questa scrittura le (1, 8 144) diventano:

conformemente alle quali espressioni, la velocita d’ ogni punto
d’un sistema in movimento rotatorio ad ogni istante e il momento
rispetto a questo punto come polo del vettore applicato di cui
il vettore & la velocita angolare, e I'asse d’applicazione I’ asse
di rotazione del movimento considerato.

Reciprocamente, le (1), applicate ad un intervallo di tempo,
nell’ipotesi che p, g, r siano funzioni del tempo t, e costanti le
a, b, c e i valori assoluti dei rapporti :

definiscono un movimento rotatorio, del quale la velocita ango-
lare & (p, q, 1), e I'asse passa pel punto (a, b, ¢) (8 145). Il senso
di questo asse si potra fissare ad arbitrio; e stabilito che sia,
la misura della velocita angolare si assumera positiva o nega-
tiva secondo che I'orientazione definita dalle (2) & quella stessa
oppure l'opposta.
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Atto di movimento.

§ 148. — “ Atto di movimento ,, d'un sistema ad un istante
chiamiamo I'insieme delle velocita di tutti i suoi punti a quel-
I’ istante.

Ogni legge particolare con cui la velocita all’istante consi-
derato varia da punto a punto definisce un atto di movimento
di speciale natura.

§ 149. — Atto di movimento risultante o composto di piu
altri e quello pel quale la velocita d’ogni punto & composta delle
velocita corrispondenti a questi altri.

Evidentemente, se in un intervallo di tempo piccolo finché
si vuole, che comincia o finisce coll’istante considerato, il movi-
mento del sistema si pud concepire composto di certi altri mo-
vimenti, sara I'atto di movimento allo stesso istante composto
degli atti di movimento relativi ai singoli movimenti componenti.

Atto di movimento traslatorio.

§ 150. — “ Atto di movimento traslatorio ,, diciamo quello
pel quale, all’istante considerato, tutti i punti del sistema hanno
egual velocita.

Questa si chiama la “ velocita dell’atto di movimento tras-
latorio ,,.

Atto di movimento rotatorio.

§ 151. — “Atto di movimento rotatorio , diciamo quello
pel quale, all'istante considerato, la velocita d’ogni punto ¢ il
momento d'un determinato vettore applicato, fisso, rispetto al
punto considerato come polo.

Per conseguenza, la velocita € nulla per tutti i punti del-
P asse del vettore, che, col proprio senso, si chiama 1 “ asse
istantaneo di rotazione ,,: e per ogni altro punto ha grandezza
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eguale al prodotto delle grandezze del vettore e della mutua
distanza del punto e dell’ asse: e perpendicolare al piano del
punto e dell’asse: e il suo senso é tale che il giro conducente
ad essa, per I'angolo retto, dalla perpendicolare all’asse descritta
verso il punto e positivo rispetto all’'orientazione del vettore.

Il vettore in discorso, la cui misura riesce, per quanto pre-
cede, positiva o negativa secondo che il giro in discorso e
positivo o negativo rispetto all’asse di rotazione, si dice la
“ velocita angolare dell’atto rotatorio

Per quanto al senso dell’asse di rotazione, osserviamo che,
immaginando i circoli passanti pei singoli punti, in piani per-
pendicolari all’asse, col centro sull’asse, il senso del movimento
d’ogni punto del sistema supposto in atto rotatorio corrispondera
ad un giro sul relativo circolo in senso, rispetto ad un deter-
minato senso dell’asse, eguale per tutti; per modo che, se, con
una scelta opportuna dell’ origine degli archi sulle singole tra-
jettorie, si suppone egualmente concorde il senso in cui cresce
I'arco medesimo, la velocitd avra per tutti i punti misura posi-
tiva o0 negativa. Giova stabilire, in tale ipotesi, che l'asse di
rotazione, cioé |'asse del vettore, abbia il senso del vettore, o
I’opposto, secondo che questa misura e positiva 0 negativa;
allora la misura della velocita d’ogni punto del sistema in atto
rotatorio sara il prodotto della misura della velocita angolare
per la distanza del punto dall’asse.

Indicando con u, v, w le componenti della velocita del punto
di cui all’istante considerato x, y, 1 sono le coordinate, segue
dalla definizione che condizione necessaria e sufficiente perche
il sistema sia in atto di movimento rotatorio & che sia

dove a b, ¢, p, g, r sono indipendenti da x, y, z.
I coseni di direzione della velocita angolare saranno in tal
caso:
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col radicale positivo, e la grandezza della velocita angolare lo
stesso radicale positivo. L’ asse istantaneo di rotazione passera
pel punto {a b, c): la sua direzione sara quella della velocita
angolare: e il suo senso concorde oppure contrario, alle quali
due ipotesi debbono corrispondere quelle della misura rispetti-
vamente positiva e negativa.

Composizione degli atti di movimento traslatori! e rotatorii.
Atto di movimento elicoidale.

§ 152. — L’atto di movimento composto di due o piu atti
di movimento traslatorio ¢ evidentemente un atto di movimento
traslatorio, la cui velocita é la risultante di quelle dei componenti.

§ 153. — L’atto di movimento composto di un atto trasla-
torio e d'un atto rotatorio si chiamera u rototraslatorio ,,.

Atto di movimento “ elicoidale ,, si chiama quello che ¢
composto d’un traslatorio e d’ un rotatorio, nell’ ipotesi che la
velocita del primo e la velocita angolare, ossia I'asse, del se-
condo siano fra loro paralleli.

§ 154. — L’atto di movimento composto d’ un atto trasla-
torio e d’un rotatorio, quando la velocitd del primo & perpen-
dicolare all'asse del secondo, € un atto rotatorio.

Difatti, prendasi per asse delle 1 I*asse dell’atto di movi-
mento rotatorio col senso della velocita angolare, e I'asse delle x
orientato come la velocita dell’atto traslatorio; e indichinov e <
la grandezza della velocita dell’ atto traslatorio e della velocita
angolare dell’atto rotatorio.

Le componenti della velocita del punto (x, y, 7, cioe del
punto di cui X, y, sono le coordinate all’istante considerato,
saranno v, o, o nell'atto traslatorio: — <, o>x, 0 nell'atto rota-
torio: v — wy, coxf o nell’atto composto, cioé:

c. v. d.
Si vede poi che la velocita angolare dell’ atto rotatorio ri-
sultante € eguale a quella del componente : e il suo asse si
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deduce da quello del componente con una traslazione di gran-
dezza V----- cioe eguale al rapporto della velocita dell’atto tras-

latorio alla velocita angolare dell’atto rotatorio — perpendicolare
a queste due velocita: in tal senso, che per rispetto ad essa, &
positivo il giro che conduce per I'angolo retto dalla seconda
alla prima.

§ 155. — L’atto di movimento composto d’un atto trasla-
torio e d'un atto rotatorio, quando la velocitd del primo non é
perpendicolare all’ asse del secondo, € un atto di movimento
elicoidale (8 153).

Infatti, sia

Uno almeno dei tre p, g, r dev'essere diverso da o. Sia p
diverso da o, e poniamo:

Si ha:

Quindi le precedenti relazioni definiscono 4, u, v in termini
di 77 m, n, p, g r. E non potra essere A= o, perché dalle re-
lazioni stesse si ricava :

Ora, introducendo le (2) nelle (1), si trova:

con che la proposizione & dimostrata.
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Notiamo che la velocita angolare dell’atto rotatorio compo-
nente dell’atto elicoidale ¢ la stessa come quella dell’atto rota-
torio componente dell’atto rototraslatorio dato.

Supposto :

la (3) ci da X= o:cioe l'atto di movimento composto & un atto
rotatorio, conformemente al gia detto.

§ 156. — L’'atto di movimento composto di due atti rota-
torii cogli assi paralleli — escluso il caso che le velocita ango-
lari abbiano grandezza eguale e senso opposto — €& un atto ro-
tatorio.

Indichino wx, w2 la misura della velocita angolare del primo
e del secondo atto rotatorio nell’ ipotesi che gli assi abbiano
ambedue il senso della velocita angolare di grandezza maggiore;
e sia | |>i & |, per modo che w>0, e g2>00 <0,
secondo che le due velocita angolari sono concordi o no, ma
sempre O™ - w2 > o.

Assumiamo l'asse del primo atto rotatorio per asse delle 1,
e l'asse delle x positive passi per I'asse del secondo.

Le componenti della velocita del punto (x,y, saranno, pel
primo atto rotatorio:

pel secondo:

con a> o:e per I'atto composto:

c. v. d

Vediamo poi che la velocita angolare dell’atto rotatorio risul-
tante e parallela a quella dei componenti, concorde con quella
la cui grandezza e maggiore, e di grandezza eguale alla somma
o alla differenza delle loro grandezze secondo che esse sono
concordi 0 no; mentre I'asse — parallelo a quello dei compo-
nenti — si trova nel piano dei loro assi, compreso fra essi, a

distanze inversamente proporzionali alle grandezze delle velo-
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cita angolari, se queste sono concordi, e diversamente nella posi-
zione simmetrica per rispetto all’asse cui corrisponde la velocita
angolare di grandezza maggiore.

Nel caso che due atti di movimento rotatorio abbiano velo-
cita angolari parallele, di grandezza eguale e senso opposto, I'atto
di movimento composto €. traslatorio. Difatti, in questo caso le
componenti della velocita del punto (x,y, ) saranno — y, O"x, 0
per un atto di movimento componente, e wkyf — WA(X — a), 0
per l'altro: donde segue che saranno o, ao)lt o per I'atto com-
posto. E cioé questo sara un atto di movimento traslatorio, la
cui velocita ha per grandezza il prodotto di quelle della velocita
angolare dei due atti e della mutua distanza dei due assi: dire-
zione perpendicolare al loro piano: e senso tale che il giro d'un
raggio spiccato da uno degli assi, per passare dall’ intersecare
I’altro asse a quella orientazione, per I'angolo retto, € positivo
rispetto alla velocita angolare corrispondente all’asse medesimo.

§ 157. — L’atto di movimento composto di due atti rotatorii
i cui assi concorrono in un punto € un atto rotatorio.

Assunto il punto comune per origine delle coordinate, le
componenti delle velocita del punto (x, Yy, saranno :

pel primo componente;

pel secondo; e quindi:

per l'atto di movimento composto; c. v. d.

Si vede poi che la velocita angolare dell’ atto rotatorio ri-
sultante € composta della velocita angolari dei componenti, e
I'asse passa pel punto comune ai loro assi.

Ne viene che, descritti pel punto di concorso dei due assi
i segmenti aventi I'orientazione e la grandezza delle velocita
angolari dei due atti di movimento componenti, la diagonale del
parallelogrammo contenuto da questi segmenti, spiccata dal
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punto, rappresenta egualmente la velocita angolare dell’ atto
composto e segna il suo asse. Donde il nome di “ parallelo-
grammo delle velocita angolari ,, con cui si designa qualche volta
guesta proposizione.

Ogni atto di movimento rigido
si riduce ad un atto di movimento elicoidale.

§ 158. — wRigido ,, o uconciliabile colla rigidita , chia-
miamo ogni atto di movimento conciliabile coll’ipotesi che il
sistema in un intervallo di tempo piccolo finché si vuole, che
comincia o finisce coll'istante considerato, € in movimento rigido.

Quindi se ad un istante un sistema ¢ in atto di movimento
rigido, indicando con « 8 y e con a,, vt (i==1, 2, 3) le
coordinate e i coseni di direzione rispetto ai supposti assi d’'una
terna analoga invariabilmente connessa col sistema, dev’essere
per ogni punto, al tempo considerato t, e in tutto un intervallo
che ha tale istante per un suo estremo:

dove X, i), 3 invariabili col tempo, sono le coordinate del punto
rispetto alla terna mobile. E per conseguenza I'atto di movimento
rigido sara quello pel quale le componenti della velocita del
punto qualunque del sistema sono rappresentate da:

dove ait 8i, fi, X » 3 hanno il precedente significato, e V, 8, V',
componenti della velocita del punto del sistema assunto per
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origine degli assi mobili, possono essere costanti (rispetto al
punto) quali si vogliano.

Ora stabiliamo, per brevita di scrittura, che
rappresenti la somma

che

rappresenti la somma, parimente di tre termini, di cui il primo

e quello scritto e gli altri due devono dedursi da esso permutando
circolarmente a, 3, y; finalmente, che

rappresenti la terna di formole di cui la prima é la scritta, e le
altre due devono dedursi da essa colle permutazioni circolari
simultanee di a, (, y e a', 6, VY

Conformemente a cio, poniamo :

Ne viene:

Inoltre :

Queste sono nove relazioni, mediante le quali possiamo facil-
mente esprimere i nove coefficienti differenziali:

in funzione di /5 q, r, 8y y-
Si troverad subito moltiplicando la prima delle (5) per og, la

terza delle (4) per 8l; la seconda delle (3) per y4, e poi som-
mandole membro a membro :
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E di qui desumiamo senz’altro il quadro brevemente rappre-
sentato da:

Introducendo queste formole nelle (2) e richiamando le (1)
abbiamo :

le quali esprimono che I'atto di movimento in discorso & com-
posto dell’atto di movimento traslatorio la cui velocita ¢ (*, p', y",
e dell’atto rotatorio di cui la velocita angolare e (p, <, r) e I'asse
passa pel punto (*, 6, 7).

Quindi, stabilito che I'atto traslatorio e rotatorio si compren-
dano sotto il nome d’asse di movimento rototraslatorio o elicoi-
dale, come corrispondenti al caso che sia nullo il componente
rotatorio o traslatorio, concludiamo che I'atto di movimento rigido
piu generale si riduce a un atto rototraslatorio, il quale si riduce
alla sua volta ad un atto di movimento elicoidale (cfr. § 90).

A suo luogo (§8 165) vedremo che, reciprocamente, se ad
ogni istante d'un intervallo di tempo I'atto di movimento é ro-
totraslatorio, il movimento, in quell’intervallo, sara rigido.

§ 159. — Deduciamo alcune formole utili per la teoria del
movimento dei corpi invariabili.

Indichino percio 1, &5 U le componenti della velocita del
punto qualunque del sistema secondo tre assi aventi I’ orienta-
zione degli assi mobili all’ istante considerato. Pel precedente

risultato :

dove ( ni, 11, e p, g x sono le componenti della velocita dell’ atto
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traslatorio e della velocitd angolare dell’atto rotatorio secondo
gli assi suddetti; cioé:

Per (3), e (3), (4 del precedente §:

E di qui:

donde per (2, 8 17) si ricava immediatamente la prima delle:

Da queste relazioni scaturiscono le tre analoghe:

Inoltre hanno luogo le tre:

Si ha cosi un sistema di nove equazioni lineari tra i
nove coefficienti differenziali

ep dr, xPi,Yi *= 1, 2, 3), che permettono agevolmente di
esprimerli in funzione di questi ultimi.

Si trovera subito, moltiplicando la prima delle (6) per yir
la seconda delle (5) per x3, e la terza delle (4) per a2, quindi
sommando membro a membro :
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E di qui si deduce il quadro rappresentato da:

§ 160. — La proposizione che ogni atto di movimento rigido
si riduce ad un atto di movimento elicoidale si puo affermare
senz’altro fondandosi sulla proposizione analoga relativa agli
spostamenti (8 149); ma la deduzione diretta ha anche il van-
taggio di fornire immediatamente le espressioni delle compo-
nenti della velocita angolare dell’atto rotatorio in termini delle
t. geve *— (2, 3) e loro coefficienti differenziali rispetto al
tempo t

Introducendo poi nelle (4, 8§ 159) le relazioni stabilite al § 24
fra i suddetti coseni di direzione e gli angoli O @e/, otte-
niamo, con un calcolo semplicissimo, le relazioni:

Giova dedurre le stesse relazioni anche col metodo seguente,
per mostrare un'applicazione della composizione dei movimenti
e degli atti di movimento.

Premettiamo, che 9 e / s’intendono compresi fra o e 2r,
e Ofra o e ~ — se occorre, concependo sostituito Oa 2~ — O
et-fi,/+s a®©/((cfr. § 24) —: limitazione che le formole
a cui si arriva mostrano come non alteri il risultato.

Cio posto, immaginiamo una terna d’assi, la quale ha ad ogni
istante I’ orientazione dei precedenti assi delle X, i), 3, ma l'origine
comune colla terna degli assi fissi delle x, y, 1; e designando gli
assi medesimi con quei simboli, indichino per un momento y e
compresi fra zero e 2-, le misure degli angoli corrispondenti,
che coll’asse delle x forma la traccia del piano X i) sul piano xy,
volta nel senso rispetto a cui & positivo il giro che conduce, per
I'angolo O dall’asse delle 1 all’asse delle 3, e colla traccia mede-
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sima I'asse delle X: crescente il primo nel senso del giro posi-
tivo rispetto all’asse delle i che conduce dall’asse delle x alla
traccia, e il secondo nel senso del giro positivo rispetto all’asse
delle fi che conduce dalla traccia all’asse del *.* Intendiamo poi
che O, rappresentino i valori al tempo t, e indichiamo con
0+ AQ /+ Ay, i + A'l i valori al tempo t x\t, con A/ piccolo
a piacere. In seguito a che consideriamo le due terne d’assi coor-
dinati ortogonali, aventi I’'origine comune cogli assi fissi, e mo-
bili al variare di A t\ la prima, comprendente I'asse delle fi e la
traccia precedentemente definita: e la seconda, questa traccia e
I'asse delle \ E chiaro che il movimento di un corpo rigida-
mente connesso alla terna degli assi X i), i, relativo alla prima
di queste due, ¢ rotatorio, coll’asse delle fi per asse, e AV per
angolo di rotazione al tempo t-r A/: mentre il movimento della
terna stessa relativo alla seconda e, alla sua volta, un movi-
mento rotatorio colla traccia per asse, e per angolo di rotazione
AG; e, finalmente, il movimento della seconda terna rispetto agli
assi fissi, & anche rotatorio coll’asse delle ™ per asse, e A/ per
angolo di rotazione. Ne viene che I'atto di movimento del corpo
considerato al tempo t sara composto (88 149, 175) degli atti di
movimento rotatorio, i cui assi sono l'asse delle ™ la traccia, e
I'asse delle 1, nella loro posizione al tempo t, e la misura della
velocita angolare rispettivamente cejul c(ittG (CiI{ Quindi, per la
regola del paralellogrammo delle velocita angolari (8 157), e te-
nendo poi calcolo che i coseni degli angoli degli assi X, ti, i, con
ciascuno dei tre assi di rotazione suddetti sono:

rispettivamente, si ha in primo luogo (8§ 35) :

E di qui, notando che si ricavano le (1).

| due angoli cosi definiti, insieme coll’angolo O degli assi delle z e delle
— *angoli euleriani ,, — sono comunemente usati per fissare la posizione di una
terna ortogonale rispetto ad un’ altra. Gli angoli di cui noi facciamo uso allo
stesso scopo sono quelli di cui si vale Kirchhoff nella piu volte citata Mechanik.

7
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Applicazione al movimento rigido.

§ 161. — Per quanto precede, il movimento rigido si puo
definire come quello in cui ad ogni istante I’atto di movimento
e elicoidale. E mentre il passaggio del mobile dalla sua posi-
zione al tempo t a quella al tempo t+ At si effettua mediante
un determinato spostamento elicoidale, i cui elementi, fissato /,
dipendono da At, & chiaro che l'orientazione e la grandezza
del componente traslatorio dell’atto di movimento elicoidale re-
lativo al tempo t ¢ il limite collo svanire di A /della orientazione
e del valore assoluto del rapporto a Atdella grandezza del com-
ponente traslatorio del suddetto spostamento elicoidale; come
I'asse e la misura della velocita angolare del componente rota-
torio dell’atto di movimento elicoidale sono i limiti, egualmente
collo svanire di A/, dell’asse e del rapporto a \'t della misura
dell’angolo di rotazione, evanescente con At del componente
rotatorio dello spostamento elicoidale medesimo.

Da cio si deduce agevolmente che, se s’immaginano le due
superficie rigate, |'una, connessa invariabilmente col sistema,
luogo delle rette, ad esso invariabilmente connesse, che fungono
ai singoli istanti da asse del corrispondente atto di movimento
elicoidale, e I'altra, fissa nello spazio, luogo delle rette dello spa-
zio colle quali le precedenti al relativo istante coincidono, sara
la prima superficie costantemente a contatto della seconda lungo
una generatrice, la cui direzione sara quella della velocita dei
punti dell’asse all’istante del contatto. Cido si esprime col dire
che la prima superficie rotola sulla seconda, cosi da avere ad
ogni istante comune con essa una generatrice, e striscia sopra di
essa nella direzione della generatrice medesima.

Notiamo il caso del movimento polare, in cui le due superficie
sono coniche col vertice nel polo, e, la velocita dei punti della
generatrice comune, ad ogni istante, essendo nulla, 1" una rotola
sull’'altra senza strisciare; e quello del movimento parallelo ad
un piano, in cui le due superficie sono cilindriche colle generatrici
perpendicolari al piano: che se s’immagina una sezione normale,
il movimento si pud definire col rotolamento senza strisciare
della sezione della superficie mobile sulla sezione dell’ altra, cioé
d’una linea fissa al sistema sopra una linea fissa nello spazio.
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Atto di movimento dislocatorio semplice.

§ 162. — “ Atto di movimento dislocatorio semplice ,, alla
fine di un certo tempo chiamiamo quello pel quale, concepita una
terna d’assi coordinati cui si riferiscono i punti del mobile, le
componenti della velocita d’ogni punto sono funzioni lineari delle
coordinate del punto all'istante medesimo. Notiamo che a questa
categoria appartiene l’atto traslatorio, rotatorio, rigido in generale.

Indicando con X, Yy, e u, v, w le coordinate e le com-
ponenti della velocita del punto qualunque del sistema all'istante
considerato, sara conformemente alla precedente definizione :

le quali si possono assumere, se si vuole per definizione dell’atto
di movimento dislocatorio semplice in discorso.

§ 163. — Indichino Oe a 8 y la grandezza e i coseni di
direzione del segmento terminato ai punti x0, }Yo>*0 e x, y, 1,
per modo che:

Di qui, per le (1) del § precedente, segue:

ossia la prima delle tre:

Poniamo :
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Moltiplicando le (2) rispettivamente per « 8 y, e poi som-
mandole membro a membro, troviamo:

Quindi — -~j non dipende che dalla direzione (£ a, it P, d=y)

del segmento considerato: e noi lo chiameremo il “ modulo di dila-
tazione lineare secondo la direzione considerata (x«, £ 8, y) ,,.
Indicando detto modulo con X le stesse equazioni danno :

per modo che i coefficienti differenziali in discorso sono anche
puramente dipendenti dalla direzione.

Siano a, 8 vy, a', p, Yy, i coseni di direzione individuanti
due assi, e Ola misura dell’angolo compreso, positiva 0 negativa
secondo che e positivo o negativo il giro conducente per quel-
I'angolo dal primo asse al secondo rispetto alle perpendicolare
al loro piano nel senso fissato come positivo. Da:

segue :

che permette coll’ajuto delle (5) di determinare in termini
dia 8y, X, 8,y', e mostra come non dipenda che dalle due dire-
zioni considerate. Chiameremo-----/l’ﬂ- il modulo di scorrimento

dellasse rispetto all’asse

§ 164. — Ora consideriamo il tetraedro avente per vertici
i punti xyyi,™) (i— o, 1, 2, 3), e quindi per grandezza t del
volume il valor assoluto di

Differenziando rispetto a t colla regola dei determinanti, e intro-
ducendo le (1) del § 162, si riconoscera immediatamente che, se
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s’immagina compiuto lo sviluppo dei determinanti in tal modo
ottenuti, e raccolti i singoli parametri, il coefficiente di alt b2, c3
risulta (1), e zero quello dei rimanenti a2 bt... Quindi:

Chiamiamo il “modulo di dilatazione cubica

§ 165. — A questa specie appartiene |'atto di movimento
rototraslatorio, il quale si ha nell’ ipotesi che sia:

Ne viene per (4, § 163), A= o, qualunque sia la direzione
(2 y, £ 8 = y). Quindi, se ad ogni istante d'un intervallo, cioé
per ogni valore di t dell’intervallo medesimo, I'atto di movi-
mento & rototraslatorio, sara in quell’intervallo, per ogni coppia
di punti, indicando con p la grandezza della loro mutua distanza
al tempo t:

Costante rispetto a /;

vale a dire, il movimento sarad rigido (cfr. § 158).

§ 166. — Le proprietda generali dell’ atto di movimento in
discorso si deducono col procedimento seguito per la ricerca
delle proprieta analoghe dello spostamento dislocatorio semplice,
e percio possiamo limitarci a enunciarle.

Pel § 92 I'atto di movimento in discorso & composto di un
atto traslatorio la cui velocita é (a, b, c), e di un atto di movi-
mento della stessa natura, pel quale le componenti della velocita
del punto (x, v, sono:

e quindi nulla la velocita del punto assunto per origine. Questo
atto di movimento si chiamera “ omogeneo ,, e quel punto la
sua aorigine ,,.

Supposto l'atto omogeneo, pel § 95, in generale vi sono una
o tre rette uscenti dall’origine (rette speciali) aventi la proprieta
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che la velocita per ogni loro punto ha la direzione della retta:
mentre il senso dalle due parti dell’origine risulta I'opposto. I coseni
di direzione a, B, y di queste rette sono date dalle (3 § 95), dove
X rappresenta una radice reale dell’equazione cubica (4, § 95);
e la stessa X & poi il modulo di dilatazione lineare secondo la
direzione della retta.

Lo stesso atto di movimento omogeneo piu generale, pei
8§ 101, 102, & composto di un atto rotatorio coll’asse passante
per l'origine, e d’un atto della stessa specie usimmetrico ,,, cioé
tale che a2= bly b3= ¢2 cx— a3: pel quale (§ 97 le rette spe-
ciali risultando tre, fra loro perpendicolari, la velocita d'ogni punto
€ composta di tre componenti aventi, ciascuno, l'asse parallelo ad
una di quelle rette, e per misura il prodotto della misura della
distanza del punto dal piano delle altre due, col segno -0 —
secondo che il punto si trova o no dalla parte donde é volto
I'asse, per un fattore costante, modulo di dilatazione lineare
secondo la direzione della retta a cui il componente si riferisce.
Si vede che il componente secondo ognuno dei tre assi, dalla
parte del piano delle rette speciali parallele agli altri due verso
cui l'asse & volto, avra il senso dell’asse quando il relativo coef-
ficiente é positivo, e I'opposto quando e negativo : in altre parole,
a seconda del caso, il componente, dalle due opposte parti del
suddetto piano, volgera all'infuori del piano medesimo o verso
di esso.

Chiamiamo “ atto di movimento dilatatorio normale ad un
piano (base) , I'atto di movimento pel quale la velocita d’ ogni
punto ha per asse la perpendicolare al piano volta in un certo
senso, € misura data dal prodotto della misura della distanza
del punto dal piano, col segno 4-0 — secondo che il punto giace
dalla parte donde ¢ volto I'asse oppure dalla parte opposta, per
un fattore costante — modulo di dilatazione lineare principale —
per modo che il senso della velocita dai due lati del piano ri-
sulta opposto; che se il punto appartiene al piano la velocita
e nulla.

Cio posto, il suddetto atto di movimento simmetrico sara
composto di tre atti di movimento dilatatorio normali a tre piani
passanti per I'origine, fra loro ortogonali, — i piani delle tre



Atto di movimento dislocatorio semplice. 107

rette speciali a due a due — i cui moduli di dilatazione princi-
pali sono i moduli di dilatazione lineare secondo le direzioni
delle rette medesime (cfr. 88 98, 99).

Il modulo di dilatazione lineare secondo ogni direzione, il
modulo di scorrimento d’un asse rispetto ad un altro, il modulo
di dilatazione cubica, sono gli stessi per £atto di movimento
omogeneo piu generale e pel suo componente simmetrico (§ 102).
Percio chiameremo “ terna vettoriale delle velocita di dilazione ,,
dell’atto di movimento considerato la terna vettoriale applicata
all’origine, le cui direzioni sono quelle delle rette speciali del
componente simmetrico, e le quantita i moduli di dilatazione
corrispondenti; i quali si diranno i “ moduli di dilatazione prin-
cipali ,, dell’atto di movimento considerato : mentre “ rette prin-
cipali ,, e “ direzioni principali di velocita di dilatazione ,, si di-
ranno le rette speciali suddette e le loro direzioni. | parametri
della terna — “ parametri di velocita di dilatazione ,, — sono:

dei quali i primi tre sono i moduli di dilatazione lineare secondo
la direzione degli assi coordinati cui gli stessi parametri si riferi-
scono, e 2/, 2 /m 2n, i moduli di scorrimento dell’asse dellejvq delle z
e delle x rispetto all’asse delle 1, delle x e delle y rispettivamente.
La relativa quadrica ha la proprieta che I'inverso del quadrato
d’ ogni suo raggio vettore €& il modulo di dilatazione lineare
secondo la direzione del raggio vettore medesimo; cid che da
luogo ad una rappresentazione geometrica della legge con cui
varia il modulo di dilatazione, simile a quella che serve pel coef-
ficiente di dilatazione, nel caso dello spostamento dislocatorio
semplice estremamente piccolo (§ 102"

Finalmente, I’asse e la velocita angolare del componente
rotatorio si chiamano gli elementi dello stesso nome dell’atto di
movimento considerato. Le componenti della velocita angolare
sono cosi:
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Atto di movimento continuo e continuo regolare.

§ 167. — “ Atto di movimento continuo ,, chiamiamo quello
pel quale, immaginato il sistema, al supposto istante, continuo,
la velocita del suo ~unto qualunque é funzione continua e finita
del posto del punto a quell’istante: cid che diciamo senz’altro
il punto medesimo del sistema, concepito nella sua posizione
all’istante considerato. Assunta la solita terna degli assi coor-
dinati, cio vuol dire che le componenti u, v, tu della velocita
del punto qualunque sono funzioni continue e finite delle coor-
dinate x,y, z del posto occupato dal punto qualunque all’istante
considerato, ossia del punto qualunque del sistema nella sua
posizione all’istante medesimo.

Quando queste funzioni ammettano anche le derivate parziali
continue e finite, I'atto di movimento si dirad inoltre “ regolare ,,.

§ 168. — Le proprieta dell’atto di movimento continuo re-
golare scaturiscono dai risultati che abbiamo a suo luogo otte-
nuti per lo spostamento cosi chiamato (88 104-108).

Cosi, fissato nel sistema, nella sua posizione all’ istante
considerato, il punto (X,y, Q, per modo che ogni altro punto si
possa rappresentare con (x+ Ax_y 4 \y,\ AN, se (u,v,w) é
la velocita corrispondente al primo punto, I'atto di movimento
sara composto dell’atto traslatorio di cui la velocita & (u, v, w):
dell’atto di movimento dislocatorio semplice omogeneo tale che
le componenti della velocita corrispondente al punto (v -f- tx,
y+ Ay, + A7 sono:

finalmente d’un atto di movimento tale che il rapporto della
grandezza della velocita del punto suddetto a quella della sua
distanza da (v,}, 4 svanisce con questa distanza, e per conse-
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guenza, pur di considerare una parte comprendente il punto
(x,y, 1) racchiudibile, entro una sfera abbastanza piccola, riuscira
insensibile a quei mezzi d'osservazione che pure percepiscono
distinti i due punti (X, y, 7) e (X4- Ax, y + Ay, ~+ AN.

Alla sua volta (8 102), I'atto di movimento dislocatorio sud-
detto & composto d'un atto di movimento rotatorio coll’asse pas-
sante pel punto (x, y, ), e d’'un atto di movimento dislocatorio
semplice simmetrico, coll’origine nello stesso punto (x,y, 7, avente
comune con esso il modulo di dilatazione lineare secondo ogni
direzione, il modulo di scorrimento d’ogni asse rispetto ad un
altro, il modulo di dilatazione cubica; il quale & poi composto di
tre atti di movimento dilatatorio normali a tre piani ortogonali
passanti per la propria origine, cioé pel punto (x, y, .

Ogni elemento dell'atto di movimento dislocatorio semplice
in discorso si chiama I’elemento dello stesso nome dell’ atto di
movimento continuo regolare considerato “ nel punto (X,y,

Cosi nel punto (x, y, 1) vi sara una velocita angolare le cui
componenti sono :

una terna vettoriale di velocita di dilatazione i cui parametri
sono:

un modulo di dilatazione cubica:

Applicazione al movimento continuo regolare.

§ 169. — Sia il movimento dislocatorio semplice, per modo
che le componenti th £ dello spostamento corrispondente al
passaggio del punto qualunque del mobile dalla sua posizione
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al tempo t a quella al tempo qualunque t + A/ siano»
date da:

dove a b, c, ai, bta, (i= i, 2, 3) sono funzioni continue difife-

Ne viene che le componenti u, v, w della velocita del punto
qgualunque in discorso al tempo t saranno date da:

dove

Quindi, in primo luogo, I'atto di movimento al tempo t, cioé
ad ogni istante, ¢ dislocatorio semplice.

Confrontiamo questo atto di movimento col suddetto spo-
stamento, variabile con At secondo i risultati dei 8§ 162-166 e
91-102. Vedremo subito che la velocita del componente traslatorio
del primo é la velocita del movimento traslatorio la cui trasla-
zione fra /e /-f A/ & quella del componente traslatorio dello
spostamento, alla fine del tempo t: la misura della velocita an-
golare del componente rotatorio dell’atto di movimento e I'asse
di rotazione sono il coefficiente differenziale della misura della
pseudorotazione del componente pseudorotatorio dello sposta-
mento rispetto al tempo, per A/= o, e il limite collo svanire
di M dell’asse del componente pseudorotatorio medesimo: il
modulo di dilatazione secondo ogni raggio, la velocita di scorri-
mento d’un asse rispetto ad un altro, il modulo di dilatazione
cubica, e le rette principali di velocita di dilatazione del com-
ponente simmetrico dell’atto di movimento sono il coefficiente
differenziale rispetto al tempo del coefficiente di dilatazione
lineare secondo lo stesso raggio, dello scorrimento corrispon-
dente agli stessi assi, del coefficiente di dilatazione cubica,
per A t= o, e il limite collo svanire di A t delle rette principali di
dilatazione lineare del componente simmetrico dello spostamento.
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Ogni elemento dell’atto di movimento al tempo tsi attribuisce
collo stesso nome al movimento all’istante medesimo.

§ 170. — Analogamente, ogniqualvolta il movimento é con-
tinuo regolare, I'atto di movimento ad ogni istante & del pari
continuo regolare; e ogni elemento dell’atto di movimento ad
un istante si attribuisce collo stesso nome al movimento a quel-
I'istante. Che se si confronta I'atto di movimento al tempo t collo
spostamento corrispondente al passaggio del sistema dalla posi-
zione al tempo t a quello al tempo t \t il calcolo diretto
fornisce immediatamente le relazioni enunciate nel precedente
caso fra gli stessi elementi dell’'uno e dell’altro.

Funzione delle velocita.

§ 171. — “ Funzione delle velocita ,, nel movimento conti-
nuo d’un corpo chiamiamo, quando esiste, una funzione del posto
(X, y, 1) del campo rappresentato dal corpo ad un istante, avente
la proprieta che il suo coefficiente differenziale secondo un asse
gualsivoglia e la componente secondo questo asse della velocita
del punto occupante il posto (x, y, 1) all’istante considerato.
Percio e necessario e sufficiente che la proprieta si verifichi
per gli assi coordinati; e cioé che sia, indicando con u, v, iu le
componenti delle suddette velocita:

Alla sua volta, perche si verifichino queste equazioni €
necessario e sufficiente che abbiano luogo le relazioni:

e cioé che al supposto istante sia nulla la velocita angolare cor-
rispondente ad ogni punto (88 75, 168).

Quando la funzione delle velocitad esista ad ogni istante di
un intervallo di tempo, essa potra essere funzione, oltre che
delle x, y, 1, esplicitamente del tempo t che definisce gli istanti
medesimi. n
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Le superficie definite dall’equazione:

dove C ¢ simbolo d'un parametro, e le loro trajettorie normali,
le cui equazioni differenziali sono, per le (i) del § precedente:

formano le superficie di livello e le linee di flusso corrispon-
denti alla velocita dei punti del mobile considerato, al supposto
istante.

Moto permanente.

§ 173- — uPermanente ,, si dice il movimento nel caso che
la velocita d’cgni punto del mobile dipenda unicamente dal suo
posto nello spazio: vale a dire quando le u, v, iv sono funzioni
delle sole variabili x, vy,

Supposta l'esistenza della funzione della velocita in un in-
tervallo di tempo, le linee di flusso, formano allora un insieme
invariabile col tempo, e si riducono alle trajettorie dei punti, in
quell’ intervallo; come si riconosce osservando che le (2) del
precedente § rappresentano nel caso in discorso il risultato della
eliminazione di t dalle :

Espressioni in coordinate attuali e iniziali.

§ 174. — Ognuna delle componenti u, v, w della velocita
del punto qualsivoglia d’un sistema in movimento alla fine del
tempo qualunque t (e lo stesso dicasi d’ogni elemento analogo)
pud concepirsi a piacere o come una funzionef (, x,y, 9 di t
e delle coordinate del punto al tempo t, o essendo queste fun-
zioni di t e delle coordinate x0, yQ del posto occupato dal
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punto considerato nella posizione del sistema al tempo tQ, come
una cert’altra funzione F (/, X0, yO) %) di t e delle x0, y&

Ora, nell’ipotesi del movimento continuo, alle x, y, 1 si puo
dare un altro significato. Supponiamo che ogni terna (X, Yy,
d’un certo insieme continuo rappresenti in un intervallo di tempo,
un posto occupato da un punto del mobile, non importa se diverso
a seconda dell'istante dell’intervallo. Questo insieme rappresen-
tera uno spazio occupato nell'intervallo di tempo dal mobile, e
X, Y, 1 si potra considerare come il suo posto qualsivoglia.

Con questo significato, mentre F ( X0 y0, %), per ogni terna
X0, yO, si riferisce allo stesso punto del mobile, occupante col
variare del tempo t posti diversi dello spazio, invece f (t, X, y, 7,
per ogni terna x, vy, i, si riferira ad uno stesso posto dello spazio
occupato col variar del tempo da punti diversi del mobile.

Comunque sia, sotto la condizione che, per ogni valore di t,
le x,y, 1 siano le coordinate al tempo tdel punto del mobile
che al tempo tO occupa (xO yO, “0), sara identicamente:

e di qui, sempre sotto quella condizione, si deduce (rammentando
la relazione fra x, y, \ e x0, yO ~ per ogni valore di t):

perché queste derivate sono prese nell’ipotesi di t costante. Invece:

Quindi, indicando con X I’elemento in discorso, cioé il co-

mune valore dif (t x,y, 1) e F (t x0 yO "0 secondo la (1), e
posto :

si conclude :

importante relazione che sara frequentemente invocata.

Maggi. 8
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Velocita nel movimento relativo.

§ 175. — Dalle equazioni

che collegano (8§ 130) le coordinate x,y, z al tempo t d'un punto
mobile rispetto ad una terna d’assi, colle sue coordinate X W £
allo stesso tempo rispetto una terna mobile in confronto della
precedente, si ricava differenziando:

Poniamo :

dove X(t) rappresenta il risultato della sostituzione di ta /in X
e cosi pei simboli analoghi.
Ne viene per (2):
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La variabile t riceve i valori proprii del tempo, e noi in-
tenderemo che ne rappresenti il valore corrente, mentre t ne
indica un valore che, scelto a piacere, si concepisce poi come
fissato.

Per ogni valore di / i punti le cui coordinate rispetto agli
assi fissi sono xjh, y-x, ~ e *3, y$, 3 variano in un determi-
nato modo al variare di t; per modo che sono punti mobili,
contemporaneamente, se ci piace, al punto dato, determinati,
(cioe di cui e determinato il movimento) ad ogni istante del
movimento di esso. Li chiameremo i punti O? (t) e © (/).

Il movimento del punto 3? (f\ € quello del punto dato relativo
alla terna degli assi mobili considerati come fissi nella loro posi-
zione al tempo / (§8 130).

E il movimento del punto © (/) € quello del punto invaria-
bilmente unito cogli assi mobili, che coincide col punto dato al
tempo t. Lo chiameremo il “ movimento di strascinamento del
punto al tempo t,,.

Per le (3) la velocita del punto dato & composta ad ogni
istante delle velocita allo stesso istante dei punti O? {t) e © (/)
corrispondenti al valor t del tempo che segna I'istante mede-
simo : ossia € composta delle velocita allo stesso istante del suo
movimento relativo alla terna degli assi mobili considerati come
fissi nella loro posizione a quell’istante, e del suo movimento
di strascinamento all'istante medesimo.

Immaginato il movimento del punto relativo agli assi mobili
considerati come fissi in una posizione qualsivoglia, se v, 5 }
s’intendono coordinate rispetto a guesta terna, , )

\Y H dt ' dt ' dt
saranno le componenti della velocita al tempo t secondo gli stessi
assi; per modo che, noto questo movimento relativo e il movi-
mento degli assi mobili, si avra subito la velocita del punto @? (/)
per t= t, colla quale determinare la velocitd allo stesso istante
del movimento assoluto. Alla sua volta la velocita del punto QJ [t]

per t= t avendo per componenti secondo tre

assi orientati come gli assi mobili al tempo t, fornisce im-
mediatamente quelle del movimento relativo agli assi mobili
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concepiti come fissi in una posizione qualsivoglia, bastando di
considerare ¥ i), J come coordinate rispetto a questa terna.

Giova notare il caso che gli assi mobili siano in movimento
traslatorio nel quale la velocita del punto 9i (t) per t=t e la
velocita al tempo t del movimento del punto relativo agli assi
mobili considerati come fissi in una loro posizione qualsivoglia
sono tutt'uno: e tutti i punti invariabilmente congiunti cogli assi
hanno ad ogni istante la stessa velocita. Ne viene che la velo-
cita del punto ad ogni istante si pud dire semplicemente com-
posta della velocita allo stesso istante del movimento relativo agli
assi mobili considerati come fissi in una loro posizione qualsi-
voglia e di quella d’un punto qualunque invariabilmente unito
cogli assi: e la velocita di detto movimento relativo composta
della velocita del movimento assoluto, e dell’eguale ed opposta
a quella d’'un punto invariabilmente unito cogli assi.

Dalle (2), moltiplicandole per og, \If ~ poi per ?2, p2, y2 quindi
per «3, p3, y3, e ciascuna volta sommandole membro a membro,
scaturisce :

dove (, m, n, p, g r, hanno rispetto ad « p, y, at, pfy il signi-
ficato del § 159; formole che, pei risultati del § 158, collimano
colle precedenti conclusioni.

Condizioni della velocita a determinate superficie.

Sia:

1" equazione d’una superficie, dove t figurera o no secondo che
la superficie medesima sara mobile o fissa.
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Supposto che in un intervallo di tempo comprendente il
valor t un punto le cui coordinate al tempo t sono x, y, \ appar-
tenga a questa superficie si avra: (cfr. § 174)

relazione che, se la superficie & fissa, si riduce a:

esprimente che la velocita sara parallela al pian tangente alla
superficie nel punto (x, y, O.

§ 177. — Siano x, y, 1 le coordinate al tempo t di un certo
punto d’'un mobile in movimento continuo, ed esista la funzione
della velocita, ®(8 171). L’'ultima equazione diventa:

dove 1l indica la misura del segmento di normale alla superficie
in (x, y, ™, presa in un certo senso, e il coefficiente differen-
ziale si riferisce al punto (X, y, z), e s’intende volto, se la su-
perficie si concepisce contribuire al contorno del mobile, dalla
parte occupata dal mobile stesso (cfr. § 61).

§ 178. — L’ipotesi che la superficie in discorso costituisca
il contorno d’un mobile in movimento continuo, o almeno ne
formi una parte continua, ha particolare importanza, come a suo
luogo riconosceremo anche piu chiaramente.

Rammentiamo 128) che se (1, § 176) & I'equazione del
contorno, o d’una parte continua di esso, si verifichera, in tal
caso, (2, 8§ 176) con ogni valore di t, per tutti i punti tali che,
indicando con x0, yO, x0O le loro coordinate a t— o, é:

Quindi per gli stessi punti avranno luogo (3, § 176), (4, § 176)
o (1, § 176), a seconda del caso

§ 179. — Siano due mobili (o due parti d’'uno stesso mobile)
in movimento continuo aderenti per una superficie, che risulta
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cosi parte comune dei loro contorni, e, col tendere d'un posto
preso nell uno o nell’altro mobile ad un posto di detta superficie,
la velocita in quel posto ad un istante abbia limite diverso a
seconda del corpo. Distinguendo con (u', v, w) e (@u v", w"
i due limiti, e intendendo che (i, 8§ 176] sia I'equazione della
superficie in discorso, abbiamo per (3, § 176):

dove x, y, \ sone le coordinate del punto limite, cui si sogliono
concepire ugualmente attribuite le due velocita (u', v', w') e
(u,v', w'). La qual relazione esprime che le componenti delle
due velocita limiti secondo la normale alla superficie nel punto
limite volta in un certo senso sono fra loro eguali.

Velocita virtuali.

§ 180. — Un sistema al quale a priori sono imposti dei
vincoli non potra moversi in qualsivoglia modo, ma general-
mente in diversi modi: cosi che, se in determinate circostanze
possiede un certo movimento, vi saranno altri movimenti che
potrebbe possedere, rispettando i vincoli, cambiate le circostanze.

Per esempio, imposta ad un sistema la condizione della rigi-
dita, potra possedere qualunque movimento pel quale I'atto di
movimento ad ogni istante & un atto di movimento elicoidale :
imposta la condizione della rigidita e d'un punto fisso, qualunque
movimento pel quale I'atto di movimento ad ogni istante & un
atto rotatorio coll’asse passante per quel punto: imposta final-
mente la condizione della rigidita e di due punti fissi, qualun-
gue movimento rotatorio coll’asse passante pei due punti. E in
nessuno di questi casi sara possibile un movimento dislocatorio
che implichi dilatazione o deformazione.

I vincoli imposti al sistema potranno essere invariabili col
tempo (un punto fisso, un punto obbligato a trovarsi sopra una
linea fissa) o variabili col tempo (un punto obbligato a trovarsi
:sopra una linea o superficie mobile con una certa legge). In questo
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secondo caso, i vincoli fissi che si ottengono supponendo che
ad un istante i supposti cessino di variare si chiamano lo stato
dei vincoli medesimi a quell’istante Per esempio, se un punto
e obbligato a trovarsi sopra una superficie sferica di centro fisso
e raggio variabile rappresentato da at, la sfera di raggio at e
lo stato di quel vincolo al tempo t

Cio premesso, si chiama “ velocita virtuale ,, d'un punto e
4 atto di movimento virtuale ,, d’'un sistema “ ad un istante , la
velocitd del punto e l'atto di movimento del sistema a quell’i-
stante corrispondente ad ogni movimento conciliabile coi vincoli
nel loro stato all'istante considerato, in un intervallo compren-
dente questo istante e del resto qualsivoglia.

Per esempio, supposto un punto obbligato a trovarsi sopra
una superficie sferica di centro fisso e raggio at, sua velocita
virtuale al tempo t sara la velocita al tempo t d’ogni suo movi-
mento per cui si mantenga sulla superficie sferica avente il centro
nel supposto punto e raggio invariabile at: cioe ogni velocita
parallela al pian tangente nel posto occupato dal punto al
tempo t

§ 181. — Occorre in alcune questioni considerare simulta-
neamente la velocita d'un punto ad un istante nel movimento
che effettivamente compie — velocita reale — e una sua velo-
cita virtuale allo stesso istante.

Indicando con X, y, z le coordinate del punto al tempo t,
per modo che le componenti della velocita reale al tempo t siano

le componenti della velocita virtuale s indi-

cheranno con
R ciC % N < .
Allora, per determinare —y~ si potra osservare il movi-

mento del punto, e il valore x 4- Ax della sua ascissa ad ogni
tempo /+ A/ d'un intervallo comprendente t, donde si dedurra:

Invece, per determinare Ox, puramente s'immagina un mo-
vimento qualunque del punto conciliabile coi suoi vincoli nello
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stato al tempo t, e il valore x + v x, che ne segue alla sua ascissa
ad ogni tempo /+ A/ d’un intervallo come il suddetto, donde:

§ 182. — Notiamo che quando i vincoli dipendono dal tempo,
il movimento effettivo non sara generalmente conciliabile coi
vincoli nel loro stato ad un determinato istante: e per conse-
guenza la velocita reale ad un istante non rispondera alla defi-
nizione di velocitd virtuale all’istante medesimo.

§ 183. — Il 8x (e lo stesso dicasi naturalmente di oy, 82z)
ha un altro semplice significato. | successivi valori dell’ascissa
del punto considerato corrispondenti ad un movimento virtuale
del sistema al tempo /, conciliabili coi vincoli nel loro stato al
tempo medesimo, si possono concepire, se si vuole, come un
gruppo continuo di valori individuati da quello del parametro
A/, e tutti assumibili dall'ascissa del punto al tempo t (non piu
a tempi diversi) compatibilmente coi legami suddetti. In questo
caso il 8x definito dalla (1) dei § 181 riceve il significato d’'una
variazione di quella funzione del tempo e del posto iniziale ch’e
I'ascissa del punto qualunque d’'un sistema in movimento, ad un
istante qualsivoglia: variazione relativa al valor t del tempo, e
assoggettata alle condizioni che traducono i vincoli nello stato
al tempo medesimo.

§ 184. — Per quanto s’é veduto, l'atto di movimento vir-
tuale piu generale d’'un sistema assoggettato alla condizione della
rigidita & un atto di movimento rototraslatorio il cui asse si pud
far passare per un punto preso ad arbitrio.

Cioe, se il sistema di cui x,y, z sono le coordinate del
punto qualsivoglia al tempo t & assoggettato alla condizione della
rigidita, si ha nel caso piu generale :

dove /, ni, n, p, g, r sono indipendenti da x, y, z e arbitrarii.
Notiamo che segue di qui :

relazione, la quale esprima che il modulo di dilatazione cubica
(8 164) sara nullo in ogni punto, come infatti dev’essere.
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§ 185. — Sia un punto vincolato ad appartenere, almeno
in un certo intervallo di tempo, ad una superficie prefissata, o
fissa o mobile, per modo da costituire un legame, a seconda del
caso, invariabile o variabile col tempo.

Rappresentando I'equazione della superficie con:

dove, se la superficie & fissa, non figurera t, e con x,y, z le
coordinate del punto al tempo t, si avra nel supposto intervallo :

Sappiamo (§8 178) le relazioni che scaturiscono di qui per
la velocita effettiva. Invece ogni velocita virtuale ad un tempo
qualsivoglia dell’'intervallo, che, per un momento, indicheremo
con t, deve riferirsi ad un movimento per cui x,y, z soddisfanno a:

dove t si considera come invariabile.
Si ha quindi, in ogni caso :

nei coefficienti della qual relazione si deve intendere che il valor
del tempo sia t: ma si potra anche a t sostituire /, non occor-
rendo piu oltre distinguere il valore corrente da un valore comun-
que scelto. E questa & una condizione per la velocita virtuale,
la quale esprime eh’essa dev’essere parallela al pian tangente
alla superficie nel posto occupato dal punto all’istante considerato.

Queste considerazioni si applicano in particolare al caso che
la superficie prestabilita, fissa o no, costituisca, in parte o total-
mente, il contorno d’'un mobile, e x, y, z siano le coordinate d’un
punto di esso al tempo qualsivoglia t

§ 186. — Consideriamo anche il caso che due corpi, o parti
d’'uno stesso corpo, abbiano una superficie limitante comune, e
ad un istante vi s’attribuisca un atto di movimento continuo tale
che, col tendere d’'un posto preso da una parte o dall’altra della
superficie ad uno stesso posto della superficie medesima, il limite
della velocita sia diverso a seconda della parte. In tal caso,
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-conformemente al § 179, s’intenderda che per un atto di movi-
mento virtuale dell’ insieme dei due corpi sia eguale il limite
della componente normale della velocita medesima. Cioe, se
(1, 8 185) é I'equazione della superficie in discorso, e (ix', 3jy’, 80",
(ox", 8y', 80") indicano i limiti delle velocita virtuali al tempo
/ col tendere del posto da una parte e dall’altra al posto {x,y, 0
della superficie, si stabilira che per ogni atto di movimento
virtuale sia:

o in altra forma:

dove (;/ V"), (//'v ") indicano I'angolo formato dalla normale alla
superficie in (x,y, 0) volta dalle due parti colla velocita limite
nello stesso punto corrispondente all’una e all’altra parte, e v', v"
le grandezze della velocita limite medesima.

CAPITOLO 1V.
ACCELERAZIONE.
Accelerazione d’un punto.

§ 187. — La velocita d’'un punto a ciascuno dei tempi tO,tl)ti, ...
sara nota, data che sia al tempo tO la velocita stessa, e ad ogni
altro tempo ti la velocita che, per ottenere quella al tempo si
deve comporre con quella al tempo ti-i.

Supposto ti — ti-1> o, il vettore avente per orientazione
quella della suddetta velocitd da comporre e per grandezza il
rapporto della sua grandezza a ti — ti~If si chiama 1 “ accele-
razione media ,, del punto mobile nell’intervallo di tempo che
comincia con ti-t e finisce con

Ne viene che la velocita ad ognuno degli istanti considerati
sara nota, data la velocita stessa ad un istante, e ad ogni altro
I'accelerazione media nell’intervallo che comincia con esso e fi-
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nisce col successivo, oppure che comincia col precedente e fi-
nisce con esso.

§ 188. — Chiamiamo *“ accelerazione ,, del punto mobile
all’ istante corrispondente alla fine del tempo t il vettore limite
collo svanire di At, con A/> o, della accelerazione media del
punto stesso nell’intervallo di tempo che comincia con te finisce
con /+ At oppure che comincia con /— At e finisce con t

§ 189. — Immaginiamo il segmento avente per origine un
punto fisso, arbitrariamente scelto, e rappresentante ad ogni
istante la velocita del punto considerato. Il suo termine sara un
certo punto mobile al variare del tempo t; e, per la prece-
dente definizione, I'accelerazione del punto considerato avra ad
ogni istante l'orientazione e la grandezza della sua velocita.

La trajettoria di questo punto si chiama 1 “ odografo ,, del
punto considerato, e si vede come permetta di determinare la
sua velocita in ogni punto della trajettoria, ad ogni istante, data
che sia la trajettoria medesima.

Il punto fisso si chiamera talvolta il polo dell’odografo.

§ 190. — Supposta I'accelerazione costante, e alla sua di-
rezione eguale ad un istante quella della velocita, questa egua-
glianza si verifichera ad ogni istante; per modo che, indicando
con v la misura della velocita al tempo t, la grandezza dell’ ac-

celerazione allo stesso tempo saraj~jj- -

E poiché da

segue :

gl'incrementi della misura della velocita sono proporzionali agli
intervalli di tempo corrispondenti, e la grandezza dell’accelera-
zione ¢ il valor assoluto del rapporto costante dei primi ai se-
condi.

Questo movimento si dice “ rettilineo uniformemente acce-
lerato ,,.

§ 191. — La quantita d’accelerazione & una quantita deri-
vata la cui unita sara, coi soliti simboli, rappresentata da [lt—\,
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e cioé ha rispetto all’unita di lunghezza [/] dimensioni i, e ri-
spetto all’'unita di tempo [[] dimensioni — 2. Se il moto & uni-
formemente accelerato questa quantita & I’incremento della
quantita di velocita nell’'unita di tempo; e percio l'unita d’acce-
lerazione corrisponde all’ipotesi d’un movimento uniformemente
accelerato nel quale I'aumento della quantita di velocita in ogni
unita di tempo é l'unitd di velocita.

§ 192. — Indichino al solito x, y, z e u, v, w le coordinate
e le componenti della velocita del punto mobile secondo tre assi
cartesiani ortogonali, al tempo t

Le componenti dell’accelerazione del punto allo stesso tempo
saranno (8§ 138, 189) :

ossia :

segue :

Indichiamo con x; B;y- i— 1, 2, 3) i coseni di direzione
della tangente alla trajettoria nel punto (x,y, volta nel senso
in cui cresce I'arco s, della normale principale volta verso il
centro di curvatura, e della binormale: inoltre con O la gran-
dezza del raggio di curvatura nello stesso punto (XY, Sara
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Per queste formole e le precedenti:

Quindi l'accelerazione ad ogni istante e parallela al piano
osculatore alla trajettoria nel posto del punto mobile a quell’i-

stante: il suo componente secondo I'asse della velocita ha per
. dVv R . ,

misura ~ |, ed ha quindi il senso della velocitd o I’opposto

secondo che ~ - & positivo 0 negativo, cioe secondo che,

pel considerato valore di /, Jv | &€ crescente o decrescente: il
suo componente secondo la normale principale volta verso il

. . v 2 -,
centro di curvatura ha per misura ~5 » humero positivo, per

modo che il suo senso sara sempre verso il centro di curvatura.
Questi vettori si chiamano 1 “ accelerazione tangenziale ,,
e I “ accelerazione centripeta,, del punto all’istante considerato.
§ 194. — Data la posizione e la velocitd del punto mobile
ad un istante, per esempio al tempo zero, e I'accelerazione ad ogni
altro istante corrispondente al tempo qualsivoglia t, nell’ipotesi
che I'accelerazione risulti funzione continua e finita di t nell’in-
tervallo considerato, il movimento del punto sara determinato.
Difatti, indicando con X, Y, Z le componenti dell’accelera-

zione del punto al tempo t, e del resto mantenendo i soliti sim-
boli, da

colla condizione:
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segue :

Qui s’intende che X, Y, Z siano funzioni esplicite di t Ma
pil generalmente possiamo anche supporre che I'accelerazione
del punto considerato sia funzione del tempo t composta colla
stessa / e colle u, v, w, X, y, z, valori delle componenti della
velocita e delle coordinate del punto al tempo t

Al sistema (i) di sei equazioni differenziali ordinarie del
i° ordine corrispondera il sistema d’equazioni integrali :

dove CIt C2,... C6 rappresentano sei costanti arbitrarie. E queste
costanti, in virtu delle condizioni (2), saranno determinate dal
sistema d’equazioni :

Piu generalmente ancora, possiamo supporre X, Y, Z fun-
zioni di t e inoltre delle coordinate e delle componenti della ve-
locita al tempo t del punto che si considera e d'altri n — 1 punto,
di ciascun dei quali & data allo stesso modo I'accelerazione al
tempo qualunque t, e al tempo /= o la posizione e la velocita.
Si avra allora un sistema di 6 n equazioni differenziali alle de-
rivate ordinarie del i° ordine, cui corrispondera un sistema di
equazioni integrali fra t, le coordinate e le componenti della ve-
locita degli n punti, e 6/1 costanti arbitrarie, per determinare le
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quali serviranno le equazioni che se ne ricavano (in base alla
condizione per t— o) facendovi t= o.

Finalmente, concepito il punto x, y}z come punto qualunque
d’un corpo continuo, individuato dalla sua posizione (X0, y0, z0)
per /= o0, e per conseguenza X,y, z e U, v, W funzioni continue
e finite di t nell’intervallo relativo al movimento e di x0>yO0, zO
nel campo rappresentato dal corpo nello stato corrispondente a
/= o, potremo supporre X, Y, Z funzioni finite e continue di

E in tal

caso le (1) saranno un sistema di sei equazioni differenziali alle
derivate parziali del i° ordine per rispetto alla variabile t, as-
soggettate alle condizioni di tempo (2).

Notiamo che le componenti della velocita si possono imme-
diatamente eliminare, per ottenere un sistema d’equazioni diffe-
renziali dove le incognite sono le sole coordinate : il quale ri-
sultera composto di un numero d’equazioni meta del precedente,
ma sara, per rispetto a t, del 20 ordine-

Queste equazioni differenziali sono quelle che comunemente
si sogliono chiamare le “ equazioni del movimento , del punto,
o del sistema di punti, o del corpo continuo considerato.

8§ 195. — Questo complesso di proprieta dell’accelerazione
servira a mettere in evidenza il suo ufficio nella Cinematica.

Il termine di accelerazione trova chiaramente la sua ragione
nel movimento uniformemente accelerato (8 190), dove I'accelera-
zione costante fornisce la naturale misura della rapidita con cui
varia la velocita col tempo. Il passaggio al concetto dell’accele-
razione ad un istante & analogo al passaggio a quello di velocita
ad un istante, e simili considerazioni si possono fare in propo-
sito (§ 142).

Alla Dinamica spetta mettere in piena luce I'importanza di
questo elemento del moto. Difatti la definizione dei movimenti
che si presentano in Natura mediante I'accelerazione riesce ge-
neralmente ad un tempo la piu semplice e quella che riunisce
un maggior numero di proprieta comuni ai movimenti medesimi :
e le stesse leggi fondamentali del movimento dei corpi naturali,
nella loro forma pitu semplice, risultano proprietd dell’ accelera-
zione.
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Movimento parabolico.

8 196. — Sia l'accelerazione costante.

Assumiamo I'asse delle z orientato come I'accelerazione : per
origine il posto del punto mobile per /= o: il piano xz paral-
lelo alla velocita del punto medesimo a quell istante.

Con cio :

Quindi :

Dalla prima e dalla seconda delle (1) segue che I’odografo
é la retta parallela all’accelerazione nel semipiano terminato alla
parallela all’accelerazione passante pel polo orientato secondo la
velocita iniziale, alla distanza 'uO| dal polo medesimo.

Sia in primo luogo \uO\> o, per modo che, posto uO— a cos a,
20— asin «, siano a e cos a diversi da o, cioé la velocita ini-
ziale né nulla né parallela all’accelerazione. Per le (2) la trajet-
toria é la linea del piano passante pel posto iniziale, parallelo
alla velocita iniziale, la cui equazione in questo piano — preso
il posto iniziale per origine, e orientato |'asse delle z come
I'accelerazione — é:

cioe una parabola coll’asse orientato come I'accelerazione.
Per misura della velocita al tempo t le (1) danno:
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numero sempre diverso da zero, per modo che il senso della
velocita, ossia quello del movimento, non potra in uno stesso
posto a istanti diversi essere diverso: e stabilito che I'arco 5
cresca nel senso del movimento, si dovra attribuire al radicale
il segno -f.

Il vertice della parabola corrisponde per la terza della (2)
al valor t per cui wO + gt = o. Assumendolo per origine dell’arco
5, da (4) segue:

equazione del movimento sulla trajettoria.

Notiamo che se s’intende che con t— o il movimento effet-
tivamente cominci, vale a dire che non corrispondano posizioni
del mobile a valori negativi di t, la trajettoria sara I'arco di
parabola rappresentato dalla (3) colla condizione x > o oppure
X < 0 secondo che ¢ uO> o0 o0 < o, e il vertice apparterra o no
a quest’arco secondo che ¢ wO< 0 o wO> o, cioe secondo che
la velocita iniziale formera o non formera coll’accelerazione un
angolo ottuso.

Ora supponiamo uQ= o, cioé la velocita iniziale o nulla o
diretta come I'accelerazione.

Le prime due delle (2), che diventano x = oy = o0, mostrano
che la trajettoria sara una retta parallela all’accelerazione.

Per misura della velocita le (1) danno:

dove si deve assumere 4- se il segmento 5 di trajettoria cresce
nel senso dell’ accelerazione (poiché allora
cio stabilito, la misura in discorso sara negativa, nulla, o posi-

tiva, secondo che ¢ /< , — oppure > — — , per modo che la
6

velocita nel primo caso avra senso opposto e nel terzo senso
concorde a quello dell’accelerazione.

Maggi. 9
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Fissato inoltre che I'origine del suddetto segmento sia il
posto per cui w 0, cioé la velocita nulla, abbiamo:

equazione del movimento sulla trajettoria nel presente caso.

Vediamo cosi che, nel caso stesso, il movimento € rettilineo
uniformemente accelerato.

Nel caso precedente, per le (2), il movimento si pud con-
cepire composto di questi due (88 115, 116): I'uno, un movi-
mento rettilineo uniformemente accelerato come il suddetto, ove
la velocita iniziale & il componente della velocita iniziale del
movimento considerato secondo un asse diretto come |'accele-
razione; I'altro, un movimento rettilineo uniforme avente comune
col precedente e col dato il posto iniziale, la cui velocita e il
componente della velocita iniziale secondo un piano perpendi-
colare all’accelerazione: per modo che la trajettoria sara la per-
pendicolare all’ accelerazione passante pel posto iniziale, posta
nel piano parallelo all’accelerazione e alla velocita iniziale, e il
senso quello di essa che forma con detta velocita un angolo

acuto.

Movimento centrale.

§ 197. — Supponiamo che la retta descritta per ogni posto-
dei punto mobile nella direzione della sua accelerazione in quel
posto passi costantemente per un punto fisso “centro ,,; o come
si suol dire, che I'accelerazione del punto sia costantemente
diretta verso un punto fisso.

La trajettoria sara una linea piana, perché il piano oscula-
tore in ogni punto, contenendo la parallela descritta pel punto
all’accelerazione (§ 193), dovra passare pel centro, cioé per un
punto fisso; e un piano che contenga il centro e sia parallelo
alla velocita del punto ad un istante sara il piano della trajet-
toria medesima.

Cio premesso, assumiamo il centro per origine, e il piano xy
contenga la trajettoria.
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Sara costantemente 3= 0.

Per quanto ad x, y, indicando con r la grandezza della di-
stanza del punto dal centro, e con R quella della sua accelera-
zione al tempo t, abbiamo:

dove va preso +0 — secondo che I’'accelerazione ha il senso
del raggio descritto dal centro al posto oppure il senso contrario.
Inoltre debbono verificarsi le condizioni:

Dalle (1) si deduce immediatamente:

cioe :

per modo che, indicando con A una costante:

e per (3):

con che A riesce determinata.

Notiamo che, indicando con rQ, vO0, le grandezze della distanza
del punto dal centro e della velocita, e con *0 la misura del-
I'angolo formato dalla velocita del punto col raggio vettore, cre-
scente nel senso positivo, per t — o, si ha:

La (4 €& una prima equazione integrale delle (1), che sta
senz'altre ipotesi su R. Essa esprime che “il momento del vet-
tore applicato di cui il vettore e la velocitd del punto mobile
ad un istante qualsivoglia e il punto d’applicazione il posto del
punto mobile allo stesso istante — cid che si chiama il “ mo-
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mento della velocita del punto mobile ,, — per rispetto al centro

@ costante Donde segue che, sE A non & o, la velocita in uno

stesso posto non puo, a diversi istanti, cambiar di senso, e il

senso del movimento del punto sara costantemente lo stesso.
Integrando, nello stesso caso, se ne ricava:

e per conseguenza: “ I'area descritta dal raggio condotto dal
centro al punto mobile & proporzionale al tempo impiegato a
descriverla
L’'ipotesi A = o significa, per (5), la velocita del punto, ad
un istante, nulla o diretta verso il centro, o il punto nel centro.
Segue immediatamente da (4), in questo caso :

cioé la trajettoria una retta passante pel centro.

Nella trattazione seguente sara sempre supposto A diverso
da o.

§ 198. — Ora limitiamo la generalita, e supponiamo R fun-
zione della sola r, cioe della distanza del punto mobile dal centro.

Dalle (1) del precedente §, tenuto calcolo di (2):

cioé :
Quindi, indicando, come precedentemente, con v0, rO le gran-

dezze della velocita e della distanza del punto dal centro per /= o:

Questa € una seconda equazione integrale delle suddette
equazioni differenziali : dalle quali emerge che la grandezza della
velocita del punto mobile e funzione della sua distanza dal centro.
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Per trovare i rimanenti, giova ricorrere alle coordinate po-
lari. Assunto il centro per polo, r ¢ il raggio vettore del punto
mobile; indichi O I'angolo, preso per asse polare I'asse delle x
positive, e supposto, al solito, che cresca nel senso del giro
conducente per I'angolo retto all’asse delle y. Si ha:

per mezzo delle quali la (4, § 197), e la (1) si trasformano in

Di qui:

donde:

dove il radicale si deve intendere fornito del doppio segno.
Dalla seconda:

equazione in coordinate polari della trajettoria.
E dalla prima:

, . . (& N
Questa forma sta in generale; e risultandone che T non pud annul-
1
larsi per alcun valore di t, se A non € o, ne emerge che 0 sara sempre crescente
o decrescente, cioé il movimento del punto, costantemente in un senso, come
s'é notato (§ 197), positivo o negativo secondo il segno di A.
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dove, nel terzo membro, si deve intendere eliminato r mediante
la precedente equazione: la quale fornisce I'equazione del mo-
vimento sulla trajettoria.

Queste, tenuto calcolo delle (3), sono la terza e la quarta
equazione integrale delle (1, 8§ 197), con quei valori delle co-
stanti che sono conformi alle (2, § 197).

x2
§ x99- ~ Supponiamo R — dove x2 rappresenta una

costante: cioé la grandezza dell’accelerazione ad ogni istante in-
versamente proporzionale al quadrato della distanza del punto
mobile dal centro all’ istante medesimo.

In questo caso :

Poniamo :

Con cio:

dove, nel terzo membro, il primo radicale s’intendera positivo;
e notiamo ch’é reale. Difatti per (5 § 197):

Quindi :
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Di qui, col segno r del radicale :

distinguendo colle parentesi il valore di arcos compreso fra zero
e X; e col segno — :

E per conseguenza, con O in un intervallo compreso fra

dove la costante O é da concepire determinata dall’ equazione :

Questa & l'equazione in coordinate polari della trajettoria.
Poniamola sotto la forma:

e confrontiamola con

dove p ede sono costanti positive.

La linea di cui questa & I'equazione in coordinate polari e
in ogni caso una conica (nel caso dell'iperbola, un ramo) di cui
p ¢ il parametro, ed e I’ eccentricita, assunto per polo uno dei
fochi, e I'asse focale per asse polare.

Nel caso del — , supposto e > 1, la linea & un ramo d’iper-
bola, il polo & il foco esterno, e l'asse polare ha il senso corri-
spondente al passaggio dal centro a questo foco.

Nel caso del secondo che ¢ e< 1, «= 1oc¢c> 1, la

linea & un’ellisse, una parabola, o un ramo d’iperbola di cui il
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polo ¢ il foco interno, e I'asse polare ha il senso corrispondente
al passaggio dal foco al vertice piu vicino.

Per (]) concludiamo che la trajettoria del nostro punto sara
un arco di conica, di cui il centro dell’accelerazione ¢ un foco,
il parametro & + 2 ZyzlA > |"eccentricita e e, e I'asse dei
fochi, col debito senso, forma col supposto asse polare I'angolo B.

Nel caso dell’ accelerazione divergente dal centro (segni
superiori), la linea suddetta ¢ un ramo d’iperbola, di cui il centro
dell’accelerazione ¢ il foco esterno.

Nel caso dell’accelerazione convergente al centro (segni infe-

riori), essendo :

la linea sara un’ellisse, una parabola o un ramo d’iperbola, di

cui il centro dell’accelerazione é il foco interno, secondo che :

Venendo a (5, § 198), distinguiamo, per considerarlo in se-
guito, il caso di a= o. Supposto |a] >0, abbiamo:

dove va preso il segno superiore o I'inferiore secondo che é

Quindi :
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Integrando, ne viene, nel caso dei segni superiori, cioé della
trajettoria iperbolica:

dove il segno 4- e — del radicale corrisponde all’arco (2) e (2)’
della trajettoria rispettivamente.
E nel caso dei segni inferiori, cioe dell’ellisse :

dove di arcos va preso il valore tra o e no fraoe— -, secondo
che il segno del radicale € + o — , per modo che si ha ancora
un’equazione per ciascuno dei due archi suddetti.

Queste sono due relazioni trascendenti fra re/.

Nel caso che sia a= o, cioé la trajettoria parabolica, abbiamo
semplicemente:

Ora, ponendo:

si ha:

Quindi:

semplice relazione algebrica.
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Valendosi di (3) da queste relazioni si dedurranno le cor-
rispondenti fra Oe t

§ 200. — Coll’ipotesi R — 2 le (r, § 197) diventano:

e il precedente 8 mostra come si determinano le quattro equazioni
integrali di questa coppia d’equazioni differenziali del 20 ordine.
Due equazioni integrali, che insieme, per esempio, con
(4, 8 197) e (1, 8 198), costituiscono il sistema completo delle
equazioni integrali si possono dedurre nel seguente modo.
Dalla prima delle (1) si ricava, valendosi di (4, § 197):

e integrando:

dove, conformemente alle (3, § 197) si deve porre
Analogamente:

dove, conformemente alle stesse (3, § 197):

Le (2), (3) sono le equazioni integrali in discorso.
Da esse si ricava immediatamente:

equazione dell’odografo — presa per polo I'origine delle coor-
dinate — il quale risulta una circonferenza di circolo di rag-

/
gio —77-, col centro nel punto (*, S (cfr. § 189).
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Accelerazione nel movimento relativo.

§ 201- — C°1 significato dei simboli precedentemente stabilito
§ I75)>otteniamo differenziando rispetto a / le (2, § 175),
e valendoci del procedimento adoperato per dedurre le (7, § 158):

Ora

sono le componenti dell’accelerazione del punto O pert -t

(8 05):

quelle del punto egualmente per f t: finalmente,

quelle d’un terzo vettore la cui unita ha le stesse dimensioni
di quella dell’ accelerazione, il quale, per ragioni che emerge-
ranno in seguito, si chiama “ accelerazione centrifuga composta
Osserviamo che ad ogni istante, corrispondente al tempo
qgualsivoglia t, la misura di questo vettore € il doppio prodotto
delle misure della veJocita del punto 8i (/) per f = /e della
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velocita angolare dell’atto rotatorio degli assi mobili pel seno
dell’angolo dei loro assi: che se quest’angolo & nullo o due
retti, essa risulta zero, e diversamente, I'asse & perpendicolare al
piano degli assi dei due suddetti vettori, volto nel senso positivo
rispetto al giro che conduce per I'angolo medesimo dall’asse del
primo a quello del secondo.

Per (1) I' accelerazione del punto dato ad ogni istante &
composta delle accelerazioni allo stesso istante dei punti ()]
e & (t) corrispondenti al valor t del tempo che segna I'istante
considerato — cioé dell'accelerazione allo stesso istante del suo
movimento relativo agli assi mobili considerati come fissi nella
loro posizione a quell’istante, e del suo movimento di strasci-
namento all’istante medesimo — ed inoltre del vettore eguale
ed opposto all’accelerazione centrifuga composta. Questo ¢ il
“ teorema di Coriolis ,,.

Si ha:

D’altra parte, immaginato, il movimento del punto relativo
agli assi mobili considerati come fissi in tuia posizione qualsi-
voglia, se X, t), 5 s’intendono coordinate rispetto a questi assi,

sono le componenti dell’accelerazione di detto
movimento relativo secondo gli stessi assi, non altrimenti che
sono le componenti della velocita (§8 175).

Quindi, nota I|'accelerazione del movimento relativo agli
assi mobili considerati come fissi in una posizione qualsivoglia
e il moto degli stessi assi si ha immediatamente I'accelerazione
ad ogni istante del punto (/) per t= t, qualunque sia il va-
lore di t.
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Alla sua volta, I'accelerazione del punto 9? (/) per t= t for-
nisce senz'altro quella del movimento relativo agli assi mobili
considerati come fissi in una posizione qualunque, allo stesso
tempo t. E pei precedenti risultati, I'accelerazione del punto 9f (/)
per t— t e composta dell’accelerazione del movimento effettivo
allo stesso istante, dell’accelerazione del movimento eguale ed
opposto a quello di strascinamento, e dell’ accelerazione centri-
fuga: altra forma del teorema di Coriolis. Cio si traduce nelle
equazioni :

dove 3 9» 3 e £3, 9)3, 3 s rappresentano le componenti del-
I'accelerazione del movimento effettivo e quelle del movimento
di strascinamento all’istante considerato secondo tre assi aventi
I'orientazione degli assi mobili all’istante medesimo, mentre
p( @ r conservano il significato di componenti secondo gli stessi
assi della velocita angolare dell’atto rotatorio degli assi mobili
(8 159)

Queste sono le cosi'dette “ equazioni del movimento rela-
tivo ad una terna d’assi mobili considerati come fissi ,, e cioé
del movimento del punto considerato com’é percepito da un
osservatore che partecipa al movimento degli assi (§ 133).

§ 202. — Nel caso che il movimento degli assi sia trasla-
torio (cfr. § 175) I'accelerazione del punto 9? (/) per t= t e del
movimento relativo agli assi considerati come fissi in una loro
posizione qualunque sono tutt'uno: I'accelerazione del movimento
di strascinamento all’istante considerato si riduce a quella di un
punto qualunque invariabilmente unito cogli assi, per esempio,
la loro origine: inoltre, I'accelerazione centrifuga ¢ nulla; per
modo che I'accelerazione del punto dato, semplicemente compo-
sta delle prime due: e I'accelerazione del movimento relativo
agli assi mobili considerati come fissi, composta dell’accelerazione
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del movimento effettivo e dell’equale ed opposta all’accelerazione
d’un punto qualunque invariabilmente unito cogli assi mobili.

§ 203. — Un altro caso importante € quello che uno degli
assi della terna mobile sia fisso, e il movimento degli altri due
rotatorio uniforme col primo come asse. In tal caso la trajetto-
ria del punto © (t) € la circonferenza di circolo col centro sul-
I'asse fisso, e il piano ad esso perpendicolare, passante pel posto
del punto al tempo t; e la sua accelerazione, riducendosi alla
componente centripeta (§ 192), ha orientazione eguale ed opposta
a quella del raggio descritto dal centro al posto del punto al
supposto istante, e per grandezza il prodotto di quelle del rag-
gio, cioé della .distanza del punto dall’asse fisso all’istante con-
siderato, e del quadrato della velocita angolare. Il vettore eguale
ed opposto si chiama 1 “accelerazione centrifuga ,,, da non con-
fondersi coll’accelerazione centrifuga composta.

Cosi, nel caso in discorso, 1 accelerazione del punto )
per t= t, che fornisce immediatamente, come abbiamo veduto,
I'accelerazione al tempo t del movimento relativo agli assi mobili
considerati come fissi in una posizione qualunque, € composta
dell’accelerazione del movimento effettivo allo stesso istante,
dell’accelerazione centrifuga, e dell’accelerazione centrifuga com-
posta.

Supposto che I'asse fisso della terna mobile sia I'asse delle
le componenti secondo tre assi aventi Torientazione di questi al
tempo t dell’accelerazione centrifuga saranno io2v, w2n, o, e quelle
dell’accelerazione centrifuga composta, indicando con w la misura
della velocita angolare del movimento rotatorio della coppia rn,

0. Quindi le (2, 8 201) si riducono nel pre-

sente caso a:
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§ 204. Esempio. — “ Supposti gli assi delle v, 1) in movi-
mento rotatorio uniforme, con velocita angolare di misura o3
intorno all’asse delle $ fisso, come asse, trovare il movimento
di un punto relativo a questa terna di assi considerati come
fissi, nell’ ipotesi che I'accelerazione del punto nel suo movi-
mento rispetto ad una terna d’assi fissi sia costante e orientata
come |'asse defie

Abbiamo :

e conformemente a cio:

Saranno cosi p, Ole coordinate polari della projezione del punto
sul piano Xt\ assunta l'origine per polo, e I'asse delle x positive
per asse polare.

Notiamo che il movimento di questa projezione relativa
agli assi mobili considerati come fissi e fornito dalle (1), (2):
mentre per (1), (2)' é

cioé il movimento della projezione sull’asse fisso, uniformemente
accelerato, colla supposta accelerazione, e per velocita iniziale
il componente di quella del punto secondo I'asse medesimo.

Pel movimento relativo della projezione sul piano I'D, ossia
sopra un piano perpendicolare all’ asse di rotazione, le (1) for-
niscono, in primo luogo :
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donde:

indicando con UQ, & la grandezza all’istante iniziale della velo-
citda del movimento della projezione in discorso relativo agli assi
mobili considerati come fissi nella posizione iniziale, cioe della
projezione sul piano Xi) del punto O (o) per t= o, e la misura
dell’angolo formato da essa col raggio descritto dall’origine al
posto all’ istante medesimo crescente nel senso positivo rispetto

all’asse delle ossia:

In secondo luogo, dalle stesse (i):

donde :

ossia :

Ora, per (3):

E per conseguenza:

Osserviamo che :

per modo che, posto:

sara K numero reale. E con cio:
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Supposto K diverso da zero, si ha di qui:

relazioni che forniscono p e 9 in funzione di t
Supposto K = o, per (5) sara A = o, donde, per (4), B = o.
Quindi :

Ora, in questo caso:

dove si deve prendere il segno superiore o I'inferiore secondo
che a & positivo o negativo; cioé per t= o la velocita della
projezione del punto 9? (0) sul piano Xt) eguale ed opposta a
quella del punto © (0); e per conseguenza la velocita del punto
considerato nel movimento effettivo o nulla o parallela all’acce-
lerazione (cfr. 8§ 140, 175).

Notiamo come questo risultato collimi con quelli del § 196.
E chiaramente il risultato dell’integrazione delle (1) deve coin-
cidere con quello che si ottiene introducendo nelle (2, § 134)
le (2, § 196), fatte le premesse ipotesi sulla scelta degli assi
coordinati.

Accelerazioni d’ordine superiore.

§ 2°5- ~ Col procedimento che ci ha servito per ricavare
I'accelerazione dalla velocita (8§ 187-189), si deduce dall’accele-
razione un vettore che si chiama 1 “ accelerazione di secondo
ordine E cosi continuando, si giunge a definire I “ accelera-
zione d’ nno ordine  che, assunta la solita terna d’assi coordi-
nati, rispetto alla quale x,y, z sono le coordinate del punto
mobile al tempo t, risulta il vettore avente per componenti :
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per modo che la relativa quantitd si riferisce all’unita derivata
rappresentata da [//-(«-fl)].

Dalla considerazione di questo vettore, con n qualunque,
furono fatte notevoli applicazioni ;* e in ogni caso esso costi-
tuisce una particolar forma di descrizione del movimento del
punto, ed e atto a determinarlo come la velocita e I'accelerazione
(cfr. 88 141, 194). Ma queste, corrispondenti a n—o e n= 1,
ci sono sufficienti per la teoria generale dei movimenti quali si
presentano in Natura, non ritraendo dagli altri casi un vantag-
gio paragonabile I'espressione delle leggi sperimentali del movi-
mento.

Giova anche notare il diverso ufficio di ciascuno di quei due
elementi; per la qual ragione non estendiamo qui piu oltre I'espo-
sizione delle proprieta dell’accelerazione, diversamente da quanto
abbiamo fatto per la velocita. Che alcune proprieta, corrispon-
denti a quelle indagate per la velocita, non giovano abbastanza
direttamente al nostro scopo, ed altre, che ci occorre conside-
rare, sono di tal natura da trovare il loro posto nella Dinamica.

* V. p.e. S. Somoff. — Theorelische Mechanik. — trad. tedesca di Ziwet —
Leipzig, 1878-79.

IV. Scheil. — Theorie der Bewegung und der Krafte. — a" edizione —
Leipzig, 1879.
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PARTE PRIMA.

LEGGI GENERALI DEL MOVIMENTO

CAPITOLO PRIMO.
M ASSA E FORZA MOTRICE.

Figura materiale.

§ 206. Definizione. -- *“ Figura materiale ,, chiamiamo un
mobile, rappresentato da una porzione continua di spazio, in
movimento continuo regolare, e dotato degli attributi che sa-
ranno in seguito indicati.

8 207. Definizione. — “ Accelerazione media , d’una figura
materiale, ad un istante, ¢ il vettore di cui il componente secondo
ogni asse é il valor medio dei componenti secondo lo stesso asse
dell’accelerazione all’istante considerato dei punti della figura.

Percio & necessario e sufficiente che i suoi componenti secondo
tre assi non paralleli ad un piano siano i suddetti valori medii.

Indichi x la grandezza del volume della figura, e x,y, z
siano le coordinate del suo punto qualunque al tempo t La
precedente definizione si riduce a questa: Accelerazione media
della figura materiale al tempo / é il vettore le cui componenti
secondo i tre assi delle coordinate sono:

§ 208. Attributo i.° — Due figure materiali isolate hanno ad
ogni istante accelerazioni medie — o ambedue nulle, o parallele,

10*
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di senso opposto, le cui grandezze hanno fra loro un rapporto in-
variabile col tempo, puramente determinato dalla coppia delle
due figure — definite dalla posizione delle due figure, e dal
loro atto di movimento.

§ 209. Attributo 2.0 — Concepite due figure materiali sepa-
ratamente isolate con una terza qualsivoglia, il quoziente dei
rapporti dell’ accelerazione media di ciascuna di esse a quella
della terza sara il corrispondente rapporto delle loro accelera-
zioni medie.

Cioe, se Flt F2, F3dinotano tre figure materiali, e q12, gx3, g3
sono i rapporti dell’accelerazione di Fx a quella di F2, dell’ac-
celerazione di Fx a quella di F3, e dell’ accelerazione di F2 a
quella di Fz (s'intende sempre accelerazione media), supposte

le figure isolate a due a due, sara gX =

723
§ 210. Definizione. — “ Grandezza della massa d'una figura
materiale, per rispetto ad un’altra determinata ,, & il rapporto

dell’ accelerazione media di questa all’accelerazione media della
figura considerata, supposte le due figure isolate.

Alla figura assunta come termine di confronto si attribuisce
per grandezza della massa l'unita.

§ 211. Osservazione. — Pel i.° attributo (§ 208), fissata la
figura termine di contronto, o figura campione, di cui la gran -
dezza della massa & posta 1, ogni altra figura materiale avra
una certa grandezza della massa per rispetto ad essa, rappre-
sentata da un numero positivo indipendente dal tempo, puramente
determinato dalla figura. Grandezza della massa rappresentata
da 1, cioé eguale a quella della figura campione, avranno tutte
le figure materiali che, concepite isolate con essa, hanno accele-
razione media di grandezza eguale.

Pel 2.0 attributo poi, e tenuto calcolo della convenzione
che 1 & la grandezza della massa della figura campione, si avra
la grandezza della massa di una figura per rispetto ad un cam-
pione diverso, semplicemente dividendo la grandezza della massa
per rispetto al primo campione per la grandezza della massa
del secondo per rispetto al primo campione medesimo, ossia
moltiplicando la grandezza della massa per rispetto al primo
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campione per la grandezza della massa del primo rispetto al
secondo. Donde viene, fra I'altre conseguenze, che il rapporto
delle grandezze della massa rispetto ad un campione di due fi-
gure materiali € indipendente da questo campione.

§ 212. Corollario. — Due figure materiali, isolate I'una col-
I'altra, hanno ad ogni istante accelerazioni medie parallele, di
senso opposto, e di grandezza inversamente proporzionale alle
loro grandezze della massa (s’'intende per rispetto ad uno stesso
campione qualsivoglia).

Ne viene che se X, Y, Zem, X', Y', Z' e m! rappresen-
tano le componenti dell’accelerazione media e le grandezze della
massa di due figure materiali, concepite isolate d'una coll’altra,
sara:

§ 213. Attributo 3.0 — Una figura materiale, isolata con due
0 piu altre insieme, ha un’accelerazione media che ¢ il risul-
tante di quelle che ha isolata separatamente con ciascuna di
esse.

Cioe, se x, Y, z e Xi, v-, zi (t= 1,2, .... n) rappresentano
le componenti dell’accelerazione media di una figura materiale
concepita isolata con n altre insieme e separatamente con cia-
scuna di esse, sara:

§ 214. Attributo 4.0 — Ogni parte di una figura materiale
e una figura materiale. *

§ 215. — |l quarto attributo, in forza dei precedenti, da
luogo al seguente

Teorema. — La grandezza della massa di una parte di una
figura materiale e proporzionale al suo volume.

Sia infatti la figura F isolata colla figura F'. Concepiamo F
decomposta in parti in un modo qualsivoglia; e indichiamo
con At e Am la grandezza del volume e la grandezza della

" Una volta per sempre, quando non si dichiari il contrario, la divisione
di un mobile in parti s’intende ottenuta decomponendo il campo che lo rap-
presenta.



152 Dinamica. — Massa e forza motrice.

massa della sua parte qualunque: con X\, Yi, Zt le componenti
dell’ accelerazione media di questa parte, supposta isolata con
un’ altra parte qualunque della stessa figura: con Xt, Yt, Zt le
componenti dell’accelerazione media della parte medesima, sup-
posta isolata coll’altra figura F'.

Sara (8 213):

dove - si estende a tutte le parti della figura F che non é la
considerata.

Di qui, intendendo che la sommatoria - si estenda a tutte
le parti della figura medesima:

Ora:

perche ad ogni termine della doppia somma ne corrisponde un
altro eguale e di segno contrario (8 214). E indicando con m
la grandezza della massa della figura F', e con X\, Y'e, Z't
le componenti della sua accelerazione media, supposta isolata
colla parte della figura F cui si riferiscono Xe> Yf, Z(:

per modo che:

cioé eguale e di segno contrario al prodotto della componente
secondo l'asse delle x dell’ accelerazione media della figura F'
isolata con F per la grandezza della massa di F' (8 213): e
per conseguenza eguale al prodotto della componente analoga
dell’accelerazione media della figura F isolata con F' per la
grandezza della massa di F (8 214).

Si conclude:
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E siccome la decomposizione della figura é arbitraria:

c. v. d

§ 216. Corollario. — La somma delle grandezze della massa
delle singole parti d’'una figura materiale ¢ la grandezza della
massa della figura materiale. '

Difatti indicando con mit m2, ... mnle grandezze della massa,
e con tx, t2, ... zn le grandezze dei volumi di n parti in cui una
figura materiale si concepisca decomposta, per modo che:

si ha, per la precedente proposizione:

donde :

§ 217. Definizione. — “ Grandezza della densita, di una
figura materiale chiamiamo il rapporto costante della grandezza
della massa alla grandezza del volume d’ognr sua parte..

Quindi, se k indica la grandezza della densitd d’una figura
materiale di cui t e m indicano la grandezza del volume e la
grandezza della massa, abbiamo:

§ 218. — Per definizione, la grandezza della massa d’'una
figura materiale, nel corso del movimento, si mantiene invaria-
bile (§ 210, 211). Puod invece variare il volume. E in questo caso,
per la precedente relazione, dovra variare col tempo anche la
grandezza della densita: in modo che, indicando con « e k la
grandezza del volume e la grandezza della densita allo stesso
tempo t, sia:

k- — costante rispetto a t;

relazione che sta egualmente per una figura materiale, e per
ogni sua parte.
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Proposizione ausiliare d'analisi.

§ 219. Teorema. — Sia un campo <, i cui singoli punti
s’intendono definiti dal loro posto iniziale, variabile con t in
modo continuo. Indichino k e X due funzioni continue e finite
di t e del posto qualsivoglia del campo, la prima delle quali di
segno invariabile, e D rappresenti I'incremento relativo al pas-
saggio da te t+ Dt, mentre il punto o i punti restano gli
stessi. Dico che, se é:

per ogni parte At comunque ristretta del campo, sara :

Difatti, per (1) (§ 65):

dove Te T+ DX's'intendono rappresentare i valori di X in
certi posti del campo relativo ate t f Dt, che generalmente
non apparterranno allo stesso punto mobile.

Di qui, concepito il campo t decomposto in tante parti Ar,
e la sommatoria estesa a tutte le parti:

dove k indica il valore di k in un certo posto di At (§ 65).
Ed anche:

ove il limite s’intende collo svanire d’una sfera comprendente
le singole parti, definito come al § 64.

Ora, si riconoscera agevolmente che nelle nostre ipotesi il
limite non cambia riferendo k e X allo stesso posto di At, e
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indicato con il valore di X nel posto del campo rela-
tivo a che corrisponde a quello (cioé occupato dal punto
mobile che a t cade in quello) sostituendo

Con cio:

la qual relazione altro non € che I'enunciata (2).
§ 220. Corollario i.° — Sotto le precedenti condizioni, e

supposto, oltre anche funzione continua e fi-

nita dell’ insieme di variabili formato da t nell’intervallo consi-
derato, e da x,y, z nel campo t — cosi indicando le coordinate
del posto occupato a t dal punto qualunque del campo varia-
bile — sara:

§ 221. Corollario 2.0 — Sotto le condizioni del § 220, si ha:

ove, nel secondo membro, il valore di t cui si riferisce il campo r
si pud assumere nell’intervallo (txt2) a piacere.

Difatti, indicando questo valore con t, il primo membro si
pud mettere sotto la forma:

mentre il secondo puo scriversi :

e dal precedente corollario risulta immediatamente I’equaglianza
dei primi e dei secondi termini rispettivamente.
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Punto medio.
§ 222. — “Punto medio ,, di un sistema continuo di punti,
o di un insieme di sistemi continui, si chiama il punto la misura
della cui distanza da un piano orientato qualunque — inteso

che questa misura sia positiva o negativa secondo che il punto
giace dalla parte del piano verso cui é volto I'asse o dalla parte
opposta — & il valor medio delle misure delle distanze dei punti
del sistema, o dell’insieme di sistemi continui.

Questa definizione si riduce a quest’altra: indicando con t
la grandezza dell’ estensione, e con X, Yy, z le coordinate del
punto qualunque del campo rappresentato dal sistema continuo,
o complessivamente dall’ insieme, il punto medio del sistema
continuo, o dell’insieme, & quello che ha per coordinate:

Egualmente si definisce il punto medio del sistema discreto
di n punti, intendendo che il valor medio sia l'ordinaria media
aritmetica. Cosi, se x-}yi, Zi (i'= 1, 2,... n) sono le coordinate
dei singoli punti del sistema, quelle del punto medio saranno:

Si riconosce immediatamente che x, y, z cosi definite sa-
ranno comprese fra i valori estremi delle coordinate corrispon-
denti dei punti del sistema — intendiamo, sistema continuo, o
insieme di sistemi continui, o sistema discreto. Cioé una super-
ficie sferica fuori della quale non cada alcun punto del sistema
comprendera necessariamente il punto medio.

Notiamo anche la proprieta che, se il sistema ammette cen-
tro di figura, questo sara il suo punto medio; e I'altra, che il
punto medio di un insieme qualunque di sistemi sara il punto
medio del sistema formato dai punti medii di ciascheduno.
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Punto medio 0 centro di massa d’'una figura materiale.

§ 223. — Punto medio o anche “ centro di massa , d una
figura materiale si dice il punto medio del corpo, o dell’insieme
di corpi, che la rappresenta all’istante considerato.

§ 224. — Cio posto, si ha per una figura materiale, col
precedente significato dei simboli, (cfr. § 220) :

Quindi il Teorema: L’accelerazione media d'una figura ma-
teriale € ad ogni istante I'accelerazione del suo centro di massa
a quell’istante.

Sistema di figure materiali.

§ 225. Definizione. — *“ Sistema di figure materiali ,, inten-
diamo l'insieme di un certo numero di figure materiali, di gran-
dezza della densita generalmente diversa, rappresentate da
porzioni dello spazio che, stabiliremo, non si compenetrano
I"una coll’ altra.

§ 226. Definizione. — “ Grandezza della massa ,, di un si-
stema di figure materiali ¢ la somma delle grandezze della
massa delle singole figure componenti il sistema.

§ 227. Definizione. — “ Accelerazione media ,, di un sistema
di figure materiali e il vettore la cui componente secondo un
asse qualsivoglia, indicando con U la componente secondo lo
stesso asse dell’ accelerazione media della figura componente
qualunque, e con m la grandezza della massa della figura me-
desima, &

dove la sommatoria abbraccia tutte le figure.
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Assunta la solita terna d’assi cartesiani ortogonali, indicando
con X, Y, Z le componenti secondo gli assi dell’ accelerazione
media della figura componente qualunque, e con m la grandezza
della massa della figura medesima, equivale alla precedente de-
finizione quella che le componenti secondo i tre assi dell’acce-
lerazione media del sistema sono

§ 228. Teorema. — 1) Due sistemi di figure materiali, conce-
piti isolati I'uno coll’altro, hanno ad ogni istante accelerazioni
medie parallele, di senso opposto, le cui grandezze sono inver-
samente proporzionali alle grandezze della massa.

2) Un sistema di figure materiali, isolato con due o piu altri,
ha un’accelerazione media che é il risultante di quelle che se-
paratamente avrebbe isolato con ciascuno di essi.

Cido segue immediatamente, poste le suddette definizioni
{88 226, 227), dalle proposizioni precedenti (88 213, 214), e for-
nisce la ragione delle definizioni medesime

§ 229. Definizione. — “ Centro di massa ,, di un sistema di
figure materiali é il punto tale che, indicando con m la gran-
dezza della massa della figura qualunque del sistema, e con p
la misura della distanza del centro di massa della figura me-

desima da un piano orientato qualsivoglia — intesa positiva o
negativa secondo che il punto sta dalla parte verso cui & volto
I’asse o dall'opposta — la misura della sua distanza da questo
piano é

1 doe le sommatorie abbracciano tutte le figure del sistema.

Cio torna dire che, se x, y, z rappresentano le coordinate
ordinarie del centro di massa della figura qualunque del sistema,
e m la grandezza della massa della figura medesima, il centro
«di massa del sistema e il punto le cui coordinate sono:
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Si riconoscera subito che una superficie sferica fuori della
quale non cada il centro di massa d’alcuna figura del sistema
comprendera il centro di massa del sistema; inoltre come abbia
luogo il Teorema: L’accelerazione media di un sistema di figure
materiali ad ogni istante & l'accelerazione del centro di massa
del sistema medesimo (§ 224).

§ 230. — Indichino m la grandezza della massa d'un sistema

di figure materiali: X, Y, Z e x,y, z le componenti dell’ acce-
lerazione media e le coordinate del centro di massa ad un istante,
corrispondente al tempo qualunque /: t la grandezza del volume
complessivo del campo rappresentato dalle figure componenti il
sistema, prese tutte insieme, allo stesso istante — “ volume del
sistema  — X,y, z le coordinate del punto qualunque del campo
medesimo, il quale, per I'ipotesi che le figure componenti il
sistema non si compenetrano l'una coll’altra, sara il punto qua-
lunque d'una di esse e d'una sola: finalmente k la grandezza
della densita, sempre all’istante considerato, della figura mate-
riale componente il sistema a cui il punto (1, y, z) appartiene.
Abbiamo, pei precedenti risultati, le formole :

dove gl’integrali s’intendono estesi al campo r, complessivamente
rappresentato da tutte le figure al tempo t
E si verificano le relazioni:
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Postulato dei corpi naturali.

§ 231. Postulato. — Ogni “corpo naturale,,, in una certa
“ condizione fisica si comporta, o come un sistema geometri-
camente eguale di figure materiali (se capita, come una sem-
plice figura materiale), o come il limite d’'un siffatto sistema col
tendere d’'ogni figura componente ad un punto. Vale a dire &,
in ogni caso, un mobile in movimento continuo regolare, o for-
mato da una riunione di mobili, che non si compenetrano, cia-
scuno in movimento continuo regolare; e, fissato un corpo come
campione, esiste per ognuno, nelle singole circostanze, una fun-
zione k, del tempo e del punto del corpo, positiva, finita e, al-
meno in ogni parte convenientemente limitata, continua —
“ grandezza della densita del corpo nei singoli punti (rispetto
al supposto campione) ,, — tale che, indicando con x la gran-
dezza del volume al supposto istante, / kd~, esteso a tutto il
corpo, o ad una sua parte qualunque, € invariabile col tempo,
ed ha pel campione il valor 1: e definita la “grandezza della
massa del corpo, rispetto al campione ,, m, e 1 “ accelerazione
media al tempo t,, (X, Y, Z), mediante le relazioni (1, § 230),
si verificano le proposizioni enunciate per le figure materiali e
i sistemi di figure materiali. La condizione fisica determina, a
parita di circostanze, le accelerazioni medie di due corpi natu-
rali, concepiti isolati; il rapporto delle loro grandezze & pura-
mente determinato dalla coppia: e quindi la grandezza della
massa d'un corpo rispetto ad un campione, puramente determi-
nata dal corpo.

Postulato delle condizioni fisiche.

§ 232. — Condizione fisica e innanzi tutto lo “ stato natu-
rale d’ogni particolare sostanza o qualita di corpi,, chiamato
con quel termine in confronto dello *“ stato elettrico ,, e dello
“ stato magnetico ,, e che giova supporre talvolta anche modi-
ficato da vincoli prestabiliti.
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Postulato. Concepito un corpo isolato con un altro, e accu-
mulate nei due corpi due o piu condizioni fisiche capaci di
determinare separatamente nel corpo una certa accelerazione
media, I'accelerazione media del corpo sara il risultante di queste.

Osservazione. Notiamo come questo postulato sia conforme
al precedente, secondo cui le accelerazioni medie di due corpi,
concepiti isolati I'uno coll’altro, avranno, qualunque sia la con-
dizione fisica, orientazioni eguali ed opposte, e grandezze inver-
samente proporzionali alle grandezze della massa.

Difatti, se m, m indicano le grandezze della massa dei due
corpi rispetto ad un certo campione, e
le loro accelerazioni medie con una certa condizione fisica, mentre

rappresentano le loro accelerazioni
medie allo stesso istante con un’ altra condizione fisica, da:

come vuole il primo postulato, segue:

Centro di massa d’'un corpo naturale.

§ 233. — “ Centro di massa ,, d'un corpo naturale chiamiamo
il punto, le cui coordinate x, y, \ sono, col significato dei sim-
boli a suo luogo stabiliti, definiti dalle relazioni (i, § 230).

Per conseguenza, se p indica la misura della distanza del
punto qualunque del corpo, cui corrisponde il valor k della
grandezza della densita, da un piano orientato qualsivoglia,
intesa positiva 0 negativa secondo che il punto si trova dalla
parte verso cui €& volto I'asse del piano, o dalla parte opposta,
il punto in discorso e definito, se vuoisi, dalla proprieta che
la misura della sua distanza dal piano medesimo e:
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Si riconosce immediatamente colle stesse considerazioni
che servono per le figure materiali e i sistemi di figure mate-
riali, che:

1) una superficie chiusa, fuori della quale non cade alcun
punto d'un corpo naturale, comprendera il suo centro di massa.

2) I'accelerazione media d’un corpo naturale ad ogni istante
e l'accelerazione del suo centro di massa; cioé si verificano le
relazioni (2, § 230).

Quando un corpo si concepisce come il sistema di piu altri,
il suo centro di massa si dira anche “ comun centro di massa ,,
di questi.

Massa d'un corpo naturale.

§ 234. — Pel postulato dei corpi naturali (§ 231), ad ogni
corpo naturale e ad ogni parte di esso, fissato un certo corpo
come campione, corrisponde un numero, m, invariabile col tempo
e con tutte le circostanze del movimento, che chiamiamo la
grandezza della massa del corpo, o della parte considerata, per
rispetto al corpo assunto come campione.

Per definizione, questo numero ha pel corpo assunto come
campione il valor 1 (8 231): se m ¢ il suo valore per un corpo
rispetto ad un certo campione, il suo valore per lo stesso corpo
rispetto ad un altro campione, rispetto al quale m é il suo
valore pel campione precedente, sara m m (8§ 211, 226, 231): se
é m= ntl + m2 il corpo & decomponibile in due parti per le
quali il valore del numero rispetto allo stesso campione & rispet-
tivamente ml e m2 e I' insieme di due corpi naturali pei quali
il numero ha i valori mx e m2 costituisce un corpo naturale pel
quale, sempre rispetto allo stesso campione, il numero ha il va-
lore ml -b m2 (8§ 216, 226, 231).

Conformemente a cid0 annetteremo ai corpi naturali una
quantita (cfr. 8§ 25, 26), che chiameremo la “ massa , dei sin-
goli corpi, per la quale:

1) l'unita sara “ un corpo naturale qualsivoglia, concepito
come distinto dal valore del rapporto della grandezza della sua
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accelerazione a quella d’ogn’altro corpo naturale con cui s’'im-
magini isolato ,, per modo che varra egualmente come unita di
massa ogni corpo per cui questo rapporto sia l'unita:

2) la misura, per ogni corpo, & la grandezza della massa
del corpo rispetto al campione assunto per unita di massa:

3) l'operazione di riunione é la ricostituzione d’'un corpo
naturale mediante le sue singole parti, e la costituzione d' un
corpo naturale come insieme di piu altri.

§ 235. — E un concetto d’uso famigliare che ogni corpo
naturale importi un certo quantum, il quale si mantiene inalte-
rato, per qualsivoglia trattamento, finché al corpo non si toglie
alcuna sua parte, e non vi si unisce qualche altro corpo: in un
corpo di cui parti geometricamente identiche appariscono anche
in tutto identiche, & per le singole parti proporzionale al loro
volume: riunendo corpi identici, si moltiplica pel loro numero:
e piu in generale, per un corpo formato colla riunione di piu altri,
e I'insieme di quelli che ciascuno importa separatamente. Queste
proprieta appartengono alla massa, come I'abbiamo definita: la
quale, per questo, come per altro che rileveremo in seguito, si
suol considerare, specialmente nelle applicazioni della Meccanica,
come espressione di quel quantum, e chiamare anche “ quantita
di materia

Giova notare che questo € un altro di quei concetti che richie-
dono prima di tutto d’essere esattamente definiti. E una defini-
zione € appunto la precedente, secondo la quale, a chi piace
invocare I'idea di quantita di materia, essa € affermata pei sin-
goli corpi inversamente proporzionale al rapporto della gran-
dezza della loro accelerazione media a quella d'uno stesso corpo
-qualsivoglia con cui si concepiscano separatamente isolati.

Unita fondamentali. — Misura assoluta.

§ 236. — L'unita di lunghezza, [/], di tempo, [/], e di massa,
[«/], si chiamano “unita fondamentali ,. La misura d'una quan-
tita qualunque collegata con quelle da relazioni geometriche o
fisiche si dice “ assoluta , quando corrisponde ad un’unita deri-
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vata formata colle unita fondamentali (8 27), la quale si dice
alla sua volta “ unita di misura assoluta ,,.

L’unitd di lunghezza piu comunemente usata in Meccanica
e il “metro lunghezza alla temperatura di. 0° della scala centi-
grada dello spigolo d'un regolo particolare, maggiore per meno
di un centomillesimo della sua lunghezza della decimillesima
parte della lunghezza del quarto di meridiano terrestre medio;
I'unita di tempo e il “ minuto secondo di tempo medio ,, che é

----- 1 dell’intervallo di tempo compreso fra due passaggi con-

secutivi del Sole Medio pel meridiano d’'uno stesso luogo; I'unita
di massa, finalmente, il “grammo , che & un centimetro cubo
d’acqua distillata alla temperatura di 40 della scala centigrada

(8 234).

Densita d'un corpo naturale.

§ 237. — *“ Densita nei singoli punti d’'un corpo naturale ,,
chiamiamo la quantita derivata la cui misura € il numero prece-
dentemente definito come grandezza della densita nei singoli
punti, e per conseguenza I'unita [A], dovendo essere tale che
[#1 = [/3K\, rappresentata da [/-3m\

§ 238. — Se in tutti i punti d’un corpo la densita ha lo
stesso valore, si chiama la “ densita del corpo ,, senz’altro, e il
corpo si dice “ omogeneo ,,.

Cosl, nei corpi omogenei la massa delle singole parti ¢ pro-
porzionale al loro volume: e I'unitd di densita & quella d'un
corpo omogeneo che, coll’'unita di volume, ha I’ unita di massa.

§ 239. — Supposto un corpo qualsivoglia, sia le la gran-
dezza della densita in un suo punto scelto a piacere, e imma-
ginata una parte comprendente questo punto, indichino \m e
At la grandezza della sua massa e del suo volume. Sara, intesa
la parte convenientemente limitata:
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con k rappresentando la grandezza della densita in un certo
punto della parte. E di qui:

il limite intendendosi collo svanire d'una sfera avente il centro
nel punto considerato, e racchiudente la parte.
In altri termini:

dove a, collo svanire della suddetta sfera, ha per limite o.

Noi ammetteremo che le % siano nel campo rappresentato
dal corpo al tempo considerato uniformemente evanescenti ; cioé
che, fissato e positivo piccolo finché si vuole, esista p indipen-
dente dai singoli punti del campo, tale che, pur di supporre il
raggio della sfera minore di p, sia |« | < « qualunqgue sia il punto
che si considera.

In conseguenza di questa ipotesi, supposto V nel campo
rappresentato dal corpo all’istante considerato continua e finita,
se si concepisce questo campo decomposto con una legge qual-
sivoglia in parti, e s’indicano con Ani e ir la grandezza della
massa e del volume della parte qualunque, con V e k il valore
di V e di le in un punto qualsiasi di esso sara:

1

ove la sommatoria abbraccia tutte le parti, e il limite s’intende
collo svanire, per ogni parte, d’'una sfera avente il centro in un
punto della parte e racchiudente la parte medesima.

Equazione della conservazione della massa 0 della continuita.

§ 240. — .La proposizione che la massa d’ogni parte d’ un
corpo naturale, nelle sue varie posizioni, si mantiene costante,
espressa da
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si traduce in un’'importante equazione, nell'ipotesi del movimento
continuo regolare, alle cui condizioni aggiungeremo d’or innanzi
quella che la densitd sia una funzione del tempo e delle coor-
dinate, oltre che finita e continua, anche dotata dei coefficienti
differenziali egualmente finiti e continui.

Siano x0,y0, ™ ex,y, i le coordinate ordinarie d’un punto del
corpo considerato al tempo tOe al tempo qualunque t; e immaginata
una parte del corpo comprendente questo punto, indichino tOe t
la grandezza del suo volume al tempo O e al tempo t: lim il

T o
limite collo svanire d’'una sfera avente per centro detto punto
nel posto che gli compete all'istante considerato e comprendente
la parte: finalmente k il valore di le in un punto della parte,
che sara generalmente diverso da (x, y, O, mentre pero, indi-
cando per un momento con (&) il valore in questo punto, sara
limle = (k). Inoltre pongasi (cfr. § 129):

T—o0

per modo che (§ 107):

Da (1) si ricava:

comunque piccola sia la parte considerata; quindi anche:

ossia, indicando ora con k la grandezza della densita nel punta
(%, y, 3), cioé la grandezza della densita nel punto considerato
al tempo t:
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A questa equazione si possono dare altre forme, che giova
conoscere.
Posto, come precedentemente :

e indicati con ecc. i minori del deter-
minante D corrispondenti a ecc. si

trova colla regola di differenziazione dei determinanti :

dove altri due termini della sommatoria si devono dedurre da
quello scritto cambiando u in v e w, e x inj e |, mentre xOy0,
mantengono il loro posto.

Ma concependo X0, yO, come funzioni di x, y, ™ cio che
torna permutare gli ufficii di t e di t0, e quindi x0, yO, i0 come
funzioni di se medesime composte colle X, v, si hanno le note
relazioni:

donde si ricava :

E in virtu di queste formole e delle analoghe, che si rica-
vano egualmente cambiando xO in yO e la (3) da:

con che la '2) si pud mettere sotto la forma:
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Qui il coefficiente differenziale rispetto a t suppone costanti
%) y0>V Valendosi della (2, § 174), otteniamo col significato dei
simboli a suo luogo stabilito:

§ 241. — Immaginiamo nello spazio invaso dal mobile nel
corso del suo movimento una superficie chiusa fissa, e siano
X, ¥, \ le coordinate del punto qualunque del campo da essa
limitato, r la grandezza del volume di questo campo, t il valore
qualunque del tempo nell’intervallo in cui il campo medesimo €
occupato dal mobile. Per la (5) del precedente §:

Quindi, pel teorema di Gauss (§ 68), indicando con a la gran-
dezza dell’area della superficie, e con n la misura del segmento
di normale nel suo punto qualunque volta verso l'interno, com-
preso fra questo punto e la projezione ortogonale al tempo
qualunque del punto del mobile che occupa il punto medesimo
al tempo / (8 139):

Siano f e t" valori del tempo appartenenti ambedue al sud-
detto intervallo. Integrando membro a membro fra t' e t", otte-
niamo :

dove v indica la misura del suddetto segmento di normale volta
nel senso formante angolo acuto coll’orientazione della velocita
nel punto corrispondente, al supposto tempo compreso frat e t',
e va preso + 0 — secondo che questo senso & quello della
normale interna o esterna, e la sommatoria abbraccia le diverse
parti (?) della superficie ove si verifica I'uno o l'altro caso.
Questa equazione, come agevolmente si riconosce, esprime
che I aumento della massa del mobile limitato dalla superficie
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fissa considerata frat' e t' &€ eguale alla differenza fra la massa
entrata e la massa uscita fra I'uno e l'altro istante.

E poiché da essa, seguendo il cammino inverso, si ricava
la (5) del 8 precedente, donde siamo partiti, quest’equazione si
chiama comunemente “ equazione della continuita ,, termine a
cui ci pare preferibile quello di “ equazione della conservazione
della massa,, o anche “ della materia

§ 242. — Notiamo la conseguenza importante che, se in un

intervallo di tempo si ha u— v= w— o, sara~ j = o,cioe k

costante. Ossia, “ se un punto si mantiene immobile, la densita
vi resta inalterata ,,.

§ 243. — Nel caso che esista la funzione delle velocita (4)
(8 171), la (5, 8 240) si traduce in:

che rappresenta una relazione fra il valore d'essa funzione e
qguello della densita nello stesso posto, al tempo t

E di qui, o piu direttamente da (4, § 240), nell'ipotesi che
k mantenga in ogni punto del mobile, in qualunque suo posto,
vale a dire a qualunque tempo, lo stesso valore, per modo che

, segue :

equazione alle derivate parziali lineare del 20ordine, a cui la fun-
zione delle velocita deve soddisfare, e nei singoli movimenti,
insieme colle condizioni proprie del caso particolare, servira per
determinarla.

Forza motrice.

§ 244. — “ Forza motrice ,, d’'un corpo ad un istante chia-

miamo il vettore il cui asse e quello dell’accelerazione media
del corpo allo stesso istante, e la quantita e la quantita derivata
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la cui misura é il prodotto delle misure della stessa accelera-
zione media e della massa del corpo; per modo che la sua unita
& espressa in termini delle unitd fondamentali da [/1~2m\.

Percio, indicando con X, Y, Z le componenti della forza
motrice d’'un corpo al tempo t secondo tre assi coordinati orto-
gonali, si ha, col solito significato dei simboli, cioé rappresen-
tando t la grandezza del volume del corpo, X%, y, 1 le coordinate
del suo punto qualunque, e k la grandezza della densita in questo
punto, tutto al tempo t:

§ 245. — Reciprocamente, l'accelerazione media d’un corpo
ad un istante risulta il vettore avente comune l’'asse colla forza
motrice del corpo allo stesso istante, e quantita avente per misura
il rapporto della misura della forza motrice a quella della massa
del corpo : cid che si suol definire come “forza acceleratrice ,,
del corpo.

Leggi fondamentali della forza motrice.

§ 246. — Posta cosi la definizione di forza motrice d’un

corpo ad un istante, dai postulati dei corpi naturali (8§ 231, 232)
scaturiscono le leggi fondamentali seguenti :

1. alegge (“ dell’eguaglianza dell’azione e della reazione ,,).
Due corpi naturali, concepiti isolati I’uno coll’altro, hanno ad
ogni istante forze motrici di grandezza eguale e di senso con-
trario.

2. a Legge (“ del parallelogrammo delle forze ,). Un corpo
naturale, concepito isolato con due o piu altri ha ad ogni
istante una forza motrice eguale alla risultante delle forze mo-
trici che avrebbe isolato con ciascuno; e concepito isolato con
un corpo e accumulate due o piu condizioni fisiche determinanti
ciascuna una forza motrice, ha una forza motrice che & la ri-
sultante di quelle che corrispondono a queste condizioni fisiche
separatamente.
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Osservazione. Notiamo che, pel primo postulato dei corpi
naturali, ogni parte d’'un corpo naturale possiede le proprieta
dei corpi naturali.

§ 247. — A Newton risale la nozione che il movimento d'un
corpo naturale € determinato dall’intervento degli altri corpi, o
che vi sia contatto, o che questo sembri mancare, ed ogni punto
d’un corpo restare distinto da ogni punto di ciascun altro. Sta-
bilito questo fatto, & naturale che le leggi fondamentali della
Meccanica si debbano cercare all’esperienza nei fenomeni piu
generali che si verificano quando un corpo si move in presenza
d’uno o di piu altri; cioé in tali condizioni che il suo movi-
mento sia da un corpo o da piu corpi preponderantemente de-
terminato, cosi da poter sensibilmente trascurare I’ influenza
d’ogni altro. E la circostanza che manchi ogni contatto & da
reputarsi come favorevole a rivelare i fenomeni medesimi; poi-
ché I’ esperienza insegna che a questa ipotesi corrispondono i
movimenti pid semplici. Cosi, Galileo fonda la scienza del mo-
vimento colla scoperta delle leggi del movimento di un corpo
abbandonato o scagliato in prossimita del suolo, prescindendo
dall’ aria atmosferica: mentre sara forse impossibile con qua-
lunque progresso descrivere con precisione il movimento d’un
projettile finché il braccio, col giuoco dei muscoli, lo spinge.

Ma famigliare e antica quanto 'uomo é la nozione che, eser-
citando mediante il contatto una pressione, uno sforzo, si deter-
mina e modifica in un corpo il movimento. Onde, anziché
considerare questo come un caso particolare di piu difficile
esame, si estese al caso generale I'idea di un’azione mutua dei
corpi, paragonabile allo sforzo dei muscoli quando si lancia un
projettile o si sostiene un peso, e si fondarono le leggi del mo-
vimento a priori su proprietd ammesse di un’azione siffatta.
Cosi s’introdusse il concetto della uForza , come espressione
dell’azione mutua dei corpi, e della “ Massa ,, espressione della
quantita di materia; poiché, come si richiede di duplicare lo
sforzo per alzare da terra un volume doppio d’acqua, o imprimere
pari movimento ad una pietra di doppia grandezza, si congiunge
in generale col concetto dell’azione di un corpo sopra un altro,
per determinarne | effetto, quelld del quantam da esso rappre-
sentato.



172 Dinamica. — Massa eforza motrice.

Lo sviluppo di questi concetti costituisce la storia della
Meccanica, nella sua essenza; quel punto di vista che schiva
ogni idea aprioristica, per invocare il puro e semplice dato del-
I’esperienza, pare a noi il solo capace di fornire definizioni esenti
da dubbii ed equivoci. E conformemente a questo principio ab-
biamo posto per fondamento il fatto, cui attribuiamo il senso di
risultato dell’esperienza, * delle proprieta dell’accelerazione media
di due o di piu corpi fra loro isolati, dalle quali abbiamo ricavato
le definizioni di massa e di forza motrice, sufficienti per poter
applicare senz’altro commento questi concetti. Che se si conser-
vano i termini includenti I'idea di quantita di materia e d’azione,
oltre I'omaggio alla tradizione, giova in quanto che i concetti
cosi rigorosamente definiti collimano coi concetti famigliari desi-
gnati dai termini medesimi, ove il significato di questi riesce
men vago.

Quantita di moto.

§ 248 — “ Quantita di moto ,, di un corpo naturale ad un
istante si chiama il vettore la cui componente secondo un asse
qualsivoglia, indicando con A la componente secondo lo stesso
asse della velocita del punto qualunque del corpo é:

per modo che le componenti secondo i soliti tre assi cartesiani
sono :

cio che basta per definire il vettore in discorso.

" Come in altri casi simili, e per esempio in quello dei postulati della
Geometria, non s’intendera che il fatto si dimostri direttamente con un proprio
esperimento, ma sibbene che riassuma un complesso di fatti direttamente rile-
vabili coll'esperienza, i quali se ne deducono col ragionamento, e, se occorre, col
concorso d'altre ipotesi d’'analoga specie.

Cfr. a proposito del metodo qui seguito, E. Mach — Die Mechanik in iiirer
Entwickelung — Leipzig 1883 — pag. 226 e segg.
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In conseguenza di questa definizione I'unita di quantita di
moto risulta rappresentata mediante le unitd fondamentali da
[71- 1m\.

Forza motrice nel movimento relativo. — Forze apparenti.

§ 249. — Immaginata la terna r, i), 5 d’ assi mobili relati-
vamente alla terna degli assi x, y, 1, le formole (1, 8§ 201) ci
danno immediatamente:

dove:

per modo che la forza motrice del corpo considerato al suppo-
sto istante riesce composta di tre vettori dipendenti dal movi-
mento degli assi mobili, che passiamo ad esaminare.

Basta percid rammentare i risultati dei 88 175, 201 donde
emerge senz'altro che sono la
forza motrice del corpo al tempo t nell’ipotesi che I'accelerazione
del suo punto qualsivoglia (x,y, z) sia quella del corrispondente
punto mentre

ha misura eguale al doppio prodotto delle misure della quantita
di moto del corpo nell'ipotesi che la velocita del suo punto qua-
lunque sia quella del corrispondente punto 9? (t) per t= t, della
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misura della velocita angolare degli assi mobili, e del seno del-
I'angolo dei loro assi, per modo che e zero se questo angolo &
nullo o due retti; e supposto che abbia un altro valore qualunque,
inteso sempre che cosi si chiami I’angolo concavo, preso asso-
lutamente, I’asse € perpendicolare al piano degli assi dei due
suddetti vettori, volto nel senso positivo rispetto al giro che
conduce per quest’angolo dall’ asse del primo a quello del se-
condo.

Il primo vettore, in altri termini, € la forza motrice del
corpo al supposto istante nel suo movimento relativo agli assi
mobili considerati come fissi nella posizione a questo istante,
onde si chiama la “ forza motrice del movimento relativo ,, me-
desimo; il secondo é la forza motrice del corpo nel moto di
strascinamento corrispondente all’ istante considerato, a questo
stesso istante, e si chiama percio la “ forza motrice del movi-
mento di strascinamento Per quanto al terzo vettore, la sua
relazione coll’accelerazione centrifuga composta gli vale il nome
di “ forza centrifuga composta ,,.

Conformemente al § 201,

saranno le componenti del primo vettore secondo tre assi aventi
I'orientazione degli assi mobili al tempo /; che se X, i), 1 si con-
cepiscono come coordinate rispetto ad una terna d’assi qualsi-
voglia, le stesse espressioni rappresenteranno le componenti
secondo questi assi della forza motrice al tempo t del movimento
del corpo relativo agli assi mobili considerati come fissi nella
posizione di quegli assi. Quindi il primo vettore si deduce im-
mediatamente dalla forza motrice ad ogni istante del movimento
relativo agli assi mobili considerati come fissi in una posizione
equalsivoglia, insieme col movimento degli assi: mentre dal vet-
tore stesso scaturisce senz’altro la forza motrice di questo mo-
vimento relativo, cioé del movimento del corpo qual’é percepito
da un osservatore che partecipa al movimento degli assi. Ram-
mentiamo che, pel precedente risultato, quel vettore riesce com-
posto della forza motrice del movimento assoluto, del vettore
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eguale ed opposto alla forza motrice del moto di strascinamento
corrispondente all’ istante considerato, e della forza centrifuga
composta.

Cosi, ad un osservatore che partecipa al movimento degli
assi il movimento d'un corpo appare come rispondente alla forza
motrice del movimento assoluto, composta cogli altri due vet-
tori suddetti, che per tal ragione si chiamano “ forze apparenti
del movimento relativo ,,.

§ 250. — Nel caso che uno degli assi della terna mobile
sia fisso, e gli altri due ruotino uniformemente intorno ad esso
come asse con velocita angolare di misura w, assunto l'asse fisso
per asse delle le componenti dell’eguale ed opposto alla forza
motrice di strascinamento secondo tre assi aventi l'orientazione
degli assi mobili all’istante considerato risultano (8 203):

Quindi il vettore ha per grandezza il prodotto del quadrato della
grandezza della velocita angolare, della grandezza della distanza
del centro di massa dall’asse di rotazione e della grandezza
della massa del corpo, e per orientazione quella del raggio per-
pendicolare all’ asse descritto da esso al centro di massa. Esso
si chiama in questo caso particolare la “ forza centrifuga ,, del
corpo all’ istante considerato; e cosi il movimento relativo ap-
pare come corrispondente al risultante della forza motrice del
movimento assoluto, della forza centrifuga, e della forza centri-
fuga composta.

§ 251. — Particolarmente importante e il caso che il mo-
vimento degli assi sia traslatorio.

La forza motrice del movimento relativo agli assi mobili
considerati come fissi nella loro posizione ad un istante deter-
minato, e in tal caso la stessa, a parita di tempo, qualunque sia
guesto istante, e percio tutt'uno colla forza motrice del movi-
mento qual’é percepito da un osservatore che partecipa al mo-
vimento degli assi: la forza motrice di strascinamento ha l'orien-
tazione dell’accelerazione di un punto qualsivoglia invariabilmente
unito cogli assi, e per grandezza il prodotto della sua grandezza
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per quella della massa del corpo: finalmente la forza centrifuga
composta é nulla.

Supposto inoltre che la velocita d’'un punto qualsiasi inva-
riabilmente unito cogli assi sia costante d’orientazione e di
grandezza, anche la forza motrice di strascinamento sara nulla.
E per conseguenza, “se un punto € in movimento uniforme ret-
tilineo, e una terna d’assi congiunta invariabilmente con esso
in movimento traslatorio, la forza motrice d’un mobile nel mo-
vimento relativo a questi assi concepiti come fissi & la stessa
come pel movimento assoluto ,,.

CAPITOLO 1L

PROPRIETA GENERALI DEL MOVIMENTO.
Teorema del centro di massa.

§ 252. — Indicando con m la grandezza della massa d’un
corpo, econ7,y, 1 e X, Y, Z le coordinate ordinarie del suo
centro di massa e le componenti della sua forza motrice secondo
i tre assi coordinati al tempo qualunque t, pei 88 233, 244 abbiamo :

Ora, se per un momento immaginiamo il corpo decomposto
in modo qualsivoglia in parti per concepirlo come il sistema di
questi parti, la sua forza motrice (X, Y, Z) sara la risultante
delle forze motrici delle singole parti, e la forza motrice d’ogni
parte la risultante delle forze motrici della stessa parte conce-
pita isolata con tutte le altre parti rimanenti e coi corpi, se ve
ne sono, coi quali il corpo considerato si suppone isolato. La
risultante delle prime per tutte le parti € nulla, perché le forze
motrici di due parti qualunque, concepite isolate I'uno coll’altra,
sono eguali ed opposte: donde viene che ula forza motrice d'un
corpo € nulla se non si suppone la presenza d’altri corpi, e in
ogni caso e puramente determinata da questi ,,.
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Di questa circostanza fondamentale s’ e gia tratto partito;
applicata alle relazioni (1), essa permette d’'affermare che l'ac-
celerazione del centro di massa d'un corpo, ad ogni istante,
cioe nello stato che compete al mobile in quell’ istante, € esclu-
sivamente determinata dai corpi coi quali esso si suppone iso-
lato: il significato della qual proposizione é quello che emerge
dalle considerazioni precedenti. E si dice pure che I'accelera-
zione del centro di massa ad ogni istante, cioe nello stato del
mobile ai singoli istanti, ¢ esclusivamente determinata dalle forze
esterne: chiamandosi per ogni parte d'un corpo “ forza mo-
trice esterna ,, quella della parte stessa, concepita nel suo stato
attuale, isolata coi corpi con cui si suppone isolato il corpo con-
siderato, e “ forza motrice interna ,, quella della parte, concepita
invece isolata colle rimanenti parti del corpo.

Questa proposizione costituisce il “ teorema del centro di
massa

Teorema della conservazione del movimento del centro di massa.

§ 253. — Supponiamo la forza motrice del corpo considerato
costantemente nulla: cid che si verifichera nel caso che il movi-
mento sia puramente determinato dalle forze interne (§ 246). Per
le (1) del precedente § 252, sara, per ogni valore di /:

donde, indicando con x, % y, x', fi', y', sei costanti :

cioé “ il movimento del centro di massa d'un corpo la cui forza
motrice & costantemente nulla sara rettilineo uniforme, e come
caso particolare, quando la velocita del centro di massa ad un
istante sia nulla, questo si manterra fisso

Questo € il cosi detto “ teorema della conservazione del
movimento del centro di massa

Maggi. la
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§ 254. — Conformemente a questa proposizione e alla pre-
cedente, € necessario l'intervento di un agente esterno, cioé la
presenza di corpi atti a determinare una forza motrice esterna,
percheé un corpo, dopo un intervallo di quiete per breve che sia,
acquisti un movimento traslatorio, o, piu generalmente, qualun-
gue movimento pel quale, ad un istante, sia in atto di movimento
traslatorio (non nullo); il centro di massa si mantiene fisso in
ogni movimento che nasce dal riposo, cioe dopo un intervallo
comunque breve d'immobilita, per una modificazione delle forze
interne, che non modifica invece le esterne; e quando, per una
variazione delle forze interne venga modificato il movimento
delle singole parti, se nhon mutano per questo le forze esterne,
non cambiera il movimento del comun centro di massa. Queste
applicazioni saranno meglio comprese in seguito, quando po-
tremo invocare I'esempio di qualche effettivo movimento, prece-
dentemente indagato. Notiamo qui che il comun centro di massa
di tutti i corpi dell’universo dovra necessariamente aver movi-
mento uniforme rettilineo, o mantenersi immobile; e che cio sta
parimente pel comun centro di massa dei corpi componenti il si-
stema solare, ammesso che sia insensibile I'influenza delle stelle.

§ 255. — Alle (1, § 252) si pud dare la forma:

dove a, b. ¢ sono nuove costanti. Altra forma dei precedenti
teoremi, che giova notare pel confronto col seguito, sotto la
quale si chiamano qualche volta il “ teorema della quantita di
moto ,, e il “ teorema della conservazione della quantita di moto ,,.

i.° Postulato della forza elementare.

§ 256. — Ammetteremo che, per ogni condizione fisica
(§ 232), concepiti due corpi isolati, il vettore la cui orientazione
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e quella della forza motrice d’'uno di essi, e la grandezza il rap-
porto della grandezza della forza motrice medesima al prodotto
di quelle delle masse dei due corpi, abbia un certo limite dipen-
dente dalla posizione dei centri di massa dei due corpi, e, in
generale, dalla loro velocita, collo svanire del raggio d’una sfera
capace di contenere ciascun corpo, e, quando sia prescritto che
la mutua distanza dei centri di massa resti superiore ad un certo
termine, anche semplicemente collo svanire del rapporto del
raggio di detta sfera a questa mutua distanza.

Il vettore funzione di due punti, e, se occorre, delle loro
velocita, la cui orientazione & quella del suddetto limite, e la
grandezza il prodotto della sua grandezza per quelle di due
masse arbitrarie: debitamente distinto il punto corrispondente
al centro di massa del corpo cui si riferisce la suddetta forza
motrice — punto, cui si dira riferirsi il vettore in discorso —
e stabilito che a questo punto corrisponda una delle due masse,
mentre l’altra corrisponde al secondo punto: si chiama la “forza
elementare ,, relativa alla supposta condizione fisica.

Indicando con m, in' le grandezze delle due masse, di cui m
corrisponda al punto cui si riferisce la forza elementare, e le
componenti della forza elementare medesima con mm* X, niné 'Y,
m né Z, la forza motrice d’un corpo la cui massa abbia gran-
dezza m, e il centro di massa sia il punto suddetto, concepito
isolato con un corpo, la cui massa abbia grandezza m', e il centro
di massa sia il secondo punto, avra per componenti:

dove a, p, y svaniscono col raggio d'una sfera capace di conte-
nere ciascuno dei due corpi, e nel debito caso, collo svanire del
rapporto del raggio di questa sfera alla mutua distanza dei centri
di massa.

Espressione della forza motrice mediante la forza elementare.

§ 257. — Concepiscasi un corpo C isolato con un corpo C,
0, cio che non muta per nulla il ragionamento, con piu corpi
formanti un sistema, che chiameremo egualmente il corpo C.

12~*
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Immaginiamo il primo corpo decomposto in modo qualunque
in parti, e indichino A X, A Y, A Z le componenti della forza mo-
trice d’una sua parte qualsivoglia. Sara:

dove la sommatoria s’intende abbracciare tutte le parti.

Immaginiamo decomposto in parti anche il secondo corpo C,
e indichiamo con AXf, AYe aZ2 le componenti della forza mo-
trice della suddetta parte di C, concepita isolata con una parte qua-
lunque di Cr, e con a Xj, a Y], a Zj, le componenti della forza mo-
trice della stessa parte, concepita isolata con un’ altra parte qual-
sivoglia di C. Sara:

—_ 11 - -,

dove - e abbracciano rispettivamente tutte le parti del corpo
C che non sono la considerata, e tutte quelle del corpo C'. Per
conseguenza :

la prima delle quali doppie somme sappiamo aver valore zero
(8 246), e le due relazioni analoghe.

Il secondo membro &, come il primo, indipendente dalla
decomposizione dei due corpi. Quindi si pud scrivere :

dove lim -, lim -, lim indicano i limiti collo svanire del rag-
gio d’'una sfera comprendente le singole parti dei due corpi.

Indichino A m la grandezza della massa d’ una parte del
corpo C, il cui centro di massa sia il punto (r,y, z) del corpo
medesimo: e A mn A m quelle d'un’altra parte qualunque dello
stesso corpo, il cui centro di massa sia (X,, yJf zt), e della parte
qualunque del corpo C, il cui centro di massa sia (X'ty', z).
Pel postulato della forza elementare (8 256), sara :
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dove il punto cui la forza elementare si riferisce € in ogni caso
x Y, 2), e I'altro {x, y,, \,) nelle prime tre, e (*, y\ f) nelle
tre rimanenti, mentre a, p, y in ambedue le terne rappresentano
variabili evanescenti col raggio delle sfere suddette.

Ammettiamo che a, 3, y siano nel campo rappresentato da
ciascuno dei due corpi al tempo t uniformemente evanescenti
(8 239) °lItre di che X, Y, Z siano funzioni finite e general-
mente continue. * In tal caso:

e le analoghe: ossia, indicando con k, e k’ la grandezza della
densita in (xnyn :(,) e (X, Yy, "), e con«(= + et lagrandezza
del volume del campo rappresentato dal corpo C e dal corpo C'

al tempo t:
r 12., r

Forza acceleratrice in un punto totale, esterna e interna.

§ 258. - | tre vettori (X, Y, Z), (Xe Yt Zt) e (X], Yj, Zi)
si chiamano la “forza acceleratrice nel punto qualunque fx,y, 2
del corpo C, concepito isolato col corpo C', al tempo t wrispetti-
vamente “ totale ,, — qualifica che anche si ommette — “ esterna ,,
e “interna,,.

Scelto (x,y, s), la definizione originaria delle tre funzioni suppone (X, yltz)
distinto da esso. Ma, quando ci piaccia, potremo sempre supporre che, col ten-
dere del secondo posto al primo, ammettano il limite, e assumerlo per valore
nell'ipotesi che i due posti coincidano.
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Funzione delle forze.

§ 259. — * Funzione delle forze , per rispetto ad una de-
terminata specie di forza acceleratrice nei singoli punti di un
corpo si dice, quando esiste, una funzione delle coordinate dei
punti del corpo al tempo considerato, e, se capita, del tempo,,
tale che il suo coefficiente differenziale in un punto, secondo un
asse qualsivoglia, &€ la componente secondo questo asse della forza
acceleratrice della supposta specie nel punto considerato (§ 62).

Basta percio che, indicando con X, Y, Z le componenti
secondo i soliti assi coordinati della forza acceleratrice, di qua-
lunque specie sia, nel punto le cui coordinate al supposto tempo t
sono X, y, 1 — per modo che (x, y, 1) €& il posto qualunque del
campo rappresentato dal mobile al tempo t — sia:

dove V dinota, ad ogni istante, una certa funzione delle x, vy, ir
e nel corso del movimento, in generale, una funzione di queste
variabili e del tempo t

§ 260. — Supponiamo che la forza elementare corrispon-
dente alla supposta forza acceleratrice sia tale che, indicando
per un momento con x, y, 1 le coordinate del punto cui si rife-
risce, e con V una funzione finita e continua delle coordinate
di questo punto, del secondo, e, per avventura, del tempo, sia:

Avremo in tal caso, attribuendo ora a x, y, \ il precedente
significato di coordinate del punto del corpo considerato cui
corrisponde la forza acceleratrice (X, Y, Z), oltre di che indicando
con t' e le' la grandezza del volume e della densita del corpo
a cui si attribuisce di determinare in quello la specie in discorso
di forza acceleratrice:
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Accelerazione del centro di massa.

§ 261. — Si ha:

poiché le doppie somme di cui i primi membri sono i limiti,
secondo il precedente calcolo, hanno costantemente valor zero.
Quindi :

ossia :

che traducono, nelle presenti ipotesi, il noto teorema del movi-
mento del centro di massa (§ 252).

Accelerazione d'ogni punto.

§ 262. — Le tre (1, § 257), pur d'intendere che il corpo consi-
derato possa venire in qualsiasi modo a contatto dei corpi esterni,
stanno per ogni parte comunque piccola del corpo C: vale a
dire che sussistono quelle relazioni, intendendo che il campo cui
gl’integrali sono estesi sia una parte qualunque del corpo, anzi-
ché tutto il corpo, collo stesso valore di X, Y, Z in ogni punto.
Difatti, lo stesso ragionamento si applichera alla parte, soltanto
che rispetto ad essa fungera da corpo esterno I'insieme del pre-
cedente C', considerato come esterno rispetto a tutto il corpo,
e della parte complementare del corpo; donde segue che la forza
acceleratrice esterna in ogni punto sara composta di quelle che
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provengono dal corpo C', come per tutto il corpo, e dalla parte
complementare, mentre la forza acceleratrice interna sara com-
posta dell’eguale ed opposta a quest’ultima, e di quella che cor-
risponde a tutto il corpo.

In altri termini, fissato un punto qualunque del corpo C,
si ha:

comunque limitato sia I'intorno del punto a cui gl'integrali s’in-
tendono estesi. E per conseguenza (8§ 66) :

dove i simboli appartengono al punto considerato qualsivoglia.

Potenza di un sistema di forze applicato ai punti di un corpo,
corrispondente ad un atto di movimento.

§ 263. — Il vettore (kX, kY, k Z), intendendo che (X, Y, Z)
rappresenti una forza acceleratrice in un punto, si chiamera la
corrispondente “ forza specifica,, nello stesso punto. E conce-
pita per ogni punto d'un corpo una forza specifica, I'insieme dei
vettori applicati definiti dalle singole forze specifiche e relativi
punti si chiamera un “sistema di forze applicato ai punti di un

corpo ,,.
§ 264. — “Potenza d'un sistema di forze applicato ai punti
di un corpo corrispondente ad un atto di movimento, — s’in-

tende, al supposto istante — chiamiamo la quantita la cui misura é:

dove k indica al solito la grandezza della densita nel punto
qualunque del corpo di cui x,y, 1 sono le coordinate al supposto
istante, R e v rappresentano la misura della forza specifica e
della velocita in questo punto, e cos (/?v) il coseno dei loro
assi; ossia:
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Conformemente a cio:

si chiamera, quando occorre, la potenza della forza acceleratrice
X, Y, 2).

Riconosceremo ben presto l'utilita di questa espressione, e
la ragione del nome col quale traduciamo I’ actio agentis di
Neivton. * Pil comunemente usato ¢ il termine “ momento ,,
che trae origine da Galileo, ma puo dar luogo oggidi a qualche
confusione per l'altro significato che gli & attribuito.

§ 265. — La potenza d'un sistema di forze applicato ai
punti di un corpo, per la premessa definizione, ¢ una quantita
derivata, la cui unita ¢ rappresentata da [I121~3m\.

§ 266. — “ Risultante ,, o “composto,, di due o piu altri
si dice un sistema di forze applicato ai punti di un corpo quando
la forza acceleratrice d’ogni punto ¢ composta delle forze acce-
leratrici corrispondenti a ciascuno di essi.

Apparisce immediatamente dalla (2, § 264) che la potenza
d’un sistema di forze composto di piu altri ha per misura la
somma delle misure delle potenze di questi corrispondenti allo
stesso atto di movimento. Infatti, supposto

la (2, § 264) acquista senz’altro la forma:

Potenza delle forze interne ed esterne rispettivamente si
chiama quella che corrisponde al sistema delle forze accelera-
trici interne ed esterne (8 258). Quindi, in particolare, la potenza
d’un sistema di forze ha per misura la somma delle potenze
delle forze interne ed esterne corrispondenti allo stesso atto di
movimento.

* Principia. — Colonia Allobr. 1760 — Axiomata, Lex Ill, Scholium. Cfr.
Thomson e Tait, Naturai Philosophy. — London, 1879 — § 263, dove actio
agentis & tradotto con " activity



i86 Dinamica. — Proprieta generali del movimento.

§ 267. — Analogamente, scaturisce dalla (2, § 264) che se
I'atto di movimento considerato € composto di piu altri (§ 149),
la potenza d’un sistema di forze ad esso corrispondente avra
per misura la somma delle misure delle potenze dello stesso
sistema di forze corrispondenti ai singoli atti di movimento
componenti.

§ 268. — La potenza di un sistema di forze applicato ai
punti di un corpo corrispondente ad un atto di movimento che
si concepisce come puramente virtuale (8§ 180) si distingue,
quando giova, col termine di “ potenza virtuale ,, e la sua mi-
sura, coi simboli stabiliti per distinguere la velocita virtuale, si
rappresenta con

Teorema della forza viva.

§ 269. — Dalle equazioni (1, § 262) segue immediatamente :

ossia, indicando come nel § 264 con v la misura della velo-
cita al tempo t del punto qualunque del mobile, le cui coordi-
nate allo stesso tempo sono X, y, z, e posto:

sotto altra forma:

La quantita derivata la cui misura &€ T (non mai negativa),
per modo che la relativa unita € espressa colle unita principali
da [/21~-2m\, si chiama la “ forza viva del corpo all’istante
considerato
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Cosi troviamo che, “ ad ogni istante, la potenza del sistema
delle forze applicato ai punti di un corpo e eguale al coefficiente
differenziale della forza viva rispetto al tempo, pel valore che
segna ristante considerato E questa & una prima forma del
“ teorema della forza viva

§ 270. — Si deduce di qui senz'altro:

dove si passa dal secondo al terzo membro in virtu del § 221,
e nel quarto membro & sottintesa la variabile mediante la quale
si determina ad ogni istante la posizione del punto (x, v,
(cfr. 88 71, 72).

La quantita la cui misura e:

dove 5 indica la misura dell’arco di trajettoria del punto consi-
derato compreso fra la sua posizione (X, y, z) al tempo t e una
certa origine, si chiama il “ lavoro della forza acceleratrice
(X, Y, Z) corrispondente al movimento del relativo punto dal
posto al tempo tO al posto al tempo /; e analogamente la quan-
tita la cui misura é:

e quindi I'unita di misura rappresentata da [r t~2m\, come per
la forza viva, si chiama il “ lavoro del sistema di forze applicato
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ai punti del corpo, corrispondente al movimento del corpo me-
desimo dalla sua posizione al tempo tO a quella al tempo

Questo lavoro risulta eguale al corrispondente incremento
della forza viva. E in cid consiste il teorema della forza viva
nella sua forma ordinaria.

§ 271. — Come per la potenza, il lavoro d'un sistema di
forze applicato ai punti di un corpo corrispondente al movimento
del corpo da una posizione ad un’altra, quando il sistema di forze
¢ composto di piu altri, ha per misura la somma delle misure
dei lavori dei singoli sistemi componenti corrispondenti allo
stesso movimento.

Cosi, se LIt 22 sono le misure dei lavori di due sistemi di

forze, dei quali e risultante il sistema applicato ai punti di un
corpo, sara pel precedente teorema:

cioe il lavoro di un sistema eguale alla somma dell’incremento
della forza viva e del lavoro eguale ed opposto a quello dell’altro
sistema; che se l'incremento della forza viva é nullo:

e i lavori dei due sistemi sono eguali ed opposti.

Lavoro in alcuni casi semplici-

§ 272. — Supposto che ad ogni istante siano eguali per tutti
i punti la velocitd — per modo che il corpo in movimento trasla-
torio (8 143) — e la forza acceleratrice, la misura del lavoro,
per (2, § 270), risulta espressa da:

indicando con m la grandezza della massa del corpo: e cioe |l
prodotto della grandezza della massa, per la misura del lavoro
della forza acceleratrice d’un punto qualsivoglia del corpo cor-
rispondente al movimento di questo punto fra i due istanti
considerati.
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Supposto inoltre invariabile col tempo la forza acceleratrice
e l'orientazione della velocita, la (1, § 264), insieme colla prece-
dente espressione, fornisce per misura del lavoro :

dove 5 indica la grandezza del segmento compreso fra le posi-
zioni estreme d’'un punto qualsivoglia, R quella della forza ac-
celeratrice, e x I'angolo della forza acceleratrice e della velocita,
ossia della forza acceleratrice e d’'un asse avente l'orientazione
costante del movimento dei singoli punti: per modo chela mi-
sura medesima riesce il prodotto della componente della forza
motrice secondo detto asse per la grandezza del segmento de-
scritto da ogni punto fra gli istanti a cui il lavoro si riferisce.

§ 273. — Ognuno pud riconoscere come questo complesso
di risultati appaghi I'idea famigliare del lavoro, altra di quelle
alle quali la Meccanica si riserba di sostituire un concetto pre-
ciso : per modo che il confronto non si pud fare se non nel
senso di rilevare quanto questo concetto, come esattamente si
definisce, ritrae da quell’idea, qual’ € generalmente intesa.

§ 274. — Notiamo che la potenza di un sistema di forze
applicato ai punti d'un corpo corrispondente ad un atto di movi-
mento risulta aver per misura il coefficiente differenziale di quella
del lavoro dello stesso sistema di forze corrispondente al mo-
vimento dalla posizione ad un istante determinato alla posizione
all’istante qualunque, rispetto al tempo, pel valore che segna il
supposto istante. Nell’ipotesi che detto lavoro sia proporzionale
al tempo impiegato dal mobile per passare dalla prima alla se-
conda posizione, la potenza sara quindi semplicemente il lavoro
per unita di tempo. Questo é cid che nella Meccanica Applicata
si chiama *“ la forza a cui una macchina lavora e con termine
piu proprio, appunto “ potenza ,,.

Forza viva d’'un mobile in atto traslatorio e rotatorio.

8 275. — Nel caso dell’atto traslatorio, indicando con me v
la grandezza della massa e della velocita dell’atto traslatorio sup-
posto (8 150), si ha:
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8 276. — Nel caso dell'atto rotatorio, indicando con pe w
la grandezza della distanza del punto qualunque del corpo dal-
I'asse di rotazione e della velocita angolare, si ha del pari imme-
diatamente (§ 151) :

Momento d’inerzia.

§ 277. — La quantita di cui j*k p2d t € la misura, e per

conseguenza l'unita di misura rappresentata da [/2m\, si chiama
il “momento d’inerzia ,, del corpo considerato “ rispetto alla
retta la cui distanza dal punto qualunque ha per grandezza p,

— il precedente asse di rotazione — la qual retta, presa in un
senso o nell'altro, si chiama 1 “ asse del momento d’inerzia
Poniamo :

E facile vedere come questa quantita varia, a parita di direzione
dell’asse, colla sua posizione, e fissato un punto dell’asse, colla
direzione medesima.

§ 278. — Difatti, immaginati in primo luogo due assi paral-
leli, prendasi I'uno per asse delle z, e siano a, b le coordinate
del punto d’intersezione dell’altro col piano xy. I momenti d’'iner-
zia rispetto ai due assi si potranno rappresentare con:

E di qui:

dove O dinota la grandezza della distanza mutua dei due assi, £
guella della distanza del centro di massa del corpo dal primo
asse (cui corrisponde K), e cos ®il coseno dell’angolo dei semi-
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piani terminati al primo asse passanti pel secondo asse e pel
centro di massa.
Se il primo asse passa pel centro di massa si ha di qui:

per cui, “ per ogni direzione, all’asse passante pel centro di massa
corrisponde il momento d’inerzia minimo. ,,

§ 279. — In secondo luogo, supposto fissato un punto pel
quale I'asse deve passare, assumiamolo per origine delle coor-
dinate, e scelta comunque la direzione degli assi coordinati,
indichino a, Sy i coseni di direzione per rispetto ad essi dell’asse
cui corrisponde il momento d’inerzia K. Sara:

E cosi A, B, C sono le grandezze dei momenti d’inerzia per
rispetto agli assi delle x, delley e delle z: mentre D, E, F si
definiscono come misura di quantita (parimente corrispondenti
all'unita [/2m]) che si chiamano il “ momento composto rispetto
alla coppia di piani xy ex z,yzeyx, zxezy,, rispettivamente.

Questa e la relazione cercata, donde apparisce che, pei singoli
assi uscenti dal punto considerato, K sara I'inverso del quadrato
del raggio egualmente diretto della quadrica la cui equazione é

ellissoide col centro nel punto, che si chiama il corrispondente
“ ellissoide d'inerzia  Gli assi di questo ellissoide si dicono gli
“ assi principali d’inerzia ,, nel punto, e i corrispondenti momenti
d’inerzia, dei quali uno sara massimo e l'altro minimo, i “ mo-
menti d’inerzia principali ,,, " massimo “ medio ,, e “ minimo ,,.

Casi particolari sono quelli che I'ellissoide sia di rotazione,
o si riduca ad una sfera; nel primo dei quali I'asse di figura
sard un asse principale, e ad ogni asse ad esso perpendicolare
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competera un egual momento d’inerzia, mentre nel secondo il
momento d’inerzia sara, qualunque sia l'asse, lo stesso.

Cosi, I'insieme dei momenti d’inerzia rispetto ai singoli assi
passanti per un punto ¢ determinato in quel semplice modo dalla
terna vettoriale (8§ 54) di cui il suddetto ellissoide &€ la qua-
drica; e cioé la terna vettoriale le cui direzioni sono quelle degli
assi principali d’inerzia relativi al punto e le quantita i momenti
principali d’inerzia corrispondenti — ossia i cui parametri rispetto
ai supposti assi coordinati sono A, B, C, — D, — E, — F.

Indicando con P, Q, R le grandezze dei momenti d’inerzia
principali nel punto considerato, e intendendo che a, S, y rap-
presentino i coseni di direzione dell’asse del momento di cui K
e la grandezza, per rispetto agli assi principali d’inerzia nello
stesso punto, la (1) diventa:

§ 280. — Secondo quest’ultima relazione, si ha per la forza
viva d’'un corpo in atto rotatorio (§ 276), indicando con P, Q, R
le grandezze dei momenti d’inerzia principali in un puntp qual-
siasi dell’asse di rotazione, e con p, g r le componenti della
velocita angolare secondo gli assi principali d’inerzia nello stesso
punto :

Forza viva d'un corpo in atto rototraslatorio.

§ 281. — Siano ( m, L e p, g, r le componenti della velo-
cita dell’ atto traslatorio componente, e della velocita angolare
dell’atto rotatorio, secondo una terna d'assi coordinati ortogonali.
Posta l'origine in un punto dell’asse di rotazione, le componenti
della velocita del punto (r, p, $ saranno (§ 159):

E di qui si ricava:
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1 dowe jg 1), Hindicano le coordinate del centro di massa, e gli
altri simboli hanno il precedente significato.

Notiamo che la seconda linea si annulla nel caso dell’atto
di movimento elicoidale (al quale € sempre riducibile un atto
rototraslatorio), e in ogni caso se l'origine ¢ il centro di massa ;
mentre la terza linea, se si assumono per assi coordinati gli assi
principali d’inerzia relativi all’'origine, si riduce a:

Forza viva nel movimento relativo.

§ 282. — La considerazione della forza viva d’un corpo nel
suo movimento relativo ad una terna d’assi mobili considerati
come fissi conduce ad un risultato semplice nell’ipotesi che il
movimento degli assi sia traslatorio.

In tal caso, supposti gli assi fissi coll’'orientazione costante
degli assi mobili, abbiamo, indicando con a, B y al solito le
coordinate dell’origine degli assi mobili, e con x,y, z e ;, ) |
le coordinate d'uno stesso punto per rispetto agli assi fissi e
mobili :

Quindi:

dove v e usono le misure delle velocita del movimento degli
assi e del centro di massa del corpo nel suo movimento relativo
agli assi considerati come fissi: cos (vu) il coseno dell’ angolo
dei loro assi: e T, la grandezza della forza viva del corpo nel
movimento relativo medesimo.

Ne viene, nell'ipotesi che il centro di massa serbi posizione
invariata rispetto agli assi mobili:
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Teorema della conservazione dell’energia.

§ 283. — La forza viva ad un istante si chiama anche
I “ energia attuale ,, del corpo all’istante medesimo.

Questo termine trae origine dalla circostanza che, se s'im-
magina, in un intervallo di tempo che comincia coll’istante consi-
derato, un movimento per cui alla fine la forza viva si riduca a
zero, il lavoro del sistema delle forze applicato ai punti del corpo
corrispondente al movimento dalla posizione al primo istante alla
posizione al secondo sara negativo e di grandezza eguale a
quello della forza viva al primo istante (8 270). Dalla definizione
del lavoro segue che, quando la misura € negativa, concepito il
corpo decomposto nelle parti ai cui punti corrisponde un lavoro
della forza acceleratrice (8 270) positivo e negativo, predominera
il contingente fornito dalle seconde; e concepito per ogni punto
di queste decomposto I'intervallo considerato nei tratti ai cui
istanti corrisponde angolo acuto e angolo ottuso fra le orienta-
zioni della forza acceleratrice e della velocita, predominera il
contingente introdotto dai secondi. Ora, il senso del movimento
d'un punto ad un istante, quando I'angolo formato dall’'orienta-
zione della velocita con quella della forza acceleratrice & ottuso,
s’intende discorde da quello della forza acceleratrice. Conforme-
mente a cio, quando il lavoro ha misura negativa, s’intende che
il mobile, nel relativo intervallo di tempo, superi le forze deter-
minanti il movimento, in virtu delle sue condizioni al principio
dell’ intervallo, che gli conferiscono la necessaria energia. E
questa energia, per la semplice relazione col lavoro ora ram-
mentata, si concepisce rappresentata dalla forza viva.

Dallo stesso punto di vista, il lavoro corrispondente al mo-
vimento del corpo dalla posizione ad un istante alla posizione
ad un altro, quando & negativo, si concepisce come un lavoro
contrario alle forze, prodotto mediante la corrispondente dimi-
nuzione d’'energia, mentre quando € positivo si concepisce
come un lavoro compiuto dalle forze, che produce il corrispon-
dente aumento d’energia.
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§ 284. — Una variabile che riceve un valore per ogni po-
sizione cTun mobile si dice una funzione della posizione del
mobile; che se questa posizione si concepisce definita da un
insieme di variabili indipendenti, & chiaro che essa sara una
funzione di queste variabili. *

§ 285. — Supponiamo che, con una condizione fisica, esista
una funzione della posizione del mobile tale che il lavoro del
sistema di forze applicato ai punti del mobile corrispondente
al movimento dalla posizione ad un istante alla posizione ad
un altro, qualunque siano questi istanti, abbia per misura il suo
incremento pel passaggio dalla prima alla seconda posizione.
Indicandola con Wt sara pel teorema della forza viva (§ 270):

ossia:

che si puo scrivere:

Ne viene che ogni diminuzione o accrescimento di — IV &
accompagnato da un accrescimento o diminuzione di T d’egual
grandezza; e conformemente a cid la quantita di cui wx—w € la
misura, indicando IVXil piu gran valore che acquista W nel
corso del movimento, si concepisce tale che a spese d'una sua
diminuzione si produce un pari importo d’energia attuale, per
modo che il suo valore ad ogni istante rappresenta il totale
aumento d’'energia attuale di cui il corpo & suscettibile, mentre
a spese d'una diminuzione d’energia attuale si produce un pari
importo di essa, e il valore dell’energia attuale ad ogni istante
rappresenta il suo massimo accrescimento possibile. Per tal ra-
gione essa si chiama 1 “ energia potenziale ,, del corpo al sup-
posto istante; stabilito il qual termine, per la precedente rela-

zione, nelle relative ipotesi, il corpo possiede ad ogni istante
un’energia potenziale, e la somma di essa e dell’ energia attuale,
— detta 1 “ energia totale , — ha un valore costante.

Giovera rammentare che la posizione d'un corpo s'intende definita da
quella di tutti i suoi punti; come pure il vincolo esistente fra questa posizione
e la densita (88 240-243).
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Questo e il “teorema della conservazione dell’energia

§ 286. — Per immediata conseguenza, quando si verifica il
teorema della conservazione dell’energia, I'energia attuale riprende
lo stesso valore ogniqualvolta il corpo riprende la stessa posi-
zione: e se ai due estremi d’'un intervallo di tempo la posizione
del corpo é la stessa, *incremento dell’energia attuale, e il la-
voro delle forze applicate ai punti del corpo corrispondenti al
movimento dalla posizione al principio alla posizione alla fine
dell'intervallo sono nulli.

Ne viene che I'ipotesi della conservazione dell’energia esclude
la possibilita del cosi detto perpetuimi mobile', cioe d'un corpo,
o d’'un sistema di corpi, e, coi termini della pratica, d’'una mac-
china, tale che ogni suo ritorno allo stato iniziale sia accompa-
gnato da una produzione di forza viva, o di lavoro, o dell’'uno
e l'altro insieme. Che se ogni ritorno d’'un corpo allo stato ini-
ziale & accompagnato dall’accrescimento della forza viva d’altri
corpi formanti con esso un sistema, e I’energia potenziale sen-
sibilmente determinata dalla posizione del corpo, la sua forza
viva andra ogni volta diminuendo. Questo avviene pei corpi
in movimento presso la superficie terrestre, in conseguenza
dell’aria che li circonda, e in generale dei loro contatti con al-
tri corpi: per esempio, nel caso d’'una palla sospesa per un filo
ad un sostegno, la quale oscilla in seguito ad un impulso ini-
ziale; per modo che I'ipotesi della conservazione dell’ energia
collima col fatto sperimentale che nessun movimento d'un corpo
alla portata delle nostre mani si pud mantenere perpetuamente.

Basta questa riflessione a mettere in rilievo il significato
del teorema in discorso, dal quale infatti la Fisica ha tratto le
piu importanti conseguenze.

§ 287. — La suddetta funzione 1V, con termine che trae
origine da quello di energia potenziale, si chiama il k potenziale
del sistema di forze applicato ai punti del corpo ,, ed anche sem-
plicemente il “ potenziale del corpo (corrispondente a quel si-
stema di forze) ,.

Per quanto precede, sono equivalenti I'esistenza del poten-
ziale e la verificazione del teorema della conservazione del-
I’energia.
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§ 288. — Giova in molti casi concepire il sistema delle
forze applicate ai punti d’'un corpo come composto di due o piu
sistemi parziali (8 266), ciascun dei quali separatamente potra
ammettere un proprio potenziale o non ammetterne, in quanto
che il relativo lavoro parziale soddisfa o no all’ indicata condi-
zione (§ 285).

Abbiamo, in primo luogo, la decomposizione nei due sistemi
determinati dalle forze acceleratrici interne ed esterne (§ 258);

che se il primo ammette potenziale, si chiama il “ potenziale
del corpo sopra sé stesso
§ 289. — Piu in generale, sia il supposto sistema di forze

composto di due, che distingueremo con A e B: il primo dotato
di potenziale, 1V, e il secondo qualsivoglia. Chiamiamo altresi
“ energia totale relativa al sistema A ,, la quantita misurata
da T+ W1 — 1V; e indichiamo con L la misura del lavoro
parziale del sistema B corrispondente al supposto movimento
del corpo fra la fine del tempo /O e del tempo t Pel teorema
della forza viva:

ossia “ il lavoro del sistema B eguale al corrispondente incre-
mento dell’energia totale relativa al sistema A
§ 290. — La misura della potenza d'un sistema di forze

applicato ai punti d’'un corpo corrispondente ad un atto di movi-
mento del corpo ad un istante, quando esiste il potenziale, risulta
senz’altro il coefficiente differenziale del potenziale rispetto al
tempo, pel valore che segna Il'istante supposto.

Per una potenza semplicemente virtuale (§ 268) la misura,
conformemente a cid, sara OIV, dove 3 ha i significati a suo
luogo definiti (8§ 181, 183).

Forze acceleratrici
che ammettono funzione delle forze indipendente dal tempo.

§ 291. — Immaginiamo un sistema di forze applicato ai
punti d’un corpo, tale che se X, Y, Z e x,y, z indicano al so-
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lito le componenti della forza acceleratrice nel punto qualunque
e le coordinate di questo punto al tempo qualsivoglia t, sia

per modo che esista la funzione delle forze V (§ 259); e questa
funzione si supponga ad un sol valore e indipendente, cioé non
dipendente esplicitamente, dal tempo.

La misura del lavoro della forza acceleratrice (X, Y, Z)
corrispondente al movimento dalla posizione a /O alla posizione
a t (8 270), sara:

dinotando V e VO i valori della funzione delle forze nei posti
del punto ai suddetti istanti: rappresentata per conseguenza
dall’ incremento corrispondente d’una funzione della posizione
del punto mobile considerato (cfr. § 71-74).

§ 292. — In secondo luogo:

Quindi, nell’ipotesi in discorso, il sistema delle forze appli-
cate ai punti del corpo ammette potenziale rappresentato da:

sottintendendo, o intendendo inclusa in V, una costante additiva
arbitraria.

§ 293. — Un caso importante € quello della forza accelera-
trice costante per tutte le posizioni. Indicando con g la sua
grandezza, e assumendo I'asse delle ~ colla sua orientazione,
sara:

Quindi :
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dinotando m la grandezza della massa e z la z del centro di
massa del corpo.

Cosi la misura del lavoro corrispondente al movimento del
corpo dalla posizione ad un istante alla posizione ad un altro
qualsivoglia e il prodotto della forza motrice per la componente
dello spostamento del centro di massa secondo la supposta forza
acceleratrice, o, se ci piace, secondo la forza motrice medesima.

§ 294, — La (1, 8§ 291) e la (1, § 292) stanno parimente
nel caso che la V sia funzione a piu valori, intendendo che VO
rappresenti uno dei suoi valori nel posto iniziale del punto e
V il valore nel posto al tempo t che vi succede con continuita
secondo la successione dei posti relativi agli istanti intermedii
(cfr. 8 75). Quindi in questo caso il lavoro della forza accele-
ratrice e del sistema di forze applicato ai punti del corpo di-
pende in generale dalla successione degli stati intermedii.

2.0 Postulato della forza elementare.

§ 295. — L’esperienza conferma a posteriori il seguente
postulato.

La grandezza della forza elementare relativa ad ogni con-
dizione fisica (§ 256) & funzione simmetrica dei due punti corri-
spondenti, e la sua direzione quella della retta che li congiunge.

§ 296. — 11 senso potra esser quello che dal punto cui si
riferisce volge verso l'altro, o I'opposto. Nel primo caso la forza
elementare si dice “ attrattiva ,, o un’ * attrazione ,, : nel secondo,
“ repulsiva ,,, o una “repulsione ,,.

§ 297. — Indichiamo, come precedentemente (8 256), con
ninilx, nini v, nini z, le componenti della forza elementare
considerata, e (X, y, z), (X', y', z') siano il punto cui si riferisce,
e l'altro punto rispettivamente.

Secondo il precedente postulato sara:

dove :

secondo che la forza e attrattiva o repulsiva.
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Espressione delia forza acceleratrice
nei punti d’un corpo interna ed esterna.

§ 298. — Le componenti della forza acceleratrice in un punto
qualunque (%, vy, di un corpo concepito isolato con un altro,
interna o esterna (§ 2/8), avranno per espressione:

dove, per la forza acceleratrice interna, (v, y', z) rappresenta,
una volta fissato (r, y, z), il punto qualsivoglia dello stesso corpo,
le' la grandezza della densita in esso punto, e «* quella del volume :
e per la forza acceleratrice esterna, i medesimi simboli hanno
quel significato pel corpo esterno.

Espressione della potenza d’un sistema di forze interne
applicato ai punti d’un corpo, corrispondente ad un atto di movimento.

8§ 299. — Indicando, come al § 257, con X\, \, 2\ le com-
ponenti della forza acceleratrice interna nel punto qualunque
(v, y, z) d'un corpo, e con le la grandezza della densita in questo
punto, fissato il quale (xy', z') e le rappresenteranno anche il
punto qualsivoglia del corpo e la corrispondente grandezza della
densita, mentre quella del volume s’indichera con t o t ' secondo
che giova considerare il corpo come insieme dei punti (v, r, z>
o (X,y, 2", abbiamo :

E poiché le due integrazioni si riferiscono allo stesso campo
di cui cosi (x,y, z) come (x',y', z') rappresenta il punto qual-

. . ke k'R . . . . .
sivoglia, e LK. T & simmetrica per rispetto a questi due punti,
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comunque si scelgano, il secondo membro puod anche scriversi:

Ne viene:
Ora, da:
segue :

E introducendo questa relazione nelle precedente, ne rica-
viamo I'espressione della potenza d’'un sistema di forze interne
applicato ai punti d’un corpo corrispondente ad un suo atto di
movimento qualsivoglia al tempo t:

Nel caso d’'una potenza virtuale, quando giovi metterlo in
evidenza, ci varremo del solito simbolo 5; e con

abbiamo per misura di detta potenza:

La potenza d'un sistema di forze interne
applicato ai punti d’un corpo
corrispondente ad ogni atto di movimento rigido é nullo

§ 300. — Condizione necessaria e sufficiente perché un atto
di movimento del corpo in discorso ad un istante sia rigido e
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che sia, per ogni coppia di punti (v,y, z) e xy ', O, al SUP'
posto istante :

Sr= o.

Quindi, per la precedente espressione, la potenza d’un sistema
di forze applicato ai punti di un corpo corrispondente ad un atto
di movimento rigido qualsivoglia ¢ nulla.

In altri termini, ¢ :

ogniqualvolta (0% ly, oQ rappresenta la velocita all’istante con-
siderato del punto qualunque del mobile, per un atto di movi-
mento conciliabile colla rigidita.

Risultante d'un sistema di forze qualunque
applicato ai punti d’un corpo,
e risultante dei momenti dello stesso sistema rispetto ad un polo.

§ 301. — Immaginiamo un sistema qualunque di forze appli-
cato ai punti d'un corpo (8 263), e indichino X, Y, Z le compo-
nenti della relativa forza acceleratrice nel punto qualunque, x,y, \
e k le coordinate di questo punto e la densita in esso all'istante
considerato.

Conformemente al 8 70, il vettore le cui componenti sono :

si chiama il “risultante del sistema di forze applicato ai punti
del corpo ,: e il vettore le cui componenti sono :

il “ risultante dei momenti del sistema di forze applicato ai punti
del corpo rispetto al punto (a b, c) come polo ,,.
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La quantita del primo vettore ha per unita quella della forza
motrice, rappresentata da [/1~2m\: la quantita del secondo, I'unita
parimente derivata rappresentata da [/21~2m\.

§ 302. — Quando esista un punto (a, b, c) tale che il corri-
spondente risultante dei momenti sia nullo, per modo che la stessa
proprietd apparterra ad ogni punto della parallela alla risul-
tante delle forze passante per lo stesso punto, il risultante dei
momenti del sistema di forze considerato sara il momento rispetto
al supposto polo del vettore applicato di cui ¢ il vettore la risul-
tante del sistema delle forze e punto d’applicazione un punto
qualunque della retta suddetta, che si chiama percido “ asse d’ap-
plicazione ,, della risultante del sistema delle forze, mentre ogni
suo punto si chiama “un punto d’applicazione ,, (cfr. 8§ 50, 70).

Cio si verifica nel caso che le rette descritte pei singoli
punti del corpo nella direzione della relativa forza acceleratrice
— cioe gli assi dei vettori applicati formanti il sistema (8 263) —
concorrano in un punto; e l'asse d'applicazione é la retta pas-
sante per questo punto nella direzione della risultante del sistema
di forze (88 52, 70).

Un altro caso ¢ quello che le forze acceleratrici relative ai
singoli punti siano fra loro parallele, e la risultante del sistema
delle forze non nulla. Allora I'asse d’applicazione ¢ la parallela
alle forze acceleratrici passante pel punto le cui coordinate, indi-
cando con R la misura della forza acceleratrice relativa al punto

y, ?), sono:

il qual punto si chiama “il punto d'applicazione , senz'altro, o
anche “il centro , del sistema di forze parallele; e si vede che,
se R ¢ costante, cioé la forza acceleratrice eguale in ogni punto,
si riduce al centro di massa (88 52, 70).
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Espressione delia potenza di un sistema di forze
applicato ai punti di un corpo
corrispondente ad un atto di movimento conciliabile colla rigidita.

§ 3°3- — Sia ai punti di un corpo applicato un sistema
qualunque di forze, e rappresenti (x, y, *) il punto qualsivoglia
del corpo, e {X, Y, Z) la corrispondente forza acceleratrice.
L’ipotesi che il corpo sia in atto di movimento rigido si traduce
in quella che le componenti della velocitda di (x Y, siano
espresse da:

dove /, m, n, p, g, r sono parametri invariabili con x, vy, Ne
viene per espressione della potenza del supposto sistema di forze
corrispondente a tale atto di movimento :

Il risultante d’'un sistema di forze interne applicate ai punti di
un corpo e il risultante dei momenti dello stesso sistema di
forze per rispetto ad un polo qualsivoglia sono nulli.

§ 304. — Esprimendo in quella forma il primo membro della
(1, & 300), abbiamo:

Ne viene, concependo a ciascuno dei sei parametri successiva-
mente attribuito un valore diverso da o, e il valor o ai rimanenti,
che l'equazione medesima equivale alle sei:
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Equazioni cardinali del movimento.

§ 305. — Immaginiamo un corpo in movimento isolato con
uno o piu altri, e indichiamo con (X, Y, Z), (X\, Yj, Z\) e
(Xt Y( Z() la forza acceleratrice rispettivamente completa, in-
terna ed esterna al tempo qualunque /, nel suo punto qualunque,
le cui coordinate allo stesso tempo t sono x,y, z (§ 258).

Per (1, § 262) abbiamo:

e le analoghe.
Quindi, in conseguenza delle equazioni del precedente §,

tenuto calcolo delle (2, § 257):

Chiameremo talvolta queste equazioni, per la loro impor-
tanza nella teoria del movimento, “ equazioni cardinali ,. Os-
serviamo che esse equivalgono all’'unica:

per ogni atto di movimento del corpo al tempo t conciliabile
colla rigidita: la quale non ¢é altro che la (1, § 300), sotto diversa
forma.
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§ 306. — Queste relazioni forniscono per ogni tempo t il
risultante del sistema delle forze esterne applicato ai punti del
mobile considerato, il quale riesce la forza motrice, per modo
che ne indicheremo le componenti coi simboli X, Y, Z gia per
cio adoperati: e il risultante dei momenti dello stesso sistema
di forze esterne rispetto all’ origine delle coordinate (eh’é un
punto scelto a piacere) come polo, di cui indicheremo le com-
ponenti con My, Mv, Ms.

Cosi abbiamo:

La prima terna di queste equazioni o delle (1, § 305) e la
corrispondente delle (2, 8 304) traducono i teoremi del centro
di massa e del movimento del centro di massa (88 252, 253):
la seconda terna e la corrispondente delle (2, § 304), due nuovi
teoremi che passiamo ad esporre.

Risultante d'un sistema di quantita di moto
applicato ai punti d’ un corpo
e dei momenti dello stesso sistema rispetto ad un punto.

§ 3°7- — Rappresentate al solito con x, y, z le coordinate
del punto qualunque d’un corpo al tempo t, e con k la gran-
dezza della densita in esso punto allo stesso istante, il vettore

si chiamera la “ quantita di moto specifica ,, applicata al punto



Risultante d'un sistema di quantita di moto, ecc. 207

corrispondente alla velocita dello

stesso punto. E l'insieme dei vettori applicati definiti da questi
vettori e dai relativi punti del corpo, per tutti i punti del corpo
medesimo, si dira il sistema delle quantita di moto applicato ai
punti del corpo all'istante supposto.

Il vettore le cui componenti sono

fu gia definito come quantita di moto del corpo al tempo t\ e
potremo anche chiamarlo, secondo le premesse definizioni, il
“ risultante del sistema delle quantita di moto applicato ai punti
del corpo

Analogamente il vettore le cui componenti sono

si chiamera il “ risultante dei momenti del sistema delle quantita
di moto applicato ai punti del corpo per rispetto al punto (a, b, c)
come polo ,,.

Di questo vettore si pud dare un’altra definizione. Immagi-
niamo pel punto (a, b, ¢) un piano qualsivoglia individuato dalla
sua perpendicolare, cui attribuiremo anche un senso determinato
— asse del piano —: e concepita la projezione del punto (v, Y, z)
su questo piano per ogni valore di t, indichiamo con A la mi-
sura dell’area del triangolo curvilineo limitato dalla trajettoria
della projezione medesima, dal raggio vettore descritto dal punto
[a, b, c) alla projezione al tempo t, e da un raggio vettore fisso
uscente dallo stesso punto (a, b, c), supposta positiva o0 nega-
tiva secondo che, per rispetto all’asse del piano, & positivo o
negativo il giro che conduce per I angolo minore di due retti
dal secondo al primo raggio vettore. Se a, 8 y, dinotano i co-
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seni di direzione dell’asse del piano, sara, per una nota forinola
di geometria analitica : *

Per conseguenza, il vettore in discorso puo definirsi colla pro-
prieta che la sua componente secondo un asse qualunque ¢

dove A ha il suddetto significato pel piano passante pel punto
{a, b, ¢) il cui asse sia I'asse in discorso. E conformemente a
cido lo chiamiamo pure “ quantitd di moto areale del corpo ri-
spetto al polo (& I), ¢) , al tempo t

Quantita di moto areale in un atto di movimento rotatorio
rispetto ad un punto detrasse.

§ 308. — Supposto il mobile al tempo t in atto di movimento
rotatorio, scelgasi un punto qualunque dell’ asse istantaneo di
rotazione, e indichino p, g, r le componenti della velocita ango-
lare, e X I), i le coordinate del punto qualunque del mobile se-
condo la terna degli assi principali d’'inerzia del mobile in quel
punto. Le componenti della velocitd di detto punto secondo i
medesimi assi saranno:

Quindi la componente secondo il primo asse della quantita di
moto areale rispetto al punto considerato come polo

* Si osservi che il primo membro € la componente secondo I'asse (a,Y)
«del momento della velocita del punto (x,y,z) rispetto al punto (a b ¢) come
polo (8 197), e si confrontino i 8§ 43, 140.
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e indicando con P, Q, R i momenti principali d’inerzia relativi
al punto, corrispondenti ordinatamente ai tre assi, si conclude
che le componenti della quantita di moto areale in discorso
saranno:

per modo che il quadrato della grandezza sara:

t aremo uso di queste formole a suo luogo. Intanto notiamo
come ne emerga che la quantita di moto areale d’'un atto di
movimento rotatorio rispetto ad un punto dell’ asse non potra
esser nulla, se non ¢ nulla la velocita angolare, cioe 1 atto di
movimento medesimo.

Ora, indichino a-, V- (/— 1, 2, 3) i coseni di direzione
rispetto ad una terna d’assi fissi dei precedenti assi principali

«dinerzia. Le componenti della quantita di moto areale suddetta
secondo questi assi risultano:

Quantita di moto areale nel movimento relativo.

§ 3°9- — Consideriamo il movimento relativo ad una terna
d’ assi in moto traslatorio. Supposta I’ orientazione degli assi
fissi quella degli assi mobili, avremo col solito significato dei
simboli, e con  /, £indicando le coordinate del centro di massa
rispetto agli assi mobili:

e le analoghe; donde:
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Quindi, nell’ipotesi che il centro di massa serbi posizione
invariata rispetto agli assi mobili :

e le due analoghe.

Sono queste relazioni importanti fra le quantita di moto
areali del movimento assoluto rispetto ad un punto fisso e del
movimento relativo rispetto ad un punto invariabilmente unito
agli assi mobili; che se agli assi mobili € invariabilmente unito
il centro di massa, si vede che la seconda quantita di moto

areale ¢ indipendente dal polo.

Teorema delle aree.

§ 310. — La seconda terna delle equazioni (1, § 305) puod
porsi sotto la forma:

per modo che il coefficiente differenziale rispetto al tempo della
componente secondo un asse qualsivoglia della quantita di moto
areale d'un corpo &, ad ogni istante, cioé nello stato che compete
al corpo ad ogni istante, esclusivamente determinato dai corpi
coi quali il corpo considerato si concepisce isolato (cfr. 8§ 252,

261).
Questa proposizione costituisce il uteorema delle aree ,,.
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Teorema delle aree
nel movimento relativo ad una terna d’assi in moto traslatorio
a cui il centro di massa € invariabilmente unito.

§ 3ir- — Da (2, § 309) segue immediatamente, differen-
ziando rispetto a t:

D’altra parte :

come subito si trova, mediante il § 261, e tenendo calcolo che

Poniamo :

Per le due precedenti relazioni e la seconda terna delle
(1, §8 3°5) abbiamo immediatamente:
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Ora, essendo pel § 309 e (1, § 262):

puramente dipendenti dalle forze esterne,

diremo, secondo il 8 258, il vettore le cui componenti sono

la uforza acceleratrice esterna corrispondente al movimento re-
lativo ,,, e il vettore le cui componenti sono X\, Y\, Z\, cioé la
forza acceleratrice interna del movimento assoluto, anche forza
acceleratrice interna del movimento relativo in discorso.

Cio posto, (Mg, M*f M;) sara il risultante dei momenti del
sistema delle forze esterne applicato ai punti del corpo corri-
spondente al movimento relativo per rispetto al punto assunto
come origine degli assi mobili; e le equazioni (2), che hanno
la stessa forma delle (1) del § precedente, traducono il teorema
delle aree pel movimento relativo considerato.

Giova notare, in primo luogo, che essendo

la forza motrice corrispondente allo stesso movimento & nulla ;
e in secondo luogo che si ha:

e le analoghe; per modo che (Mg, M/ Mg) &, se si vuole, il ri-
sultante dei momenti del sistema delle forze esterne applicato
ai punti del corpo corrispondente al movimento assoluto, per ri-
spetto al centro di massa del corpo.



Teorema delle aree nel movimento relativo. 213

Questo risultante sara quindi nullo quando le forze accele-
ratoci nei singoli punti del mobile siano eguali, o le parallele
alle forze acceleratrici nei singoli punti descritte pei punti cor-
rispondenti concorrano nel centro di massa (§ 302).

Teorema della conservazione delle aree.

§ 312. — Supponiamo, in tutto I'intervallo di tempo consi-
derato, nullo il risultante dei momenti del sistema delle forze
applicato ai punti del corpo rispetto ad un polo. Assunto il polo
per origine delle coordinate, abbiamo, per quanto precede :

ad ogni valore di t Quindi, indicando con a, b, ¢ tre costanti :

ossia, coi simboli del § 307:

ove A dinota una nuova costante; che si pud anche porre sotto
la forma:

con A' rappresentando pure una costante. *

Questa forma dell’equazione sta egualmente in un intervallo qualunque,
pur d’intendere che A rappresenti, in ogni caso, la misura dell’area del triangolo
curvilineo generato dal raggio vettore, spiccato dal polo, della proiezione del
punto (x,y,s) sul supposto piano, partendo da una certa posizione; il quale si
concepisce costituito da una successione di triangoli curvilinei definiti come al
§ 3°7i d'area, se capita, alternativamente d’opposto segno.
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In altri termini, nelle suddette ipotesi, il risultante dei mo-
menti del sistema delle quantita di moto applicato ai punti del
corpo rispetto al supposto polo, ossia la quantita di moto areale
del corpo rispetto a questo polo, & costante per tutta la durata
del movimento.

In cid consiste il “ teorema della conservazione delle aree ,,

§ 313. — Uno dei casi piu importanti in cui si verifica il
teorema della conservazione delle aree e quello che il movi-
mento sia esclusivamente determinato dalle forze interne; e
allora il teorema regge qualunque sia il punto preso per polo.

In ogni altro caso in cui, come in quello, & nullo il risultante
del sistema delle forze applicato ai punti del corpo, il teorema, se
regge per un punto assunto come polo, reggera per ogni altro.

Diversamente l'ipotesi equivale a quella che, nel considerato
intervallo di tempo, il risultante del sistema delle forze esterne
applicato ai punti del corpo ammetta un asse d’applicazione (§ 50),
ogni punto del quale pud fungere indistintamente da polo.

§ 314. — Osserviamo che le stesse proposizioni stanno pel
movimento relativo ad una terna d’assi mobili in movimento
traslatorio, per rispetto alla quale il centro di massa serba po-
sizione invariabile, intendendo che tutti gli elementi ricordati
siano quelli del movimento relativo medesimo, e che il polo sia
invariabilmente unito agli assi mobili (§ 311). E poiché la forza
motrice corrispondente al movimento relativo & nulla (8§ 311),
il teorema regge per tutti i poli se si verifica per uno.

8§ 315. — Anche dal teorema delle aree e della conserva-
zione delle aree si possono ricavare conseguenze che collimano
con noti fatti sperimentali, cosi da potersi invocare come spie-
gazione dei fatti medesimi. Per questi teoremi, in un corpo i
cui punti ad un istante abbiano tutti velocita nulla, come quando
si supponga originariamente immobile, non potra nascere per
effetto delle forze interne, senza il concorso di forze esterne, un
movimento rotatorio, o polare: ne, piu in generale, alcun mo-
vimento pel quale abbia valore diverso da zero la quantita di
moto areale per rispetto ad un punto; e se ad un istante tutti
i suoi punti hanno egual velocita, non potra assumere un movi-
mento cui corrisponda per rispetto ad una terna d’assi alla
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quale il centro di massa sia invariabilmente fisso un movimento
relativo rotatorio, o polare, o piu generalmente tale che riesca
diversa da zero ad un istante la quantita di moto areale ri-
spetto ad un punto invariabilmente unito alla terna medesima.
D’altra parte, ove un mobile possieda un movimento cosi fatto,
non potra, senza l'intervento di agenti esterni, ridursi in quiete,
0 assumere qualsiasi altro movimento pel quale la suddetta quan-
tita di moto areale ad un istante sia nulla.

Abbiamo veduto che condizione necessaria e sufficiente
perché un atto di movimento rotatorio sia nullo & che sia nulla
la quantita di moto areale rispetto ad un punto qualunque del-
I'asse (8 308). D’altronde ogni movimento rigido é tale che, se
s'immagina una terna d’assi in movimento traslatorio cui il cen-
tro di massa sia invariabilmente unito, 1 atto di movimento ad
ogni istante del corrispondente movimento relativo a questa
terna e rotatorio, coll’ asse passante pel centro di massa (cfr.
8§ 124, 132). Quindi, nella doppia ipotesi che il movimento non
possa essere che rigido e sia esclusivamente determinato dalle
forze interne del corpo, se ad un istante il suddetto atto di mo-
vimento relativo & nullo, lo sara costantemente: cioe il movi-
mento sard traslatorio. Che se ad un istante sara nulla la velo-
citd del centro di massa, o il relativo atto di movimento, come
quando il corpo sia originariamente in quiete, questo movimento
traslatorio avra costantemente velocita nulla (§ 253): per modo
che il corpo si manterrd in quiete.

In conclusione, non pud nascere dalla quiete, o terminare
con essa, un movimento rigido puramente determinato dalle forze
interne del mobile. Percio, se un corpo & sensibilmente rigido,
come una pietra, una sbarra metallica, sara necessario |’ inter-
vento d’'un agente esterno perché vi si susciti dal riposo un
movimento apprezzabile qualsivoglia, e supposto che sia in mo-
vimento, per ridurlo in quiete. E neppure potra crearsi o estin-
guersi il componente polare rispetto al centro di massa di quel
movimento, o il complementare componente traslatorio (88 124,
132) ; donde scaturiscono egualmente ovvie applicazioni.

Le azioni muscolari, riducendosi a forze interne, non po-
tranno, senza il concorso di agenti esterni, modificare la quan-
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tita di moto areale dell’animale che le esercita, sia pel movi-
mento assoluto rispetto ad un punto fisso, sia pel movimento
relativo ad una terna d’assi in moto traslatorio cui il centro
di massa € invariabilmente unito, rispetto ad un punto fisso
a questa terna; donde segue, in particolare, quando non inter-
venga un’azione esterna, la necessaria connessione di giri delle
diverse parti in verso opposto, e I'esclusione della possibilita
di produrre dal riposo un movimento rotatorio, o distruggerlo
— non altrimenti che un traslatorio (§ 254) — o trasformare
I’un nell’ altro un movimento traslatorio e rotatorio, cosi asso-
luto come relativo alla suddetta terna d’assi mobili coi centro
di massa.

Altra conseguenza: se un corpo gira intorno ad un asse
fisso cosi che il raggio condotto perpendicolarmente da questo
asse ad un punto qualunque descriva alla fine d’ un tempo
qualsivoglia un angolo di misura eguale per tutti i punti, e si
contrae per modo che diminuisca per ogni punto la grandezza
di quel raggio, nell’ipotesi che il movimento sia puramente

determinato dalle forze interne, dovra crescere a misura

circostanza che serve di fondamento alla teoria cosmogonica di
Laplace.

Immaginato il sistema formato da tutti i corpi dell’'universo,
il suo centro di massa, se non & immobile, avrd movimento
uniforme rettilineo, cioé velocita costante, cid che forma un vet-
tore invariabile dell’ universo (§ 254). Un altro vettore invaria-
bile & la quantita di moto areale del medesimo sistema nel suo
movimento assoluto rispetto ad un punto qualsivoglia fisso, o
nel suo movimento relativo ad una terna d’assi cui il centro di
massa € invariabilmente unito rispetto ad un punto qualsivoglia
fisso a questa terna. E lo stesso vale pel sistema solare, se si
prescinde dall’influenza delle stelle.

§ 316. — Con termine introdotto da Laplace, quando si
verifica il teorema della conservazione delle aree, il piano pas-
sante pel supposto polo della quantita di moto areale perpendi-
colare all’'asse della quantita di moto areale medesima si chiama
il corrispondente “ piano invariabile ,,.
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Forze centrali.

§ 317. — La forza elementare si dice “ centrale ,, quando,
oltre essere la sua direzione quella della congiungente i centri
di massa dei due corpi, conformemente al 20 postulato (§ 295),
la sua grandezza é funzione della loro mutua distanza, e non
dipende esplicitamente dal tempo.

§ 318. — Richiamiamo i simboli del § 297, e poniamo:*

ove va preso — o secondo che la forza elementare é attrat-
tiva o repulsiva. Poiché si ha:

e le due analoghe, le (i, § 297) ci danno:

il v 1y 1"
\

Percid chiameremo V la « funzione delle forze della forza ele-
mentare ,, o “ funzione delle forze elementari ,. E salvo affer-
mare il contrario, V si supporra funzione delle coordinate dei
due relativi punti x,y, z, x',y',z', nei campi ove occorre con-
siderarli, continua e finita.

§ 319. — Cio posto, secondo il § 260, rappresentando con
(A, Y, Z) la forza acceleratrice corrispondente alla forza ele-
mentare in discorso determinata nel punto {x,y,zs d’'un corpo
da uno di cui k' e t' indicano la grandezza della densita nel
punto qualunque e del volume, abbiamo:

S’intende che V, per quanto € definita da questa equazione, include una
costante additiva arbitraria, la quale si potra concepire opportunamente deter-
minata. Che se la rappresentiamo con C, ne consegue una costante additiva in
V e IV (88 319, 320) rappresentata rispettivamente da in C e nr C.
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Cioé la forza acceleratrice {X, 7, Z) ammettera la funzione delle
forze, che sara V, funzione delle x,y, z e generalmente del
tempo t

§ 320. — Supponiamo che i due corpi suddetti rappresen-
tino ad ogni istante lo stesso corpo; cosi che (X, Y, Z) sia la
forza acceleratrice interna nel punto qualunque di esso al tempo
qualsivoglia t

La potenza del relativo sistema di forze applicato ai punti
del corpo, corrispondente ad un atto di movimento qualunque
del corpo al tempo t sara rappresentata, per (1, § 299), da

dove :

Quindi il sistema di forze in discorso ammette il poten-
ziale W, definito dalla precedente relazione, o, conformemente

a (i; § 3J9), da

Osservazione. Notiamo che una potenza virtuale, quando
occorre distinguerla, sara analogamente rappresentata da OIV.

§ 321. — La forza elementare centrale si segnala per la
sua semplicita. Una celebre teoria fisica attribuisce una forza
elementare centrale ad ogni specie di movimento dei corpi na-
turali, per modo che si verifichi il teorema della conservazione
dell’energia nel movimento del sistema costituito da tutti i corpi
dell’ universo, e d’ogni insieme di corpi naturali che si conce-
pisca sensibilmente isolato. Cio che collima coll’ esperienza, se
si computano come energia il calore ed altre quantita apparte-
nenti al dominio della Fisica, la cui produzione e scomparsa
suol accompagnare la scomparsa e la produzione dell’ energia
coni’é definita dalla Meccanica, in un rapporto che all’esperienza
risulta completamente determinato.
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Equilibrio.

§ 322. — “ In equilibrio ,, in un intervallo di tempo, si dice
un corpo, o un sistema di corpi, quando, nell’ intervallo mede-
simo, la posizione d’ogni suo punto si mantiene invariata.

Cio vai quanto dire che, nel supposto intervallo, la velocita
d’'ogni punto € costantemente nulla; donde segue pel § 242 che
sara costante in ogni punto la densita, e immediatamente che
sara pure costantemente nulla I'accelerazione.

§ 323- “ Per quest’'ultima circostanza le (1, § 305) si tra-
ducono senz’altro nelle

o con altra scrittura (8 306) nelle

e queste relazioni esprimono che “ condizione necessaria per
I'equilibrio di un corpo in un intervallo di tempo & che siano
nulli nell’ intervallo medesimo la forza motrice o risultante del
sistema delle forze esterne applicato ai punti del corpo, e il
risultante dei momenti dello stesso sistema delle forze interne
rispetto ad un punto qualunque Notiamo che, soddisfatta la
condizione che sia nulla la forza motrice, bastera che sia nullo
il risultante dei momenti rispetto ad un punto, perché lo sia
anche rispetto a qualsiasi altro.

Chiameremo queste relazioni le “ equazioni cardinali del-
I'equilibrio ,. Esse equivalgono all’'unica fcfr. § 305C
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ove (3x, oy, 0 rappresenta la velocita del punto qualunque del
corpo di cui alP istante considerato X, y, z sono le coordinate
per un atto di movimento qualsivoglia del corpo allo stesso
istante conciliabile colla rigidita: dalla quale si deducono, ap-
plicandola successivamente a tre atti di movimento traslatorio
colla velocita parallela ai tre assi delle x, delley e delle z, e a
tre atti di movimento rotatorio aventi gli stessi assi per asse
istantaneo di rotazione.

Ove il sistema delle forze esterne applicato ai punti del
corpo ammetta il potenziale 1V, quest’ equazione si riduce alla
sua volta a

col vincolo della rigiditda del corpo: la quale & condizione ne-
cessaria perche, collo stesso vincolo della rigidita, il valore
del potenziale col supposto stato del corpo sia massimo o mi-
nimo.

§ 324. — Ogni posizione d’'un mobile in cui esso pud man-
tenersi in equilibrio nell’ipotesi di un sistema di forze di deter-
minata specie applicato ai suoi punti si chiama, per rispetto a
questa specie di forze, una “ posizione d’equilibrio ..

Ora giova fare una distinzione importante. “ Stabile ,, si
dice una posizione d’equilibrio quando, concepito che il mobile
vi si trovi ad un istante con una certa forza viva, non se ne
scostera, nel corso d'ogni possibile movimento, fuori di dati li-
miti, pur di supporre detta forza viva inferiore a un termine
opportuno.

Praticamente & impossibile sottrarre in modo assoluto un
corpo alle cause che vi determinano una forza viva, ma solo
impedire che questa non oltrepassi una certa misura; per modo

che, soltanto in tal caso, il mobile manterra sensibilmente Ila
supposta posizione.
§ 325. — | criterii della stabilita dell’equilibrio richiedono

uno studio diverso a seconda del caso. Nell’ ipotesi che esista
il potenziale & facile riconoscere che una posizione per la quale
esso riceve un valor massimo sard posizione d’equilibrio stabile
(regola di Dirichlet).
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Difatti, indichi WQ questo valore, e si concepisca ad un
istante il sistema in tal posizione con forza viva di grandezza TO
Indichino parimente W e T il valore del potenziale e della
grandezza della forza viva nella posizione assunta dal sistema
ad un istante qualunque con un movimento qualsivoglia possi-
bile nelle supposte condizioni. Sara:

donde :

e poiché T> o:

Ora, se WO ¢ un massimo di Wy sara, almeno per tutte le po-
sizioni che non si scostano fuori di certi termini da quella cui
corrisponde IV0O, WO0_- IV >, Quindi in questo caso la pre-
cedente relazione diventa:

Ne viene che, se &€ TO— o, cioé nella supposta posizione la
velocita d’ogni punto del corpo é nulla, sara ad ogni istante:

e il corpo manterrd la posizione medesima. E in generale, sup-
posto TO<C e, sara:

per modo che il corpo non si scostera dalla posizione in discorso
tanto che | WO— W Jraggiunga il valor i, per piccolo che si
supponga.

Movimento ed equilibrio relativo.

§ 326. — Dai precedenti risultati si deducono immediata-
mente i corrispondenti che si riferiscono al movimento relativo
ad una terna d’'assi mobili comunque, considerati come fissi in
una posizione, sostituendo alla forza acceleratrice del movimento
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assoluto in ogni punto e ad ogni istante la risultante della forza
acceleratrice medesima, deireguale ed opposta all'accelerazione
del moto di strascinamento del punto all’ istante considerato, e
dell’accelerazione centrifuga composta (8 429).

Si dice poi che un corpo, in un intervallo di tempo, ¢ “in
equilibrio relativo ad una terna d’assi mobili considerati come
fissi in una posizione ,, quando ogni suo punto, in tutto il sup-
posto intervallo, serba posizione invariata rispetto agli assi mo-
bili medesimi : donde scaturisce che la velocita e I'accelerazione
del movimento relativo alla terna sard costantemente nulla. Sara
quindi nulla I" accelerazione centrifuga composta; e per conse-
guenza basta sostituire, per passar dal caso dell’equilibrio asso-
luto a quello dell’equilibrio relativo, alla forza acceleratrice ef-
fettiva la risultante di essa e dell’eguale ed opposta all’ accele-
razione del moto di strascinamento.

§ 327. — Questo vettore, nell’ ipotesi che uno degli assi
della terna mobile sia fisso e il movimento degli altri due sia
rotatorio uniforme intorno ad esso come asse di rotazione, di-
venta l'accelerazione centrifuga del punto nel posto che gli com-
pete all’istante considerato (8§ 203).

Assunto I'asse fisso per asse delle  le componenti di detta
accelerazione centrifuga secondo tre assi aventi I'orientazione
degli assi mobili al supposto istante sono

con 0 indicando la misura della velocita angolare.

Quindi I'insieme delle accelerazioni centrifughe dei punti
d’un corpo, concepite come forze acceleratrici, ammette la fun-
zione delle forze (§8 259):

ossia, indicando con O la distanza del punto dall’asse di rota-
zione all’istante considerato:

che non dipende esplicitamente dal tempo.
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Ne segue, nel modo a suo luogo esposto (§ 292), col solito
significato dei simboli, il potenziale

N~ d

che si dice il “ potenziale delle forze centrifughe ,, e altro non
é che la misura della forza viva del moto di strascinamento
all’istante considerato.

Quindi, pel § 325, se il sistema delle forze effettive ammette
il potenziale, una posizione per cui riceva valor massimo la
somma di questo potenziale e di quello delle forze centrifughe
sard d’equilibrio stabile relativo agli assi in discorso.

Punto materiale.

§ 328. — Per brevitd di linguaggio, quando una proprieta
appartiene ad un punto variabile col tempo collegato con una
massa invariabile, I’enuncieremo talvolta come appartenente ad
un cosi detto “ punto materiale ente ideale, puramente defi-
nito da quei due elementi, che si chiamano appunto il posto ad
ogni istante e la massa del punto materiale.

Con questa convenzione la forza elementare corrispondente
ad una certa condizione fisica (§ 256) si chiamera, quando ci
piaccia, la forza motrice di un punto materiale isolato con un
altro, in quella condizione fisica: intendendo che i posti dei due
punti siano quelli dei centri di massa dei due corpi cui la legge
elementare si riferisce — debitamente distinto quello a cui la
forza motrice appartiene — e le masse, quelle dei due corpi
medesimi.

Analogamente, se (A, Y, Z) é la forza acceleratrice in un
punto d’un corpo C isolato in presenza di un corpo C' (§ 258),
e in la grandezza d’'una massa qualsivoglia, il vettore (/#/X,
my, mZ) si chiamera talvolta la forza motrice d’'un punto ma-
teriale avente il posto del suddetto punto del corpo C, e massa
di grandezza in, concepito isolato col corpo C'. Cosi, la forza
acceleratrice si dira anche questa forza motrice nell’ipotesi che
la grandezza della massa del punto materiale sia I'unita.
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§ 329. — Rappresentando in ogni caso con X, Y, Z le
componenti della forza motrice d’un punto materiale di cui X, y,
sono le coordinate al tempo t e m la grandezza della massa,
il movimento del punto (% y, £ conforme alle equazioni :

si dice quello del punto materiale, per effetto della forza mo-
trice (X, Y, 2).

Con tale linguaggio si enuncia, per esempio, il teorema del
centro di massa (8 252) dicendo che il movimento del centro
di massa d'un corpo € quello d'un punto materiale avente il
posto del centro di massa medesimo, e cosi la massa come la
forza motrice del corpo: cioé forza motrice eguale alla risul-
tante del sistema delle forze esterne applicato ai punti del corpo.

Osserviamo che il movimento del centro di massa d'un
corpo concepito isolato con un altro avra per limite quello d’'un
punto materiale avente lo stesso posto, la massa del corpo, e
forza motrice eguale alla forza elementare, collo svanire del
raggio d'una sfera capace di contenere ciascuno dei due corpi,
0 del rapporto del raggio medesimo alla minima distanza dei
centri di massa — questo, s’intende, nel caso che alla distanza dei
centri di massa sia prescritto un valor minimo superiore a zero —
cosi da potersi assumere sensibilmente un movimento per I'altro
quando le dimensioni dei due corpi siano inferiori ad un certo
termine, o superiore ad un certo termine la minima distanza
dei loro centri di massa.

Analogamente, quel movimento ha per limite il movimento
dello stesso punto materiale per effetto della forza motrice
(mX, mY, mZz), ove (X, Y, Z) rappresenta la forza accelera-
trice nel centro di massa in discorso, collo svanire del raggio
d’'una sfera capace di contenere il corpo, 0, nel debito caso,
del rapporto di questo raggio alla minima distanza del centro
di massa da un punto qualsivoglia degli altri corpi coi quali il
corpo considerato si concepisce isolato.
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CAPITOLO IIL
GRAVITA.
Leggi di Kepler.

§ 330> ~ Kcpler dedusse dalle osservazioni astronomiche le
seguenti leggi, dove i corpi celesti sono assimilati a punti, giu-
dicandosi entro i limiti degli errori d’osservazione le differenze
provenienti dal riferirsi ad un punto piuttosto che ad un altro.

i.° L’area descritta dal raggio vettore condotto dal sole
ad un pianeta e proporzionale al tempo impiegato a descriverla.

2.0 Ogni pianeta descrive un ellisse di cui il sole occupa
un foco.

3.0 | quadrati dei tempi impiegati dai vari pianeti a de-
scrivere le relative ellissi sono proporzionali ai cubi dei loro
grandi assi.

Forza elementare di gravitazione universale — Legge di Newton.

§ 331. — Consideriamo un pianeta, e prendiamo il piano
della sua orbita per piano xy, il sole per origine delle coordinate.

Indicando con x, y le coordinate del pianeta al tempo t, la
ialegge é espressa da

dove A rappresenta una costante.
Di qui:

cioe:
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Quindi: “ I’accelerazione d’ogni pianeta ha costantemente

la direzione della retta congiungente il pianeta col sole. ,,
Poniamo conformemente a cio :

dove R si suppone positivo per modo da rappresentare la gran-
dezza assoluta dell’accelerazione.
Ne viene :

D’altra parte, quadrando (i) e

e sommando le due equazioni cosi ottenute, membro a membro,
si ha:

e di qui, per (3):

Ora, per la legge, dirigendo I'asse della x secondo I'asse
maggiore dell’orbita, dalla parte del vertice piu prossimo al sole,
e indicando con a ed e la grandezza del semiasse maggiore e
I'eccentricita :

Quindi :

e per (5);
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Poiché 1 —el>0 e R~>o0, occorre prendere il segno in-
feriore; cioe nelle (2) il segno —.

Quindi : “ I'accelerazione d’ogni pianeta & costantemente volta
verso il sole: e nelle varie posizioni del pianeta, inversamente
proporzionale al quadrato della sua distanza dal sole. ,,

Si ha poi, indicando con 'I' il tempo impiegato dal pianeta
considerato a descrivere la propria orbita:

Quindi :

_ (1 .
E poiché, per la 31llegge, r2ha lo stesso valore per tutti i

diversi pianeti, in conclusione: “ l'accelerazione dei pianeti e
costantemente volta verso il sole, e inversamente proporzionale
al quadrato della loro distanza dal sole. ,,

Devesi questa deduzione a Newton, * il quale fondd sopra
di essa la celebre legge portante il suo nome, che noi enuncie-
remo in questi termini: “ Un punto materiale isolato con un altro
possiede una forza motrice volta verso 1 altro punto, di gran-
dezza proporzionale al prodotto delle grandezze delle masse dei
due punti, e inversamente proporzionale al quadrato della loro
distanza. ,, **

Noi intenderemo che sia cosi definita la forza elementare
relativa al movimento di due o piu corpi a distanza sensibile,
vale a dire tale che I'esperienza li rileva disgiunti, e in quella
condizione fisica che sembra propria dei corpi, senza bisogno
di particolari operazioni per provocarla, che chiamiamo lo stato
naturale (§ 232). In tale ipotesi avviene come se due corpi ten-
dessero l'uno verso l'altro, o si attirassero mutuamente secondo
la legge suddetta : e questa proprieta si chiama la “ gravitazione
universale ,,, o anche “ attrazione universale,,.

Insistiamo sulla circostanza della distanza sensibile. L ’espe-

Principia, Col. Allobr., 1760, Lib. Ili, Prop. 2.a
loie/., Prop. 7/
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rienza non conferma le conseguenze dell’ipotesi che la legge
in discorso si estenda alle forze interne, donde si deduce che
per distanze inferiori ad un certo limite cessa di valere. *

§ 232. — Per la precedente definizione, la forza elementare di
gravitazione universale & un’attrazione (§ 296), centrale (8 317),
la cui grandezza, indicando con tn, m! e r le grandezze delle
masse e della mutua distanza dei punti a cui si riferisce, é rap-
presentata da

ove X2 dinota una costante positiva.
Quindi, se x, y, 1 e x', ¥y, designano le coordinate ordi-
narie dei due punti, le sue componenti pel primo punto saranno:

o in altra forma:

per modo che

€ nel caso in discorso, la funzione delle forze elementare (cfr.

§ 3i8).

* Secondo la definizione data a suo luogo (§ 256), la forza elementare
relativa ad una condizione fisica si deve concepire dedotta dal movimento di
due corpi isolati, I'uno coll’altro, nella condizione fisica medesima; che se si
pone la restrizione che la distanza dei centri di massa dei due corpi si man-
tenga superiore ad un certo termine, questo si deve intendere un carattere
integrante della forza elementare considerata. Naturalmente non si potra
senz’ altro applicare al calcolo della forza acceleratrice interna la forma cosi
trovata della forza elementare, ancor che il suddetto termine risulti inferiore a
qualunque lunghezza apprezzabile; e se a cid non serve — il caso della forza
elementare newtoniana — si deve intendere che la forma stessa regga fino ad
un certo limite della mutua distanza dei punti relativi, o che sia un’espressione
approssimata sensibilmente verificata dall’ esperienza per ogni distanza che i
nostri comuni mezzi d'osservazione valgono ad apprezzare direttamente.
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x2 numero dipendente da un’unita derivata [xJ, la quale,
indicando per un momento con [/] I'unita di quantita di forza,
soddisfa a

ed e quindi rappresentata colle unita fondamentali da [/31 2m J,
si chiama la “ costante della gravitazione universale

Forza acceleratrice e motrice di gravitazione universale.

8 333- ~ Indichino (x,y, ¥, k e til punto qualunque, la gran-
dezza della densita in esso, e quella del volume d'un corpo C;
~, k', e « gli stessi elementi per un altro corpo C; e
nessun punto sia comune al campo rappresentato dai due corpi
medesimi.
Posto :

dove :

la forza acceleratrice (Ar Y, Z) nel punto (x, v, determinata
dal corpo C, secondo la legge newtoniana — cio che chiame-
remo la forza acceleratrice di gravitazione universale determi-
nata dal corpo C — sara data da

e la risultante (X, Y, Z) del corrispondente sistema di forze ap-
plicato ai punti del corpo C, cioé la forza motrice di gravita-
zione universale del corpo C isolato con C', * da

Una circostanza fondamentale essendo la composizione della forza mo-
trice propria del movimento mediante quelle che corrispondono all’ ipotesi che
il corpo sia separatamente isolato coi diversi corpi di cui s’intende in presenza,
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Funzione potenziale.

§ 334- \b» funzione, ad ogni istante, del posto (x,y, ), ¢ la
funzione delle forze corrispondente a (X, Y, Z), che possiamo
chiamare la funzione delle forze di gravitazione universale de-
terminata dal corpo C'.

La stessa qualita compete naturalmente a tutte le funzioni
che se ne ricavano aggiungendovi una costante arbitraria, fra
le quali essa si distingue per la circostanza che il suo limite col-
I'allontanarsi infinitamente del .punto (x,y, ¢ o.

Concepita come funzione del punto (x,y, dello spazio, essa
sostiene una parte importantissima cosi nella teoria della gravi-
tazione, come in parecchie altre questioni, e riceve il nome di
" funzione potenziale ,, del corpo sul punto relativo (che si chia-
mano talvolta corpo potenziante e punto potenziato).

Ci limiteremo a rilevare le seguenti proprieta che la fun-
zione potenziale d’un corpo possiede, nella nostra ipotesi che il
punto potenziato non appartenga al corpo potenziante.

V e le sue derivate rispetto alle coordinate del punto po-
tenziato, di qualunque ordine, sono funzioni finite e continue di
queste coordinate.

Indicando con p la grandezza della distanza del punto po-

tenziato dal centro di massa del corpo potenziante, pV e p2~J~

si mantengono inferiori, col crescere infinitamente di p, ad un
termine assegnabile.
Si verifica I'equazione detta “ di Laplace ,,:

e ciascuna condizione fisica separatamente posseduta da ogni corpo, non ha bi-
sogno di giustificazione 1 uso dal termine forza motrice per designare il risul-
tante di un sistema di forze applicato ai punti di un corpo, ancor che possa es-
sere puramente un componente di quella che determina il movimento.
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che scaturisce, stando la condizione che (x,y, 1) non possa co-
incidere con (x',yr%), da

E cosi ogni forma che riceve la funzione V, variando le
qualita geometriche del corpo potenziante, e la sua densita, sono
soluzioni di questa equazione differenziale soggette alle prece-
denti condizioni.

Caso che uno dei corpi gravitanti sia una crosta sferica
a strati concentrici omogenei.

§ 335- — Chiamiamo crosta sferica a strati omogenei con-
centrici un corpo limitato da due superficie sferiche concentriche,
nel quale la densitd & costante sopra ogni superficie sferica ad
esse concentrica; e supponiamo che di due corpi isolati, mutua-
mente gravitanti, almeno uno, all’istante supposto, sia cosi fatto.

Indicando con p, @2 i raggi delle due superficie sferiche li-
mitanti la crosta, con p, O @ le coordinate polari del suo punto
qualunque, assunto per polo il centro, e I'asse polare passante
pel punto potenziato, con k la grandezza della densita in questo
punto, con M quella della massa, con V la funzione potenziale,
e finalmente con R la distanza dal centro del punto potenziato
che potra essere compreso nel cavo o ad esso esterno, abbiamo :

dove va preso + o — secondo che p— Ry>o0 o <0, cioé il
punto potenziato interno o esterno al cavo.
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Ne viene, nel primo caso:

cioé V costante, e nel secondo:

donde per le (2, 3, § 333), si conclude senz’altro che la forza
acceleratrice nei singoli punti e la forza motrice sara nulla se
il secondo corpo e nel cavo della crosta, e se invece & fuori
della crosta, quella che corrisponde all’ipotesi ideale che alla
crosta si sostituisca un punto materiale posto nel suo centro,
colla stessa massa (§ 328).

Cosi, reciprocamente, nel caso della gravitazione universale,
la forza motrice d'un punto materiale dipendente da un corpo
(8§ 329) é quella d’'una crosta sferica a strati omogenei avente
la massa del punto materiale, il centro in esso, e dimensioni
tali da non raggiungere il supposto corpo o rinchiuderlo. E la
forza elementare di gravitazione universale e la forza motrice
di una crosta sferica a strati omogenei avente il centro nel
punto a cui la forza elementare si riferisce, e la massa attri-
buita al punto medesimo, isolata con simile crosta sferica avente

il centro nel posto del secondo punto, e la massa ad essa at-

tribuita.
Caso di una sfera estremamente grande.
§ 336- — Sia uno dei corpi una sfera omogenea o a strati
omogenei concentrici, e il rapporto della massima corda della

superficie del campo assegnato al movimento degli altri al rag-
gio di essa cosi piccolo da poter trascurare l'aggiunta delle sue
potenze superiori nell’espressione della funzione potenziale. Indi-
chiamo con aed M le grandezze del raggio e della massa della
sfera, e, fissato un punto a piacere nel campo, PO, con a +

e V0 Ia grandezza della sua distanza dal centro e il valore in



Caso di una sfera estremamente grande. 233

esso della funzione potenziale della sfera, mentre ah Ce V
rappresenteranno la grandezza della distanza dal centro del
punto qualunque, P, dello stesso campo, e il relativo valore
della funzione potenziale. Si ha (§8 335):

la prima esattamente, e la seconda sensibilmente.

Ora, immaginando il pian tangente alla sfera nel punto di
intersezione col raggio descritto a PQ se si indica con la
grandezza della distanza di P da questo piano, e con O I’angolo
dei raggi descritti a PO e a P, si ha:

Quindi:

trascurando I’ aggiunta di un termine dell’ ordine del quadrato
del rapporto in principio nominato, e

trascurando similmente un termine dell’'ordine del quadrato.
Poniamo :

e intendiamo il suddetto pian tangente assunto per piano xy, e
I’asse delle 1 volto all’esterno.
Pel precedente risultato, coi simboli, del § 333:

con m indicando la grandezza della massa dei corpi gravitanti
verso la sfera.

In altri termini, la forza acceleratrice nei singoli punti riesce
sensibilmente costante, e orientata come la perpendicolare interna
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al pian tangente alla sfera in un punto qualsivoglia compreso
nel campo: e per conseguenza la forza motrice risulta avere la
stessa orientazione, e su corpi di massa diversa grandezza pro-
porzionale a quella della massa.

§ 337. — Sia la forza motrice del movimento d’un corpo
la forza motrice in discorso, composta, se capita con una forza
motrice interna (cioé colla risultante d'un sistema di forze interne)
qualsivoglia. Per quanto precede (cfr. § 261), le equazioni del
movimento del centro di massa sono semplicemente:

e quindi il suo movimento quello che, col nome di parabolico,
fu studiato nel § 196.

§ 338. — Inoltre il centro di massa riesce il punto d’ap-
plicazione della forza motrice del movimento suddetto (§ 302).
E per conseguenza, il movimento del corpo relativo ad una terna
d’assi in moto traslatorio, coll’origine nel centro di massa, sod-
disfara al teorema della conservazione delle aree.

§ 339- — Notiamo che la forza motrice, e la quantita di
moto areale rispetto al centro di massa, risultano indipendenti
dalla posizione del corpo; e percido il movimento del centro di
massa, e la variazione col tempo della quantita di moto areale
rispetto ad esso si manterranno invariati, con qualunque altera-
zione della configurazione del corpo che potessero determinare le
forze interne.

Gravita.

§ 340. — | precedenti risultati, attribuiti alla sfera il rag-
gio e la massa del Globo Terrestre (supposto sensibilmente una
sfera a strati omogenei', si applicano senz’altro all’ordinario mo-
vimento dei corpi scagliati o abbandonati in prossimita della sua
superficie — escludendo ogni contatto dei corpi considerati tra
loro e col Globo, e prescindendo dalla influenza specifica (la cosi
detta resistenza) dell’atmosfera nell’ ipotesi che gli assi di
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riferimento siano assolutamente fissi, o in moto traslatorio e
I'origine in moto uniforme rettilineo (8§ 251) : per esempio, con
una certa orientazione e l'origine nel centro di massa del sistema
solare. La condizione che i corpi considerati si mantengano entro
un campo convenientemente limitato per riuscire estremamente
piccolo in confronto del Globo si traduce in quella che all’istante
iniziale la velocita del centro di massa differisca abbastanza poco
da quella che compete al punto da esso occupato, concepito come
invariabilmente unito al Globo, o, in altre parole, che sia abba-
stanza piccola la velocita del suo movimento relativo ad una
terna d’assi invariabilmente uniti al Globo.

Ora il movimento in discorso quale noi lo vediamo risponde
all’ipotesi che gli assi di riferimento siano fissi al Globo : vale
a dire e il movimento relativo a si fatti assi considerati come
fissi; e la forza corrispondente sara quindi la risultante della
precedente, determinata dalla gravitazione, e delle forze appa-
renti conformi al movimento degli assi (8§ 249).

Ammettiamo, come risultato sperimentale, che il movimento
del Globo, con approssimazione tale da risultar insensibili le
differenze nell’attuale questione, sia composto nel noto modo
(8 125) d'un movimento rotatorio e d'uno traslatorio, per cui il
centro si move conformemente alle leggi di Kepler (§ 330).

Allora, poiché il centro della Terra impiega circa un anno a
compiere un giro di 360°, e varia pochissimo la sua distanza dal
Sole, e per conseguenza la sua velocita (4, § 331), il movimento
d’'una terna d’assi aventi in esso l'origine e orientazione deter-
minata riuscira sensibilmente uniforme rettilineo nel breve tempo
che suol durare il movimento dei corpi scagliati o abbandonati
alla superficie terrestre. * Ne viene che sensibilmente il primo
moto componente non modifichera la forza, la quale sara la stessa
come se il movimento del Globo si riducesse alla rotazione, e
cioé la risultante della forza determinata dalla gravitazione e

In altri termini, si applicano al caso in discorso le formole del § 134, e
se l'intervallo di tempo € abbastanza piccolo, si possono prendere per st 8 o«
certe funzioni lineari del tempo t (§ 114). sensibilmente valide per I'intervallo
medesimo.
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della centrifuga e centrifuga composta corrispondenti alla rota-
zione medesima.

Dinoti w la grandezza della velocita angolare, e assunto il
centro del globo per origine e I'asse di rotazione per asse delle
$siano x0, b e Db-rh  '""#?  coordinate nel piano 9 3 del
punto PO e del punto P (8 339). Le componenti dell’ accelera-
zione centrifuga di P saranno:

Ora, assunto il metro per unita di lunghezza, la misura del raggio
terrestre risulta all’incirca:

assunto in oltre per unita di misura del tempo il minuto secondo,
si ha:

e dall’esperienza, prossimamente, alla superficie terrestre :

Possiamo quindi reputare come insensibile I’aggiunta a gran-
dezze dell’ ordine di G del prodotto di w2 per grandezze dello
stesso ordine, e non per rispetto ad esse estremamente grandi,
come quella della misura del raggio terrestre. E cio stabilito, le
componenti dell’accelerazione centrifuga risultano sensibilmente :

cioé l'accelerazione centrifuga riesce costante nel campo consi-
derato, non altrimenti che I'accelerazione di gravitazione, in con-
seguenza di che costante nel campo la loro risultante.
Chiamiamo la retta passante pel centro del Globo e pel punto
iD la “verticale del campo ,, e la latitudine a di POla “lati-
tudine del campo,,. L’accelerazione di gravitazione ha la dire-
zione della verticale del campo volta verso il centro, o come
diremo “in basso,,: e I|'accelerazione centrifuga quella della
traccia del semipiano terminato all’asse passante per la verticale
— “piano meridiano del campo, — sul “piano parallelo del
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campo,,, cosi chiamando il piano perpendicolare all’asse pas-
sante per PO, volta dall’ asse all’infuori. Inoltre le loro gran-
dezze sono rispettivamente G e w2rtcos«.

Ne viene subito per grandezza della risultante, indicandola
con g:

0 approssimativamente :

e per quanto all’orientazione, indicando con y I'angolo formato
dall’'opposta colla suddetta traccia sul piano parallelo del campo :

donde sensibilmente :

per modo che la risultante in discorso forma colla verticale volta
in basso un angolo variabile colla latitudine, nel piano meridiano,
dalla parte di mezzogiorno.

Diremo I'orientazione della risultante medesima quella del
u filo a piombo ,, nel luogo relativo. Il valor assoluto dell’angolo
da essa formata colla verticale volta in basso, secondo la pre-
cedente forinola, & lo stesso per eguali valori assoluti della lati-

tudine, e riceve un massimo valore per 'al= — |, cioe per la
4

latitudine boreale ed australe di 45Q la cui misura (circolare) &
rappresentata da:

che risulta prossimamente:

' Quindi I'angolo é circa un decimo di grado.
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§ 341. — A questa accelerazione, o alla relativa forza acce-
leratrice, corrisponde una forza motrice del corpo che si sup-
ponga compreso nel campo considerato, avente I'orientazione
del filo a piombo, e grandezza mg, proporzionale alla massa del
corpo.

Questa forza motrice e cio che si chiama il “ peso , del
corpo nel luogo considerato; e cosi “in un determinato luogo,
la massa dei vari corpi € proporzionale al loro peso

§ 342. — La proprieta che hanno i corpi naturali di posse-
dere in prossimita della superficie terrestre il peso si chiama
“ gravita ,, : e conformemente a cio si dice “ accelerazione di gra-
vita ,, e “ forza acceleratrice di gravita “ la risultante delle acce-
lerazioni e forze acceleratrici di gravitazione e centrifuga, che
abbiamo precedentemente studiato e determina il peso. Oltre
di che il movimento corrispondente si chiama wmovimento di

gravita ,, o “movimento dei gravi,,; “grave,, chiamandosi
in particolare un mobile quando quello & il suo movimento
(cfr. 344).

§ 343. — Concepito il sistema delle forze acceleratrici di

gravita applicato ai punti del corpo, la sua risultante, che é il
peso del corpo, ammette per punto d’applicazione il centro di
massa.

E per la suddetta ragione questo punto si chiama percio
anche il “centro di gravita ,, del corpo.

§ 344. — Se un corpo si suppone in equilibrio relativo al
Globo Terrestre (che &€ quando lo vediamo immobile) vuol dire
che col suo peso si compone una forza motrice ad esso eguale
ed opposta. Se ha luogo invece movimento relativo al globo
(che ¢ il movimento che noi vediamo) e questo movimento é
determinato, col concorso di forze interne, dalla gravitazione ri-
spetto alla Terra, la forza motrice corrispondente sara la risul-
tante del peso e della forza motrice centrifuga composta con-
forme alla rotazione terrestre.

Ora le componenti dell’ accelerazione centrifuga composta
nel punto di cui x, I), 3 sono le coordinate al tempo t rispetto
agli assi mobili precedentemente definiti (§ 203) — stabilito che
si assuma come positivo il senso della rotazione diurna ri-
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spetto all’asse terrestre volto da sud a nord (cfr. 8§ io, 20)*
— sono:

e percio la grandezza 2 winsin (ms), indicando con 0 la gran-
dezza della velocita del movimento relativo: il quale numero
sara assai piccolo in confronto di g — almeno nell’ipotesi da
noi ammessa che m si mantenga entro ristretti limiti — per
modo che la forza motrice del movimento relativo in discorso,
ad ogni istante, si confondera sensibilmente col peso del corpo
considerato.

Per la stessa ragione, il movimento del centro di massa sara
sensibilmente quello che corrisponde all’ipotesi che I'accelera-
zione in ogni posto sia l'accelerazione di gravita, cioé un movi-
mento parabolico (§ 196) : almeno con una durata abbastanza
breve; come si arguisce dalla stessa espressione delle coordi-
nate in funzione del tempo in quel caso, che sono funzioni intere
quadratiche, dalle quali si possono concepire dedotte le espres-
sioni rigorose convenienti al considerato movimento relativo ap-
plicando ai parametri certi aumenti, funzioni del tempo, che
svaniscono con m, e avranno quindi valori piccolissimi pel valore
che compete alla rotazione terrestre.

Cosi si ritrovano le leggi del momento dei gravi enunciate
per la prima volta da Galileo.

Intendiamo, conformemente a cio, che, nel “ movimento dei
gravi ,, si prescinda, salvo affermare il contrario, dalla forza cen-
trifuga composta (cfr. § 342).

§ 345. — Del resto é facile determinare il movimento del
centro di massa d'un grave, anche tenendo calcolo della forza
centrifuga composta; cid che passiamo a fare, convenendo di
trascurare, come senza influenza apprezzabile, I'aggiunta di ter-
mini che sono il prodotto di o2 per un numero (calcolato colle

* Questa convenzione s'intendera fatta in tutte le questioni attinenti al
movimento relativo al Globo ; con che w rappresenterd la grandezza della velo-
cita angolare della rotazione diurna, e sara un numero positivo.
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unita ordinarie) abbastanza limitato, e non estremamente grande,
com’e invece la misura del raggio terrestre. *

Assumiamo a tal fine per origine degli assi mobili il suo
posto iniziale, e sia I'asse delle 3 orientato come I'asse terrestre
volto verso nord, I'asse delle x nel meridiano dalla parte a sud, e
I'asse delle nverso est **. Siano in tale ipotesi x, 1), 3 le coordi-
nate del centro di massa al tempo t Abbiamo senz'altro :

equazioni differenziali del movimento, alle quali, indicando con
i, r0, ii'0 le componenti della velocita iniziale del movimento
relativo medesimo, si aggiungono le condizioni:

Con cio dalla seconda si ha:

quindi, dalla prima, trascurando I'aggiunta di

e introducendo questo risultato nella seconda, ommesso il ter-
mine

* Non bisogna dimenticare che questa supposizione & implicita in quella
che riesca costante in tutto il campo del movimento I accelerazione centrifuga
(8 34°)i e Per conseguenza l'accelerazione di gravita. Che in tal modo si ottenga
realmente una seconda approssimazione del movimento si pud riconoscere col
ragionamento che ci serve per la prima.

* Cfr. la nota a piedi di pagina del § 344.
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La terza fornisce poi immediatamente :

Supponiamo u0= tO= iu0= o, cioe nulla la velocita ini-
ziale del moto relativo, che sara il caso che Yosservatore abban-
dona il grave. Allora:

Di qui:

cioeé, immaginando, coll'origine nello stesso punto di partenza,
una coppia d'assi X'f  congruenti con X, a ed egualmente posti
nel meridiano di quel punto, ma orientato come il filo a piombo:

Quindi il centro di massa del grave si movera nel piano
passante pel punto di partenza orientato come il filo a piombo
e perpendicolare al meridiano del punto stesso; nel qual piano:

cioé :

o

dove, essendo la misura di t positiva, va preso del radicale il
segno -f.

Questa € I'equazione della trajettoria nel suddetto piano
perpendicolare al meridiano del punto di partenza. Siccome w
€ positivo, riesce positivo: cioé la trajettoria, che € un ramo
di parabola semicubica col vertice nel punto di partenza, e la
tangente in esso nella direzione del filo a piombo, correra nella
meta del piano che volge ad oriente.

Questo e il fenomeno della deviazione ad oriente dal filo
a piombo, dei corpi liberamente cadenti, sul quale istituirono

Maggi. 16
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esperimenti Tadini (1795) a Bergamo, e Reich a Freyburg. Con

Reich trovo La formola da con questi valori

§ 346. La sensibile indipendenza della forza acceleratrice
di gravita dal punto cui si riferisce, e per conseguenza della
forza motrice dalla posizione del corpo, & la circostanza che ci
permette di determinare, nel modo che abbiamo fatto, il movi-
mento del centro di massa, senza bisogno d’altri dati, come
sarebbero le forze interne. Invece, senza nuovi dati, non & pos-
sibile completare I'indagine colla determinazione del movimento
relativo ad una terna d’assi in moto traslatorio coll’origine nel
centro di massa.

Rileveremo, in proposito, che, per la suddetta circostanza,
data la posizione e la velocita del centro di massa ad un istante,
il suo movimento non cambiera, comunque possa variare quel
movimento relativo colle forze interne, e le condizioni iniziali
corrispondenti. Donde scaturiscono notevoli conseguenze. E per
esempio, il centro di massa d’'una bomba, una volta lanciata,
compie lo stesso movimento, avvenga o no lo scoppio ; lo sforzo
muscolare, senza I'aiuto dell’ attrito del suolo, della resistenza
d'un punto d’'appoggio, e simili azioni, non potra modificare il
movimento del centro di massa dell’animale che lo esercita;
I'abbassamento d’'una parte conveniente d'un grave, originaria-
mente in quiete, sara accompagnata dall’ ascensione della parte
rimanente, cid che forma il principio dei razzi; e via di-

scorrendo.
Che se si prescinde dalla forza centrifuga composta, la quan-

tita di moto areale rispetto ad un punto qualsivoglia del movi-
mento relativo in discorso riesce costante; donde scaturiscono
conseguenze analoghe a quelle che abbiamo rilevato nel caso
della forza motrice nulla (8§ 315).

§ 347. Riflettiamo che si é stabilita la forza motrice di gra-
vita partendo dalle leggi di Kepler: leggi sperimentali appros-*

* Kirchkoff — Mechanick, 9.te Vorl., § 2.
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simative del movimento dei pianeti. Il movimento ad essa cor-
rispondente collima, come abbiamo osservato, con quello che
I'esperienza verifica nei corpi abbandonati o lanciati presso la
superficie terrestre, prescindendo dall’influenza dell’atmosfera e
rimossa ogn’altra causa perturbatrice. Alla stessa esperienza &
riserbato di constatare come quella forza motrice, che abbiamo
chiamato peso del corpo nel campo o luogo considerato, traduce
il ben noto fatto del peso, come I'intendiamo nel linguaggio
famigliare: cosi che, immaginando di applicare ad un caso pra-
tico una formola che include la forza motrice medesima, si deve
prendere per essa un peso determinato, nel significato comune
della parola.

In tal modo la forza motrice si rende per cosi dire sensi-
bile: o che si concepisca senz'altro come un peso, o che s’im-
magini un peso che si possa reggere per mezzo di essa. E senza
dubbio sotto questa forma palpabile che la forza motrice s’ im-
pose all’attenzione dell’uomo: e varie applicazioni alla pratica
sono sempre collegate con tale concetto. Cio, in confronto del-
I'ufficio della forza motrice nella teoria generale del movimento,
vuol essere riguardato come una semplice circostanza acciden-
tale: né altrimenti che fondandosi sopra una definizione come
I abbiamo data, si pud stabilire quell’ ufficio nella sua completa
generalita.

Unita pratiche.

§ 348. Per comodita pratica, nelle applicazioni piu comuni
della Meccanica, il peso non si suol misurare coll’'unitd assoluta
di forza (8 236), ma assumendo per unitd un peso determinato,
indipendentemente prescelto. Nei paesi dove vige il sistema me-
trico decimale 1 unita fondamentale di peso e il “ grammo ,, :
peso d’un centimetro cubo d’acqua distillata a 40 della scala
centigrada, nel supposto luogo: da non confondersi coll’unita di
massa, chiamata collo stesso nome (8 236), eh’e invece invaria-
bile. Rispetto all’'unita assoluta, la misura del peso dell’unita di
massa risulta g, cosi indicando la misura dell’ accelerazione di
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gravita in quel luogo. Quindi, assunto il grammo massa per
unita di massa, g sara la misura assoluta del grammo peso,
variabile colla latitudine conformemente alla (i, § 340), ove G
pud considerarsi come il valore ai poli.

Stabilita 1 unita di peso, essa, oppure un suo multiplo, si
prende nel luogo considerato per unita di forza. Cosi, per queste
unita suol esser preso da noi il chilogrammo, peso d’un deci-
metro cubo d’acqua distillata a 40 centigradi, la cui misura ri-
spetto al grammo € io03 e rispetto all’'unita assoluta di forza io3g.

Infine, conformemente alle precedenti unita, si assume per
unita di lavoro quello che corrisponde ad una caduta libera
d’'un corpo, il cui peso & l'unita di forza, per la quale il centro
di massa si abbassi nella direzione del filo a piombo per l'unita
di lunghezza: lavoro che, nell’ipotesi che I'unita di forza sia
il chilogrammo, e I'unita di lunghezza il metro, si chiama il
“ chilogrammetro ,,.



PARTE SECONDA.

CALCOLO DEL MOVIMENTO

CAPITOLO PRIMO.
CORPI RIGIDI LIBERI.

Condizioni imposte al movimento.

§ 349. — Calcolare il movimento d'un corpo significa de-
durlo col ragionamento da circostanze date. Ora I’esperienza
constata che il movimento d’'un complesso di corpi & sufficien-
temente determinato dalla loro qualita e condizione fisica, col-
I'aggiunta di certe circostanze iniziali, fra le quali la posizione
e l'atto di movimento. Che se fosse possibile con questi dati,
assegnare a priori alla forza acceleratrice interna (Xj, Y\, 2\) ed
esterna (Xt Ye Z() nel punto qualunque d'un corpo, concepito
isolato con uno o piu altri, un’espressione tale che dalle equa-
zioni (1, § 262) :

risultasse determinato (x, v, in funzione del tempo t e del suo
posto iniziale @® yO, %), il movimento si potrebbe dire, in base
ai dati medesimi, dedotto dalla pura conoscenza delle forze.
Ma gia la determinazione della forza elementare si deve
considerare come praticamente impossibile tosto che manchi la
condizione che la distanza dei due punti si mantenga superiore
ad un certo termine, come occorre per dedurne la forza acce-
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leratrice interna, ed anche esterna, nel caso che le superficie
di due mobili possano venire a mutuo contatto. Per modo che,
se essa c’é stata utile per stabilire le leggi generali del movi-
mento, non si pud fondarvi, senz’altro, il calcolo effettivo. Né
minor difficolta offre, nei casi medesimi, la determinazione diretta
delle forze acceleratrici interna ed esterna.

Il calcolo effettivo del movimento richiede che fra le circo-
stanze date si comprendano alcune proprieta del movimento me-
desimo, ammesse a priori, diverse a seconda del caso, le quali
si traducono in altrettante condizioni imposte ai corpi considerati.

Da questo punto di vista si distinguono i “ corpi rigidi , ;
corpo rigido chiamandosi un mobile al cui movimento si attri-
buisce a priori la proprieta che le mutue distanze dei punti si
mantengono inalterate, qualunque siano le forze e le condizioni
iniziali, donde segue che si manterra invariata, oltre la figura,
la densita in ogni punto, poiché (8 184) sara:

e quindi (§8 240):

Un corpo non rigido si chiama, in generale “ variabile e
equando si compone di parti ciascuna delle quali & un corpo rigido,
“ un sistema di corpi rigidi che se alle parti non & prescritta
altra condizione, come sarebbe quella che la distanza dei centri
di massa si serbi costante, o le superficie si tocchino, o sia pre-
fissata la trajettoria d’un punto, il sistema si dice composto di
corpi rigidi “ liberi ,,.

Equazioni del movimento d’'un sistema di corpi rigidi liberi.

§ 350. — Dato un sistema di corpi rigidi di determinata
figura e densita, siccome la posizione di ciascuno sara determi-
nata da sei parametri — per esempio dalle coordinate di un punto
e da tre angoli fissanti I'orientazione d’una terna d’assi aventi
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quel punto per origine — il calcolo del movimento del sistema
si riduce alla determinazione di questi parametri, per ogni corpo,
in funzione del tempo.

Ora, assunta la solita terna d’assi coordinati cartesiani, e
mantenuto ai simboli il precedente significato, per ogni corpo
hanno luogo le sei equazioni cardinali (§ 306):

Dinotino x, y, ~le coordinate al tempo t del centro di massa
del corpo cui le precedenti equazioni si riferiscono, m la gran-
dezza della massa, e poniamo :

Le equazioni medesime si potranno porre sotto la forma
(88 261, 311):

dove:

per modo che MM M* sono le componenti del risultante dei
momenti del supposto sistema di forze rispetto al punto occ”%
pato dal centro di massa al tempo t (cfr. 8§ 311).
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Immaginiamo ora gli assi principali d’inerzia relativi allo
stesso centro di massa, colla loro orientazione al tempo t e
preso il senso in modo che, distinguendoli per un momento cogli
indici 1, 2, 3, il giro conducente per l'angolo retto da 1 a 2 sia
positivo rispetto a 3, indichino og, 6™ yj = i, 2, 3) i loro co-
seni di direzione: P, O, R i momenti d’'inerzia corrispondenti:
p, g r, le componenti della velocita angolare del corpo secondo
tre assi aventi I'orientazione medesima.

Le ultime tre delle precedenti equazioni, avendosi per
(2, § 308):

e le analoghe, si potranno scrivere cosi:

E si puo anche ottenere un sistema equivalente nel seguente
modo. Indichiamo con 9 9)?s aJ?. le componenti dello stesso
risultante dei momenti secondo i suddetti tre assi, aventi I'orien-
tazione degli assi principali d’inerzia relativi al centro di massa
al tempo t, per modo che :

Moltiplicando le suddette equazioni (2)' rispettivamente per alt
3j, yX, poi sommandole membro a membro, il secondo membro
risultera 9? e il nrimo. valendosi dell’identita:

qualunque sia la funzione rappresentata da V, delle (4, § 159),
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e delle relazioni fra le si riconoscera subito come
riesca :

Si otterra quindi la prima delle tre equazioni :

che costituiscono la terna in discorso equivalente a (2).
Indichino s, f e 0 gli angoli che fissano I'orientazione della
terna considerata degli assi principali d’'inerzia relativi al centro
di massa, conformemente al § 24, prendendo i tre assi, col senso
stabilito, ordinatamente per asse delle x, delle 9 e delle 3 Sa-
ranno le note funzioni di questi angoli
le funzioni parimente note (§ 160) degli stessi

angoli e di

Per quanto a X, Y, Z e Mr, My, Ms siccome il loro va-
lore si deve intendere determinato dalla posizione di tutti i corpi
del sistema, saranno in generale certe funzioni delle coordinate
X, ¥, 1 dei centri di massa di tutti i corpi, e degli angoli 4,/ e O
che fissano l'orientazione degli assi principali d’inerzia relativi
al centro di massa, presi nel debito senso, parimente di tutti i
corpi componenti il sistema.

Questo s’intende nel movimento assoluto. Pel movimento
relativo ad una terna d’assi mobili stanno, secondo le conclu-
sioni del § 326, equazioni della stessa forma; soltanto che X, Y, Z
e M*, My, M3>com’e agevole rilevare dalle conclusioni mede-
sime, riusciranno in generale anche funzioni esplicite del tempo,
e delle derivate prime rispetto al tempo delle variabili suddette,
appartenenti allo stesso corpo.

Segue da cio che le (2) e le (2)' o (2)" pei singoli corpi
componenti il sistema mobile considerato costituiscono in ogni
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caso un sistema d’equazioni differenziali alle derivate ordinarie

del 2.0 ordine, dove le incognite sono i parametri X, Y, o f
e 6 dei singoli corpi medesimi, e la variabile indipendente il
tempo t, in numero sestuplo di quello dei corpi, e cioé pari a
quello complessivo delle incognite suddette. Esso varra quindi a
determinare le incognite in funzione del tempo, per modo che
ad ogni istante risultera nota la posizione d’ogni corpo, e noto
il movimento del sistema, dati ad un istante i valori dei para-
metri e loro coefficienti differenziali primi: cioé la posizione e
I'atto di movimento del sistema.

Notiamo che il movimento d’ogni corpo rigido componente
si potra concepire come composto d'un movimento traslatorio,
la cui traslazione & quella del centro di massa, e d'un movi-
mento polare col polo nel centro di massa. | quali movimenti

sono separatamente determinati da x,y, \'e 9,7/, Q

Vediamo cosi come, sotto la condizione della rigidita del
movimento d’ogni corpo, il complesso delle equazioni cardinali
d’un sistema composto d’'un numero qualunque di corpi (unita-
mente alla posizione e all’atto di movimento ad un istante) valga
a determinare completamente il movimento. Percido esso (come
ogni sistema d’equazione equivalente che se ne ricavi) si chia-
mera anche il sistema delle equazioni del movimento.

§ 351. — Verificandosi per ogni corpo del sistema le (1, § 350)
si avra anche (§ 305):

dove la sommatoria abbraccia tutti i corpi. E questa equazione
pud scriversi cosi:

intendendo ora che « dinoti il volume del campo rappresentato
complessivamente da tutti i corpi del sistema al tempo t e
(8%, 8y, 8M) sia la velocita a questo istante del punto qualunque
di cui (x,y, O e il posto all'istante medesimo, per un atto
di movimento virtuale qualsivoglia del sistema. Notiamo che



Equaz. del morirvi, d’'un sistema di corpi rigidi liberi. 251

{Xt> Ye, Et) e la forza acceleratrice in questo punto, al supposto
istante, esterna per rispetto al corpo del sistema cui il punto
appartiene; che se si tratta di movimento relativo ad una terna
d’assi mobili si dovra tener calcolo delle forze apparenti (cfr.
§ 326).

Alla sua volta da questa equazione si ricava il sistema
(1, § 35°) Per ogni corpo, supponendo la velocita virtuale nulla
nei punti di ciascun altro, e quello che si considera successiva-
mente in atto traslatorio con velocitd parallela a ciascuno degli
assi coordinati, e in atto rotatorio con ciascuno degli assi mede-
simi per asse istantaneo di rotazione.

Per conseguenza I'equazione suddetta equivale al sistema
completo delle equazioni del movimento (cfr. § 305).

8 352. — Il teorema della forza viva, essendo nulla per
ogni corpo la potenza del sistema delle forze interne rispetto
al corpo corrispondente all’atto di movimento effettivo del sistema
ad ogni istante, risulta espresso dall’ equazione :

la quale si deduce pure da (1) del precedente 8, applicandola
all’atto di movimento effettivo del sistema al tempo t

In conseguenza di cid, quando ammetta il potenziale il si-
stema delle forze applicato ai punti dei singoli corpi, esterne
rispetto a ciascun corpo, il movimento del sistema composto dei
corpi medesimi soddisfara il teorema della conservazione del-
I’energia (cfr. §§ 283, 290).

Quindi il teorema della conservazione dell’energia & sod-
disfatto, sotto la condizione della rigidita dei singoli corpi, nel
movimento di un sistema di corpi determinato dalla mutua gra-
vitazione universale, e dalla gravita (cfr. 8§ 320, 332 e 293, 340).

§ 363* — Alle equazioni differenziali del movimento, il cui
numero, pari a quello delle variabili individuanti la posizione di
tutti i corpi, & sestuplo di quello dei corpi, corrispondera un
numero doppio (I'ordine essendo il secondo) d’equazioni inte-
grali fra il tempo, le incognite, cioé le suddette variabili, e le
loro derivate prime rispetto al tempo, oltre di che altrettante
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costanti arbitrarie, che saranno determinate dal valore delle va-
riabili e loro derivate ad un istante.

Di queste equazioni, quando si verifica il teorema della con-
servazione del movimento del centro di massa, sei sono :

e le analoghe, dove la sommatoria si estende a tutti i corpi del
sistema, e C, C' sono simboli di costanti arbitrarie: quando si
verifica il teorema della conservazione delle aree rispetto al
punto preso per origine degli assi fissi, tre sono (8 309, § 308):

e le due analoghe : finalmente, quando si verifica il teorema della
conservazione dell’energia, una & (§8 28]):

dove h dinota una costante arbitraria, e W il potenziale del
sistema delle forze applicate ai punti dei singoli corpi, esterne
rispetto a ciascun corpo, che sara una funzione delle variabili
individuanti la posizione dei corpi medesimi.

Percio queste equazioni si chiamano gl'integrali rispettiva-
mente del centro di massa, delle aree e della forza viva.

Osserviamo che se il componente polare rispetto al centro
di massa del movimento d’'ogni corpo soddisfa il teorema della
conservazione delle aree, oltre aversi per ogni corpo:

e le due analoghe, che fara un numero triplo di quello dei corpi
d’ equazioni integrali, I'integrale delle aree pel sistema acqui-
stera la forma:
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E se lo stesso movimento componente soddisfa il teorema
della conservazione dell’ energia, oltre che si avra per ogni
corpo :

ove U & una funzione delle variabili individuanti la posizione
dei corpi, che forma tante equazioni integrali quanti sono i corpi,
I'integrale della forza viva pel sistema prendera la forma:

dove rappresenta una funzione delle suddette variabili.

La ricerca piu o meno completa delle equazioni integrali
costituisce poi in generale un arduo problema d’analisi, di cui
non intendiamo occuparci, bastandoci di riconoscere come il pro-
blema della determinazione del movimento si traduca in equa-
zioni. Esamineremo invece qualche caso particolare.

Movimento per inerzia.

§ 354. — “ Movimento per inerzia,, d’un corpo rigido si
dice quello che corrisponde all’ipotesi che il sistema delle forze
esterne applicato ai punti del corpo sia nullo, ossia nullo il ri-
sultante delle forze stesse e dei loro momenti rispetto ad un
punto qualsivoglia.

In tal caso, abbiamo, conformemente alle (2) e alle (2)" del
§ 350, le sei equazioni del movimento:
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dove x, y, \ indicano ora le coordinate del centro di massa; alle
quali vanno collegate le (i, 8 160), e aggiunte le condizioni ini-
ziali :

Osserviamo, in primo luogo, che se si pone:

in conseguenza delle ricordate (i, 8 160), pO, O, rO riesci-
ranno determinate dalle (2)', e reciprocamente queste condizioni
potranno sostituire tre di quelle per determinare tre dei relativi
valori iniziali.

Cio posto, le (1) determineranno il movimento del centro
di massa, colle (1), che ne assegnano il posto e la velocita ad
un istante.

E le (2) determineranno il movimento del corpo relativo ad
una terna d’assi coll’origine nel centro di massa e l'orientazione
costante degli assi fissi, cioe il componente polare rispetto al
centro di massa del movimento considerato, mediante l'orienta-
zione della terna d’assi coordinati formata dagli assi principali
d’inerzia nel centro di massa ad ogni istante: col concorso delle
(2)', che assegnano all'istante iniziale I'orientazione del corpo,
cioé di questi assi, e I'atto di movimento, vale a dire la velo-
cita angolare del movimento polare.

Cosi il problema vien decomposto distintamente in due, a
ciascun dei quali toccano tre equazioni del movimento, e quindi
sei equazioni integrali, formanti due gruppi indipendenti.

Il movimento del centro di massa risulta per le (1) uniforme
rettilineo, compreso il caso che, la velocita iniziale essendo o,
sia nullo conformemente al teorema della conservazione del mo-
vimento del centro di massa. E le corrispondenti sei equazioni
integrali sono quelle del centro di massa (§8 353).

Il movimento relativo é retto dalle (2), che sono tre equa-
zioni differenziali alle derivate ordinarie del i.° ordine fra il
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tempo t e le p, g r: atte quindi a determinare, colle (2)", diret-
tamente queste variabili in funzione del tempo. Che se p, g r
si concepiscono funzioni note del tempo, le (1, § 160) riescono
tre equazioni differenziali del i.° ordine fra t e gli angoli @f e Q,
atte a determinare, colle prime tre delle (2), in funzione di t
gli angoli medesimi.

§ 355- — Nel caso particolare di P — Q= R le (2) del
precedente § si riducono a:

donde si ha immediatamente, per le (2)":

esprimenti che il movimento polare si riduce ad un movimento
rotatorio uniforme: poiché, in virtu di esse, la velocita angolare
serba costante la grandezza, e la direzione rispetto ai tre assi
principali d’inerzia relativi al centro di massa, mentre come tali
si possono assumere tre rette ortogonali qualunque passanti pel
punto medesimo (§ 279).

§ 356. — Supponiamo, in secondo luogo, P = O. La terza
delle suddette equazioni si riduce a:

donde per le suddette (2)' :

ch’é una prima equazione integrale. Con cio le prime due di-
ventano :

manifestamente soddisfatte da:

dove:
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e a, u dinotano due costanti arbitrarie determinate per le (2)"
dalle relazioni:

Le (2) sono le due equazioni integrali rimanenti, donde si
ricava:

collegando la qual relazione con (i), si riconosce che la gran-
dezza della velocita angolare del movimento relativo in discorso
si mantiene costante, e forma un angolo costante coll’asse prin-
cipale d’inerzia di momento distinto, cioé coll’asse di figura del-
I'ellissoide d’inerzia, che, in questo caso, risulta un ellissoide di
rotazione (8 279).

Per quanto alle circostanze rimanenti, serve il procedimento
generale, che sara in seguito esposto.

§ 357. — ouppomamo ora Anche
in questo caso piu generale & agevole trovare un sistema d equa-
zioni integrali delle (2, § 353).

Un’equazione integrale & quella della forza viva (8§ 352), che
diventa :

ove H rappresenta una costante positiva, che per le (2)" si de-
termina con

Un’altra e fornita dal teorema della conservazione delle
aree, secondo il quale e costante la grandezza della quantita di
moto areale del movimento relativo in discorso rispetto al cen-
tro di massa come polo, ed é:

dove K 2 rappresenta un’altra costante positiva, determinata pel-
le {2)" da:
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Queste due equazioni si possono ricavare direttamente dalle
equazioni differenziali considerate (2, § 354): la prima, moltipli-

candole per p, g, r, rispettivamente, poi sommandole, con che
si ha:

e la seconda, moltiplicandole per Ppf Oq, R Vf poi sommandole,
cio che da:

Analogamente, moltiplicando le tre equazioni differenziali

per e poi sommandole, troviamo:

dove si é posto:

per modo che, stando le precedenti disuguaglianze tra le P, O, R,
A 2 & una costante data positiva.

Ora da (1) e (2), trattate come equazioni lineari rispetto a
12 v2 si deduce:

ove, per le suddette disuguaglianze, i rapporti di

sono positivi. E conce-
pite introdotte queste espressioni nella (3), essa si riduce senz’al-
tro alla forma :

ove a a e h sono costanti note, reali: la quale fornisce con
una semplice quadratura l'equazione integrale:
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con L indicando una nuova costante arbitraria, determinata per
(2)" da:

§ 358. — Notiamo che le costanti riescono nulle se si suppone
pO— g0= rO— o, cioé nullo I'"atto di movimento relativo ad
un istante; e reciprocamente che, se si suppone H — o, cioé
nulla la forza viva ad un istante, o K = o0, cioé nulla ad un
istante la quantita di moto areale rispetto al centro di massa,
sara p0— g0 rO= o, per modo che, se una delle due costanti
H e K ¢ nulla, sara nulla la rimanente.

D’altra parte, dall’ipotesi H — o oppure K = o0 segue, per (i)
e (2) del § precedente, p= gq= r= o, cioé nullo I'atto di movi-
mento al tempo qualsivoglia t

Quindi, se ad un istante I'atto di movimento relativo si sup-
pone nullo, o nulla la forza viva, o nulla la quantita di moto
areale rispetto al centro di massa, s’'intende sempre del movi-
mento relativo in discorso, questo movimento sara nullo, cioé
il corpo in equilibrio relativo ad una terna d’assi coll’origine
nel centro di massa e orientazione costante (cfr. § 315). La qual
proposizione, pei risultati dei 88 355, 356 si applica senz’altro
ai casi dei tre o di due momenti principali d’inerzia relativi al
centro di massa fra loro eguali.

Osservato cio, quest’ipotesi, nel seguito della trattazione del
problema, resta esclusa.

§ 359. — Per trovare le effettive espressioni di p, g Vv in
funzione di t non occorre piu che ricavare q dall’equazione tra-
scendente (4) del § 357. Ma meglio ci serviremo del seguente
metodo diretto.

Percio, osserviamo, in primo luogo, che se si pone:*

* Vedi in proposito i trattati sulle " Funzioni Ellittiche ,, delle quali, av-
vertiamo che, qui bastano in sostanza le proprieta che scaturiscono dalla defi-
nizione contenuta nelle (1), ()"
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dove x2< 1, ne verra 4/ definito come funzione di u, per a com-
preso fra e posto:

sara :

relazioni delle quali & evidente I’analogia colle (2, § 354).
Poniamo, guidati da questa analogia:

intendendo che le costanti a, b, c, a e x2si debbano oppor-
tunamente determinare.

Introducendo queste relazioni nelle (2), ne viene immedia-
tamente :

che sono quindi le condizioni alle quali le costanti debbono sod-
disfare perché le (3) siano le soluzioni delle (2, § 354), e ser-
vono parzialmente a determinarle.

Da esse ricaviamo in primo luogo:

in conseguenza delle quali dev'essere P > 0 >/*> P< O< R
— cioé, scelto per asse delle j) I'asse principale d’inerzia di
momento medio — e poiché, se € x2< 1 con un’ipotesi, & x2> 1
coll’altra, si deve scegliere quella per cui e x2< 1.

Inoltre, mediante le stesse equazioni si rappresentano im-
mediatamente b2 x2e A2in termini di a2 e c2; mentre queste si
determinano agevolmente per mezzo delle condizioni iniziali, e
sono quindi due costanti arbitrarie del sistema delle equazioni
integrali.



260 Dinamica. — Corpi rigidi liberi.

Infatti, concependo introdotte le (3) in (1) e (2) del § 357,
e poi applicate le stesse equazioni al valore del tempo definito
da abbiamo:

donde:

e Il, K sono, mediante (1)' e (2)' dello stesso 8, espresse in ter-
mini

La terza costante aroitraria aei sistema delie equazioni in-
teerrali € m. Per determinarla in termini dei valori iniziali
e definire i segni in quanto sono vincolati, abbiamo :

Per la terza, ¢ ha il segno di rO. Attribuiamo ad a il segnho
di hO, con che cn u> o, e determiniamo poi anche di segno le
b, /, assumendo, conformemente alle (4):

La prima delle stesse (4), posta per a la sua espressione in ter-
mini di secondo le del §357, fornisce:

donde . Quindi, per la seconda delle (6), e la condizione
indicando colle parentesi il valore dell’arcoseno com-

preso fra si ha:

u
valore reale, univocamente determinato.
§ 360. — Trovati cosi p, g I7 anzi che ricorrere alle rela-
zioni (1, § 160), ne dedurremo speditamente nel modo che segue
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le espressioni degli angoli © f e O in funzione del tempo t, nel-
I'ipotesi che I'asse delle z si assuma coll’'orientazione della quan-
tita di moto areale del corpo rispetto al centro di massa.

In tale ipotesi, col precedente significato dei simboli:

Quindi:

donde si ha immediatamente cos Q in seguito a che le due prime
forniscono f\ e notiamo come si abbia:

E poi:

donde :

e poiché (1, § 159):

anche :

introducendo nella qual relazione le (1), e integrando:

§ 361. — |l precedente 8 si applica senz’altro ai casi
P= Q= R, e P— Q, gia considerati ai 88 355, 356.

Nel primo caso, tenendo calcolo dei risultati del § 355, se
ne ricava:
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dove :

per modo che, secondo quanto abbiamo gia conchiuso, il movi-
mento é rotatorio uniforme, e la velocitd angolare risulta orien-
tata come la quantita di moto areale rispetto al centro di massa,

e di grandezza

Nel secondo caso troviamo agevolmente:

Quindi, l'asse di figura dell’ellissoide d’inerzia relativo al centro
di massa (col supposto senso, asse 3), ruota uniformemente, con

velocita angolare di grandezza -p-, in senso positivo, intorno

all’asse orientato come la quantita di moto areale rispetto al
centro di massa, passante pel punto medesimo (asse z): questo
per le due prime equazioni. Per la terza poi, il movimento del
corpo relativo ad una terna d’assi invariabilmente unita a questo
piano, € un movimento rotatorio uniforme intorno all’ asse 3
come asse di rotazione, con velocitd angolare di misura — /. E
con cio il movimento &€ completamente descritto.

Abbiamo gia constatato come la grandezza, o, della velo-
cita angolare dell’atto di movimento ad ogni istante sia costante,
e I'asse istantaneo di rotazione formi un angolo costante coll’asse
di figura dell’ellissoide d’inerzia relativo al centro di massa; donde
segue che il luogo delle rette del corpo che fungono successi-
vamente da asse istantaneo formano una superficie conica circo-
lare col vertice nel centro di massa, e lo stesso asse di figura
del suddetto ellissoide d’inerzia. Essendo poi, nelle presenti
ipotesi :

e, inteso che (M sia la misura dell’'angolo degli assi 3 e 1, sin @
positivo, si vede che Il'asse istantaneo di rotazione sara ad ogni
istante nel semipiano terminato all’asse 3 contenente I'asse delle 3
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positive, costantemente compreso o no nell’angolo dei due assi

medesimi; e per conseguenza esso ruota intorno all’asse delle 1,
zr
in senso positivo, con velocita angolare di grandezza ~p <« Colle-

gando il qual risultato col precedente, si conclude che il mo-
vimento in discorso si puo definire come tale che una superficie
conica circolare col vertice nel centro di massa e I'asse di figura
comune col relativo ellissoide d’inerzia rotola uniformemente
senza strisciare sopra una superficie conica circolare, col vertice
egualmente nel centro di massa, fissa.

Gli elementi di questo movimento si deducono agevolmente,
mediante i precedenti risultati, dai dati iniziali. Supponiamo, per

e
fissar le idee, @ compreso fra 0 e — , ed rO positivo, per modo

che cosi indicando il valor principale, compreso

fra gli stessi limiti; che, in caso contrario, si vede come gio-
vandosi degli angoli supplementari, si procedera similmente. La
superficie conica fissa ha I'asse orientato come la quantitad di
moto areale rispetto al centro di massa, e I'angolo formato con

esso dalle generatrici ha per grandezza + |

dove va preso -f O — secondo che I'asse istantaneo di rotazione
cade nell’'angolo dei due assi 3 e z, o fuori di esso. La super-
ficie conica mobile, alla sua volta, ha per asse I'asse 3 e l'angolo

formato con esso dalle generatrici e La generatrice
di contatto ruota sulla prima superficie conica in senso positivo
rispetto all’asse 1 con velocita angolare di grandezza -p- ;sulla

seconda, con velocita angolare di grandezza X in senso negativo
0 positivo rispetto all’asse 3 secondo che — X & positivo 0 ne-
gativo. Ora si verifica subito che i raggi delle due superficie
coniche terminati ad uno stesso punto hanno grandezze inversa-
mente proporzionali a quelle, oltre di che le superficie medesime
si toccano esternamente, o la prima internamente alla seconda,
secondo che &€ — X cioe P — R (8 356), positivo o negativo.



264 Dinamica. — Corpi rigidi liberi.

Si ha infatti:

§ 362. — Sia per t= 0 asse istantaneo dell’atto di movi-
mento rotatorio (intendiamo sempre il movimento relativo, ossia
il componente polare) I'asse principale d’inerzia corrispondente
al centro di massa, di massimo o minimo momento. Posto, con-
formemente a cio, p0= g0 = o, rO™ o, le (5, § 359) danno :

Ne viene che, col tendere di pOe g0a zero, cioé coll’avvicinarsi infi-
nitamente I'asse istantaneo di rotazione all’origine dei tempi all’asse
principale d’inerzia di momento massimo o minimo, a e ¢ avranno
per limite rispettivamente zero e rO”™ o, e per le (4, § 359) b e £
tenderanno a zero, mentre, per la terza delle (6, § 359", sara zero
anche il limite di y. Dallo svanire di a e b segue, per le (3, § 359)
e le (1, 8 360), che, qualunque sia il valore del tempo /, svaniranno,
peyx ey2:cioe il limite dell'asse istantaneo ad ogni istante
sara il supposto asse principale d’inerzia. E per conseguenza,
nella suddetta ipotesi che asse istantaneo iniziale sia questo asse
principale, lo sara ad ogni istante, e si manterra fisso (rispetto,
s’intende, al movimento relativo) e il movimento (relativo) sara
rotatorio intorno all’asse medesimo. Che se I'asse istantaneo ini-
ziale sara abbastanza poco discosto dall’asse principale in discorso,
esso non ne deviera fuori di certi termini in tutto il corso del
movimento. In questo caso, con approssimazione tanto maggiore
guanto piu piccola e la deviazione iniziale, si avra sensibilmente:

Supponiamo ora che I'asse istantaneo iniziale sia I'asse prin-
cipale d’'inerzia di momento medio;
Per ~ (5 § 359):
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Quindi per le (4, § 359):

Ne viene, con tanto maggior approssimazione quanto piu e
sono vicini a zero:

mentre, per (7, § 359):

Si conclude, tenendo calcolo delle (1, § 360), che nella sud-
detta ipotesi, essendo gq= r 0, donde Yi = Y3— °> il movi-
mento sara, come nel precedente caso, rotatorio uniforme. Ma
poiché, comunque grande si supponga a , purché finito, cioe
to e rO prossimi a zero, vi sara un valor del tempo tale che

-pa= o, e cosh 0=1, non si verifichera la circostanza che
per YieYs 101 Sl scostino da zero oltre un dato termine
arbitrariamente ristretto, pur di supporre pO» I'o abbastanza poco
diversi da zero; cioé non ha luogo la proprieta che I'asse istanta-
neo di rotazione non devii oltre un termine assegnabile, piccolo
a piacere, dall’asse principale d’inerzia di momento medio, pur
di supporlo abbastanza poco discosto da esso all’istante iniziale.

In pratica la differenza dei due casi si rivela col fatto che,
procurando d’imprimere un moto rotatorio intorno ad un asse
principale d’inerzia relativo al centro di massa, questo si mantiene
sensibilmente nel primo caso, e nel secondo piu 0 meno rapida-
mente ne devia. E conformemente a cid, con termini analoghi a
quelli adoperati per distinguere I'’equilibrio dal medesimo punto di
vista (§ 324), la rotazione si dice “ stabile ,, intorno all’asse di
momento massimo o minimo, e uinstabile, intorno all’ asse
di momento medio.
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§ 363. Teorema di Poinsot. — L’integrale della forza viva:

e glintegrali delle aree:

del considerato movimento d’inerzia d’un corpo rigido relativo
ad una terna d’assi coll’ origine nel centro di massa e orienta-
zione costante, si traducono, collegati insieme, in una notevole

rappresentazione geometrica del movimento medesimo.
Poniamo :

dove, per fissare le idee, il segno del radicale sia il positivo.

Concepite t/, come coordinate d’un punto rispetto agli
assi mobili, cioé agli assi principali d’inerzia del corpo corri-
spondenti al centro di massa, questo sara un punto variabile col
tempo t, che, essendo per (1):

apparterra ad ogni istante all’ellissoide d'inerzia corrispondente
allo stesso centro di massa; e poiché, d’altra parte:

si trovera sull’asse istantaneo di rotazione al supposto istante :
per modo che sara, in conclusione, ad ogni istante, uno dei due
punti d’intersezione di detto ellissoide d’inerzia coll’asse istan-
taneo di rotazione.

I coseni di direzione della normale all’ellissoide in questo
punto rispetto agli assi mobili sono, per (1)' e (3):

Quindi, per le (2), i coseni di direzione della normale stessa
rispetto agli assi fissi avranno il valore invariabile di quelli
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della quantita di moto areale rispetto al centro di massa, ossia
la normale avra la direzione di questo vettore invariabile del
movimento.

D’altra parte:

ossia:

esprime che anche la distanza del centro dell’ellissoide dal pian
tangente nel punto in discorso € costante.

Concludiamo quindi che la posizione del pian tangente &
invariabile rispetto ad una terna d’assi aventi per origine il
centro dell’ellissoide, cioé il centro di massa, e orientazione
fissa: la quale sara quella d’uno dei due piani invariabilmente
uniti con questi assi che, ad un certo istante, per esempio all’i-
stante iniziale, toccano I’ ellissoide, e sono perpendicolari alla
quantita di moto areale del movimento relativo agli assi rispetto
al centro di massa.

Quindi il movimento in discorso € tale che I'ellissoide d'i-
nerzia corrispondente al centro di massa del corpo tocca costan-
temente un piano fisso relativamente agli assi di riferimento, con
un punto la cui velocita (appartenendo all’asse istantaneo di
rotazione) e nulla: e cioé “rotola senza strisciare ,, sul piano
medesimo.

Notiamo che, per le (3), si ha:

esprimente che la velocita angolare del movimento medesimo ad
ogni istante & proporzionale alla distanza del punto di contatto
dell’ellissoide col piano invariabile dal centro.

Movimento dei gravi.

§ 364. — Abbiamo determinato a suo luogo il movimento
del centro di massa d’'un grave qualsivoglia. Supposta poi la
rigidita del corpo, e trascurata come insensibile I'accelerazione
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centrifuga composta (8 344), per modo che la forza motrice del
movimento si riduca al peso, siccome questo ha per punto d'ap-
plicazione il centro di massa, concludiamo senz’altro che il mo-
vimento del grave relativo ad una terna d’assi coll’ origine nel
centro di massa e orientazione fissa, ossia il componente polare
rispetto al centro di massa del movimento medesimo, & deter-
minato dalle equazioni differenziali (2, § 354), che reggono il
movimento relativo analogo per inerzia, e coincide con questo
movimento (cfr. § 346, § 315).

§ 365. — Notiamo la forma che assume nel presente caso
il teorema della conservazione dell’energia. Pel § 282, sara:

dove T indica la misura della forza viva costante corrispondente
al componente polare, v quella della velocita del centro di massa
al supposto tempo t, ed ni la grandezza della massa del mobile.
D’altra parte, preso il posto iniziale del centro di massa per
origine, e orientato I'asse delle z come il filo a piombo, si ha

(8 344):
Quindi :
ossia :

come immediatamente si puo dedurre dalla circostanza che mgz
é potenziale del sistema di forze (8§ 293, 336). Indichiamo con il
piu gran valore che acquista x nel corso del movimento. L’energia
potenziale al tempo t avra per misura mg — 0, cioé il pro-
dotto delle grandezze del peso del corpo e dell’altezza del piano
perpendicolare al filo a piombo in cui il centro di massa si trova
al tempo t sul piano analogo piu basso che raggiunge nel corso
del movimento (cfr. § 285).
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Movimento d’un sistema di croste sferiche,
esterne I'una all’altra, mutuamente gravitanti.

§ 366. — Consideriamo, per discorrere d’'un altro esempio fra i
piu interessanti, il movimento determinato dalla mutuagravitazione
newtoniana di n corpi, che supponiamo a priori altrettante croste
sferiche a strati omogenei, invariabili, ed esterne I'una all’altra.

Indichiamo con xt yi, n e mi le coordinate del centro (che
sara il centro di massa) e la grandezza della massa d'uno qua-
lunque degli n corpi: con xj jj\ \j e mj le coordinate del centro
e la grandezza della massa d'uno qualsivoglia dei rimanenti:
con nj la mutua distanza dei centri: infine con X\ Y,; Zi e
M.y, M/y, MiS le componenti della forza motrice e del risultante
dei momenti delle forze esterne applicate ai punti del corpo ri-
spetto all’'origine degli assi coordinati, pel primo corpo.

Pel § 335:

Quindi le (2, 8§ 350), applicate al primo corpo, si possono
scrivere cosi:
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E poiché i— 1, 2, .. 11, si hanno 3// equazioni differenziali alle
derivate ordinarie del 2.0 ordine per determinare in funzione di
/le 3;/ incognite x\ yi) n.

Concepiamo fatta questa determinazione ; sara con cid tro-
vato il movimento del centro di massa d’ogni corpo; e non
occorrera piu che conoscere il componente polare del movimento
di ciascheduno rispetto ad esso.

Ora, nell'ipotesi della gravitazione universale, il risultante
dei momenti del sistema di forze applicato ai punti d’'una crosta
sferica a strati omogenei rispetto al suo centro & nullo, come
emerge sia dalla formazione diretta mediante le (1), sia dalla
considerazione che le parallele alle forze acceleratrici dipendenti
da ciascun’altra crosta, descritte pei punti corrispondenti, conver-
gono al centro di questa crosta, e la risultante & parallela alla
congiungente i centri di questa e della crosta considerata, per
modo che il centro della crosta in discorso e punto d’applica-
zione della risultante.

Ne viene che il suddetto componente polare coincidera col
componente polare rispetto al centro di massa del movimento
per inerzia determinato dalle stesse condizioni iniziali; e sara
propriamente un movimento rotatorio uniforme, poiché I'ellissoide
d’inerzia relativo al centro di massa di una crosta sferica a strati

omogenei si riduce ad una sfera (§ 355).

Problema degli n corpi.

§ 367. — L'integrazione delle equazioni differenziali (2)
del § precedente costituisce il cosi detto “problema degli n
corpi ,,. Si verificano in questo caso il teorema della conserva-
zione del movimento del centro di massa, in conseguenza del
quale le equazioni si possono egualmente riferire al movimento
relativo ad una terna d’assi in moto traslatorio coll'origine nel
centro di massa del sistema, e quelli della conservazione delle
aree e della forza viva: cid che fornisce in tutto dieci equazioni
integrali delle 6n che formano il sistema integrale completo
(cfr. 8§ 353). Questo non fu finora trovato che nel caso di due
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corpi, nel quale é facile determinare le due equazioni integrali
rimanenti. Il “ problema dei tre corpi, fu oggetto di molte ri-
cerche, che condussero ad interessanti risultati, ma non & stato
completamente risoluto; né & presumibilmente risolubile sotto
la condizione che tutte le equazioni integrali si ottengano egua-
gliando a zero funzioni usuali delle 6n incognite. *

§ 368. — Consideriamo il caso di due corpi, e indichiamo
con m, m' le grandezze della massa, con x,y, 1 e x',/, C le
coordinate dei centri di massa, con r la loro mutua distanza al
tempo t. Le equazioni (2, § 366) si riducono alle:

Di qui segue immediatamente:

le quali esprimono I'importante proposizione che il moto del
centro di ciascun corpo relativo ad una terna d’assi in movimento
traslatorio coll’origine nel centro dell’altro é quello di un punto
la cui accelerazione e costantemente volta verso questo punto,
e la grandezza e:

cioé inversamente proporzionale al quadrato della distanza dei
due punti. Questo ¢ il movimento che, sotto il nome di “ centrale ,,
abbiamo indagato nei 88 197, 200.

* Come non ¢ risolubile I'equazione del 5.0 grado sotto la condizione che
la forinola di risoluzione contenga i coefficienti assoggettati alle sole operazioni
algebriche, e non & possibile la quadratura del circolo sotto quella che la co-
struzione non implichi che la retta ed il cerchio.
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Ne viene, indicando con @(t), 7 (/), ¥ () tre funzioni del
tempo t, note per quell’indagine:

le quali forniscono senz’altro il suddetto movimento relativo, e,
insieme colle tre, che se ne deducono derivando rispetto a t,
rappresentano sei equazioni integrali del sistema (1).

Le rimanenti sei sono date dal teorema della conservazione
del movimento del centro di massa (dalle (1), sommandole mem-
bro a membro, immediatamente deducibile), e cioé sono:

e le tre che se ne deducono derivando per rispetto a t
Cosi il problema & completamente risoluto. Dalle (3) e (4),

indicando con x, y, \ le coordinate del centro di massa della
coppia dei due corpi, per modo che :

abbiamo immediatamente :

E queste equazioni forniscono senz’altro il movimento assoluto:
mentre, confrontate colle (3), mettono in evidenza la semplice rela-
zione esistente fra i movimenti del centro di massa d'un corpo
~relativi a due terne d’assi in moto traslatorio, coll’origine, I'una
nel centro di massa dell’altro corpo, e I'altra in quello della
coppia dei due corpi.

E ovvia I'applicazione di questa teoria al movimento dei
corpi celesti. Noi vediamo che le leggi di Jiepler (che si rife-
riscono appunto al moto relativo ad una terna d'assi d’orienta-
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zione fissa, coll’origine nel centro del Sole) corrispondono all’ipo-
tesi di due soli corpi, che siano croste sferiche a strati omogenei,
e rigidi. Effettivamente, stante la preponderante massa del Sole,
il moto di ciascun pianeta riesce approssimativamente come se
fosse solo; ma sensibili all’ esperienza sono le deviazioni dalle
leggi di Kepler : le cosi dette " perturbazioni Queste sono
oggetto di calcoli spettanti piu particolarmente alla Meccanica
Celeste; e I'accordo che si riconosce fra I'osservazione e la teoria
fondata sulla legge di Newton conferma nel piu chiaro modo la
legge medesima.

Movimento di un gruppo planetario.

§ 3"9- — Movimento di un gruppo planetario chiameremo
il movimento conforme alla legge della gravitazione universale
di un gruppo di croste sferiche a strati omogenei, in presenza
d’un’altra — crosta esterna — nelle ipotesi che le croste non
si comprendano, e inoltre:

i.°) che il rapporto della massa del gruppo alla massa della
crosta esterna sia cosi piccolo, da poter sensibilmente confon-
dere col centro della crosta esterna il comun centro di massa
del sistema formato dal gruppo e dalla crosta esterna, e sup-
porre per conseguenza il centro di questa in movimento uni-
forme rettilineo, o, se capita, fisso;

2.0 che sia cosi piccolo il rapporto della mutua distanza
del centro di ciascuna crosta del gruppo e del centro di massa
del gruppo medesimo alla mutua distanza di questo e del centro
della crosta esterna, cosi da poter sensibilmente trascurare, nel
calcolo delle forze, I’aggiunta delle sue potenze superiori alla
prima.

Indichino in queste ipotesi X, y, (e x-f y -f 1-f Rele
coordinate del centro di massa e della crosta qualunque del
gruppo rispetto ad una terna d’assi avente per origine il centro
della crosta esterna, per modo che o d siano le coordinate
del centro della crosta suddetta del gruppo rispetto ad una terna
parallela, coll’origine nel centro di massa del gruppo; M, m e nu

Maggi. 18
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le grandezze della massa della crosta esterna, del gruppo, e
della crosta ima del gruppo precedentemente considerata; r e
a, p, Yy quella della mutua distanza del centro di massa del gruppo
e del centro della crosta esterna, e i coseni di direzione del
raggio spiccato da questo punto a quello, per modo che :

Avremo sensibilmente :

Quindi, posto per un momento:

colla stessa approssimazione, per la grandezza della forza mo-
trice della crosta ina concepita isolata colla crosta esterna:

e per le sue componenti;
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E riuscendo, per (1):

si conclude per le componenti medesime:

8 37°- ~ Si ha, intendendo che la sommatoria abbracci
tutte le croste sferiche del gruppo :

E per conseguenza le componenti della forza motrice del gruppo
risultano :

Donde scaturisce che il movimento del centro di massa del
gruppo € quello del centro d'una crosta sferica a strati omoge-
nei avente la massa totale del gruppo, isolata colla crosta esterna ;
e percio indipendente dal movimento delle singole croste, e pu-
ramente determinato dalle sue condizioni iniziali, dalle quali é
senz’altro deducibile.

§ 371. - In secondo luogo, per le stesse (2, § 369) saranno:

le componenti della risultante del sistema di forze applicate alla
crosta ime} determinato dalle forze acceleratrici esterne (rispetto
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al gruppo) corrispondenti al movimento relativo ad una terna
d’assi in moto traslatorio coll’origine nel centro di massa del
gruppo (8 311): cid che chiameremo la forza motrice esterna
(rispetto al gruppo) della crosta inmg, corrispondente allo stesso
movimento relativo. La qual forza emerge composta delle due le
cui componenti sono i termini in colonna; I'unaorientata inversa-
mente al raggio spiccato dal centro di massa del gruppo al centro
della crosta considerata; I'altra orientata come la projezione del
raggio descritto dal centro di massa del gruppo al centro della
crosta considerata sul raggio descritto a detto centro di massa
dal centro della crosta esterna.

§ 372. — Si conclude che le equazioni del movimento dei
centri delle singole croste componenti il gruppo relativo ad una
terna d’assi in movimento traslatorio coll’origine nel centro di
massa, saranno :

dove r e a, B y si debbono considerare come funzioni del tempo t,
trovate preventivamente colla determinazione del movimento del
centro di massa del gruppo mediante il § 370.

E manifesta la parentela di queste equazioni con quelle degli n
corpi (§8 367). La forza particolare del caso in discorso, che ab-
biamo esaminato nel precedente § 371, si chiama per ogni corpo
del gruppo la “forza perturbatrice , proveniente dalla crosta
esterna.

Questo studio serve di fondamento al problema del movi-
mento del sistema formato da un pianeta e suoi satelliti. Si vede
intanto come, essendo sempre assai piccolo il rapporto delle
masse dei satelliti a quella del pianeta, e percio sensibilmente
coincidente col centro di massa del sistema il centro del pianeta,
questo si movera, secondo le leggi di Kepler, come se i satelliti
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non esistessero. Mentre, supposto, per esempio, un solo satellite,
il movimento del suo centro relativo ad una terna d’assi in moto
traslatorio coll’origine nel centro del pianeta deviera dalle leggi
di Kepler in conseguenza della forza perturbatrice del Sole. Cio
che si verifica nel movimento della Luna, e costituisce i feno-
meni astronomici che formano I'oggetto della “ Teoria della
Luna

S’intende poi il possibile dislocamento delle parti di un gruppo,
che, da gran lontananza, si vada accostando al Sole; che la
forza perturbatrice di questo, in parti diversamente poste, pud
riuscire di contrario senso, cosi da tradursi in un’azione divel-
lente. E questo e il principio dinamico della teoria di Schia-
panelli della disgregazione delle comete, e conseguente forma-
zione del corteggio di meteoriti, che, scoperse I'illustre astronomo,
accompagna taluna di esse.

Sul movimento completo d'un pianeta.

§ 373- — Manteniamo le ipotesi dei precedenti 88, solo
sostituendo ad una delle croste sferiche del gruppo planetario
un solido qualsivoglia, che chiameremo il Pianeta, mentre le
singole croste del gruppo si chiameranno i satelliti, e la crosta
esterna, il Sole; oltre di che supponiamo che sia piccolissimo il
rapporto del raggio d'una sfera che s’immagini contenere il pia-
neta alla distanza del suo centro dal centro del Sole e d’'ogni
satellite, e il rapporto della massa d’ogni satellite a quella del
pianeta, cosi che il centro di massa del pianeta coincida sen-
sibilmente con quello del gruppo planetario.

Le (2, § 369) dove si faccia nu= 1, e s’intenda [sostituito
al centro di massa della crosta ima di quel movimento il punto
qualunque del Pianeta, e alla crosta esterna il Sole, o uno qua-
lunque dei satelliti, si applicano senz’ altro alla forza accelera-
trice esterna in questo punto del Pianeta, dipendente dal Sole
o dal satellite considerato.

Ne viene che la forza motrice del Pianeta e d’ogni satellite
sara la stessa come nel caso precedentemente trattato, per modo
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che potremo supporre determinato conformemente alle leggi di
Kepler (o dei due corpi) il movimento del centro di massa del
gruppo planetario, o sensibilmente del centro di massa del Pia-
neta, e mediante le equazioni del § 372 il movimento del centro
d’ogni satellite relativo ad una terna d’assi in moto traslatorio
coll’origine nel centro di massa del Pianeta.

Formando poi, colle stesse (2, § 369), le componenti del ri-
sultante dei momenti del sistema di forze corrispondente, rispetto
al centro di massa del Pianeta, e deducendone le espressioni nel-
I'ipotesi che la terna degli assi coordinati sia formata cogli assi
principali d’inerzia del Pianeta relativi al centro di massa — al
qual fine, bastera supporre, per un momento, che I'orientazione
delle due terne coincidano — si trova agevolmente:

(“ forinole d’Euler dove:

si riferiscono al Sole o al satellite considerato;
mentre i rimanenti simboli si riferiscono al Pianeta, col signi-
ficato precedentemente stabilito.
Poniamo :

dove la sommatoria abbraccia il Sole e i singoli satelliti.

Introducendo queste espressioni nelle (2)" del § 350, queste
equazioni, nelle quali r e O, ¢ 7, a qualunque corpo si riferi-
scano, si dovranno intendere funzioni del tempo t separatamente
determinate, saranno le equazioni differenziali del movimento del
Pianeta relativo ad una terna d’assi coll’orientazione dei supposti
assi fissi e l'origine nel suo centro di massa.



Sul movimento completo d’un pianeta. 279

Notiamo che, se € P— O— R sara 92t = 2’n= 9> = o,
e il movimento relativo in discorso si ridurra ad un movimento
rotatorio uniforme coll’asse passante pel centro di massa. In
ogni altro caso il movimento medesimo rivelera I'influenza dei
satelliti e del Sole.

Conformemente a cio il movimento diurno del Globo Ter-
restre, non essendo questo che approssimativamente sferico, non
sara che con analoga approssimazione, come sensibilmente ri-
sulta, rotatorio uniforme, coll’asse passante pel centro. Realmente,
per effetto del Sole e della Luna, I'asse istantaneo del movi-
mento medesimo, varia col tempo; cid che costituisce il feno-
meno della “ precessione degli equinozii ,, e della “ nutazione ,,,
la cui teoria ha per fondamento i suesposti risultati.

Equilibrio.

§ 374. — Condizione necessaria perche un sistema di corpi
rigidi liberi sia, in un intervallo di tempo, in equilibrio, sara,
pel § 323, che, per ogni corpo si verifichino, ad ogni istante
dell’intervallo, le relazioni:

le quali sono tante quante sono i parametri che individuano
la posizione dei singoli corpi, e per conseguenza del sistema.

Le X,...M*, ... si debbono intendere in generale altret-
tante espressioni formate con questi parametri, non implicanti
il tempo, ne le derivate dei parametri rispetto al tempo.

Quindi le precedenti relazioni formeranno in generale un
sistema d’equazioni fra i parametri medesimi, atto a determi-
narne un valore fisso. E in tal caso esse saranno anche con-
dizioni sufficienti per I'equilibrio del sistema.

In caso contrario, emerge da quanto precede (8 358), che
sara inoltre necessario e sufficiente supporre che per questi corpi,
la cui posizione dalle condizioni in discorso non risulta fissata,
sia, ad un istante, nulla la forza viva.
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L’insieme delle equazioni (i) & equivalente all’'unica:

dove t rappresenta il volume complessivo di tutti i corpi del
sistema: k e (3% 3y, 3Q, la grandezza della densita e la velo-
cita del punto qualunque (% v, p) in conseguenza d’un atto di
movimento virtuale qualsivoglia, col quale il sistema ha una po-
sizione d’equilibrio: (Xe Y Z¢ finalmente, la forza accelera-
trice in questo punto esterna rispetto al corpo, cioe al pezzo
rigido del sistema, cui il punto appartiene. E questa equazione
riceve piu particolarmente il nome d’ “ equazione delle velocita
virtuali ,,: mentre la proposizione da essa rappresentata — cioé
che “ condizione necessaria e sufficiente per una posizione d’equi-
librio & che sia nulla la potenza delle forze esterne rispetto ai
singoli corpi corrispondente ad un atto di movimento virtuale
qualsivoglia con cui il sistema ha la supposta posizione , — ai
chiama il “ teorema delle velocita virtuali

Questa equazione, quando il sistema delle forze (Arf,Yt, Zt)
ammetta il potenziale, indicandolo al solito con 1V, si traduce in:

u colla condizione che ogni corpo del sistema mobile sia inva-
riabile la quale & condizione necessaria perché il valore di W
corrispondente alla supposta posizione sia massimo o minimo
“ subordinatamente alla suddetta condizione della rigidita dei
singoli corpi ,. Che se, per una posizione del sistema, 1V riceve,
sotto questa condizione, un valor massimo, sara una posizione
d’equilibrio stabile (§ 325).

In quest’ ultimo caso, perche il mobile si mantenga fisso
nella posizione d’equilibrio in discorso, & necessario e sufficiente
che, ad un istante, la sua posizione sia quella, e I'atto di mo-
vimento nullo; cioé i valori delle variabili x,y, z, & /, Q per
ciascun corpo, quelli che corrispondono alla posizione d’equili-
brio considerata, conformemente alle (1), e i loro coefficienti
differenziali rispetto al tempo tutti zero.

Questa proposizione si estende ad ogni posizione d’equili-
brio conforme alle (1), pur di ammettere a priori la possibilita
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che il mobile vi si mantenga fisso: — inteso almeno, come
d’ ordinario, che il movimento sia univocamente determinato
dalle relative equazioni differenziali, col concorso della posi-
zione e dell’atto di movimento ad un istante. Difatti, allora,
quel caso d’equilibrio riesce la forma di movimento corrispon-
dente alle condizioni iniziali della supposta posizione e dell’atto
di movimento nullo.

§ 375- Giova infine rilevare la proprieta generale delle posi-
zioni a cui corrisponde un valor massimo del potenziale, che il
mobile non se ne scostera, nel corso del movimento, oltre un
termine prefissato, se ad un istante la sua posizione e a quella
abbastanza vicina, e la forza viva inferiore ad un termine asse-
gnabile. Cio che si pud dedurre per ragion di continuita dalla
proposizione analoga del § 325, e si pud anche dimostrare di-
rettamente con simili riflessioni. Difatti, indicando con JV1 e Tx
il valore di 1V e la grandezza della forza viva nella supposta
posizione iniziale, e con JVO, come al § 325, il valor massimo
di 1V corrispondente alla posizione considerata, si trovera su-
bito :

donde, essendo le differenze anche i loro valori assoluti, emerge
che, supposto, oltre Tx inferiore ad un certo valore, anche la
posizione iniziale abbastanza prossima alla posizione corrispon-
dente a IVO perché JVO— IV1 sia inferiore ad un certo valore,
la posizione del mobile non si scostera mai dalla posizione cor-
rispondente a JVO tanto che IVO— IV raggiunga un valore
prefissato piccolo fin che si vuole.

Teorema di d’Alembert.

§ 376. — Cominciamo a dire che due sistemi di forze ap-
plicati ai punti di un corpo si fanno mutuamente equilibrio
quando il sistema risultante dei due soddisfa le (1, § 374), ossia
la (2, 8 374). E chiamiamo il vettore le cui componenti sono

(¢ quindi I'unita & quella di forza
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acceleratrice) *“ forza acceleratrice d’inerzia ,, al tempo t nel
punto il cui posto a questo istante e (x,y, /) : conformemente
al qual termine chiameremo il vettore:

la “ forza specifica d’inerzia ,, al tempo t, nel punto suddetto.

Confrontando la (2, § 374) colla (1, § 351) abbiamo la pro-
posizione che “ se un mobile & costituito da un insieme di corpi
rigidi, il sistema delle forze esterne per rispetto ai singoli
corpi e quello delle forze d'inerzia, applicati, I'uno e I'altro,
ai punti del mobile, si fanno mutuamente equilibrio ad ogni
istante,,. E questo falmeno pel caso in discorso) e il celebre
“Teorema di d'Alembert

Limiti del procedimento esposto.

§ 377- ~ Escluderemo quei movimenti conformi alle prece-
denti equazioni, che involgessero una compenetrazione dei corpi.
Occorre invece considerare il caso che due o piu corpi vengano,
o si mantengano, fra loro a contatto. Il qual caso perd non é
da calcolarsi come praticamente traducibile in equazioni col me-
todo finora esposto; ma tale da richiedere il sussidio dei prin-
cipii che formeranno l'oggetto dei capitoli seguenti.

CAPITOLO 1l
PRESSIONE.

Riflessioni generali.

§ 378. — Comprenderemo i casi che ci restano a trattare —
cioé i corpi rigidi vincolati e i corpi comunque variabili — sotto
I'unico punto di vista del movimento d’'un corpo, la cui super-
ficie e prestabilito che tocchi quella d'un altro corpo, colla con-
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dizione ; o senza, che il sistema completo sia in movimento
continuo.

Per esempio, i movimenti d' un corpo rigido tangente ad
una superficie fissa, o avente una retta fissa, sono immagini
dedotte da movimenti naturali come quelli d’'una palla sopra una
tavola, o d'un volante intorno al proprio asse; nei quali, una
parte mobile del Globo Terrestre si move mantenendosi a con-
tatto d’una parte fissa al Globo medesimo. Se non che, con-
centrando I’attenzione sulla parte mobile, il resto si surroga con
un opportuno vincolo geometrico; oltre di che si passa al caso
dei sostegni fissi, prescindendo dal movimento del Globo, e
come limite d'una superficie cilindrica circolare fissa si ottiene
I'asse di rotazione. D’altronde, il calcolo del movimento d'un
corpo comunque variabile, si fonda su quello d’'una parte del
corpo piccola fin che si vuole, dalla quale, come limite, si passa
al punto qualsivoglia; e questo €, come nei precedenti casi,
un mobile alla cui superficie si prescrive di toccare quella d'un
altro : e cioé il resto del corpo considerato.

Ora, quando ha luogo il contatto della superficie del mo-
bile con quella d'un altro corpo, giova l'intervento del concetto
di upressione ,, : cioé d'un vettore definito per ogni punto della
superficie; col quale si congiunge la “ forza limite ,, vettore
definito pei punti del corpo, |4 cui determinazione si fonda
sulla forza elementare soggetta alla condizione che la distanza
dei punti si mantenga superiore ad un certo termine, ancorché
non praticamente assegnabile. La pressione e la forza limite
surrogano, come si vedra a suo luogo, nelle equazioni cardinali
la forza esterna, comprendente, in generale, il caso che la di-
stanza di due punti possa diventare minore d’'ogni termine
prefissato. E in cid consiste principalmente il vantaggio di questi
concetti; poiché la pressione, per le relazioni a cui da luogo,
meglio si presta alle ipotesi, nei singoli casi, piu opportune.
Notiamo che non altrimenti, nel ragionamento famigliare, si
traduce colla pressione della mano I'azione dei muscoli del corpo ;
circostanza, nella quale va cercata l'origine del nome.
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Forza limite.

§ 379. — Sia una forza elementare atta al calcolo della
forza acceleratrice esterna in un punto qualunque d’'un corpo
concepito isolato con uno e piu altri quali si vogliano, in una
certa condizione fisica. “ Forza acceleratrice limite ,, corrispon-
dente a quella forza elementare, in un punto di un corpo, chia-
miamo il limite della forza acceleratrice esterna nello stesso
punto, calcolata in base alla supposta forza elementare dipen-
dente dal corpo che si ricava dal complesso dei corpi conside-
rati, levandone un intorno del punto, collo svanire del raggio
d’'una sfera capace di contenere I'intorno medesimo.

In particolare chiamiamo “ forza acceleratrice limite, dipen-
dente dal corpo cui il punto appartiene ,, o wforza acceleratrice
limite interna ,, la quantita definita nel suddetto modo rispetto
al corpo a cui il punto & supposto appartenere, prescindendo
da ogni altro corpo. E allora si vede che in un punto interno
la forza acceleratrice limite sara sempre la risultante della forza
acceleratrice limite interna, e della forza acceleratrice esterna,
calcolata in base alla supposta forza elementare. Mentre per un
punto della superficie reggera la stessa conclusione se non vi
€ per avventura contatto con qualche altro corpo; nel qual caso
la forza acceleratrice limite sard la risultante delle forze acce-
leratrici limite interne nello stesso punto, concepito come appar-
tenente al corpo considerato, e a quello formato dall'insieme di
tutti gli altri.

§ 380. — Immaginiamo un corpo C, e indichiamo con X\, Y), 2\
le componenti della forza acceleratrice limite interna d’una
certa specie (corrispondente ad una certa forza elementare) nel
suo punto qualunque (x, y, 7. Concepiamo il corpo che si ri-
cava da esso, levandone un intorno qualunque del punto (x,y, 1);
e indichino x',y', 1 le coordinate del suo punto corrente, k la
grandezza della densita in esso, t' quella del volume. Finalmente
nini' R rappresenti la grandezza della supposta forza elementare,
col significato dei simboli a suo luogo spiegato (§8 297).
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Sara:

dove :

e e* z, sz svaniscono col raggio d’una sfera capace di contenere
Tintorno.

§ 381. — Ammetteremo, salvo verificare nei singoli casi
I"ipotesi :
1 che sy, sy, sssvaniscano, nel campo rappresentato da C

uniformemente; cioé che, fissato s positivo, piccolo a piacere,
esista p, indipendente da x, y, % tale che, se I'intorno é rac-
chiudibile da una sfera di raggio < p, sara:

2) che X\, Y[, Zi siano, nel campo rappresentato da C,
funzioni finite e continue del punto (X,y,z);

3) che il valore di X\, Y[, Zi, nei punti della superficie
del campo medesimo, sia il limite della componente secondo lo
stesso asse della forza acceleratrice della specie considerata
dipendente dal corpo C in un punto esterno al campo, cioe al
corpo C, col tendere di questo punto al supposto punto della
superficie.

§ 382. — Dimostriamo che:

dove x indica il volume del campo rappresentato dal corpo C,
e k la grandezza della densita nel suo punto qualunque M o
iX>y> é nullo per ogni atto di movimento al tempo t conci-
liabile colla rigidita del corpo C medesimo.
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Difatti, per le precedenti (i, § 380), questo integrale equi-
vale a:

Ora, noi possiamo immaginare dedotto dal corpo C laltro,
cui si riferiscono i simboli accentati, levandone il pezzo conte-
nuto in una sfera col centro in (x,y, € un certo raggio in-
dipendente da questo punto. In tal caso si riconosce agevol.
mente che:

Per modo che (cfr. § 299) il primo termine si pud rappresen-
tare con :

donde scaturisce senz'altro che avra valor zero per ogni atto di
movimento tale che r si mantenga costante per ogni coppia di
punti del campo C, cioé per ogni atto di movimento conciliabile
colla rigidita del corpo C.

Ne viene che, per ogni atto di movimento cosi fatto, (1) si
riduce al secondo termine di (2); e poiché questo, nelle nostre
ipotesi (8 38l1), svanisce col raggio p della sfera relativa al
punto qualunque M del campo, mentre (1) &€ da questa varia-
bile indipendente, si conclude che (1) deve aver valor zero,
c. v. d

§ 383. — Da questa proposizione, che collima con quella
del § 300, segue immediatamente collo stesso procedimento
del § 304:
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sei equazioni equivalenti alla proposizione medesima, cioé al-
I'unica:

ove (ox, 8, ®) rappresenta la velocita al tempo tnel punto
di cui x, y, 1 sono coordinate al tempo stesso, per un atto di
movimento virtuale qualsivoglia conciliabile colla rigidita.

| vettori le cui componenti sono iprimi membri della prima
e della seconda terna delle equazioni (1) si chiameranno, se-
condo il § 301, risultante del sistema delle forze acceleratrici
limite dipendenti dal corpo C, o forze acceleratrici limite interne,
applicate ai punti del corpo medesimo, e risultante dei loro
momenti rispetto al punto preso per origine delle coordinate
come polo. E le (1), o la (2), esprimono che questidue vettori
sono nulli, come per le forze interne (8§ 304).

Forza intima.

§ 384. — Concepito un corpo C in movimento determinato
da forze esterne di una certa specie qualsivoglia e dalle forze
interne, chiameremo talvolta “ forza acceleratrice intima cor-
rispondente ad una certa specie di forza acceleratrice limite ,,
ne’ suoi singoli punti, il vettore che, composto colla forza
acceleratrice limite interna di quella specie, s’intende fornire
per risultante la forza acceleratrice interna.

Ancorché la forza acceleratrice intima cosi definita possa
non riuscire suscettibile di determinazione diretta, potremo affer-
mare, per le proprieta generali delle forze interne e delle forze
limite , che saranno costantemente nulli la potenza del sistema
delle forze intime applicato ai punti del corpo, per ogni atto di
movimento conciliabile colla rigidita del corpo medesimo, il ri-
sultante del sistema stesso, e quello dai momenti rispetto ad un
punto qualunque come polo.
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Forza limite di gravitazione universale.

§ 385. — Indicando, come al § 333, con x,y', M e« le
coordinate del punto qualunque del corpo considerato e la gran-
dezza della densita in esso punto, e ommettendo di scrivere,
per brevita, il fattore *2 la componente secondo I'asse delle x
della forza acceleratrice di gravitazione universale dipendente
da questo corpo in un punto (X, y, ~) esterno al corpo medesimo
e data da:

dove al solito:

Assumiamo (x, y, come polo di coordinate sferiche, per
modo che r sia il raggio vettore del punto (%,/, ), e O a ne
indichino la colatitudine e la longitudine rispetto ad un certo
asse polare e ad un primo meridiano concepiti scelti a piacere.

Indichiamo poi con r0) rx,... r2,+x i valori di r pei punti
in cui il raggio vettore spiccato da (x, y, 1) coll’orientazione
(O a) alternativamente penetra nel corpo e ne esce, e poniamo:

Infine, intendendo che i limiti di 0 e 9 siano quelli che
occorrono perché la coppia Q a riceva i valori corrispondenti
a tutti i raggi uscenti dal punto [x, vy, che incontrano la su-

perficie del corpo (per modo che :

sia la misura dell’area del pezzo di superficie sferica col centro
in esso punto e raggio 1 intersecato da quei raggi) facciamo :
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Con cio (1) acquistera la forma:

Ora questa espressione conserva un valore finito anche se

il polo (xy, dei raggi r si suppone appartenere al corpo
considerato: cioé [x, y, \) si suppone un particolar valore di
(xr, y\ Ed é facile riconoscere innanzi tutto che tale valore
rappresenta il limite dell’integrale (1), applicato, non al corpo

in discorso, ma ad un corpo che se ne ricava levandone un
intorno del punto (x,y, £), collo svanire d’'una sfera capace
dell’intorno medesimo.

Difatti, concepito questo integrale trasformato col precedente
processo, e ridotto alla forma (2), da questa si passera imme-
diatamente all’espressione:

dove il primo termine si applica, come (2), a tutto il corpo
considerato, e il secondo ha lo stesso significato per I’ intorno.
Per esempio, nell’ ipotesi che (x, Yy, sia un punto interno al
corpo, e ogni raggio uscente da esso incontri la superficie in
un punto solo, se si prende un intorno per la cui superficie
avvenga lo stesso, la trasformazione suddetta dell’ integrale (1),
applicato al corpo limitato esternamente dalla superficie del
dato e internamente da quella dell’intorno, lo riduce a:

dove, per ogni coppia (O <), indicano rO e rx il raggio vettore
dell’ intersezione della superficie dell’intorno e del corpo dato
col raggio uscente con quell’orientazione da {x,y,%). Ed essendo:
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si puod sostituire alla precedente espressione:

che ¢ la (3) pel caso in discorso.

Ma, indicando con K il limite superiore di k nel campo
rappresentato dal corpo dato, e con X la grandezza della mas-
sima corda della superficie dell’ intorno, si ha:

per modo che, fissato e positivo piccolo a piacere, perche il
primo membro riesca minore di e basta prendere:

e a fortiori la grandezza del raggio p d una sfera capace di
contenere l'intorno minore di quel numero, che, notiamo, come
sia indipendente da (x, y, D.

Concludiamo dunque che (2), nell’ ipotesi che il polo'(x,y, i)
appartenga al corpo considerato, rappresenta la componente
secondo l'asse delle x della forza acceleratrice limite di gravi-
tazione universale nel punto (% Yy, dipendente dal corpo con-
siderato cui il punto stesso € inteso appartenere.

E osserviamo come la differenza fra il limite che rappre-
senta l'espressione medesima e il corrispondente integrale (1)
applicato ad un corpo che si deduce dal dato levandone un
intorno del punto %y, 1), secondo la definizione del § 380
svanisce uniformemente, nel campo rappresentato dal corpo, col
raggio d'una sfera comprendente I'intorno, conformemente alla
ipotesi 1) del § 381.

§ 386. — La forza acceleratrice limite, di cui abbiamo cosi
constatato I’ esistenza, € funzione continua del relativo posto
*xy, -

Per dimostrarlo, immaginiamo un secondo punto del corpo
(*+ y |- \yt AN, e concepiamo un intorno del primo,

in cui esso sia compreso. La forza acceleratrice limite in ognuno
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dei due punti sara la risultante della forza acceleratrice esterna
nel punto dipendente dal corpo che si ricava dal dato levan-
done quell’intorno, e della forza acceleratrice limite corrispon-
dente all’ intorno: onde l'aumento d’'ogni componente relativo
al passaggio dal primo al secondo punto sara la somma degli
aumenti della componente secondo lo stesso asse dei due
vettori medesimi. E siccome il primo vettore & senz’ altro fun-
zione continua del punto (x Y, e il valore del secondo in
ciascuno dei due punti svanisce col raggio d'una sfera capace di
contenere I'intorno, per quanto s’e veduto nel § precedente,
concludiamo che 1 aumento suddetto riuscira in valor assoluto
minore di un numero positivo prefissato piccolo a piacere, pur
d’intendere il secondo punto entro una sfera col centro nel
primo, di raggio abbastanza piccolo : cido che significa essere la
componente della forza acceleratrice limite nel punto (x, y, ),
e la forza acceleratrice medesima, funzione continua del punto
x Yy 1, c v.d

§ 387. — Cosi abbiamo verificato anche I'ipotesi 2) del
§ 381l. Per verificare la 3) — e cioé che il valore della forza
acceleratrice limite in un punto della superficie del corpo € il
limite della forza acceleratrice esterna dipendente dallo stesso
corpo in un punto fuori del campo da esso rappresentato, col
tendere di questo punto a quello — immaginiamo ancora il
pezzo di corpo contenuto in un certo intorno del punto consi-
derato della superficie. La forza acceleratrice nel punto esterno
sara la risultante delle forze acceleratrici dipendenti dall’intorno
e dal corpo che si deduce dal dato levandone I'intorno medesimo,
ambedue esterne: e la forza acceleratrice limite nel punto della
superficie, la risultante della forza acceleratrice limite dipendente
dall’intorno, e della forza acceleratrice esterna dipendente dal
suddetto corpo: onde la differenza fra la componente secondo
un asse della forza acceleratrice nel punto esterno e quella
della forza acceleratrice limite nel punto della superficie, eguale
alla somma dell’ incremento della forza acceleratrice esterna
dipendente dal corpo che si ricava dal dato togliendone I'intorno,
relativo al passaggio dal punto della superficie al punto esterno
rispetto al corpo dato, ambedue invece esterni a quello, e della
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differenza fra le componenti delle due forze acceleratrici dipen-
denti dall’ intorno. Ne viene immediatamente, poiché quella si
sa essere funzione continua, e queste, (cfr. § 385), svaniscono
col raggio di una sfera comprendente I'intorno, che la differenza
suddetta si manterrd in valor assoluto minore d' un termine
assegnabile, pur di supporre il punto esterno entro una sfera
col centro nel punto della superficie, di raggio abbastanza pic-
colo, e I’intorno comprendibile entro una sfera pure di raggio
abbastanza piccolo: condizione, questa, puramente apparente,
perché la differenza in discorso ha valore indipendente dall’in-
torno; per modo che basta la prima. Cid che dimostra I’enunciato.

§ 388. — Dimostriamo ora, almeno nell’ ipotesi che la
grandezza della densita ammetta le derivate parziali rispetto
alle coordinate del posto continue e finite, che le componenti
della forza acceleratrice limite in un punto sono le derivate
secondo la coordinata del punto, corrispondente al relativo asse,
d’una stessa funzione: cioe che la forza limite di gravitazione
universale ammette funzione delle forze (8 259).

Percio premettiamo, in primo luogo, che, se le considerazioni
del § 385 si applicano all’integrale:

si trovera, collo stesso procedimento, che le relazioni esistenti
fra (1) e (2) di quel § stanno fra (1) e:

la quale riesce parimente funzione continua e finita del posto
del corpo considerato, e, nei punti della superficie, limite della
funzione potenziale del corpo sopra un punto esterno col tendere
di questo punto alla superficie.

In secondo luogo, abbiamo, colla precedente ipotesi sulla
densita, nell’ipotesi che il punto (x, y, 8) sia esterno al campo r':
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e pel teorema di Gauss (§8 68):

indicando con a la grandezza della superficie del campo t' e
con n' la normale nel suo punto qualunque volta verso l'interno.
Quindi, per la componente secondo l'asse delle x della forza ac-
celeratrice limite di gravitazione universale nel punto (X Y,

dipendente dal corpo cui il punto stesso € supposto appartenere,

dove a' si riferisce alla superficie del corpo medesimo.

Cio premesso, sia il punto (x, vy, interno al corpo consi-
derato, e per un momento la superficie di questo corpo tale che
ogni raggio spiccato dai punti d’una sfera col centro in (x, y, 1)
rincontra in un punto solo. Consideriamo un secondo punto
(x+ ax, y, t), compreso in questa sfera, e, per ogni coppia di
valori Q 9, indichiamo con rMrMf Arl0e (rw) la grandezza del
raggio descritto alla superficie con tale orientazione dal primo
e dal secondo punto, e quella del piu breve dei due.

Il valore di (2) nel primo e nel secondo punto sara rappre-
sentato da:

Immaginiamo i punti dei due raggi spiccati da (x v, e
(x + AX, y, 1) coll’orientazione (0, @ aventi dai rispettivi poli la
distanza r. Essi saranno sopra una parallela all’asse delle x, e
il segmento avente I'origine nel primo e il termine nel secondo
avra per misura Ax, per modo che, se x', y't 9 sono le coordi-
nate del primo punto, saranno x' + Ax, y', G quelle del secondo.
Indichiamo con k' la grandezza della densita nel primo, e con
le' -t-AA;" quella della stessa funzione nel secondo.
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La differenza dal secondo al primo dei valori (4), cioe l'au-
mento della funzione (2) in discorso, corrispondente al passaggio
dal punto {x,y, 1) al punto (x + ax, y, *), si potra, con tal signi-
ficato dei simboli, e tenuto conto delle premesse ipotesi, porre
sotto la forma:

dove (kn appartiene al piu lungo dei raggi spiccati dai due punti
rispettivamente, ossia (§8 65):

dove (k') indica la grandezza della densita in un certo punto
dell’'uno o dell’altro raggio, a seconda del caso, compreso fra
quelli le cui distanze dal polo sono r,, e rl0- Ar,,; donde segue:

indicando per un momento con k,0 la grandezza della densita nel-
I'intersezione della superficie col raggio spiccato da (x, y, % col-
I’orientazione (0, ci).

Ora, immaginata I'intersezione della superficie col piano
contenente la parallela per (x, y, O all’asse delle x e il raggio
descritto da esso punto colla supposta orientazione (9, &), indi-
cando con ('x), (/' r©Q le grandezze degli angoli minori di due
retti formati dalla tangente alla linea medesima nel suo punto
d’intersezione con quel raggio coll’asse delle x e col raggio, si
ha subito:

dove si deve prendere + 0 — secondo che & {t'rl minore o
maggiore di (xr,,), cosi indicando la grandezza dell’ angolo for-
mato dal raggio coll’asse delle x.

Ma, se il raggio p € perpendicolare a f2 e f3 al piano di
fi e P2 si ha, indicando nel suddetto modo la grandezza dell’an-
golo di due raggi :
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dove va preso + 0 — secondo che la projezione di p sul piano
di pt e p2 cade dalla stessa parte del piano di p2 e p3 donde

cade px o dalla parte opposta.
Ne viene, indicando con p la perpendicolare al piano della

sezione considerata, volta in un certo senso :
cos («V,,j) = —sin (t'r@sin (n'p), cos(n'x) = =tsin (t'X) sin (n'p),

dove va preso + o — secondo che é (t'rl0 minore o maggiore
di (xr@Q; e per conseguenza:

Allora, per (7) e (6), rammentando:

si ha:

dove nel secondo membro s’é@ ommesso, perché diventato super-
fluo, I'indice m.
D’altra parte, nelle nostre ipotesi:

Si conclude quindi che la funzione (2) ammette nel punto
x Y, coefficiente differenziale parziale rispetto a x, rappre-
sentato da:

che, per (3, & la componente secondo I'asse delle x della forza
acceleratrice limite nel punto (x, Y, dipendente dal corpo con-
siderato.

La restrizione che la superficie del corpo sia da ogni raggio
spiccato dal punto considerato, e dai punti in prossimita di esso.
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incontrata in un punto solo si leva subito, osservando che, qua-
lunque sia il corpo, essendo il punto considerato supposto interno,
esso potra concepirsi come la riunione di due, per I'un dei quali
la suddetta condizione si verifica, mentre per l'altro il punto é
esterno; per modo che la proposizione stara per ambedue, e quindi
necessariamente per l'insieme.

Finalmente la proposizione si estende al caso che il punto,
anzi che interno, sia alla superficie, per una proprieta generale,
essendo le due funzioni (2) e (2, § 385) ambedue continue e
finite nel campo rappresentato dal corpo, compresa la superficie,
e, conformemente alla proposizione in discorso, la seconda man-
tenendosi la derivata della prima rispetto alla x in ogni punto
interno, prossimo alla superficie fin che si vuole.

§ 389. — Cio che, secondo la nostra definizione, & la forza
acceleratrice limite di gravitazione universale in un punto d'un
corpo dipendente dal corpo medesimo, o, senz’altro, interna, si
suol chiamare “forza acceleratrice di gravitazione universale di-
pendente dal corpo, interna al corpo,, 0 “nei punti del corpo,,:
e la relativa funzione delle forze, di cui nel precedente § abbiamo
dimostrato |’esistenza e riconosciuto la forma (2, § 388), pari-
mente “funzione potenziale del corpo interna, o “nei punti del
corpo ,,.

Con cio la funzione potenziale d'un corpo, V, e la forza
acceleratrice di gravitazione universale dipendente dal corpo
medesimo, {X, Y, Z), vengono definite in ogni posto (x,y, dello
spazio, e riescono funzioni del posto dappertutto continue e finite,
collegate fra loro dalle relazioni :

§ 39°- “ Nel campo esterno al corpo potenziarne la relativa
funzione potenziale soddisfa (8 334) all’equazione :

Mostreremo, coll’esempio d’un corpo omogeneo, che cid non sta
piu pel campo rappresentato dal corpo potenziante medesimo.
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Difatti, nell’ipotesi di k' costante, indicandone con K il valore,
la (3, 8 388) ci da:

donde, nell'ipotesi che (x, y, 1) sia interno al corpo, e percido non
coincidente con alcuno dei valori di (xr y', i) a cui I'integrale
si riferisce:

e le formole analoghe, che si ottengono cambiando x iny e
Ne viene:

e per (8 § 388);

la quale &, pel caso dei corpi omogenei in discorso, I “equazione
di Poisson *

Funzione potenziale dell'ellissoide omogeneo in un suo punto.

§ 391. — Sia, per semplicita di scrittura, 1 la grandezza della
densita dell’ellissoide, e il punto interno: dal qual caso emerge
poi immediatamente quello del punto alla superficie. Conforme-
mente a (2, § 388), abbiamo:

dove il campo rappresentato da « « la superficie sferica di rag-
gio 1 col centro nel punto considerato, e r, nel terzo membro,

* Una piu completa trattazione dell’ argomento dei §§ 385-390, € oggetto
della mia Memoria: SUlle proprieta fondamentali della funzione potenziale nella
immediata prossimita e nell’estensione dell’agente, pubblicata net NUovo Cimento
(Serie 31) Voi. XXXIIL.
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rappresenta il raggio vettore, rispetto al punto medesimo come
polo, del punto qualunque della superficie. E di qui, indicando
con rlf r2 i valori di r corrispondenti ad orientazioni eguali ed
opposte quali si vogliano, e con il campo rappresentato da
meta della suddetta superficie sferica, per modo che:

anche :

Ora, indicando con X, Yy, z le coordinate ordinarie del punto
considerato, e con a, S,y i coseni di direzione del raggio de-
scritto da esso al punto cui appartiene il raggio vettore rit le
coordinate di questo punto, e del punto antipode, cui appartiene rt
saranno X + arif y X\ Grx, z + yrx, € X —y.r2, y—Br2, z—yr2.
Stabiliamo che la terna in discorso sia formata dagli assi del-
I ellissoide, e indichiamo i suoi semiassi con a, b, c. Ne viene
che quelle due terne di valori dovranno soddisfare all’equazione:

E per conseguenza rt e — r2 saranno le radici dell’ equazione
in r:

ossia, sviluppando :

per modo che:*

si ricava immediatamente:
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dove:

Ora, &

poiché, il campo d’integrazione essendo rappresentato da una
meta della superficie sferica di raggio 1, per ogni terna di va-
lori (a, p, y) appartenente ad un posto del campo, si hanno le
due terne (@ — 8 y), (—a, 8 y) appartenenti a posti simmetrici
rispetto al raggio orientato come |I'asse delle z, nei quali il
primo e il terzo, il secondo e il terzo dei tre termini in cui,
conformemente a (1), si decompone la funzione integranda riceve
valore eguale e di segno contrario a quello del primo.
Si trova cosi:

ossia :

dove :
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Per effettuare I'integrazione, poniamo (8 24):

Abbiamo cosi:

Ed essendo, come si trova con tan €= /.

in primo luogo:

donde, posto :

si ricava:

e per (2):

espressione di Dirichlet. *

*V. Thomson e Tati. — Nat. Phil., Voi. Il, pag. 44. Questa formola costi-
tuisce il fondamento della celebre teoria dell’attrazione dell’ellissoide, nella quale
non c’inoltriamo, per non oltrepassare i limiti che ci siamo prescritti, riman-
dando ai trattati piu estesi e speciali, tra cui il suddetto, e Betti — Teoria
delle forze newtoniane — Pisa, 1879; Riemann — Schwere, Electricitat und
Magnetismus — Hannover, 1876.
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Postulato della pressione.

§ 392. — Ammetteremo che, per ogni condizione fisica che
occorra considerare, la forza acceleratrice esterna in un punto
d’un corpo, concepito isolato con uno o piu altri quali si si vo-
gliano, sia calcolabile, sotto la condizione che il punto si man-
tenga a distanza sensibile da ogni punto di questi corpi, in base(
ad una forza elementare, a cui corrisponde una certa forza ac-
celeratrice limite parimente in un punto d’un corpo, concepito
isolato con uno o piu corpi qualunque (§8 379). Tale, osserviamo,
é il caso dello stato naturale; in cui, stabilito che un corpo si
mantenga a distanza sensibile da ogni altro, la forza accelera-
trice esterna in ogni suo punto si calcola in base alla legge
elementare newtoniana; alla qual legge elementare corrisponde
una forza acceleratrice limite in un punto, nel modo che a suo
luogo abbiamo veduto.

Convenuta la qual circostanza, ammetteremo in secondo
luogo che, per ogni corpo, e per ogni parte del corpo medesimo,
si verifichino ad ogni istante le sei equazioni:

dove i simboli hanno il significato seguente.

Al solito, t indica il valore del tempo determinante I'istante
considerato, e x, y, ~dinotano le coordinate del punto qualunque
del mobile, k la grandezza della densita in questo punto, re a
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le grandezze del volume e della superficie del mobile (il corpo
considerato, o una sua parte qualsivoglia), all’istante medesimo.

X\, Yi, Z( dinotano le componenti della forza acceleratrice
limite nel punto (x, y, \), corrispondente alla condizione fisica
e ai corpi supposti, secondo la premessa convenzione. *

Finalmente Xn Yn Z, indicano le componenti d’'un vettore,
collegato col precedente, che si deve intendere definito col con-
corso delle stesse equazioni (i) e della seguente proprieta:

" Ogniqualvolta due parti d’un corpo sono chiuse da super-
ficie aventi un punto comune e comune in esso la normale interna,
la quale determinerd un certo raggio uscente dal punto che de-
signeremo con n, concependo le precedenti equazioni (i) appli-
cate alle due parti, competera a quel punto lo stesso valore di
Xyt> Yn, Zn. it

Con cio viene stabilita I'esistenza di questo vettore per ogni
punto (X, y, £) e per ogni raggio n uscente da esso.

Noi lo chiameremo la “ pressione specifica nel punto (X, y, i)
relativa al raggio n,. Che se il punto (X, vV, s’immagina ap-
partenere ad una superficie, e il raggio n s’intende la normale
ad essa in quel punto volta da una certa parte, il vettore si chia-
mera anche la “ pressione specifica nel punto della superficie,
da quella parte ,,.

L 'unita assoluta di quantita di pressione specifica in un punto
relativa ad un raggio, conformemente alla precedente defini-
zione, indicandola per un momento con \p], deve soddisfare
per le (i) a:

donde segue :

8§ 393- — Le Xn, Yn, Zn si ammettera che siano funzioni
delle relative variabili finite e continue, dotate di derivate egual-

* Giova segnalare il caso che, supposto lo stato naturale, la forza limite
dipendente dallo stesso corpo e dai corpi circostanti sia sensibilmente trascurabile
rispetto alla forza acceleratrice di gravitd, nel qual caso Xp Y(, Z( saranno
semplicemente le componenti di questa.
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mente finite e continue; o almeno il campo decomponibile in
parti, in ciascuna delle quali si verificano queste proprieta. In ge-
nerale, esse dipenderanno esplicitamente dal tempo i. E potremo
supporre che siano date a priori in funzione anche delle deri-
vate di x, y, 1 rispetto a t, colla condizione che, concependole
eliminate, ne risultino funzioni di x, y, \ e t dotate delle pre-
scritte proprieta.

§ 394. Osservazione. — Notiamo che, per le (1, § 383), si
potra sostituire nelle (1) del § 392, in ogni punto interno (X, y, Vv,
alla forza acceleratrice limite la corrispondente forza acceleratrice
esterna dipendente dal sistema di corpi che si ricava dal dato
levando dal corpo considerato la parte cui le equazioni stesse
s’intendono applicate, e per ogni punto alla superficie assumendo
il limite di questa forza acceleratrice in un punto interno col ten-
dere di esso al supposto punto della superficie (cfr. § 381).

§ 395. — La suddetta forza acceleratrice esterna non sara
altro che quella che compete alla supposta condizione fisica, in
ogni punto a distanza sensibile dalla superficie della parte con-
siderata. Che se si tratta d’'un mobile tutto intero, e la sua su-
perficie si mantiene a distanza sensibile da ogni altro corpo
determinante il movimento, avra luogo quella coincidenza per
ogni suo punto. In generale, noi designeremo il vettore in di-
scorso con [Xs Ye Zi), e lo chiameremo la “ forza acceleratrice
limite esterna rispetto al mobile considerato ,, corrispondente
alla supposta condizione fisica; conformemente al qual termine,
il corrispondente sistema di vettori applicati ai punti del mobile
si chiamera il “sistema delle forze limite esterne

Risultante d’un sistema di pressioni
applicato ai punti d'una superficie, da una parte,
e risultante dei momenti del sistema stesso rispetto ad un polo.

§ 396- — Concepita in ogni punto d'una superficie deter-
minata la pressione specifica da una parte, concorde per tutti i
punti, I'insieme dei vettori applicati definiti dalle pressioni speci-
fiche medesime e relativi punti si chiama un sistema di pressioni
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applicato ai singoli punti della superficie “ da quella parte E
conformemente a cid, indicando al solito con <« la grandezza
dell’area della superficie, con n la normale nel suo punto qua-
lunque volta verso la parte supposta, e con Xn Yn, Zn le com-
ponenti della corrispondente pressione specifica, il vettore le
cui componenti sono:

si chiama la “risultante ,, del sistema, o anche senz’altro la
“ pressione applicata alla superficie dalla parte considerata ,,: e
quello le cui componenti sono:

il “ risultante dei momenti ,, del sistema rispetto al punto preso
per origine delle coordinate come polo.

A questo secondo vettore si estendono senz’altro le pro-
prieta del risultante dei momenti di un sistema di forze appli-
cato ai punti di un corpo rispetto ad un polo, sostituendo al
campo rappresentato dal corpo quello eh’e rappresentato dalla
superficie, e la pressione specifica in ogni punto della superficie
alla forza specifica in ogni punto del corpo.

In particolare, se la pressione applicata alla superficie non
e nulla, e il risultante dei momenti rispetto ad un certo polo
e nullo, la stessa proprieta apparterra a tutti i punti della pa-
rallela passante per detto polo alla pressione applicata alla
superficie: e questa si dira avere tal retta per asse d’applica-
zione, e per punto d’applicazione ogni suo punto.

E cosi, se le parallele descritte pei singoli punti della
superficie alla relativa pressione specifica dalla supposta parte
convergono verso un punto, questo sara punto d'applicazione
della corrispondente pressione applicata alla superficie. E se le
pressioni specifiche nei singoli punti da una parte sono fra loro
parallele, sara punto d’'applicazione della pressione corrispon-
dente applicata alla* superficie quello le cui coordinate sono :
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dove pn indica la misura della pressione specifica. Questo punto
si chiama talvolta “ centro di pressione Nel caso che anche
la misura della pressione specifica sia costante, le sue coordi-
nate si riducono a:

e si riduce al punto medio della superficie (8 222).

1.a proprieta della pressione.

§ 397- — Sia (x, v, un punto qualunque del corpo con-
siderato, ed indichino n e — n due raggi d'orientazione deter-
minata e opposta, da qualunque punto sia spiccato ciascuno.
Supponiamo in primo luogo il punto (X, V, interno, e appli-
chiamo la prima delle (1, 8 392) ad un parallelepipedo tutto
compreso nel corpo con un vertice nel punto (x, vy, :() e spigoli
di grandezza n, n', n", secondo il raggio n e due raggi nr, n"
ortogonali ad esso e fra loro, spiccati dallo stesso punto. De-
componendo la superficie nelle sue sei faccie, abbiamo (§ 65):

dove X - n, X- n\ X ~n", si riferiscono alle faccie opposte a
quelle che contengono (x, y, 1), e Q e inferiore ad un termine
assegnabile.

Di qui, supponendo che n tenda a zero, mentre n', n" restano
costanti, segue, eguagliando i limiti dei due membri:

E da questa equazione, indicando con Xn, X - w i valori
relativi al punto (x, y, *), ed eguagliando i limiti dei due membri
col tendere di n' e n" a zero, si conclude:

Supposto poi il punto (x, vy, 1) alla superficie, indichi M'
un punto interno, e rappresentino X'M X r i valori delle due

Maggi. 20
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funzioni relativi ad esso. Sara, per quanto precede, con M'
prossimo finché si vuole a (x, y, i):

E poiché, d'altra parte, col tendere di M' a (x, ,

la (i) regge anche per il punto della superficie.
Concludiamo :

cioé “le pressioni specifiche in un punto relative a due raggi

opposti sono d’egual grandezza e opposta orientazione
%

2.’ proprieta della pressione.

§ 398. — Consideriamo ora un tetraedro di cui la base con-
tiene il punto (x, vy, ed e perpendicolare al raggio n, volto
all’interno del tetraedro, e le faccie laterali concorrono in un
punto di questo raggio, e sono perpendicolari, ciascuna, ad uno
degli assi coordinati. Indicando con a la grandezza dell’ area
della base, quella della faccia perpendicolare all’asse delle x sara
+ gcos (nx), dove va preso — o -j- secondo che I'angolo (nx)
e ottuso o acuto. D’altra parte, rappresentando per un momento
con v il raggio orientato come la normale interna a questa faccia,
e intendendo che x rappresenti il raggio orientato come |’ asse
delle x positive, siccome I'angolo («v) € ottuso, sara v = % X,
Xv— =+ Xx, dove va preso + 0 — secondo che il suddetto an-
golo (nx) e ottuso o acuto. Lo stesso per le altre due faccie. E
percio, immaginando la superficie del tetraedro decomposta nella
base e nelle .tre faccie anzidette, e applicandovi la prima delle

(1, § 392), otteniamo (8§ 65"

dove li indica l'altezza.
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Di qui, dividendo per < ed eguagliando i limiti dei due
membri collo svanire di h, con che svanisce anche la base,
deduciamo senz’altro la prima delle tre :

Queste relazioni si estendono agevolmente al caso che il
raggio n sia parallelo ad uno dei piani coordinati. Se e parallelo
ad un asse, cioé a due di detti piani, esse si traducono nella
i.a proprieta. Se n é parallela ad un solo piano coordinato, basta
applicare il ragionamento precedente ad un prisma triangolare
di cui una faccia contenga (X, vy, e sia perpendicolare a n, le
rimanenti siano parallele ai due piani ai quali n non é parallelo,
e le basi siano parallele al terzo.

Esse costituiscono la proposizione fondamentale, detta tal-
volta del “tetraedro delle pressioni ,, e forniscono per ogni
punto la pressione relativa ad un raggio qualunque in termini
delle pressioni relative ai tre raggi orientati come gli assi coor-
dinati. Siccome questi sono tre assi ortogonali qualunque, cosi
si vede come, data la pressione in un punto relativa a tre raggi
fra loro ortogonali, sara determinata per qualsivoglia raggio
uscente dal punto.

3.a proprieta della pressione.

8 399. Introducendo le relazioni in discorso (1, § 398) nelle
prime tre delle (1, § 392), e valendosi del teorema di Gauss
(§8 68) e della proposizione generale del § 66, otteniamo im-
mediatamente le equazioni:
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che, per ogni punto (x, y, :(), stabiliscono la relazione esistente
ad ogni istante fra la densita, I'accelerazione, la forza accelera-
trice limite, e la pressione specifica.

4.a proprieta della pressione.

§ 400. — Introducendo la seconda e terza delle precedenti
equazioni (1, § 399) nella quarta delle (1, § 392), e tenendo cal-
colo che, pel teorema di Gauss, hanno luogo le relazioni:

e le analoghe, che se ne ricavano scambiando % iny e Y
in Z, otteniamo, coll’aiuto delle (1, § 398):

d'onde, pel 8§ 66, la prima delle tre:

relazioni per mezzo delle quali si riducono a sei i parametri
determinanti la pressione specifica in un punto relativa ad un
dato raggio qualsivoglia.

Pressioni principali.

§ 401. — Dai precedenti risultati scaturisce che in ogni
punto la pressione specifica relativa ad un dato raggio, ossia
I'insieme delle pressioni specifiche in ogni punto, & determinato
da una terna vettoriale dipendente dal punto, i cui parametri sono :

Chiameremo questi parametri i “ parametri di pressione ,, cor-
rispondenti al punto.
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Indichiamo con pX pZ p3, le misure delle tre quantita della
terna, cioé le radici della cubica dei parametri, e con (piX),
(pij), (piX) gli angoli formati cogli assi coordinati dalle singole
rette, prese nell’'uno o nell’'altro verso. Sara, per (3)' del § 55:

Quindi, per le (1, § 398) :

Per conseguenza, la pressione specifica nel punto relativa
ad un raggio parallelo ad una retta della terna avra la dire-
zione del raggio medesimo, collo stesso senso o lI'opposto se-
condo che la misura della quantita corrispondente & positiva
0 negativa, e la sua grandezza & quella della quantita medesima;
che se alla pressione specifica in discorso si assegna il raggio
relativo per asse, la misura della quantita sara quella della pres-
sione specifica medesima.

Le tre quantita si chiamano le t pressioni principali nel
punto ,,, e le direzioni corrispondenti t direzioni principali di
pressione ,,.

Le relazioni fra questi elementi e i parametri di pressione
sono forniti senz’altro dalle (5, § 55).

§ 402. — Anche in questo caso, come in quello dello spo-
stamento dislocatorio simmetrico estremamente piccolo (8 102) e
del momento d’inerzia (8 279), si ricava dalla quadrica della terna
vettoriale un’elegante rappresentazione geometrica. Sia, per arri-
varci nel modo piu spiccio, il punto considerato preso per origine
degli assi coordinati, i quali siano inoltre paralleli alle direzioni
principali di pressione nel punto medesimo. La superficie formata
dall'insieme della quadrica della terna delle pressioni principali
nel punto e da quella della terna inversa (8 54), I'una e 1 altra
concepite col centro nel punto, sara rappresentata da:
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per modo che i coseni di direzione della normale nel punto
saranno proporzionali a:

ri | a io

D’altra parte, si ha colla stessa scelta degli assi coordinati:

Consideriamo I'ellissoide concentrico e coassiale alle quadriche
suddette la cui equazione é:

Potremo porre: X,= , Yn= 9, zn= Y; con che la pressione
specifica (X», Y,\ Z,) sara definita in grandezza e orientazione dal
raggio di questo ellissoide terminato al suo punto (;', V, C). E
cid posto, per (i), dove si intenda ;:V=\:r/ = £:V, e (2), il
raggio corrispondente alla pressione specifica in discorso sara
parallelo alla normale alla superficie formata dalle due quadriche
nel punto d’intersezione con quel raggio dell’ellissoide. *

Condizioni della pressione ad una superficie di discontinuita.

§ 403. — Supponiamo nel corpo considerato, al supposto
istante, una superficie di discontinuita per le, 0 per una o piu
delle Xx, ... Ys,...,con che intenderemo che, col tendere d’un

punto M del campo rappresentato dal corpo ad un punto P
della superficie, quelle funzioni abbiano limite diverso secondo che
M si trova da una parte o dall’altra della superficie.

Fissato il punto P, immaginiamo un intorno ¢>di esso nella
superficie medesima, e consideriamo la parte del campo limitata

* V. Lamé. — Lefons sur la théorie mathématique de I'élasticité des corps
,solides. — Paris, 1866 — Six.ne Lefon.
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dalla superficie luogo degli estremi dei segmenti di grandezza £
delle normali ai punti di detto intorno, innalzate da una parte
e dall'altra (basi), e dalla superficie annulare luogo dei segmenti
relativi ai punti della periferia dell’ intorno.

Applicando a questa parte del mobile la prima delle (1, § 392),
abbiamo :

dove Q ed R rappresentano un valore inferiore ad un termine as-
segnabile fisso: t il volume della parte: 0/, w", 0/" le aree delle
due basi e della superficie annulare: X'n' e X'n, la Xn per un
certo punto M' di cd, dove n' é la normale volta verso I'esterno
della parte, e per un certo punto M" di ad’, dove la normale
volta verso I'esterno della parte & n" (cfr. § 397).

Collo svanire di e, x e ad" svaniscono, e co, ad’ tendono
all'area ® dell’intorno considerato di P. Per quanto a X , X',

tenderanno a certi limiti, definiti dai punti dell’intorno ai quali
tendono M' e M".

Noi ammetteremo che il limite di X,, col tendere del rela-
tivo punto, da una parte o dall’altra, ad un punto P della super-
ficie, e del raggio n alla normale in questo punto volta dalla
stessa parte, varii con continuita al variare del punto limite della
superficie.

Allora possiamo indicare i due limiti suddetti con X , + X!
X",+ a’, ove X', , X", indicano i limiti di Xn col tendere del

relativo punto a P da una parte e dall’altra della superficie, e
del raggio n alle normali in P verso I'una e I'altra parte, e
od, a” svaniscono collo svanire dell’ intorno, per modo che i
punti limiti di M' e M" tendono a P.

Quindi, eguagliando i limiti dei due membri di (1) collo
svanire di t:

Ed eguagliando anche i limiti dei due membri di questa
relazione collo svanire dell’intorno in P :
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Indicando analogamente con X,'.... Y; ,... e Xx\jt... Yoy
limiti di Xx,... Yz,... col tendere del punto M al punto P della

superficie, da una parte e dall’altra, e con n la normale in esso
punto volta dalla prima parte, la relazione ora trovata, in virtu
delle (i, § 398), si pud porre sotto la forma:

Teorema di d?Alembert.

§ 404. -- Rappresentino al solito 3x, 8y, 3/ le componenti
della velocita del punto (x, Y, del mobile considerato, per un
atto di movimento al tempo /, quale si voglia, purché le com-
ponenti medesime siano funzioni finite e continue, insieme colle
loro derivate prime rispetto a x, y, 3 di queste variabili. Mol-
tiplichiamo per 3x, Zy) 3~ ordinatamente le (1, § 399): som-
miamo poi e integriamo nel campo X, membro a membro: e tra-
sformiamo infine I’equazione cosi ottenuta mediante:

e le analoghe relazioni. Richiamando inoltre le (1, § 398) e le
(1, § 400I, otteniamo I'equazione:
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£ questo si pud chiamare il “ teorema di d'Alembert , nella forma
piu generale relativa alle attuali supposizioni * (cfr. § 376).

D’altra parte, il primo membro di questa equazione dev’es-
sere eguale alla somma delle potenze delle forze applicate al
corpo, le une determinate dalla sua aderenza ai corpi esterni,
e le altre proprie del corpo medesimo, le quali, composte, nei
singoli punti, colla forza limite, forniscono la forza effettiva. Con-
formemente a cio, il secondo integrale del secondo membro
si chiama la “ potenza delle forze intime, mentre il primo
si chiama la “ potenza delle pressioni applicate ai punti della
superficie ,, (cfr. §§ 384, 396).

Notiamo che, supposto l'atto di movimento del mobile con-
siderato, o d'una sua parte, conciliabile colla rigidita, essendo :

si ha:

e le analoghe, per modo che cid che abbiamo chiamato potenza
delle forze intime pel mobile, o per la supposta parte, si ri-
durrd a zero.

Sappiamo poi che per ogni atto di movimento di un corpo
conciliabile colla sua rigidita € nulla la potenza delle forze limite
applicate al corpo dipendenti dal corpo medesimo, o interne, di
qgualunque specie siano (8 383).

Quindi, nell’ipotesi d’un atto di movimento conciliabile colla
rigidita, risulta nulla la somma di queste due potenze, la quale
rappresenta appunto la potenza delle forze interne applicate al
corpo (cfr. § 384).

Si conclude che, se l'atto di movimento del mobile & conci-
liabile colla sua rigidita, o, piu generalmente, il mobile si divide
in un certo numero di parti ciascuna delle quali ha atto di mo-

* Notiamo che questa equazione, per sé stessa, sta sotto la sola condizione
che Sx, Sy, Sz rappresentino tre funzioni delle x,y, z continue e finite, do-
tate di derivate parziali continue e finite.

Nella denominazione di “teorema di d‘Alembert ,, ci atteniamo al Kirchhoff
(Mech. io,e Vorles.), rimandando, per qualche osservazione in proposito, al ca-
pitolo seguente.
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vimento conciliabile colla sua rigidita, indicando con (Xs, Ye Z#
la forza acceleratrice limite esterna rispetto alla parte cui il punto
appartiene, nel punto qualunque (x, y, i) (8 395), sara:

che e cosi la forma piu generale del teorema di d’Alembert per
un corpo cui e imposta la condizione della rigidita, e per un si-
stema di corpi, ognun dei quali ¢ assoggettato a questa condizione.

Movimento relativo.

§ 405. — Concependo nelle (1, § 392) introdotte le (1, § 175)
e le (1, § 201), e isolati poi nel primo membro delle relative
equazioni :

e le analoghe espressioni, riconosceremo immediatamente che
le equazioni medesime stanno egualmente pel movimento del
corpo relativo ad una terna d’assi mobili, considerati come fissi,
pur di surrogare dappertutto alla forza limite la risultante di essa,
dell’equale ed opposta alla forza di strascinamento che nel caso
di due assi in moto rotatorio uniforme intorno al terzo si riduce
alla forza centrifuga), e della forza centrifuga composta, corri-
spondenti al supposto istante (§ 326).

Ne viene, richiamando il procedimento con cui abbiamo de-
dotto dalle (1, § 392) i precedenti risultati, che tutti quelli che
non implicano direttamente la forza limite si mantengono inva-
riati, e alle (1, § 399) si sostituiscono:
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dove 8)( 3i rappresentano le componenti della risultante
della forza acceleratrice limite, dell’eguale ed opposta alla forza
acceleratrice di strascinamento, e della forza acceleratrice cen-
trifuga composta corrispondenti al tempo t, nel punto conside-
rato, rispetto a una terna d’assi aventi l'orientazione degli assi
mobili al tempo t medesimo : e del resto ogni lettera gotica ha

rispetto a questi assi il significato della corrispondente latina
rispetto agli assi fissi.
§ 406. — Atto di movimento virtuale relativo a una terna

d’assi mobili considerati come fissi s’intende un atto di movi-
mento corrispondente al movimento relativo medesimo conciliabile
coi vincoli quali sono per rispetto agli assi mobili. Per esempio,
il vincolo d’'un punto che serba rispetto agli assi mobili posi-
zione invariata, imposto al movimento assoluto, si traduce pel
movimento relativo in quello del punto fisso.

Indichino 0y, Si), 8 le componenti secondo gli assi aventi
I'orientazione degli assi mobili al tempo t della velocita del
punto qualunque del mobile per un suo atto di movimento vir-
tuale relativo agli assi medesimi, quale si voglia, purché 5x, S9, S3
risultino funzioni continue e finite delle coordinate, insieme colle
loro derivate prime. Scaturisce dalle (1) del precedente §, col
procedimento del § 404:*

che rappresenta la forma pit generale del teorema di d’Alembert
pel movimento relativo.
Che se l'atto di movimento si suppone conciliabile colla

* Sta qui la stessa osservazione della nota al § 404.
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rigidita del mobile, o il mobile composto di un certo numero
di parti il cui atto di movimento e per ciascuna conciliabile
colla sua rigidita, — circostanza che, se si verifica pel movi-
mento assoluto, avra luogo pel relativo, e viceversa — indicando
con ) la risultante della forza acceleratrice limite

esterna per rispetto alla parte cui il punto appartiene, corrispon-
dente alla supposta condizione fisica (§ 395), dell’eguale ed
opposta alla forza acceleratrice di strascinamento, e della forza
acceleratrice centrifuga composta corrispondenti al tempo t,
abbiamo semplicemente :

§ 407. — Si riconoscera agevolmente come la (1, § 406) sca-
turisca direttamente dalla (1, § 404), mediante le (1, § 201), e le:

Queste relazioni stabiliscono che una velocita virtuale rispetto
agli assi mobili, lo & anche rispetto agli assi fissi. Cido che
collima colla convenzione che, nel caso di vincoli variabili
col tempo, la velocita virtuale ad un istante va calcolata nel-
I"ipotesi che i vincoli si mantengano nello stato di quell’i-
stante (8 180); donde segue che, pel calcolo della velocita
virtuale, ogni vincolo conta egualmente rispetto agli assi mobili
e agli assi fissi.
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CAPITOLO IIl.
CORPI RIGIDI VINCOLATI.

Pressioni vincolari.

§ 408. — Consideriamo un sistema di corpi rigidi, a cia-
scun dei quali possa essere imposta anche qualche condizione,
oltre quella dell’invariabilita. Immaginato uno qualunque di essi,
potremo concepire un sistema di pressioni applicato ai punti
della sua superficie, il cui ufficio, conformemente ai principii
suesposti, sara di tradurre l'effetto dei corpi a contatto. Ora,
si potranno dare due casi. Queste pressioni, o per lo meno i
risultanti di esse e loro momenti rispetto ad un punto, potranno
essere dati a priori, pi0 0o meno direttamente, non altrimenti
che le forze limite o i relativi risultanti; nel qual caso diremo
wpressioni prestabilite ,, o “ preventivamente date ,. E si potra
invece prestabilire una condizione della superficie, e, ammesso
che vi corrisponda un sistema di pressioni, intendere che debba
essere dedotto dalla condizione medesima.

Osserviamo a questo proposito, che le supposizioni che piu
comunemente si fanno insieme con quella della rigidita dei
corpi si possono agevolmente comprendere sotto la qualita co-
mune di condizioni a cui si assoggetta la superficie, o parte di
essa, per mantenere l'aderenza a certi a sostegni ,,, 0 conser-
vare una certa connessione fra le parti, cid che si pud imma-
ginare conseguito per mezzo d’opportuni “ legami ,,.

Cido & senz' altro della condizione che la superficie d'un
corpo sia obbligata a toccare una superficie fissa: o, formando
la superficie d’'una cavita sferica o cilindrica circolare, a scorrere
applicata ad un’egual superficie fissa. Dai quali casi si deduce
quello d'un punto fisso, e d’una retta fissa, passando al limite
collo svanire del raggio; e sara ammesso che esistano i limiti
simili dei risultanti delle pressioni e loro momenti rispetto ad
un punto, designati cogli stessi nomi.
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§ 409. — Chiameremo *“ vincolo geometrico ,, d’'un corpo
rigido ogni condizione per la quale vien limitata la generalita
dell’atto di movimento virtuale del corpo rigido medesimo ; per
modo che, posto :

indicando al solito con (8% 8/, 8:Q la velocita virtuale del punto
occupante il posto (x,y, O al considerato istante, risulti comunque
limitata la scelta dei valori dei parametri I' m’, n', p', q', r'".

Qualunque sia un vincolo geometrico, noi ammetteremo I'e-
sistenza, per ogni corpo, dei risultanti d’'un corrispondente si-
stema di pressioni e loro momenti rispetto ad un punto; indicando
i quali con (x', y' z") e (m"'™, ), I'espressione:

sara la misura della potenza del sistema di pressioni medesime
corrispondente ad un atto di movimento virtuale.

Consideriamo, piu in generale, un sistema di corpi rigidi.
Si dira un vincolo geometrico del sistema ogni vincolo geome-
trico che concerne i singoli corpi, e intenderemo per atto di
movimento virtuale del sistema ogni suo atto di movimento
conciliabile con quel vincolo.

Cio posto, stabiliamo, come carattere comune, che “ per
ogni atto di movimento d’'un sistema di corpi rigidi conciliabile
con un vincolo geometrico, la potenza del complesso dei sistemi
di pressioni corrispondenti al vincolo medesimo, applicati ai
singoli corpi, avra valor zero ,. Cioé, coi precedenti simboli, e
intendendo che la sommatoria abbracci i singoli corpi:

§ 410. — Avvertiamo che il meccanismo per mezzo del quale
un vincolo geometrico si concepisce realizzato (sostegni, fili,
spranghe), si suppone ordinariamente — salvo affermare il con-
trario — che non contribuisca sensibilmente alla forza limite
del corpo vincolato; cid che si esprime colla frase che il mec-
canismo stesso si tratta come privo di massa.
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§ 411. — Pel caso del movimento relativo ed una terna
d’assi mobili considerati come fissi, osserviamo che dalla (1, § 410),
intesa applicata al movimento assoluto, segue la relazione
analoga rispetto al movimento relativo, poiché, in ogni caso,
una velocita virtuale rispetto agli assi mobili, lo & anche rispetto
agli assi fissi, e viceversa (cfr. § 408).

Teorema di d’Alembert.

8§ 412. — Abbiasi un sistema di corpi rigidi, il cui movi-
mento sia determinato col concorso di certi vincoli geometrici.
Richiamando (2, § 405), e intendendo che (X«, Yn, zn) si rife-
riscano alle pressioni preventivamente date, abbiamo:

per ogni atto di movimento virtuale. Che se addottiamo il lin-
guaggio del § 376, quest’equazione si traduce nella proposizione
che “ ad ogni istante, si fanno equilibrio il sistema delle forze
d’ inerzia, applicato ai punti del sistema, e quelli delle forze
limite esterne rispetto ad ogni corpo, applicato agli stessi punti,
e delle pressioni preventivamente date, applicato ai punti della
sua superficie , — in altre parole : “ si fanno equilibrio ad ogni
istante il sistema delle forze d’inerzia e quelli delle forze e
pressioni determinate indipendentemente dai vincoli geometrici
prefissati ,, *.

* Tale e in sostanza la celebre proposizione di d’Alembert, che raccoglie
sotto un solo principio i problemi del movimento e dell’equilibrio. L’ equazione
(i) riunisce il " principio di d'Alembert, con quello delle “velocita virtuali ,,
(cfr. § 374) scoperto in casi particolari da Stevin e da Galileo, e in via generale
enunciato per la prima volta da Giovanni Bernoulli; e fu stabilita da La-
grange, donde il termine “ equazione di Lagrange ,, o “ di d"Alembert e La-
grange usata da diversi autori.
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Questo costituisce, nel caso in discorso, il teorema di dJA-
lembert; il quale regge cosi nella stessa forma che pei corpi
rigidi liberi, bastando di surrogare al sistema delle forze esterne
rispetto a ciascun corpo, quello delle forze limite esterne e pres-
sioni prestabilite, che ha un analogo significato. Cio che permette
d’estendere agevolmente alcuni risultati che abbiamo da esso
precedentemente ricavato.

§ 413. — Poniamo (cfr. § 158):

per modo che (x, y, z) (ivr*, ivTy, iwrs) siano, per uno qualun-
que dei corpi del sistema, i risultanti del sistema delle forze e
pressioni determinate preventivamente, e loro momenti rispetto
al punto assunto come origine delle coordinate. La precedente
equazione potra porsi sotto la forma :

dove, rammentiamo, indicando con (8% 8y, 8" la velocita del
punto occupante al tempo t il posto (x,y, z), €:

con I, ... costanti in ogni parte rigida, e la sommatoria
comprende tutte le parti rigide del sistema considerato.
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Equazioni pure del movimento.

§ 414. — Per ogni corpo, che fa parte di un sistema di
ecorpi rigidi, come fu precedentemente considerato, abbiamo le
-sei equazioni :

dove i simboli conservano tutti il significato precedente.

I primi membri di queste equazioni, salvo esaminarne at-
tentamente la forma piu opportuna nei singoli casi, per le re-
lazioni del § 21, che collegano x,y, ~ colle coordinate di un punto
del corpo e i coseni di direzione di una terna d’assi invariabil-
mente unite col corpo, legati questi ultimi, dalle forinole del § 24,
cogli angoli 9, /, Oindividuanti I orientazione di detta terna,
risultano funzioni intere dei coefficienti differenziali primi e se-
condi di queste variabili rispetto al tempo.

Le ... ivr*,... s’intenderanno nel caso piu generale funzioni
del tempo t esplicito * delle variabili suddette, relative, non solo
al corpo in discorso, ma anche a tutti gli altri che compongono il
sistema, e dei loro coefficienti differenziali primi rispetto al tempo.
Questa ipotesi, che risulta necessaria e sufficiente per la trat-
tazione dei problemi che offre I'esperienza, conduce, come si
vedra, a stabilire in ogni caso un sistema d’equazioni differen-
ziali ordinarie del 2.0 ordine, dove il tempo funge da variabile
indipendente, e le variabili individuanti la posizione rappresen-

* Ove nascesse |'idea d’una contraddizione col principio che la forza
motrice & determinata dalla posizione dei corpi considerati, riflettasi che, nelle
attuali ipotesi, il mobile si dovra talvolta intendere come una parte d’un sistema
-pi complesso il cui movimento € incognito ; ignoranza alla quale si supplisce
1 odl'introduzione della pressione alla superficie.

Maggi. ai
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tano le incognite; in conseguenza di che il movimento riesce ire
ultima analisi determinato dal sistema delle forze limite esterne
e delle pressioni prestabilite, coll’aggiunta delia posizione e del-
I’atto di movimento ad un istante, che servono per fissare i va-
lori delle costanti d’integrazione.

Restano ... im:* ... che si devono intendere determinate
dai vincoli, col sussidio dell’ equazione caratteristica del § 409"

§ 415. — Ogni equazione differenziale conciliabile col
complesso delle (1, 2, § 414) relative a tutti i corpi del sistema,,
e del 2.0 ordine, la quale non includa le x 't... = /v ... si chia-
mera un’ “ equazione pura del movimento del sistema

Stabilito un sistema di queste equazioni fra loro indipen-
denti, in numero sufficiente, perché, col concorso dei vincoli
prestabiliti, e in base alle circostanze iniziali — posizione ed
atto di movimento ad un istante — ne venga determinato il
complesso delle variabili individuanti la posizione dei singoli
corpi in funzione del tempo, questo sara il “ sistema delle
equazioni pure del movimento ,,, sufficiente per determinare il
movimento considerato.

§ 416. — In sequito, le (1, 2, § 414) forniranno senz’altro:
8§ 417. — La formazione delle equazioni pure richiede un
procedimento particolare nei diversi casi, il quale pero si fonda

costantemente sul teorema di d'Alembert; donde la grande im-
portanza di questo teorema. Infatti, esse si ricavano dall’equa-
zione (1, § 413), applicandola ad una successione d’atti di mo-
vimento virtuali del sistema, per ciascuno dei quali si converte
in un’equazione differenziale della specie richiesta.

§ 418. — Siano, per esempio, i vincoli tali che, ad ogni
istante del considerato intervallo di tempo, ¢ atto di movimento
virtuale del sistema quello per cui la velocita dei punti d’alcuni
corpi e nulla, e il gruppo dei rimanenti & in atto traslatorio
secondo un certo asse.

Assunto tale asse per asse delle x, potremo supporre zero
le I',...p",... per tutti i corpi, all’infuori di quelli del gruppo,,
pei quali attribuiremo a / un valore comune diverso da zero.
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mentre i rimanenti parametri avranno valor zero, come pei rima-
nenti. E con cio la (1, § 413) si riduce a:

donde:

intendendo che si estenda ai corpi del gruppo.

Si dice in questo caso che il movimento del gruppo soddisfa
il teorema del centro di massa “ secondo il supposto asse ,,
(cfr. 8 252). Che se & X = 0, scaturiscono dalla precedente
le due equazioni integrali:

e si dice che il movimento del gruppo soddisfa il teorema della
conservazione del centro di massa, parimente ttsecondo il sup-
posto asse ,, (cfr. § 253).

§ 419. — Cosi pure, sia atto di movimento virtuale ad ogni
istante quello per cui certi corpi hanno in ogni punto velocita
nulla, e il gruppo dei rimanenti € in atto rotatorio, con un certo
asse per asse istantaneo.

Troveremo analogamente, assunto I'asse medesimo per asse
delle x:

Si dice in questo caso che il movimento del gruppo sod-
disfa il teorema delle aree “ secondo il supposto asse ,, 0 anche
unel piano orientato corrispondente ,,: e se & 3wA= o, per
modo che abbiasi I'equazione integrale:

che il movimento medesimo soddisfa, “ secondo il supposto asse, ,,
0 “ nel corrispondente piano orientato ,,, il teorema della conser-
vazione delle aree. (Cfr. §8 310, 312.)
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§ 420. — In terzo luogo, ogniqualvolta I'atto di movimento
effettivo ad ogni istante & atto di movimento virtuale all’istante
medesimo, la (1, 8 413) fornisce (cfr. 8§ 269, 303):

eh’é anche un’equazione pura del movimento; e si verifica il
teorema della forza viva.
Sotto altra forma, si ha in questo caso:

e la quantitd di cui e misura il secondo termine del secondo
membro si chiama nella (1) “ la potenza del sistema delle pres-
sioni prestabilite, applicato ai punti della superficie del mobile
considerato corrispondente al supposto atto di movimento ,,
e nella (2) il “ lavoro , del sistema stesso “ corrispondente
al movimento dalla posizione al tempo tO alla posizione al
tempo t, (cfr. §8 263, 270, 404).

Nell’ipotesi che il secondo membro sia eguale all’incremento
d’'una funzione W della posizione del mobile, e cioé delle va-
riabili atte a individuarne la posizione subordinatamente ai sup-
posti vincoli, poiché basta occuparsi di queste, la funzione in
discorso si chiamera il potenziale delle forze e pressioni presta-
bilite, e si dira che il movimento soddisfa il teorema della
conservazione dell’ energia (cfr. § 285); mentre la relativa
equazione :

sard un’equazione integrale.
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§ 42r. — Notiamo, riguardo a quest’uitima ipotesi, il caso
cospicuo del movimento determinato da vincoli geometrici in-
dipendenti dal tempo, e dalla gravita; il quale verifichera il
teorema della conservazione dell’energia sotto la forma :

dove G indica il peso del sistema, £la grandezza della distanza
del piano perpendicolare al filo a piombo su cui trovasi il centro
di massa al tempo t dall’analogo piano piu basso, che raggiunge
nel corso del movimento (cfr. § 285), o, se piace, che pud rag-
giungere subordinatamente ai vincoli. *

Equilibrio.
§ 422. — Supponiamo i vincoli invariabili col tempo; oltre
di che, per ogni corpo del sistema, le sc, , , ., ivrs) v

non involgenti direttamente il tempo, né le derivate rispetto al
tempo dei parametri individuanti la posizione dei singoli corpi,
ma, in generale , funzioni di questi soli parametri. E in tale
ipotesi il sistema considerato sia, in un intervallo di tempo, in
equilibrio.

§ 423. — Le (1, 2, 414) si riducono in questo caso a:

esprimenti che i risultanti delle pressioni vincolari e loro mo-
menti rispetto ad un punto sono, per ogni corpo, eguali e di
senso opposto ai risultanti corrispondenti relativi al sistema delle
forze esterne limite e pressioni prestabilite.

E chiaro che dell’ energia potenziale sono essenziali le differenze; per
modo che il valor fisso del potenziale da cui si sottrae il valor corrente per
definire quello dell’ energia potenziale '8 285) si pud scegliere con diversi cri-
terii. Quando ad una posizione conciliabile coi vincoli corrisponde il massima
valore del potenziale, subordinato ai vincoli medesimi, giova spesso scegliere
guesto valore.
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§ 424. — In secondo luogo, le
ducono in questo caso a:

alle quali relazioni concependo applicati i precedenti processi,
si otterranno le “ equazioni pure dell’equilibrio ,, atte a deter-
minare i valori dei parametri che convengono alle “ posizioni
d’equilibrio ,, del sistema considerato (§ 324).

Ora, come al § 374, potra darsi che queste equazioni deter-
minino uno o piu gruppi discreti di valori dei parametri rap-
presentanti altrettante posizioni d’equilibrio distinte ; nel qual
caso le equazioni in discorso, inteso che si verifichino in tutto
I” intervallo di tempo, sono anche condizioni sufficienti per I'e-
quilibrio considerato. Oppure potranno le equazioni medesime
conciliarsi con un insieme continuo di posizioni : per esempio,
con tutte le posizioni d’'uno o piu corpi compatibili coi vincoli;
e in questo caso sara inoltre condizione necessaria e sufficiente
che, ad un istante dell'intervallo, la forza viva di quei corpi di
cui la posizione non risulta fissata sia nulla.

Infatti, ogni effettivo movimento del sistema, essendo i
vincoli indipendenti dal tempo, deve soddisfare il teorema della
forza viva (8 420); e questo, nell’ ipotesi che siano soddisfatte
le equazioni d’equilibrio, siccome ne segue (1), si riduce a:

per modo che condizione supplementare necessaria e sufficiente
perché un corpo qualunque del sistema abbia forza viva costan-
temente nulla, cioé sia immobile, resta che la forza viva del
corpo, nella supposta posizione d’equilibrio, sia nulla ad un
istante.

L 'equazione (1) traduce nel caso in discorso d'un sistema
vincolato il “ teorema delle velocita virtuali ,, (§ 374). * Nelli-
potesi che esista il potenziale IL, conformemente a quanto s’é
visto nel § Z74. essa si riduce a:
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eove la variazione & subordinata, non solo alla rigidita dei singoli
ecorpi, ma altresi ai vincoli imposti al sistema.

Nella stessa ipotesi, ogni posizione per la quale il poten-
ziale 1V, subordinatamente a quelle condizioni, riceve valor
massimo, sara una posizione d’equilibrio stabile (8 325, 375 .

Intorno alle condizioni iniziali occorrenti perche, in una posi-
zione d’equilibrio qualsivoglia, il mobile si mantenga fisso, reggono
le considerazioni relative all’equilibrio dei corpi liberi (§ 374).

Vincoli che si traducono
in equazioni lineari fra i parametri della velocita. 1.° Metodo.

§ 425. — Supponiamo che, i corpi componenti il sistema
eessendo in numero di v, si possano stabilire, in base ai vincoli,
a equazioni lineari fra i 6v parametri I', ... relativi a
tutti i corpi, atte a determinarne in funzione dei rimanenti.

Questi riusciranno arbitrarli; per modo che, concepito dalla
{1, § 413) eliminati i primi, e I'’equazione cosi ottenuta ordinata
rispetto ai secondi, si potra successivamente supporre che tutti
equesti abbiano valor zero all’infuori di uno, cio che fornira, egua-
gliando a zero il suo coefficiente, altrettante equazioni pure del
movimento, e ciogé 6v — a

Altre R equazioni fra le variabili determinanti il movimento
del sistema potranno concepirsi deducibili dai vincoli, come le
supposte fra i parametri delle velocita. Che se queste sono ap-
plicabili all'atto di movimento effettivo, formeranno senz’altro
[A equazioni fra e I, ... p, ... — cosi, al solito, indicando i para-
metri della velocita in tal caso — quali si richiedono per com-
pletare il sistema. Notiamo che i parametri eliminati risultando
funzioni lineari dei rimanenti, le suddette equazioni si potranno
mettere necessariamente sotto la forma:
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dove il termine scritto concerne il corpo i™°, e Li, Pi,..
sono costanti rispetto ai punti del corpo medesimo. E questa
equazione non é che la (1, § 413), ossia la (1, § 412), applicata
all’atto di movimento pel quale le componenti della velocita del
punto v, y, del corpo inp sono:

il quale, riuscendo soddisfatte le supposte equazioni lineari, & atto
di movimento virtuale (cfr. § 417).

Vedremo in seguito un metodo simmetrico per rispetto ai
singoli parametri. Con questo, la scelta di quelli che giova eli-
minare e mantenere dipende dalla opportunita dei singoli casi
particolari.

Un corpo con un punto fisso.

§ 426. — Supposto un punto fisso, indicandone le coordi-
nate con a, b, ¢, si hanno subito le tre equazioni pure del mo-
vimento :

sia notando che il vincolo e conciliabile con ogni atto di mo-
vimento rotatorio il cui asse passi pel punto fisso (8§ 419); e
sia, col metodo generale del § 425, partendo dalle equazioni :

esprimenti che é nulla ad ogni istante la velocita del punto
(a, b, ©).

Il punto fisso intendendosi dato, bastera determinare in
funzione del tempo gli angoli € O ft che individuano la posi-
zione della terna degli assi coordinati r, s, formata cogli assi
principali d’inerzia relativi al punto fisso.



Un corpo con un punto fisso. 329

Indichiamo con P, O, R le grandezze dei corrispondenti
momenti principali d’inerzia, con o, B/, y/ (I— 1>2>3) i loro-
coseni di direzione rispetto ai supposti assi fissi, con q r le
componenti della velocita angolare del corpo al tempo t secondo
una terna avente la loro orientazione al tempo medesimo. Fi-
nalmente, rappresentiamo con Mr, My, le componenti secondo
gli assi fissi del risultante dei momenti del sistema delle forze
esterne limite e di quello delle pressioni prestabilite rispetto al
punto fisso come polo. Con cio le (1) acquisteranno senz’altro la
forma (§ 308):

E da cio, col procedimento adoperato per ricavare le (2)" del
§ 350 dalle (2)', si deduce il sistema equivalente:

dove rappresentano le componenti del suddetto ri*
sultante dei momenti secondo una terna avente I orientazione
di quella formata cogli assi principali d’inerzia, al tempo t

Cosi, pel § 350, “a parita di risultante dei momenti delle
forze e pressioni, rispetto, secondo il caso, al centro di massa
o0 ad un punto fisso, il movimento d un corpo rigido non as-
soggettato ad alcun vincolo geometrico, relativo ad una terna
d’assi in moto traslatorio, coll’origine nel centro di massa —
ossia il componente polare del movimento rispetto al centro di
massa — e il movimento assoluto nell’ipotesi d’un punto fisso,,
si deducono I'un dall’altro sostituendo, l'uno all’altro, il centra
di massa e il punto fisso ,,.
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§ 427. — In particolare, si ha il “ movimento per inerzia
d’un corpo rigido avente un punto fisso,, nell’ipotesi che sia
nullo il risultante dei momenti delle forze esterne limite e pres-
sioni prestabilite rispetto al punto fisso. E questo movimento si
ededuce immediatamente, con quel principio, dal componente po-
lare rispetto al centro di massa del movimento per inerzia d'un
corpo rigido libero (8§ 354-363).

§ 428. — Le equazioni d’ equilibrio, conformemente al
{8 424", sono :

le quali si traducono nella condizione che la risultante delle
forze esterne limite e delle pressioni prestabilite abbia il punto
fisso per punto d’applicazione.

§ 429. — Ne viene, nell’ipotesi dell’equilibrio determinato
-da un punto fisso e dalla gravita, che il centro di massa si deve
trovare sulla parallela al filo a piombo passante pel punto fisso ;
condizione che, se il centro di massa coincide col punto fisso,
-6 soddisfatta da tutte le posizioni possibili del corpo, e diversa-
mente da tutte quelle che si deducono da una con una rotazione
intorno alla parallela in discorso come asse, cio che fornisce —
essendo data la distanza del centro di massa dal punto fisso —
<iue insieme continui di posizioni d’equilibrio, pei quali il centro
di massa € rispettivamente sotto e sopra del punto fisso. Per
conseguenza, in ogni caso, le equazioni d’equilibrio costante-
mente verificate non sono condizione sufficiente; e condizione
necessaria e sufficiente & di piu che la forza viva ad un istante
sia nulla.

Nello stesso caso, siccome la gravita ammette il potenziale
1 G, dove G e ~indicano le misure del peso del corpo, e del
segmento d’asse orientato come il filo a piombo compreso fra
il posto del centro di massa, nella supposta posizione, e il piano
perpendicolare all’asse medesimo passante pel punto fisso — la
qual funzione, sotto la condizione che sia prefissata la distanza
fra il centro di massa e il punto fisso, soddisfa a 3G 1= o pel
valor massimo e minimo di 1 subordinato a quella condizione,
che corrisponde alle due posizioni del centro di massa sulla
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suddetta parallela — si ritrova che posizioni d’equilibrio saranno
quelle per cui il centro di massa occupa tali posizioni; oltre di
che si riconosce che la prima posizione e d'equilibrio stabile.

§ 430. — Concepita determinata per ogni istante la posi-
zione del corpo mediante le precedenti equazioni, le (1, § 414) for-
niscono la risultante delle pressioni vincolari, cid che si chiama
la “reazione del punto fisso,,: la quale, per le (2, 8414) risulta
avere in ogni caso il punto fisso per punto d'applicazione. E
immaginando, invece del punto, una sfera resistente colla cui su-
perficie combacia quella d’'una cavita sferica del corpo, si vede
come questo segua immediatamente dall’ ipotesi che la pressione
relativa ad ogni punto della superficie sia diretta secondo il
raggio : cioe normale alla superficie resistente.

Un corpo con una retta fissa (0 due punti fissi).

§ 431. — Supposta fissa una retta del corpo — vincolo al
quale si riduce senz'altro quello di due punti fissi — indicando
con a, b, ¢ le coordinate d'un suo punto qualsivoglia, e con

P, y i suoi coseni di direzione (scelto il senso in un certo
modo), abbiamo I’equazione pura del movimento:

dove i termini sottintesi si deducono dallo scritto in ogni mem-
bro permutando circolarmente {a, b, ¢. x. P, v). . ¥, f), (x . v 2.
La qual equazione si puo stabilire immediatamente sulla circo-
stanza che un atto di movimento virtuale ad ogni istante € un atto
di movimento rotatorio colla retta fissa per asse (§8 419); oppure,
seguendo il procedimento generale del § 425, deducendola da
(1, §8 413) in base alle equazioni:

esprimenti, le prime tre, che € nulla la velocita del punto (a, b, c),
e le rimanenti che la velocita angolare ha rfcx, + 3, d=y, per
coseni di direzione.



332 Dinamica. — Corpi rigidi vincolati.

Giova assumere la retta, presa in un certo senso, come
uno degli assi coordinati. Assumendola per asse delle x, la pre-
cedente equazione pud porsi sotto la forma:

Ora la retta fissa si suppone data, per modo che, immagi-
nato un semipiano fisso terminato ad essa, bastera determinare
in funzione del tempo la longitudine d’un punto qualunque del
corpo — per esempio, del centro di massa — rispetto a quel
semipiano come primo meridiano, e alla retta, volta nel debito
senso, come asse. Ne viene, per la precedente equazione, indi-
cando con o la misura dell’angolo formato dal semipiano termi-
nato alla retta passante pel centro di massa col semipiano ana-
logo orientato come I’asse delle y positive, inteso crescente in
senso positivo rispetto all’asse delle x, e con K quella del mo-
mento d’inerzia rispetto alla stessa retta, che il movimento sara
determinato da:

subordinatamente alle condizioni iniziali:

§ 432. — Notiamo il caso che esista potenziale 1V (8 285).
La potenza corrispondente all’atto di movimento al tempo t
avendo allora per misura:

mentre la stessa misura, nelle precedenti ipotesi, €, in ogni caso,
rappresentata da:

si avra :
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e per equazione del movimento:

§ 433. — L’equazione d’equilibrio risulta, col precedente si-
gnificato dei simboli:

e se esiste il potenziale 1V, di cui al 8§ precedente:

Quindi, “ ¢ posizione d’equilibrio ognuna per la quale il risul-
tante dei momenti delle forze esterne limite e delle pressioni
prestabilite rispetto ad un punto qualunque della retta fissa &
perpendicolare alla retta medesima oppure nullo. ,,

§ 434. — Determinata per ogni istante la posizione del corpo,
le (1, § 414) forniscono la cosi detta “reazione dell’asse , o
“ reazione complessiva dei punti fissi ,,, il cui componente se-
condo la retta fissa risulta eguale e opposto a quello delle
forze esterne limite e pressioni prestabilite. Per le (2, § 414
e poi nullo il componente secondo la stessa retta del risul-
tante dei momenti delle pressioni vincolari rispetto ad un
punto qualunque dell’ asse, ossia il risultante dei momenti delle
pressioni rispetto alla retta fissa. E concependo sostituito alla
retta fissa un cilindro circolare colla retta per asse, sulla cui
superficie possa scorrere, senza scivolare nel senso dell’ asse,
quella d’una cavita eguale del corpo (8 408), questa circostanza
si consegue coll’ ipotesi che il componente della pressione spe-
cifica vincolare relativo ad ogni punto secondo un piano per-
pendicolare all’asse sia diretta come il raggio, cioé normale alla
superficie resistente.

Pendolo.

§ 435. — uMovimento del pendolo, o * pendolare , chia-
miamo quello ch’eé determinato dalla gravita, col concorso dei
vincoli della rigidita e di una retta fissa perpendicolare al filo
a piombo, la quale si chiama 1 “ asse del pendolo ,,.
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Indichi K la grandezza del momento d’inerzia rispetto al-
I'asse: s quella della distanza da esso del centro di massa; m
quella della massa: 9 la misura dell’angolo formato dal semi-
piano terminato all’asse contenente il centro di massa, al tempo t,
col semipiano analogo orientato come il filo a piombo, se non e,
per avventura, s = o.

Si avra pel potenziale 1V di gravita corrispondente ad ogni
posizione possibile del mobile :

donde : *

§ 436. — Ui qui segue, in primo luogo, pel § 433, che,
se non ¢ s= o, I"asse non contiene il centro di massa, si
avranno due distinte posizioni d’equilibrio, corrispondenti a
£= 0 e 9= «, la prima delle quali stabile, perché chiaramente W,
rappresentato da (1), riceve per esso il valor massimo, mentre
per I'altra riceve il valor minimo. Del resto, cosi per I'una come
per l'altra posizione, € condizione necessaria e sufficiente per
I'equilibrio che la relativa equazione sia costantemente soddi-
sfatta. Invece, se € s = 0, ogni posizione possibile del mobile
e posizione d’equilibrio : e per I'equilibrio si richiede la condi-
zione supplementare che ad un istante la forza viva sia nulla
(8 424). Questo caso, al quale, corrisponde un movimento rota-
torio uniforme, s’intende, nel seguito, escluso.

§ 437. — In secondo luogo, conformemente al § 432:

che é I'equazione del movimento.

* Giova calcolare 3/TXanche direttamente, come componente del momento
del peso del corpo applicato al suo centro di massa secondo la retta fissa volta
nel senso secondo il quale & positivo il senso in cui cresce I'angolo di misura e,
rispetto ad un punto qualunque della retta medesima come polo. E percio os-
serviamo che, assunto per polo il piede della perpendicolare descritta alla retta
dal centro di massa, la grandezza di detto momento riesce senz'altromg s |sin- [,
mentre la sua direzione & quella della retta, e il senso quello rispetto a cui de-
cresce l'angolo dei due semipiani che individuano ? (cioé I'angolo concavo).
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\"
La quantita la cui misura é — corrisponde all’ unita di
lunghezza. Porremo :
e chiameremo, per brevita di discorso, “ indice ,, il punto del

raggio descritto perpendicolarmente dall’asse al centro di massa,
alla distanza / dall’ asse medesimo: mentre la lunghezza misu*
rata da /, per ragioni che emergeranno a suo luogo, sara chia-
mata qualche volta la “ lunghezza del pendolo

Con cio I'equazione precedente pud scriversi cosi:

J . . L) .
E di qui si ricava, moltiplicando ambi i membri per —j, e in-

tegrando :

dove, indicando con vO e le misure della velocita dell’indice
e della sua quota rispetto al piano perpendicolare al filo a piombo
passante per l'asse, intesa positiva pei punti al disotto del piano,
ad un certo istante, che potremo prendere per iniziale, é:

La qual equazione ¢ Vintegrale dellaforza viva, che si pud anche
immediatamente ricavare dal relativo teorema (§ 428).

In conseguenza di questa equazione (2), condizione neces-
saria e sufficiente perché ad un istante la velocita angolare, e
quindi la velocita d'ogni punto e la forza viva del corpo, sia
nulla, e che il corrispondente valor ©soddisfaccia:

la quale non ammette radici reali, oppure, in ciascuno dei due
intervalli limitati da 0 e — ke da o e j, ne ammette una,

a e y, secondo che si verifica I'una o I'altra delle due re*
lazioni ;
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Notiamo che la prima esclude /< o, che condurrebbe a:

mentre equivale a:

eche, per la stessa ragione, si riduce a = /, vO= o: per modo
che in questo caso la forza viva del corpo & nulla nella posi-
zione d’equilibrio stabile (§ 436), e nullo il movimento (§ 424)
— caso che, nella seguente indagine del movimento, intenderemo
1 escluso.

Resta cosi che a e — a non avranno valori reali, o li
avranno distinti, secondo che si verifichera I'una o Il'altra delle
due relazioni:

Quindi la velocita dell’indice non si annullera mai o si an-
nullera sopra un certo piano perpendicolare al filo a piombo,
1 secondo che la velocita ad un istante superera o no quella che,
attribuendola al centro di massa d’'un grave libero, sullo stesso
piano perpendicolare al filo a piombo, ne segue che il centro
di massa di questo grave si elevera al piano analogo piu ele-
vato che I'indice pud raggiungere. Cid0 che si pud desumere
senz'altro dall’equazione (4), ponendola, mediante (3), sotto la
forma:

donde apparisce che i valori di ©che vi soddisfanno definiscono
il piano perpendicolare al filo a piombo piu elevato che raggiun-
gera il centro di massa d'un grave libero, partendo dal piano
analogo occupato dall’indice ad un istante, colla velocita dell’in-
dice all'istante medesimo.

§ 438. — Nel primo caso, non annullandosi mai, man-

terra costantemente il segno che le compete all’istante iniziale;
cioé a sarda costantemente crescente o decrescente; e il movi-
mento rotatorio progressivo. La (2) fornisce:
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1 dowe al radicale va attribuito il segno di E di qui, posto :

per la prima delle quali *2risulta positivo e < i, si ricava, com-
putando dal medesimo istante il tempo e I'angolo di rotazione:

dove il radicale esterno al segno d’'integrazione s'intendera sem-
pre positivo: in seguito a che il secondo radicale avra il segno
di a per t positivo.

Basta evidentemente considerare il caso che questo segno
sia -j- : donde si dedurra immediatamente I'altro. Poniamo, in
tale ipotesi :

Si trova agevolmente che, se & si ha:

Donde segue che a valori di z differenti per un multiplo di 2-
corrispondono valori di t differenti per un egual multiplo di T;
ossia che, ogniqualvolta la grandezza del tempo cresce di T, il
mobile riprende la stessa posizione. Percid il tempo misurato
da 'I' si chiama la “ durata d'una rotazione ,,.

Coi simboli delle funzioni ellittiche: *

§ 439. — Nella seconda ipotesi, zero, come s’e veduto,
agli istanti corrispondenti a i ad ogni altro,
Cfr. § 359; coi quali simboli, posta (1) del § stesso, si ha = amu.

&AGGI. 8
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positivo o negativo; secondo che I’istante relativo a

immediatamente precedente quello che si considera corrisponde
(ossia rimmediatamente seguente corrisponde

). Difatti, per fi' § 437) crescente

per e decrescente per iltre di che si annulla
per quei valori di @ e per nessun altro (compreso fra o e
0 e — t). Donde segue che, col progredire del tempo, € andra
crescendo fra — 1 ed a, e decrescendo fra a e — a alternati-
vamente. E cioe il corpo oscillera intorno all’ asse, compiendo
alternativamente, da una parte e dall’altra del piano passante per
esso parallelo al filo a piombo, una rotazione la grandezza déi
cui angolo é a, che portera ogni volta I'indice al livello definito
dall’equazione (4, § 437).

Per un’indagine piu particolare, osserviamo che la (2, § 437'v
tenendo calcolo di:

fornisce :

dove, intesi i radicali positivi, il segno va stabilito ai diversi
istanti col precedente criterio.

Escludiamo, salvo a considerarlo a parte, il caso a = r, per
modo die sia:

e poniamo :

Ne viene:
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dove, per (2), al radicale va attribuito il segno

Hnvf» nrpsA _i_ r=-— cprrrarln rlip & rnc 5 taoCifi\jr\ o npffatiun

Ora, se (3) dinota la soluzione di (3) compresa fra

tutte saranno rappresentate da:

dove n rappresenta un intero qualunque; e cos£, per ogni valore
di n, se non e zero, € per la prima e la seconda forma rispetti-
vamente positivo e negativo. Stabiliamo che, concepita la succes-
sione dei valori di t ai quali si riferisce uno stesso valore di o,
vi corrisponda ordinatamente la successione dei valori di 5 for-
niti, in base a (3), di seguito, dalle (7), col crescere di n, inten-
dendo che al primo valore susseguente all’origine dei tempi,
o alla stessa origine, corrisponda (S) o - — (3), forniti con n— o

- d O
dalla prima e dalla seconda delle (7), secondo che alla stessa

origine dei tempi, o immediatamente dopo, € positivo o negativo;
per modo che la variabile ausiliaria - cresca infinitamente col
tempo. Allora, per (6), sara:

dove il doppio segno ha lo stesso significato come nella (i).
Quindi, in primo luogo :

la quale esprime la velocita angolare.
in secondo luogo, per [ la (i) si trasforma in:

Quest’equazione, essendo il radicale costantemente positivo,
e 3 crescente col tempo, e della stessa forma della ¢r, § 438),
precedentemente considerata.
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Se ne ricava, inteso che all’origine dei tempi il centro di
massa sia compreso nel semipiano terminato all’asse orientato
come il filo a piombo, e la velocita angolare positiva — cioé

E posto:

si trova che a valori di t differenti per un multiplo di T corrispon-
dono valori di 3 differenti per un egual multiplo di r. (cfr. § 438):
quindi, se il multiplo & dispari — come agevolmente si riconosce

— valori di e di eguali e d’opposto segno; per modo che,

ogniqualvolta la misura del tempo cresce di 2T, il mobile riprende

la stessa posizione, colla stessa velocita angolare. Percio il tempo

misurato da T si dice “ durata d’'una mezza oscillazione *
Coi simboli delle funzioni ellittiche:

§ 440. — Nel caso di si riduce a:

donde :

* Secondo alcuni “ durata d'un’oscillazione semplice ,,, ed anche *d'un’o-
scillazione. ,,



Pendolo. 341

nella qual formola t e tl s’intenderanno compresi fra gli stessi
tempi consecutivi corrispondenti

segno scelto conformemente alla prima o alla se-
conda ipotesi.

Notiamo che alle ipotesi col segno superiore.

col segno interiore, corrisponde qualun-
que sia  Donde si deduce (cfr. § 437) che, se lindice si trova
con velocita nulla al livello piu elevato compatibile col vincolo
della retta fissa, non se ne scostera sensibilmente in alcun tempo
finito; cioé il corpo serbera perpetuamente la posizione corri-
spondente.

§ 441. — Questa posizione € la stessa per cui il centro di
massa si trova nel piano parallelo al filo a piombo passante per
I'asse, al disopra dell'asse; la quale sappiamo come sia posizione
d’equilibrio. Cosi si verifica come, supposto che il corpo vi si trovi
ad un istante con forza viva nulla, la serbera costantemente.
Essa non é tuttavia posizione d’equilibrio stabile; perché, sup-
postovi il corpo con una forza viva comunque piccola, ne viene
il movimento rotatorio progressivo (8 438).

§ 442. — Sappiamo eh’é invece posizione d’equilibrio sta-
bile quella per cui il centro di massa giace nel suddetto piano,
al di sotto dell’'asse (§ 437). E lo possiamo anche dedurre age-
volmente dai precedenti risultati relativi al movimento. Difatti,
supposta la forza viva del corpo in questa posizione, in primo
luogo, abbastanza piccola perché riesca v 02< 4gl, il movimento
sara necessariamente oscillatorio (8 437), e la grandezza della
forza viva stessa rappresentata, per (8, § 439), da:

donde emerge che, perché si mantenga, nel corso del movimento :

basta che la grandezza della forza viva nella posizione in di-
scorso sia inferiore a mg ss. 2

§ 443. — Supposto « abbastanza piccola per poter trascurare
sensibilmente I’aggiunta dei numeri dell’ordine delle sue potenze
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superiori alla prima, cido che afortiori si verifichera per ogni
altro valore di o, avremo sensibilmente per (9, 3, io, § 439):

Cioé “ la durata d'un’oscillazione é sensibilmente indipendente
dall’ampiezza, quando questa sia inferiore ad un certo termine
assegnabile ,. Questa & la celebre proprieta dell’“ isocronismo
delle piccole oscillazioni (tao; = eguale, /povo; = tempo) ,..

Notiamo che nelle precedenti ipotesi la (1, § 437) si riduce
colla supposta approssimazione a

dove u — /sincp rappresenta la misura del segmento di corda
dell’arco descritto dall’indice, contato dalla posizione d’equilibrio
stabile; donde si deduce immediatamente:

equazione del cosi detto “ movimento armonico ,, (perché ap-
prossimativamente quello dei punti di un diapason vibrante) :
conformemente ai risultati suddetti.

Principio del regolatore a forza centrifuga. *

§ 444. — Consideriamo anche il movimento di un corpo de-
terminato dalla gravita, e dai vincoli della rigidita del corpo e
del movimento rotatorio d’una sua retta perpendicolare al filo
a piombo (cerniera) intorno alla parallela al filo a piombo pas-
sante per un punto della retta medesima (albero) come asse.

Questo € un esempio di vincolo dipendente del tempo. Perd ci
riduciamo subito al caso della retta fissa, indagando il movimento

Si allude al noto regolatore automatico della pressitene nelle macchine a
vapore. Una teoria piu completa richiede I'ipotesi che la velocita angolare del-
I’albero varii in generale, secondo una legge prestabilita.
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del corpo relativo alla terna degli assi mobili formata dalla cer-
niera, dalla perpendicolare ad essa e all’albero passante pel loro
punto d’intersezione, e dall’albero, presi tutti in un certo senso:
donde poi emerge il movimento proposto (§ 134).

L ’equazione dilferenziale del movimento relativo suddetto &
senz’altro la (1, § 432), dove IV rappresenta la somma del poten-
ziale di gravita e del potenziale delle forze centrifughe (8 327);
poiché la componente secondo la cerniera del risultante dei
momenti del sistema delle forze centrifughe composte applicato
ai punti del corpo rispetto ad un punto della cerniera come
polo & nulla, riuscendo |I’accelerazione centrifuga composta in
ogni punto parallela alla cerniera. *

Abbiano rispetto alla cerniera i simboli adoperati nel caso
del pendolo il significato allora stabilito rispetto alla retta fissa,
oltre di che a rappresenti la grandezza del segmento compreso
fra la proiezione del centro di massa sulla cerniera e I'interse-
zione coll’albero — quantita costante: e indichiamo con w la
grandezza della velocitda angolare del movimento rotatorio della
cerniera, e con p quella della distanza del punto qualunque del
corpo dall’albero.

Si avra pel potenziale delle forze centrifughe (88 327, 278) :

dove lj\j dinotano le coordinate della projezione del punto qua-
lunque sul piano perpendicolare all’albero passante pel centro

* Osservisi che, qualunque sia il movimento relativo, determinato, come
quello che si considera, col concorso del vincolo d'una retta del corpo invaria-
bilmente unita agli assi mobili, la componente secondo questa retta del risul-
tante dei momenti rispetto ad un punto della retta del sistema delle forze cen-
trifughe composte, applicate ai punti corrispondenti, & nulla. Basta osservare che
la forza centrifuga composta, applicata al punto corrispondente, giace nel piano
del punto e della retta, essendo perpendicolare alla velocita (relativa) dello
stesso punto, che e perpendicolare a questo piano. E si pud anche valersi della
considerazione che quella componente & la misura della potenza del suddetto
sistema delle forze centrifughe composte, la quale riesce nulla.

Cosi, i risultati ottenuti intorno al pendolo sono indipendenti dall’ ipotesi
che, nel calcolo della gravita, si consideri la forza centrifuga composta come
insensibile (8§ 344).
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di massa, secondo una coppia d’assi coordinati aventi I’ origine
nel centro di massa, e le direzioni della cerniera e della per*
pendicolare ad essa e al filo a piombo, cioé all’albero.

Si vede che ; si manterra costante; mentre indicando con > «
le coordinate della projezione sul piano perpendicolare alla cer-
niera, secondo una coppia di assi, aventi per origine il centro
di massa, e il secondo perpendicolare alla cerniera, sara, sce-
gliendo debitamente il senso :

E per conseguenza:

dove i tre integrali del secondo membro sono costanti, e il terzo
nullo, se la perpendicolare alla cerniera passante pel centro di
massa & un asse principale d’inerzia del corpo nello stesso
punto (8 279), caso che, per semplicita, vogliamo supporre.
Cio posto, ommettendo i termini costanti, che non hanno
influenza sull’ equazione del movimento, concludiamo:

donde, indicando con / il momento d’inerzia del corpo rispetto
alla perpendicolare descritta dal centro di massa alla cerniera,
e con J il momento d’inerzia rispetto alla perpendicolare al
piano della cerniera e del centro di massa, passante per questo,
in seguito a che ponendo:

si ha *:

Si ha cosi /= 5k02+ i dT=J — ske++ @ dr. indicando con 1 la terza
coordinata (ortogonale) del punto di cui le rimanenti sono P, j.
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Ne viene I'equazione d’equilibrio (relativo):

che si scinde nelle due:

le quali forniscono, alla lor volta, le due coppie di posizioni
d’equilibrio distinte, determinate da

Queste ultime sono reali sotto la condizione:

e in tal caso chiaramente simmetriche rispetto al piano passante
per la cerniera parallelo al filo a piombo. Se inoltre ¢ A > o,
esse sono anche posizioni d’equilibrio stabile, come apparisce
dalla (1), in quanto che vi corrisponde un massimo del poten-
ziale, mentre alle rimanenti corrisponde un minimo; e se &
A <o, vi corrisponde un minimo, mentre a ©= o, ©= -, un
massimo; per modo che sono posizioni d’equilibrio stabile quelle
per cui il centro di massa del corpo giace nel piano passante
per la cerniera, parallelo al filo a piombo. Nel caso poi che
la (2) non si verifichi, non si hanno piu che le due prime po-
sizioni d’equilibrio : ©= o sempre corrispondente ad un massimo,
e ©= t sempre ad un minimo del potenziale.

L’equazione del movimento sara, alla sua volta, indicando
con K, conformemente a quanto fu detto sopra, il momento di
inerzia rispetto alla cerniera, e definito / con

di cui si ha immediatamente I'equazione integrale della forza
viva) :
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dove li rappresenta la costante d’integrazione, da determinarsi
mediante |’equazione:

E si vede come si potra procedere allo studio ulteriore del mo-
vimento con un metodo analogo a quello adoperato per il pen-

alo (88 437-443)

Un corpo rotolante sopra un piano fisso.
Movimento della trottola.

§ 445. — Sia un corpo rigido, la cui superficie supporremo
tutta convessa, obbligato a mantenersi tangente ad un piano fisso.

Assumiamo una terna d’assi fissi, tali, per semplicita di cal-
colo, che il piano xy sia il supposto piano fisso, e I'asse delle z
volto dalla parte del corpo; e consideriamo poi la terna d’assi
mobili invariabilmente uniti al corpo adoperata in altre questioni,
della quale, al solito, a, py indichino le coordinate dell’origine, e
«d, Bryi, (i= 1, 2, 3) i coseni di direzione degli assi rispetto alla
terna fissa.

Siano X 1), Ale coordinate per rispetto alla seconda terna
del punto di contatto, nella posizione al tempo t

Conformemente all’ equazione delle superficie riferita alla
terna medesima, sara:

In secondo luogo:

esprimenti che la normale alla superficie del corpo nel punto
(r, i3 B ha la direzione dell’asse delle z, cioé della normale
al piano: tre equazioni di cui una ¢ conseguenza delle al-
tre due.
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In virtu di queste tre equazioni, X, o, 3 risultano funzioni
di «, pi, Y*(/=i, 2 3), e, in ultima analisi, delle tre variabili
in termini delle quali si esprimono i nove coseni.

Si ha poi:

esprimente che la z del punto di contatto & costantemente nulla,
cioé il punto medesimo nel piano.
Con questa relazione, tenuto calcolo del precedente risultato,
alla sua volta, si esprime in termini delle suddette variabili.
Restano quindi, per fissare la posizione del corpo ad ogni
istante, cinque variabili indipendenti — le tre, donde dipendono
i nove coseni — per esempio gli angoli cp,/, 0— e le coordinate
a, p della projezione sul piano fisso dell’origine degli assi mobili.
Per stabilire le cinque equazioni pure atte a determinarle,
notiamo in primo luogo, che se X, y indicano le coordinate nel
piano del punto di contatto al tempo t, rispetto alla terna fissa,
si ha:

colle quali X y si esprimono senz’altro in termini delle variabili
in discorso.

Cio premesso, la velocita di questo punto al considerato
tempo t essendo parallela al piano, si ha la relazione

introducendo la quale in (1, § 413), se ne ricava, Col noto pro-
cedimento, il sistema richiesto:



348 Dinamica. — Corpi rigidi vincolati.

A questo sistema di equazioni si puo dare, come agli ana-
loghi, relativi ai casi precedenti, forme diverse. Le due prime
equazioni si possono scrivere :

e le tre rimanenti, intendendo che la terna degli assi mobili sia
formata cogli assi principali d'inerzia nel centro di massa (cfr.

§§ 308>309):

dove m indica la grandezza della massa del corpo, Jw\j ivr\f :vr3
dinotano le componenti del risultante dei momenti del sistema
delle forze esterne limite e pressioni prestabilite rispetto al
punto occupato dal centro di massa al tempo t e gli altri
simboli conservano il significato dei precedenti casi.

Inoltre, moltiplicando le tre ultime equazioni per % <»con
/— 1, 2, 3, e ciascuna volta sommando, si trova il sistema equi-
valente (cfr. 8§ 350, 426):

dove :

sono le componenti del suddetto risultante dei
momenti secondo una terna d’assi aventi |I’orientazione di quella
degli assi principali d’inerzia al supposto istante.
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Infine, rammentiamo che, conformemente a (4) e '3), si ha:

§ 446. — Nel caso dell’equilibrio, le equazioni (6, § 445) si
riducono a:

le quali esprimono che la risultante delle forze limite e pressioni
prestabilite € perpendicolare al piano fisso, e ammette asse d'ap-
plicazione passante pel punto di contatto.

§ 447. E questo, in ogni caso, si verifica per la risultante
delle pressioni vincolari, che si chiama la “ reazione del piano ,,.
Infatti, si deduce dalle (1, 2, § 414 :

per le quali P & la misura della reazione medesima, assunto
per verso dell’asse quello che volge dalla parte del piano fisso
da cui si trova il corpo considerato.

§ 448. — Notiamo che le variabili individuanti la posizione
del corpo, nel caso considerato nei 88 precedenti, si riducono
a cinque, in virtu della (3, 8 445), e le cinque equazioni pure del
movimento (6, § 445) atte a determinarle si deducono, in virtu
della (5, § 445) dall’equazione di d’'Alembert e Lagrange. Ora,
queste due relazioni stanno pur di stabilire che il punto (r, 1), 3
appartenga costantemente al piano fisso, assunto come piano xy.
Quindi le equazioni (6, § 445) convengono al movimento d’un
corpo, ogniqualvolta il vincolo sia questo: e, col concorso di
qualsiasi condizione — come quella che, il punto (f, 3) appar-
tenendo alla superficie, il piano fisso vi sia tangente, la quale
si traduce nelle (1, 2, § 445) — atta a determinare (r, V), 3),
serviranno al calcolo del movimento. Per esempio, si potra
supporre che il punto in discorso sia un punto dato del corpo,
per modo che X U, 3 riescano costanti date, senz altra con-
dizione.
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A quest’ipotesi corrisponde il caso materiale d’un corpo la
cui superficie presenta un punto conico, col quale si appoggia
costantemente ad un piano fisso. Si ha cosi il movimento della
trottola, che, per quanto abbiamo detto, si calcola colle (6, § 445),
o, s’intende, colle loro diverse trasformazioni, attribuendo alle
X ¥ 3 il significato di costanti note.

Corpo grave rotolante sopra un piano.

§ 449. — Supposto il piano non parallelo al filo a piombo, e
presa una perpendicolare volta in alto per asse delle z, e per
asse delle x, se il piano & perpendicolare al filo a piombo,'una sua
retta qualsivoglia, e diversamente l'intersezione, volta in basso,
del piano medesimo col piano passante per I'asse delle z paral-
lelo al filo a piombo, — retta di massima pendenza, — indichi
i I'angolo formato dall’asse delle z coll’'orientazione opposta al
filo a piombo. Sara :

Con cio le (7, § 445) si riducono in questo caso a

Quindi il moto della projezione del centro di massa sul piano
e il moto parabolico (§ 196), nell’ipotesi che ~sinf sia la gran-
dezza dell’accelerazione, e la sua orientazione quella dell’asse
delle x, cioe dell’intersezione del piano col piano perpendicolare,
parallelo al filo a piombo, ossia della retta di massima pendenza,
volta dall’alto in basso.

Su cid si fonda lo studio sperimentale del moto dei gravi
mediante il “ piano inclinato ,,, secondo la celebre esperienza di
Galileo.

In secondo luogo le equazioni d’equilibrio si riducono a
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esprimenti che il piano dev’essere perpendicolare al filo a piombo,,
e il centro di massa serbarsi sulla perpendicolare ad esso pas-
sante pel punto di contatto.

Ne viene, per ogni posizione del punto di contatto conforme
alla suddetta condizione, cioé subordinatamente alle stesse equa-
zioni d’equilibrio, un insieme continuo di posizioni d’equilibrio,
che si deducono l'uria dall’altra con una rotazione del corpo in-
torno alla perpendicolare al piano passante pel centro di massa;
e per conseguenza € necessaria e sufficiente per 1 equilibrio la
condizione complementare che ad un istante la forza viva sia
nulla (cfr. § 424).

Vincoli che si traducono in equazioni lineari tra i parametri
delle velocita. 2.° Metodo.

§ 450. — Siano, come al § 425, v corpi cosi vincolati che
tra i parametri delle loro velocita virtuali sussistano u< v rela-
zioni lineari, che potremo rappresentare con

Moltiplichiamo queste equazioni per altrettanti coefficienti
da determinarsi a suo luogo, e sottraggiamole dalla
(1, § 413), ciog, coi presenti simboli, da

Otteniamo :
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Determiniamo ora i a moltiplicatori colle condi-
zioni che siano nulli 1 coefficienti di

nel primo membro della precedente equazione. | termini

si ridurranno cosi ed essendo delle stesse

suscettibili di valori indipendenti, per

modo da poter supporre che tutti, tranne uno qualunque, rice-

vano il valor zero, dovra in ciascun termine esser zero il coef-

ficiente del parametro a cui il termine corrisponde.

Abbiamo quindi, in conclusione :

6 v equazioni, fra i v gruppi di 6 parametri individuanti la posi-
zione di ciascun corpo ad ogni istante, e i p moltiplicatoril

I quali moltiplicatori, come immediatamente emerge dal con-
fronto di queste equazioni colle (1, 2, § 413), determinano i risul-
tanti delle pressioni vincolari, concepite applicate ai punti della
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superficie dei singoli corpi, e dei loro momenti rispetto al punto
preso per origine delle coordinate.

Le 6v equazioni in discorso non sono cosi equazioni pure,
secondo la nostra definizione ; mentre 6 v— u equazioni pure se
ne possono concepire dedotte coll’eliminazione dei a moltipli-
catori.

Per le a equazioni rimanenti, che occorrono per compire il
.sistema, stanno le conclusioni del § 425.

§ 451. — Facciamo un’applicazione importante. Siano xi, Vi, zi,
le coordinate d’'un certo punto dell’ * corpo, ed abbiano luogo
le  equazioni:

dove indica una funzione delle 3V
variabili corrispondenti, continua, finita, e dotata di derivate
prime rispetto a ciascuna di esse, egualmente finite e continue,
oltre di che, se occorre, esplicitamente del tempo t

Ne viene (cfr. § 180):

ossia :

Quindi le forinole precedenti si applicano senz’ altro al caso
in discorso, facendo :
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E le (2) del precedente §, dove i coefficienti siano cosi de-
terminati, insieme colle (1), formano un sistema di tante equa-
zioni quante sono le incognite.

Stanno poi le (1), o (1)", per I'atto di movimento effettivo
ad ogni tempo t, quando le (1) non involgano esplicitamente il
tempo t. E percio, in tal caso, alle (1) si potranno sostituire
le (1)", applicate all’atto di movimento effettivo (cfr. § 425).

§ 452. — Tutto cid sta egualmente, qualunque sia il punto,
(4f yit zi) del corpo i". Supposto che sia il centro di massa
del corpo medesimo, le (2, § 471) diventano indicando con nx la
grandezza della massa del corpo ino:

E queste equazioni, nell’ipotesi che x:&y «?i, non dipen-
dano che dalle xltylIf zt... xr, yr, zr, e, se occorre, dalle loro
derivate rispetto al tempo, e dal tempo medesimo, serviranno
per determinare ad ogni istante la posizione del centro di massa
d’ogni corpo.

In tale ipotesi esse sono le cosi dette “ equazioni di La-
grange del movimento di un sistema di punti materiali, fra le
cui coordinate esistono delle equazioni ,. E questa una espres-
sione conforme alla definizione che abbiamo dato a suo luogo
del punto materiale (§ 328, 329). D’altra parte, ammesso che
basti conoscere il moto del centro di massa d’ogni corpo, come
sara nel caso che i corpi siano cosi piccoli da riuscire irrileva-
bile la distanza di due punti appartenenti ad uno stesso corpo,,
le equazioni determineranno il movimento del sistema.
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Un corpo riunito ad un punto fisso mediante un filo teso.

§453. — Per corpo riunito ad un punto fisso mediante un filo
teso s’intende un mobile ad un cui punto € imposta la condizione
di mantenersi sopra una superficie sferica fissa, avente il centro
nel punto fisso; e il filo si concepisce teso fra questo e il sud-
detto punto del mobile.

Indichi / la grandezza del raggio della superficie sferica, che
misura la cosi detta “ lunghezza del filo e, assunto per origine
il centro, siano xlt zl le coordinate del punto vincolato del
mobile.

Abbiamo, pel § precedente:

Le tre ultime esprimono che si verifica il teorema delle
aree intorno ad ogni asse passante pel punto fisso (§ 419).

Esse poi, tenendo calcolo delle tre precedenti, si possono
anche porre sotto la forma:

dove TULxt TSAY, indicano le componenti del risultante dei mo-
menti delle forze esterne limite e pressioni prestabilite, rispetto al
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punto vincolato ; le quali equazioni, alla lor volta, esprimono
che si verifica il teorema delle aree intorno ad ogni asse pas-
sante pel punto vincolato (§ 419).

Finalmente, introducendo la terna degli assi principali
d’inerzia nel centro di massa, riconosciamo nel noto modo che
la prima delle suddette equazioni, tenuto calcolo delle tre pre-
cedenti, si pud porre sotto la forma:

dove i simboli hanno il solito significato (cfr. § 445).
Quindi abbiamo il sistema d’equazioni del movimento, che
altro non e che (1) sotto diversa forma:

cui si deve aggiungere la condizione:

e indicando con X tq 5le coordinate del punto vincolato rispetto
alla terna degli assi principali d’inerzia nel centro di massa, le
quali si debbono intendere date:

relazioni che permettono di eliminare immediatamente %.

Eseguita questa eliminazione e quella di a- pi, y» mediante
le relazioni del 8§ 24, restano sei equazioni differenziali alle
derivate ordinarie del 2.0 ordine ed un’equazione di condizione

fra i parametri individuanti la posizione del mobile, x, vy, z,
4, o e la grandezza X della cosi detta “ tensione del filo
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Notiamo il caso che il punto vincolato sia il centro di
massa in cui la seconda terna d’equazioni differenziali si ri-
duce a:

che se il centro di massa ¢ punto d’applicazione della risul-
tante del sistema delle forze esterne limite applicato al mobile,
come nel caso della gravita, e, se capita, delle pressioni pre-
stabilite, emerge di qui che il movimento del mobile relativo
ad una terna d’assi d'orientazione fissa coll’'origine nel centro
di massa, sara il noto movimento relativo alla stessa terna “ per
inerzia ,, (88 354-363). Allora 0,/e0 essendo funzioni note di t,
la prima terna e I'’equazione di condizione, donde si concepiscano

eliminate serviranno per determinare
§ 454. — * Tensione del filo ,, si chiama il vettore:

per modo che la congiungente il punto fisso col punto vinco-
lato — cio che si chiama, alla sua volta, il filo teso — ha ad
ogni istante la direzione del vettore medesimo. Ne viene che,
nell’ipotesi del corpo in equilibrio, la direzione di questa con-
giungente segna quella della risultante del sistema delle forze
esterne limite e pressioni prestabilite, applicato ai punti del
corpo (§ 423).

Filo a piombo.

§ 455. — “ Filo a piombo ,, o “ piombino ,, € un filo flessi-
bile, che si fissa per un estremo, e si lascia distendere da un
peso attaccato all’ altro, finché assume una posizione stabile.
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Allora il grave ¢ in equilibrio relativo ad una terna d’assi fissi
al Globo Terreste, per rispetto al quale e fisso I'estremo soste-
nuto del piombino. Secondo quanto precede, il filo segna la
direzione della gravita nel luogo considerato (cfr. 8§ 454, 340);
e si disporra nel piano meridiano, formando nel senso d’alto
in basso colla verticale egualmente volta, un angolo, dalla parte
di mezzogiorno,* di grandezza sensibilmente rappresentata da

dove g indica la grandezza dell’ accelerazione di gravita nel
luogo, a quella del raggio terrestre medio, w quella della velo-
cita angolare della rotazione diurna, e a la latitudine del luogo.

Pendolo semplice.

§ 456. — Movimento del “ pendolo semplice ,, si dice quello
del centro di massa d’'un corpo rigido, immaginato per questo
punto riunito mediante un filo teso ad un punto fisso (§ 453),
nell’ ipotesi che sia determinato, in unione con questi vincoli,
dalla gravita.

Preso il punto fisso per origine, e volto I'asse delle z come
il filo a piombo, siano .r, y, z le coordinate del punto vincolato,
ed / la misura della lunghezza del filo, o “ lunghezza del pen-
dolo ,. Avremo, rappresentando con X il parametro, che, coi

simboli precedenti, sarebbe invece da rappresentarsi con

Dalle prime due equazioni differenziali segue:

Intendiamo per parte a mezzogiorno del meridiano d’'un posto, in ogni

caso, quella Ch€ interseca I'equatore.
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edove c indica una costante; e da tutte e tre insieme, tenendo
conto della condizione, per cui é:

si deduce" moltiplicandole per dx, dy, dz, sommandole, e poi
integrando :

dove li & un’altra costante.

Osserviamo che (1) e I'integrale della conservazione delle
aree nel piano xy, e (2 I'integrale della conservazione del-
I’energia (cfr. 419, 420).

Introduciamo le coordinate sferiche, ponendo :

per modo che O indica 1" angolo formato dal filo col piombino,

e 9 l'angolo formato dal semipiano terminato al piombino con-

tenente il filo col semipiano contenente I'asse delle x positive.
Le (2), (3) ricevono la forma:

E di qui si ricava:

la seconda delle quali fornisce t in funzione di O mediante una
guadratura: dopo di che, concependo O come la funzione in-
versa di t, la prima fornira, mediante un’altra quadratura, 9.

Per la (2), c & la componente secondo il filo a piombo del
momento della velocitd del punto mobile, ad esso punto appli-
cata, rispetto al punto fisso come polo. E percio sara ¢ — o
quando ad un istante la velocita del punto considerato o sia
nulla, o sia nel piano passante per esso e pel punto fisso pa-
rallelo al filo a piombo.
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In tale ipotesi la (4) da:

e cioé la trajettoria del punto sard in detto piano.
La (5) poi si riduce a: »

E questa & 1 equazione considerata nel § 437 e seguenti; per
modo che il movimento del punto che abbiamo chiamato indice

altro non é che quello d'un pendolo semplice la cui lunghezza
€ misurata da:

ed eguale la posizione e la velocita ad un istante. Percio la
lunghezza misurata da / cosi definita pel pendolo propriamente
detto * si suol chiamare la “ lunghezza del pendolo semplice equi-
valente ,..

8§ 457. — Nell’ ipotesi che la direzione del filo si scosti
pochissimo da quella del filo a piombo, supporremo O cosi
piccolo da poter sensibilmente trascurare l'aggiunta delle sue
potenze superiori alla prima. Con cio, essendo /—z = /(1 — cos 0),
si ha, innanzi tutto, sensibilmente z — /; in conseguenza diche
la terza delle (1) fornisce, colla stessa approssimazione:

e le prime due diventano:

Queste sono le equazioni d'un movimento centrale (§ 197),
in cui l'accelerazione & costantemente volta verso il centro, e di

/

* Questo si chiama spesso “ pendolo composto , : qualifica che abbiamo
creduto di abbandonare, pur mantenendo quella di semplice, nel caso trattato
nel § presente, che riesce opportuna pe:‘ indicare la semplicita delle ipotesi re-
lative. Il termine “pendolo sferico , o conico , & forse piu appropriato per

UN solido grave avente un punto fisso, a cui si applicano i §§8 426-430.
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grandezza direttamente proporzionale alla distanza del punto
dal centro medesimo. Esse forniscono immediatamente:

dalle quali si deduce subito che la traiettoria & un’ellisse col
centro sul filo a piombo. Per la qual ragione il movimento in
discorso si dice talvolta u vibratorio ellittico ,. E si chiama anche
“ armonico ,,: perche di tale forma é il piu semplice movimento
dei punti d’un corpo sonoro.

La durata d’'unamezza rivoluzione risulta poi di grandezza:

indipendente dall’ampiezza; ci0 che costituisce, in un nuovo
caso, la proprieta, gia incontrata, dell’isocronismo delle piccole
oscillazioni (8 443).

Pendolo di Foucault.

§ 458. — L’effetto della forza centrifuga composta non é tra-
scurabile nel movimento relativo ad una terna d’assi fissi al Globo
quando la sua durata e sufficientemente lunga, come puod essere
il moto oscillatorio d’un corpo sospeso colle debite precau-
zioni per diminuire fin eh’é possibile I attrito dei sostegni.
Indagheremo ora il moto determinato dalla gravitazione verso
il Globo Terrestre del centro di massa d’'un solido, concepito
riunito per questo punto mediante un filo teso ad un punto fisso
rispetto ad una terna d’assi invariabilmente unita al Globo.
Per semplicita supporremo 1 angolo formato dal filo col filo a
piombo abbastanza piccolo per poter trascurare sensibilmente
I'aggiunta delle grandezze dell’ordine del suo quadrato.

Sia l'origine la posizione del centro di massa corrispondente
all’equilibrio stabile: I'asse delle 3orientato come il filo a piombo:
I’asse delle x nel meridiano, volto verso nord: |'asse delle t
volto verso est. * Indichi al solito io la misura della velocita

* Cf. § 344 ; nota a piedi di pagina.
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angolare della rotazione diurna, e y quella dell’angolo formato
dall'orientazione opposta al filo a piombo colla traccia del meri-
diano sul parallelo del luogo, volta all'infuori dell’asse, — assai
prossimamente la latitudine del luogo medesimo (§ 340).

Le equazioni del movimento relativo del centro di massa
saranno (cfr. 8§ 411, 453, 344):

cui va aggiunto:

Dalle tre equazioni differenziali, tenendo calcolo della con-
dizione, segue :

Inoltre da prima e seconda:

Ora dalla condizione si deduce, trascurando I'aggiunta di

Quindi, ommettendo raggiunta di termini sensibilmente tra-
scurabili per I'ipotesi premessa:

D’altra parte, nelle stesse ipotesi, la (1) si riduce a:
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Poniamo:

t7 7 -7

per modo che re© siano la grandezza della distanza della proie-
zione del punto mobile sul piano perpendicolare al filo a piombo
passante per la sua posizione corrispondente all’equilibrio stabile
dalla posizione medesima (sensibilmente la distanza delle posi-
zioni analoghe del punto stesso) e la misura dell’ angolo che il
semipiano terminato all’asse delle jj e contenente il punto forma
col semipiano contenente l'asse delle X positive, angolo che, do-
vendo crescere nel senso conducente per I'angolo retto dall’asse
delle X all’asse delle li, risulta crescente da nord verso est.
Le precedenti equazioni prendono la forma:

Facciamo :

Esse con cio diventano:

nella seconda delle quali si & posto :

e fu ommessa I'aggiunta di

Queste equazioni non cambiano diforma supponendo w= o,
nel qual caso determineranno un moto vero del pendolo (§8 455);
solo allora a y si sostituisce © E poiché y & 1 angolo formato
al tempo /dal semipiano terminato al filo a piombo pendente dal
punto di sospensione e contenente il punto mobile, con un se-
mipiano terminato allo stesso filo a piombo, che gira intorno ad
esso come asse da nord verso est nell’emisfero boreale, e da sud
verso est nell’emisfero australe, con velocita angolare di gran-
dezza w!siny , concludiamo che, se il moto del pendolo relativo
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al Globo Terrestre si riferisce alla terna d’assi formata dal filo a
piombo in discorso, e da due assi ruotanti intorno ad esso con
velocita angolare di grandezza w siny; nel suddetto senso, il
moto relativo cosi definito sara un moto vero possibile dello
stesso pendolo, cioé un moto ch’esso pud presentare sulla Terra
supposta ferma. E cid si esprime anche dicendo che il moto del
pendolo, com’é percepito da un osservatore partecipante al mo-
vimento diurno del Globo Terrestre, riesce lo stesso come se il
pendolo compiesse effettivamente un certo altro suo movimento
possibile, e il Globo girasse intorno ad un asse passante pel
punto di sospensione e diretto come il filo a piombo, con velo-
'cita angolare di grandezza w sin 7 nel senso del movimento ap-
parente del sole.

Cio & quanto risulta dagli esperimenti di Foucault (1851).

Notiamo che nel caso di ¢c— o, cioé che la velocita iniziale
relativa del punto sia nel piano passante pel filo a piombo pen-
dente dal punto di sospensione, oppure sia nulla, essendo H — h,
il suddetto moto vero possibile & quello che corrisponde a con-
dizioni iniziali vere conformi alle relative supposte. *

Resistenza dell’ambiente e attrito.

§ 459. — Il movimento d'un corpo in seno albana (o ad
altro analogo ambiente), involgendo il moto di questo, appar-
tiene pit propriamente all’ Idrodinamica. Tuttavia, subordinata-
mente a certe restrizioni, si pud trattare anche coi principii
esposti in questo capitolo, assumendo a priori, per tradurre
I’ influenza dell’ambiente, un sistema opportuno di pressioni
applicato alla superficie del corpo, che percid sosterranno la
parte di pressioni prestabilite. La pressione specifica in un punto
si chiamera “ resistenza specifica dell’'ambiente ,, in quel punto ;
e analogamente tutti gli elementi che vi si collegano.

§ 460. — u Attrito di due solidi a mutuo contatto ,, si
chiama in generale quella particolare condizione fisica, per cui

« crr. Kirchhoff - Mechauik. e vories.
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il movimento di due solidi le cui superficie si toccano devia
pit o meno sensibilmente dalle leggi conformi all'ipotesi del
corrispondente vincolo geometrico. Per la qual ragione il mo-
vimento secondo questa ipotesi si dice anche * senza attrito ,,.
Anche il movimento subordinato all’attrito si calcola col sussidio
di un sistema di pressioni prestabilite, che si concepisce appli-
cato alla superficie (se occorre, passando al limite, nel senso a
suo luogo indicato). Notiamo che la ragione piu prossima del
diverso modo di comportarsi di due solidi a contatto si deve
cercare nelle deformazioni, per quanto piccole, in prossimita
dei punti di contatto; e che il problema, studiato in base a
gueste ipotesi (cido che non s’¢ ancor potuto fare), apparterrebbe
alla teoria dell’elasticita.

§ 461. — Il procedimento di cui qui discorriamo fonda la
determinazione del sistema di pressioni prestabilite, convenienti
ai due casi, sopra le “ leggi della resistenza dei mezzi ,, e le
“ leggi dell'attrito ,, a seconda del caso, direttamente ricavate
dall’esperienza. Si riesce cosi a render ragione di diversi feno-
meni, non solo: ma anche, nei singoli casi, tenendo calcolo
delle particolari circostanze, a calcolare il movimento con pre-
cisione sufficiente alle esigenze della pratica. Qual’e, ad esempio,
il caso della Balistica, che studia il movimento dei proiettili, nel-
I"ipotesi che, sotto la condizione della rigidita, sia determinato
dalla gravita e dalla resistenza dell’aria. Pero leggi abbastanza
generali, e ad un tempo sicure, non si puo affermare che si
possiedano ancora. Cosi, per l'attrito, occorre una diversa ipotesi
a priori, secondo che si ammette I'equilibrio o il movimento,
(* attrito statico ,, e “ dinamico ,), e questo implica uno stri-
sciamento, o si riduce ad un semplice rotolamento (* attrito ra-
dente , ed uevolvente ,): oltre di che le leggi riescono dipen-
denti da certi termini, fra cui varia la grandezza della velocita
del punto di contatto, concepito come appartenente all’'uno o
all’altro corpo.

§ 462. — Ora, abbiamo accennato quale sarebbe il proce-
dimento piu naturale pel calcolo di questi movimenti. D’altra
parte, 1 esperienza constata che il movimento subordinato alla
resistenza dell’ambiente e all'attrito, & costantemente accompa-
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guato da una produzione di calore, e conduce a stabilire I'e-
quazione:

dove, escluse le pressioni che non siano le vincolar!, Ls rap-
presenta la misura del lavoro delle forze esterne limite rispetto
a ciascun solido corrispondente al movimento del sistema da
una posizione ad un’altra: T— TOe O, quella dell’aumento
di forza viva e della quantita di calore relative: E, un numero
corrispondente all’'unita derivata [Z.0-1], indicando con [L\, [O]
le unitd di lavoro e di calore, e d’altronde invariabile, che, col
chilogrammetro (8 348) e la caloria,* risulta prossimamente 424 —
il cosi detto “ equivalente meccanico della caloria Donde
scaturisce, indicando con Ln la misura del lavoro delle pressioni
di resistenza o d’attrito:

E cio induce a supporre che il calore che si produce nei
movimenti subordinati alla resistenza dei mezzi e all’attrito sia
la manifestazione della forza viva d'un movimento delle parti
del corpo e del lavoro delle relative forze; il quale, tutto che
corrisponda a spostamenti estremamente piccoli, implica pero
una notevole quantita d’energia, per modo che il movimento
sensibile forma un lato troppo parziale del fenomeno reale per
rivelare quei rapporti generali, a cui noi conferiamo [I'attributo
di leggi fondamentali della natura (8 321).

Movimento traslatorio di una sfera omogenea
in un mezzo resistente.

§ 463. — Nel caso di un solido sferico omogeneo in mo-
vimento traslatorio in un mezzo resistente, supposto il valor
assoluto della velocita dei punti ad ogni istante inferiore ad un
certo termine, e assai grande il rapporto della massa dalla sfera

* Quantita di calore necessaria per elevare la temperatura di un chilo-

gramma d'acqua da o"” ad i° della scala centigrada.
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a quella d’'un egual volume del mezzo, giova I’ ipotesi che la
pressione specifica in ogni punto deHemisfero tagliato dal piano
diametrale perpendicolare alla velocita, dalla parte verso cui
la velocita e volta, abbia I'orientazione del raggio descritto dal
punto al centro, e grandezza rappresentata dal prodotto d'una
costante specifica per la grandezza della componente della ve-
locita secondo questo raggio, mentre sia nulla nei punti del-
I’emisfero opposto. In altre parole, indicando con v la grandezza
della velocita al tempo qualunque /, con i I'angolo formato da
essa col raggio descritto dal punto (x,y, z) della superficie al
centro, con n il raggio medesimo, sard, nei punti del prima

emisfero, allo stesso tempo t:

dove pdinota una costante positiva, per modo che, essendo 1
ottuso o retto, - c v cos i rappresenta la grandezza della pres-
sione specifica; e nell’emisfero opposto, in ogni punto:

Ne viene, valendosi di:

dove indicano al solito le coordinate del centro di massa :
e, inteso che < rappresenti I'area d’un emisfero, di

con R indicando la grandezza del raggio della sfera, che le
componenti della risultante delle supposte pressioni applicate
alla superficie del mobile saranno semplicemente:
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Si ha poi senz’altro, pur di supporre che la pressione spe-
cifica in discorso abbia, in ogni punto della superficie, la dire-
zione del raggio, che sara nullo il risultante dei momenti delle
stesse pressioni rispetto al centro di massa come polo (8 302"
E allora, se il risultante dei momenti delle forze, e delle altre
pressioni, se ve ne sono, applicate ai punti del corpo rispetto allo
stesso centro di massa & parimente nullo — nel caso, per esem-
pio, della semplice gravita — verificandosi il teorema della con-
servazione delle aree pel movimento relativo ad una terna d’assi
d’orientazione fissa coll’ origine nel centro di massa, I’ ipotesi
che il movimento assoluto sia traslatorio si traduce in quella
che la forza viva di questo movimento relativo ad un istante sia

nulla, ossia che ad un istante — l'istante iniziale — il corpo sia
in atto di movimento traslatorio (cfr. § 315).
§ 464. — Supponiamo il caso della gravita, senza alcun vin-

colo geometrico, oltre la condizione della rigidita. Orientato I'asse
delle z come il filo a piombo, il movimento sara determinato dalle
equazioni:

dove, indicate per un momento con m e le la grandezza della

massa e della densita per modo che ni= —irR 8le, si & posto:

alle quali, intendendo assunto il posto iniziale del centro di
massa per origine, e il piano x z orientato secondo la velocita
iniziale, si debbono aggiungere le condizioni:

La prima equazione, tenuto calcolo di queste condizioni, for-
nisce senz’altro:



Movimento di una sfera in un mezzo resistente. 369

la seconda:

esprimenti che la traiettoria sara contenuta nel piano passante
pel posto iniziale parallelo al filo a piombo e alla velocita ini-
ziale: la terza da:

che si pud porre immediatamente sotto la forma:

donde scaturisce:

Eliminando t fra la seconda delle (2) e (3) otteniamo:

equazione ordinaria della traiettoria nel proprio piano. Per le
stesse equazioni, questa linea risulta aver un assintoto parallelo
al filo a piombo, alla distanza dalla parallela passante pel punto

A ) i . .
iniziale la cui grandezza é ——, dalla parte verso cui la velocita

iniziale & volta. Inoltre:

per modo che, col crescere infinitamente di t, le componenti della
velocita secondo un asse perpendicolare e parallelo al filo a

piombo hanno rispettivamente per limite zero e —, e la forza
viva avra quindi per limite

Ne viene che, dopo un tempo abbastanza lungo, il movi-
mento sara sensibilmente rettilineo uniforme; cio che I'esperienza
verifica, per esempio, nel movimento della pioggia e della gran-

Maggi. 24
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dine in prossimita del suolo, come pure nella caduta dei proiet-
tili lanciati a grande altezza.

Notiamo infine che, per (i), con R assai piccolo, sara * cosi
grande da riuscire sensibilmente, come emerge immediatamente

da (3):

per la qual relazione e la seconda delle (2), se la velocita ini-
ziale € nulla, lo spostamento in un tempo abbastanza breve sara
insensibile; cido che é pure conforme all’esperienza.

§ 465. — Facciamo anche un’applicazione al “ pendolo
semplice in un mezzo resistente ,,; e cioe consideriamo il caso
della gravita, e del vincolo che il centro della sfera sia riunito
mediante un filo teso ad un punto fisso (§ 453), nell’ipotesi, per
maggior semplicitd, che la direzione del filo si sposti pochissimo
da quella del filo a piombo. In tal caso, scelti gli assi come al
§ 455, abbiamo, analogamente al § 456, I, in seguito a che:.

le quali forniscono, col noto procedimento d’integrazione delle
equazioni lineari a coefficienti costanti, inteso che sia gyd<i.\It

dove :

e, con / assai piccolo, approssimativamente:

Cosi, T riesce la grandezza della durata del mezzo giro
del raggio perpendicolare al filo a piombo passante pel punto
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mobile. E si presenta un’altra volta la proprieta deH'isocronismo
delle piccole oscillazioni; colla circostanza particolare che I'am-
piezza cambia nel corso dello stesso movimento considerato.
X«
Difatti, col crescere infinitamente di t tendendo e 2 a
zero, Xey svaniscono; cioé le oscillazioni vanno restringendosi
sempre pid, finché il moto sensibilmente si estingue.

Movimento subordinato all’attrito di un corpo di superficie convessa
rotolante sopra un piano.

§ 466. — Un corpo la cui superficie e tutta convessa, vin-
colato a mantenersi tangente ad un piano, si dice che, su questo
piano, rotola senza strisciare, quando la velocita del punto di
contatto & costantemente nulla: e diversamente che striscia. In
questo caso dalle “leggi di Coulomb ,, si ricava che la pressione
d’attrito applicata alla superficie ha grandezza rappresentata dal
prodotto d’una costante specifica — “ coefficiente d'attrito ,, —
per la grandezza della pressione traducente il vincolo perfetto
del contatto (8 447), e orientazione contraria a quella della ve-
locita del punto di contatto : oltre di che si ammette che, come
la pressione suddetta, abbia il punto di contatto per punto d’ap-
plicazione. QOuest’ultima ipotesi, e quella che la pressione stessa
sia parallela al piano si mantengono anche nel primo caso: in
seguito a che la condizione che la velocita del punto di contatto
sia costantemente nulla forma insieme colle equazioni del mo-
vimento un sistema sufficiente per determinare completamente
I'orientazione e la grandezza. Finalmente si ammette che, se nel
moto con strisciamento la velocita del punto di contatto ad un

istante si annulla, d’allora in poi il corpo rotola senza stri-
sciare.
§ 467. — Consideriamo il movimento determinato dalle gra-

vita e dall’attrito di una sfera omogenea vincolata a serbarsi ap-
poggiata ad un piano perpendicolare al filo a piombo.

In questo caso il centro di massa é il centro di figura: il
momento d’inerzia relativo ad ogni asse passante pel centro ha
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valore costante, rappresentato, indicando con R, m e k la gran-
dezza del raggio, della massa e della densita della sfera, da

finalmente il punto di contatto é costantemente la proiezione del
centro sul piano, le cui coordinate relative ad una terna d’assi
ortogonali coll’ origine nel centro e I'’asse delle z orientato in
senso opposto al filo a piombo — dalla parte del piano da cui
s’intende trovarsi la sfera — saranno quindi o, o, — R.

Sia I’asse delle z della terna fissa orientato come il prece-
dente, e il piano resistente assunto per piano xy. Indicheremo
con x}y, z, al solito, le coordinate del centro di massa, e con
a, v, io le componenti della sua velocita, per modo che

inoltre, con /5 q, r le componenti della velocita angolare del
mobile secondo quegli assi: onde, concepita un terna d’assi or-
togonali coll’origine nel centro, fissa alla sfera, e indicato con

g,yi, (i =1, 2, 3) i loro coseni di direzione al tempo t, e con
p, g i'le componenti della velocitd angolare suddetta secondo tre
assi aventi la loro orientazione al tempo /, sara:

La risultante delle forze esterne applicate ai punti del corpo
é il peso: quindi le sue componenti secondo gli assi fissi o, o,
— m~; e il risultante dei momenti delle stesse forze rispetto al
centro di massa riesce nullo.

Indichiamo con mE, mV, mZ le componenti secondo i me-
desimi assi della risultante delle pressioni d'attrito applicate ai
punti della superficie, o pressione d'attrito. In ogni caso, vi sia
strisciamento o no (8 466), sara Z— o, e il punto di contatto
sard punto d'applicazione della risultante in discorso, per modo
che il risultante dei momenti rispetto al centro di massa avra

per componenti secondo gli assi coordinati #mV, —zm i, o.
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Ora, abbiamo in primo luogo :

donde:

Ne viene:

e ciog, la componente perpendicolare al piano della pressione
d’attrito essendo nulla, la reazione del piano (8 447) & costante,
eguale ed opposta al peso del corpo.

Questo risultato sta egualmente nell’ipotesi dell’attrito nullo
(8 449). D’altra parte, le componenti della velocita del punto di
contatto al tempo t sono espresse da

Quindi, nell’ipotesi che non sia:

sara:

dove :

e a dinota una costante numerica positiva.
Se invece ad un istante si verificano le (3), staranno dal-
I’ istante medesimo in poi, e costituiranno cosi due condizioni
del movimento: mentre cesseranno d’esser date a priori le (4).
Tutto cio premesso, abbiamo il sistema d’equazioni (8445):
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cui aggiungeremo le condizioni iniziali:

L ultima equazione fornisce senz’altro:

u \S4

Confrontando poi la quarta colla prima e la terza colla se-
conda, otteniamo:

E di qui, integrando:

relazioni fra la velocita del centro e la velocita angolare, che
stanno in ogni caso. Notiamo come in conseguenza di esse e
di (6), ogniqualvolta I'una riprende un valore, l'altra riprendera
il valore corrispondente.

Per queste relazioni :

dove :

Supponiamo ora che non si verifichino le (3), e stiano
quindi a priori le (4): cioé il caso dello strisciamento. Per le
precedenti relazioni, le prime due delle (5) diventano:

Ne viene:
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e integrando:

Quindi, posto:

I'accelerazione del centro ha grandezza e orientazione costante :
la prima rappresentata da =g e la seconda definita dai coseni
«di direzione:

I movimento del centro della sfera, finche durano le con-
dizioni in discorso, sara dunque il noto movimento parabolico
(§ 196), e, come caso particolare, rettilineo uniformemente ac-
celerato. * Questo avverra sotto la condizione che sia n0— o,
vO=0, cioe all’istante iniziale nulla la velocita del centro, ossia
I atto di movimento iniziale rotatorio coll’ asse passante pel

CTNCTU y onDure

per (9):

esprimente che la velocita angolare all'istante iniziale o € nulla,
cioé Il'atto di movimento iniziale traslatorio, o perpendicolare
alla velocita del centro.

Cosi, le (io) si possono porre sotto la forma :

dalle quali si ricava integrando :

e introducendo queste espressioni nelle (7), se ne ricavera /5q
parimente rappresentate da semplici funzioni lineari di t.

* Teorema di G. A. Euler.
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Per le stesse espressioni e le (1), inteso che per t= o

Finalmente, concependo introdotte nelle equazioni gene-
rali (1, 8 160) le espressioni di p, 4 V che forniscono le (2), me-
diante le suddette di pt< e r — rO, secondo (5), esse formeranno
un sistema d’equazioni atto a determinare gli angoli 9fyQ

Ora, se nelle (9) si fa:

si ottiene:

per modo che a, b altro non sono che le componenti della
velocita del centro, quando la velocita del punto di contatto
e nulla.

Per questi valori di u, v le (12) forniscono :

e per questo valore di t, le (13):

con che si ha I'istante a cui cessa lo strisciamento, e la pro-
jezione del centro sul piano, cioé il posto del contatto, a quel-
|” istante.

Da quell’istante in poi, cioé per /algono le (3);
donde scaturisce;

Confrontando le quali formole colle prime quattro delle (5), si
ottiene senz’altro:
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Ne viene:

per modo che, cominciando da quell’ istante, il movimento del
centro e rettilineo uniforme secondo la tangente alla trajettoria
nel posto corrispondente all’istante medesimo, e colla relativa
velocita.

Inoltre, indicando con i valori di

dalle quali relazioni e da (6) si deduce che il movimento rela-
tivo ad una terna d'assi d’orientazione fissa coll’origine nel
centro é rotatorio uniforme, colla velocita angolare corrispon-
dente all’istante in discorso, intorno ad un asse passante pel
punto a contatto col piano.

Notiamo che, supposto :

da una parte si verifichera (11), per modo che il movimento del

centro per sara rettilineo uniformemente accelerato : dal-

1 altra, si ha a il centro si

mantiene fisso, e il movimento si riduce rotatorio uniforme in-
torno alla perpendicolare al piano passante pel punto di contatto.

Questa ed altre conseguenze delle precedenti relazioni,
come, per esempio, il retrocedimento della sfera, che ha luogo
quando lo strisciamento cessa dopo che il centro ha toccato
il vertice della parabola, traducono fatti ben noti del giuoco
del bigliardo, dove approssimativamente si verificano le condi-
zioni supposte. *

* Cfr. Jullien — Probl'emes de Méccinique Radonelle. — Paris, 1867 — tomo 2.9
pag. 192 e segg.
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Moto impulsivo.

§ 468. — Talvolta in un intervallo di tempo cosi breve da
sfuggire alla misura, e con uno spostamento inapprezzabile,
muta sensibilmente la velocita dei punti del mobile; tal che si
compenetra I’intervallo in un istante, e si concepisce che gli atti
di movimento anteriore e posteriore, col tendere del relativo
istante a quello, abbiano limiti diversi, che ambedue si attribui-
scono all’istante medesimo, e quindi si riferiscono alla posizione
corrispondente del mobile. Cosi, nel linguaggio famigliare, di-
ciamo che una palla di piombo, la quale, cadendo, incontra il
suolo, ad un tratto si ferma. E intendiamo che la velocita d’ogni
punto sia nulla a qualunque istante posteriore all’urto, e abbia un
certo valore a qualunque istante anteriore, il quale, col tendere
del relativo istante a quello delEurto, ha limite diverso da zero:
mentre questo limite e zero si concepiscono a piacere come velo-
cita del punto all'istante dell’urto. Parimente si dice che una
bomba improvvisamente scoppia; e supposto che il suo movimento
prima dello scoppio sia traslatorio, s’intende che i singoli punti
ad ogni istante anteriore allo scoppio hanno una certa velocita
comune, e velocita generalmente diversa ad ogni istante, dopo
lo scoppio, I’una e I'altra tendente, col tendere del relativo
istante a quello dello scoppio, ad un proprio limite, che si assume
indifferentemente all’ istante medesimo per velocita del punto.

Si tratta di stabilire un procedimento per trovare uno dei
due atti di movimento corrispondenti all’istante della sensibile
discontinuita, dato il rimanente, e quelle altre circostanze deter-
minataci che converranno ai singoli casi: o anche, dati i due atti
di movimento, e parte di queste circostanze, per trovare le ri-
manenti.

§ 469. — Percido noi ammettiamo che in ogni intervallo com-
prendente I’ istante considerato reggano le nostre ipotesi gene-
rali, soltanto che in un intorno inapprezzabile ai mezzi d’osser-
vazione varii la legge delle pressioni prestabilite nei punti
della superficie complessiva, in ragione di particolari condi-
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zioni, come sarebbe, per esempio, la collisione del mobile con
un altro.

Sia fO il tempo corrispondente all’ istante considerato, e /0
un tempo anteriore abbastanza vicino. Noi ammetteremo, in
primo luogo, che ad ogni istante dell’intervallo (tO tO) si veri-
fichi il teorema d’Alembert (§ 413), per modo che:

dove, pel considerato intervallo di tempo, i simboli hanno il si-
gnificato a suo luogo stabilito.
Quindi anche:

Ora, stabiliamo che sensibilmente sia:

ogni punto non apparisca mutar posto, per modo che ad ogni
istante dell’intervallo (/0 /) si possa attribuire lo stesso atto
di movimento virtuale, cioé 3x, 3y, 3/ riescano, per ogni punto,
costanti nell’intervallo medesimo; varii invece sensibilmente
I"atto di movimento reale, per modo che, indicando con \u,
\v, \w le differenze delle componenti u, v, w della velocita
corrispondente al posto (x, y, 1) fra tO0 e tO, abbiano valore ge-
neralmente diverso da zero; finalmente gl’integrali:

ricevano parimente un valore diverso da zero, determinato dal
posto (X, Y, della superficie cui si riferiscono.
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D’altra parte, abbiamo:

e le relazioni analoghe.
Concludiamo quindi che, nelle stesse ipotesi, sara:

per ogni atto di movimento conciliabile coi vincoli supposti.

Il vettore di cui (1) sono le componenti si chiama 1*“im-
pulso superficiale specifico ,, nel punto corrispondente della su-
perficie: analogamente l'insieme dei vettori applicati definiti da
questi vettori e relativi punti, si chiamera il sistema degli im-
pulsi applicati ai singoli punti del mobile, o della sua superfi-
cie : dal quale sistema di vettori applicati si definira al solito
modo il risultante, che si chiamera anche “impulso motore ,, del
corpo, e il risultante dei momenti rispetto ad un punto come
polo.

Notiamo che I’impulso acceleratore riesce una quantita deri-
vata la cui unita & [//_I1], come per la velocita, e I'impulso
motore parimente una quantita derivata la cui unita € [It~1ni],
come per la quantita di moto.

Pel precedente risultato basta oramai considerare gl’im-
pulsi, e percio, allo scopo d’evitare ad un tempo un’inutile
complicazione di forinole e moltiplicazione di simboli, adope-
reremo d’ora in avanti i simboli X,, Yn, Zn per indicare le
componenti dell’ impulso superficiale specifico nel punto qua-
lunque della superficie; mentre x, y , z e Jwr, m % ivits rap-
presenteranno le componenti del risultante del sistema di vet-
tori applicati, cioé dell’impulso motore, e del risultante dei loro
momenti rispetto al punto assunto per origine delle coordinate.
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Con cio l'equazione (2) diventera:

E di qui, concepito, in generale, il mobile come un insieme
di corpi rigidi, liberi e vincolati, ponendo:

per ciascun pezzo rigido, e cioe intendendo che /, m, 11, p\
g', r' abbiano per ciascun corpo rigido componente il sistema

un valore indipendente da [y, scaturisce:

dove x, y, z, muy, ivry, T8 hanno il suddetto significato pei
singoli pezzi rigidi, e la sommatoria ne abbraccia I'insieme.
Sotto una qualunque di queste forme I'equazione trovata
costituisce il “ teorema di d3Alembert,, pel movimento impulsivo.
§ 470. — La precedente equazione, nei singoli casi (corpi
liberi, un corpo con un punto fisso, un corpo con due punti
fissi, ecc.) collo stesso procedimento per mezzo di cui si deduce
dalla (1, § 413) il sistema delle equazioni del movimento corri-
spondente al caso considerato, fornird un sistema di equazioni,
che si dedurra da quello colle sostituzioni con cui 1 equazione
in discorso si deduce dalla suddetta (1, § 413). Le quali saranno
quindi altrettante relazioni fra. le differenze delle quantita di
moto e quantita di moto areale rispetto ad un punto dei singoli
corpi all’istante della discontinuita, e i risultanti degli impulsi
e loro momenti rispetto ad un punto, il cui numero, in ogni
caso, insieme con quello delle relazioni fra i parametri della
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velocita, che traducono i vincoli, sara sei volte quello dei corpi
componenti il sistema.

D’ altra parte, sappiamo come la quantita di moto e la
quantita di moto areale d’un corpo si esprimano mediante i
corrispondenti parametri della velocita. Per esempio, indicando
con in la grandezza della massa, con X, y, 7, le coordinate del
centro di massa, con G- y-(*=1, 2, 3) i coseni di dire-
zioni degli assi principali d’inerzia relativi ad esso all’istante
considerato, presi nel debito senso, con P, Of R i corrispon-
denti momenti d’inerzia, e con (a, v, w), («, v, w) e (p, g, I
la velocita del punto qualunque (x, y, 1), la velocita del centro
di massa, e la velocita angolare relativa ad uno stesso atto di
movimento, abbiamo ( § 308, 309):

e le analoghe.

Ora, ogni atto di movimento & determinato dai corrispon-
denti valori dei parametri della velocita, e viceversa; e questi pa-
rametri sono sei per ciascun corpo. Ne viene che, supposto data
in ogni caso la posizione del sistema all’ istante considerato, ciog,
se si vuole, il posto del centro di massa di ciascun corpo e I'orien-
tazione della terna dei relativi assi principali d’inerzia, il sud-
detto sistema di relazioni permettera in ogni caso di determinare
uno dei due atti di movimento all’istante medesimo, dato I'altro,
e i risultanti degli impulsi e loro momenti rispetto ad un punto :
oppure questi risultanti, dati i due atti di movimento; che se
questi risultanti saranno formati in modo noto coi parametri
della velocita relativi ai due atti di movimento, si avra ancora
un sistema d’equazioni capaci di determinare uno dei due atti
di movimento, dato I'altro, in seguito a che riuscira noto an-
che il valore dei due risultanti.

8§ 471. — In particolare, se all’istante considerato sara atto
di movimento virtuale del sistema quello per cui la velocita é
nulla in tutti i punti d’'un gruppo di corpi, e il gruppo rimanente
e in atto traslatorio secondo un certo asse, oppure in atto ro-



Moto impulsivo. 383

tatorio intorno ad un certo asse istantaneo di rotazione, assu-
mendo l'asse delle x, nel primo caso, orientato come quello
dell’ atto traslatorio, e nel secondo caso coincidente coll’asse
istantaneo, sara:

nel primo caso, e

nel secondo; dove 2' abbraccia i corpi del secondo gruppo, e
m', u' indicano la grandezza della massa del gruppo, e la com-
ponente secondo I'asse supposto della velocita del suo centro-
di massa. Cioé, il componente secondo il supposto asse, in un
caso, dell’'impulso motore del gruppo, e nell'altro del risultante
dei momenti degli impulsi applicati ai punti del gruppo rispetto
ad un punto dell’asse di rotazione come polo hanno per misure
rispettivamente 1 “ aumento ,, della componente analoga della
quantita di moto e della quantita di moto areale rispetto a quel
polo (88 418, 419).

§ 472. — Le precedenti equazioni corrispondono alle ana-
loghe del movimento del centro di massa e delle aree del moto-
ordinario. All’equazione della forza viva corrisponde, dallo stesso
punto di vista, la seguente.

Introduciamo nella (3, § 469) successivamente I'ipotesi che
I'atto di movimento virtuale cui si riferisce sia I'atto di movi-
mento reale posteriore, cioe Sx = u0, & = VO, = «0, e an-
teriore, cioé 3x — uOr, Zy — VO, = w0, all'istante conside-
rato. Abbiamo:

Di qui, sommando membro a membro, e dividendo per 2:
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1e posto, per ciascun pezzo rigido :

€ le analoghe, anche:

formola che fornisce la differenza fra il limite posteriore e an-
teriore della forza viva del mobile, cid che chiameremo anche
la “ differenza ,, della forza viva medesima al supposto istante.

§ 473. — GI'impulsi, o per lo meno i relativi risultanti per
-ogni corpo, quando ne occorre la conoscenza a priori piu o
meno completa, si debbono intendere definiti, nei singoli casi,
per mezzo d’opportuni criterii, e, in ultima analisi, dell’esperienza.

Urto di due corpi.*

8§ 474. — Un caso insigne di movimento impulsivo si ha
nell’'urto di due corpi: cioe nella variazione sensibilmente im-
provvisa dell’atto di movimento di due corpi prodotta dal loro
reciproco incontro. Secondo i premessi principii, noi attribuiremo
all’istante dell’incontro due distinti atti di movimento limite, an-
teriore e posteriore; e il problema principale sara: data la po-
sizione dei due corpi all’istante dell’incontro, e uno dei due atti
di movimento limite, per esempio I'anteriore, trovar il rimanente.

Supporremo che la superficie dei due corpi sia in ogni punto
dotata di pian tangente e convessa, per modo che rincontro si
traduca in un mutuo contatto delle due superficie in un certo
punto. Allora, particolarmente quando inoltre la superficie sia
liscia, si trova conveniente I'ipotesi che I'impulso motore dei
due corpi abbia grandezza eguale, da determinarsi: I’'orienta-
zione della normale nel punto di contatto volta verso l'interno

*Cfr. Poisson. — Traité de Mécanique. Paris 1811 — Livre Ill. Chap. VII.
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«del corpo, e per conseguenza opposta: infine, punto d’applica-
zione, il quale sia il punto di contatto. Questa € la legge fon-
damentale del cosi detto “urto senza attrito ,,.

§ 475. — Indichiamo con H la grandezza comune degl'im-
pulsi motori, e immaginata in ciascun corpo la terna degli assi
principali d'inerzia relativi al centro di massa, che dev’essere
data, indichino, per ciascun corpo, }\t O-, R, i corrispondenti
momenti d’inerzia, a\ (v, G le coordinate del punto di contatto
rispetto alla terna suddetta, 80 ye i coseni di direzione della
normale in questo punto volta verso |I'interno del corpo,

i valori anteriori delle componenti delle
velocita del centro di massa e della velocita angolare — questi,
tutti dati — invece, u-(iv, w- e gl( 17 i valori posteriori delle
componenti medesime, incogniti come 11, dove I'indice i abbia
il valore 10 2 secondo che il simbolo si riferisce all’uno o
all’altro corpo.

Si ammette che il valore anteriore della componente della
velocita del punto di contatto secondo la normale nel punto
medesimo abbia per ciascun corpo l'orientazione della normale

volta verso I'esterno del corpo. E cio si traduce nelle con-
dizioni:

che legano i dati precedenti fra loro.
Cio premesso, nell'ipotesi che i due corpi siano liberi, cioé
non assoggettati ad alcun vincolo geometrico (§ 409), avremo

<§§ Alx>470):

in tutto dodici equazioni di primo grado.
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Cosi, occorre un'altra equazione per formare il numero delle
incognite. D’altra parte, corpi di diversa natura fisica, caeteris
paribus, pur rispettando la premessa legge fondamentale, si com-
portano diversamente; per esempio, due palle di piombo, dopo
I'urto; si mantengono unite, mentre due palle d’avorio rimbalzano,.
E per conseguenza, occorre, per determinare completamente il
movimento, qualche ipotesi di piu, relativa alla natura speciale
che i corpi si suppongono avere, la quale fissi in certo qual
modo la natura medesima.

Per orientarci in questa ricerca, formiamo I'espressione della
differenza della forza viva del sistema dei due corpi all'istante
dell’ urto (8 471). Introducendo nella (2, § 471) le ipotesi parti-
colari del precedente caso, e valendoci delle precedenti equa-
zioni (2), donde segue:

e le analoghe, troviamo immediatamente :

dove, posto:

T, con ci0o, come senz’altro scaturisce dalle (2), tenendo pre-
sente I'espressione generale del § 281, rappresenta la grandezza
della forza viva del sistema dei due corpi, nell'ipotesi che Ia
velocitd dei singoli punti abbia per componenti le differenze
fra il valore posteriore e anteriore delle componenti analoghe
della velocitd nel punto medesimo all’istante dell’'urto: cido che
chiameremo la “ forza viva corrispondente alle differenze delle
velocita dei singoli punti,,

E fi, come parimente scaturisce dalle stesse equazioni (2),
moltiplicando le prime tre di ciascuna sestupla rispettivamente
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per e le rimanenti per e i due analoghi

binomii, poi sommandole tutte membro a membro, tenuto cal-
colo dell’ espressione di N\ fornita dalla (1), & il valore di li
nell’ipotesi che sia:

dove Ni ha per la velocita posteriore lo stesso significato che
N'i per I'anteriore. La qual relazione esprime semplicemente
che la componente della velocita posteriore del punto di con-
tatto secondo la normale nel punto medesimo volta in un senso
determinato, eguale pei due corpi, ha lo stesso valore, a qua-
lunque dei due corpi si concepisca appartenere il punto di con-
tatto ; condizione necessaria perché i due corpi, dopo I urto, si
mantengano a contatto in quel punto.

Quindi, in questa ipotesi, I'urto implica una perdita di forza
viva, di grandezza eguale alla forza viva del sistema corrispon-
dente alle differenze delle velocita dei singoli punti. E recipro-
camente, supposta tale la differenza della forza viva del sistema
dei due corpi, si ha:

Invece, supposto che la differenza della forza viva del si-
stema sia nulla, cioé eguali i valori della forza viva del sistema
anteriore e posteriore all’urto, si ha per (3):

cioé la grandezza dell’impulso risulta doppia che nel caso pre-
cedente.

Secondo l'esperienza, AT in nessun caso € positivo. Quindi
potremo porre, per (3):

dove 9riceve a seconda del caso, un valore compreso fra zero
e 1. E per ogni valore di s, I'urto implichera una perdita di
forza viva rappresentata dalla frazione 1 —5di T,
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Posto poi:

si avra, per ogni caso :

dove il valore di c varia, come quello di s, tra zero e l'unita.

Ora, le equazioni (2), dove si faccia H= (1 -j- § wcon £> o,
si possono concepire formate sommando membro a membro le
equazioni di due sistemi della stessa forma, nell’uno dei quali
sia H—w, i valori anteriori siano i dati, e i posteriori quelli
che dal sistema stesso risultano determinati, mentre nell’altro é
U= ci~ i valori anteriori sono questi ultimi, e i valori poste-
riori quelli che il sistema determina, e convengono al caso con-
siderato. E per conseguenza avviene come se la produzione
di questi valori avesse per condizione due fasi successive, nella
prima delle quali la grandezza dell’impulso motore fosse o, tale
da riuscire le (2) soddisfatte dai corrispondenti valori posteriori,
mentre nella seconda fosse ew, e questi ultimi valori funges-
sero da anteriori.

D’altra parte, emerge da (2), per (1) e la seconda delle (4),
che NIf iV2 calcolate coll’ ipotesi H= (1 -\-¢) Gsono positive;
per modo che la componente della velocita posteriore del punto
di contatto secondo la normale, ha per ciascun corpo l'orienta-
zione della normale interna, opposta a quella della componente
stessa della velocita anteriore. In altri termini, mentre i valori
anteriori, corrispondono ad un mutuo avvicinamento dei punti
che si confondono nel contatto, i valori posteriori corrispondono
ad un mutuo discostamento dei punti medesimi.

Questo duplice fenomeno s’accompagna col fatto sperimen-
tale che e &, per ogni coppia di corpi di determinata natura
tisica, sensibilmente costante; ed uno sforzo che obblighi a
comprimersi i corpi I'un coll’altro, vi produce una deformazione,
che scema, al diminuirlo e toglierlo, tanto piu quanto piu c, di-
verso da zero, si approssima all’'unita, e perdura se c= o.
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Supposti i due corpi della stessa natura fisica, se ¢ e — 1,

si dicono “ perfettamente elastici se & invece e= o0, “ anela-
stici ,,; che se e ha un valore qualunque compreso fra zero e
I'unita, si dicono uimperfettamente elastici ,,: mentre e, in ogni
caso, si chiama il “ coefficiente di restituzione , * (da altri
“ coefficiente d’elasticita all’'urto termine di cui le riflessioni
precedenti manifestano la ragione.

§ 476. — Osserviamo che, per le (2) del paragrafo prece-

dente, la differenza della velocita del centro di massa d’uno dei due
corpi non potra esser nulla se non & nullo I'impulso motore; e
quindi nulla la differenza analoga per I'altro corpo, e la differenza
della velocita angolare per ambedue. Invece, anche con un in-
pulso non nullo, sara nulla la differenza della velocita angolare
per un corpo quando sia:

cioe il centro di massa sulla normale alla superficie nel punto
di contatto. In questo caso l'urto si dice “ centrale ,,.

§ 477. — L’impulso motore e il risultante dei momenti
degli impulsi rispetto ad un punto qualunque, pel sistema dei
due corpi sono nulli; per modo che saranno eguali i valori an-
teriore e posteriore della quantitda di moto del sistema, ossia
della velocita del suo centro di massa, e della quantita di
moto areale rispetto ad un punto qualunque.

§ 478. — Sia il rapporto della massa d’'uno dei due corpi a
quella dell’altro estremamente grande, e nulla la velocita ante-
riore d’ogni suo punto: l'atto di movimento anteriore dell’altro,
per fissare le idee, traslatorio, parallelo alla normale nel punto di
contatto: infine, I'urto dei due corpi, centrale (§ 476). La quantita
di moto del sistema dei due corpi posteriore all’'urto dev’essere
eguale a quella anteriore del corpo piu piccolo (8 477). Quindi,
nell’ipotesi dell’ anelasticita, essendo la grandezza di questa quan-
tita di moto rappresentata da {ml -j- m2) u, dove u rappresenta la
grandezza della comune velocita posteriore dei due corpi, dovra

* Thomson e Tati — op. cit. — § 390.
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il rapporto di questa all'anteriore del corpo piu piccolo essere
estremamente piccolo; cioe dell’ ordine del numero inverso del
suddetto rapporto delle masse. E percio, se la posizione dell’in-
sieme dei due corpi relativa al supposto contatto e d’equilibrio
stabile, il corpo piu grande si manterra sensibilmente in quiete, e
il piu piccolo si arrestera a contatto di esso. Nell’ipotesi invece del-
I’elasticita perfetta dovra inoltre la forza viva posteriore del sistema
aver la grandezza dell’anteriore del corpo piu piccolo: donde viene
escluso che possa essere grandissimo il rapporto della velocita
posteriore alla velocita anteriore di questo corpo; e, per l'egua-
glianza dei valori anteriore e posteriore della quantita di moto
del sistema, bisogna che sia estremamente piccolo il rapporto
della velocita posteriore del corpo piu grande all’anteriore del
corpo piu piccolo. Allora anche il rapporto della sua forza viva
posteriore a quella del corpo piu piccolo sara un numero pic-
colissimo; per modo chela forza viva posteriore del sistema si
ridurra sensibilmente a quella del corpo piu piccolo. E per
conseguenza la forza viva posteriore di questo corpo sara la
stessa come l'anteriore, e clegual grandezza la velocita poste-
riore e anteriore del corpo medesimo. Sappiamo poi che il
senso sara l'opposto (8 475). Quindi, in conclusione, I'atto di
movimento posteriore del corpo piu piccolo sara eguale ed
opposto all’anteriore, e il corpo rimbalzera', mentre il piu grande,
come nel caso precedente, ove la supposta posizione sia d’equi-
librio stabile, si manterra sensibilmente in quiete.

§ 479. — Tali ipotesi si applicano, per esempio, al caso del
Globo Terreste, e d'un grave liberamente cadente, che venga a
battere contro il suolo. E I'esperienza constata un accordo ab-
bastanza soddisfacente tra il fatto e queste, come anche altre,
conseguenza della teoria: almeno per corpi di certa natura fisica,
e fra certi limiti delle circostanze determinatrici del fenomeno,
ai quali sembrano particolarmente convenire le ipotesi che ab-
biamo posto per fondamento. Al qual proposito possiamo fare
qualche riflessione analoga a quelle che si fecero per la resi-
stenza dei mezzi e per l'attrito (§ 462); e osservare che il me-
todo piu naturale per lo studio dell’'urto dovrebbe fondarsi sulla
deformazione di due corpi a mutuo contatto, determinata da
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«date forze e atti di movimento all’istante a cui il contatto co-
mincia. Oltre di che la costante produzione di calore, commisu-
>rata all’energia che scompare, prova che il movimento propria-
mente detto non costituisce che un aspetto del fenomeno reale,
per avventura troppo limitato perché un’unica legge possa, come
in altri ordini di movimento, abbracciare tutti i casi (cfr. § 462).

Teorema di Hamilton.

§ 480. — L’equazione di d'Alembert e Lagrange, traducente
il teorema di d'Alembert (8§ 412), si pud porre (aggiungendo,
se occorre, le opportune restrizioni) sotto diverse forme, che
esprimono notevoli proposizioni, e, da una parte, rivelano nuovi
aspetti di quel teorema, dall’altra, servono utilmente al calcolo
del movimento.

§ 481. — In primo luogo, intendendo che t', t" dinotino due
valori della misura t del tempo, scelti ambedue a piacere nel-
I"intervallo considerato, e ex, cy, e\ funzioni finite e continue
di t nell’intervallo medesimo, I’equazione in discorso equivale a:

La quale infatti ne scaturisce immediatamente; mentre da questa
equazione, indicando con t il .valore corrispondente ad un istante
qualsivoglia dell’ intervallo, e per un momento, per brevita di
scrittura, con | la differenza dei due integrali estesi a t e a <
segue :

1 de altro non é che I'equazione primitiva.
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§ 482. — Poniamo:

per modo che H rappresenti la misura della potenza virtuale
corrispondente ad un atto di movimento virtuale qualunque al
tempo t del sistema delle forze limite esterne rispetto a ciascuna
parte rigida del mobile, applicato ai punti del mobile stesso, e
delle pressioni prestabilite applicato ai punti della sua superficie;
oltre di che, al solito (8 269):

Si ha:

Quindi a (1, § 481) si pud dare la forma:

che costituisce il “ teorema di Hamilton ,, nella sua forma piu
generale.

Supponendo ai limiti dell’ integrazione 5x = 5j = 57i=o0r
si ha di qui:
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espressione del teorema conforme a questa ipotesi, che & la piu
comunemente adoperata.
§ 483. — E notevole il caso che sia:

per modo che W potra rappresentare il potenziale del sistema
di forze applicato ai punti del mobile corrispondente a (X,., Yr,Z,);
ma piu generalmente s’intenderd una funzione della posizione
del mobile, ed anche del tempo esplicito (“ potenziale dipendente
dal tempo esplicito ,,), mentre a questo non si estendera in nessun
caso la variazione 8 Vale a dire, se la posizione, conformemente

ai legami, ¢ individuata dalle n variabili sara
nel caso piu generale, una funzione di ’ ma, in
ogni caso :

Allora, le due precedenti equazioni diventano:

E con cio la relazione stabilita dal teorema di d’ Alembert
fra gli elementi del movimento effettivo e d'ogni possibile mo-
vimento virtuale si traduce nelle suddette ipotesi nella proposi-
zione che “il valore di:

pel movimento effettivo soddisfa alla condizione caratteristica s
necessaria per essere minimo o massimo fra i valori corrispon-*

* Per brevita di discorso, chiamiamo cosi la condizione che il differenziale
primo, o la variazione prima, abbia valor zero.
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denti a tutti i movimenti virtuali pei quali la posizione del mo-
bile & la stessa come pel movimento effettivo al principio e alla
line del relativo intervallo di tempo {i t'), limitato da due istanti
quali si vogliano dell'intervallo a cui il movimento considerato
si riferisce

Teorema della minima azione.

§ 484. — Supponiamo esistente il potenziale, 1V, indipen-
dente dal tempo, e indipendenti dal tempo i legami, per modo
che si verifichi il teorema della conservazione dell’ energia

{8 285), cioé sia:

\ i o
Intendiamo che il secondo membro si riferisca al valore t'
10t" di t Poste le condizioni (§ 482):

ne verra :

Stabiliamo altresi che sia, per lo stesso valore di t, nulla
la variazione della forza viva del mobile; cioé:

Allora, per la seconda delle (3):

o St

la quale, per la prima delle stesse (3), comprende (4).
E per (3, § 483):

o0 anche:

colle quali si deve, oltre (2), congiungere (5).
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Questo ¢ il cosi detto “ teorema (0 principio) della minima
azione ,,; secondo il quale u supposto verificato il teorema della
conservazione dell’energia, e fissato, in primo luogo, il poten-
ziale, il movimento effettivo conferisce alla forza viva media
del sistema in un intervallo terminato a due istanti quali si
vogliano la proprieta di soddisfare alla condizione caratteristica
necessaria per essere minima o massima, fra tutti i movimenti
virtuali, che corrispondono allo stesso potenziale, e hanno co-
mune con esso la posizione a quei due istanti, e la forza viva
ad uno di essi

Osservazione. — Notiamo, per schiarimento, che fissata la fun-
zione Wt e per un istante il valore TOdi Tte la posizione del mo-
bile, donde il corrispondente valore 1VOdi IV, la (1) fornisce, per
ogni posizione prestabilita, il corrispondente valore di T. Quindi,
attribuita a priori una posizione del mobile ad ogni valore di t
d’'un intervallo che comprende il suddetto istante, qual si voglia,
purché la successione corrispondente riesca continua, e quindi
T funzione continua di t, riuscira determinato, qualunque sia
questa successione, il relativo valore della forza viva media.
Ora, la precedente proposizione afferma che, come conseguenza
del teorema di d'Alembert, presi due istanti a piacere, e fissata
La posizione agli istanti medesimi, e.all’'un d’essi la forza viva,
il valore della forza viva media, che compete al movimento ef-
fettivo, soddisfa alla condizione caratteristica necessaria per
essere minimo e massimo, fra i valori calcolati in tal modo per
tutte le successioni di posizioni conciliabili coi vincoli supposti.

§ 485. — AIll’ equazione (6) del § precedente si puo dare
un’altra forma. Indicando con v e 5 le misure della velocita del
punto qualunque del mobile al tempo t, e dell’arco della sua trajet-
toria terminato al posto corrispondente nello stesso tempo, si ha:

per modo che a (6, § 484) si pud sostituire :
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Ora, Maupertuis enuncio per la prima volta, per un sistema
di punti materiali, la proposizione :

e l'interpretd come una condizione di minimo dell’integrale, al
quale attribui la qualifica di “ azione delle forze nel supposto
intervallo di tempo ,. Donde i termini tuttora adoperati.

§ 486. — Applicata ad un punto materiale (§ 328), la sud-
detta equazione (1) si riduce a:

dove s', s'l sono i valori di 5 per due punti qualunque della
trajettoria. E per conseguenza, “ se € v costante :

cioé la trajettoria, se il punto e libero, sara rettilinea, e se e
obbligato a serbarsi sopra una superficie fissa, un arco di geo-
detica della superficie ,,.

§ 487. — Si chiama, in generale, “ movimento per inerzia
subordinato a certi vincoli, “ quello che ¢ determinato da quei
vincoli, nell’ ipotesi che siano nulle le forze esterne limite e
le pressioni prestabilite, ossia costante, o nullo il relativo po-
tenziale.

Pel teorema della conservazione dell’energia, “ la forza viva
in un movimento per inerzia subordinato a vincoli quali si vo-
gliano indipendenti dal tempo € costante , : e per conseguenza,
se il mobile si riduce ad un punto materiale, costante la ve-
locita.

Si conclude che “ la trajettoria del movimento per inerzia
d'un punto materiale & una retta, se il punto ¢ libero, e s’ ¢é
obbligato a mantenersi sopra una superficie fissa, una geodetica
di questa ,,.
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Equazioni di Lagrange in coordinate generali.

8§ 488. — Sia la posizione d'un sistema vincolato indivi-
duata dai valori di un certo numero di parametri o variabili,
che potremo chiamare le “ coordinate del sistema

Indicandole con L, £2,... le coordinate ordinarie x, y, ™
d’ogni punto del sistema risulteranno funzioni di esse. Quindi,
in primo luogo:

dove la sommatoria si estende a tutte le ;; e formole analoghe
pery e
Per la prima formola, la grandezza della forza viva T si

riduce una funzione quadratica delle i cui coefficienti non

dipendono che dalle 2. Quindi posto per brevita di scrittura:

abbiamo :
Le risulteranno poi anche certe funzioni
delle e percio, indicando con H, un’op-

portuna funzione delle stesse variabili, avremo:

Introduciamo questi risultati nella formola (2, § 482). Otte-
niamo immediatamente:

Rilevisi che, conformemente a questa relazione, le derivate rispetto a Jee
? i sono prese trattando queste 2n variabili come affatto indipendenti.
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cui bisogna aggiungere la condizione che pei limiti dell’integra-
zione le 8,- sono tutte nulle.
Tenendo calcolo di questa condizione, si ha:

Quindi :

E poiché I'intervallo (t't") comprendente t si pud prendere
piccolo fin che si vuole, di qui (8 66):

dove il primo membro si riferisce al tempo t

Supponiamo infine che le h, 12 ... In siano fra loro indi-
pendenti, per modo da poter attribuire a ciascuna un valore di-
verso da zero e simultaneamente il valor zero alle altre. In tal
caso :

Queste equazioni, che riescono tante quante sono le per-
metteranno, nelle debite ipotesi, di determinarle in funzione di /,
con che sara individuata ad ogni istante la posizione del sistema,
e noto il suo movimento. Esse si chiamano le “equazioni del
movimento di Lagrangc in coordinate generali *

Se :i0 vuol dire che, per (3, § 488), sara

e si scrivera meglio cosi:

* Anche “seconda forma, : chiamandosi " prima forma , le equazioni del
§ 452.
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In ogni caso, la quantita misurata da E- si chiama talvolta

la “ forza del sistema corrispondente alla coordinata li e ana-
logamente la quantitd di cui é la misura, la “ velocita del
sistema corrispondente alla coordinata , medesima.

§ 489. — Posto:

per modo che:

si trovera immediatamente:

E di qui:

8 490. -- Ora scriviamo anche I'equazione fondamentale del
moto impulsivo (8§ 469) sotto la forma abbreviata :

Introducendo in questa equazione le (1, § 488), oltre di che
ponendo, conformemente alla seconda:

si otterra subito :

e posto :

per modo che, per (1) del § precedente, T sia la grandezza della
forza viva corrispondente alle differenze delle velocita dei sin-
goli punti (8 475), sott’'altra forma:
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Ne viene, nell’ipotesi che le coordinate siano fra
loro indipendenti:

altrettante equazioni, che si dicono le “ equazioni del moto im-
pulsivo in coordinate generali ,,.

Le quantita di cui A-rt e I, sono le misure si dicono, con
termini analoghi a quelli del § 488, la “ differenza della velo-
citd del sistema corrispondente alla coordinata \i ,,, e “ I'impulso
del sistema corrispondente alla coordinata \i , medesima.

§ 491. — Da cio emerge anche il significato meccanico dei

coefficienti differenziali —3]; che figurano nelle (4, 5, § 488). E

/\I !
cioe essi rappresentano la misura degli impulsi del sistema cor-
rispondenti alle singole coordinate ct all’istante considerato, ca-
paci di determinare nel sistema, a quell’istante, con un atto di
movimento anteriore nullo, un atto di movimento posteriore, per
cui le velocita del sistema corrispondenti alle singole coordinate
L hanno per misura i supposti valori

§ 492. — L’ipotesi che in un intervallo di tempo il sistema
sia in equilibrio si traduce, se si vuole, in quella che, nello
stesso intervallo, sia T — o. E con questa ipotesi le (5 § 488)
si riducono a:

4 equazioni dell’equilibrio in coordinate generali che forni-
ranno i sistemi di valori delle coordinate \¥ c2 ... \n relativi
alle posizioni d’equilibrio.

§ 493. — Riprendiamo la (4, § 488\ che scriviamo per un
momento sotto la forma:

e supponiamo che le h, L, ... siano funzioni di ni variabili
indipendenti, conformemente alla qual circostanza sia:
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dove X; XA ... X, dinotano m parametri indipendenti, suscetti-
bili di valori arbitrarii. Sostituendo, e raccogliendo le singole X
abbiamo :

donde, col solito principio :

che sara un’altra forma delle equazioni del movimento.

Applicazione ad un corpo rigido.

§ 494, — La posizione d'un corpo rigido libero si determina
nel modo piu generale con quella d’un suo punto qualsivoglia,
e l'orientazione d’una terna d’assi coordinati qualsivoglia ad esso
invariabilmente congiunta, avente questo punto per origine;
quindi, indicando, al solito, con a p, ye a; p, Yt (*.= 1, 2, 3)
le coordinate del punto in discorso e i coseni di direzione dei
singoli assi della terna rispetto ad una terna d’assi fissi, me-
diante i valori di queste dodici variabili.

Ora, le ultime nove sono funzioni di tre variabili indipen-
denti (§ 24).; cido che riduce a sei il numero delle coordinate
del corpo fra loro indipendenti.

D’altra parte, sara:

dove sono arbitrarie; conformemente alle quali
relazioni e (cfr. § 158):

oltre di che (8 303):
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Cio posto, abbiamo quanto occorre per applicare senz’altro-
le (i, g 493) al caso in discorso; e trovare cosi la forma piu ge-
nerale delle equazioni del movimento d'un corpo rigido libero.

Per porle sotto la piu conveniente espressione, giova con-
cepire T sotto Fespressione generale del § 281; e per conse-
guenza come funzione delle ventiquattro variabili

:omposta mediante le
conformemente alle relazioni (§ 159):

Si ottiene cosi il sistema di sei equazioni :

delle quali le prime tre si hanno immediatamente, e le rimanenti,
riunendo nel primo membro i termini dove figurano le singole
derivate di T rispetto a (( ut, &, p, G r, ed eseguendo poi ovvie
trasformazioni.
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Questa & una prima forma delle equazioni cercate; un’altra
se ne ricava moltiplicando le singole equazioni della prima e
della seconda terna per a,; p,; Yt rispettivamente, e con ciascun
valore di i sommando membro a membro. Troviamo cosi, con un
procedimento analogo a quello del § 350, per dedurre le (2)”
dalle (2)', e valendosi delle precedenti relazioni (1) :

Fatta I’ipotesi che la terna degli assi connessi col corpo
abbia per origine il centro di massa, e sia formata cogli assi
principali d’inerzia relativi a questo punto, dalla corrispondente
espressione di T (8§ 281), si otterra immediatamente le forme
speciali del § 350.

§ 495. — E immediata I’ applicazione al caso del sistema
di un numero qualunque di corpi rigidi liberi.

Supposto che un corpo rigido abbia un punto fisso, e questo
sia il punto (a, 8 y), la posizione del corpo sara determinata
dalle nove variabili a; p; ys (*= 1, 2, 3), funzioni di tre varia-
bili indipendenti; e la parte del calcolo precedente che concerne
le equazioni del tipo (1, § 494) relative a queste variabili forni-
sce la terna (2)3, donde si deduce, nel modo che s’é visto, la
terna (2)3 ; le quali sono le due forme corrispondenti delle equa-
zioni del movimento nel caso attuale, che nell’ipotesi che il
punto fisso sia l'origine degli assi, e questi i relativi assi prin-
cipali d’inerzia, si riducono senz’altro a quelle piu semplici del
§ 426.
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Principio della bilancia.

§ 496. — Applichiamo il metodo in discorso ad una que-
stione che contiene il principio del movimento e dell’equilibrio
della bilancia.

Siano tre corpi rigidi, uno dei quali abbia una retta fissa
(asse fisso), e gli altri due ciascuno una retta parallela a quella,
comune col primo corpo (asse di ciascuno dei due corpi) ; e
queste parallele giacciano in uno stesso piano, contenente la
retta fissa (piano degli assi), dalle due parti opposte di essa.
Chiameremo il primo corpo “ corpo centrale ,,, e gli altri due,
“ primo , e “ secondo laterale E chiaro che la posizione del
corpo centrale & determinata dall’angolo formato con un semi-
piano fisso terminato al suo asse dal semipiano terminato allo
stesso asse, perpendicolare al piano dei tre assi, volto nell’'uno
o nell’altro senso: in seguito a che la posizione di ciascun
corpo e data dall’angolo formato con un semipiano cosi orientato
dal semipiano terminato all’asse rispettivo e contenente il suo
centro di massa. Quindi la posizione del sistema & determinata
da questi tre angoli: cioé da tre coordinate indipendenti (3 488).

Intenderemo che il senso in cui questi tre angoli crescono
sia concorde rispetto ad uno stesso senso dei tre rispettivi assi;
e immaginata una perpendicolare ai tre assi, cosi volta che ri-
spetto a quel senso sia positivo il giro che, dal semipiano di
riferimento perpendicolare ai piano dei tre assi, conduce ad
essa per l'angolo retto, chiameremo primo e secondo corpo la-
terale i due corpi laterali i cui assi sono da essa, secondo quel
Senso, successivamente incontrati.

Indichiamo le misure dei tre angoli suddetti con 0, OX 02:
con ni, mx, mi le grandezze delle masse dei tre corpi, centrale,
primo e secondo laterale: con s, sl, s2 quelle della distanza dei
loro centri di massa dal rispettivo asse: con K, Klt A2 il loro
momento d’inerzia rispetto agli assi medesimi: con alt a2 le
grandezze delle distanze degli assi del primo e del secondo
corpo dall’asse centrale.
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La forza viva del corpo centrale avra per grandezza (8276):

L’atto di movimento dei due corpi laterali riesce composto
di un atto rotatorio con velocita angolare di misura O e l'asse
fisso per asse di rotazione, e d'un atto rotatorio con velocita
angolare di misura O (i = 1, 2), e per asse di rotazione |’asse
rispettivo ; e per conseguenza sara pure un atto di movimento
rotatorio coll’asse istantaneo di rotazione parallelo ai due prece-
denti, compreso nel loro piano, al termine del segmento perpen-
dicolare all’asse del corpo, avente l'origine su questo asse, e
per senso positivo quello che va dall'asse del primo all'asse

del secondo, di misurarispettivamente

mentre la misura della velocita angolare corrispondente sara

I momento d’inerzia di ciascun corpo
rispetto al rispettivo asse dell’atto rotatorio risultante sara quindi
(8 278):

e per conseguenza la grandezza del doppio della forza viva (§ 276) :

* Osserviamo come le stesse forinole si possano calcolare anche servendosi
dell’espressione della forza viva nel movimento relativo, trovata al § 282. Con-
siderando, per fissare le idee, il primo corpo laterale, il suo movimento relativo ad
una terna d'assi in movimento traslatorio coll’'origine nel centro di massa &
rotatorio, intorno ad un asse parallelo a quello del corpo, passante pel centro
di massa, e velocita angolare di misura (O + 8]' per modo che

Per aver poi la grandezza v della velocita del centro di massa, possiamo notare
che il movimento del corpo relativo ad una terna d’assi in moto traslatorio di
cui uno sia I'asse del f-orpo stesso, e rotatorio, intorno a questo asse,.con ve-
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Si conclude per la grandezza della forza viva del sistema :

Tutto cio €& indipendente dalle forze e pressioni prestabilite
corrispondenti al movimento. Noi vogliamo ora considerare il
movimento determinato dalla gravita, nell’ipotesi che i tre assi
siano perpendicolari al filo a piombo; nel qual caso il semipiano
fisso terminato all’asse fisso donde si conta I’angolo O si assu-
mera orientato come il filo a piombo, e il semipiano che ne
forma il termine, e si & supposto perpendicolare al piano degli
assi, volto in tal senso da formare con esso il semipiano pari-
mente terminato all’asse fisso, contenente il centro di massa
del corpo centrale, un angolo acuto — escludiamo il caso dell’an-
golo retto — la cui misura indicheremo con o. Avremo in tal

caso il potenziale, rappresentato da

dove:

Di qui scaturiscono le condizioni d’equilibrio (8§ 493):

locita angolare di misura (O+ 0,)", e percio la velocita del centro di massa
composta delle due le cui misure sono a, @ e s: (9 + 0,1, mentre I'angolo degli

. m .
assi risulta----- 1-0,: donde si ricava
2

Al qual risultato si giunge anche, in modo analogo, notando che il movimento
del corpo relativo ad una terna d’assi fissi al corpo centrale e rotatorio, intorno
al proprio asse, con velocita angolare di misura 0',, mentre quella terna riesce
in movimento rotatorio intorno all’asse fisso con velocita angolare di misura O :
e, cid premesso, componendo le velocita del centro di massa appartenenti a
questi dhe movimenti, eh’e pur agevole calcolare.
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ossia:

la prima delle quali, nell’ipotesi che siano abbastanza piccoli 8e
per modo che adeguatamente piccolo tan 9, si

riduce, trascurando l'aggiunta delle potenze superiori alla prima
q dei prodotti di O e tan Q sensibilmente a

Cioe il piano degli assi formera col piano perpendicolare al filo
a piombo, contenente, se si vuole, I’asse centrale, stabilita la
parte, un certo angolo: che se & nis jsin 8] < (nilal — m2a2’,
il piano medesimo inclinera in basso dalla parte del corpo late-
rale per cui miai € maggiore; oltre di che i centri di massa dei
due corpi laterali giaceranno nel piano passante pel rispettivo
asse, parallelo al filo a piombo.

Si rileva senz’ altro che W riceve valor massimo per O-f 8

1 compreso fra cioe il centro

di massa di ciascun corpo al di sotto del piano perpendicolare
al filo a piombo passante pel rispettivo asse. E per conseguenza
si ha con questa ipotesi posizione d’equilibrio stabile.

Osserviamo che, per la prima delle (1), &€ condizione ne-
cessaria e sufficiente perche con masse diverse dei due corpi la-
terali, le cui grandezze siano //q, ni2, in un caso, e mt -t- 04,
m2 y2 nell’altro, cacteris paribus, si abbia I’equilibrio, e I'an-
golo O sia lo stesso in entrambi i casi, che sia:

relazione che, quando si verifica, permette di ridurre la deter-
minazione del rapporto di due masse a quella di due lunghezze.
Questo e il noto principio della bilancia.

In secondo luogo, posto, comi anche

*oltre di che definito @ con
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e la condizione che a -p osia compreso fra le equa-

zioni del movimento risultano:

delle quali le ultime due si deducono direttamente dal tipo
(5, 8489), applicandolo alle (*, @, mentre la prima € un’ovvia
combinazione di queste due con quella che si deduce dallo stesso
tipo, applicato a Q

Poniamo :

per modo che § ¢, dinotino le misure degli angoli formati
dal semipiano terminato all’asse del corpo centrale, e del primo
e secondo corpo laterale, contenente il rispettivo centro di massa,
colla sua orientazione relativa alla posizione d’equilibrio stabile.
Le precedenti equazioni potranno scriversi anche cosi:

Ora, supposto che, ad un istante,
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siano abbastanza prossimi a zero, cio vuol dire che sara la po-
sizione del sistema abbastanza vicina alla posizione d’equilibrio
stabile, e la forza viva abbastanza piccola; in seguito a che, in
tutto il corso del movimento, il sistema non si scostera oltre
certi limiti dalla posizione d’equilibrio stabile medesima, e la forza
viva non oltrepassera un certo termine (8 375).

Cio premesso, ammettiamo che, in tutto il corso del movi-
mento, i suddetti numeri si mantengano abbastanza piccoli per
essere sensibilmente trascurabile I'aggiunta delle loro potenze
superiori alla prima e dei loro prodotti. La stessa proprieta si
estende, per le precedenti equazioni (5) a

come immediatamente si riconosce, concependole come equazioni
algebriche lineari, ove queste fungono da incognite. E con cio
le equazioni medesime si riducono approssimativamente a

semplice sistema d’equazioni differenziali lineari a coefficienti
costanti, che si puo integrare senza difficolta.

Per 1 applicazione alla bilancia, & particolarmente interes-
sante il caso che |@(sia nullo, o almeno dell’ordine di piccolezza
dei rimanenti numeri gia supposti piccoli per stabilire le sud-
dette equazioni approssimative; cio che implica la stessa ipotesi

la quale sara soddisfatta, se lo e se-

paratamente da coni’ e il caso delle bi-

lancie ordinarie.
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In tal caso le tre equazioni si riducono tutte al tipo:

edonde si deducono rispettivamente colle ipotesi:

E percio il movimento dei due corpi laterali intorno ai rispettivi
assi risulta quello di due eguali pendoli (8 44.3); e il movimento
del corpo centrale si deduce immediatamente da quello di un
pendolo di cui il momento d’inerzia rispetto all’ asse fisso sia
K - mx«J2+ Th2a22 sostituendo al semipiano terminato all’asse
orientato come il filo a piombo, quello che forma con esso I'an-
golo a dalla debita parte.

Tali ipotesi convengono alla bilancia, come s’adopera per
le ricerche fisiche e chimiche; poiché la posizione d’equilibrio
del giogo € assai prossimamente orizzontale, e cosi il giogo
come i piatti compiono ristrettissime oscillazioni intorno alla
posizione d’equilibrio stabile. Vediamo cosi che le oscillazioni del
giogo sono conformi alla legge del pendolo: che queste oscil-
zioni non sono modificate da quelle dei piatti : che le oscilla-
lazioni dei due piatti, intorno al rispettivo coltello, sono indipen-
denti I'una dall’altra e da quella del giogo, e seguono la legge
del pendolo, per modo che mancano, se ¢ nulla la velocita an-
golare del piatto all'istante che il suo centro di massa giace nel
piano verticale passante pel coltello. *

§ 497. — Esattamente il movimento traslatorio d'un corpo
laterale non ¢ possibile; come subito si rileva, introducendo

* Una teoria della bilancia fondata sul movimento, anzi che sulle ordinarie
considerazioni relative all’equilibrio, sembra tanto pit opportuna, se si riflette
che, almeno nelle pesate rigorose, si adopera la bilancia come una macchina in
movimento.



Principio della bilancia. 411

nelle (5, 8 496) I'ipotesi che gl o 'f2 si mantenga costante, donde
anche 0 @2 costantemente nullo.

E neppure & possibile il movimento rigido del sistema for-
mato dai tre corpi; come analogamente si riconosce, introdu-
cendo nelle (4, § 496) I'ipotesi Ql; @ costanti, 01=0'2=o0.

§ 498. — Facendo nella precedente trattazione nt2— o, in
conseguenza di che K2=o0, ne viene I'analoga teoria del movi-
mento di due corpi rigidi vincolati, I'uno avente una retta fissa,
e I'altro, comune con esso una retta parallela. Questo ¢ il prin-
cipio del movimento d’una campana e suo battaglio. E notevole
che, nel caso della gravita, é allora possibile, con certe relazioni
tra i dati intrinseci del sistema, il movimento rigido.

Difatti, colle suddette ipotesi, e supposto inoltre che il
centro di massa del corpo girevole intorno all’asse fisso sia nel
semipiano terminato all’asse medesimo, passante per l'asse mo-
bile, si ottiene dalle (4, § 496):

le quali sono soddisfatte da con qualunque va-

lore di t — cioe il centro di massa del corpo girevole intorno al-
I’asse mobile, ad ogni istante, nel suddetto semipiano, fuori dalla
parte contenuta dai due assi — purché si verifichi la relazione:

Con cio, posto altresi esse si riducono all’'unica:

equazione del movimento del pendolo (§ 437), il cui asse é
I'asse fisso, il centro di massa si trova nel semipiano terminato



412 Dinamica. — Corpi rigidi vincolati.

a questo asse passante per I'asse mobile, e la lunghezza e rap-
presentata dal valor comune dei due precedenti rapporti, *
ossia da:

che rappresenta appunto la lunghezza del pendolo costituito dai
due corpi, concepiti come invariabilmente uniti, nelle ipotesi pre-
cedenti (cfr. § 278).

Sulle Macchine.

§ 499. — Il principio delle Macchine, destinate a produrre
una determinata forma di movimento, e, come caso speciale,
I’equilibrio, si trova, in generale, nel movimento di un insieme
di corpi vincolati, a cui sono applicati convenienti sistemi di
forze e pressioni. D’altronde, la teoria delle diverse macchine
e compito della Meccanica Applicata; per modo che, su questo
argomento, ci limiteremo qui a qualche considerazione elementare.

§ 500. — In generale, giova distinguere quei sistemi di
forze e pressioni, che, dipendendo da circostanze che il mecca-
nico puo, fra certi limiti, variare ad arbitrio, appariscono come
a sua disposizione. Essi formano insieme il “ sistema delle po-
tenze mentre i rimanenti costituiscono, in modo analogo, il
“ sistema delle resistenze ,. La risultante dei due sistemi si dice
la “ potenza ,, e la “ resistenza ,, rispettivamente: particolar-
mente nel caso che ammettano asse d’applicazione; e allora si
distinguono gli assi d’applicazione della potenza e della resistenza,
e se capita i loro punti d'applicazione.

Questo caso €& da intendersi che si verifichi abbastanza
frequentemente. Esso ha luogo per la gravita, e per ogni si-
stema di forze e pressioni applicate parallele o concorrenti. E
sta approssimativamente quando forze e pressioni specifiche,
variabili con continuita col punto relativo, sono applicate ad una
porzione abbastanza limitata.

~cu. Sciteli - Theorie dee Beiuegung tind dee Keafte; . v cap. vir.
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§ 501. — Concepita una macchina in movimento, e i vincoli
indipendenti dal tempo, il teorema della forza viva fornisce,
indicando con Lp, Lr le misure dei lavori del sistema delle po-
tenze e delle resistenze, in un intervallo di tempo, e con ™1
I"incremento della misura della forza viva:

donde se €

Supponiamo che colla macchina sia connesso un corpo
rigido, rotante intorno ad un asse, di momento d’inerzia rispetto
all’asse, K, cosi grande, che, indicando con w la velocita ango-

lare al tempo t, sia sensibilmente T rappresentato da— A'w2gran-

dezza della forza viva di quel corpo: mentre il lavoro corri-
spondente al movimento dello stesso corpo, in confronto del
rimanente, riesce trascurabile — e intanto sara nullo il lavoro

delle gravita, ove il centro di massa si trovi sull’asse. Sara, per
la precedente relazione:

e percio, se K é sufficientemente grande, approssimativamente
A (i09 — o, cioé w costante, e il movimento rotatorio uniforme.

Questo € il principio del “ volante ,, : la grande e pesante
ruota, che si connette colle macchine, e risulta in movimento
rotatorio prossimamente uniforme, come, nei casi in cui si ado-
pera, per la regolare comunicazione del movimento ai varii or-
gani della macchina, conviene che sia.

§ 504. — Sia ora una macchina in equilibrio. Supposto, ad
esempio, che sia rappresentata da un solo corpo rigido vinco-
lato, I’equilibrio, in conseguenza dei vincoli, potra essere conse-
guito senza che siano eguali le grandezze dei risultanti dei sistemi
delle potenze e delle resistenze, e dei loro momenti rispetto ad
un punto: e se i due risultanti ammettono asse d’applicazione,
semplicemente, senza che abbiano eguale grandezza: ma, per av-
ventura, con una potenza di grandezza minore della resistenza
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(8 500). Allora, nel linguaggio famigliare, si dice che, con un
dato sforzo, si elide uno sforzo superiore, coll’ajuto della mac-
china, di cui quello & appunto [I'ufficio.

Da questo punto di vista giova considerare alcuni tipi sem-
plici, che costituiscono le cosi dette “ macchine semplici,, o “ ele-
mentari

§ 503. Leva. — Ad un corpo rigido, girevole intorno ad un
asse, “fulcro ,, siano applicati due sistemi di forze e pressioni.
Indichiamo con Alt A2 la componente secondo l'asse, preso in
un certo senso, del risultante dei momenti dell’'uno e dell’altro
rispetto ad un punto qualunque dell’'asse medesimo. Secondo
il § 433 si ha, per I'equilibrio, la condizione:

Supponiamo che le risultanti dei due sistemi, potenza e resi-
stenza, siano perpendicolari all’asse, e ammettano ciascuna asse
d’applicazione. In tal caso, indicando con P, R le loro grandezze,
e con p, r quella della distanza dell’asse del corpo dai loro ri-
spettivi assi d'applicazione, la precedente condizione si traduce
nelle due, che si verifichi la relazione:

e siano di senso opposto, rispetto ad uno stesso asse, i giri con-
ducenti per I'angolo minore di due retti dal raggio descritto dal
fulcro perpendicolarmente sui due assi d’applicazione agli assi
medesimi orientati come la risultante relativa.

§ 504. Piano inclinato. — Ad un corpo rigido obbligato a
toccare un piano siano applicati due sistemi di forze, il piano
delle cui risultanti, potenze e resistenza, sia a quello perpendi-
colare. Indichino P, R le grandezze delle due risultanti, e i, j
gli angoli formati dalle loro orientazioni colla perpendicolare al
piano resistente, volta in un certo senso. Abbiamo la condizione
d’equilibrio (§ 449):

che sara l'unica, se si escludono gli atti rotatorii. Supponiamo
la potenza parallela al piano, e indichiamo con x I'angolo for-
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mato dalla resistenza con un asse parallelo al piano, volto come
la potenza, cioé I'angolo formato dalle due risultanti. La prece-
dente relazione diventa:

E cosi, coll'intervento del piano, I'effetto d’un sistema di forze
e pressioni applicato ad un corpo si potra elidere mediante un
altro sistema la cui risultante ha semplicemente la grandezza
della componente secondo un asse parallelo al piano della ri-
sultante di quello.

§ 505. — Per stabilire le condizioni d’equilibrio d’altre mac-
chine semplici basta considerare due corpi vincolati in un certo
modo, e ciascuno suscettibile, nella supposta posizione d’equili-
brio, degli atti di movimento traslatorio secondo la direzione
della risultante del relativo sistema. In tal caso, indicando con
P, R le grandezze della potenza e della resistenza : con i, j gli
angoli, zero o 1z da esse formati colla corrispondente velocita
virtuale: infine con z, £le grandezze di queste velocita, I'equazione
delle velocita virtuali si riduce a:

In base ai vincoli particolari del sistema si stabilira un’equazione
fra £e £ per mezzo della quale una di esse si esprimera in ter-
mini dell’altra. Sia quest’equazione :

Ricavandone in termini di s: sostituendo nella precedente re-
lazione a tale sua espressione: quindi sopprimendo il fattore z,
cui si puo sempre attribuire un valore diverso da zero, conclu-
deremo :

E questa si scinde in:

la seconda delle quali, avendosi anche una relazione fra i sensi
delle velocita virtuali, fornira una seconda condizione, concernente
il senso delle due risultanti.
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§ 506. — Si dice che due punti sono riuniti da un filo teso
sopra una carrucola quando si stabilisce che appartengano al
piano d’un certo cerchio, a cui si pud descrivere da ciascun
d’essi una tangente, in modo che uno stesso angolo formato dalle
due tangenti comprenda il cerchio e i due punti: e, cid posto,
serbi valore costante, in ogni posizione dei punti e del cerchio,
la somma delle lunghezze dei segmenti di tangenti compresi fra
i punti e il cerchio, e dell’arco di cerchio terminato ai punti di
contatto, dalla parte del vertice dell’angolo suddetto.

La perpendicolare al piano passante pel centro del cerchio
si dice I'asse della carrucola, e il cerchio si concepisce, quando
si vuole, come una sezione della carrucola normale all’asse. |
due segmenti di tangenti si chiamano i tratti del filo tesi fra i
punti e la carrucola: I'arco di cerchio compreso fra i punti di
contatto, dalla parte indicata, il tratto teso sulla carrucola: la
somma costante delle lunghezze, lunghezza del filo.

A seconda del caso, si stabilisce o no che il centro del cer-
chio resti fisso; e rispettivamente si dice la carrucola “ fissa ,,
o “ mobile ,,.

Finalmente, salvo affermare il contrario, si suole trascurare
la massa della carrucola, ossia la sua densitd in ogni punto
(§ 410).

8 507. Carrucola fissa. — 1 due sistemi di cui sono risul-
tanti la potenza e la resistenza siano applicati a due corpi sog-
getti al vincolo che atti di movimento virtuali di ciascuno, nella
supposta posizione d’equilibrio, sono puramente gli atti trasla-
torii secondo la direzione della relativa risultante, e un punto
dell’'uno *é unito con un punto dell’altro mediante un filo teso
sopra una carrucola fissa, in modo che i tratti di filo compresi
fra i punti e la carrucola hanno la direzione della risultante
relativa al corpo cui il punto appartiene.

Coi simboli del 8§ 505, e= £ e i sensi delle due velocita
sono, rispetto ad un senso determinato dell'intero filo, concordi.
Ouindi :

P=R,
e i sensi delle due risultanti, rispetto ad un senso dell’intero
filo, discordi, cioé divergenti o convergenti.
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§ 508. — Carrucola mobile. | sistemi di cui sono risultanti
la potenza e la resistenza sono applicati a due corpi suscettibili,
nella supposta posizione d’equilibrio, dei soli atti di movimento
virtuali traslatorii nella direzione della relativa risultante: un
punto del corpo cui & applicato il sistema delle resistenze ¢ il
centro del cerchio rappresentante la carrucola mobile : un punto
dell’altro corpo e unito ad un punto fisso mediante un filo teso
sulla carrucola, irumodo che il raggio descritto dal centro col-
I'orientazione della resistenza divide per meta il tratto di filo
teso sulla carrucola.

Immaginiamo la parallela descritta pel punto fisso alla
corda terminata ai punti di contatto, e indichiamo con 2a
la grandezza del suo segmento compreso fra il punto fisso e
I’ intersezione col tratto di filo compreso fra la carrucola e
I’ altro punto vincolato, o col suo prolungamento: con Xla lun-
ghezza del filo: con ; quella dei due tratti compresi fra la pa-
rallela suddetta e i punti di contatto: con < la misura del seg-
mento di tratto di filo terminato al punto non fisso avente
I'origine sulla parallela e il termine in questo punto: con \ la
misura del segmento perpendicolare alla parallela avente I'ori-
gine sopra di essa e il termine nel centro del cerchio: infine
con @ l'angolo che i raggi descritti dal centro ai punti di con-
tatto, da una parte e dall’altra, formano col raggio orientato
come la resistenza. Avremo:

Di qui:

e introducendo la seconda nella prima e nella terza:

Ne viene (8§ 506) che si ha:
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e delle due velocita virtuali una ha senso opposto a quello della
risultante relativa. Quindi :

e le orientazioni delle due risultanti divergenti o convergenti.

Estensione delle equazioni di Lagrange.

§ 5°9- — Abbiamo dedotto le equazioni di Lagrange:

dal teorema di Hamilton-.

e, reciprocamente, daesse si deduce questo teorema, eseguendo
le stesse operazioni, in ordine inverso.

Ora, giova notare come questa duplice relazione sia indi-
pendente dalla circostanza che il mobile si componga di un
certo numero di parti rigide, e dallo stesso significato meccanico
delle quantita che vi si riferiscono; per modo che stanno le (i),
stabilito (2), e inteso che n sia funzione delle n variabili
e T di queste variabili e delle \\,.

Si vede cosi che, collo stesso significato dei simboli, le
equazioni di Lagrange potranno applicarsi ad altre specie di
movimento; e con un significato convenientemente adattato, si
estenderanno anche ad un campo piu vasto di fenomeni natu-
rali, per cui si possa stabilire un’equazione generale analoga a (2) *

* Con questo cenno, senza commenti, che ci porterebbero lontano dai nostri
confini, richiamiamo I'attenzione del lettore sull'estensione delle equazioni di a-
grange, e implicitamente del teorema di Hamilton, e suoi equivalenti, che comincia
coll'applicazione fattane da Maxwell all’'indagine dei fenomeni elettromagnetici.

v. Maxwell. —A treatise on Electricity and Magnetism, — oxford 1881. —
Part. II. Chap. v. Beltrami. _ ~ Sull’estenSione del ‘principio di d’Alembert al-
|’elettrodinamica. —Rendic. dellaR. Acc. dei Lincel, 1sso. v. Helmholts, — Ueber
%le ;llhy3|kallsche Bedeutung des Princips der Kleinsten Wirkung. - Giornale di

[elle, T. 100
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CAPITOLO IV.
CORPI VARIABILI.
Diverse ipotesi sulle pressioni.

§ 510. — Nelle questioni precedenti il mobile & supposto
in movimento rigido, o composto di un certo humero di parti,
ciascuna in movimento rigido. Ampliando le condizioni, suppor-
remo d'ora in avanti un movimento continuo regolare qual si
voglia (8 127), subordinato alle circostanze occorrenti perché
si verifichino le proprieta generali della pressione a suo luogo
dedotte £8 392 e seguenti).

Colla condizione della rigidita ci bastava, per determinare
il movimento, di fare alcune ipotesi a priori sul risultante delle
pressioni applicate ai punti della superficie d’ogni parte rigida,
¢ loro momenti rispetto ad un punto. Una volta determinato il
movimento, questi due vettori, per ogni parte rigida, riescono
note funzioni del tempo. E ne viene, per la pressione specifica
(X Yn, ZH nei punti della superficie, relativa alla normale

interna, o dalla parte considerata, la condizione che

e gli analoghi integrali debbono essere le

funzioni note del tempo che corrispondono ai suddetti vettori.

Questa condizione a posteriori € implicita in quella a cui
deve soddisfare la pressione specifica nei singoli punti (x,y, 2),
relativa ad ogni raggio, al tempo t, che i corrispondenti para-
metri verifichino :
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(cfr. 8 399); dove, determinato il movimento, il primo termine
riesce una funzione nota di t e di xOy0 z0, coordinate iniziali
che distinguono il punto considerato, e quindi anche di /
X ¥, 1=

Reciprocamente, supposto un movimento continuo regolare
qualunque, pel quale stiano queste relazioni, e assunte apriori

certe funzioni

di /e delle x,y, z, k, oltre di che, se occorre, delle loro deri-
vate rispetto at, x0O, yO, 70, cio che vale fare una certa ipotesi
sull” insieme delle pressioni specifiche in ogni punto del corpo,
ad ogni istante, le relazioni stesse, insieme coll’equazione della
conservazione della massa (§ 240), formano un sistema di quattro
equazioni fra le quattro variabili x, y, f, e k, che potra servire
a determinarle in funzione del tempo t

Dovranno poi verificarsi (8 398) :

le quali, applicate ai punti del contorno del mobile, e alla
normale interna, ogniqualvolta la pressione specifica in questi
punti, dalla parte del corpo, sia prestabilita con una legge spe-
ciale, rappresentano altrettante condizioni che le soluzioni delle
precedenti equazioni, valide per tutto lo spazio occupato dal
corpo, debbono soddisfare alla sua superficie.

Cosi, in generale, si indaga il movimento continuo regolare
in discorso. Le (1) danno luogo alle cosi dette “ equazioni in-
definite ,,, e le (2) alle * equazioni al contorno Le suddette
ipotesi sulla pressione debbono poi scegliersi diversamente, a
seconda del caso, col criterio che si riproducano in modo sod-
disfacente le circostanze caratteristiche del caso, e le conse-
guenze risultino conformi all’esperienza, entro i limiti richiesti.

* Intorno a simile sistema di equazioni cfr. Morera. — Sulla soluzione
delle equazioni indefinite dell’equilibrio dei corpi continui — nei Rendic. della
R. Acc. dei Lincei. Serie 5% Voi. I
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Movimento prossimamente rigido.

§ 511. — Dopo I'ipotesi del movimento rigido si presenta
naturalmente quella d’'un movimento che ne differisce abbastanza
poco per poter sensibilmente trascurare I'aggiunta di certe quan-
tita, e semplificare in tal modo le relative ricerche.

Ora, il movimento rigido &, se si vuole, quello per cui si
pud connettere col mobile una terna d’assi ortogonali, rispetto
alla quale il mobile si mantiene in equilibrio relativo; o, piu ge-
neralmente, una terna d’assi ortogonali tali che il movimento
relativo ad essa e traslatorio : per modo che lo spostamento cor-
rispondente al passaggio da una posizione di riferimento presta-
bilita alla posizione ad ogni istante, in quel movimento relativo,
implica un eguale spostamento di tutti i punti.

Conformemente a cid, chiameremo movimento prossima-
mente rigido di un dato ordine ogni movimento per cui si pud
associare al mobile una terna d’assi ortogonali, rispetto alla quale
riesce definita una certa posizione d’equilibrio relativo, — posizione
di riferimento, — e tale che, nel movimento relativo ad essa, e
un numero estremamente piccolo del supposto ordine, ad ogni
istante, per ogni coppia di punti, il rapporto fra lo spostamento,
che si deve comporre, per dedurre, I'uno dall’altro, i loro spo-
stamenti corrispondenti al passaggio dalla posizione di riferi-
mento alla posizione attuale, e la loro mutua distanza in quella
posizione.

Chiamiamo poi estremamente piccolo di nno ordine un nu-
mero cosi piccolo da poter trascurare senza errore sensibile
I'aggiunta di B ad A, quando il rapporto di B ad A & una po-
tenza d’esso numero d’esponente almeno eguale a n.

Cio premesso, concepiamo la terna degli assi mobili, ri-
spetto alla quale

siano le coordinate di

due punti qualunque del mobile ad un tempo qualsivoglia, con
invariabili col tempo, per mado che

rappresentano due posti
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invariabilmente uniti agli assi mobili, che intenderemo siano
quelli dei due punti nella posizione di riferimento, immaginata
cogli assi mobili invariabilmente connessa.

Avremo, secondo il § 106 :

dove :

tende con - grandezza della mutua distanza
dei punti nella posizione di riferimento — a zero; e noi sup-
porremo che vi tenda uniformemente: cioé che, fissato e piccolo
a piacere, vi sia p indipendente da xO, yO, 70O, tale che, sotto la
condizione che detta grandezza sia minore di p, quel rapporto
riesce in valore assoluto minore di e

La premessa definizione del movimento prossimamente ri-
gido di nno ordine chiaramente si riduce ad essere numeri estre-
mamente piccoli di questo ordine i rapporti:

E cio si conseguisce, supponendo numeri di quell’ordine i coeffi-
cienti ecc. per tutti i punti del campo

rappresentato dal corpo nella posizione di riferimento.

1 Difatti, supponiamo, per fissar le idee, che la retta terminata
ai punti considerati giaccia tutto in quel campo. Allora, presa
sopra di essa una successione di punti (x</, yor, 0" qualsivoglia,
avremo :

dove la sommatoria comprende (X0, yO, 70) e tutti i punti inter-
polati ; e convenuto che la mutua distanza d’ogni coppia di punti
consecutivi sia inferiore al termine occorrente perche il rapporto
(i), per le coppie medesime, riesca un numero del prescritto
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ordine di piccolezza, siccome, nell’ipotesi in discorso, risultera
di quell’'ordine di piccolezza il rapporto :

e, daltra parte, e, qualunque sia la successione:

si conclude che sara senz’altro dello stesso ordine il primo dei
rapporti (2), c. v. d.

La stessa conclusione si estende poi senza difficolta al caso
che la congiungente i due punti non fosse tutta compresa nel
campo; perché il precedente ragionamento si applichera alla piu
breve linea terminata ai due punti, tutta compresa nel campo:
e questa si potra supporre dello stesso ordine di grandezza della
sua corda, cioé della mutua distanza dei due punti. (Cfr. § 108.)

Movimento prossimamente rigido di 1.° ordine.

§ 512. — Posto:

e indicata con V una funzione di %, y, 1, si ha in generale:

Quindi, sensibilmente:

relazione che serve di base alle principali semplificazioni del
caso in discorso.

§ 513. — Per questa relazione, I'’equazione della continuita
pud scriversi :
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donde, scambiando le differenziazioni rispetto a t e a
e scrivendo opportunamente :

ove (§ 108):

Di qui:

e sensibilmente:

cioé la densitd sensibilmente invariabile in ogni punto del mo-
bile, in qualunque sua posizione.
§ 514. — Rappresentino

la forza acceleratrice limite, e la pressione specifica relativa al
raggio n nel punto qualunque del mobile, nell’ipotesi che, rispetto
alla supposta terna d’assi mobili, si mantenga in equilibrio, nella
posizione che abbiamo chiamato di riferimento; e vi siano com-
prese anche le forze apparenti corrispondenti al movimento degli
assi 8 326). Sara (8 405):

Indicando poi con ( i vettori ana-
loghi, nell’ipotesi che il movimento relativo alla stessa terna
mobile sia il considerato movimento prossimamente rigido, si
ha analogamente:
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Quindi, tenuto calcolo di (1, § 512) e (1, § 513):

dove e le analoghe.
§ 5T5- — Dalle equazioni cosi trovate, adoperando il pro-
cedimento del § 404, si deduce, col noto significato dei simboli:

che & il teorema di d' Alembert pel movimento relativo consi-
§ 516. —Le pressioni i cui parametri sono

si possono concepire come sviluppate dal movimento relativo; e

conformemente a cio chiameremo :

la potenza delle forze intime *“ caratteristiche ,, del movimento
corrispondente ad un atto di movimento virtuale al tempo t
A questa espressione si pud dare la forma:
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ossia, posto :

per modo che

sono i parametri di dilatazione nel punto (X0, yO, ”0) corrispon-
denti allo spostamento relativo dalla posizione di riferimento
alla posizione al tempo t (§ 108):

Ne viene che, se, indicando con / una funzione di

supponiamo :

sara :

e poiché (8 513):

intesi come movimenti virtuali quelli per cui si verificano le
condizioni che permettono le predette semplificazioni, in ultima
analisi:
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conformemente alla qual relazione:

si chiamera il “ potenziale delle forze intime caratteristiche del
movimento rispetto alla posizione di riferimento ,, e/ il “ poten-
ziale specifico,, o “unitario ,, corrispondente al punto (MO, yO, ), o
nel punto medesimo, {cfr. §8 287, 401).

§ 517. — Infine, intendendo che si rife-
riscane al punto qualungue orjor o' ikeilla swRarficie del mo-
bile, nell’ipotesi che la sua posizione sia quella di riferimento,
e in questa posizione si mantenga in equilibrio relativo alla
supposta terna d’assi coordinati, si avra per le (1, § 398):

e le due analoghe. Sottraendo la qual equazione dalla prima
delle stesse (1, § 398), applicata alla posizione corrispondente
al tempo qualunque, troviamo, col convenuto grado d’'approssi-
mazione, la prima delle tre:

Queste sono le cosi dette “ equazioni al contorno ,,; in con-
fronto delle quali le precedenti (1, § 514) si sogliono chiamare
le uequazioni indefinite ,,.

§ 518. — Constatiamo che, se al complesso dei sistemi di
forze e pressioni corrispondenti a
apparterra un potenziale rv, e hanno luogo le (2, § 516), appli-
cando le (1, § 155) all’atto di movimento effettivo al tempo t —
cio che, salvo il caso di legami dipendenti dal tempo, sara sempre
lecito, percheé nessuna condizione & altrimenti imposta in quella
equazione alle 0x,-oy, che non si concilii con tale ipotesi —
e integrando rispetto a t, se ne ricava :

e cioé si verifichera il teorema della conservazione dell’energia
(8 285).
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«

§ 519. — Se in un intervallo di tempo 16 spostamento
(;, M, O manterra per ogni punto un valore costante, il corpo
sara, nello stesso intervallo di tempo, in equilibrio “ rispetto
alla posizione di riferimento  Le equazioni indefinite corrispon-
denti a questo caso si ricavano senz'altro dalle (1, 8 514) col farvi

o0; e allo stesso modo si ricava dall’ e-

quazione (1, § 515) la corrispondente che traduce il “ teorema
delle velocita virtuali ,, (cfr. 88 374, 424). Le equazioni al con-
torno mantengono la stessa forma.

Secondo la regola generale, una posizione per la quale
W -f- /f dt, nell’ipotesi del § 516, riceve valor massimo sara
posizione d’equilibrio stabile (cfr. 88 325, 375).

Movimento elastico.*

8§ 520. — uMovimento elastico ,, chiameremo un movimento
prossimamente rigido di primo ordine, nelle ipotesi che la posi-
zione di riferimento, quando (a3, av, az), per ogni punto del
mobile, e [£Xn A Yn \Zn), per ogni punto della sua superficie,
si mantengono invariabilmente nulle — cioé nulle in ogni po-

sizione ammissibile, almeno entro certi limiti — sia posizione
d’equilibrio stabile, conformemente a che si chiamera anche
* posizione normale le &XX ... A Yz>... che si chiameranno

“ parametri d’elasticita,,, siano funzioni lineari omogenee dei
parametri di dilatazione nel punto corrispondente (x0O, yO, 70)
(8 108): si verifichino le (2, § 516), conformemente alle quali
esista il potenziale delle forze intime, che si chiamera “ poten-
ziale d’elasticita ,,. Tali ipotesi, constata I’esperienza, conven-
gono, con sufficiente approssimazione, ai movimenti, diretta-
mente appena percettibili, che percosse, compressioni e trazioni,
non eccedenti una certa misura, provocano nei corpi, specialmente

* Esponiamo qui questo argomento nei ristretti limiti che rispondono al
nostro scopo, rimandando pel completo sviluppo della teoria ai trattati speciali :
e fra questi all’ottimo libro, recentemente uscito,'del prof. E. Cesavo. — Introdu-
zione alla teoria matematica dell’elasticita. — Torino, 1894.
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solidi. Di questa specie sono le deformazioni, che produce il
carico d'un fabbricato ne’ suoi membri metallici, e, in generale,
le oscillazioni di corde, membrane e lastre, che suscitano la sen-
sazione di snono. Mentre la massima parte dei fenomeni lumi-
nosi trova la sua coordinazione nell’ipotesi che, in modo analogo,
la sensazione di luce sia suscitata da tali movimenti d’un mezzo
diffuso in tutto lo spazio, — il cosi detto etere cosmico.

Osserviamo come l'ipotesi che i parametri d’elasticita siano
funzioni lineari omogenee dei parametri di dilatazione scaturi-
sca, colla convenuta approssimazione, semplicemente da quella
che siano funzioni dotate delle derivate parziali prime, finite e
continue; poiché, in tale ipotesi, sara:

dove le £... $4, ... svaniscono colle xX... ys,.... e sono quindi
da reputarsi come estremamente piccole, per valori sufficiente-
mente piccoli delle xX} ... yz ...

Da questa ipotesi segue poi che f, detta il “ potenziale
elastico specifico ,, 0 “ unitario ,,, relativo al punto (x0, yO, 70), sara
una funzione quadratica dei parametri di dilatazione x*, ... yZ ...
relativi allo stesso punto, che, se il termine costante, che si puo
fissare a piacere, si assume nullo, riesce omogenea. Cioe I

| coefficienti allt al2, ecc. che, nel caso piu generale, som-
mano a 21, s'intendono dipendenti dalla sostanza del corpo
elastico considerato, invariabili da punto a punto, se il corpo e
dappertutto composto della stessa sostanza in condizioni abba-
stanza simili; e si chiamano i “ coefficienti d’ elasticita della
sostanza ,, 0 “ del corpo ,, a che si deve aggiungere “ relativi
alla terna degli assi cui si riferiscono i coefficienti di dilatazione
corrispondenti ,,. Quando il loro valore risulti indipendente dalla
scelta di questa terna, il corpo si dice “ isotropo ,, e nel caso
contrario “ anisotropo ,, o “ cristallino ,,.
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In ogni caso, una restrizione €& imposta alle costanti d'ela-
sticitd dalla condizione che f non ammetta, per nessun valore
delle variabili, un valore positivo. Infatti, concepito che le
(a3, AV, A7) e (AXn, AY,, AZ,) si mantengano invariabilmente
nulle in ogni posizione ammissibile del mobile, risultera, per
quanto precede (§8 519), la posizione normale, come s’é supposto,
posizione d’equilibrio stabile, ove il potenziale elastico jfd -
riceva in esso il suo massimo valore, e cioé non riceva, per
nessuna posizione possibile del corpo, un valor positivo; poiché,
essendo/funzione omogenea, il suo valore per xx= ... = y3=
— 0 € 0. Vogliamo quindi supporlo. E allora, siccome per uno
spostamento dislocatorio semplice omogeneo, del quale sia origine
la supposta origine delle coordinate, si avra /f d~ —/x, risultando
le xx...y z... invariabili col punto (x0,y0,70): e, d'altra parte, con
guesto le xx,... y3)... possono sempre ricevere una sestupla di
valori arbitrarii — cio che, notiamo, ha luogo anche imponendo
la condizione che la rotazione sia nulla, — vediamo che dovra
essere f negativo o nullo, ¢. v. d. * Coi termini della teoria delle
forme, f dev’essere forma non indefinita, negativa; e le condi-
zioni che debbono percio soddisfare i coefficienti sono quelle
che insegna la medesima teoria.

§ 521. — Con tale espressione di /, le (r, § 514), subordina-
tamente alle (2, 8§ 516) si traducono in un sistema d’equazioni
dilferenziali alle derivate parziali, dove le I, 4 £ fungono da in-
cognite, atte a determinarle in funzione delle variabili indipen-
denti t e xo, yQ :(O, col concorso d’opportune condizioni di spazio
e di tempo.

Condizioni di spazio importanti sono quelle che per un punto
comunque scelto, per esempio, per I'origine delle coordinate,
sia, con qualunque valore di t:

oppure :

Kirchhoff. — Mechanik. 27te Vorles.
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delle quali (1) esclude la possibilitd d'uno spostamento traslato-
rio, e (2) quella d’'uno spostamento rotatorio, per modo che, prese
insieme, escludono ogni movimento rigido.

Altre condizioni egualmente di spazio saranno i valori delle

Vi, o dei loro coefficienti differenziali rispetto a %, yO 0
nei punti (x0 yO, iO\ che formano la superficie del corpo all’o-
rigine dei tempi, e per conseguenza ad ogni istante (§ 128);
cioé che, per quei punti, quelle siano funzioni date delle coor-
dinate, e, se capita, del tempo.

Coi suddetti coefficienti differenziali, per le equazioni al con-
torno, risulta data la pressione specifica nei punti della superficie,
per ogni valore del tempo. Che se questa si suppone, negli stessi
punti, preventivamente data, le equazioni al contorno si traducono
in condizioni di spazio, che stabiliscono tre equazioni differen-
ziali speciali per lo spostamento relativo ai punti del contorno.

Fra le condizioni di tempo, vanno ricordate, come fra le piu

generali, i valori di per tutti i po-

sti U0, yO, iO\ ad un istante; cioé la posizione e l'atto di movi-
mento del corpo ad un istante — per esempio, all’origine dei
tempi.
§ 522. — Supponiamo le sulla superficie, le
nulle in ogni posizione possibile del corpo,
nella quale ipotesi la posizione normale riesce d’equilibrio sta-
bile: e sia il corpo in movimento. Questo movimento che s’in-
tende sempre rispetto alla posizione normale, si dice “libero ,,.
Le equazioni indefinite risultano:

e le equazioni al contorno :

VLV Ve

Queste equazioni sono lineari, senza termine indipendente
dalle incognite; e da cid segue la proprieta, di cui si fa molte-
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plice uso, che se indicano due diverse soluzioni, sara una
soluzione anche dove sono costanti quali
si vogliano.

Coll'aiuto di questa proprieta, riconosciamo agevolmente
come il movimento, nelle ipotesi in discorso, sard univocamente
determinato mediante le precedenti equazioni, col concorso della
posizione e dell’atto di movimento ad un istante qualunque, che
diremo I'istante iniziale : cioé come, supposto che un movimento
corrisponda a questo complesso di circostanze, non potra esser-
vene un altro, diverso da esso, che egualmente vi corrisponda.

Basta percio dimostrare che, si sup-
pongono due soluzioni che soddisfanno a tutte le circostanze in
discorso, sard necessariamente

E questo si deduce dal fatto che

soddisfaranno alle equazioni indefinite e al contorno, per modo da
corrispondere ad una forma di movimento della specie conside-
rata: e. d'altra parte, risultando, all istante iniziale.

o, con che, al medesimo istante, la posi-

zione sara la normale, e I'atto di movimento nullo, lo sposta-

mento, per essere la posizione normale d’equilibrio stabile, sara

costantemente nullo; cioé, ad ogni istante.

c. v. d

§ 523. — Supponiamo, piu generalmente, che le (

mantengano, in ogni posizione possibile del

corpo, nei singoli punti, un valore costante. 11 sistema potra,

nel supposto intervallo di tempo, mantenersi in equilibrio; e, per

determinare il relativo spostamento (;, j, O d’ogni punto, abbiamo

le equazioni indefinite:
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e le equazioni al contorno:

Ora, se, oltre la precedente ipotesi sulla funzione f, si sup-
pone che non possa ricevere il valor zero per alcuna sestupla
di valori delle xx ... yz ... all’infuori di quella formata dal valor
zero di tutte le variabili — con chef risulta una “ forma defi-
nita negativa, — e facile riconoscere che le precedenti sei
equazioni, col concorso delle (2, § 516), (1, § 516), determinano
una soluzione (;, if £ univocamente.

Difatti, coneenite due soluzioni poniamo

v indicniamo con
corrispondenti, e con f il

risultato della sostituzione di
Avremo, in conseguenza delle (1) e (2), poiché le derivate dif
rispetto alle xx ,... yz,... sono funzioni lineari di queste variabili :

conformemente alle quali, pei 88 515, 519, si ha:

Di qui, poiché /' ¢ invariabile di segno, segue, alla sua volta,
f =0; e per l'aggiunta condizione, in ultima analisi, x'x =

= y'a= ...= 0. Per questo risultato, (', r/, £) rappresentera
uno spostamento rigido (cfr. 8§ 165); cioé le due posizioni corri-
spondenti a ;If v),, § e :2, n2, si ridurranno l'una all’altra con
uno spostamento rigido. Se poi si aggiungono le (1, § 521),
(2, 8521), conformemente alle quali questo spostamento si riduce
a zero, si conclude che sara . __ ., __ i le due solu-
zioni :oincidenti, c. v. d.
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§ 524. — Per la ragione che emerge dalla precedente espo-
sizione, la/ si supporra d’ora in avanti una forma definita ne-

§ 525. — Nella stessa ipotesi del § 523 che le
mantengano, in ogni punto, un valore costante,

indichiamo con la soluzione che conviene all’ equilibrio,
e poniamo
soddisfanno le (1), (2) del § 523, soddisfaranno le (1), (2)

dei § 522. i1 con cio il problema nell ipotesi in discorso si scinde
in due distinti, che richiedono rispettivamente I’ integrazione
delle (1, 2, § 523), e delle (1, 2, § 522). Queste ultime determi-
neranno univocamente V, >se saranno dati ad un istante i

valori delle stesse variabili e di - D’al-
tra parte, si ha e le analoghe. Quindi
le aranno univocamente determinate dalle

dati inoltre ad un istante il loro valore equello di

cioé la posizione e I'atto di movimento del corpo, come nel caso
del movimento libero precedentemente considerato.

Il movimento definito da (;', //, £) si dice * movimento in-
torno alla posizione d’equilibrio corrispondente alle supposte
forze limite e pressioni prestabilite ,. Si vede che esso e retto
dalle stesse equazioni differenziali a cui soddisfa il movimento
libero intorno alla posizione normale ; cido che si esprime tal-
volta col dire che il corpo, intorno alla supposta posizione di
equilibrio, si move “come se fosse libero
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Corpi elastici isotropi.

§ 526. | parametri d’elasticita, conformemente alla teoria
generale (88 401 e 520), definiscono pel punto cui si riferiscono
la pressione relativa ad ogni raggio, che si chiama, nel caso in
discorso, “ pressione elastica,,. Analogamente le direzioni prin-
cipali di pressione, e le pressioni principali corrispondenti si
chiamano le “ direzioni principali di pressione elastica ,, e anche
semplicemente “ d’elasticita,, e le “ pressioni principali elasti-
che ,, relative al punto. Cid0 premesso, un’ipotesi speciale, che
si presenta spontaneamente, € quella che, per ogni punto, qua-
lunque sia il movimento elastico considerato, le direzioni prin-
cipali d’elasticita coincidano colle direzioni principali di dilata-
zione, e scambiando i coefficienti di dilatazione principali relativi
a due di queste, si scambino le pressioni elastiche principali
corrispondenti. S’intende che, d’altronde, si manterranno le pro-
prieta ammesse in generale ; salvo verificare se si conciliano
con queste particolari circostanze.

Con cio, indicando con i coefficienti di
dilatazione principali, e le pressioni elastiche principali relativi
al punto qualunque {x0, yQ {0), porremo:

dove K e O rappresentano due costanti.

Cosi, assumendo come assi di riferimento, per definire i pa-
rametri d’elasticita e di dilatazione relativi al punto considerato,
la terna degli assi principali, ad un tempo, di dilatazione e di
elasticita, si ha:

perché, in tale ipotesi, €
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D’altra parte, intesi xx, ... yz=.. riferiti ad una terna qual-
sivoglia, X, >2, X3 (cfr. 88 108, 97) saranno le radici di

con

Quindi, per le note relazioni fra coefficienti e radici:

donde segue:

Si conclude:

espressione del potenziale specifico relativo al punto qualsivoglia
nel caso considerato. E poiché, per (3) e (4), i coefficienti non
cambiano col mutare la terna degli assi coordinati cui si rife-
riscono i parametri di dilatazione e di pressione elastica, si ri-
leva che I'ipotesi speciale in discorso trae con sé che il corpo
é isotropo (§ 520).

8 527. — Poniamo ora a priori I'ipotesi che il corpo sia iso-
tropo, e cerchiamo la corrispondente forma di f.

Concepita una certa terna d'assi coordinati, il piano xy si
dira un “ piano di simmetria, del corpo, quando le costanti di
elasticita non cambiino sostituendo alla terna quella che ne dif-
ferisce puramente pel senso dell’asse delle z. Ora, per tal cam-
biamento degli assi, x e y, ; e it restano invariati, e cambiano
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di segno z e C: quindi restano invariati xx, jW,. e zy e cam-
biano di segno yze Donde segue che, per la suddetta pro-

prieta, & necessario e sufficiente che siano nulli

Supponiamo che, conformemente alla stessa definizione, sia
un piano di simmetria, oltre il piano xy, anche il pianoy z.
Percio .sara necessario e sufficiente che siano nulli anche

Sara cosi:

E da questa forma di/ apparisce che anche il piano x z sara
piano di simmetria.

Supposti i piani xy ey z piani di simmetria, essi si diranno
“ equivalenti ,, sef conservera la propria forma mutando la sup-
posta terna in un’altra che ne differisca puramente per lo scam-
bio degli assi delle x e delle z. Siccome con cid si scambiano
fra loro xx e z4yz e x mentre le variabili rimanenti restano
inalterate, si vede che percido € necessario e sufficiente che sia:

Quindi, se i tre piani coordinati sono piani di simmetria
equivalenti :

Supposto il corpo isotropo, deve sussistere, qualunque sia
la terna degli assi coordinati, questa espressione, collo stesso
valore dei coeffcienti; o, scrivendo diversamente, dev’essere:
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qualunque sia la supposta terna degli assi coordinati, con va-
lori invariabili di K, Oe L.

Ora, per le (3) e (4) del § precedente, a questa condizione
soddisfa la prima linea; mentre xx2 y}2+ zz2 non si cambia
parimente, col mutar gli assi, nell’espressione analoga relativa
ai nuovi assi, che potremo indicare con x'' -hy'V *Donde
si conclude che condizione necessaria e sufficiente perche il corpo
sia isotropo sara che stia la precedente espressione con L = o:
con che si ottiene la (5), la quale risulta cosi la forma generale
del potenziale specifico d’'un corpo isotropo.

8§ 528. — Da questa forma, che abbiamo veduto nel precedente
§ 526 come si deduca dalla semplice relazione fra i parametri di
pressione elastica e di dilatazione stabilita in principio, scaturi-
sce poi, reciprocamente, la relazione medesima. Poiché, assu-
mendo per assi coordinati gli assi principali di dilatazione, essa
si riduce a (2, § 526), donde si ha Xx = pv Yy=-p% Zz —p8
conformemente alle (1, § 526), oltre di che Ys= ZX= Xy = o,
per le quali gli assi stessi sono anche gli assi principali d’elasticita.

Si conclude quindi I'importante proposizione che “sono
equivalenti le ipotesi che il corpo sia isotropo, e quella che coin-
cidano in ogni punto gli assi principali di dilatazione e d'ela-
sticita, e si scambino insieme due coefficienti di dilatazione prin-
cipali, e le pressioni principali corrispondenti ,,.

§ 529. — Le costanti K e O potranno ricevere un valore
qualunque, purché risultino soddisfatte le condizioni occorrenti
perche / sia forma definita negativa (8 520, § 524). Queste, nel
caso attuale, si possono stabilire col seguente elegante procedi-
mento. *

Poniamo :

per modo che riesca:

* V. Beltramt. — Sulle condizioni di resistenza dei corpi elastici. — Ren-
diconti del R. Istituto Lombardo, 1885.
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Le due poste relazioni forniscono immediatamente:

E con cid condizioni sufficienti perché f sia definitiva negativa
riescono :

Mentre, d’altra parte, si riconosce senz'altro che queste condi-
zioni sono necessarie, facendo I'ipotesi che sia xx + Jy + = °,
col valore di qualcuna delle variabili diverso da o, cio che for-
nisce per / il prodotto di — K per un numero positivo, e quella

8§ 530. — Colla trovata espressione di / si ha senz’ altro,
conformemente alle ( 2, § 516) :

Le equazioni indefinite del movimento, ommettendo, per bre-

vita di scrittura, I'indice o, risultano, in seguito ad ovvie riduzioni :

ossia, poiché si ha:

le analoghe:
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dove (8 108):

Infine, le equazioni al contorno, ommettendovi pure I'indice
zero, risultano, mediante semplicissime trasformazioni:

8 531. — Le costanti e O hanno un significato meccanico
assai semplice. Concepiamo il corpo in equilibrio nell’ipotesi che

Le equazioni indefinite sono soddisfatte da:

dove t e costante; conformemente alla quale ipotesi, le equa-
zioni al contorno mostrano che la pressione specifica nei punti
della superficie avra la grandezza costante '- e la direzione
della normale alla superficie nel punto, volta verso I'interno del
corpo o all'infuori secondo che ~ e positivo o negativo. D’altra
parte, con cio, si ha per le (1, § 530):

Il rapporto i chiama il “ coefficiente di comprimibilita cu-

bica ,,; e si vede la relazione che lega con esso
Le stesse equazioni indefinite sono soddisfatte da:

dove pe costante; colla quale ipotesi, per le equazioni al contorno,
la pressione specifica in ogni punto della superficie risulta di
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grandezza ;pcos (nz) , e parallela all’asse delle x, col senso dello
stesso asse o l'opposto secondo che pcos (nz) € positivo 0 ne-
gativo, mentre per le (1, § 530):

“

Chiameremo il rapporto—-—-EE coefficiente di comprimibilita li-

neare ,, altra costante specifica del corpo, legata dalle prece-
denti relazioni colle K, Q

Indicando i due coefficienti di comprimibilita, cubica e li-
neare, con ae b, dalle due relazioni si ricava:

colle quali la determinazione di K, O é ridotta a quella di a, b
Un altro significato meccanico delle stesse costanti d'elasti-
cita emergera dall’argomento che segue.

Onde elastiche piane.

§ 532. — Per dare un esempio, ed esporre ad un tempo i
principii della teoria del movimento ondulatorio, eh’e fra le piu
ricche d’applicazioni, integreremo le equazioni del movimento
elastico (1, § 522), che, ommettendo, per brevita, l'indice zero,
scriveremo :

nel caso delle cosi dette “ onde piane ,, colle ipotesi piu gene-
rali e il metodo di Beltrami. */

V. Beltrami. — Sulla teoria generale delle onde piane nei Rendic. del
Circolo Matematico di Palermo, tomo V.



442 Dinamica. — Corpi variabili.

Supponiamo percio il mezzo cosi esteso da potersi sensibil-
mente considerare come infinito, e stabiliamo a priori, salvo ve-
rificare I'ammissibilita dell’ipotesi:

cosi rappresentando tre funzioni di s e di /, e intendendo che
I, ni, n dinotino tre costanti, assoggettate alla condizione,

per modo che, ad ogni istante, abbiano lo stesso spostamento
tutti i punti che, nella posizione di riferimento, appartengono ad
un piano di direzione fissata; cioe sopra ogni piano la cui equa-
zione e (2)', ossia la cui normale ha per coseni di direzione
/, m, n, e fra i piani che soddisfanno a questa condizione ¢ di-
stinto dalla misura 5 della sua distanza dall’origine delle coor-
dinate, positiva o negativa secondo che il piano si trova dalla
parte verso cui volge la normale (/, m, n) o dalla parte opposta.

In conseguenza delle (2), (2)' si avra per \j £ e per ogni
funzione di esse:

Di qui, in primo luogo:

e le analoghe, dove:

Collegando queste relazioni, dalle quali segue:

colle precedenti, si trova subito:
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Quindi le (2), (2)' sono conciliabili colle (1), che in questa
ipotesi si riducono alla forma semplicissima:

dove giova anche notare che per (3), il vettore

altro non e che la pressione specifica nel punto considerato re-
lativa alla normale (/,m, 1I) al piano (2)'.

Da queste equazioni segue, indicando con a, p, y tre costanti
quali si vogliano :

e una terna d’equazioni che si deduca di qui attribuendo ad
a, p,y tre terne di valori il cui determinante non sia zero sara
equivalente alla precedente.

Ora, posto :

e le relazioni analoghe, e indicata conf la funzione di a, p, y
che si ottiene sostituendo x'x,... y'z,... axx,e .yz,e.. in/, si
trova subito, e d’altronde e notissima proprieta delle forme qua-
dratiche, che si ha:

per modo che la (5) pud porsi sotto la forma:

Foniamo, indicando con X un parametro da determinarsi
opportunamente :
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vale a dire, rammentando come/' & composta:

dove le AIllIf A12 ecc., sono funzioni lineari di /4 m, n e dei
coefficienti di f. Inoltre stabiliamo che sia

Si suppone /negativa; quindi, con preale, si pud porre:

la quale, inteso che siano i coseni di direzione e la
grandezza d’'un raggio spiccato dall’'origine degli assi coordinati,
sara l'equazione d'un ellissoide, luogo del termine del raggio
vettore medesimo. E allora, per quanto sappiamo (§ 50), le poste
relazioni sono soddisfatte da tre valori positivi (generalmente
distinti) di X a ciascun dei quali corrisponde una terna di va-
lori di a, p, e le tre terne rappresentano i coseni di dire-
zione di tre assi fra loro ortogonali.

Percio, fra l'altre proprieta, il determinante delle tre terne
(a py) € 1, cosi che, sostituite successivamente nella (5), for-
niscono una terna d’equazioni differenziali equivalente a (3).

Poniamo altresi — = a2 donde per ogni valore di X ri-

sulta un valore reale di = a
Con cio, la (6), in base alle (7) si riduce a:

che va intesa scritta per ciascuno dei tre valori di a2 o di £ a,
e corrispondenti valori di a, 3, v.
L’equazione :
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posto, per un momento :

si trasforma immediatamente in

Di qui si ha direttamente :

dove @(x), y (y) sono simboli di funzioni arbitrarie. E percio
I'integrale generale della suddetta equazione é

Ne viene, per (8), con questo significato di <

ossia, distinguendo ©ogli indici 1, 2, 3 i tre valori di
corrispondenti valori

tre equazioni lineari in donde finalmente si ricava:

che sono le formole di risoluzione del problema.

§ 533- — Cosi, lo spostamento dei singoli punti ad ogni
istante risulta composto dei tre Y5») = »2>3) N
cui direzioni sono invariabili e fra loro ortogonali: ossia il mo-
vimento considerato composto dei tre corrispondenti agli spo-
stamenti medesimi, la posizione comune di riferimento essendo
la posizione normale del mezzo (§ 119).

Ciascuno di questi movimenti, essendo invariabile la dire-
zione dello spostamento, e rettilineo Alla sua volta poi risulta
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composto di due, aventi lo stesso asse (a- p-(y»), € misure rap-
presentate da (fi (s — ait), +: (s + ait). Queste funzioni prendono
lo stesso valore per due diverse coppie ¢, /) e (5, /) di valori
delle variabili che soddisfacciano rispettivamente a

Quindi, immaginata nella posizione normale del mezzo la succes-
sione dei piani aventi la supposta direzione, che sono distinti dalla
misura 5 (05") della perpendicolare descritta ad essi dall’ ori-
gine, per ciascuno dei due movimenti in discorso, lo spostamento
che ad un istante appartiene ad uno qualunque, appartiene ad
un istante diverso ad un altro: e precisamente al piano la cui
distanza da esso ha per grandezza il prodotto di ai per la gran-
dezza dell’intervallo di tempo compreso fra i due istanti, da una
parte o dall'altra secondo che & I'uno o 1 altro dei due movi-
menti medesimi. Cid si esprime dicendo che, per ciascun mo-
vimento, ogni spostamento del mezzo “si propaga, nella suc-
cessione dei piani colla “velocita di propagazione , ai, in un
senso 0 nell’altro: e il movimento, per la sua analogia con quella
delle onde alla superficie d’'un liquido, si chiama “ ondulatorio
ogni piano della successione dicendosi un “ piano d’onda

La trajettoria dei punti, nei tre movimenti componenti, ha
rispetto al piano d’'onda tre inclinazioni diverse, fra loro per-
pendicolari, alle quali corrispondono tre diverse velocita di pro-
pagazione. Nel caso che sia perpendicolare, il movimento ondula-
torio si dice “longitudinale ,, e “ trasversale ,, in quello che sia
parallela. Si vede che se uno dei tre movimenti ondulatorii com-
ponenti e longitudinale, gli altri due saranno trasversali.

§ 534. — Particolarmente interessante € il caso d’'un mezzo
isotropo. Assumendo la relativa forma di f (8 526), si ottiene
direttamente per equazioni (7, § 532) :

dove :
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Si ha quindi per determinare X mediante [~

ossia, sviluppando, semplicemente :

Ne viene, per (2):

il primo dei quali valori rappresenta una radice doppia. E per
le (1), col primo valore (u = o0), qualunque equazione si prenda :

col secondo, invece:

Per conseguenza, qualunque sia la direzione del piano d’onda,
il movimento si compone di due movimenti ondulatorii, I'’uno
trasversale e I'altro longitudinale, le cui velocita di propagazione

risultano avere per misura per modo che

il rapporto della seconda alla prima E la direzione
dello spostamento nel moto trasversale pud essere quella d'una
parallela al piano d’onda quale si voglia.

§ 535- — A determinare le funzioni arbitrarie serviranno le
condizioni di tempo e di spazio particolari delle diverse questioni.

Il mezzo & implicitamente supposto illimitato secondo ogni
parallela ai piani d’onda.

Supponiamolo illimitato anche secondo la perpendicolare,
d’ambe le parti, per modo che s riceva tutti i valori possibili,
e in questa ipotesi sia:

dove I'apice indica la derivata rispetto ad s.
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Segue di qui:

dalla seconda delle quali:

Quindi :

e poiché I'insieme dei valori di s pei qualif(s) e g(s) sono
date & lo stesso che quello dei valori che ricevono 5—at e
s f at al variare di s e di /tra —cc e or, finalmente:

§ 536. — Supponiamo invece il mezzo limitato da un piano
fisso parallelo ai piani d’onda, per modo che la successione dei
piani d’'onda (assunto per detto piano 5= o, e inteso s positivo
dalla parte del mezzo) corrisponda a 5 compreso fra o e o= E
in questa ipotesi stiano le condizioni:

la prima, condizione di tempo, e la seconda, di spazio.
Quest’ultima condizione si traduce immediatamente in

ossia, indicando con u una variabile qualsivoglia compresa

D’altra parte, staranno le (2, § 535), come nel caso prece-
dente, perd per 5 compreso fra 0 e %5 mentre per valori nega-
tivi della variabile / (s) e g (s) non sono date ; per modo che
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da esse si deducono le (3, § 3351 soltanto nell’ipotesi che sia

Supposto invece 5 abbiamo
per (3, § 535) e 3):

e supposto 10, parimente :

§ 537. — Notiamo che nel precedente caso i due movimenti
ondulatorii corrispondenti a @e y, che distingueremo coi termini
di positivo e negativo, sono fra loro indipendenti: e non cosi
nel secondo caso, in cui:

per modo che il movimento ondulatorio positivo, cioé che si
propaga nel senso in cui cresce s (8§ 533), che & il senso della
normale al piano limitante volta dalla parte del mezzo, é tale che,
ad ogni istante, in ogni piano d'onda, lo spostamento & eguale
ed opposto a quello che, allo stesso istante, col movimento nega-
tivo, apparterrebbe al piano simmetrico rispetto al piano limite,
se il mezzo fosse completamente illimitato. | due movimenti, ne-
gativo e positivo, cosi connessi si dicono rispettivamente k inci-
dente ,, e “ riflesso ,,;: e il piano fisso, concepito come limite
d’'un ostacolo materiale, “ parete riflettente

Teorema di Betti.

§ 538. - Supposto tali da
determinare unaposizione d’equilibrio elastico d’un corpo, si avra:



450 Dinamica. — Corpi variabili.

nella qual’ equazione si puo prendere per 8x, 8y, 8z qualunque
terna di funzioni delle xQyQ z0 continue finite e dotate di de-
rivate parziali continue e finite (§ 515).

Cio premesso, indichi, come precedentemente, 4, £) lo spo-
stamento relativo al punto (xOy0<0) corrispondente alla suddetta
posizione d’equilibrio; e analogamente rappresentino (A2 ', AV', AZ}
e (AXn,AYf, AZf) due sistemi di forze e pressioni prestabilite,
cui corrisponde una posizione d’equilibrio del corpo considerato,
e (-, r/,$) lo spostamento corrispondente, relativo allo stesso
punto (x0,y0Qz0).

Oltre di che xx,... yz,... e x'X)... y'z,... dinotino i pa-
rametri di dilatazione relativi al punto (xQyO0) z0O) nelle due posi-
zioni d’equilibrio (cfr. (1, § 516)).

Avremo :

dalle quali, siccome, essendo f una forma quadratica, si ha:

si ricava, sottraendo membro a membro:

Questa notevole relazione costituisce il “ teorema di Betti, ,,
che, per la sua applicazione al problema dell’equilibrio elastico,
si puo considerare, da un certo punto di vista, come la forma
propria di questo caso del teorema delle velocita virtuali. *

* V. Belli. — Teoria dell'Elasticita, Pisa, 1874.
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Fluidi perfetti.

§ 539. — Tolta ogni restrizione generale che non sia quella
del movimento continuo regolare, soggetto alle condizioni per
cui si verificano le proprieta della pressione a suo luogo stabi-
lite, varie ipotesi preventivamente stabilite sulla pressione me-
desima definiscono altrettante specie di mobili, che si compren-
dono sotto il nome di “ fluidi  per Il'analogia del movimento
che ne risulta con quello dei corpi naturali cosi denominati nel
linguaggio famigliare.

§ 540. — L'’ipotesi, emergente per la sua semplicita, che in
ogni punto e ad ogni istante la grandezza della pressione specifica
sia indipendente dal raggio relativo, e la sua orientazione, per
tutti i raggi, quella del raggio o I'opposta, definisce i ufluidi per-
fetti E ci0 equivale a supporre eguali fra loro le pressioni
principali. Infatti mentre, da una parte, ¢ quest'uguaglianza una
immediata conseguenza di tale ipotesi, reciprocamente, se essa
si ammette a priori, e si indica con p il comune valore delle
pressioni principali nel punto (#, vy, z), le

(cfr. 8 401) e analoghe, danno:

donde, per le (1, § 398):

E per conseguenza:



452 Dinamica. — Corpi variabili.

per modo che la pressione specifica relatfva ad ogni raggio ha
grandezza p , e la direzione del raggio, collo stesso senso o
I’'opposto secondo che p & positivo o negativo.

§ 541. — La quantita di cui p é la misura, e l'unita quella
di pressione specifica (8§ 392), si chiama senz’altro la “ pressione
specifica ,,, al supposto istante, nel punto considerato del fluido.
Giova tener presente che p e la misura della pressione speci-
fica relativa ad un raggio qualunque uscente dal punto consi-
derato, il raggio fungendo da asse.

Risulta dall’esperienza che la densita € funzione del posto
e del tempo, composta colla pressione e con quell'altra quantita,
parimente variabile con essi nel corso del movimento, che si
chiama la ,, temperatura ,. Questa quantita € egualmente colle-
gata col movimento e col calore, per modo che uno studio del
movimento dei corpi, che contempli anche la variazione della
temperatura, non & possibile che col concorso della Termodina-
mica — che cosi si chiama la scienza delle relazioni fra il calore
e il movimento, alle quali abbiamo piu d'una volta accennato,
colla Meccanica propriamente detta — e oltrepassa i limiti che
ci siamo proposti.

Noi supporremo che la temperatura nel corso del movimento
si mantenga dappertutto costante, oppure che esista qualche al-
tra relazione fra le tre quantita, la quale permetta d’eliminarla,
per modo che in ogni caso k riesca funzione della sola p.

§ 542. — Come caso particolare, k pud ridursi una costante.
Allora, per I'equazione della continuita:

cioé nullo in ogni punto, ad ogni istante, il modulo di dilata-
zione cubica (§ 168).

Quando questo si supponga verificarsi, qualunque siano le
forze e le condizioni iniziali, il fluido si dice uincomprimibile ,,,
oppure “ un liquido e ogni suo atto di movimento virtuale
s’intende vincolato dalla condizione
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§ 543. — Diversamente il fluido si dice ucomprimibile , o
“ aeriforme , 0 “un gas ,. E in questo caso si ammette che
reciprocamente p sia funzione di k.

Nei gas cosi detti “ perfetti ,, indicando con O la misura
della temperatura (assoluta), e con A una costante, le leggi di
Boyle e di Gay Lussac insieme collegate forniscono la relazione :

Quindi, supposta la temperatura costante :

dove a dinota una nuova costante.

Supposto che, variando almeno una delle tre quantita, si
mantenga costante la quantita di calore nel corpo e in ogni sua
parte, piccola finché si vuole, esiste una seconda relazione, con-
formemente alla quale ¢ :

ove C dinota un coefficiente costante, e u “ rapporto del calore
specifico a pressiome costante al calore specifico a volume co-

stante ,, & prossimamente

Forma primitiva delle equazioni del movimento dei fluidi perfetti.

8§ 544- - Le (1, § 399), introducendovi le (1, § 540), di-
ventano:

che, in confronto di quelle che se ne sviluppano coi procedi-
menti che esamineremo, si possono chiamare la forma primitiva
delle equazioni del movimento dei fluidi perfetti.
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Teorema di d’Alembert nei fluidi perfetti.

s 545. — La potenza delle forze intime corrispondente ad un
atto di movimento virtuale qualsivoglia (8§ 404) riesce espressa-
mente per le (1, § s540), da

ed essendo (4, § 240):

piu semplicemente da

Cosi, la potenza delle forze intime corrispondenti ad un
atto di movimento virtuale qualsivoglia in un fluido incompri-
mibile ha valor zero (8 542).

Supposto invece il fluido comprimibile, concepiamo p come
funzione di k (8§ 543), e definiamo la funzionef di k (0o quando
ci piaccia di p) con

Ne segue:

€ quindi, per (1), repressione della grandezza della potenza
delle forze intime:

secondo il qual risultato I'integrale si chiama il “ po-
lenziale delle forze intime ,,
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§ 546. - La misura della potenza delle pressioni applicate
ai punti del complesso delle superficie limitanti & rappresentata
per le (2, § 540) da

ovvero, indicando con u la grandezza della velocita virtuale
(av; 8y, Ss), e quindi con (un) I'angolo formato da essa colla nor-
male nel punto (X,y, z), volta verso il fluido limitato da « da

Ma, per ogni punto vincolato a serbarsi sopra una super-
ficie prestabilita, mobile o fissa, sara (§ 185):

Quindi la potenza in discorso ha valore diverso da zero
soltanto per le superficie limitanti “ libere .

§ 547. — In conseguenza di questi risultati il teorema di
dyAlembert, nel caso di un fluido perfetto, viene espresso da

dove l'integrale del secondo membro si estende alle superficie
limitanti libere; e, se il fluido & incomprimibile, f & definito da

mentre, se & incomprimibile, si attribuira af il valor zero.

Quest’ equazione, collo stesso significato di tutti i simboli,
sta egualmente pel sistema di due o piu fluidi diversi a mutuo
contatto; poiché applicandola al sistema, nel quale per un mo-
mento le superficie di contatto si contino come superficie limite
libere dei singoli fluidi, i termini relativi a queste superficie,
pei 88 403 e 185, si elidono.

§ 548. — All'atto di movimento effettivo al tempo t si ap-
plica la stessa equazione, nell’ ipotesi che le superficie cui il
fluido & obbligato ad aderire, se ve ne sono, siano fisse.
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Che se, in tutto I'intervallo di tempo considerato, la potenza
delle pressioni applicate al complesso delle superficie limitanti
sarda nulla ad ogni istante, e il sistema delle forze applicato ai
punti del fluido ammettera potenziale, il movimento soddisfara
il teorema della conservazione dell’energia (5 285).

§ 549. — Supposto che in ogni punto d’una superficie
abbia p lo stesso valore, si avra per la relativa potenza:

Ora, dn) esteso a tutto il contorno del fluido, ha un si-
gnificato semplicissimo. Immaginiamo infatti nel campo occupato
dal fluido una superficie parimente chiusa fissa, cO, e una suc-
cessione di superficie, che si comprendono I'una I'altra, senza
incontrarsi in alcun punto, la quale cominci con cO e termini
con < Noi potremo intendere che n, nella suddetta espressione,
rappresenti la lunghezza della trajettoria normale passante pel
punto qualsivoglia di n, intesa crescente verso aO. D’altra parte,
competera un valore di n ad ogni individuo della successione,
come grandezza dell’arco di trajettoria normale passante pel sup-
posto punto di o, compreso fra € e I'individuo medesimo. Indi-
chi p il rapporto dell’elemento superficiale di questo individuo
corrispondente alla sua intersezione colla trajettoria normale in
discorso all’elemento superficiale, dcO, di nO, corrispondente alla
sua intersezione colla stessa trajettoria normale. Si avra per la
grandezza t del volume della figura compresa fra c0 e a:

dove nell’integrazione rispetto ad n si devono prendere per
limite inferiore e superiore il valore corrispondente a e a ©
rispettivamente. E di qui scaturisce, indicando per un momento
con po il valore di p nel punto qualunque di a; per modo che
¢, &0 — de, e inteso ot corrispondente ad una variazione di cr
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Si conclude :

e se il fluido & incomprimile:

Le quali relazioni stanno pel complesso delle superficie libere;
poiché, per ogni punto della parte rimanente del contorno
(se ce n'g), In — o.

Vasi comunicanti — Torchio idraulico.

§ 550. — Sia un liquido in equilibrio in tal posizione che
la potenza delle forze limite applicate ai suoi punti sia nulla per
ogni atto di movimento virtuale relativo alla posizione medesima :
e la superficie libera si componga di due pezzi distinti, 4t e
in ogni punto dei quali la pressione specifica abbia misura co-
stante, px e /A2 rispettivamente.

L’equazione (1, § 547) si riduce a

D 'altra parte, per l'incomprimibilita del fluido (1, § 549):

Quindi :

Ne viene che la grandezza della pressione applicata alle due
superficie (8 396) sara rispettivamente |p |®X p ¢2i indicando
con p il valor comune di pit p2, e cioe proporzionale alla gran-
dezza delle superficie medesime. Cid che costituisce il noto prin-
cipio del “ torchio idraulico ,,.
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Forma di Lagrange delle equazioni del movimento dei fluidi perfetti.

8 551. — Indichino a, b, ¢ tre variabili atte a individuare
il posto occupato ad un certo tempo, che chiameremo I'istante
iniziale, del punto del fluido le cui coordinate al tempo qualun-
que t sono x, y, 1. Esse potranno essere i valori di x, vy, z al
suddetto istante, nel qual caso ci varremo anche dei simboli
speciali x0, yOQ, o le coordinate polari dello stesso posto, o
qualunque altra terna di parametri equivalente.

Le x,y, 1 saranno funzioni di a b, ¢ e di t, note le quali
il movimento del fluido riesce determinato.

A tal fine moltiplichiamo le equazioni del § 544 rispettiva-

mente per e sommiamole membro a membro.

Otteniamo cosi la prima delle equazioni seguenti :

Poniamo:

Sara, coi simboli del § 240:

dove J indica il determinante funzionale delle xQ yO, ™ rispetto
alle a, b, c
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Quindi, per [I'equazione della conservazione della massa
(2, § 240):

che, nel caso dei fluidi incomprimibili, si riduce a

In questo caso, la costante k rappresenta un dato del problema.
Invece, nel caso dei fluidi comprimibili, la relazione fra p e k
(88 541, 543) permettera di eliminare una delle due incognite a
piacere.

Si ottiene cosi, in ogni caso, colle (1) e la (2), o la (3), un
sistema di quattro equazioni alle derivate parziali, le quali per-
metteranno di determinare le quattro incognite X, y, i e p (ov-
vero k) in funzione delle variabili indipendenti a, b, ¢, e t: col
concorso delle condizioni di tempo e di spazio proprie dei sin-
goli problemi, come i valori delle incognite e loro derivate ri-
spetto a t per un determinato valore di t, o i loro valori e quelli
delle loro derivate rispetto alle diverse variabili in punti deter-
minati, cioé corrispondenti a determinati valori di a, b, c, per
ogni valore di t, ed altre simili relazioni (cfr. § 521).

Definiamo P, (cfr. 8§ 541) funzione di p, colla relazione:

Le (1) si possono con cido porre sotto la forma:

Supponiamo infine che le forze limite {X\, Y\}Z) ammettano
funzione delle forze V, per modo che:
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In tal caso le stesse equazioni si riducono alla forma notevol-
mente piu semplice:

Queste, nei varii casi, si dicono le “ equazioni di Lagrange
del movimento dei fluidi perfetti

Forma d’Euler delle equazioni del movimento dei fluidi perfetti.

§ 552. — Poniamo:

Supposto per un momento che u, v, w siano funzioni note
di x,y, 1 e/ e siano dati i valori x0, yO, i0di X, y, \ per t= o,
sara questo un sistema d’equazioni alle derivate ordinarie del
primo ordine, per mezzo del quale si potranno completamente
determinare X, y, \ in funzione di t (cfr. § 141).

Ora, dalle equazioni primitive (§ 544), concependo X, Yy, 1
come coordinate del posto qualunque dello spazio occupato dal
fluido nell’ intervallo di tempo di cui t rappresenta il valore
qualsivoglia, si ricava ( 2, § 174):

Inoltre si ha (5, § 240):
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che nel caso dei fluidi incomprimibili si riduce a

E cosi, immaginando nel caso dei fluidi comprimibili elimi-
minata una delle due incognite Ke p, per mezzo della relazione
che le collega, si hanno quattro equazioni alle derivate parziali,
le quali permetteranno di determinare le incognite U, V, We p
(ovvero K) in funzione delle variabili indipendenti X, Y, et col
concorso delle condizioni di tempo e di spazio particolari dei
varii problemi (cfr. §§ 521, 551).

Compiuta questa determinazione, le (1) forniranno, come
abbiamo veduto, in funzione del tempo tle coordinate X, VY, \
del punto che al tempo zero occupa il posto (x0, YO, ZO): con
che il movimento del fluido sara determinato.

Queste sono le “ equazioni di Euler del movimento dei
fluidi perfetti

Notiamo come, supposto che le forze limite (X\, Yr, Zi) am-
mettano funzione delle forze V, valendosi della funzione P

(8§ 551); le (2) prendono la forma:

Vortici.

§ 553- ~ Supponiamo che le forze limite {Xi, Y\, Zi) am-

mettano funzione delle forze, per modo che abbiasi (§ 551, § 158):
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Differenziamo la seconda di queste espressioni rispetto a
z0 la terza rispetto a yO, e cio fatto, sottraggiamo la terza dalla
seconda. Il secondo membro dell’equazione che cosi si ottiene
e o, e il primo integrabile rispetto a t, poiché:

Quindi, indicando con A', B', C tre parametri indipendenti
da t, concepite le suddette equazioni integrate membro a mem-
bro rispetto a t, ne risulta la prima delle

Moltiplichiamo queste tre equazioni rispettivamente per
e sommiamole poi membro a membro. Ot-

teniamo, coi simboli del § 240, per primo membro:

ossia:

Poniamo ora:

osservando che kD & per (2, § 551) indipendente da t; e ram-
mentiamo che le componenti p, g, r della velocita angolare del
fluido nel punto (x,y,z) al tempo t sono date (§ 168) da
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La relazione trovata si riduce cosi alla prima delle tre :

Si riconosce immediatamente, facendo x = xQy = yQ 1= -9
che A, B, C sono i valori di p}q, r per t— o, divisi pel cor-
rispondente valore kO di k. Quindi, indicando quei valori con.

E questa un’espressione assai notevole delle componenti
della velocitd angolare in un punto, valevole nelle ammesse
ipotesi: donde emerge, in primo luogo, I'importante proposizione
che “supposto un fluido .in movimento continuo regolare, retto
da forze limite dotate di funzione delle forze, se la velocita an-
golare in un punto €& nulla quando esso occupa un certo posto,
cioé ad un certo istante, si mantiene nulla in ogni altro po-
sto del punto medesimo, vale a dire ad ogni istante del movi-
mento,,. Dalla qual proposizione segue immediatamente I’'altra
che “se la velocitd angolare in un punto del fluido non & nulla
in un certo suo posto, cioé ad un istante, non sara nulla in
ogni altro suo posto, e cioé ad ogni altro istante

Altra notevole proposizione e la seguente. Immaginiamo
nel fluido al tempo zero una linea avente la proprieta che la
tangente in ogni suo punto ha la direzione della velocita ango-
lare nel punto medesimo al supposto istante. Indicando con
X0, Jo> Za le coordinate del punto qualunque di questa linea, e
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col simbolo d il differenziale rispetto al parametro che ne indi-
vidua i punti, sara:

dove dsO dinota il differenziale della grandezza dell’arco della
linea, e 0 la misura della velocita angolare nel punto conside-
rato @0 y0 i0. Alla linea in discorso corrispondera punto per
punto una linea nel fluido al tempo qualunque t. Siano al solito
X, ¥, le coordinate a questo tempo del punto le cui coordinate
al tempo zero sono x0, yO, 70 per modo che x, y, 1 funzioni del
suddetto parametro composte con xQ yO, 70. Introducendo le
precedenti relazioni nelle (1), queste diventano:

E per conseguenza: “Se una linea di punti d un fluido (nelle
ammesse ipotesi) possiede la proprieta che la tangente ad ogni
suo punto ha la direzione della velocita angolare in questo punto
quando occupa una certa posizione, cioe ad un certo istante,
mantiene la stessa proprieta in ogni altra sua posizione, vale
a dire ad ogni istante. ,, In altri termini : “ Se una linea di punti
del fluido possiede in una sua posizione, ossia ad un istante,
la proprieta che la tangente in ogni suo punto & I asse di ro-
tazione dell’ atto di movimento rotatorio relativo al punto in
quell’ istante, possedera la stessa proprieta in ogni altra sua
posizione, ossia ad ogni istante. ,,

Una linea siffatta, con termine di Helmholtz (Wirbellinie)
si chiama una “ linea vortice ,, 0 anche semplicemente “ un
vortice ,,.

Per quanto precede, “ un vortice non pu0, nel corso d'un
movimento continuo regolare retto da forze limite dotate di fun-
zione delle forze, né crearsi ne distruggersi , : espressione di
cui la precedente trattazione spiega abbastanza il significato.
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Vediamo altresi come il movimento d’un insieme continuo
di punti del fluido in ognuno dei quali esiste velocita angolare
risulta quello d'un fascio di vortici. E conformemente a cio il
movimento d’un fluido nelle supposte condizioni si dice “ vor-
ticoso

§ 554. — Senza inoltrarci troppo oltre in questo campo,
ché sarebbe uscire dai limiti del nostro disegno, rileviamo alcune
ovvie proprieta.

Per le (2) del § precedente:

cioé questa espressione, per un punto del fluido, & invariabile
nelle sue diverse posizioni, ossia ai diversi istanti del movimento.
E poi pel teorema di Gauss (* 68) :

D 'altra parte:

Quindi, sommando membro a membro:

Immaginiamo un fascio di vortici nel suo stato al tempo t,
e applichiamo questa relazione al pezzo limitato dalla superficie
tubulare formata dai vortici passanti per una certa linea chiusa,
e da due sezioni trasversali di essa. Nei punti della superficie
tubulare sara cos {ni») = 0; e percio, indicando con (/q &), (2w2)
gli angoli formati nei punti delle due sezioni dalla normale, volta
in senso concorde rispetto alle due sezioni medesime (ciog, se I'una
interna, l'altra esterna al campo) coll’asse di rotazione, e con

Maggi. 3°
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le misure della velocita angolare nei punti
delle due sezioni, e le grandezze delle aree, la relazione si tra-
duce nella

la quale esprime che, per tutte le sezioni trasversali a del fascio,
ad uno stesso istante, é:

o anche (8 65):

dove I’ espressione sopra lineata dinota il valore in un certo
posto della sezione.

Da questa relazione scaturisce (sempre ammessa la conti-
nuita delle funzioni) che un fascio di vortici non pud terminare
nell'interno del fluido. Difatti, perche cido si verifichi, o sopra
una certa sezione dev’essere dappertutto o= 0,0 tutti i vortici
del fascio debbono riunirsi in un punto, e col tendere d'una se-
zione ad esso, la sua area n avra per limite o. Quindi in ambe-

due i casi :

cioé :

per modo che ogni sezione dovra contenere almeno un punto
per cui 0 = o. Questa conseguenza regge senz'altro, come per
tutto il fascio, anche per ogni sua parte, formata dai vortici che
passano per un contorno tracciato ad arbitrio in una sezione
qualsivoglia. E cio non e possibile; poiché, preso in una sezione
un punto nel quale non sia ®— o0, si potra con un contorno
limitare una parte di essa in tutti i punti della quale ®conserva
lo stesso segno, e non si annulla.

Si conclude che un fascio di vortici o sara rientrante, o
terminera alla superficie del fluido.
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§ 555- ~ Il movimento vorticoso fu scoperto da Helmholtz) *
e per dare un’idea dell’estensione delle sue applicazioni, ricor-
deremo l'idea di Thomson che anelli di vortici dell’ uetere co-
smico ,, per la precedente teoria ne creabili né distruggibili
da forze naturali (dotate di funzione delle forze), costituiscano
le particelle estreme dei corpi. * L’esistenza in natura del mo-
vimento vorticoso emerge, fra gli altri, dal fenomeno degli
“anelli di fumo che si formano, per esempio, allo sparo di un
cannone, e prodotti in condizioni favorevoli, si possono studiare
in modo da verificare I'accordo tra i fatti e le conseguenze del-
I’ipotesi che siano anelli di vortici dell’aria atmosferica. Donde
s’ inferisce che un siffatto anello di fumo & in sostanza una
massa d’aria, che all’ atto dello scoppio circonda la bocca del
cannone, e, per effetto d’un impulso (governato da forze non do-
tate di funzione delle forze), riceve nei singoli suoi punti una
velocita angolare. In seguito a che, con movimento collegato
con quello dell’aria rimanente, ma serbandosi distinta da questa,
si trasporta in seno ad essa, resa visibile dalle particelle solide
che contiene sospese. Parimente, alcuni moti impulsivi impressi
all’acqua d’'un bacino generano dei mezzi anelli di vortici, i cui
estremi appariscono alla superficie come areole ruotanti, che
scorrono, scostandosi I'una dall’altra. In ogni caso i vortici sono,
dopo un tempo piu 0 meno lungo, distrutti dalle varie resistenze;
e daltra parte nessun fluido reale risponde esattamente alla
definizione di fluido perfetto.

Movimento d’un fluido perfetto senza velocita angolare.

§ 556. — L'ipotesi che la velocita angolare sia nulla in
ogni punto equivale a quella che esista la funzione delle velo-

- Ueber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen ivelche den Wirbel-
bewegungen entsprechen - Journal fiir die reine und angewandte Mathema-
tik =" voi ss. o IVissenschaftliche Abhandlungen. - ieipzig. 1881 = voi. 1,

w cre. Tait. - Recent advances in physical SCence. - conson. ss7e. -

Lect. XII.
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I cita (8 171); e ammesso che si verifichi ad ogni istante, tenendo
calcolo di

e analoghe relazioni, le equazioni del movimento d’'un fluido
perfetto (2, § 552) assumono la forma:

Troviamo cosi la condizione necessaria che le forze limite
(X\, Yi, zZi) ammettano funzione delle forze. Supposto che si ve-
rifichi, risulta poi necessario e sufficiente, per quanto s’e¢ veduto
sui vortici (8 553), che ad un istante la velocita angolare in ogni
punto sia nulla: condizione che si pud riferire, se si vuole, al-
T istante iniziale.

In conclusione, perche il movimento d'un fluido perfetto
ammetta funzione delle velocita, & & necessario e sufficiente
che si verifichi la condizione permanente che esista la funzione
delle forze, V, e la condizione iniziale che, ad un istante, la
velocita angolare sia nulla in ogni punto. Sotto queste condi-
zioni le (2, S SS2) diventano :

e l'altre due che se ne deducono cambiando x iny e in z:
equivalenti all’'unica:

dove % e indipendente da x,y, z.
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Questa, data V, & una relazione fra ©e p (ovvero k); la
quale, nel caso dei fluidi incomprimibili (le costante data), si ri-
duce a

e fornisce immediatamente la pressione specifica p, in termini
di Ve'*.
Nello stesso caso, si ha per definire ®(§ 240):

lia ay liz

Mentre, nel caso dei fluidi incomprimibili, abbiamo § 240):

— seconda equazione fra k e ©— e la relazione fra k e p, che
permette di eliminare una delle due incognite (8 541).

Movimento senza velocita angolare di un fluido incomprimibile
in cui & immersa una sfera fissa.

§ 557. Per dare un esempio, indaghiamo il movimento d’un
fluido perfetto assoggettato alle condizioni seguenti:

1) Sia incomprimibile, cioé le costante data (8 542).

2) Sia internamente limitato da una superficie sferica di
centro e raggio invariabile (vi sia immersa una sfera fissa).
Quindi, la componente della velocita nei punti di questa su-
perficie sferica secondo il suo raggio, costantemente nulla (§8 178).

3) Si estenda esternamente all’infinito. E la velocita in
un punto, col tendere di questo punto all'infinito, abbia un li-
mite fisso.

4) Esista funzione delle forze, e ad un istante la velocita
angolare sia nulla in ogni punto. Con che (8 556) esistera la
funzione delle velocita; e questa per 1) sara una soluzione di
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per 2), indicando con r il raggio vettore rispetto al centro della
sfera e con R il suo raggio, dovra soddisfare a

infine, per 3), dovra soddisfare, indicando con A la grandezza
del limite costante della velocita col tendere del punto all’infi-
nito, e assumendo I'asse delle z — che supporremo passare pel
centro della sfera — nella sua direzione, col verso opposto, a

Ora, si riconosce immediatamente che alla prima e alla terza
condizione si adempie coll’ipotesi :

dove u rappresenta una costante qualsivoglia; poiché 0 & solu-
zione della (1), elo & 1 (§8 334), in conseguenza di che (I'equa-

zione essendo lineare, senza termine noto) lo sono le sue de-
rivate; e le derivate medesime, di qualunque ordine, svaniscono
col crescere infinitamente di r.

Inoltre, colle stesse ipotesi:

E per conseguenza ©soddisfara anche alla seconda condizione,
pur di porre:

Poiché 0 non dipende che da r e z, ossia da O e z, indicando
con O la distanza dall’asse delle z, per modo che r
la velocita risulta eguale in tutti i punti che sono sopra uno
stesso cerchio, col centro sopra I'asse delle z e in un piano ad



Movimento d’'un liquido in cui sta immersa una sfera. 471

esso perpendicolare. Inoltre sara nullo il coefficiente differenziale
di @ secondo un asse perpendicolare al semipiano terminato al-
I’asse delle O, contenente il punto considerato, e quindi la velo-
cita parallela al semipiano medesimo.

Eseguendo le differenziazioni, troviamo:

Quindi :

che forniscono la velocita nel punto (p, z), e formano una coppia
d'equazioni differenziali alle derivate ordinarie del primo ordine
per determinare, insieme coi valori iniziali, » e z in funzione di /

Le due equazioni sono soddisfatte dall’ipotesi particolare:

corrispondente ai punti dell’ asse delle z non appartenenti alla
sfera.

Inoltre, moltiplicando la prima per z, la seconda per », -
sommandole, se ne ricava:

donde apparisce che sono anche soddisfatte dall’ ipotesi:

corrispondente ai mezzi circoli massimi della sfera contenuti
nei singoli semipiani terminati all’asse delle z.

Collegando questi due risultati, la trajettoria di un punto
che ad un istante si trova o sulla parallela alla velocita limite
passante pel centro della sfera, o sulla superficie della sfera, si
compone dei tratti di quella parallela esterni alla sfera e di
mezzo circolo massimo passante per le sue intersezioni colla
sfera. Apparira da quel che segue come si levi la difficolta che,
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supposto il punto sui due tratti rettilinei, il mezzo circolo mas-
simo non riesce determinato.

La prima delle due equazioni differenziali, fattovi r — R,
e posto z = o per t= o, fornisce pel tempo relativo al passag-
gio dal punto di mezzo del suddetto mezzo circolo massimo al
suo punto qualsivoglia:

Ne viene t— =Foo0 per + R, e cioé un tempo infinitamente
grande per descrivere ciascuna meta del mezzo circolo. Questo
risultato traduce nel caso in discorso la proposizione generale
che un punto di un corpo in movimento continuo, se appartiene
ad un istante al contorno, non l'abbandona in tutto il corso del
movimento (8 128); e significa che il tempo impiegato da un
punto del fluido per descrivere il tratto di trajettoria compreso
fra i piani tangenti alla sfera nelle estremita del diametro paral-
lelo alla velocita limite risultera superiore ad un valore prefis-
sato, grande finché si vuole, pur di supporre le intersezioni della
trajettoria coi singoli piani entro un cerchio del piano, col centro
nel punto di contatto, di raggio abbastanza limitato.
Dalla (1) si ricava:

Quindi, poiché

le quali sono, pel caso del punto appartenente alla sfera, le re-
lazioni fra le coordinate ed il tempo.

Una ricerca analoga si fa agevolmente nell’ ipotesi che il
punto appartenga ad uno dei tratti di parallela alla velocita li-
mite passante pel centro della sfera: e il tempo relativo al pas-
saggio da una sua posizione qualunque all’intersezione colla sfera
risulta infinito.
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Equilibrio dei fluidi perfetti.

§ 558. — Nell'ipotesi dell’equilibrio, cioe di x, y, \ invaria-
bili col tempo, le equazioni del § 544 forniscono ad ogni istante:

le quali, per le stesse equazioni, esprimono che l'accelerazione
del punto (x, v, e nulla; per modo che, reciprocamente, e suf-
ficiente per I'equilibrio ch’esse si verifichino ad ogni istante, e la
velocita del punto (x, y, 7) ad un istante sia nulla.
Pel § 242, k risulta invariabile col tempo; quindi, nel caso
dei fluidi comprimibili, anche p, e per le precedenti equazioni,
Y[, Z[ ; ipotesi, questa, che facciamo in ogni caso.
Introducendo la P definita da

le (1) diventano

donde scaturisce la condizione che le forze limite (X\t Y(t ZY)
ammettano funzione delle forze, V.

Soddisfatta questa condizione, le tre equazioni forniscono:

e di qui nel caso d’un fluido comprimibile scaturisce la condi-
zione che la temperatura sia funzione di p (cfr. § 541) : che se
la temperatura e costante, vale a dire uniforme:

mentre nel caso del fluido incomprimibile:
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indicando con P un parametro indipendente da X, y, ™ che ri-
sultera determinato dal valore di p in un punto qualsivoglia.

Le (i) alla lor volta sono immediata conseguenza della (2).
E per conseguenza la (2) ad ogni istante, e la velocita nulla in
ognhi punto ad un istante, sono per I'equilibrio condizioni neces-
sarie e sufficienti.

8§ 559. — La (2) del precedente § determina la misura della
pressione specifica in ogni punto. La grandezza della densita k,
nel caso dei fluidi incomprimibili ¢ una costante data: in quello
dei fluidi comprimibili si dedurra da p. Queste sono, nella pre-
sente questione, le incognite principali, colla cui determinazione
si connette, come vedremo, quella della forma del fluido in
equilibrio, o “ forma d’equilibrio,, corrispondente alle supposte
condizioni.

§ 560. — Le superficie :

si chiamano uisobariche ,,; e il loro insieme coincide, per quanto
precede, con quello delle superficie:

cioé delle superficie di livello del sistema delle forze limite ap-
plicato ai punti del fluido. Nel caso dei fluidi comprimibili, colle
stesse superficie coincideranno le

che possiamo chiamare “ isopicnotiche , (ttixvot*? = densita).

§ 561. — Supposto il fluido limitato, le precedenti condi-
zioni implicano che la superficie limitante sia invariabile col
tempo; e quindi invariabile col tempo la direzione della pres-
sione specifica (X,t, Yn, Z,,) in ogni punto di essa, che deve
essere quella della normale alla superficie, mentre la misura p
sara fornita dalla (2, § 558): e secondo che p sara positivo o
negativo il verso sara quello della normale volta verso il fluido
limitato, o I'opposto.

A questa condizione si soddisfa supponendo la superficie
completamente prestabilita (il fluido che riempie un recipiente
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fisso di forma determinata): o costituita da un’isobarica (§8560),
1 che se la pressione €& nulla si chiama “ superficie propria ,,: 0
parte prestabilita e parte isobarica o propria.
In ogni caso, se il fluido non ¢ infinitamente esteso, indi-
cando con M la sua massa, e con r il volume del campo rac-
chiuso dalla superficie totale, dev’essere :

Salvo questa condizione, la parte prefissata si potra stabi-
lire a piacere. Qualunque essa sia, indicando con n la normale
nel punto (X,y, z), volta verso il fluido, la pressione (X,\ Y,, Z,)
in questo punto sara definita da

dove p e determinato da (2, § 558).

Invece la superficie limitante non potra essere costituita da
un' isobarica, e quindi esser in particolare superficie propria, se
non a condizione che le superficie di livello delle forze limite
siano chiuse.

Finalmente, nel terzo caso, ove la superficie sia tutta con-
nessa, la parte prestabilita deve avere gli orli sopra un’isoba-
rica, e il parametro di questa dev’essere il valore di p che com-
pete agli orli medesimi.

Equilibrio d’un fluido grave.

§ 562. — La gravita ammette funzione delle forze, rappre-
sentata, nell’ipotesi che l'asse delle z si assuma orientato come
il filo a piombo, da gz. Quindi & conciliabile coll’equilibrio di
un fluido perfetto: e le superficie isobariche, corrispondenti a

gz = Costante,

sono piani perpendicolari al filo a piombo.

Notiamo che, chiamandosi, nel linguaggio famigliare, livello
d’'un punto il piano orizzontale su cui si trova, da questa pro-
prieta trae origine il termine di superficie di livello, attribuito
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in generale alle superficie nei cui punti si mantiene costante
la funzione delle forze, e per analogia, la funzione delle velo-
cita, ecc. (§8 76).

Per (4, 8 558), nel caso del fluido incomprimibile:

dove pQindica il valore di p per z~ zO0.
Di qui si ha p= o per

quota d'un’ piano, ogni pezzo del quale potra essere la super-
ficie propria del fluido in equilibrio.

Per la formola precedente, p cresce col passare da una su-
perficie di livello ad una inferiore, cioé percorrendo la succes-
sione della superficie di livello nel senso del filo a piombo; e
percido in punti al di sopra della superficie propria p non po-
trebbe ricevere che valori negativi. Ora, coll’idea d’'un recipiente
propriamente detto si connette I'ipotesi che la pressione specifica
in ogni punto della parete sia volta verso il fluido contenuto.
E allora, la superficie propria di un liquido grave in equilibrio
in un recipiente sara la parte superiore del suo contorno ; cioé
il liguido non potra mantenersi in equilibrio in un recipiente
aperto inferiormente, a contatto del vuoto.

Nel caso del fluido incomprimibile a temperatura costante,
per (3, §558):

la quale fornisce, per qualunque valore di z un valore di p di-
verso da zero; per modo che nessuna parte della superficie del
fluido in equilibrio potra essere superficie propria; vale a dire
un gas grave, a temperatura costante, non pu0 mantenersi in
equilibrio in un recipiente aperto, a contatto del vuoto.

§ 563. — Consideriamo il caso di due fluidi gravi a con-
tatto, formanti un sistema in equilibrio. Verificandosi per cia-
scuno le precedenti circostanze, la superficie di separazione, la
quale sara superficie di discontinuita per la densita, ma non
per la misura della pressione (§ 403), non potra essere che un
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piano perpendicolare al filo a piombo. Indichiamo con Ce w il
corrispondente valore di 1 e di p, e distinguiamo con uno o due
apici le quantita che si riferiscono ai due fluidi. Sara nel caso
di due fluidi incomprimibili:

nel caso di un fluido incomprimibile e d’'un comprimibile (a tem-
peratura costante):

nel caso di due fluidi incomprimibili (ciascuno a temperatura
costante) :

E poi I'equilibrio stabile, se il fluido di maggior densita si
trova al di sotto, come si deduce dal fatto che il potenziale mgz
del sistema riceve in questo caso un valor massimo.

Sulla formola barometrica.

§ 564. — La (2, § 558), applicata ad uno strato d’'aria at-
mosferica in equilibrio, abbastanza ristretto per poter sensibil-
mente supporre che la forza limite sia la gravita, e ammesso

che regga per I'aria dello strato la formola dei gas perfetti (§ 543),
si riduce a

la quale implica, come abbiamo notato in generale (§8 558), che
la temperatura sia funzione della pressione specifica, donde, nel
presente caso, segue che sara funzione della quota 1 dei punti
rispetto ad un livello fisso. Immaginata una legge opportuna,
indicando con plf p2 la “ pressione atmosferica ,, ai livelli e-
stremi dello strato, e con AXla differenza fra la quota del se-
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condo e del primo, contate positivamente dal basso in alto,
avremo quindi:

relazione che permettera di dedurre la differenza medesima
dalle grandezze della pressione atmosferica ai due livelli, e si
chiama una “ formola barometrica ,, dal barometro, che serve
per la misura della pressione atmosferica.

Nell’ipotesi che la temperatura sia sensibilmente costante
in tutto lo strato, la formola diventa

la base dell’ordinaria formola barometrica di Laplace: la quale
si deduce da essa con alcune correzioni, suggerite dall’ espe-
rienza, per rimediare alle divergenze tra I’ ipotesi e le condi-
zioni effettive, che non & qui il caso di considerare.

Equilibrio di un fluido relativo ad una terna d'assi, I'uno fisso, e
gli altri ruotanti uniformemente intorno ad esso.

§ 565. — Supposto I'asse delle 3 fisso, e gli assi delle x
e n ruotanti intorno ad esso con velocita angolare costante di
misura (o alla forza centrifuga corrisponde la funzione delle forze:

Quindi un fluido potra mantenersi in equilibrio relativo a
questa terna d’assi, purché le forze limite reali ammettano la
funzione delle forze, Vf come per I'equilibrio assoluto.

L’equazione delle superficie isobariche sara in tal caso :

e questa equazione, pel valore del parametro al quale (s'é pos-
sibile) corrisponde p — o, rappresentera la superficie propria.



Equilibrio relativo d’un liquido ruotante. 479

Figura d'uno strato liquido aderente e in equilibrio rispetto ad
una sfera ruotante intorno ad un proprio diametro.

§ 566. Supponiamo una sfera omogenea, o0 a strati omogenei,
agente colla legge della gravitazione universale, ricoperta da
uno strato liquido di grossezza abbastanza piccola, in confronto
del suo raggio, per poter sensibilmente trascurare in ogni punto
del liquido la componente della forza acceleratrice limite pro-
veniente dallo strato medesimo. Il sistema delle forze limite,
ridotte all’ attrazione della sfera, ammettera allora la funzione
delle forze (8 335):

dove r rappresenta la distanza del relativo punto dal centro
della sfera, M la grandezza della massa della sfera, e /2 la co-
stante della gravitazione universale. Quindi, conformemente a
(4, § 558), supposta la sfera ruotante con velocita angolare
costante w intorno ad un suo diametro, e lo strato liquido in
equilibrio rispetto ad una terna d’assi invariabilmente uniti ad
essa, prendendo il centro per origine e l'asse di rotazione per
asse delle 3 la misura della pressione p nel punto qualunque
(r, ), 3 dello strato sara data da

con k indicando la densita del liquido, e le superficie isobariche
avranno per equazione:

Questa ¢ l'equazione d’'una superficie di rotazione avente
per asse l'asse delle 3 simmetrica per rispetto al parallelo pas-
sante pel centro (equatore), e segante l'asse in due punti (poli),

il cui raggio vettore a, corrispondente a v= =0, risulta '™ ;
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per modo che, introducendolo nell’equazione, essa pud porsi
sotto la forma:

ossia :

posto :

sono numeri indipendenti dalle unita di misura,

e noj vogliamo supporre il primo e la differenza assoluta fra
il secondo e 1 cosi piccoli da poter trascurare sensibilmente rag-
giunta a 1 d'ogni loro potenza e prodotto. In tal caso :

equazione d’uno sferoide schiacciato, pel quale, indicando con

il raggio equatoriale, lo schiacciamento € rappresen-

tato da

La misura della pressione specifica p su questo sferoide,
— ¢s’intende, nei punti della sua superficie, dalla parte del
fluido — per (1), risulta data da

la quale mostra che p andra crescendo col passare da uno sfe-
roide ad un altro da esso compreso, per modo che, supposto
che sopra uno di essi p abbia un certo valore, e la stessa p
non riceva valori piu piccoli, quella sara il contorno del li-
quido nell’ipotesi che ai punti della superficie medesima sia
applicata la pressione specifica di tale misura. Che se sopra uno
sferoide € p = o, e si esclude p negativo, si avra la superficie
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propria. In ogni caso, fissato il suddetto valore, rimanendo di-
sponibile la costante P, si potra fissare arbitrariamente una
coppia di valori di a e di p, colla sola condizione che p non
sia minore di quello, e il rapporto di a al raggio della sfera non
superi 1 oltre il termine stabilito.

In conclusione, lo strato liquido pud mantenersi nel sup-
posto equilibrio relativo con una pressione specifica di misura
costante, arbitrariamente fissata, nei punti della superficie for-
mante il contorno, di cui ad arbitrio si puo fissare il raggio po-
lare. Scelto questo raggio, a0 la (3), dove si faccia a= a0, sara
I’equazione di detta superficie, qualunque sia la misura, pO, della
pressione specifica nei punti della superficie medesima. Da que-
sta invece dipende la misura della pressione p sopra ogni sferoide
di raggio polare a rappresentato da (3); e per (1) e (3 si ha:

Il raggio a0 si potrad dare direttamente, ed anche dedurre
dalla massa prefissata dello strato (§ 561), ossia, la densita k
del liquido essendo costante, dal suo volume 5"

Secondo la nota formola della cubatura dei solidi di rota-
zione, il volume del solido di cui (3) & I'equazione, posto per

brevita % = a, sara dato da

dove nell’ultimo membro si sono ommessi i termini trascurabili
per le ipotesi precedenti. Ora:
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Quindi il volume in discorso risulta semplicemente:

cioé sensibilmente eguale a quello della sfera avente comune
il centro e i poli; e indicando con al il raggio del nucleo sfe-
rico, si conchiude :

§ 567. — E ovvia l'applicazione alla ligura della superficie
del mare tranquillo, nell’ipotesi ideale d’un uniforme rivestimento
del Globo.

Preso per a il raggio medio terrestre, per w la grandezza
della velocita angolare del movimento diurno, e per G la gran-
dezza dell’ accelerazione di gravita ai poli, si ha (8§ 340) pros-
simamente :

Cosi, lo schiacciamento risulta circa meta di quello che per
lo sferoide terrestre forniscono le misure geodetiche; e la dif-
ferenza dei risultati, proveniente dalla diversita fra le ipotesi e
le condizioni effettive, ne misura in certo qual modo I'entita.

Figura d’equilibrio relativo ad una terna d'assi in movimento ro-
tatorio uniforme di una massa liquida isolata, nell'ipotesi della
forza limite di gravitazione universale.

§ 568. — Su questo problema meglio che sul precedente si
pud fondare la teoria della forma del Globo Terrestre, e altresi
dei vari corpi celesti. Al qual fine non & necessario ammettere
che questi corpi, in qualche epoca, abbiano posseduto lo stato
fluido; bastando considerare come altra delle ipotesi approssi-
mative quella della fluidita perfetta: la quale, mentre ogni corpo
celeste e in realta fino ad un certo punto cedevole alle azioni
che ne possono modificare la figura, e, d’altra parte, la piu sem-
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plice che si possa fare, quando il movimento implica la possi-
bilita della deformazione del mobile.

Il problema generale si riduce in sostanza a cercare tutte le
forme di superficie colle quali riesce soddisfatta la (1, § 565) —
se si vuole, con un certo valore della costante C — quando V
rappresenti la funzione potenziale di un corpo omogeneo, limi-
tato da una superficie della forma cercata, in un suo punto in-
terno (r, 1), § (cfr. § 389).

Qui ci limiteremo al celebre caso che la superficie si sup-
ponga a priori quella d'un ellissoide, di cui I'asse di rotazione
€ uno degli assi.*

Allora, assunto, al solito, I’asse di rotazione per asse delle 3
e presi i rimanenti due assi dell’ ellissoide per asse delle %e
delle 9, indicando con a, b, ¢ le grandezze dei semiassi dell’ellis-
soide, che si suppone limitare il corpo, la sua equazione sara:

D’altra parte, per (1, 8 565 e § 391), se questa & la superficie
della massa fluida, nel supposto equilibrio relativo, sara:

dove P rappresenta una costante, e

Quindi, se la superficie di cui (1) € I'equazione pud formare
il contorno della massa fluida in equilibrio relativo, essa deve,

* Questo ¢ il lato del problema che, fino a questi ultimi tempi, fu quasi
esclusivamente studiato. | primi risultati d’'indole generale si trovano enunciati
da Thomson e Tati — v. Nat Phil. s 778. .

Il lavoro piu completo e la Memoria di POINCAreé - Sur 1f eqU|Ilbre d’une
masse fluide animée d’un mouvement de rotation — pubblicata negli Ada Ma-
thematica (1sssi.
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con un conveniente valore di P, riuscire egualmente rappresen-
tata da (2). Per la qual equivalenza & necessario che sia:

due equazioni fra i rapporti a:b:G atte a determinarne i valori
conformi all’assunta supposizione. Cosi che la possibilita che
un ellissoide sia figura d’equilibrio relativo, nella ipotesi in di-

- - - - .- . < a b -
scorso, si riduce all’esistenza di due radici reali ' T di que-

sta coppia d’equazioni: che se esistono, sara figura d’equilibrio
ogni ellissoide i cui semiassi siano a b, ¢

Supposto I’ ellissoide di rotazione, coll’asse del movimento
per asse di figura, si trova subito, eseguendo l'integrazione: *

E con cio le due equazioni (3) si riducono all’'unica:

equazione trascendente, che, si trova, per ogni valore del se-
condo membro compreso fra zero e 0,2246, & soddisfatta da due
valori di e, coincidenti al termine superiore 0,2246. Al termine
inferiore zero, corrispondente a @= o, le due radici sono zero
e 00. Quindi, con wabbastanza piccolo, la radice tendente con w
a zero, supposto che si possa trascurare l|'aggiunta delle sue
potenze superiore alla sesta, per modo che approssimativamente:

Giova percio la sostituzione
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sara fornita da:

Mentre, per la radice crescente oltre ogni limite, posto (arctan i)
e in confronto di rascurando si trova

subito:
donde :

Pel Globo Terrestre (cfr. § 340), colle unitd assolute:

e se k, a e G rappresentano le grandezze della densita, raggio
e accelerazione di gravita medii, con sufficiente approssimazione :

donde:

Coi quali dati da (4) si ha per schiacciamento: *

invece di come risulta dalle misure geodetiche (cfr. § 567).
Cogli stessi dati da 2dalle (3), che am-

mettono radici reali per

In quest’ultimo caso la figura ellissoidale d’equilibrio si suol
chiamare “ I'ellissoide di Jacobi,, dal nome di Jacobi, che ne-
dimostrd pel primo la possibilita.

* Notisi che, con assai piccolo, si ha subito, trascurando I'aggiunta

di termini dell’ordine del suo quadrato.
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Principio d’Archimede.

§ 5°"9- — Sia un corpo in equilibrio immerso in un fluido
parimente in equilibrio. Di qualunque specie esso sia, risalendo,
se vogliamo, alle equazioni fondamentali (1, § 392), le sue condi-
zioni d’equilibrio si stabiliranno componendo col sistema delle
forze limite applicate a’ suoi punti, e delle pressioni di diversa
specie applicate ai punti della sua superficie (se ve ne sono),
il sistema delle pressioni specifiche proveniente dal contatto col
fluido, che sara un certo sistema di pressioni, applicato alla su-
perficie comune al corpo e al fluido, dalla parte del corpo. Ora,
in ogni punto questa pressione specifica sara eguale ed opposta
a quella che risulta applicata allo stesso punto, concepito come
appartenente alla superficie del fluido, per effetto del contatto
col corpo immerso: relativa ad un sistema di pressioni appli-
cato alla stessa superficie comune, dalla parte del fluido (8§ 396,
397). E questo si potra intendere che si determini coi suesposti
procedimenti (§ 559).

Sia, in primo luogo, il corpo completamente sommerso, per
modo che la sua superficie formi un contorno interno del fluido.

La componente secondo l'asse delle x della risultante del
sistema delle pressioni suddette, e del risultante dei momenti
del sistema stesso rispetto al punto preso per origine delle
1 coordinate saranno:

dove n dinota la normale volta verso lo spazio occupato dal
corpo, e p, al solito, la pressione nei punti del fluido.
Supponiamo che esista una funzione dei posti del campo
rappresentato dal corpo, continua e finita insieme colle sue de-
rivate prime, la quale in ogni punto della superficie del corpo
riceva il valor p. Indicandola anche nell’interno con p, i due pre-
cedenti integrali si potranno porre sotto la forma (8 68):
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donde si conclude che il sistema in discorso di pressioni applicate
ai punti della superficie sara equivalente ad un sistema di forze
applicato ai punti del corpo, tale che le componenti della forza

specifica (§ 263) nel punto (x,y, $ sono —

Supponiamo poi che il fluido presenti una superficie libera
sulla quale p — o, cioé una superficie propria, dalla quale il
corpo parzialmente emerga: e ammesso che la stessa super-
ficie, completata con un certo pezzo di cui sia contorno la mutua
intersezione di essa colla superficie del solido, sia superficie pro-
pria del fluido in equilibrio, senza la presenza del corpo, chia-
miamo “ parte immersa ,, di questo quella che & limitata dal
suddetto pezzo e dalla superficie comune ad esso e al fluido.
Allora, se esistera una funzione dei posti del campo rappresen-
tato da questa parte, finita e continua insieme colle sue derivate,
che nei punti del pezzo riceva il valor zero, e il valor p nei
punti della superficie rimanente, indicandola con p, si ricono-
scera col precedente ragionamento che il sistema delle pressioni
applicato ai punti della superficie comune al corpo e al fluido,
concepiti come appartenenti al corpo, sara equivalente a un si-
stema di forze applicato ai punti della parte immersa tale che
la forza specifica nel punto (x, y, O, & la suddetta

proposizione che abbraccia la precedente.

Sia la gravita la forza limite che determina 1 equilibrio, e
in tale ipotesi assumiamo, al solito, I'asse delle z orientato come
il filo a piombo. Sara (8§ 562):

in tutto lo spazio occupato dal fluido, se si suppone la presenza
del corpo; che se s’immagina di levarlo, e riempire di nuovo
fluido il campo rappresentato dalla sua parte immersa, — se il
fluido ha superficie propria, per la precedente definizione, la
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parte non sovrastante al piano della superficie medesima (§ 562),
— si manterra I’ equilibrio senza alterazione del fluido rimanente,
purché le stesse equazioni si verichino anche in quel campo-
Chiameremo " fluido spostato dal corpo ,, il fluido che occupa il
campo rappresentato dalla parte immersa, in tal condizione da
verificarsi in ogni suo punto le (1). Allora, per quanto precede,
il sistema delle pressioni applicate ai punti della superficie del
corpo, devoluto al suo contatto col fluido, avra risultante eguale
ed opposta al peso del fluido spostato dal corpo, alla quale
competera il centro di massa del fluido spostato medesimo per
punto d’applicazione.

Questo e il “ principio d'Archimede ,, che costituisce la
base della teoria dell’ equilibrio dei corpi immersi e galleg-
gianti.*

Fluidi incomprimibili eterogenei.

§ 570. Abbiamo posto il principio che la densita nei punti
d’un fluido perfetto non possa variare che come funzione com-
posta colla pressione; e allora, se la densita non dipende dalla
pressione, non puo essere che costante rispetto ai diversi punti,
non altrimenti che ai diversi istanti. In altre parole, subordinata-
mente a quel principio, un fluido incomprimibile risulta omogeneo
(88 541»542)

Si pud anche procedere diversamente : riserbare la condi-
zione che la densita sia funzione della pressione ai fluidi “ com-
primibili ,,; e definire il fluido *“incomprimibile, come quello
in cui la densitd d’ogni punto si mantiene invariata, nei diversi
posti che occupa il punto nel corso del movimento, vale a dire
ai diversi istanti del movimento medesimo.

In tal caso, la condizione che k sia una costante data viene
sostituita dalla piu generale :
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equazione che, in questa forma, si aggrega senz'altro al sistema
di Lagrange (8§ 551), e posta sotto la forma (§ 174):

si aggreghera al sistema di Eulcr (§ 552).
Nel caso dell’equilibrio, le (1, § 558) danno immediatamente:

per modo che debbono verificarsi le condizioni :

che servono per la determinazione di k in funzione di x,y, z;
in seguito a che la precedente equazione, integrata, fornira p
in funzione delle stesse variabili.

Notiamo che, se si suppone che le forze limite (X{, Yi, 2\)
ammettano funzione delle forze Vy quell’ equazione si riduce a

per modo che, nel fluido in equilibrio, p e k saranno funzioni
di Vt e I'una dell’altra.

Fluidi imperfetti.

§ 571. Nei fluidi perfetti, (§ 540), in ogni punto e ad ogni
istante, sono nulle:

dove p rappresenta, in sostanza, una certa funzione del punto
e del tempo, che costituisce un’incognita ausiliare del problema.
Questa ipotesi, in generale, lascia desiderare un’approssimazione
maggiore quando non siano del pari costantemente nulli i pa-
rametri di velocita di dilatazione (8 i68;j:
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Cio che induce ad assumerle come funzioni dei parametri me-
desimi, che si annullano con essi; e le varie leggi di dipendenza
definiscono altrettante specie di “ fluidi imperfetti

Stabilito che sia:

nel qual caso il fluido si dice incomprimibile (§ 542), I'ipotesi
ordinaria é:

cid che torna supporre la differenza fra le pressioni principali
nel punto e all’istante considerato e p rispettivamente — 2 K '\,
— 2K i2, — 2 K~=3, indicando con K una costante, e con )I; >3
i moduli di dilatazione principali, e le direzioni di pressione e
di velocita di dilatazione principali fra loro coincidenti, e tali
che scambiando fra loro due delle prime, si scambiano le cor-
rispondenti delle seconde (cfr. § 526).

Introducendo queste relazioni nelle (1, § 399), si ottiene, col
solito significato dei simboli:

dove :

che sono le equazioni da sostituire alle (2, 8§ 552) del sistema di
Euler, nel caso presente.
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Linee e superficie materiali.

§ 572. Accenneremo infine alle “ linee materiali ,, e “ super-
ficie materiali ,, che giova considerare in certi problemi; e sono
mobili che si concepiscono avere estensione ad una e a due di-
mensioni rispettivamente; secondo il qual concetto, la teoria del
loro movimento si sviluppa cogli stessi principii che abbiamo
esposto, soltanto che, invece che dalla figura materiale, come
I'abbiamo definita, si prende le mosse da un mobile, dotato dei
corrispondenti attributi, rappresentato da una linea o da una
superficie, il cui movimento si suppone poter essere collegato, se
occorre, con quello delle figure materiali ordinarie. Cosi, ad ogni
linea e superficie materiale viene a competere una certa massa,
la cui grandezza ha per espressione:

e I'unitd s’intende l'ordinaria unita di massa [///], per modo che
[k@l = [I-1tn], [k,] = [I-°-ni\. Le kuf Za si chiamano la grandezza
della densita “lineare ,, e “superficiale , nel relativo punto.
Siffatti mobili si potranno considerare, se capita, come rap-
presentazione approssimativa di corpi, di cui due dimensioni,
0 una, sono insensibili — corpi in forma di fili, o di fogli, ab-
bastanza sottili; mentre altre volte vogliono esser concepiti come
finzioni, introdotte per semplicitd e comoditd di discorso; non
altrimenti del punto materiale. Finzioni, se si vuole, rispetto al
corpo naturale, quale I'abbiamo definito; che, per conchiudere,
il corso di questa trattazione avra messo in evidenza come ce
ne vagliamo, alla sua volta, a modo di immagine o di modello,
atto a rilevare alcuni mutui rapporti dei fenomeni che i corpi
realmente esistenti manifestano all’ Esperienza, chiarendo le ri-
serve fatte in principio a proposito dello scopo della Meccanica.

FINE.
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— (principio del regolatore a forza),
444,

Centro dei vettori paralleli, 52.
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Centro di massa (teorema della conser-
vazione del movimento del), 253
255.

Coefficiente differenziale secondo un
asse, 61-63.

Componente di un vettore secondo un
asse, 31-33.
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ad una terna d’assi, 520.

— (parametri di), 520.

Elastico (movimento', 520-525.

Indice alfabetico.

Elementare (definizionedella forza), 256.

— (postulato i.° della forza) 256.
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— (teorema della conservazione della),
283-290, 321, 365, 421, 518, 548.

Equilibrio, 322-325, 374.375» 422. 424

— dei fluidi gravi, 475.

— dei fluidi perfetti, 469.

— di un fluido relativo ad una terna
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AGGIUNTE E CORREZIONI

(Ove il richiamo eformato con due numeri, il primo indica la pagina, e il se-
condo la linea : il quale, se coll' apice, e contato dal basso, sema computare
le note a piedi di pagina, e diversamente dall'alto.)

(Prefazione.) La stampa di questo libro, per varie circostanze, si € prolun-
gata per piu d'un anno; e nel frattempo hanno veduto la luce parecchie note-
voli pubblicazioni: fra le quali cospicuo il libro del compianto Enrico Hertz, che
forma il terzo volume delle Gesammelte Werke, dal titolo “ Die Prinzipien der
Mechanik in neuem Zusammenhange dargestellt , (Leipzig, 1894). Per questo
non ho modificato, sotto alcun aspetto, il mio trattato; tanto pit che quei lavori
sono informati a principii sostanzialmente diversi. Bensi vi ho trovato, nella
concordanza, un prezioso appoggio a piu d'un’idea a me venuta: specialmente
nel Hertz: il quale comincia coll’affermare I'opportunitd d’una riforma dell’ ordi-
naria esposizione della Meccanica Razionale; soltanto che la propone assai piu
larga e profonda: mentre, coi termini dell’ Introduzione, — studio preliminare
del maggior interesse intorno ai varii sistemi d’esposizione della Meccanica —
la nostra resta semplicemente una trasformazione della " prima immagine ,,
o “rappresentazione Egli pero riserba il suo libro ad un lettore che, istruito
coll’ordinaria esposizione, sia sufficientemente pratico dell’argomento (Prefazione,
pag. XXI1V) : laddove noi crederemmo che il nostro, composto con intento piu
espressamente didattico, possa guidare alla conoscenza dei principii della teoria
del movimento dei corpi, colla sola scorta dell’analisi infinitesimale.

(14, 5.) Correggasi fi, y, in /Bya

(14, 12') Correggasi \in j.

(8 40.) Si dira spesso che (Mr, MX Mz) e il momento, rispetto al punto
(a, b, ) come polo, del vettore applicato di cui (X, Y, Z) & il vettore e (.v\y, 2)
punto d'applicazione, in conseguenza delle relazioni stabilite in questo §, sen-
Z'altro. Quando della quantita dei vettori si considera la sola grandezza asso-
luta, questo si riduce alla definizione del momento. In quei casi in cui si distingue
il segno, intenderemo che questo, non incluso nelle relazioni medesime, sia lo
stesso per le misure delle quantita d’ambedue i vettori; ossia i loro assi volti,
I"'uno rispetto all’altro, nel debito modo.

Al qual proposito, giova rilevare che, essendo il vettore dalla sua quan-
tita e orientazione, ossia dalle sue componenti, completamente definito, va inteso
che il segno della misura, o il senso dell'asse, si possa scegliere, generalmente,
a piacere, non altrimenti che I'unita di misura.

(22,1')) Si termini il capoverso, aggiungendo “collo stesso asse o I'opposto
a seconda del senso dell’asse del vettore medesimo ,,.

(27, 3-5.! S’inverta il segno dell’espressione di Mr, My, M;.
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(§8 64.) Alla condizione che la funzione V sia finita e continua giova sosti-
tuire, nella definizione dell’ integrale, quella, pit ampia, che abbia limite inferiore
« superiore finito; e, in tal caso, all'inciso * €SIstente nelle _suddette Ipotest ,, si
surroghera " esistente nell’ipotesi cne la funzione v sia continua

(38, 5-) Ad («j, bit §) si premetta V.

(39, 1) Si premetta " I’integrale j*iXdx + Y dy + Z dz) , a “si chiama

(40, 11'.) Correggasi “dei ,, in "di,,.

(48, 8-13'.) Scambisi "sin y, con “ —sin ?

E premettasi I'osservazione che lo spostamento in discorso potrebbe essere
semplicemente traslatorio : escluso il qual caso, I'angolo o riesce necessariamente
diverso da zero.

(49 io.) Correggasi “dell'iniziale,, in “della finale,,.

(56, 5'.) Lo spostamento si pud anche definire, e meglio, come quello per
cui lo spostamento d ogni punto (X. Y, Z) ¢ il momento del vettore applicato
definito dal vettore (0, , I'), e dall'origine, rispetto allo stesso punto d'applica- .
zione come polo (cfr. § 147 . Del resto tutte le conseguenze rimangono chiara-
mente le stesse.

(59) 9 ¢ Aggiungasi dopo (4) “0— 5 € E notiamo che si potra anche
limitarsi ad attribuire a 6in (4) il valore assoluto, per chiamare 0 scorrimento
mutuo dei due assi, I'uno rispetto all’altro.

(8 102)) Giova per lo studio dell'argomento di questo §, ed & per sé stesso
interessante, rilevare che i coefficienti d’'uno spostamento (dislocatorio semplice)
estremamente piccolo risultante di due o piu altri, del pari estremamente pic-
coli, secondo la posta definizione, sono la somma dei coefficienti analoghi rela-
tivi a questi spostamenti: nella qual proposizione consiste il “ teorema della so-
vrapposizione degli spostamenti estremamente piccoli ,. Cid posto, dalla circo-
stanza che i coefficienti di dilatazione lineare e cubica sono nulli per lo sposta-
mento pseudoratorio componente d’un dato spostamento estremamente piccolo
scaturisce senz'altro che le stesse quantita hanno egual valore per detto spo-
stamento e pel componente simmetrico.

64, 6.) Correggasi in 9
( ) 99 ) zq

(66, 9'.) Correggasi (§ 101) in (§ 102).

(67, 5'-6 .) Levisi * rispetto ,, dalla riga 6' e si porti nella 4' davanti “ al
tempo ,,.

(88, 12') Leggasi: (*,—af - yO— bf i («0— c)2— Q.

(89, 14.) Invece di ‘ e, leggasi “ si puo definire come ,,.

(94, 12-18.) Aggiungasi il caso che le velocita angolari siano eguali, cioe
eguale la grandezza e concorde il verso, il quale evidentemente non muta le
conclusioni.

(95, 1-3) Alle parole “nella posizione simmetrica rispetto all’asse ,, si so-
stituisca “ a distanze dai due assi in quel rapporto, dalla parte dell’asse ,,.

(98, 15.) Correggasi “asse , in “ atto ,,.

(8 163.) Analogamente a quanto si osservo a proposito del § 102, si potra

intendere che O rappresenti il valore assoluto, per definire — come modulo
di scorrimento mutuo dei due assi («, /27), (*', 8,1/)
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(115, 19) Si corregga © in 0.

(115, 18-24.) 1° cio consiste la proposizione cosi detta del “ parallelogrammo
delle velocita ,,.

(117, 3'.) Correggasi (i, § 176) in (1, § 177).

(131, io.) Correggasi nell'ultima forinola jyO in vo-

(131, 12 ) Correggasi WO in uo.

(132, 2.) Correggasi “ & costante ,, in “ e di grandezza costante,,.

(134, 6, Correggasi (2, § 197) in (3, § 197).

(§ 199, Movimento centrale.) Le forinole dedotte nel § 199, comunque s'in-
tenda fissato I'istante donde si conta il tempo t a cui corrisponde (g r0, val-
gono, come stanno scritte, per un intervallo comprendente detto istante, in tutto

. dy . . .
il quale at non ha segno diverso che all'istante medesimo: per modo che non

si deve mai assumere con segno diverso

ossia

. . dy
cui va premesso quello di ot

tivo — cioé il movimento del punto nel senso in cui cresce O o nell’ opposto.
Supponiamo, per fissare le idee, b > 0. Questo radicale si annulla per

o il contrario secondo che A & positivo 0 nega-

due valori, dei quali, tenendo calcolo che r non pud essere negativo, e inteso
che sia finito, si deve scartare, nelle ipotesi e > 1, quello relativo al segno —:
mentre, con qualunque valore di €, la (3) fornisce per I'altro 0—0. E se l'origine
dei tempi si sceglie in modo da corrispondervi il posto cosi definito — eviden-
temente il vertice del ramo iperbolico, o della parabola, o uno dei due vertici,
quello ch’é piu vicino al centro delle accelerazioni, dell’ellisse, che costituisce, a
norma del caso, la trajettoria — oltre di che s’intende I'asse polare volto verso
il punto medesimo, si ha:

dove il segno e quello del suddetto radicale, e le formole in discorso reggono,
tenuto calcolo di questo segno, senza alcuna restrizione, per ogni intervallo di
tempo corrispondente ad una variazione dell’angolo 6 fra i limiti —« e ir. —
Analogamente nel caso di b< o.
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(*54» 59 Correggasi

(162, 4.) Correggasi “ chiusa ,, in “ sferica ,,.

(173> 31) Sopprimasi “ doppio

(184, 4') Correggasi “ specifica ,, in “ acceleratrice

(187, 7-9)) Si applichi alla triplice equazione il numero d'ordine {1).

(199, 15") Invece di “ funzione simmetrica dei due punti ,, piu chiaramente
dicasi ufunzione simmetrica rispetto ai due punti  dovendosi intendere che
non muti di valore, scambiando cosi i posti come le velocita, ad ogni istante:
cio che ha luogo, ad esempio, con una funzione simmetrica dei due posti e

(199, 1.) 01l scambino 4- e —.

(8§ 299.) Al doppio integrale va premesso -+
(204, io.) Correggasi

(205. 11.) Correggasi

(207, 8') Correggasi

(217, 56.) Sopprimansi le parole “ e non dipende esplicitamente dal tempo ,,.

(219, 8'.) Correggasi " interne ,, in “ esterne ,,.

(222. 4.) Correggasi (8 429) in (8 249)

(§8 326.) Rilevisi infine la proprietd importante, che occorre anche per I'ap-
plicazione che si fa, nel seguente § 327, della regola di Dirichlet (§ 325) all’equi-
librio relativo, che il lavoro del sistema delle forze centrifughe composte appli-
cato ai punti del corpo, corrispondente ad uno spostamento qualsiasi, conseguito
col supposto movimento relativo, &€ nullo; come immediatamente scaturisce dal-
I'essere, per ogni punto, fra loro perpendicolari I'accelerazione centrifuga com-
posta e la velocita relativa —.

(224, 13-14')) L’inciso si cambii cosi: — questo, s’intende, nel caso che la
forza elementare implica la condizione che la distanza dei due punti cui si rife-
risce abbia limite inferiore positivo.

(239, io'.) Correggasi " momento ,, in “ movimento ,,.

(8 3491 E ovvio che, prestabilendo una proprieta del movimento, oltre le
condizioni, che, quando fosse nota la legge elementare, varrebbero a determi-
narlo, si vien a definire, in grado pari al movimento, anche questa legge, e cioé
una particolare condizione fisica del mobile (§ 232). Giova intender questa come
uno stato da prefissarsi (lo stato naturale, magnetico, elettrico) di una partico-
lare sostanza. Infatti, ogni movimento definito dalla Meccanica costituisce un
tipo, a cui piu 0 meno si approssimano, nelle debite condizioni, i movimenti
effettivi; e d’altra parte I Esperienza insegna che occorre una particolare qua-
lita di corpi, perché a date circostanze segua un movimento di forma, anche
approssimativamente, prestabilita. Conformemente a cid, ammesso lo stato natu-
rale, ci potremo valere, in ogni caso, della forza elementare di Newton, per
calcolare la forza acceleratrice esterna in un punto, colla condizione che la sua
minima distanza dai punti dei corpi donde & determinata superi il limite occor-
rente (§ 331).

(247, io.) Correggasi M, in Mc.

(249 3'-16') A determinare X, Y, Z e MX My, nel caso piu generale,
concorrera I'atto di movimento dei singoli corpi. Quindi si devono generalmente
intendere funzioni, oltre che delle variabili individuanti la posizione, anche del
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loro coefficiente differenziale rispetto al tempo. E nel caso del movimento rela-
tivo, basta aggiungere la possibile dipendenza esplicita dal tempo.

(255, 11.) Correggasi

*257/ &3-) Correggasi 2 .

(260, 3'.) Si noti infine che potrebbe essere pO= o. In tal caso, o & anche
o0, e sihaa— b= o0; 0 e g~ o: e attribuiremo a b il segno di qQ in
seguito a che procederemo in modo analogo.

(262, 15-16.) Invece di “ questo piano , leggasi “ piano dei due assi ,,.

(265, 8) Correggasi — in K

(277, 12/) Invece di “ suo centro ,, leggasi

(279, 3.) Correggasi *questi ,, in “ quei ,,.

(280, 15.) Correggasi “ai, in usi,,.

"3°9/ 3'4 ) Invece dell’insieme delle due quadriche nominate dicasi quello
delle due quadriche concentriche e coassiali, i cui semiassi sono i numeri inversi-

(318, 12.) Correggasi Is/L in ivr*; e davanti a “ I'espressione ,,, si legga
uquando questo punto e I'assunta origine delle coordinate ,,.

(320, 8'-io".) Correggasi d‘ in di.

(311, Nota.) A “ posizione dei corpi considerati ,, aggiungasi “ e loro atto
di movimento ,,.

(338, 12.) Dopo uindice ,, inseriscasi “ attraverso la posizione piu bassa ,,.

7339, 5'-) Correggasi (7) in (8).

(341, 8'.) Correggasi 8 in 9.

(342, 2.) Correggasi 9 in io e io in 1l

1352, a'.) Correggasi 413 in 414.

(383» i;.) Correggasi ir in aT=.

(397» nota.) Correggasi il secondo % in

(88 488-491.) La deduzione del § 488 vale senza modificazioni nell ipotesi
pit generale che le x,y, z siano funzioni, oltre che delle fi, ?2, ... ?», anche
del tempo t esplicitamente. Soltanto si ha in questo caso:

centro di massa del Pianeta ,,.

ed & ovvia 1 aggiunta che ne viene in conseguenza all’ espressione di T: colla
quale pero reggono egualmente le conclusioni dei 8§88 490, 491.

(437/ 1-) Correggasi z,

(443/ io.) Correggasi

(466, 4.) Correggasi (&
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