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P R EF A Z 1 ON E

Geometria nello spazio hilbertiano non & soltanto am-
pliamento del canpo delle ricerche, non & soltanto il pas-
saggio dal finito al numerabile del nuero delle dimensioni
dello spazio ambiente.

G0 sarebbe trggpo oo,

Essa € un nmetodo di rappresentazione geonetrica de,
sostituito al consueto cartesiano, consente formule pit sem
plici, dimostrazioni pit concise ed una visione dei problemi
piu nitida e piu vasta

Essa trova il suwo fondanento nella possibilita di svi-
luppare ogni funzione a quedrato sommebile in serie di
un dato sistema ortogonale chiuso ; discende quindi da
guella nazione di sommabilita con la quale 1l Lebesgue,
rinnovando da un putto di vista piu gererale i fonda
menti del calcolo integrale, ha pemesso di giungere a
risultati di meravigliosa elegarnza e senplicita

Il breve saggio di applicazioni della rappresentazione
funzionale che figura rella parte V di questo volume sara
sufficiente per dare un’ idea della utilita del netodo.

A questo saggio ho voluto prenettere un’ esposizione
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ordinata delle teorie preparatorie ed ausiliarie : sia per dare
maggior autonomia al libro, sia per goportare alle consuete
esposizioni di esse qualche innovazione e forse qualche
miglioramento.

Cosi rella parte | la definizione usata di aggregati
di punti misurabili conserte, sin dall’inizio, di riferire le
corsiderazioni anche ad aggregati non limitati ; e la se
guente definizione di sommabilita non richiede il preventivo
esame delle funzioni limitate.

Nella parte 11 do in poche pagine i fondamenti della
teoria degli sviluppi in serie di funzioni ortogonali, ricor-
rendo alla nozione di successioni completamente convergenti,
nozione che e la tradwzione di cio de altra volta chiamai
integrabilita completa per serie e che fa cgpo a quella di
equi-assoluta-continuita.

Nella parte 1l raccolgo alcune nozioni  algebriche.
Nel seguito della nostra teoria si presentano certi determi-
nanti classici, abbastarza conplicati, per il calcolo d  al-
cuni dei quali si conosocono solo  dinostrazioni  anpollose
e pesanti. Ho cercato di sweltire tutta questa neteria, e
aedo di esservi riuscito abbastanza felicemente.

Nella stessa parte do una estersione, necessaria  per
la nostra teoria, ai classici teoremi sulle equazioni secolari.

Infine la parte IV é dedicata al calcolo differenziale
assoluto. Perd in essa, e sotto questo titolo, non mi limito
a corsiderare il classico calcolo del Ricci, ma espongo quella
sua estensione dhe ero solito chiamare calcolo assoluto ge-
neralizzato e che ha la sua prima sorgente in vari lavori
di Ermesto Pascal, apparsi nel prino decenio di questo
secolo. Naturalmente il caso del Ricci € conpreso cone
caso particolare in questa esposizione, nella quale gli svan-
taggi della maggior gereralitd sono conpensati dalle sem
plificazioni che derivano proprio da questa generalita
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Anche nel caloolo differenziale assoluto cosi anpliato
si incontra una derivazione covariante, della quale avevo
dato finora soltanto una descrizione sonmmaria in una breve
nota pubblicata nel 1928. Con questa derivazione, e par-
tendo da un invariante, si perviene a certi sistemi cova
rianti al quali ho dato il none di ricciani e che en
trano nell’ orbita dal calcolo del Eicci. Questi  covarianti
hanno rello studio della geometria varie applicazioni.

Ringrazio 1 dott. Giuseppe Aliprandi € Paolo Cattaneo
per Maiuto intelligente che mi hanno dato nella correzione
Celle bozze.

Padova, ottobre 1929

Giuseppe V itali
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1

Tratti di una retta.

1. Tratto. — 2. Estremi di un tratto. — 3. Lunghezza di un tratto. —
4. Tratti nulli e non nulli. — 5. Tratti distinti.

1. Def. - Data una retta r, noi chiameremo tratto di r ogni
punto di r situato a distanza finita, ogni segmento di r, ogni
raggio di r, ed anche I'intera retta r.

2. Un tratto di r ha evidentemente due estremi, che sono a
distanza finita e coincidenti, se il tratto € un punto; sono a di-
stanza finita e distinti, se il tratto € un segmento; uno a distanza
finita e I’ altro all’ infinito (+ 00 0 — 00), se il tratto € un raggio;
tutti e due all’ infinito (+ o0 e — 00), se il tratto € P intera retta.

Immaginando la retta r disposta dinanzi a noi parallelamente
alla congiungente i nostri occhi, noi daremo la seguente

Def. - Si dice estremo sinistro di un tratto di r, un estremo
di questo tratto, alla cui sinistra non si trovano altri punti del
tratto, e diremo estremo destro del tratto I estremo rimanente.

Se p € I’ estremo sinistro, e se g € I'estremo destro di un
tratto, indicheremo questo tratto con (p, Q).

3. Se noi immagineremo fissata una volta per sempre Vunita
di misura dei segmenti, ogni tratto di r avra allora una lun-
ghezza determinata; nulla, se il tratto € un punto ; finita e 0,

se il tratto e un segmento ; infinita positiva (+ 00), se il tratto
€ un raggio o I’ intera retta.

4. Def. - Se un tratto € un punto si dira che ¢ un tratto
nullo, negli altri casi si dira che € un tratto non nullo.
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5. Def. - Due tratti non nulli si diranno distinti, se non
hanno punti interni comuni. Un tratto nullo ed un tratto non
nullo si diranno distinti, se il primo non e punto del secondo,
né interno né estremo. Due tratti nulli si diranno distinti, se
sono due punti diversi.

2
Boreliano di una retta.

1. Boreliano di una retta. — 2. Lunghezza di un boreliano. — 3. Bore-
liani semplici. — 4. Punti interni ad un boreliano. — 5. Tratti congiunti ad
un boreliano. — 6. Sostegno di un boreliano. — 7. Confronto fra la lunghezza

di un boreliano e quella del suo sostegno.

1. Def. - Un insieme di un numero finito o di una infinita
numerabile (1) di tratti di una medesima retta r, si dira un bo
reliano (2 di r.

2. Def. - La somma delle lunghezze dei tratti di un bore-
liano si chiama lunghezza del boreliano.

Evidentemente la lunghezza di un boreliano puo essere nulla,
finita (>0), od infinita.

3. Def. - Un boreliano di r si dira semplice, se i suoi tratti
sono a due a due distinti.

4, Def. - Se B & un boreliano di r, un punto di r situato
a distanza finita si dice interno a B, se & interno ad un tratto
di B, oppure, se & estremo comune a due tratti non nulli distinti
di B (e quindi estremo destro dell’ uno ed estremo sinistro del-
I" altro).

5. Def. - Sia B un boreliano di r, e sia p un punto interno
a B. Indichiamo con p2 il limite superiore dei punti x che se-
guono p, tali che ogni punto del tratto (p,X) sia interno a B,
e con Pi il limite inferiore dei punti y che precedono p, tali che

(§ Ricordo che un aggregato di elementi si dice numerabile, se i suoi
elementi si possono mettere in corrispondenza biunivoca coll’ aggregato dei
numeri reali interi e >-0.

(2 In omaggio ad Emile Borel.
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ogni punto del tratto (y,p) sia interno a B. Il tratto P9 ha

la proprietd che ogni suo punto interno é interno abs,

suoi estremi non sono interni a &, edinoltre € un tratto non
nullo. Un siffatto tratto lo diremo un tratto non nullo congiunto
a &. Un tratto nullo di B, distinto da ogni tratto non nullo con-
giunto a &, lo diremo un tratto nullocongiunto a B.

6. Def. - | diversi tratti nulli enon nulli congiunti a &
costituiscono un boreliano semplice che noi diremo il sostegno
di B.

Il sostegno di un boreliano & & di misura nulla, se e sol-
tanto se d € privo di punti interni, ossia quando anche tutti i
tratti di & sono nulli, cioe quando 6 € di lunghezza nulla.

7. Teor. - La lunghezza b di un boreliano 6 € della
lunghezza s del suo sostegno S.
Dim - Il teor. & evidente se s= 0 (p. 5, § 6).

Supponiamo che sia s”>0, ed indichiamo con

Ti11t12, 13, -

i tratti non nulli di S. Un tratto tMed un tratto non nullo di
d, che non siano distinti, avranno in comune una porzione. Le
porzioni che ) ha in comune coi vari tratti non nulli di & for-
mano un boreliano Bn. Se noi riusciamo a dimostrare che la lun-
ghezza bndi Bne della lunghezza sndi ), possiamo dire che il
teor. € vero, perché evidentemente la lunghezza b di d & della
somma delle varie bn, mentre la lunghezza s di S ¢ = alla
somma delle varie sn. Fissiamo ora le nostre considerazioni sopra
un particolare valore di n, e consideriamo un punto p interno a
tn. Sia H I'aggregato dei punti x che non precedono p, per cui
la somma delle lunghezze delle porzioni che i tratti di &n, non
distinti da (p,x), hanno in comune con (p,x) sia ;> della lun-
ghezza di (p,x). Se y e il limite superiore di 6, anche y ap-
partiene ad H, perché, nell’ ipotesi contraria, esso sarebbe un
punto limite di H, e, se x & un punto di H, la somma <g delle
lunghezze delle porzioni che i tratti di Bn hanno in comune con
(p,y) e della somma ax delle lunghezze delle porzioni che i
tratti di Bn hanno in comune con (pix)i e quindi & ;> della
lunghezza di (p,x). Facendo tendere x ad ?/, la lunghezza di

e che
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{p,x) tende alla lunghezza di {p,y), dungue e della lun-
ghezza di (p, y), ed allora y appartiecne ad H. Dico che y ¢
estremo destro di . Infatti, se cid non fosse, y sarebbe interno
a ), e quindi sarebbe interno a ed allora esisterebbe una
porzione non nulla di tratto di B della quale y € I’estremo sini-
stro. Sia (y,z) la parte (necessariamente non nulla) di questa
porzione che & contenuta in . Le porzioni che i tratti di Bn
hanno in comune con contengono tutte le porzioni che i
tratti di Bn hanno in comune con (p,y), ed il tratto (//,&)> e
quindi la somma o, delle lunghezze delle porzioni che i tratti di
Bn hanno in comune con (p,z) & della somma di e della
lunghezza di (i/,*), ossia € > della somma delle lunghezze di
(p,y) e di (y,z), ed infine € ~ della lunghezza di @®,z), e %
apparterrebbe ad H, contrariamente all’ ipotesi.

Visto che I'estremo destro di tn appartiene ad H, si con-
clude che la somma delle lunghezze delle porzioni di tratti di
Bn che cadono a destra di p € > della lunghezza della porzione
di ™ che cade a destra di p. Analogamente la somma delle lun-
ghezze delle rimanenti porzioni di tratti di Bn sara della lun-
ghezza delia rimanente porzione di ), e quindi la lunghezza di
Bn sara della lunghezza di m. c. d d

3

Aggregati di punti di una retta. Prime nozioni.

1. Copertura di un aggregato di punti di una retta. — 2. Estensione
di un aggregato di punti di una retta. — 3. Anomalia di un aggregato di
punti di una retta. — 4. Aggregati misurabili e loro misura. — 5. Primi

esempi di aggregati misurabili. Aggregati trascurabili.

1. Der. - Se a e un aggregato di punti di una retta r, si
chiama copertura di a ogni boreliano semplice B tale che ogni
punto di a appartenga ad un tratto di D, o come punto interno
0 come estremo.

Teor. - Se a e 1 aggregato dei punti interni ad un boreliano
semplice B di lunghezza b, e se C & una copertura di «, la lun-
ghezza di C e b.
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Dim. - | punti di a che non sono interni a G sono estremi
di tratti di G, ma poiché questi tratti sono in numero finito o
numerabile, anche tali punti saranno in numero finito o nume-
rabile. Siano dessi

e sia € un qualunque numero reale > 0. Indichiamo, per ogni

. . s .

intero con  un tratto di lunghezza — dicuipn sia
u

un punto interno. Se noi associamo a tutti i tratti di G tutti i
tratti m, otteniamo un boreliano G' di cui ogni punto di a & un
punto interno, e se ¢ e ¢ sono le lunghezze di Gedi G, si ha
evidentemente c'<c-(-e, ossia c7>c'—e. Ora il sostegno di ¢
contiene evidentemente tutti i tratti di 5, almeno come porzioni
dei suoi tratti, e quindi ¢'~6, ossia cM>b—¢g, ma € pud essere
preso piccolo a piacere, e si ha c. d d

2. Def. — I limite inferiore delle lunghezze delle coperture
di un aggregato a di punti di una retta si chiama P estensione
di a, e si indica con E (@) .

Teor. 1. - Se a € un sub-aggregato di un aggregato a di
punti di una retta, ¢ E {&)<LE(a).

Dim Infatti ogni copertura di a € anche una copertura di &',
e quindi il limite inferiore delle coperture di & & <; del limite
inferiore delle coperture di a, ed infine E(a")<LE(a). c. d. d

Teor. 2. - Se a € I'aggregato dei punti interni ad un bore-
liano semplice B di lunghezza b, € E (@ —Db.

Dim - Intanto B € una copertura di a, e quindi E{a)-<Lb.
D’altra parte si sa (p. 6, teor) che la lunghezza di ogni co-
pertura di a e dunque ¢ E(a)=b. c. d d

Di qui consegue il

Teor. 3. - Se a e |I'aggregato dei punti che appartengono,
0 come interni o come estremi, ai tratti di un boreliano semplice
B di lunghezza 0, ¢ E[a)=b .

Dim. - Intanto, se & & I'aggregato dei punti interni a 5,
essendo a' un sub-aggregato di a é
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Inoltre B & una copertura di a, e perd E(a)<Lb, e combi-
nando le due disuguaglianze si ha E(a)= b. c. d d

Se noi identifichiamo con un boreliano semplice I aggregato
dei punti che appartengono o come interni o come estremi ai
suoi tratti, noi possiamo enunciare il teor. 3 nella forma del

Teor. 3. L’estensione di un boreliano semplice & uguale alla
sua lunghezza.

In questo teor. €& contenuto il

Cor. - L’estensione (dell’ aggregato dei punti) di un tratto &
uguale alla lunghezza del tratto.

3. Def. - Si chiama anomalia di un aggregato a di punti
di una retta, e si indica con a(a), il limite inferiore delle E(c — &),
dove c indica una qualunque copertura di a (2.

4. Def. 1L - Un aggregato di punti di una retta si dice mi-
surabile, se la sua anomalia € nulla.
Def. 2. - L’estensione di un aggregato misurabile a si chiama

la sua misura, e si indica con p(a).

5 Se a & un aggregato di punti di una retta, e se ¢ € una
copertura di a, si ha

se I(c) indica la lunghezza di c.

Ora se E(a) = 0, il limite inferiore delle varie I(c) & zero,
e quindi anche il limite inferiore delle varie E(c —a) & zero, e
quindi a(@—0, e si ha il

Teor. 1. - Un aggregato di punti di una retta il quale ha
estensione nulla & misurabile.

Def. - Un aggregato di punti di una retta il quale abbia
estensione nulla, e quindi misura nulla si dira trascurabile.

Teor. 2. - Un aggregato a finito o numerabile di punti di
una retta e trascurabile.

Dim - Infatti il boreliano semplice che ha per tratti tutti i

P) Si intende che qui si continua ad identificare un boreliano semplice
coll’ aggregato dei punti che appartengono, o come interni o come estremi, ai
suoi tratti.
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tratti nulli costituiti dai singoli punti di a & una copertura di a
la cui lunghezza € nulla, quindi il limite inferiore delle lunghezze
delle coperture di a € nullo, ed infine E (a)—0, ossia a & tra-

scurabile.
Teor. 3. - Un boreliano ¢ misurabile, e la sua misura &

uguale alla sua lunghezza.

Dim. - Se ¢ € un boreliano, ¢ & copertura di se stesso, e,
poiché E(c—c)= 0, e a(c)=0, ossia c € misurabile. Ma (p. 7,
teor. 3) si sa che E(c)=I1(c), dove I(e) indica la lunghezza di
¢, dungque Y (©= 1(9). c. d d

4.
Principali proprietd degli aggregati misurabili.

1. Somma di aggregati misurabili. — 2. Differenza di aggregati misu-
rabili. — 3. Prodotto di aggregati misurabili. — 4. Corollari.

1 Teor. 1. - La somma (1) di un numero finito o di una
infinita numerabile di aggregati misurabili (2 € misurabile.
Dim. - Siano

«1l,«2,«3

un numero finito od una infinitd numerabile di aggregati misu-

rabili, ed indichiamo con a la loro somma. Prefissato un qualun-

gue numero reale e>0, si pud trovare per ogni n una copertura
. . g

cn di a,, in modo che E(ch— La somma delle coper-

u
ture cn & un boreliano, il cui sostegno ¢ & una copertura di a.
Ora c—a € un sub-aggregato della somma dei vari en— an. Sia

- . . []
snuna copertura di cn— anla cui lunghezza sia 7 la somma

delle sn & un boreliano il cui sostegno s costituisce una copertura

(]) Ricordo che si chiama SOMIMA di dati aggregati I' insieme degli ele-
menti che appartengono ad almeno uno degli aggregati dati.

(2 Quando si parlera di aggregati misurabili si intendera sempre che
si parla di aggregati di punti di una medesima retta, senza che cio sia detto
esplicitamente volta per volta.
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g
di c—a, la cui lunghezza ¢ <g (p. 5 teor.), dunque

E (c—a)<Ce, ed infine @(a)< €. Ma € puo essere piccolo a pia-
cere, e percio (@ = 0, ed a € misurabile.

Teor. 2. - La somma di un numero finito o di un’infinita
numerabile di aggregati di punti di una medesima retta ha un’ e-
stensione < della somma delle estensioni dei singoli aggregati
addendi.

Dim. - Siano

a\la2i(h 1..

i dati aggregati e sia a la loro somma.
Sia € un qualunque numero reale > 0.
Esiste per ogni intero n una copertura cn di anla cui lun-

£
ghezza I () sia < E(an+ —. La somma delle varie cnha un

sostegno s la cui lunghezza I(s) € <SnZ{c,) (p. 5 teor.). Si
ha allora 1 ()< ZnE(an)-{-&, e, poiché s & una copertura di a,
si ha

e, poiché € ¢ arbitrario, si ha

E@ 2ZnE(an.

Teor. 3. - La somma di un numero finito o di un' infinita
numerabile di aggregati misurabili a due a due distinti (1) ha
per misura la somma delle misure dei singoli aggregati.

Dim. - Siano

aijyaijyaz,y """
un numero finito od una infinitA numerabile di aggregati misu-
rabili a due a due distinti, di cui indichiamo con a la somma.

Pei due teoremi precedenti si ha

@

ed in particolare

U)

(*) Cioé senza punti in comune.
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Sia h una copertura di ax+ o2, ed indichiamo con hx una
copertura di ax, i cui tratti siano (ciascuno) contenuti in un tratto
di &, etali che E(hx—ay)<”e, €essendo ancora un numero reale

0 prefissato ad arbitrio (¥. Analogamente indichiamo con h»
una copertura di a2i cui tratti siano (ciascuno) contenuti in un
tratto di &, e tali che E(hs— a2 0 -

E possibile staccare da hx un numero finito di tratti il cui
insieme h[ abbia una lunghezza M (@q) —e, ed e possibile stac-
care da h2 un numero finito di tratti il cui insieme h2 abbia una
lunghezza ;> p,(ad —e.

Le porzioni di tratti comuni ad un tratto di h[ e ad un
tratto di h2 formano un boreliano semplice p. Un punto di p non
pud appartenere contemporaneamente ad ax e ad a2, perche, per
ipotesi, oq ed a2 sono distinti, e se non appartiene ad ax sara
un punto di hx—oq, e se non appartiene ad a2 sara un punto di
h2— a2. Allora (p. 7, teor. 1 e p. 10, teor. 2)

Ma (p. 8, teor. 3) E(p) = I(p), dove I(p) & la lunghezza
del boreliano p, dunque 1(p)<C2¢. | tratti di h e le porzioni
dei tratti di h2 che non appartengono a p formano un boreliano
semplice ¢ con un numero finito di tratti, e la cui lunghezza é
~>p.(on) + [X(02 —4e. | tratti di ¢ sono porzioni di tratti di k e
quindi la lunghezza di k é M (og) + p.(ad — 4e, e poiché € é
arbitrario la lunghezza di k e p(q + p@). Da cio consegue
che

(2)
Combinando la (1) e la (2) si ha

Applicando successivamente questo risultato, si ha subito

C) Per questo bastera prendere una copertura h di al per cui
E(h—«i) <Ce, e poi prendere le sole porzioni dei tratti di h che sono co-
muni coi singoli tratti di K.



2. Teor. 1. - La differenza di due aggregati misurabili & un
aggregato misurabile.

Dim. - Siano a e b due aggregati misurabili e sia b un sub-
aggregato di a. Poniamo d= a—hb

Sia € un numero reale >0, sia c una copertura di a, per

£
la quale si abbia E(c—a ) < i Esistera allora una copertura
o
- - - £ -
6 di c—a la cui lunghezza 1(8) sia o Inoltre sia s una

£

copertura di b, per la quale E(s—0)< — . Se in s vi sono
(o]

punti di d, questi saranno in s—0, e formeranno un aggregato

£
d per cui E(d'") < - (p. 7, teor. 1). Esistera allora una co-
(o]

pertura 8 di d la cui lunghezza 1(8) sia <’\-g--
o

| tratti di s si possono distribuire in due boreliani s' ed s",
il 1° dei quali contenga un numero finito di tratti ed il 2° abbia

€
una lunghezza < — .
o

Sia c¢' il boreliano che si ottiene sopprimendo dai tratti di c
le porzioni comuni a tratti di s

| punti di d appartengono 0 a ¢' 0 ad s', e questi ultimi
appartengono a &'. Il sostegno k della somma di ¢' e & €& adun-
gque una copertura di d. Ma in Kk vi possono essere dei punti
che non appartengono a d. Uno di tali punti o appartiene a o',

0 appartiene a o, O appartiene ad s". Allora il sostegno della
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somma di &', 0 ed s" & una copertura di k—d, la cui lunghezza
e minore della somma delle lunghezze di &', & ed s" (p. 5
teor.) e quindi é S2y yS = £.

Si conclude che, prefissato un numero reale €~>0, & possi-
bile trovare una copertura k di d per cui sia E(Kk— d)<s, e
quindi che d & misurabile. c. d d

Teor. 2. - La differenza di due aggregati misurabili ha per
misura la differenza delle loro misure.

Dim. - Infatti sed é la differenza di due aggregati misurabili
aeb, essendo a—b-f d, si ha (p. 10, teor. 3) py(a) = p(b) + p(d),
da cui p(io)=p(a) — p(b). c. d d

3. Teor. 1. - Il prodotto (*) di due aggregati misurabili &
misurabile.

Dim. - Infatti se a e b sono due aggregati misurabili, e se
p € il loro prodotto, ed s ¢ la loro somma, si ha 5— a—b—p,
e quindi p—b— (s—a). Ma s & misurabile (p. 9, teor. 1),
dunque s—a € misurabile (p. 12, teor. 1) ed infine b— (s—a)
€ misurabile (p. 12, teor. 1), ossia p € misurabile.

Cor. - Il prodotto di un numero finito di aggregati misura-
bili & misurabile.
Dim. - Infatti se oA a2,..., an sono degli aggregati misura-

bili, & misurabile il prodotto p2 di axe a2 (v. teor. prec.) ; poi,
essendo il prodotto di «1,a02,a03, uguale al prodotto di p2ed a3,
e aneli’ esso misurabile e cosi continuando si vede che €& misura-
bile il prodotto di al a2, ..., an.

Teor. 2. - Il prodotto p di una successione

1

di aggregati misurabili, ciascuno contenuto nel precedente, &€ mi-
surabile, ed ha per misura il limite per n=cc di p(a).
Dim. - Intanto

t]) Ricordo che si chiama prodotto di aggregati I’ insieme degli elementi
comuni a tutti questi aggregati.
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e poiché an+tl—an & misurabile (p. 12, teor. 1), anche
o
In(@aw 1—ar) & misurabile (p. 9, teor. 1), ed infine anche p

€ misurabile (p. 12, teor. 1).
Inoltre (p. 10, teor. 3 e p. 13, § 2, teor. 2), &

Cor. - Il prodotto p di una infinitd numerabile

alsa2)als

di aggregati misurabili & misurabile.
Dim. - Infatti detto pnil prodotto di ax, a2, ..., an, I"aggre-
gato p e il prodotto degli aggregati

VuPnVz,---

ciascuno misurabile e ciascuno contenuto nel precedente, e quindi
€ misurabile (v. teor. prec.).

4. Cor. 1L - La misura di un aggregato misurabile non cam-
bia se a questo aggregato si aggiunge o si toglie un aggregato
trascurabile (p. 8, 8§ 5, def. ; p. 10, teor. 3 e p. 13, § 2, teor. 2).

Cor. 2. - L’aggregato a dei punti interni di un boreliano
semplice b € misurabile ed ha per misura la lunghezza I(b) di b.

Dim. - Infatti b—a € finito o numerabile e quindi & tra-
scurabile, ed allora p@ —p@® (cor. prec.), ma pb = I
(p. 9, teor. 3), dunque € p(a)=Z(0).
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5.

Funzioni misurabili.

1. Funzioni misurabili. — 2. Somma di funzioni misurabili. — 3. Diffe-
renza di funzioni misurabili. — 4. Prodotto di funzioni misurabili. — 5. Quo-
ziente di funzioni misurabili. — 6. Limite di una successione di funzioni
misurabili. — 7. Esempi di funzioni misurabili.

1. Sia f(t) una funzione reale definita in un aggregato mi-
surabile g di punti di una retta (®, Le condizioni:
A) Per ogni numero reale a € misurabile I'aggregato A
dei punti di g in cui f(t)”™>a;
B) Per ogni numero reale a & misurabile I'aggregato Bu
dei punti di g in cui a;
C) Per ogni numero reale a € misurabile I'aggregato (7a
dei punti di g in cui f(t) a;
D) Per ogni numero reale a &€ misurabile I’ aggregato D
dei punti di g in cui f(t)< a;
sono equivalenti.
Infatti essendo Aa+ Za= Ba-f Ca-=g, ¢ evidente che la

misurabilita di uno degli aggregati AA e Da trascina quella del-
Faltro, e che la misurabilita di uno degli aggregati Ba e <a tra-

scina quella dell’ altro, e che quindi sono equivalenti le condizioni
ij e Dj, e le condizioni B) e C).

Per dimostrare completamente I'asserto basta allora dimo-
strare che sono equivalenti le condizioni A) e B). Ora Aa ¢ la
somma degli aggregati BA++ (n= 1,2,...), e dalla misurabi-

lita dei Bx consegue quella degli Ax (p. 9, teor. 1). Dunque dalla
B) consegue la A). Analogamente Ba ¢ il prodotto degli aggre-
gati Aa_ L (nh=1 , 2 equindidalla misurabilita degli Aa
consegue quella dei Ba (p. 14, cor. dei teor. 2), e dalla condi-

zione A) consegue la B).
Cio premesso noi daremo la seguente
Def. 1. - Quando una funzione reale (i) e definita in un

Cioé tale che per ogni punto di J abbia un valore reale finito.
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aggregatemi isurabile g di punti di una retta e soddisfa ad una delle
precedenti condizioni A), B), C), D), e quindi a tutte, si dice
che e una funzione misurabile.

Talvolta capita di dover considerare, dato un aggregato mi-
surabile g, una funzione reale f{x) che e definita in tutti i punti
di g all’ infuori che in un aggregato trascurabile & di punti, ed
allora diremo che f(x) e definita generalmente in g.

Def. 2. - Una funzione reale f[t) definita generalmente in
un aggregato misurabile g, si dice che & misurabile in g se é
misurabile nel sub-aggregato di g in cui essa & definita.

2. Teor. 1. - La somma di due funzioni /i ed f2 misurabili

€ misurabile.
pim. - Infatti se r € un numero razionale, indicando con
Hr I’ aggregato dei punti in cui ed f2f>a.—r, si vede

che Hr e misurabile perché prodotto di aggregati misurabili. La
somma H degli Hr (¥ € quindi pure misurabile. Nei punti di H &
A+ 7~>a- Viceversa ogni punto in cui /I-l-/2 @ appartiene ad
H, perché se /i+/2>a, sara fi-\-fff>a + €, dove e & un numero
~>0 sufficientemente piccolo. Esistera allora un numero razionale
r percui /1> ~> [i—eg, dacui /i>r, ed /*+r>ft+ {f—9)=
(fi+ fiy—e>a, ossia f2~f>a—r , ed il punto appartiene ad H.
Si conclude che per ogni numero reale a & misurabile |'aggre-
gato dei punti in cui fi f2f>a, e che quindi fx-f-ft ¢ misu-
rabile (2.

Consegue subito il

Teor. 2. - La somma di un numero finito di funzioni mi-
surabili € misurabile.

3. Teor. 1. - Se f & una funzione misurabile, anche —f &
misurabile.

Dim. - Infatti |I'aggregato dei punti in cui — fi> a coincide
con quello in cui f< a, e quindi € un aggregato misurabile, e
la — f soddisfa alla condizione B).

P) E noto che i numeri razionali I' sono una infinitd numerabile.
(2 In queste e nelle seguenti dimostrazioni ci si riferisce, il che é suf-
ficiente, solo ai punti in cui le funzioni in discorso sono definite.



Teor. 2. - La differenza di due funzioni fxed f2 misurabili
€ misurabile.

Dim. - Infatti fx— f2=/i+ {—f2 e quindi fx—f2 é la som-
ma di due funzioni misurabili, ed € percio misurabile (p. 16, § 2,
teor. 1).

4. Teor. 1. - Il prodotto di due funzioni fx ed f2 misurabili &
misurabile.

Dim. - Supponiamo dapprima che le due funzioni siano posi-
tive dovunque sono definite. Allora, se r € un numero razionale
>>0. indicando con Hr I'aggregato dei punti in cui /i>>r, ed
/2> a:r, si vede che Hr ¢ misurabile perche prodotto di aggre-
gati misurabili.

La somma H degli aggregati Hr & quindi pure misurabile.

Nei punti di Viceversa ogni punto in cui
«a aDDartiene ad h . nerché. se sara
con e sufficientemente vicino ad 1.
Esistera allora un numero razionale r per cui
da cui ossia

ed il punto appartiene ad H. Si conclude che per ogni numero
reale a (J) € misurabile I’ aggregato dei punti in cui
e che quindi /j - /0 € misurabile.

Essendo poi
si conclude che il teor. & vero tutte le volte che ognuna delle
funzioni ha segno costante.

Per trattare la questione in generale si indichi con (n—1,2)
la funzione che coincide con fn dove fn ¢ positiva, ed & nulla
negli altri punti, e si ponga Evidentemente le

funzioni fned fn sono misurabili ed hanno segno costante, e
poiché

risulta che fx-f2 & misurabile.

Consegue subito il

Teor. 2. - Il prodotto di un numero finito di funzioni mi-
surabili & misurabile.

fl) Per a < 0 la cosa é evidente.
(2 La .fr; sara solo definita dove lo é la f

M2 vitari — Lexioni di geometria nello spaxio hilbertiano 2
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5. Teor. 1. - Se f(t) & una funzione misurabile che si
annulla solo in un aggregato trascurabile, la 1:f(t) e pure mi-
surabile (J).

Dim - Infatti I' aggregato dei punti in cui 1:£>a se a>0,
e quello dei punti in cui 0< f<f1l:a; e se a<CO0, e quello dei
punti in cui o 0,0f<fl:a;sea= 0, é quello dei punti in cui
/>0, ed in tutti i casi & misurabile. Dunque I:f & misurabile.

Consegue il seguente

Teor. 2. - Se /i ed fzsono due funzioni misurabili ed &
trascurabile I'aggregato dei punti in cui 2= 0, la fxft & mi-
surabile.

Infatti fiift=f_ - (1:/0).

6. Dee. - Una successione di funzioni

) fu fitf & - - -,

definite generalmente in un aggregato g, si dice convergente ge-
neralmente in g se converge in tutto g, fuorché in un aggregato
trascurabile.

Teor. - Il limite f di una successione (1) di funzioni misu-
rabili, convergente generalmente in un aggregato misurabile g, &
una funzione misurabile.

Dm. - Se a € un numero reale, I'aggregato H dei punti in

cui /m>>a €& la somma di quegli aggregati Hnpin cui frf>a + -
per ogni r~*>n, e dove p ed n sono numeri interi > 0. Infatti
€ evidente che, se f*> a, esiste unintero p> 0 per cui fA>a-f- —

e che quindi esiste un intero n™> 0 tale che per ogni rf>n &

fr> a+ -i-, e che viceversa quando questo avviene & f~>a.
Ora Hnp €& misurabile, perché é il prodotto degli aggregati
Kr,p{r*>n) in cui fr*>a + ed i Krp sono misurabili. Dun-

que H e misurabile, ed infine f & misurabile.f

(* La L f (f) & definita solo dove lo & la T e dove non e /= 0, cioé
all’ infuori di un aggregato trascurabile. Essa ¢ dunque generalmente definita.
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7. Def. 1. - Se g € un aggregato misurabile di punti di
una retta, se f & una funzione generalmente definita in g, che
all infuori di un aggregato trascurabile acquista solo un numero
finito od una infinita numerabile di valori finiti diversi, e se ogni
aggregato in cui assume lo stesso valore € misurabile, si dice
che f & quasi-costcinte in g.

Teor. 1. - Una funzione quasi-costante & misurabile.

Dim. - Infatti, se f & quasi-costante, ed a & un numero reale,
I’aggregato Aa dei punti in cui fA>a & la somma degli aggre-
gati di punti (aggregati in numero finito o in una infinitd nume-
rabile) in cui f acquista un medesimo valore )>a, e quindi AX
€ misurabile, ed infine f & misurabile.

Teor. 2. - Una funzione f(t) continua in un segmento (p, g
€ misurabile.

Dim. - Infatti, per ogni numero intero rc)>0, noi possiamo
dividere (p,q) in un numero finito di parti, il cui aggregato noi
indicheremo con An, tali che*in ognuna di tali parti I’ oscilla-
zione di f sia <1 :n. La funzione fn, che in ciascuna di tali
parti coincide col limite inferiore di f in detta parte 0), € una
quasi-costante e quindi misurabile. La f & uguale a limfn, e

n=
quindi & misurabile (p. 18, § 6).

Def. 2. - Una funzione che & nulla in tutti i punti di un ag-
gregato g all' infuori di un aggregato trascurabile in cui pud
anche non essere definita, si dice generalmente nulla in q.

Evidentemente una funzione generalmente nulla in un ag
gregato misurabile € misurabile.

Def. 3. - Due funzioni che differiscono per una funzione
generalmente nulla si dicono generalmente uguali, ed anzi, quando
noi diremo nel seguito che un fatto avviene generalmente in
intenderemo dire che esso si verifica in tutti i punti di all’in-
fuori di un aggregato trascurabile.

fi) Questo limite e finito, essendo f continua.
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6
Funzioni quasi-costanti sommabili e loro integrazione.

1. Funzioni quasi-costanti sommabili. — 2. Integrale di una funzione
quasi-costante sommabile. — 3. Proprieta degli integrali delle funzioni quasi-
costanti.

1. Def - Se f(t) € una funzione quasi-costante in g, se
@ AL R2,A3, L.
sono i diversi valori che essa assume, se yn € |'aggregato dei

punti in cui f(t) = Xn, si dice che la f(t) e quindi anche il
modulo \f(t)\ della f{t), € sommabile in g, se e soltanto se la serie

(@) MW G- Rp)+ B3+ -,

(in cui si intenda che un termine A,.u(yM sia zero se il fattore
An é = 0, anche se I'altro fattore p(yn) € infinito) ha termini
finiti ed e assolutamente convergente.

E evidente che se f(t) & una quasi-costante e se g & diviso
in una infinitd numerabile di aggregati misurabili

(3) 01.08,03, -,

tali che in ciascuno di essi la f(t) abbia un medesimo valore 2,
anche se i valori delle varie In non sono diversi fra loro, condi-
zione necessaria e sufficiente perché la f{t) sia sommabile in g
e che la serie

%) IN.pOi) + h . pidi) + 78-p(03) +
sia a termini finiti ed assolutamente convergente.

2. per. - Se una funzione quasi-costante & sommabile ing,
se (1) sono i diversi valori che essa assume, e se yn € |'aggre-
gato dei punti in cui f(t)= An, la somma della serie (2) (somma
che é indipendente dall’ ordine dei termini) si chiama I’ integrale
della f(t) esteso a g, e si indica con

if.M.

9

E evidente che se f(t) & una quasi-costante sommabile in$r,
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e se g € diviso in una infinith numerabile di aggregati misura-
bili (3), tali che in ciascuno di essi la f(ty abbia un medesimo
valore 1mi anche se i valori delle varie in non sono diversi fra

loro, v" ff-dt € anche dato dalla somma della serie (4) (somma
9
che & indipendente dall’ ordine dei termini).

3. Teor. L - Se f e @ sono due funzioni quasi-costanti
sommabili in g, e se in tutto g € f7> @, si ha

Dim - Se (1) sono i diversi valori che f assume in g, se

® X A2, A3, ...

sono i diversi valori che @ acquista in g, se yn € I'aggregato
dei punti in cui +— aAh, e se y' & I aggregato dei punti in cui
w— xn, Se e il prodotto degli aggregati yr e y', si ha, per
un yr s non nullo, Ar>A"'. Poi

e quindi

Consegue il
Cor. - Se t € una quasi-costante sommabile in g, si ha

Teor. 2. - La somma di due funzioni quasi-costanti somma-
bili in g ¢ essa pure sommabile in g, e si ha
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Dim. - Intanto se (1) sono i diversi valori che acquista /',
se (5) sono i diversi valori che acquista ¢, se yn e I aggregato
dei punti in cui f=\n, e se yn & I'aggregato dei punti in cui
@= MXi se yhi e il prodotto degli aggregati yI" e y', si ha

ma le ultime due serie sono assolutamente convergenti a causa
della sommabilita delle / e ip, dunque anche la prima serie € as-
solutamente convergente, e quindi la f-j- @ € sommabile. Ed
inoltre dalla precedente uguaglianza consegue

Teor. 3. - Una quasi-costante sommabile in un aggregato g
€ anche sommabile in ogni sub-aggregato misurabile di g.

Dim. - Infatti se f & una quasi-costante sommabile in g, se
(1) sono i diversi valori che essa assume, se yn € I’ aggregato dei
punti di g in cui f=\r7 se g € un sub-aggregato misurabile di
g, e se Y, é il prodotto di g' con yn, € py*)< p(yM e quindi
[Kp@) I< IMu () I, e dalla convergenza assoluta della serie
(3) consegue la convergenza assoluta della serie

e quindi la sommabilita di f in g".
Teor. 4. - Se
(6)

sono degli aggregati misurabili a due a due distinti, se g €& la
loro somma, e se f & una quasi-costante sommabile in g, si ha

Dim. - Se (1) sono i diversi valori che f acquista in g, e
se yn & I'aggregato dei punti di g in cui f=\n) e se yhni ¢ il



c. d d
Teor. 5 - Se (6) sono degli aggregati misurabili a due a
due distinti, se g & la loro somma, e se f & una quasi-costante

sommabile in ciascuno degli aggregati (61, e se & convergente
la serie

la f & sommabile in g (e quindi si pud applicare il teor. prec.).

Tim - Siano (1) i valori di f in &, sia yn I'aggregato di
punti di g, in cui f=\ni e sia yri1 il prodotto di gre di v,.
Sara

e quindi la f & sommabile in g.

Teor. 6. - Se f e una quasi-costante sommabile in g, anche
C uf, dove C e una costante, & una quasi-costante sommabile
in 9, ede

Dim - Se (1) sono i diversi valori che f assume in g, e se
yn & Maggregato dei punti in cui f= A, la C-f ha in yn il
valore C-\n, e quindi & quasi-costante, ed inoltre, convergendo
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assolutamente la serie (2), converge assolutamente anche la serie
ZNOmmu(yr), e quindi C-f & sommabile in g. Inoltre es-
sendo 2NC.AN- U (Y,) = G- ZnNA\Mpu (YY) €

c. d. d.

4. Teor. - Se f & una funzione generalmente costante in gT
e se u(@ & un numero finito, ese C ¢ il valore di /" la f & som-
mabile in ji, ed &

Dim. - Infatti la f e quasi-costante, e la corrispondente se-
rie (2) si riduce al solo termine C-\"{g)) e quindi la f ¢ som-

7.

Funzioni misurabili sommabili e loro integrazione.

1. Maggioranti e minoranti di una funzione misurabile. — 2. Funzioni
sommabili e loro integrale. — 3. Alcuni teoremi. — 4. Teorema del valor
medio.

1 Def. - Si chiama maggiorante di una funzione /* misu-
rabile in g, ogni funzione Y quasi-costante per la quale & gene-
ralmente in g soddisfatta la disuguaglianza e si chiama
minorante di f ogni funzione quasi-costante Y, per cui sia Y </
generalmente in g.

Teor. - Se una funzione f misurabile in g ha una maggio-
rante @ ed una minorante Y sommabili in g, esistono innumere-
voli di tali maggioranti e di tali minoranti, ed i loro integrali
estesi a g formano due classi contigue.

Dim. - Dividiamo la retta r, su cui giace g, in segmenti di
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lunghezza 1. In ciascuno di questi segmenti sara contenuto un
sub-aggregato di g misurabile e di misura < 1.

Siano
O\i 9ii 93i
questi aggregati. Allora g sara la somma di questi gn, e sara
Hgr) > 1-
In gnle e Y sono quasi-costanti, sommabili (p. 22, teor. 3).
Siano
hihihe ..
i valori di @ in o, e
N, A2,A3, ...

i valori di ¢in g.
Sia gHys I’ aggregato di punti di gnin cui P=1re P=Ab5.
Sara

Dividiamo [ intervallo (7r,AJ in un numero finito di parti
di lunghezza €:2n, dove € € un qualunque numero reale ]> o0
prefissato. L'aggregato gn<r,s restera diviso in un numero finito
di sub-aggregati gnr,sq in ciascuno dei quali la f & sempre
compresa in una medesima di dette parti di (Ir, \s), i cui estremi
noi indicheremo con

Poiché

essendo assolutamente convergenti le serie

lo sono anche le serie

e quindi la funzione €1} che in ogni gnr,sq ha il valore Inrsq,
e la funzione U} che in ogni gnrs,q ha il valore ABA(ii3 sono

(*) Infatti se B L <1 .7 € quindi, se le serie
sono assolutamente convergenti, converge la serie
ed infine la serie e perd la serie 2NiN & assolutamente convergente.
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delle quasi-costanti sommabili in g, e la Y1 € una maggiorante
di f, e la yx & una minorante di /.
Si ha subito

Ma € pud essere preso piccolo a piacere, e quindi gli inte-
grali delle maggioranti e delle minoranti sommabili di /formano
due classi contigue. c. d d

2. Def. 1L - Una funzione misurabile si dice sommabile se
ammette una maggiorante ed una minorante sommabili.

Def. 2. - Se t € una funzione sommabile in g, il numero di
separazione delle classi formate cogli integrali in g delle maggio-
ranti e delle minoranti sommabili si chiama Iintegrale di /', e si
indica con

Fdt-

3. Teor. 1. - Se & una funzione misurabile in g, e se in
tutto g (escluso al piu un aggregato trascurabile) e /~>0; con-
dizione necessaria e sufficiente perché f sia sommabile in g & che
f abbia una maggiorante sommabile in g.

Dim. - Infatti la funzione Y, che & nulla in tutto g, & una
minorante di /'sommabile in g, e quindi f ha una maggiorante
ed una minorante sommabili, ed allora & essa stessa sommabile.

Teor. 2. - Se f e una funzione sommabile in g, ed & in

tutto g (escluso al pil un aggregato trascurabile) 0, si ha

9
Dim - Infatti I’ integrale della minorante nulla di f & uguale
a Xxero.
Teor. 3. - Condizione necessaria e sufficiente perché una fun-
zione f sia sommabile in g & che il suo modulo [N\ sia somma-
bile in g.
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Dim. Intanto, se ¥\ & sommabile in g, e se ¢ & una mag-
giorante sommabile di \f\) la @ € pure maggiorante di % e — @
€ minorante (evidentemente sommabile) (p. 23, teor. 6), e quindi
f & sommabile. Inversamente, se f &€ sommabile, e se @ e Y sono
una sua maggiorante ed una sua minorante sommabili; dalle
0> f> Yconsegue A< [pl{- Y| Inoltre jple W] sono som-
mabili (p. 20, § 1, def), e quindi Jo] + ] & sommabile (p. 21,
teor. 2), ed infine M\ & sommabile (v. il prec. teor. 1).

Teor. 4. - Se f & sommabile in ¥, e se g € un aggregato
distinto da g; la funzione f\, che in g coincide colla / e che &

nulla in g\ & sommabile in ~=g-\-g* ed e Jfcdt=Jf-dt.
r 9

Dim. - Basta considerare le maggioranti e minoranti di
che sono nulle in g'.

4. Teorema del valor medio. -~ Se f é una funZione somma-
bile in un aggregato g di misura finita, &

dove M é un numero compreso fra il limite inferiore | ed il li-
mite superiore L di f in g.

Dim. - Infatti, se | & finito, la funzione che in tutti i punti
di g ha il valore |1 & una minorante sommabile di f, il cui inte-
grale vale I ™Ng) (p. 24, § 4, teor). Si conclude che

Basta questo per provare che, quando uno dei due numeri |
ed L é finito, vale il teorema.

Se poi | ed L sono entrambi infiniti, il teorema & evidente per
se, perché allora sara 1= — 00 ed L=-foo.
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8.

Proprieta generali
degli integrali delle funzioni sommabili.

1. Integrale di somma di funzioni sommabili. — 2. Integrali estesi a
somme di aggregati. — 3. Integrali di differenza di funzioni sommabili. —
4. Altri teoremi sugli integrali. — 5. Assoluta continuita.

1. Teor. 1. - Se fi ed f%sono due funzioni sommabili in g,
anche f + f & sommabile in g (), ed ¢

Dim. Intanto, se ¢ una maggiorante sommabile di f, e
se @2 ¢ una maggiorante sommabile di /«; la  + @2¢ una mag-
giorante di fi-\-fi, ed & sommabile (p. 21, teor. 2). In modo
analogo si vede che f -{- f2 ba una minorante sommabile, e si
puo concludere che f . 6 ¢ sommabile in g.

Se poi si osserva che, se 9 e @2 sono maggioranti somma-
bili di fi ed 2, e, se Yi e Y2 sono minoranti sommabili di f ed
f2, si ha (p. 21, teor. 2)

Consegue il
Teor. 2. - La somma di un numero finito di funzioni som-

mabili in un medesimo aggregato g & pure una funzione somma-

0 con fi+ f2 indico la funzione, generalmente definita in J, che nei
punti in cui /i ed f2 sono entrambe definite vale la loro somma.
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bile in g, e I'integrale della somma & uguale alla somma degli
integrali delle singole funzioni.

2. Teor. 1. Una funzione f sommabile in g ¢ anche somma-
bile in qualunque sub-aggregato g misurabile di g.

Dim. - Infatti ogni maggiorante sommabile di f in g é mag-
giorante di f in g\ ed &€ sommabile in g (p. 22, teor. 3). Ana-
logamente ogni minorante sommabile di f in g € anche una mi-
norante di f in g\ ed & sommabile in g'. Consegue chefé som-
mabile in g (p. 26, def. 1).

Teor. 2. - Siano

(1) 9u9t,g%,---

degli aggregati misurabili di punti di una stessa retta, a due a due
distinti, in numero finito od in una infinita numerabile, e sia g
la loro somma. Allora, per ogni funzione /'sommabile in <, si ha

Dim. - Siano ¢ e Y una maggiorante ed una minorante di
f sommabili in g. Esse sono tali anche nei singoli gn, e si ha

Dunque 2n f dt & compreso fra gli integrali delle maggio-

9n

ranti e delle minoranti sommabili di f in g, e quindi & uguale

ad Jf'dt. c. d d

9
Cor. - Se f & una funzione sommabile in g, se g & un sub-

aggregato misurabile di #, se infine S=g—g\ si ha



da cui consegue la (2)

Teor, 3. - Se (1) sono degli aggregati misurabili di punti
di una medesima retta, a due a due distinti, in numero finito od
in una infinita numerabile, se g € la loro somma, e se f & una
funzione sommabile in ciascuno degli aggregati (1), e se e con-
vergente la serie

(questa ultima condizione é verificata se gli aggregati (1) sono
in numero finito); la f & sommabile in #, ed &, in virtu del pre-
cedente teorema,

Dm. - Poiché J{ &€ sommabile in gn, & possibile trovare in
gn una maggiorante <, di \\ per cui

Ora se @ € la funzione, definita generalmente in g, che in
ogni @, coincide generalmente con {m, la (3) diventa

e poiché la serie che ha per termini i secondi membri delle (3"
converge, ed i primi membri delle (3") sono positivi, converge la
serie
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e quindi la @ € sommabile in g (p. 23, teor. 5). Ma ¢ € una
maggiorante di |/l in g, e quindi \A\\ & sommabile in g (p. 26,
teor. 1 e 3).

Cor. 1. - Supponiamo che (1) siano una infinita numerabile
di aggregati misurabili di punti di un medesima retta, a due a
due distinti, e che g sia la loro somma. Se f & una funzione
sommabile in ciascuno degli aggregati (1), e se esiste un nxtale

che in g—"rgr sia f*>0, e se inoltre la serie
1

converge; la f &€ sommabile in g, e quindi vale la

o .. - Infatti, nelle nostre ipotesi, essendo + — \i nei gn con

n~>nx, e quindi in tali gn j\f\dt=Jf-dt, consegue che, es-

9n 9n
sendo convergente la lo é la Zﬂl\f\dt, e si pub
9n 9n
applicare il teor. 3.
cor. 2. - SE
@) Ti,T*,78,.--

€ una infinita numerabile di aggregati misurabili, ciascuno con-
tenuto nel successivo, e se g & la loro somma, se f & una fun-
zione sommabile in ciascuno degli aggregati (4), e se esiste un
nx tale che in ¢ —y/ sia fA>0, e se inoltre esiste ed é finito il

lim f dt; la f & sommabile in <, ed &
n=aDj

Yn
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Dim. - Infatti le ipotesi e la tesi di questo cor. si riducono
a quelle del precedente, se si pone

9= Tit 2="12—+7., 53= 13— Ts, - - -

3. Teor. L - Se f & sommabile in <, anche C-f dove C &
una costante, € sommabile in g, ed &

9 9

Dim. - Infatti se @ e Y sono una maggiorante ed una mino-
rante di f sommabili in & anche le C.¢@ e C-y sono una
maggiorante ed una minorante di Cwaf sommabili in g (la C-¢@
sara la maggiorante se C~>0, ed .altrimenti sara la minorante).

Ed allora P essendo compreso fra

e coincidera con

Cor. - Se f & sommabile in gi anche — f € sommabile in g,
ed é

Teor. 2. - Se A\ ed ft sono due funzioni sommabili in g,
anche f —f, € sommabile in ed &

Dim - Infatti
fi—nr=fi+ (—fi)s

e quindi, essendo f e — f2 sommabili, si ha (p. 28, teor. 1)
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Teor. 3. - Se /i ed ft sono due funzioni sommabili in g, e
si ha, generalmente in g, e

Dim - Infatti, essendo, generalmente in

(p. 26, teor. 2), e quindi

ed infine c. d d

4. Teor. 1. - Se f & sommabile in g, se (1) sono dei sub-
aggregati misurabili di gi ciascuno contenuto nel precedente, e se
g' ¢ il loro prodotto, si ha

Dim - Infatti, se si pone

(«=1,2, 3,...),
si ha
e
e quindi (p. 29, teor. 2 e cor.)
c. d d

~A—1 =71

o. vicar: — Lexioni di geometria nello spaxio hiloertiano s
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5. Sia /'una funzione sommabile e generalmente in g, ed,
essendo n un qualunque numero intero > 0, indichiamo con gn
I’ aggregato dei punti in cui f<in. Poniamo poi dn= g—gn. Il
prodotto degli aggregati dA € di misura nulla, e quindi

Allora, prefissato un numero reale €> 0, ¢ possibile trovare

un valore ri di n per cui | f-dt|«<e: 2.

8«/
Se ora si pone

si vede che, se y € un qualungue sub-aggregato misurabile di g
per cui p(y)<>2, se y' indica il prodotto di ye di gn, e y" in-
dica il prodotto di y e 3,,, € y= y' -f-y", ed inoltre
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Si conclude che, se f & una funzione sommabile e general-
mente >0 in <, é possibile, prefissato un numero reale €~>0,
trovare un numero reale m~>0 tale, che per ogni sub-aggregato

misurabile y di g di misura <~m, si abbiaJdf-dt<”/s.

Y
Ne consegue che, se f € una qualunque funzione sommabile
in e possibile, prefissato un numero reale e>0, trovare un
numero reale ?n™>0 tale che per ogni sub-aggregato misura-

bile y di g di misura <C?n, si abbia j \f\dt<"sie poiché (p. 34,

teor. 2) y
si ha il

Teor. 1. - Se f & una funzione sommabile in g. & possibile,
per ogni numero reale €7>0, trovare un numero reale 0

tale che per ogni sub-aggregato misurabile y di g, con p.(y)<"V/2,
si abbia

per. - La proprietd delle funzioni sommabili enunciata dal
teorema precedente si suole indicare dicendo che P integrale di
una funzione sommabile e assolutamente continuo.

Teor. 2. - Se f & una funzione sommabile in un aggregato
g di punti di una retta r, se t indica un punto qualunque di r,
e se gt € Paggregato dei punti di g che cadono alla sinistra di tf
la funzione

e continua.

Djm - Intanto, per I’ assoluta continuita dell’ integrale di f,
prefissato un numero reale €> 0, & possibile trovare un numero
reale m”~>0 tale che, per ogni sub-aggregato misurabile y di g per



dove gth indica I’aggregato dei punti di g che cadono nel tratto
che ha per estremi i punti t e t h , aggregato che ha certa-
mente misura e quindi misura <~m.

Allora, qualunque sia il numero reale s>0, esiste un nu-

mero reale m”~>0 tale che, per ogni h con valore assoluto <Zmi
si abbia

e questo significa che la F(t) e continua. c. d d

9.
Funzioni limitate.

1. Funzioni ari integrale nullo. — 2. Funzioni misurabili limitate. — 3.
Sommabilita di una funzione sommabile limitata in un aggregato di misura
finita. — 4. Sistema di infinite funzioni ugualmente limitate. — 5. Permu-
tabilita di limite ed integrale. — 6. Funzioni integrabili secondo r icmann

1. Def. - Una funzione sommabile in un aggregato g si dice

ad integrale nullo, se in qualunque sub-aggregato misurabile ¢
di g, si ha

thor. 1. - Se, generalmente ing, €t > .. € S€If-dt=

oy

g
la f & ad integrale nullo.

Din. - Infatti, se y & un sub-aggregato misurabile di g, posto

0—g—y, si ha jf-dt=Jf-dt—If-dt ~Jf- dt=0, ed inoltre

v 9 8 g
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Jf- dt>0, dunque j f-dt —0, e quindi la fé ad integrale nullo

Y Y
in g

Teor. 2. - Condizione necessaria e sufficiente perché una
funzione f sommabile in g sia ad integrale nullo e che essa sia
generalmente nulla.

Dim. - Intanto, se f & generalmente nulla, il suo integrale
esteso a qualunque sub-aggregato misurabile di g € nullo (p. 24,
§ 4) e quindi la f & ad integrale nullo. Se poi f €& general-
mente ~ 0 in g senza essere generalmente nulla, esistera un sub-
aggregato y di g di misura >0 in cui f resta > di un numero

fisso p~>0 ed allora jf. dt*>jpmdt= p-p(y)> 0, e la f non ¢

Y Y
ad integrale nullo. Si conclude che, se f & generalmente =>0,

ed é ad integrale nullo, essa & generalmente nulla.

Infine, se fé una funzione sommabile in g ad integrale nullo,
se y e il sub-aggregato di g in cui & f> 0, poiché evidentemente
f & ad integrale nullo anche considerata in y, essa & in y gene-
ralmente nulla. In g—vy la —f & generalmente ~ 0 ed & pure
ad integrale nullo, quindi —f € in g—y generalmente nulla;
ed infine f € in ¢ — y generalmente nulla. Allora, essendo f ge-
neralmente nulla tanto in y quanto in g—vy, lo & anche nella
somma di questi due aggregati, e quindi la f & generalmente
nulla in g.

Teor. 3. - Sia f una funzione sommabile in g, sia gt I’ ag-
gregato dei punti di g che precedono il punto t della retta r su

cui giace g. Se, qualunque sia i, si ha jf.dt —O0, la fé gene-
si
Talmente nulla in g
Dim. - Basta provare che, nelle ipotesi del teor., la f ha nulli
tutti gli integrali estesi ai vari sub-aggregati misurabili di g. In-
tanto, se (p, @ € un tratto qualunque di r e se p<,q, I aggre-
gato dei punti di g che cadono in (p, §) é la differenza di gq e gp,

e, poiché I'integrale di f esteso adessoejf-dt ~ jf' dt—0—0=0,

9q 9p
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si conclude che jf.dt= 0 tutte le volte che y e | aggregato
.

dei punti di g che cadono in un tratto. E poiché ogni boreliano
semplice & I'insieme di un numero finito o di una infinita nu-
merabile di tratti, si conclude (p. 29, teor. 2) che I'integrale di
f esteso all’aggregato dei punti di g che appartengono (0 come
interni o come estremi) ai vari tratti di un boreliano semplice,
ha valore zero.

Consideriamo ora un qualunque sub-aggregato misurabile y

di (, e passiamo a provare che si ha jf-dt —0. Intanto, pre-
Y
fissato un numero reale € 0, € possibile trovare un numero
reale m~>0 tale che in ogni sub-aggregato misurabile di g, di
misura <Cm, il modulo dell'integrale di f esteso ad esso sia <”¢.
Consideriamo ora una copertura c di vy, tale che p.e—
Evidentemente, se y' & il prodotto di g e c, y & un sub-aggregato
di y'. Inoltre, se poniamo &6—y —y, € M(d)<™9n. Allora

E per I'arbitrarieta di e

r
Jf.dt—o0. ¢c. d d

Y
Teor. 4. - Sia f una funzione sommabile in g, sia gt I'ag-

gregato dei punti di g che sono alla sinistra di un punto t della
retta r su cui giace g\ se per ogni valore razionale di t si ha

jf.dt —o0, la f e generalmente nulla in g.

ot
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Dim. - Basta provare che nell’ipotesi del teorema sono nulli

tutti gli integrali Jf-dt, qualunque sia t. Cio e evidente, per-

ot

che la funzione F (t)—j f mdt ¢ continua, ed essendo nulla per

ot
tutti i valori razionali di t & nulla per qualunque valore di t

2. Def. - Una funzione f, definita generalmente in g, si dice
limitata, se esiste un numero reale M”~>0 per cui sia, general-
mente in <, jA\<C_M.

3 Teor. - Una funzione f misurabile e limitata in un ag-
gregato g di misura finita € sommabile.

Dim. - Infatti, se M & un numero ]>0, per cui sia, gene-
ralmente in g, f\xdM, la funzione @ che in tutto g & uguale
ad M, e la funzione Y che in tutto g & uguale a — M sono una
maggiorante ed una minorante di f sommabili (p. 24, teor.), e
quindi / ammettendo delle maggioranti e delle minoranti som-
mabili, & essa pure sommabile. c. d d

4. Def. - Piu funzioni che costituiscono una infinita nume-
rabile, definite generalmente in g, si dicono ugualmente limitate,
se esiste un numero reale M”~>0, per cui il modulo di ognuna
di dette funzioni sia generalmente in g minore di M.

5 Teor. - Se
() n.n, /3,....

€ una successione di funzioni misurabili ed ugualmente limitate
in un medesimo aggregato g di misura finita m, e se la (1) €
generalmente convergente verso una funzione / la f & limitata
e misurabile, e si ha

Dim. - Intanto, per le ipotesi fatte, esistera un sub-aggregato
g di g con plg)= m, ed un numero reale M~>0 tali che in
ogni punto di g la (1) converga e sia \fn\<”M, qualunque sia n.
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Allora da Ilimfn= f consegue che in ogni punto di g é

n*= co

\f\<*M<2M, e si conclude che la f & limitata. Essa inoltre

€ misurabile (p. 18, teor.), e quindi & sommabile (v. il prec. § 3).
Si ha poi

2 vin — A<\ fn\ -\~\f\<2M ,

gualunque sia n.

Prefissiamo un numero reale €>0 e, per ogni intero iy
indichiamo con g{ I'aggregato dei punti di g in cui per ogni
n~i sia ffn—/1<e:(2m). L’aggregato gi & misurabile, per-
che prodotto degli aggregati misurabili hn (n~>i) in cui la fun-
zione misurabile \fn—f\ & <e:(2w). Per la convergenza della
(1) verso f, ogni punto di g appartiene a qualche gt. Inoltre
ogni aggregato della successione

9Nn9:,

e contenuto nel successivo, ed allora ogni aggregato della succes-
sione

(3) 8i= g'— gu d2=g '— gi} 03= g'— gS,....

€ misurabile e contiene il successivo, ed il prodotto degli aggre-
gati (3) € nullo. Si conclude che

e quindi che esiste un i tale che, per ogni sia
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6. Teor. - Se f & una funzione misurabile limitata integra-
bile secondo riemann in un tratto finito (a, b), con a<”b, e se
con g indico I aggregato dei punti che costituiscono il tratto
(a, b, si ha

dove con Rj indico Fintegrale secondo Riemann.

Dim. - Intanto ricordo che, se f & integrabile secondo Riemann
in (& 0), se si divide il tratto (a, b) in un numero qualunque
finito di parti, che si indicheranno esse e le loro lunghezze con
(1) hi, hein .,

e se con Li e con 1%si indicano il limite superiore ed inferiore
di T in hi, le sommatorie dei tipi

Lihi , 2» li hi
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corrispondenti alle varie suddivisioni di (a, b) formano due classi
contigue, ed il numero di separazione di queste classi & proprio
I’integrale secondo Riemann della f esteso ad (a, b).

Per dimostrare il nostro teorema bastera allora provare che

jf- dt & il numero di separazione di dette classi. Cio & facile,
9

perche, se si considera una divisione (1) di (a, 6), e si indica con
gt I'aggregato dei punti di hi, si ha

10

Funzioni a quadrato sommabile

1. Prime proprieta delle funzioni a quadrato sommabile. — 2. Funzioni
normali. — 3. Coppie di funzioni fra loro ortogonali. — 4. Disuguaglianza

di Schwarz.

1. Teor. - Se /i ed f2sono due funzioni a quadrato som-
mabile in un aggregato &, anche il prodotto fx-f2é& sommabile
in g.

Dim. - Basta dimostrare che i -f21 ¢ sommabile in g
(p. 26, teor. 3). Sia gx I aggregato di punti g in cui Ji11>1/21: In
gi una maggiorante sommabile di f\ lo e pure di |/i -f2\ e quindi
la In -/2! @ sommabile in gl (p. 26, teor. 1). Inoltre in g—gx
una maggiorante sommabile di fi lo &€ pure di | -f21, e quindi
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Ji-/21é& sommabile in g—g'. Consegne che & sommabile
ing=¢' + [0—0).

Cor. - Se f & una funzione a quadrato sommabile in un
aggregato g a misura finita, la f & sommabile in g

Dim - Infatti la costante 1 in g € a quadrato sommabile in
%, appunto perché g ha misura finita (p. 24, teor. 4), e quindi
il prodotto 1 -f=fé& sommabile in g

Teor. 2. - Se f & a quadrato sommabile in g, anche —f ¢
a quadrato sommabile in g.

Dim. - Infatti

Teor. 3. - Se /i ed f%sono a quadrato sommabile in g, lo
sono pure la loro somma e la loro differenza.

Dim - Infatti (/j Hbfo- = fi+2 /i -/a+ /!, ed i singoli ad-
dendi del secondo membro sono sommabili in g.

Teor. 4. - Se una funzione f a quadrato sommabile in g

non & generalmente nulla, ¢ Jf2dt”™>o0 .

g
Dim - Infatti, essendo f2> 0, ed j'f2.dt=0, la f2¢é ad

9
integrale nullo (p. 36, teor. 1) e quindi & generalmente nulla,

(p. 37, teor. 2). E allora generalmente nulla anche la f.

2. - Def. 1. - Una funzione f a quadrato sommabile in g
si dice normale in g se

Def. 2 - Normalizzare una funzione f a quadrato sommabile
e non generalmente nulla in g significa trovare un fattore co-
stante ¢ per cui fx—c-f sia normale in g.

Perche c-f sia normale in g dovra essere

e quindi
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Si vede allora che normalizzando la f si trovano due funzioni
normali che sono fra loro contrarie.

3. Def. - Due funzioni fx ed /3, a quadrato sommabile in g,
si dicono ortogonali in g, se

4. Teor. - Se fi ed f2 sono due funzioni a quadrato som.
inabile in g, si ha

(disuguaglianza di Schwarz).

Dim. - Il teor. & evidente se una delle due funzioni fx ed
f2é generalmente nulla, perche allora i due membri della rela-
zione da dimostrare sono entrambi nulli.

Se una delle funzioni non & generalmente nulla, p. es. 2,

e noi possiamo porre

Poniamo inoltre

Si ha
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o di qui si deduce la disuguaglianza di s.u. ...

Cor. 1. - Se /i ed ft sono due funzioni normali in g, si ha

e quindi anche

Cor. 2. - Se f ¢ una funzione a quadrato sommabile in un
aggregato g a misura finita, si ha

>« - Basta porre nella disuguaglianza di s....... /1=1
ed ™~ = Mm ed osservare che

(P- 24, § 4).
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FARTE 1.

SVILUPPI IN SERIE DI FUNZIONI ORTOGONALI

E

PRIME NOZIONI SULLO SPAZIO HILBERTIANO
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1.

Successioni completamente convergenti.

1. Definizioni. — 2 e 3. Alcuni teoremi. — 4. Teorema fondamentale.

1 Nel seguito di questo libro indicherd con g un aggregato
misurabile di misura finita.
Def. 1. - Una successione

@ Mmoo NS,

di funzioni, generalmente definite in g e sommabili, si dice com
pletamente convergente in <, se esiste una funzione f(t), general-
mente definita in g e sommabile, per cui si abbia

ed in tale caso si dice che la f(t) € una quasi-limite di (1).

Def. 2. - Si dice che gli integrali dei termini di una suc-
cessione (1) di funzioni, generalmente definite e sommabili in g,
sono equi-assolutamente continui, se, qualunque sia un numero
reale e~>0, é possibile determinare un numero reale ?n”™>0 in
modo che, per ogni sub-aggregato misurabile g' di g di misura
< m, sia

gualunque sia I'intero n.
Def. 3. - Una successione (1) di funzioni, generalmente de-
finite e sommabili in g, si dice una successione V in 4, se si ha

6. Vvitari — Lezioni di geometria nello spazio hilbertiano 4
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2. Teor. 1. - Due funzioni quasi-limiti di una successione
(1) completamente convergente sono generalmente uguali, e, vice-
versa, ogni funzione generalmente uguale ad una quasi-limite di
di (1) & anche essa quasi-limite di (1).

Dim. - Infatti, siano f e ¢ due quasi-limiti di (1). Si ha,
evidentemente, per ogni n,

e quindi f— @ e generalmente nulla (pp. 36-37, teor. 1 e 2) ed
f e W sono generalmente uguali.

Viceversa, se f &€ una quasi-limite di (1), e se ¢ & general-
mente uguale ad f, si ha

integrando lungo #, e tenendo conto della relazione

si ha:
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dunque lini ¥n— Y\ai=0 e la @ e quasi-limite di (1).
n=ccj
9

Teor. 2. - Se la (1) & completamente convergente, gli inte-
grali dei suoi termini sono equi-assolutamente continui.

Dim. - Sia f un quasi-limite di (1), I'integrale di f & asso-
lutamente continuo (p. 35) e quindi, prefissato un numero reale
€>0, ¢é possibile trovare un numero reale ?n'~>0 tale che, per
ogni sub-aggregato misurabile y' di gi di misura < rri, sia

jf — €:2, inoltre esiste un ri tale che per ogni n™>ri sia
Y

N fn—Adt<C.z:2. Per tali n sara j*\fn— f\dt<”e: 2.

9 ¥

D’ altra parte 0 possibile trovare un w")>0 tale che, per
ogni sub-aggregato misurabile y" di g di misura < m", sia

Se indichiamo con m il piu piccolo dei numeri ?ri ed rri\
per ogni sub-aggregato misurabile g di g di misura ><m, sara

per ogni intero n”~>0, e quindi gli integrali delle (1) sono
equi-assolutamente continui.

Teor. 3. - Una successione (1) completamente convergente
€ una successione V.
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Dim. - Infatti, se f & una quasi-limite di (1), si ha

3. Oss. - Nell ipotesi che gli integrali delle (I) siano equi-
assolutamente continui, esiste, prefissato un €~>0, un w”~>0 tale
che per ogni sub-aggregato & di g di misura < m si abbia

i fndt <0:2. Ora, indicando con &' il sub-aggregato di o

»

e si conclude che sono equi-assolutamente contilini anche gli in-
tegrali delle
(1) 1, 14, ...

Tkor. - Se la (1) & una successione di funzioni, definite ge-
neralmente e sommabili in //, se la (I) converge generalmente
verso una funzione f, e se gli integrali delle (1) sono equi-asso-
lutamente continui, la (1) converge completamente, e la f ¢ una
sua quasi-limite.

Dim. - Comincio col dimostrare che la A\ ¢ sommabile.

Intanto la (1') converge generalmente verso \fj.

Sia y I'aggregato dei punti di g nei quali la successione (1%
converge.

Sia p un numero reale ~>1, e si indichi con yn il sub-ag-
gregato di y in cui qualche funzione (1) ¢ ~>pn Gli aggregati
(2) T1, 12, Ts, -

sono misurabili (poiché somma di aggregati misurabili), e ciascuno
di essi e contenuto nel precedente. Inoltre non esiste un punto
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di y che appartenga a tutti i (2), poiché in un punto di y la (I")
converge, quindi il prodotto dei (2) & nullo. Dunque

rer | equi-assoluta continuita degli integrali delle (1 ), fissato
un numero reale € >0, esiste un numero reale m”~>0 tale che
I’ integrale di qualsiasi (') esteso a qualsiasi sub-aggregato mi-
surabile di g, di misura < m, sia <s. Esiste inoltre un«'> 0
tale che per ogni w>w' sia p(y,)<>«. Per tali w, in virtu
delle (3), &

Ma in yn le (1") sono ugualmente limitate, perche in yn tutte
le (P) sono < pn e quindi

Si deduce che, da un punto in poi, gli integrali estesi a y
delle (1" differiscono fra loro per meno di 4g; ma € & piccolo a
piacere, dunque, per un noto teorema di Cauchy, esiste il
() lira f\fr\ct .

r



5*4 SVILUPPI IN SERIE DI FUNZIONI ORTOGONALI

A causa delle (5) e per n abbastanza grande, j \f\dt diffe-

Y

risce di poco quanto si vuole da (6), e quindi esiste il ”ni J1 f\dt ,
=00

I»
e pel cor. 2 ap 31 esiste jlIfldt, e la \\ e sommabile in v,
T
e quindi in g.
Esiste un m'~>0 tale che I'integrale di qualsiasi (1) e
anche quello della W\ esteso ad un sub-aggregato di g di mi-
sura < m sia < s:2. Se 0 & un tale sub-aggregato, &

Fissato un r, indichiamo con 9, |'aggregato dei punti in cui,
per ogni N r, sia

ed anche che

P) Si noti che, per la convergenza della (1) verso f, ogni punto di vy
appartiene ad un Sr, e che, se un punto di y appartiene ad un &I, appar-
tiene anche ai successivi.
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e la (1) « completamente convergente ed ha per quasi-limite la f.

4. Teorema fondamentate. — UNa successione V e conver-
gente completamente.
o . - Supponiamo che la (., sia una successione v. Sia

g1+ €2+ s3+

una serie convergente di numeri reali >0. Posto

Pi= E£i+ cis1 + siv2 + 1
si avra
limpi= 0.
t=o00
Ora si potra per ogni i trovare un intero tale che,
per ogni intero v> , Si abbia

Si pud inoltre senza difficolta costruire la successione
O, r2, r3, ...

in modo che ogni termine sia < del successivo.
Indicando con gt I’ aggregato dei punti in cui

si ha

e quindi

Sia d la somma degli aggregati

911 A+ 15 9i+*T"
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Si ha

e quindi in g— & soddisfatta la condizione di Cauchy, percheé
la successione

(<) frii fr,, £3,...

abbia limite.

Questo sta per ogni * e quindi, indicando con ¢ il prodotto
di tutti i &* si pud affermare che la (0w) converge in ogni punto
di g— 3, e, poiché & & di misura nulla, la (w) converge gene-
ralmente in g.

Kesta intanto provato che esiste una successione estratta dalla
(1) che converge generalmente in g.

E possibile, per ogni numero reale e~>0, trovare un intero
h~> 0 tale che, per ogni r*>m, si abbia

e quindi anche

dove g' & un qualsiasi sub-aggregato misurabile di g. E poi pos-
sibile trovare un numero reale ?n~> 0 tale che, quando p (<)
si abbia
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e, poiché

si avra

Questo basta per concludere che gli integrali delle (1) sono
equi-assolutamente continui. Allora sono equi-assolutamente con-
tinui gli integrali delle (w). Ma abbiamo visto che la (w) converge
generalmente in g, e quindi converge completamente in g (p. 52,
teor.).

Supponiamo che le f sia una quasi-limite della (w). Voglio
provare che la (1) converge completamente in g e che la f & una
sua quasi-limite. Intanto é

e la (1) converge completamente ed ha per quasi-limite lef. c.d.d.
Dal contesto della precedente dimostrazione consegue il
Cor. - Se (1) e una successione F, se f ¢ limite di una

successione estratta da (1), la f & quasi-limite di (1).
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2

Convergenza in media.

1. Definizioni. — 2 e 3. Teoremi.

1 Def 1 - Una successione
(6)) N (i), NA», -

di funzioni, generalmente definite in g e a quadrato sommabile,
si dice convergente in nedia in #, verso una funzione f(t), ge-
neralmente definita in g e pure quadrato sommabile in //, se si ha

Def. 2. - Diremo che una successione (1) di funzioni, gene-

ralmente definite in g ed a quadrato sommabile in g, & una suc-
cessiore F. se si ha

2. Teor. 1. - Una successione (1) convergente in media
verso una funzione /% € completamente convergente ed ha per
quasi-limite la f.

Dim - Infatti, per la disuguaglianza di schwarz, Si ha

consegue che
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e la (1) converge completamente in 1, e la f € sua quasi-limite.
Teor. 2. - Una successione F € anche successione V.
Dim - Infatti, essendo, per la disuguaglianza di Schwarz,

Da cui, se (1) e una successione F, essa ¢ anche una V.
Cor. - Una successione F converge completamente (p. 55,
teor. fond.).

3 Teor. - Se (1) e una successione F, e se /' & una sua
quasi-limite, se inoltre @ € una funzione, generalmente definita
ed a quadrato sommabile in € si ha
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e quindi la successione

(1)
€ una successione V. La f & limite di una successione estratta

dalla (1), quindi yf ¢ limite di una successione parziale estratta
dalla [!"), e pero e quasi-limite di (1. Si ha dunque

3.

Sistemi di funzioni normali e a due a due ortogonali.

1. Le funzioni 5v . — 2. Potenza di un sistema di funzioni normali e
a due a due ortogonali. — 3. Teoremi. — 4. Disuguaglianza di Bessel.

1. - Dato un aggregato misurabile (/, se r € un numero ra-
zionale, noi indicheremo con W la funzione che €& uguale ad 1
in tutti i punti di g che precedono r, e che & zero nei rimanenti
punti di g.

Evidentemente, essendo i numeri razionali una infinita nu-
merabile, anche le WI sono una infinita numerabile.

Teor. - Se una funzione ® ¢ ortogonale a tutte le W, essa

0 generalmente nulla.
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Dim - Infatti la 1<xp Wr-dt= 0 significa che j <p-dt= 0,
9 o

dove gr indica I'aggregato dei punti di g che precedono r, e
quindi (p. 38, teor. 4) la Y & generalmente nulla in g

2. Teor. - Un sistema di funzioni normali a due a due or-
togonali contiene un numero finito od una infinita numerabile
di funzioni.

Dim - Indichiamo con (¢) un sistema di funzioni normali

a due a due ortogonali, e yd, 42,..., yn siano n di queste. Se
con W indichiamo una WI e, se poniamo

da cui, tenendo conto della ortogonalitd delle ¢, si ha

Da cio risulta che, per ogni A~>0, non vi dche un numero
finito di funzioni di () per cui

e che quindi non esiste piu che un insieme finito 0 numerabile
di funzioni per cui

Non possono quindi essere che un insieme numerabile o
finito le funzioni di (@) per cui qualcuno degli integrali
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9

sia diverso da zero.
Ma non esistono funzioni ortogonali a tutte le W,, e quindi
il sistema (¢ € appunto o finito o numerabile. c. d d

3. Teor. - Se

(1)
e una successione di funzioni normali e a due a due ortogonali,
e se

@ «i, a2, «3.......
€ una successione di numeri fissi per cui la serie

©)

sia convergente, e se si pone

la successione
(4) fi, fi-, id---

€ una successione F.
Dim - Infatti & se n”>m,

e quindi

e, per la convergenza della (8), ¢
©)

e la (4) e una successione F.
Teor. 2. - Nelle stesse condizioni del teorema precedente
la funzione quasi-limite di (4) ¢ a quadrato sommabile, e la (4)
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converge in media verso questa quasi-limite, e se /'é tale quasi-
limite, si ha

Dim - Ricordiamo che vale la (5), ed osserviamo che, per
la disuguaglianza di scnwar-, Si ha

dove s & la somma della serie (3). Risulta allora che la succes-
sione

(6) n, zi, n,.:
€ una successione V. Se f e il limite di una successione estratta
da (4), la f2¢é il limite di una successione estratta da (6), ed &

quasi-limite di (6) ed € sommabile. Dunque f & a quadrato som-
mabile, f & poi quasi-limite di (4), ed allora
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Ma, tenendo conto di (9),

e quindi per (10)

e la (4) converge in media verso f .
Per questa f valgono, come si & visto, le relazioni (9).

4, Teor. - Se (1) & una successione di funzioni normali e a
due a due ortogonali, e se f & una funzione a quadrato somma-
bile, se inoltre poniamo

la serie (3) e convergente, e quindi la successione (4), dove

€ una successione convergente in media e si ha

(11

Dim. - Intanto, essendo

risulta, tenendo conto delle (9,

(9 Questa relazione si pud scrivere j f 2.k =S, dove S indica la som-

ma di (3).
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e da questa disuguaglianza si ha che la serie Zno* converge,
< inoltre consegue la (11).

La (11) si richiama col nome di disuguaglianza di Bessel.

4.

Sistemi chiusi di funzioni normali
e a due a due ortogonali.

1. Definizione. — 2. Sviluppo di una funzione a quadrato sommabile in
serie di funzioni ortogonali. — 3. Condizione necessaria e sufficiente perche
un sistema di funzioni normali e a due a due ortogonali sia chiuso.

1. Def. - Un sistema di funzioni normali e a due a due
ortogonali, tale che non esista una funzione, non generalmente
nulla, ortogonale a tutte le funzioni del sistema si dice chiuso.

2. Teor. - Se

i1) 98, - - -

€ un sistema chiuso di funzioni normali e a due a due ortogo-
nali, qualunque sia la funzione f a quadrato sommabile, la suc-
cessione

(") /15 [2? [35.%*?
dove

fn—alyi+ ¥+ -+ anyn)
ed
3

converge in media verso f.
Dim. - Intanto la (2) converge in media (p. 64, teor.), e, se
fO & una sua quasi-limite, si ha, per ogni i,

(p. 62, teor. 2).

G. vitari — Lexioni di geometria rello spazio hilGertiano 5



66 SVILUPPI IN SERIE DI FUNZIONI ORTOGONALI

Da queste e dalle (3) si ricava, per ogni i,

il che mostrerebbe che f— fO & ortogonale a tutte le (1). Ne se-
gue che f—f0 & generalmente nulla. Dungue la (2) converge in
media verso f.

Se, invece di dire che la successione (2) converge in media
verso f, si dice che la serie

n2Y) pi ot «2 <2+ «3 <p3 +
converge in media verso f, il teor. prec. si pud enunciare di-
cendo :

Se (1) e un sistema chiuso di funzioni normali e a due a
due ortogonali, e se f € una funzione a quadrato sommabile, la
serie (2, nella quale i coefficienti a< sono dati dalle (3), con-
verge in media verso la f.

3. - Se (1) e un sistema chiuso, di funzioni normali e a due a
due ortogonali, qualunque sia una funzione f a quadrato som-
mabile, si ha, ponendo

da cui &

Concludendo affinché (1) sia un sistema chiuso € necessario
che, per ogni funzione f a quadrato sommabile, sia

(4)
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Questa condizione € anche sufficiente, perche, se (1) non
fosse chiuso, esisterebbe una funzione f non generalmente nulla
ed ortogonale a tutte le (1); ed allora, per essa, mentre il primo
membro di (4) risulta >0, il secondo membro risulterebbe nullo,
e la (4) non sussisterebbe.

Se indico con t un punto generico della retta su cui si trova
I"aggregato g, ed indico con gt I'aggregato dei punti di g che si
trovano alla sinistra di i, e se per f prendo la funzione che in
gt ha il valore 1 e nei rimanenti punti di g ha il valore zero,
la (4) diventa

@)

Vale il

Teor. 1. - Condizione necessaria e sufficiente perché (1) sia
chiuso, & che la (4") valga per ogni t

Dim. - Che la condizione sia necessaria & gia provato. Per
dimostrare che & sufficiente, basta osservare che, se (1) non
fosse chiuso, esisterebbe una funzione normale © ortogonale a tutte
le (1); ed aggiungendo al sistema (1) questa funzione © si do-

vrebbe avere, per la disuguaglianza di Bessel, la

che combinata colle (4") darebbe

jdmdt= 0,
ot

qualunque sia i, ed allora © sarebbe generalmente nulla (p. 37,
teor. 3), contrariamente all’ ipotesi.

Vale inoltre il seguente

Teor. di Lauricella. - Condizione necessaria e sufficiente
perché (1) sia chiuso & che la (4) valga per tutte le funzioni f
che appartengono ad un sistema chiuso.

Dim. - Sia

©® —

un sistema chiuso.
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E evidente che, se (1) & chiuso, poiché (4) vale per ogni f
a quadrato sommabile, la (4) vale per ognuna delle funzioni (5).

Supponiamo ora che la (4) valga per ogni funzione (5). Dico
che (1) e chiuso. Infatti, se cid non fosse, esisterebbe una fun-
zione normale O ortogonale a tutte le (1), e, aggiungendo al si-
stema (1) questa funzione Q@ si dovrebbe avere, per la disugua-
glianza di B esser,

mentre, per ipotesi, si ha

Combinando queste due relazioni si ricaverebbe, per ogni n,

La © sarebbe adunque ortogonale a tutte le (5), ed il siste-
ma (5) non sarebbe chiuso.

5,
Funzioni linearmente indipendenti.
Costruzione di sistemi chiusi.

1. Funzioni linearmente indipendenti. — 2. Condizione necessaria e
sufficiente perché piu funzioni a quadrato sommabili siano linearmente indi-
pendenti. — 3. Costruzione di sistemi chiusi.

1. Def. - Si dice che n funzioni 6x, 62,..., @\ sono linear-
mente dipendenti, se esiste un sistema di n costanti  ,A2,..., A,
non tutte nulle, per cui la funzione Xjéx+ A202 A,Bn sia
generalmente nulla. Nel caso contrario si dice che le n funzioni
sono linearmente indipendenti.



FUNZIONI LINEARMENTE INDIPENDENTI 69

2. Teor. 1. - Condizione necessaria e sufficiente perché n
funzioni

(l) !621_ ) QL

a quadrato sommabile in g, siano linearmente indipendenti & che
sia diverso da xero il determinante

dove

oin. - Se o =, , € possibile determinare delle costanti
AN A2,...., An, non tutte nulle, per cui

r=12,....,.w

Per tali costanti, posto

si ha

e, moltiplicando per \r e sommando, si ottiene

il che prova che k e generalmente nulla (pp. 36 e 37, teor. 1
e 2), e che quindi le funzioni (1) sono linearmente dipendenti.

Viceversa, se le (1) sono linearmente dipendenti, esistera un
sistema di costanti Ax, A2,.., An non tutte nulle per cui
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risulti generalmente nulla. Allora si ha

il che richiede che sia Q= 0.

Teor. 2. - Se le n funzioni (1) sono linearmente dipendenti,
e quindi se Q=0, il massimo numero di funzioni (1) linearmente
indipendenti & uguale alla caratteristica della matrice di Q

Dim - Infatti, se m<”™n & il massimo numero di funzioni
(1) linearmente indipendenti, supposto che tali siano le prime m
(il che si pud sempre ottenere), vediamo che il minore di Q
d’ ordine m, formato colle prime m righe e colle prime m co-
lonne, € diverso da zero, e che quindi la matrice di Q ha carat-
teristica >m . Consideriamo ora un minore di Q di ordine = m-f- 1,
e supponiamo che esso sia formato colle colonne di posto

1, h Ve, ) i ]

Poiché le 6, ,Q ........ , B & sono linearmente dipen-

denti, esistera un sistema di costanti )H, A2,...A,n, M+l non
tutte nulle per cui la

risulti generalmente nulla. Moltiplicando per @ ed integrando
lungo g, si ha

il che prova che ogni minore di ordine m+ 1 estratto dalle
predette m+1 colonne di Q ed in particolare quello considerato,
e nullo. Resta cosi provato che la caratteristica della matrice
d Qe =m c. d d

3. - Consideriamo il sistema delle funzioni WrI introdotto a
pag. 60. Esse sono, come sappiamo, una infinita numerabile di
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funzioni (a quadrato sommabile in <), che non ammettono una
funzione ortogonale a tutte. Consideriamo solo quelle che non
sono generalmente nulle, ed ordiniamole in una successione, e
sopprimiamo quelle che risultano dipendenti linearmente dalle
precedenti. Otteniamo cosi un successione di funzioni

1 % 1 ted

tali che fra esse non ve ne € un numero finito di linearmente
dipendenti, e tali che non esiste una funzione ortogonale a tutte (J).
Poniamo al solito

E possibile determinare n costanti , A2,..., M\ in modo che
Q+l="™MH M1 A262 .... AMPn
sia ortogonale alle n funzioni 6,, e2,..., en., € non sia general-
mente nulla.

Per questo basta che risulti
NN+ A2n2zz+ Lo+ A= Tintir (r= 1, 2,..., w).

Queste sono n equazioni lineari in n incognite, col determi-
nante dei coefficienti diverso da zero, poiché le n prime sono
linearmente indipendenti; e quindi esiste una soluzione, come si
voleva. Inoltre {n+l non & generalmente nulla perche altrimenti
le prime n+ 1 funzioni © sarebbero linearmente dipendenti.

Allora le funzioni

a= ¢, (3,....

sono a due a due ortogonali ; e se si pone

(*) Se esistesse una tale funzione essa sarebbe ortogonale a tutte le *Pr.
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si vede che
fi) 221 fsr--

e un sistema di funzioni normali e a due a due ortogonali. Questo
sistema € chiuso, perché una funzione ortogonale a tutte le ¢n
sarebbe ortogonale a tutte le 6n, il che non puod essere.

6.

Spazio hilbertiano.

1. Spazio hilbertiano. — 2. Sistema cartesiano ortogonale. — 3. Coordi-
nate cartesiane di un punto dello spazio hilbertiano. — 4. Distanza di due
punti. — 5-6. Teoremi.

1. Der. - Dicesi spazio hilbertiano reale, o semplicemente
spazio hilbertiano, od anche spazio H, Iinsieme di tutte le fun-
zioni reali a quadrato sommabile in un dato aggregato g, consi-
derando come uno stesso elemento di H le funzioni che sono ge-
neralmente uguali in g. Si dice poi che una di tali funzioni é
un punto di H. La funzione generalmente nulla si dice I origine
di H.

2. Def. - Un sistema chiuso di funzioni normali e a due a
due ortogonali in g si chiama un sistema cartesiano ortogonale
in H.

3. Def. - Se
@ u @ ?*»--.-

€ un sistema cartesiano ortogonale in H, e se f & un punto di
H, i valori

(«= 1, 2,3,...)

si dicono le coordinate del punto f rispetto al sistema (1).

Evidentemente, le coordinate dell’origine sono tutte nulle.
inoltre evidente che le coordinate di un punto individuano
I punto.

= m
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4. Def. - Se /i ed f2sono due punti di H, si chiama di-
stanza di questi due punti la radice quadrata aritmetica di

Dunque la distanza di due punti di H & un numero reale
2>0, ed é nulla se e soltanto se i due punti coincidono.
Se d é la distanza di /j ed f2 &

a

La distanza di un punto f dall’ origine di H & data da

Consegue che, se d & la distanza di un punto f dall’ origine
di H e se

1, te3 i

sono le coordinate di f rispetto ad un sistema cartesiano ortogo-
nale (1), si ha

(p. 66).
In generale, se /i ed f2 sono due punti di H e se
@ og, a2, a3, ... .
(3) 6155 b2, *», ----

sono le coordinate di /i ed f2rispetto ad un medesimo sistema (1),
essendo

si vede che
«l ih772 72} #— ... .

sono le coordinate di fx— f2 rispetto ad (1), e che quindi si ha
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ossia, indicando con d la distanza di faed fa, si ha

ed allora, come nello spazio ordinario, si ha il

Teor. - Il quadrato della distanza di due punti nello spazio
H & uguale alla somma dei quadrati delle differenze delle coor-
dinate rispetto ad un medesimo sistema cartesiano ortogonale.

5 Teor. - Se faed fa sono due punti di H, e (2) e (3) sono
le loro coordinate rispetto al sistema (1), si ha

v

Dim. - Infatti la successione

.
q;f—(XlljJr] y2= «igi +«2<p2, 3= <V fl+ «272 + «3<p3, . . *

€ una successione F che ha per quasi-limite la /i, quindi

(p. 59, & 3, teor.)

Cor. - Se faed fa sono due punti di H, che hanno rispetto
al sistema (1) le coordinate (2) e (3), e f[ ed sono due altri
punti di che hanno rispetto al sistema (1) le coordinate

ai, a», d3,. ..

8, 21 230 - - -]

si ha
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Dim. - Ci0 si vede osservando che i punti /i —f[ ed f3—f't
hanno rispettivamente le coordinate ar—dr e br— br.

6. Teor. - Se /i, . ed f3sono tre punti di Z/, la distanza

di /i ed fze della somma delle distanze di f3da /i e da ft.
Dim. - Infatti, indicando con drs la distanza di fr da ft si ha

(v. disuguaglianza di Schwarz)

da cui

In modo analogo si ha
se ne deduce

7.

Punto-funzione. - Limite. - Continuita. - Derivazione.

1. Punto-funzione. — 2. Limite. — 3. Continuita. — 4—5. Derivate
ordinarie. — 6-7. Derivate parziali. — 8. Teoremi.

1. - Supponiamo di avere n variabili
(1) U\, Mg)---i

ciascuna delle quali varia in un certo tratto non nullo, che puod
essere diverso per le varie variabili di cui si parla, ed indichiamo
con U il campo di variabilita del sistema (1).
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Supponiamo che a ciascun sistema di valori delle (1) in 17
corrisponda un punto di H. Allora il punto si deve considerare
come una funzione delle variabili (1), e si dira che & una punto-
funzione delle (1), e si indichera con

f i 1725*1M)i
0 piu brevemente con
f{t; u);
e, sottintendendo la variabile t, con

f{uy, u2,...., un, ocon f().

Dovendo considerare contemporaneamente pit punto-funzioni,
si potra, per distinguerle, usare in luogo della f varie lettere, o
vari altri segni.

2. Def. - Se f(t\ u) & una punto-funzione in 17, e se

¢3)

€ un punto di 17, se inoltre @ (t) € un punto di 27, si dira che
f(t; u) tende a ¢ (t) col tendere delle (1) alle (2), e si scrivera

se la distanza di f(t\ u) da @) tende a zero col tendere delle
(1) a (2), e quindi se

e si dice che @ e il limite di f{t\ u) per il tendere di (1) a (2).
Perché questo avvenga bisogna che, essendo

(3) lIJl, (p*« (p3| tt.

un sistema chiuso in #, ed
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si abbia

©)

e quindi che
®

Perd la condizione (5) non é sufficiente perché sia la (4),
e quindi non & sufficiente per poter dire che @ € il limite di
f{t\ u) col tendere di (1) a (2).

3. Def. - Se f(t; u) € una punto-funzione in £7, se (2) €
un punto di £7, e se

e limite di f(t\ u) col tendere di (1) a (2), si dice che f(t\ u)
e continua per il sistema (2) di valori delle (1). Se poi f(t\ u)
e continua per tutti i sistemi di valori delle (2) in £7, si dice
che la f(t\ u) e continua in U.

4. Def. 1. - Se f(t, U) e una punto-funzione di una sola
variabile u, e se U’ ed W--h sono due valori del campo di
variabilita di u, P espressione

6

guando si tenga fisso u°, € una punto-funzione della h. Se (6)
ha limite col tendere di h allo zero, si dice che f(t; U) ammette
derivata per il valore W della w, e questo limite si chiama la
derivata di f(t\ u) per il valore undella w, e si indica con

(7)

Perché f(t\ u) abbia derivata per w=w?°5 bisogna che, es-
sendo (3) un sistema cartesiano ortogonale, ed
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(8) ar(u) =Jf(t; u)’ gr>dt r=1,2,.... )T
9

le (8) abbiano derivata per ii=u0, e le coordinate di (7) sa-
ranno allora le

C)]

Perd non € detto che dall’ esistenza delle derivate (9) si
possa dedurre T esistenza della (7).

Def. 2. - Pud anche darsi che una punto-funzione f (t; u)
di una sola variabile u abbia derivata in tutto il campo U di
variabilita della w, ed allora si dice che la f(t; u) ha derivata in U.

Teor. - Se una punto-funzione f(t; u) di una variabile u
ha derivata in u°, essa & continua in w°.

Dim. - Infatti nella nostra ipotesi la distanza del punto va-
riabile (6) dal punto fisso (7) tende a zero col tendere di h a 0,
quindi tende a zero la distanza dei due punti variabili

e N¥, dove con W indico il punto (7). Ma la distanza di AW
dall’ origine tende a zero coi tendere di h a0, e poiché la distanza
di A/ldall’ origine é <; della somma delle distanze di hw da A/
e dall'origine (p. 75, teor.) si ha che la distanza dall origine
di A/ltende per h—O0 allo zero, ossia che

cioe che f(t; w) e il limite di f(t\ u°-\-h) per h—0, e cio
significa che la nostra punto-funzione € continua in u°.

5 Def. - Se una punto-funzione f{t\ u) di una sola varia-
bile u ammette derivata in tutto , questa derivata risulta pure
una punto-funzione in £/, e puo darsi che anche questa ammetta
derivata. In tal caso la nuova derivata si chiama derivata seconda

della f e si indica con
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In modo analogo si pud definire la derivata terza e, piu in
generale, la derivata r-esima di f[t\ i), r essendo un qualunque
intero ~>0.

6. Der. - Se f{t\u) & una punto-funzione delle n variabili
(1), (wn>l), tenendo fisse tutte le variabili (1) fuori che una,
p. es. la 7, la f[t\ a) risulta punto-funzione della sola wi5 ed
allora pud darsi che ammetta derivata rispetto a questa variabile;
qguando cid avviene, questa derivata si chiama derivata parziale
di f(t-, u) rispetto ad e si indica con

Perche f(t\ & abbia derivata rispetto ad una variabile ,
bisogna che le sue coordinate rispetto ad un sistema cartesiano
ortogonale (3) abbiano derivate parziali rispetto ad zq, e le de-
rivate rispetto ad di queste coordinate saranno le coordinate,
secondo (1), di f .

Per0 non sempre resistenza delle derivate rispetto ad u4
delle singole coordinate di f(t; u) trascina con sé T esistenza
della derivata di f(t; u) rispetto ad

7. Def. - Pu0 darsi che, essendo f(t, u) una punto-funzione
delle (1) che ammette la /J in tutto U, questa f ammetta deri-
vata parziale rispetto ad u5. In tal caso questa derivata, che si
chiamera derivata seconda di f{t; u), si indichera con

tu-

Si dimostra facilmente il

Teor. 1. - Se f(t\ uU) e una punto-funzione che ammette
le fij ed fot, e se queste derivate sono continue, si ha fu—fu.

Basta tenere presente il teorema analogo nell’ ordinaria teoria
delle funzioni.

Analogamente a quanto si é fatto per le punto-funzioni di
una sola variabile si possono definire le derivate parziali multiple,
ed indicheremo brevemente con fijh la derivata di ftj rispetto ad
uh, e cosi via.

Risulta facilmente il
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Teor. 2. - Se f & una punto-funzione delle (1), che am-
mette due derivate multiple che differiscono solo per T ordine
della derivazione, e se queste derivate sono continue, esse sono
uguali.

8 Teor. 1. - Se f(u) & una punto-funzione della variabile
che per u=u® ha per limite un punto F, si ha

lini [f(uf dt—_ If2-dt .
UUJ J
9 9

Dim - Consideriamo i punti f(u), F e Porigine 0 dello spazio
H. Indichiamo con d{u) la distanza di f[u) da 0, con D{u)
quella di f(u) da F e con & quella di F da O.

Si ha subito (p. 75)

Ma, per ipotesi, €

e quindi e
od anche

ossia

Consegue il
Cor. - Se f{u) & una punto-funzione della variabile w, che

per u —uo ha un limite F, esiste un intorno di u*in cui jf(u)Z2dt
e limitato. o]

Teor. 2. - Se f(u) e una punto-funzione della variabile u che
per u=u° ha un limite F, se (W) € un’altra punto-funzione

della stessa variabile w, per la quale j(p(u)2dt e limitato in un
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intorno di u°i si ha

lini 1[f—F)@-dt= 0.
9

Dim. - Infatti, per la disuguaglianza di Schwahz, &

iff—P @-dt  j {f—F)~diJf-dt .
9 9 9

Ma, per ipotesi, s~

N *
6 ye-dt & limitato in un intorno di wr, dunque

9

9

In particolare, se @ & costante rispetto ad si ha

Cor. - Se f(u) e ¢ («Q sono due punto-funzioni della varia-
bile u che per u= W hanno i limiti F e ®. si ha

Dim. - Intanto

¢ quindi

Ma, pel teor. precedente, gli integrali del 2° membro tendono
allo xero, per u= u°, e quindi

O. Vitali — Lexioni di geometria nello spaxio hilbertiano 6
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da cui

Teor. 3. - Se f(u) e Y@) sono due punto-funzioni della

variabile u derivabili, anche jf-Q-dt e derivabile, e la sua
9
derivata € uguale ad j(f @-tf- y')dt, dove f e ¢ indicano le

9
derivate di f e @ rispetto ad u.

Dim. - Poniamo

ed indichiamo con AP, A/; Ag i rapporti incrementali di F, f, @
rispetto all’ incremento h della u.
Si ha subito

9

Ora, pel cor. precedente, si ha

dunque esiste ITNIAP, ossia esiste la derivata F' della F, ed &

M=M°
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8.

Varieta nello spazio hilbertiano.

1. Varieta. — 2. Condizione necessaria e sufficiente perche una punto-
funzione di N variabili descriva una varieta ad N dimensioni. — 3. Le de-
terminanti di una varieta.

1. per. 1. - Una punto-funzione di n variabili
(1) Hy 1 ~2) « + ) v

col variare delle (1) nel rispettivo campo U, percorre un insieme
di punti di H, che diremo una varieta di H.

Def. 2. - Una varieta pud essere data in infiniti modi da
una punto-funzione. Il minimo numero di variabili che figura in
gueste punto-funzioni, si chiama numero delle dimensioni della
varieta.

Si conclude che, se n & il numero delle dimensioni di una
varieta F, esiste una punto-funzione di n variabili che descrive
F, mentre ogni altra punto-funzione che descrive F dipendera
da un numero di variabili > n.

Una varieta ad mia dimensione si dira una curva ed una
varieta a due dimensioni si dira una superficie.

Nel seguito supporremo che le punto-funzioni che si consi-
derano abbiano derivate in la quanto occorre, e che per queste
derivate valga il teorema dell’ inversione dell’ordine delle deri-
vazioni.

2. Teor. - Condizione necessaria e sufficiente perché la
punto-funzione f(t;ux, uly..., urn) descriva una varieta F ad

(= l,2,---,n)

n dimensioni e che le funzioni
siano linearmente indipendenti, od in altri termini che sia diverso
da zero il determinante
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dove
(p. 69, teor. 1) .
Dim. - Supponiamo che in un punto generico della varieta
V le fi siano linearmente dipendenti.

Cio significa che e possibile trovare un sistema di funzioni
delle (ix, n2, , un.

(costanti rispetto alla variabile t) per cui

sia generalmente nulla in g
Sia

un sistema cartesiano ortogonale, e siano

le coordinate rispetto a tale sistema della

Indichiamo poi con ¢j7i la derivata parziale di b rispetto ad
ad ili. Abbiamo allora

0=12..),

da cui risulta che n qualunque delle b hanno il determinante
funzionale uguale a zero, e che quindi n qualunque delle b sono
dipendenti.

Sia m il maggior numero delle bj indipendenti, sara m<C.n.
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Per fissare le idee supponiamo che siano indipendenti le
@ .., bm.

Tutte le altre by sono funzioni di queste e quindi la f(t;u)
risulta una punto-funzione delle (2). Indicando questa punto-
funzione con

A 1715 A2 - - ) foni) )
si vede che questa punto-funzione descrive la F, e che quindi il
numero delle dimensioni di V & minore di n. Cosi € provata che
la condizione & necessaria.

Per provare che la condizione é sufficiente, si osservi che,
se il numero delle dimensioni di v € un numero m<~n, le bj
si possono esprimere in funzione di m variabili, e che quindi il
determinante funzionale di n delle b} rispetto alle u € uguale a
zero. Cio e sufficiente per concludere che esistono n funzioni \
per cui valgono le

e quindi per cui la

e generalmente nulla, il che prova che le /] sono linearmente
dipendenti.

3. Defr. - Una punto-funzione f(t;ux,u2, ..., un per la
quale le /i, /2,.. ., fnsono linearmente indipendenti si dice una
punto-funzione determinante. E, se F €& la varieta che descrive
una punto-funzione determinante f(t\u), si dice che f{t\u) 0o
una determinante di V.

9.
Spazi lineari o euclidei.

1. Definizione di spazio lineare e di determinante lineare. — 2 Condi-
zione necessaria e sufficiente perche due determinanti lineari descrivano lo
stesso spazio. — 3. Parametri. — 4. Parametri normali. — 5. Rette orientate
e parametro principale. — 6. Angolo di due rette orientate. — 7. Rette
parallele ugualmente od inversamente orientate. — 8. Rette ortogonali.

1. - Se
il) <ﬂ, 02, .=, 'fn
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sodo N funzioui a quadrato sommabile in g, e linearmente indi-
pendenti, se inoltre Y € un’altra funzione a quadrato sommabile
in g, se

Ui, U, -+, Un

sono n variabili, ciascuna percorrente una intera retta, la
@ Y+ U gt Uit -oot Un-un

€ una punto-funzione determinante. Infatti le sue derivate par-
ziali rispetto alle varie sono le (1), e quindi sono linearmente
indipendenti.

Def. - Una varieta che abbia per determinante una punto-
funzione del tipo (2), in cui le (1) sono linearmente indipendenti,
si dice uno spazio lineare od euclideo ad n dimensioni. Uno
spazio euclideo ad 1 dimensione si chiama anche retta, uno spazio
euclideo a 2 dimensioni si chiama anche piano, ed uno spazio
euclideo a 3 dimensioni si chiama anche spazio ordinario.

Una determinante di uno spazio euclideo potra essere anche
di forma diversa dalla (2). Una determinante della forma (2) si
dira una determinante lineare dello spazio euclideo che essa de-
scrive.

2. Teor. - Se Sné uno spazio euclideo ad n dimensioni,
se

(@) W+Wi- 9+ «v  + + M,-@,

€ una sua determinante lineare, condizione necessaria e sufficiente
perché un’altra determinante lineare

) WP+* v @ { ?2%+ -+ W

sia una determinante dello stesso Sn, & che

@ W/= g+ P+ N2:92+ o+ Mgt
) ¢=N(LA+ {,, 2.2+ .... + pt n-yn,
dove le A e p sono delle costanti.
Dm. —Infatti, fra i punti di (3) vi & quello che corrisponde

ai valori nulli delle v, ossia vi € il punto Y. Quindi, se (3) &
una determinante di Sn, la W si deve ottenere da (2) dando par-
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ticolari valori alle < e si avra necessariamente la (4), con le A
costanti convenienti.

Analogamente, se (3) € una determinante di Sn, la lJJ‘+(pi
€ un punto di Sne si deve ottenere da (2) assegnando alle u
particolari valori. Sara allora

+ P — W f-Vi,1-fi + Vi,2 92+ ----1-Vi,n-yn 1

e sottraendo da questa la (4) e ponendo

si ha la (5). Dunque la condizione € necessaria.
Questa condizione e anche sufficiente. Infatti, sostituendo in

) le Yy e date dalle (4) e (5), si vede che ogni punto
(3) € anche un punto (2). Inoltre, se si osserva che il deter-
minante delle deve essere diverso da zero, perche le ¢ sono

linearmente indipendenti, dalle (5) si ricavano le <y espresse
linearmente per le ¢i. Sostituendo allora in (2) la @ che si
ricava da (4), e quindi le qj colle loro espressioni a mezzo delle
@-, si vede anche che ogni punto (2) € un punto (3).

3 Def. - Se fi ed f sono due punti diversi di una retta,
la differenza f —f si chiama un parametro di quella retta.

Teor. - Due parametri di una medesima retta hanno rapporto
costante e @O, e, viceversa, se si moltiplica un parametro di una
retta per una costante ®0 si ha un nuovo parametro di quella
retta.

Dim. - Infatti, se ¢+ uPp ¢ una determinante lineare di una
retta /Si, e se f ed f sono due punti di\Ersi di Sl, si avra

f=z=y+il-p e 2= Y+ u" -9,

dove u' ed u" sono valori diversi di z; e quindi

dove k=u" — ', e quindi e costante @ 0. Si conclude che ogni
parametro di S] e uguale al prodotto di @ per una costante @O,
e quindi che il rapporto di due parametri di Sx & una costante ®O0.

Per provare la seconda parte del teor., basta provare che,
essendo k una costante qualunque @O0, la kv & un parametro di
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Si. Ora cio & evidente, perché kp= W+ &P — 0, e YP-plkp e
¥ sono due punti diversi di S1.

4. Def. - Fra i parametri di una retta ve ne sono due che
sono funzioni normali (p. 43, § 2) e si diranno parametri nor-
mali della retta.

5. Def. 1. - Una retta si dice orientata quando ad uno e
ad uno solo dei suoi parametri normali & assegnato il nome di
parametro principale della retta.

Def. 2. - Se 8y & una retta orientata e se ¢ € il suo pa-
rametro principale, se inoltre f ed f2 sono due suoi punti, poiché
f2—fi= k- con k costante @0, si dira che ft segue f se
&;>0, e che f2 precede f se k<f_0.

6. - Se Ye @ sono i parametri principali di due rette orien-
tate, poiché, per la disuguaglianza di Schwarz, si ha

ed €& quindi

I’'J"f’ ty-dt pud essere interpretato come il coseno di un angolo

Q
a compreso fra 0 e TL
Def. - Se Ye Ysono i parametri principali di due rette

orientate, I" angolo a compreso fra O e T, per cui € cos a=j'p-'1>*dt,

a
si chiama I’angolo delle due rette orientate.

Evidentemente, se @' e Y sono due altri parametri delle due
rette, sara ¢'— , Y'=~y, dove h ed h sono due costanti, e
quindi sara
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7. Def. - Due rette orientate si dicono parallele ed ugual-
mente orientate, se hanno generalmente uguali i parametri prin-
cipali, e si dicono parallele ed inversamente orientate, se hanno

generalmente contrari i parametri principali.
Nel 1° caso, se @ e Y sono i parametri principali delle due

rette, éj<p- -dt— 1, e quindi "angolo a delle due rette ¢ = o,

»
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Ancora sugli spazi euclidei.
1. Ancora sulle determinanti lineari di una retta. — 2. Parametri di
uno spazio euclideo. — 3-4. Teoremi. — 5. Triangoli. Teorema di Carnot.
— 6. Spazi ortogonali. — 7. Osservazione.

1. Teor. - Se Y €& un punto di una retta Sx, e se @ €& un
parametro di questa retta, la

WY-fv-0',

¢ una determinante di Si.
Dim. - Infatti se

¢ una determinante di Si, si ha:

dove k & una costante diversa da zero (p. 87, § 3, vedi dim. del
teor.). Inoltre, essendo Y un punto di Sx, &

dove A & una costante conveniente, e quindi (p. 86, teor.) la

€ una determinante di Sx.
Qor. - Se M ed sono due punti di una retta Sx, la

€ una sua determinante.
Dim - Infatti fxeé un punto di Sx, ed f2—/i & un suo pa-
rametro.

2. Teor. - Se una retta contiene due punti di uno spazio
lineare Sn, essa giace interamente in questo spazio.
Dim. - Infatti se
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e una determinante lineare di Sn, e se f ed f2sono due suoi
punti, sara

e quindi ogni altro punto della retta che contiene A\ ed f2 sara
dato da

e dunque € un punto di Sn.
Def. - Un parametro di una retta contenuta in uno spazio
euclideo Sn si dice un parametro di Sn.

3. Teor. - Se

W+ lJ].LIj+ ULB/OI BRI U’]LIJ']J
€ una determinante lineare di uno spazio euclideo Sni condizione

necessaria e sufficiente perché una funzione di t sia un para-
metro di 8n, & che essa sia una combinazione lineare delle

Wn 7%> Yh

Dim. - Infatti, se

i punti /i= ¢ ed f2= Y+ 6 appartengono ad Sn, e quindi
fo—fi= Y+ ©@— Y= O©e un parametro di Sn, e cosi e dimo-
strato che la condizione é sufficiente. Per provare che essa € ne-
cessaria, basta osservare che, se f ed f2 sono due punti di Sn,
sara

ed

e quindi

e si deduce che ogni parametro di Sné una combinazione lineare
delle @y, @.
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Cor. - In uno spazio euclideo Snad n dimensioni esistono
n parametri linearmente indipendenti e non pid di n.
Dim - Infatti, se

€ una determinante lineare di Sn, le

Wi, ?7F>.>yn

sono n parametri lineari di Sn fra loro linearmente indipendenti.
Ora, se si considerano n-\- 1 altri parametri di Sn, o fra questi
ve ne sono n linearmente dipendenti, ed allora gli n-\-1 che si
considerano sono linearmente dipendenti; o fra gli n--1 ve ne
sono n linearmente indipendenti, e se tali sono

s pi, $>--> wn,
poiché

€ una determinante lineare diSn (p. 86, teor.), si conclude che
il restante (w+ 1)° parametroé una combinazione lineare degli

n parametri W, vg, ..., . c. d d

4. Teor. - Se Sned Sm sono due spazi euclidei, e
se tutti i parametri di Sm sono anche parametri di Sn, ed i due
spazi hanno un punto  in comune, tutti i punti di Sm appar-

tengono ad Sn.
Dim. - Infatti esiste una determinante lineare di Sn della

forma

ed una determinante lineare di Sm della forma

E poiché ogni 6*é una combinazione lineare delle ¢,., anche
m
ZiM- €& una combinazione lineare delle t, e quindi ogni punto

di 8m pud essere messo sotto la forma
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e quindi appartiene ad Sn.

5 - Se fxed f2 sono due punti, e se r ¢ la retta che Ii
unisce, se noi orientiamo la retta r in modo che ft segua fX,
i punti di r che seguono fx e precedono f« formano un tutto che
chiameremo il segmento fx/0. Si vede subito che i segmenti
fi f2 ed f2f sono costituiti dagli stessi punti. La distanza di fx
ed fi si chiama la lunghezza di tale segmento.

Def. - Se fi, fi, /3 sono tre punti non situati sopra
una medesima retta, si dice che essi individuano un triangolo,
di cui i detti tre punti si chiamano i vertici, i segmenti X0,
2135 fifi i tre lati, I’angolo delle rette fxft ed fxf3 orientate in
modo che fx preceda nell’ una f2 e nell’altra f3 si chiama I'an-
golo del triangolo con vertice f , ed analogamente si definisce un
angolo del triangolo con vertice /*, ed un angolo del triangolo
con vertice f3.

L'angolo con vertice fx si dice opposto al lato f2f3.

Teorema di Carxot. - In un triangolo il quadrato di un lato
€ uguale alla somma dei quadrati degli altri due lati meno il
doppio prodotto di questi lati moltiplicato per il coseno dell’ angolo
compreso.

Dim - Infatti, se /i, f2, f3 sono i tre vertici di un triangolo,
se con a, 6, c si indicano rispettivamente le lunghezze dei lati
1213, fifa, fifa, e con a I'angolo con vertice fx, si ha

poiché

(p. 88, §§ 5-6).
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6. Def. 1- Se un parametro ¢ € ortogonale a tutti i pa-
rametri di uno spazio euclideo Sn, si dice che  é ortogonale
ad Sn.

Def. 2. - Due spazi euclidei Sm ed Sn, che non hanno piu
di un puntoincomune, si dicono ortogonali fra loro se tutti i
parametri di uno di essi sono ortogonali all'altro spazio.

Teor. - Se Sm#tn € uno spazio lineare ad m + n dimensioni,
e se Smé uno spazio lineare in esso contenuto, e se P& un punto
di Sm, esiste uno spazio lineare Sn contenente il punto Y e tutti
e soli i parametri di S+ n ortogonali ad Sm. (Evidentemente
tale Sn sara contenuto in Sn+n, come risulta dal teor. del prec.
§ 4).

Dim. - Infatti, se
M ?1, ?2, ..., m

sono m parametri linearmente indipendenti di Sm, e se Y & un
altro parametro di Sm+n, che non appartenga ad Sm, & possi-
bile trovare un sistema di costanti A«, in guisa che

2 6— W) A w1 AN:g2t+ ...+ tmfrn

sia ortogonale ad Sm, perche, posto

9
e possibile risolvere il sistema nelle

(r=1, 2,.. ,m),

avendo questo sistema diverso da zero il determinante dei coef-
ficienti (p. 69).
Da (2) si ricava che

e che quindi ogni parametro di Sint n € una combinazione lineare
di un parametro ortogonale ad Sm e dei parametri (1).

Ora, se k e il massimo numero di parametri linearmente in-
dipendenti di Sn+n ed ortogonali ad Sm, e se tali sono

(3) Pm+n ?»n+2)---» fm+h i
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si vede facilmente (p. 69) che gli m -f- k parametri (1) e (3) sono
linearmente indipendenti.
Inoltre e chiaro che ogni parametro di Sm+n appartiene allo
di determinante
W+ -l+ A2-yR+ L.+ + -ymtk,

e percio Smt+h coincide con Sm+n, ed allora k—n.

Lo spazio ad n dimensioni che passa per Y e che contiene
gli n parametri (3) & quello di cui si & affermato P esistenza nel-
I’ enunciato.

7. Oss. - Se Sn é uno spazio euclideo di n dimensioni, €
possibile trovare un sistema di n parametri normali e a due a
due ortogonali che gli appartengono. Se tali sono

1) 2 s sXn s
e se yé un punto di Sn, la
P+ uy-X1+ u2mXa .. .. + un-Xn
€ una determinante lineare di Sn, e le
s ~2 ) )

sono le coordinate di un suo punto generico rispetto al sistema
cartesiano ortogonale (nel senso della ordinaria geometria negli
iperspazi) che ha per origine Y e per assi le rette passanti per
P e di parametri XA Xa, ... XA

11

Cambiamento di coordinate cartesiane. - Movimenti.

1-2. Cambiamento di coordinate cartesiane. — 3. Trasformazioni lineari
ortogonali. — 4. Traslazioni. — 5. Movimenti.

1. - Supponiamo che

(1) wi, 22, @3, -
e
@ Yn, W B *--

siano due sistemi di coordinate cartesiane ortogonali.
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Sia f(t) un punto qualunque di indichiamo con

le sue coordinate rispetto al sistema (1), e con

le sue coordinate rispetto al sistema (2).
Avremo

(»=1,2,-.-)
ed
(n=1,2,...).
Poniamo

(mw=1,2,...)

Poiché la serie

converge in media verso f, moltiplicando per YA ed integrando
termine a termine lungo gi si ha (p. 59, § 3, teor.).

©)

Se in luogo del punto f di H si prende il punto i, le coor-
dinate (2) diventano tutte xero, fuorché la yr, che acquista il va-
lore 1, e le coordinate (1) diventano

w= 1,2,...).

Sostituendo nelle (3), si ha allora

@

Invertendo nelle precedenti considerazioni i sistemi (1) e (2),
si trova, in modo analogo,
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®)
e

Le formule (3) esprimono come variano le coordinate di un
punto di H, quando si passa dal sistema di coordinate cartesiane
(1) al sistema (2), e le (5) danno il passaggio inverso.

Per questo significato noi possiamo dire che, se

1104 - - ..
ed

C R,

sono le coordinate di due punti /' ed f di H, rispetto al sistema
(D), e se
vn i1+ -

sono le coordinate degli stessi due punti rispetto al sistema (2),
date le formule (3), si avra

()
poiché i due membri di (7) esprimono entrambi il quadrato della

distanza di f ed ff, ossia I
Se poi

ed

sono le coordinate secondo il sistema (1) di altri due punti f" ed
' di H, ese

ed
sono le coordinate dei medesimi due punti rispetto al sistema (2),

si ha

. Vitali — Lezioni di geometria nello spazio hilbertiano 7
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(8)

poiché i 2 membri di (8) esprimono entrambi

2. Teor. - Un sistema di relazioni (8), i cui coefficienti sod-
disfino alle relazioni (4) e (6), pud essere interpretato come un
sistema di formule che regola il passaggio da un sistema carte-
siano ortogonale ad un altro.

Dim - Infatti, se si interpretano le variabili xncome le coor-
dinate di un punto di H rispetto al sistema cartesiano ortogonale
(D, per la convergenza della serie

che risulta dalla ipotesi (6), la serie

"ym 0 2,...)

converge in media verso una funzione yn a quadrato sommabile
in e si ha, evidentemente,

Le yn0=1,2,...) formano un sistema cartesiano ortogo-
naie. Infatti

per il teor. ap. 59, § 3 e per le (4). Dunque le YMsono normali e fra
loro ortogonali. Resta a provare che formano un sistema chiuso.
Per questo si osservi che, tenendo conto delle

le (6) dicono che

(9
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E, poiché il sistema (1) & chiuso, le (9) affermano, in virta
del teorema di Lauricella, che & chiuso anche il sistema delle
W mnh= 1,2,...)-

Oss. - Poiché le (3), quando siano soddisfatte per i loro
coefficienti le relazioni (4) e (6), possono essere interpretate come
le formule che regolano il passaggio daun sistema cartesiano or-
togonale ad un altro, dalle relazioni (3), (4), (6) conseguono le (5).

In particolare si pud dire che, se si considerano le (3) come
un sistema di infinite equazioni lineari con infinite incognite xni
e se valgono le (4) e (6), le (5) danno la unica soluzione del
sistema (3).

3. - Le (3), quando si interpretino tanto le xn, quanto le /M
come coordinate rispetto ad un medesimo sistema cartesiano or-
togonale, definiscono una trasformazione dello spazio H.

Dee. - Una trasformazione dello spazio H definita da for-
mule come le (3), nelle quali le xn e le yn si interpretano come
coordinate rispetto ad un medesimo sistema cartesiano ortogonale,
e nelle quali i coefficienti ainn soddisfano alle relazione (4) e (6),
si chiamera una trasformazione lineare ortogonale dello spazio H.
Una tale trasformazione si pud invertire mediante le (5).

Le trasformazioni lineari ortogonali dello spazio H sono,
come risulta dalle (3) e (5), corrispondenze biunivoche fra i punti
di H e i punti di H stesso. Inoltre in virtu delle (7) e (8) esse
conservano le distanze e gli angoli. Infine esse fanno corrispon-
dere all’ origine di H T origine di H.

4 Dee. - Se h e un punto di H, la corrispondenza
che fa corrispondere ad ogni punto f di H il punto /'+ h si
chiama una traslazione di modulo h.

Si prova facilmente che una traslazione conserva le distanze
e gli angoli e quindi le rette.

Se T € una traslazione di modulo se

«n «2, -----

sono le coordinate di h rispetto al sistema cartesiano ortogonale
(1), se XNi sono le coordinate di /° rispetto ad (1), e se gN sono

quelle di f h sempre rispetto ad (1), si ha evidentemente

«[*=«» + *» (1= 1,2,...)-
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5. Defr. - Una trasformazione dello spazio H in se stesso,
la quale costituisca una corrispondenza biunivoca fra i punti di
H ed i punti di H stesso, e che conservi le distanze e gli angoli
e quindi le rette, si chiama un movimento dello spazio H.

E evidente il

Teor. 1. - Le trasformazioni lineari ortogonali e le traslazioni
sono dei movimenti.

Inversamente si ha il

Teor. 2. - Ogni movimento o € una traslazione, o & una
trasformazione lineare ortogonale, o si ottiene eseguendo una tra-
sformazione lineare ortogonale ed una traslazione.

Dim. - Sia M un movimento. Se esso fa corrispondere ad
un punto generico f di H un punto F, e se noi indichiamo con
F° il punto che fa corrispondere all origine, la corrispondenza
che fa corrispondere ad f il punto F—F° € un movimento M’
che fa corrispondere all’ origine I’ origine.

Si vede chiaro che il movimento M si pu0 otteuere ese-
guendo il movimento M' e poi la traslazione di modulo F.

Consideriamo il movimento M' ed il sistema cartesiano or-
togonale (2). M' portera i punti (2) in un sistema di punti (1),
e quindi la retta che unisce I'origine di H con 4, in quella che
unisce la stessa origine con ¢n. Ma le rette che uniscono I’ origine
coi punti ), sono a due a due ortogonali, e poiché M' conserva
gli angoli, anche le rette che uniscono I’ origine coi punti sono
a due a due ortogonali, ossia il sistema (1) e costituito di fun-
zioni a due a due ortogonali. Inoltre avendo i punti (2) distanza
dall’ origine uguale all’ unitd, anche i punti (1) avranno distanza
dall’ origine uguale all’unita, ossia le funzioni (1) sono tutte
normali.

lo dico che le (1) formano un sistema chiuso. Infatti, se ci0
non fosse, esisterebbe una funzione h ortogonale a tutte le (1).
La h corrispondera ad una funzione li che, per la conservazione
degli angoli, dovra essere ortogonale a tutte le (2). Cio € impos-
sibile perché il sistema (2) é chiuso.

Si conclude che le (1) formano un sistema cartesiano orto-
gonale.

Sia f un punto di H, e sia f il punto in cui f & portato
dal movimento M"'.
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Indichiamo con

o\
le coordinate di /“ e con

M, /2, -
quelle di rispetto al sistema (1).

Per la conservazione degli angoli e delle distanze dall’ ori-
gine, si dovra avere

Ma la serie
W K PN

converge in media verso f\ dunque

dove

Dunque il movimento M' é dato dalle

dove i coefficienti soddisfano alle (4) e (6).
Consegue che M' & una trasformazione lineare ortogonale, ed
il teorema & dimostrato.

12.

Somme di successioni convergenti in media.

1. Teor. - Se
(1)

(2)
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sono due successioni convergenti in media rispettivamente verso
@ e Y, anche la successione

©)

converge in media ed ha per quasi-limite la @+y.
Dim. - Indichiamo con O [I'origine dello spazio hilbertiano

econ Pne Qnidue punti ym—@ e Yn+ yn)— (@ + ). Inoltre
indichiamo con OPM OQn, PnOn le distanze di questi punti.
Si ha OQn<,OPn+ PnOn (p. 75, teor). Ma

e quindi, per la convergenza in media delle (1) e (2),

e la (3) converge in media verso @ - .

2. - Applicando ripetutamente il precedente teorema, si di-
mostra il

Teor. - La somma di un numero finito di successioni con-
vergenti in media converge in media ed ha per quasi-limite la
somma delle quasi—Hmiti delle successioni addendi.
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1

Sulle funzioni razionali intere.

1. Funzioni razionali intere identicamente nulle. — 2. Funzioni razionali
intere identicamente uguali. — 3. Condizione necessaria e sufficiente perche
il prodotto di due funzioni razionali intere sia identicamente nullo. — 4. Sui
gradi dei termini del prodotto di due funzioni razionali intere. — 5. Decom-
ponibilita in fattori primi.

1. Defr. - Una funzione razionale intera di una o piu va-
riabili si dice identicamente nulla, se ha valore zero per ogni
sistema di valori delle variabili.

Teor. - Una finizione razionale intera identicamente nulla
ha nulli tutti i suoi coefficienti.

Dim. - Intanto é facile vedere che una funzione razionale
intera di una sola variabile x

f(X) = tn-xn-f ax-xn-x+....+ an

che non abbia nulli tutti i coefficienti non pud essere identica-
mente nulla. Infatti, se f(X) fosse identicamente nulla, e se

sono n+ 1 valori diversi della x, dovrebbe essere
fN —fi u=1 J1).

Ma queste relazioni si possono considerare come n -f-1 equa-
zioni lineari omogenee, nelle n-f 1 incognite

«0, «i, -, an,

col determinante dei coefficienti che € il determinante di Vander-
monde degli elementi a due a due diversi
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iy %) o) An-fld

e che quindi € diverso da zero. Queste relazioni non possono
allora essere soddisfatte se si suppone che i coefficienti di f{x)
non siano tutti nulli.

Per dimostrare il teor. in generale, si supponga che esso
sia stato dimostrato per le funzioni razionali intere con ni varia-
bili, e dimostriamo che esso vale anche per quelle che hanno
m+ 1 variabili. A tal fine supponiamo che f sia una funzione
razionale intera con ni -f- 1 variabili, e che x sia una di queste.
Sara

dove le 9 sono funzioni razionali intere delle rimanenti ni va-
riabili. Se f & identicamente nulla, qualunque sia il sistema di
valori che si assegnano alle variabili che figurano nelle @, la +
€ una funzione razionale intera identicamente nulla della sola
variabile X, e si conclude che i suoi coefficienti Y sono nulli.
Dunque le @ si annullano per ogni sistema delle ni variabili che
in esse figurano, ossia le ¢ sono identicamente nulle; e, per I'i-
potesi fatta, esse hanno nulli tutti i loro coefficienti, ed infine
sono nulli tutti i coefficienti di f. c. d d

2. Def. - Due funzioni razionali intere si dicono identica-
mente uguali, se per ogni medesimo sistema di valori delle varia-
bili acquistano lo stesso valore.

Teor. - Due funzioni razionali intere identicamente uguali
hanno uguali i coefficienti dei termini simili.

Dim. - Infatti, se @ e Y sono due funzioni razionali intere
identicamente uguali, la @ — @ ¢ una funzione razionale intera
identicamente nulla, e quindi ha nulli tutti i coefficienti. Ma i
coefficienti di ¢@—  sono le differenze dei coefficienti dei termini
simili di Qe Y dunque i coefficienti dei termini simili di ¢ e @
sono uguali. c. d d

3. Teor. - Condizione necessaria e sufficiente perché il pro-
dotto di due funzioni razionali intere sia identicamente nullo &
che almeno uno dei fattori sia identicamente nullo.

Dim. - E evidente che la condizione & sufficiente. Siano ora
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@ e Y due funzioni razionali intere di una sola variabile & tali
che il prodotto ¢ - sia identicamente nullo. Poiché per ogni va-
lore di x risulta ¢ -y= 0, per ogni valore di x uno almeno dei
fattori ¢ e Y sara nullo. Ora, se n ¢ il piu grande dei gradi di
We Y e se si considerano 2n+ 1 valori diversi della s poiché
ciascuno di essi annulla almeno una delle due funzioni @ e Y5 vi
sara una di queste funzioni che si annullera per almeno n-)- 1
di detti valori. Si conclude che questa funzione & identicamente
nulla.

Dimostrato cosi che la condizione & necessaria nel caso di
una sola variabile, per dimostrare la cosa in generale bastera
provare che, se essa sta per un certo numero m di variabili, sta
anche quando le variabili sono m+ 1. Supponiamo allora che ¢
P siano due funzioni intere con m+ 1 variabili e che il loro
prodotto sia identicamente nullo. Se né I una né I' altra delle due
funzioni @ e @ € identicamente nulla, indichiamo con x una delle
variabili, ed indichiamo con p e vigradi di ¢ e i rispetto ad x.
Avremo

dove 99 e Y0 sono funzioni delle rimanenti m variabili e ydi e
rispetto ad x di grado <[i e Yl €& rispetto ad x di grado </v.

Risulta che il termine di Y-y di grado massimo in x &
@0-Y0-£u+v, e poiché < & identicamente nulla deve essere
?0-Ppo= 0 per ogni sistema di valori delle m variabili che in esso
figurano, dunque qOmJ0 ¢ identicamente nulla, e, per | ipotesi
fatta, uno dei due fattori @0 e y0 é identicamente nullo. Questo
contrasta colla supposizione che u e v siano effettivamente i gradi
di Y e Y rispetto ad x. Dunque bisogna concludere che una delle
due funzioni @ e Y deve essere identicamente nulla.

4 Teor. - Se Ye g sono due funzioni razionali intere, il
massimo grado dei termini di @ - & uguale alla somma dei mas-
simi gradi di Ye di Y, e il minimo grado dei termini di ¢ -
e uguale alla somma dei minimi gradi dei termini di ¢ e di W

Dim. - Supponiamo che p e v siano i massimi gradi dei
termini di Ye Y
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Si potra porre

dove yn € la somma di tutti i termini di grado x di @, e (R é
la somma dei termini rimanenti; ed analogamente yx ¢ la somma
dei termini di grado v di Y e Y2 la somma dei rimanenti.

Sara

dove R & una funzione razionale intera di grado minore di p-f- v.
Quindi si potra concludere che il massimo grado di Y-y sara
[i+ v, se non sara yam identicamente nullo. Ma cid0 non puod
essere, perche, per ipotesi, nessuno dei fattori yn e ggq € iden-
ticamente nullo.

Resta cosi provato che il massimo grado dei termini del pro-
dotto di due funzioni razionali intere & uguale alla somma dei
massimi gradi dei termini dei due fattori. In modo analogo si
dimostra |’ altra parte del teorema.

Cor. - Se il prodotto di due funzioni razionali intere ¢ e Y
e una funzione omogenea, le due funzioni ¢ e Ysono pure omo-
genee ed il grado di @ -y & uguale alla somma dei gradi di
edi Wy

Dim. - Infatti, se ¢ - € omogeneo, e se n eil suogrado,
tanto il massimo come il minimo grado dei termini di Y-y &
uguale ad n, dunque la somma dei massimi gradi e quella dei
minimi gradi di @ e Y sono uguali ad «, e pero il massimo grado
ed il minimo grado dei termini di ognuno dei fattori @ e Y sono
uguali, e quindi @ e Y sono omogenei; ed inoltrerisulta cheil
grado di @ - & uguale alla somma dei gradi di yedi o.

5. Dee. - Una funzione razionale intera di grado >0 si
dice prima se non € decomponibile in un prodotto di due fun-
zioni razionali intere di grado >0. ,

Con considerazione analoghe a quelle che si fanno sulla di-
visibilita dei numeri interi si pud dimostrare il

Teor. 1. - Ogni funzione razionale intera non prima si puo
decomporre in un prodotto di funzioni razionali intere prime.

Se poi si considerano come un medesimo fattore primo due
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fattori primi che si ottengono I'un dall’ altro moltiplicando per
una costante, si ha anche il

Teor. 2. - Una funzione razionale intera si pud scomporre
in un sol modo in un prodotto di funzioni razionali intere prime.

2.

1 determinanti funzioni dei propri elementi.

1. Determinanti generici e simmetrici considerati come funzioni dei loro
elementi. — 2. Indecomponibilita di tali determinanti in fattori.

1. - Un determinante generico

L

considerato come funzione dei suoi elementi, & una funzione ra-
zionale intera omogenea di grado n di n2 variabili.

Un determinante simmetrico, cioé un determinante (1) in
cui Xrs—xsr, considerato come funzione dei suoi elementi, &
pure una funzione razionale intera omogenea di grado n, ma con

sole variabili.

2. Teor. - Un determinante simmetrico considerato come
funzione dei suoi elementi & una funzione prima.

Dim. - La proposizione & evidente se I'ordine del determi-
nante € 1 Per dimostrare la cosa in generale basta provare che,
se essa € vera per i determinanti di ordine ??, & vera anche per
quelli di ordine n-f-1. A tal fine consideriamo un determinante
simmetrico di ordine n-f- 1 di elementi

(ris=1, 2,—-n-\-1).

Supposto che esso si possa scomporre nel prodotto di due
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funzioni razionali intere ¢ e Y, poiché il determinante é di grado
1 rispetto all’ elemento xn, uno dei due fattori sara di grado 1
rispetto ad xn, e I'altro di grado zero. Sia ¢ il fattore di grado
1 rispetto ad xu, allora sara

dove Ul e @2 sono di grado zero rispetto ad xn. Inoltre il deter-
minante varra

Ma esso vale anche ¥/X-Xn-Y, dove indica il comple-
mento algebrico di xu, ed Y & una funzione razionale intera di
grado zero rispetto ad xn. Si conclude che dovra essere

Ma Xn & un determinante simmetrico di ordine n, e quindi,
per ipotesi € indecomponibile. Dunque una delle funzioni gx e W
deve essere costante. Se risulta  costante, la supposta non é
una decomposizione del determinante primitivo. Resta a supporre
che sia costante la yx. Ma ¢ & omogenea, e contiene |’addendo
Wx-Xu che é di grado 1, dunque la ¢ é di grado 1.

Nella @ possiamo supporre il coefficiente di xu uguale ad 1,
ed allora sara Y= Xn.

Notiamo poi che in tale Y non figurano le variabili al2 g13 ...,
XX, agn+l , e che, rispetto al complesso di queste variabili, il de-
terminante dato & di 2° grado; dunque ¢ dovra essere almeno di
2° grado, il che e assurdo. Si conclude che il determinante é in-
decomponibile.

Cor. - Un determinante generico considerato come funzione
dei suoi elementi & indecomponibile.

Dim. - Difatti, se un determinante generico fosse decompo-
nibile, basterebbe uguagliare in esso gli elementi simmetrici ri-
spetto alla diagonale principale per ottenere un determinante sim-
metrico decomponibile, il che & impossibile.

Del resto la dimostrazione precedente potrebbe essere seguita
nelle sue linee generali per dimostrare direttamente questo cor.
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3.

Quadriche e trasformazioni lineari.

1. Quadriche. — 2. Trasformazioni lineari. — 3. Trasformata di una
quadrica. — 4-3. Sopra certe funzioni omogenee dei coefficienti di una
quadrica.

1. Der. - Una funzione razionale intera omogenea di grado
2 in un sistema di variabili si chiama forma quadratica o sem-
plicemente quadrica.

Una quadrica con n variabili

u 1 <20 - -) Jn

si scrivera sotto la forma

con

Def. 2. - Se
[artS— ard

€ una forma quadratica, il determinante dei coefficienti

si chiama il suo discriminante.

Def. 3. - Una forma quadratica si dice generica se il suo
discriminante e diverso da zero. Nel caso contrario si dice sin-
golare.

2. Der. - Una sostituzione che porta dalle variabili

UN1dii----) MNn
alle variabili

1 *ii i 3"'ni
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data dalle n relazioni
(1) (®=1,2,. -.,A),
in cui le sono dei numeri noti, si chiama uua trasformazione

lineare. Le (1) si dicono le equazioni della trasformazione, ed il
determinante

si chiama modulo della trasformazione.

3. - Una trasformazione lineare (1) trasforma una quadrica

colle variabili x in una quadrica colle variabili //

~con
(2)

Dee. - La quadrica F' si chiama la trasformata della F
mediante la trasformazione (1).

Teor. - Il discriminante della trasformata di una quadrica
F e uguale al discriminante della F moltiplicato per il quadrato
del modulo della trasformazione.

Dim. - Infatti, se noi poniamo
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e se ricordiamo le regole di moltiplicazione dei determinanti,
vediamo che a €& il prodotto dei determinanti a e c. E poiché ri-
sulta

vediamo anche che b & il prodotto dei determinanti a e c. Si

conclude che
b= a-c—@-¢c= anct c. d d

4, - Sia
3) KU «u, -, o».n)= @)

ima funzione razionale intera omogenea di grado k dei coefficienti
di una quadrica F. Si trasformi la F in una quadrica F' a mezzo
di una trasformazione lineare (1), e si consideri la

(4) ?(éu1 K*,---,*»,«):(P(&)

ottenuta dalla (3) sostituendo ad ogni coefficiente di F quello di
F' che ha gli stessi indici.

Sostituiamo poi in (4) alle s le loro espressioni date dalle
(2). Allora la (4) diventa una funzione razionale intera dei coef-
ficienti della F e dei coefficienti della trasformazione (1), omo-
genea di grado 3/t, e piu precisamente omogenea di grado & nei
coefficienti di F, ed omogenea di grado 2k nei coefficienti della (1).

Indichiamo questa funzione con

) WU ' 2, %, «n, N1, Cl2, ~2L, - - -, O-r)

Yale il
Teor. - Se la funzione (5) & uguale al prodotto della fun-
zione (3) per una funzione razionale intera

@(cll, cr, ca, .-, @)= ~ro

dei soli coefficienti di (1), la ® é una potenza con esponente in-
tero del modulo di (1), ed il numero 2k deve essere divisibile
per n.

Dim. - Supponiamo che la trasformazione (1) sia di modulo
diverso da xero, e risolviamo rispetto alle ij. Si avra

O. Vitali — Ltxioni di geometria nello spaxio kiloertiano 8
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(6) o =12, ;n),

dove le Ci} sono i complementi algebrici delle cu in e, e quindi
sono funzioni razionali intere omogenee di grado n— 1 dei coef-
ficienti di (1).

La relazione algebrica

)

sta anche se al posto delle ars si pongono le brs, e al posto
delle cu si pongono le ma allora il 1° membro di (7) di-
venta la (3) e la @ tenuto conto della sua omogeneita, diventa

Si hanno adunque le relazioni

dalla quali si ricava

Ma c €& una funzione prima (p. 110), d'altra parte cXk non
si pud scomporre in fattori primi che in una sola maniera,
dunoue deve essere

dove M ¢ una costante, ed m & un conveniente numero intero.
Si vede subito che M = 1, perché, se noi prendiamo per trasfor-

mazione (1) la
XN Vi {%=1,2,..., n),

abbiamo c=1 e le antS= brsi e la

ci da corrispondentemente ©(c) = 1, ossia M -cm= 1, ed infine
M= 1
Dunque per ogni sistema delle ¢ si ha

6(e) = am.
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Ora o0(c) é di grado 2&, e cm ¢ di grado n-m, deve dunque
essere
n-m—2k,

ossia 2k deve essere divisibile per n.

5. Teor. - Una funzione derivabile  dei coefficienti di una
forma quadratica generica F & una costante (cioe € indipendente
dai detti coefficienti), se essa non cambia valore tutte le volte
che in essa si sostituiscono i coefficienti di F coi corrispondenti
di una trasformata F' della F a mezzo di una trasformazione li-
neare.

Dim. - Consideriamo la trasformazione lineare di equazioni

dove A & una costante ed s ed h sono due numeri interi fissi,
che possono essere diversi od uguali.
Cio equivale a prendere nel caso di s= h

e nel caso di sk

e le rimanenti qxy uguali a zero.
In tutti i casi si avra

(p~h e g™h)
{a$h)

Mettiamo ora in evidenza nella ¢ gli ars che hanno almeno
un indice uguale ad h, e quindi scriviamo

W WE\y alRs s 5e-)
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Per I'ipotesi, si avra

e guesto avviene per ogni A

Derivando rispetto a A i due membri della precedente ugua-
glianza, e poi facendo A = 0, si ha

Facendo variare s da 1 ad n, si vede che le

soddisfano un sistema di n equazioni lineari con n incognite e
col determinante dei coefficienti diverso da %ero, poiché esso é il
discriminante della forma F. Dobbiamo quindi concludere che

Questo avviene per ogni quindi, per ogni coppia di indici
peq, sila

ossia la @ é indipendente da ogni apq, e quindi ¢ costante, c. d. d.

Cor. - Sia Y una funzione derivabile dei coefficienti ar, di
una forma quadratica generica F tale che, quando in essa 9 si
sostituiscono i coefficienti ars coi corrispondenti brs della forma F
in cui la F si trasforma a mezzo di una qualunque trasforma-
zione lineare omogenea, la ¢ risulta moltiplicata per la potenza
2v-esima del modulo della sostituzione. Si ha = C-av, dove C
e una costante ed a indica il discriminante di F.

Dim. - Infatti, poiché a per una trasformazione lineare omo-
genea sulle \&riabili risulta moltiplicata per il quadrato del mo-
dulo della sostituzione, @:av rimane invariato, e quindi @:av &

una costante. Si ha dunque @= C-av, dove C & una costante.
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4,

Determinanti di Torelli.

1. Definizione. — 2. Calcolo. — 3. Condizione necessaria e sufficiente
perché un determinante di Torerti non si annulli.

1. Def. - Se a ed x sono due numeri, chiamo determinante
di Torernni il determinante di ordine n

2. - Si ponga

Poiché i termini di ciascuna colonna sono somma di due
numeri ciascuno, il determinante D(x) si pud spezzare nella
somma dei 2n determinanti che si ottengono sostituendo ad ogni
colonna o i primi addendi che in essa figurano od i secondi ad-
dendi. Di questi determinanti sono nulli tutti quelli che hanno
almeno due colonne formate coi secondi addendi, perché hanno
almeno due colonne uguali, e quindi si ha

dove D= D(0), e
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indicandosi con Ag il complemento algebrico di atr nel deter-
minante D.
In conclusione

Supponendo

si ha
D{xX)= Tn(«, X) ;
e, poiché allora
D—(n
ed

si ha

3. - Dalla precedente espressione si ricava che, se n™>1,
condizione necessaria e sufficiente perché Tn(@, x) non si an-
nulli @ che a ed a-f nx siano entrambi diversi da zero.

5.

Determinanti di Spottiswoode.

1. Definizione. — 2. Calcolo.

1. - Se
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€ un determinante qualunque di ordine w, e se m & un intero
i minori di ordine m che si possono estrarre da c sono

in numero di "™ j , perché la righe di un tale minore si pos-

sono scegliere in A J modi  (numero delle combinazioni semplici
di n elementi ad m a m) e le sue colonne si possono scegliere
pure in  ~j modi.

Si potra indicare con Cit<2..ti ,jiJa. quello di questi

minori che & formato colle righe di ¢ che occupano i posti indi-
cati coi numeri ix, ..., il e colle colonne di ¢ che occupano
i posti indicati coi numeri j\,j2,... ,jm Prendendo questi minori

come elementi, formiamo il determinante di ordine &rr%j che si

ottiene disponendo i in un quadrato in modo che

in una medesima linea sia costante il gruppo degli indici

ed in una medesima colonna sia costante il gruppo degli indici
Jij3...jm, e che in ogni termine della diagonale principale i due
gruppi di indici ixi2...im e j}2...jm siano uguali.

Come si vede, vi sono vari modi per formare un tale deter-
minante, ma, poiché da un modo all’ altro si passa eseguendo sulle
righe e sulle colonne la medesima sostituzione, si conclude che
il valore del determinante di cui si discorre € determinato. Lo
indicheremo con cm.

per. - Il precedente determinante cw si chiamera 1 m-esimo
determinante di spoctiswooae dedotto da c.

2. - Nel precedente determinante di spottiswooae NOI di-
stingueremo le righe e le colonne in pari e dispari; diremo
pari una riga quando € pari la somma degli indici ixi2...im
dei Ciiit... ... J che in essa figurano, e diremo dispari le

altre righe, e diremo analogamente pari una colonna quando €&
pari la somma degli indici jxjt... jmdei Gh ... im ... )m che
in essa figurano, e dispari le altre colonne.

Se in ancambiamo il segno a tutti gli elementi di ogni linea
dispari e poscia a tutti gli elementi di ogni colonna dispari, ve-
diamo che il determinante non cambia valore, e che nello
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stesso tempo si muta nel determinante che ha per elementi i
...jw Presi col segno + o col segno — a seconda
che la somma di tutti i 2m indici & pari o dispari, 0 in altri
termini si muta nel determinante che ha per elementi i comple-
menti algebrici dei minori di ¢ di ordine n— m.
Consideriamo ora il prodotto

an* —m:

Noi possiamo pensare che il cn_m sia formato coi comple-
menti algebrici dei minori di ordine m di ¢, e che nei due de-
terminanti cne cn_m un minore di ordine m di ¢ ed il suo
complemento algebrico occupino lo stesso posto. Allora, eseguendo
la moltiplicazione per righe dei due determinanti cne cn- m ©
tenendo conto di note proprieta dei determinanti, si trova come

prodotto un determinante di ordine j che ha tutti gli ele-

menti della diagonale principale uguali a c, e tutti gli altri uguali
ao.
Si conclude che

C *M:WJ

Considerando che cm e crt_ m sono funzioni razionali intere
degli elementi di ¢, e che, essendo ¢ un determinante qualunque,
non si potra scomporre in fattori razionali interi, si deve conclu-
dere che ognuno dei fattori cme cn_w sara uguale ad una po-
tenza intera di ¢ moltiplicata per una costante.

Dunque

cn= M -c ,
dove M € una costante, e k € un intero > 0.
Ora cmé, evidentemente, di grado m -~ j negli elementi di

Cc, e ck & di grado n-k in questi medesimi elementi. Dunque
sara

m-Lrpq%: n-k,

da cui
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e quindi

Prendendo poi per c il determinante di ordine n che ha
= 1 i termini della diagonale principale, ed = 0 i rimanenti, si
vede che allora risulta on= 1 ed anche c= 1, e se ne trae
1=ikf-1, dacui M= 1.

Si ha dunque

Essendo questa una identita algebrica, essa varra qualunque
sia ¢, ed anche se c= 0.

6.

Determinanti di Kronecker.

1. Definizione — 2. Calcolo.

1. Der. - Sia

un determinante qualunque di ordine n, e si ponga, essendo k
un gqualunque intero > o,

Consideriamo il determinante di ordine nK che ha per ele-
menti i
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in modo che in una stessa riga siano costanti gli indici

i], 72, ik, ed in una stessa colonna siano costanti gli indici
jLjs e che gli elementi della diagonale principale ab-
biano

h=d1%==1ll...1% —]k-

Tale determinante, come quello di Spottiswoode, ha un valore
indipendente dall’ ordine in cui si dispongono le righe, si chiama
il k-esimo determinante di K ronecker dedotto da c, e si indi-
chera con (c)h.

Il determinante (c)k & una funzione razionale omogenea di
grado k-nhdegli elementi di c. Inoltre essa non & identicamente
nulla, perché se noi prendiamo un determinante ¢ che ha tutti
gli elementi della diagonale principale uguali ad 1 ed i rimanenti
nulli, vediamo che anche (c)k ha tutti gli elementi della diago-
nale principale uguali ad 1 ed i rimanenti nulli, e che quindi
risulta (c)h= 1.

2. - Consideriamo una forma quadratica

od il determinante (@) di Kronecker dedotto dal suo discrimi-
nante ad.

Vediamo come essa si trasforma quando ai coefficienti di F
si sostituiscono i coefficienti della trasformata

della F a mezzo di una trasformazione lineare

A causa delle note formule

si ha

(A=1,2,... ft)
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€ quindi, con notazioni che si intendono facilmente,

la  intendendosi estesa al variare da 1 ad n degli indici

Mediante questa formula si dimostra, procedendo come si &
fatto per dimostrare il teor. a p. 112, che

Da questa relazione si ricava (p. 113, teor.) che (c)k & una
potenza di c. Supposto che sia

poiché (c)k é di grado kmnk, e ané di grado n-in negli ele-
menti di c, si avra

Si ha allora il

Teor. - |l determinante k-€SIMO di K ronecker dedotto da un
determinante di ordine N vale la potenza di questo determinante
che ha per esponente il numero k-nh~1.

7.

1 determinanti di Brill-Sclioltz-Hunyady.
1. Definizione. — 2. Calcolo.

1. - Sia

un determinante di ordine w, e sia K un numero intero >0. In-
dichiamo con
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due delle N combinazioni con ripetizione a k a k dei

numeri

e consideriamo il prodotto

(1)

Teniamo poi fisso I'ordine degli indici

e disponiamo gli indici

in tutte le loro permutazioni distinte Otteniamo allora da (1)
tanti termini quante sono queste permutazioni. Indichiamo poi
con
(2)
la somma di tutti questi termini.

Si vede subito che I'elemento (2) non cambia se si cambia
I’ ordine iniziale degli indici

e che esso non dipende dall’ordine in cui si considerano gli
indici

In altri termini (2) € un elemento determinato dalle due
combinazioni di indici considerate in principio.
per. - Il determinante di ordine n I che ha per

elementi gli elementi (2) disposti in modo che in ogni riga sia
costante la combinazione ix2. .. ih, ed in ogni colonna sia co-f

(*) Si tenga presente che alcuni degli indici iy, i2,..., i possono es-
sere uguali.
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stante la combinazione j¥2...JK e che in ogni elemento della
diagonale principale siano uguali le due combinazioni

si dira il determinante k-esimo di Brill-Scholtx-Hunyady dedotto
dal determinante c, e lo indicheremo con [c]* .

Il determinante [e)ké una funzione razionale intera omogenea
Mfi->fi 2\

di grado k m( 1 degli elementi di c. Inoltre essa non ¢
identicamente nulla, perché, se noi prendiamo il determinante c¢
che ha tutti gli elementi della diagonale principale uguali ad 1 e
tutti gli altri nulli, vediamo che anche in [c]® tutti gli elementi
della diagonale principale risultano uguali ad 1 e tutti gli altri
nulli e che quindi risulta [e]lk= 1.

2. - Consideriamo una forma gquadratica

ed il determinante [«],. di Brill-Scholtz-H unyady dedotto dai
suo discriminante a

Moltiplichiamo ogni elemento di [a]ft per k e dividiamo tutti
gli elementi di ogni riga per il numero delle permutazioni distinte
che si possono fare cogli indici

che la individuano. Si trova cosi un nuovo determinante AK che
varra M -\a\k, dove M é un conveniente numero intero fisso ~>U.
Ak non é identicamente nullo, poiché tale non é \ak.
Gli elementi di Ak, che indichero con

valgono la somma dei [k prodotti che si ottengono da

tenendo fisso IMordine degli indici jnji,... e facendo subire
agli indici ik tutte le \k permutazioni che si otterrebbero
considerandoli come se fossero distinti.
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Vediamo come si trasforma Ak, quando ai coefficienti di F
si sostituiscono quelli della trasformata

della F a mezzo di una trasformazione lineare

*=1li2,...,n
A causa delle formule
si ha
(*_ 1121' 1*)
e quindi
@

la ~ essendo estesa al variare di tutti i pedi tuttii cda 1ad n.

Facciamo ora un cambiamento di ordine degli indici *§?2 ..., ih
Cio equivale a fare lo stesso cambiamento di ordine negli indici
pi, p*,...,pt nei soli fattori o che figurano nel 2° membro
della (4).

Allora, se si sommano membro a membro tutte le (4) che
si ottengono ordinando gli indici il, «2,.., ikin tutti i \n modi

possibili, si ha, con notazioni facili ad intendersi,

Nell’ ultima X~ sono uguali fra loro tutti gli

in cui gli indici pj, p2...pk formano la stessa combinazione con
ripetizione a k a k dei numeri

1,2,...,»
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e gli indici Oj,02,..., formano pure la stessa combinazione
con rinetizione a € a X dedi stessi n numeri.

Quindi ogni termine figura nella
predetta = un numero di volte uguale al prodotto del numero
delle permutazioni distinte degli indici pi,p2 ..., pf per il nu-
mero delle permutazioni distinte degli indici ,02,.. ., ak.

Indicando con X' la sommmatoria estesa ai diversi
si ottiene facilmente

Mediante questa formula si dimostra, procedendo come si
fatto per dimostrare il teor. a p. 112, che

Da questa relazione si ricava che

Poiché [c]t e di grado km ,ecmedigrado m-n

negli elementi di c. si avra

Si ha allora il
Teor. - Il determinante k-esimo di B riti-s chottz-H unyaay de-
dotto da un determinante di ordine n vale la potenza di questo

determinante che ha per esponente il numero

In particolare il 2° determinante di Bri11-S choltz-H unyady
di un determinante di ordine n vale la (n+ I|)ma potenza del
determinante.
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8.

Calcolo di particolari determinanti.

1. - Consideriamo una quadrica

di cui indichiamo al solito con a il discriminante.
Indichiamo poi con

rs e pq

due qualunque delle combinazioni con ripetizione a 2 a 2 dei
numeri

e poniamo

(1)

con A e J costanti rispetto ai coefficienti di F. Un elemento (1)
€ evidentemente individuato dalle due combinazioni considerate.

Sia W il determinante di ordine che si forma cogli

elementi (1) tenendo fissa in ogni riga la coppia rs ed in ogni co-
lonna la coppia pq e facendo percorrere nello stesso ordine a
queste due coppie tutte le combinazioni con ripetizione a 2 a 2
dei numeri

1»2,. .., W.

Se si tien conto del fatto, che per una sostituzione
(2 (*=

col modulo ¢ diverso da si muta in

dove
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e X' si intende estesa a tutti i termini che si ottengono facendo
percorrere a po e TK tutte le combinazioni con ripetizione a 2 a
2 dei numeri

si vede che, per la (2), il determinante W si muta in

dove P é il determinante formato colle come il W é for-
mato colle

Ma il determinante P ¢ il 2° determinante di Brill-Scholtz-
Hunyady dedotto da c, e quindi vale ew+l, dunque

e se ne conclude (p. 116, cor.) che

dove C & una costante.
Per calcolare C basta assumere per F la forma

©)

e calcolarne il relativo W. Essendo, per essa, a= 1, sara

Con questa osservazione il calcolo di C risulta facile, perche,
per la forma (3), tutti i Wrspy risultano nulli ad eccezione dei
seguenti

r=1 ,2 w

e quindi C vale

dove A é il determinante di ordine n che ha tutti i termini della
diagonale principale uguali a A+ 2y e tutti gli altri uguali a A

6. Vitati — Lexioni di geometria nello spaxio hilbertiano 9
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A & dungue il determinante di Torelli e quindi

Dunque

ed infine

Consegue che, per nf>1, W= 0, se e solo se y= 0, oppure
se 2p+ M= 0.

Nel caso di
si ha
Equazioni secolari.
1. Forme quadratiche definite. — 2. Teoremi. — 3. Equazioni associate
ad una coppia di forme quadratiche. — 4. Equazioni secolari. — 5. Realta
delle radici di una equazione secolare. — ©-7-8-9. Confronto del rango e del-

" ordine di una radice di una equazione secolare.

t. Def. - Dna forma quadratica a coefficienti reali

si dice definita se, per ogni sistema di valori reali delle variabili

si ha sempre

Ex=>0,
oppure sempre

E*<o.
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Evidentemente una quadrica definita resta tale se si eseguisce
sulle variabili una trasformazione lineare a coefficienti reali e a
modulo diverso da zero.

2. Teor. 1. - Se Fx & una forma quadratica, e se per un

sistema di valori non tutti nulli delle x sono soddisfatte le re-
lazioni

(1) (r= 1>2,...,n),
la Fx & singolare.

Dim. - Infatti le (1) costituiscono un sistema di n equazioni
lineari omogenee nelle n variabili x, e perché sia soddisfatto per
un sistema di valori non tutti nulli delle x si richiede che sia
nullo il determinante dei coefficienti, ossia che sia nullo il di-

scriminante della forma, ed infine che la forma sia singolare.
Teor. 2. - Se

e una forma quadratica definita, che si annulla per un sistema
di valori reali non tutti nulli delle

.«_|_) )...)/\«)

per questi valori delle x sono soddisfatte le (1), e quindi la F
€ singolare.

Dim. - Infatti, poiché la Fx & definita e si annulla in un
punto reale, in questo punto la Fx deve avere un massimo od un
minimo, ed allora in questo punto si devono annullare tutte le
derivate prime di Fx rispetto alle n variabili x. Queste derivate
sono appunto uguali ai primi membri delle relazioni (1) moltipli-
cati per 2. Dunque nel punto considerato sono soddisfatte le (1).

3. - Essendo

due quadriche, noi associeremo ad esse |'equazione
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e I’ equazione

dove

La Q(p)= O si ottiene dalla A (p) — 0 scambiando fra loro
le due forme Fx e Gv, ed e evidentemente |’ equazione reciproca
di questa.

Considerando entrambe le equazioni A(p) = 0 ed Q)= 0
come equazioni di grado n, nella quale ipotesi pud darsi che esse
abbiano delle radici infinite, si vede che ad ogni radice di una
di esse ne corrisponde una dell’ altra (la reciproca). Inoltre ad
ogni radice reale od infinita di una di esse corrisponde una ra-
dice dell'altra o reale od infinita.

Se noi consideriamo le radici infinite come reali, possiamo
dire che ad ogni radice reale di una delle due equazioni ne cor-
risponde una reale dell’ altra.

Dee. 1. - Se pi & una radice finita dell’ equazione A(p) = O,
e se k & la caratteristica della matrice A(px), la differenza n— li
si chiama rango della radice px. Se poi I'equazione A(p) = 0 ha
una radice infinita, si dice rango di questa radice il rango della
radice nulla nella equazione reciproca Q) = 0.

Teor. 1. - L’ordine di moltipliche di una radice di una
equazione A(p)= 0 & del rango di questa radice.

Dim. - Bastera considerare solo le radici finite, perché la
considerazione della eventuale radice infinita si conduce alla con-
siderazione della radice nulla della equazione reciproca.

Sia adunque px una radice finita di rango h della equazione
A(p) = 0. La matrice A(py ha allora caratteristica n— h e quindi
sono nulli tutti i suoi minori di ordine ~>n—h

Per ogni intero i<Cn la derivata ina di A(p) rispetto a p €
una combinazione lineare di minori di ordine n—1i della matrice



EQUAZIONI SECOLARI 133

A@) ™, e quindi, se i<™h ossia se n—i™>n—h, la derivata
iradi A(p) si annulla per p— pl.

Poiché allora la px annulla A(p) e le sue derivate di ordine
<~hj la @ € radice di A(p)=0 di ordine >h. c. d d

Dee. 2. - Una radice di una equazione A(p) = O che abbia
I’ordine di moltiplicita uguale al rango si dice regolare.

Teor. 2. - Eseguendo sulle variabili una trasformazione li-
neare

a modulo diverso da zero, le due forme Fx e Gx si trasfor-
mano in altre due forme Fyed Gy, corrispondentemente alle quali
si avra una equazione A'(p)=0 analoga alla A(p)= 0. Le due
equazioni A(p) = 0 e A'(p) = 0 hanno le stesse radici collo stesso
ordine di moltiplicitd e collo stesso rango. In particolare una ra-
dice regolare dell’una & anche regolare dell’ altra.

Diu. - Intanto & evidente che A(p) € il discriminante della
quadrica Fx— pGx. Quindi A'(p) e il discriminante della qua-
drica trasformata Fy— pGy, ed allora A'(p) = A(p) -e2 dove c &
il modulo della trasformazione. Di qui consegue intanto che le
due equazioni hanno le stesse radici e cogli stessi ordini di mol-
tiplicita.

Sia ora px una radice di A(p) = 0, e quindi di A'(p) = 0.

Indichiamo poi con anS gli elementi del determinante A(pj)
e con (.4 i corrispondenti di A'fpj).

Infine poniamo

2

Dalla (2) risulta subito che ogni minore di ordine m estratto
dalla matrice |>4] € il prodotto di due matrici rettangolari con
m righe ed n colonne, la prima formata con m righe della ma-
trice A(pX e I'altra con m righe della matrice [lof]l Esso quindi
vale la somma dei prodotti dei minori corrispondenti di ordine
m che si possono estrarre da dette matrici rettangolari, e quindi

P) Cio risulta subito dalla regola di derivazione dei determinanti.



134 COMPLEMENTI DI ALGEBRA

vale una combinazione lineare di minori di ordine m della ma-
trice A(pi).
Poiché poi si ha

si vede, in modo analogo a quanto precede, che ogni minore or-
dine m estratto dalla matrice A'(p) € una combinazione lineare
di minori di ordine m estratti dalla matrice |N>1|]

Combinando i due risultati si ha che ogni minore di ordine
m estratto dalla matrice A'(pj) &€ una combinazione lineare di mi-
nori di ordine m estratti dalla matrice A (pj).

Consegue che, se tutti i minori di ordine m di A(py sono
nulli, sono nulli anche tutti i minori di ordine m della A'ip,), e
si conclude che il rango di ptin A'(p)= 0 € > del &o rango
in A(p) = 0.

Ma, poiché si passa anche dalla A' alla A con una trasfor-
mazione lineare sulle variabili a modulo diverso da zero (I'in-
versa di quella che porta da A a A'), si deve concludere che
anche il rango di p] rispetto a A € > del suo rango rispetto a
A'. Dunque pl ha rispetto a A e a A' lo stesso rango, c¢. d. d.

4. Dee. - Se

sono due quadriche a coefficienti reali, delle quali una definita ed
una generica (le due qualitd potendo essere riunite in una sola
quadrica), Iequazione A (p) = 0 si dice una equazione secolare.

Evidentemente, se A (p)= 0 & una equazione secolare, &€ anche
tale la reciproca Q)= 0.

5. Teor. - Le radici di una equazione secolare sono tutte
reali.

Dim. - Supponiamo che I equazione secolare che si considera
sia la A(p) = 0 e che la forma Fx sia definita. Indichiamo poi
con p, una radice finita di A(p) = 0. Sara possibile trovare un
sistema di valori non tutti nulli delle x, per cui sia
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3) (r=1,2, :

poiché il determinante dei coefficienti di queste equazioni & nullo.
Indichiamo con xs i coniugati di questi valori xsi e poi moltipli-
chiamo per xr le relazioni (3) e sommiamo rispetto ad r. Troviamo
allora

@

Ora, se poniamo
e quindi
vediamo che

©

e, poiché le y e le £ sono reali e la Fx & definita, le due som-
matorie

(0)

devono avere lo stesso segno.

Percid il secondo membro della (5) non potra essere zero
se non sono zero entrambe le sommatorie (6).

Supponiamo che le due sommatorie (6) non siano entrambe
nulle. Allora non é nulla la sommatoria che figura nel primo
membro di (5), e quindi non & nulla la prima sommatoria che
figura in (4).

In tal caso, le due sommatorie che figurano in (4) essendo
reali, la (4) ci assicura che é reale e diversa da Xxero.

Se poi le due sommatorie (6) sono entrambe nulle, si avra
(p. 131, § 2, teor. 2).

(?)



136 COMPLEMENTI DI ALGEBRA

e quindi
(r=1,2, , N)
E, tenendo conto di (3) ,
s=1, 2,...,n
ed allora

(8)
Questo non pud essere, perche per le (7) ed (8) sarebbero
nulli i discriminanti di entrambe le forme Fx e Gx, e la A(p)—0

non sarebbe piu secolare.

Si conclude che necessariamente, nel caso in cui si annullano
le (6), deve essere p!=0.

E inutile che ci occupiamo delle radici infinite della A(p) = 0,
percheé esse per convenzione sono da considerarsi come reali.

6. Lemma. - Se

€ una quadrica, e se

e un sistema di valori per cui

e possibile trovare altri n— 1 sistemi di valori

in modo che il determinante
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sia diverso da zero, e siano soddisfatte le relazioni

{a= 2, 3, ..., ri) .

Dim. - Poniamo

e consideriamo I equazione lineare

Di questa equazione & possibile trovare n— 1 soluzioni li-
nearmente indipendenti. Siano tali le

Allora la matrice

ha caratteristica n— 1. Dico che il determinante

e diverso da zero. Infatti, se fosse uguale a zero, la prima riga
sarebbe una combinazione lineare delle seguenti (1), e quindi sa-
rebbe una soluzione della equazionef

(*) Appunto perché la matrice delle ultime N —1 righe ha caratteri-
stica N—1.
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e si avrebbe

contrariamente all’ ipotesi.
Inoltre le relazioni

@@= 2,3, p)]

Si possono scrivere
{ga= 2, 3, ..., n)

e cosi & dimostrato il lemma.

Teor. - Tutte le radici di una equazione secolare sono rego-
lari, salvo eventualmente quella radice che risulta infinita per
quella delle due equazioni A(p)= 0 ed Q(p)= 0 nella quale la
incognita p moltiplica i coefficienti della forma definita.

Dim. - Conservando le solite notazioni, supponiamo che delle
due forme a coefficienti reali, FOe Gxi la Fx sia definita.

Consideriamo poi la equazione Q(p)=0, ed indichiamo con
pi una sua radice finita.

Per il fatto che il determinante Q(p,) € uguale a xero, si
possono determinare dei valori non tutti nulli

che soddisfano il sistema di equazioni lineari

Dico che deve essere

Infatti, se fosse

si dovrebbe avere (p. 131, 8 2, teor. 2).
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=12 ., n

e per le (o), essendo ~ finito, si avrebbe

™ (s=1,2,., w).

Ma dalle (B) consegue che Fx & singolare, e dalle (y) conse-
gue che Qx é singolare. Questi due fatti non possono sussistere
insieme poiché la Q(p) = 0 é secolare, dunque deve essere appunto

Indicando con A la radice quadrata del modulo di

si vede che i valori

sono tali per cui

Allora, pel lemma precedente, & possibile associare al pre-
detto sistema di valori (8) altri n — 1 sistemi di valori

in modo che siano soddisfatte le relazioni

n

e che il determinante

sia diverso da xero.
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Consideriamo la trasformazione lineare

Essa ha modulo diverso da zero, e trasforma Fx e Gx ri-
spettivamente in due altre forme

con

Si ha allora

(7=2, 3,..., n)

e, tenendo presenti queste relazioni e le (a),

Si ha allora

dove F" e G” sono forme quadratiche nelle sole variabili

E evidente che la FJ & definita, perche, se esistessero due
sistemi di valori delle variabili
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per cui Fy acquistasse due valori non nulli e con segno differenti
basterebbe associare ad essi il valore yl= 0 per avere due sisten
di valori delle

che facciano acquistare alla F[ due valori non nulli e con segno
differente.

Inoltre, essendo il discriminante & di Fy uguale al discri-
minante &' di Fy moltiplicato per + 1, si vede che, se a YO,
deve essere a ' 0, e quindi, se Fy & generica, lo deve essere an-
che Fy. Infine, essendo il discriminante b' di Gy uguale al discri-
minante b" di G" moltiplicato per + p, si vede che, se b0,
deve essere (oltre che p'@O) b"40, e quindi, se Gy € generica, lo
e anche Gy. Riassumendo, poiché una delle due forme F' e G
€ generica, lo &€ anche una delle due forme F” e G,', e percio
la equazione che si ottiene annullando il discriminante della for-
ma pFy — Gy €& una equazione secolare.

Possiamo intanto concludere che, se la Q@ = 0 ha una
radice finita, la Q) = O pud, con una trasformazione lineare
sulle variabili con modulo diverso da itero, ridursi alla forma

mentre I’ equazione

€ pure una equazione secolare in cui i coefficienti di p sono i
coefficienti della forma definita.

Se gquesta ultima equazione ha una radice finita p2, sara pos-
sibile, con un ulteriore trastormazione lineare a modulo diverso
da Aero, ridurre la Q(p) = 0 alla forma
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e si potra continuare finché si arrivera ad una equazione del tipo

€ una equazione secolare, in cui p moltiplica i coefficienti della
forma definita e che ha tutte le sue radici infinite.

Ridotta a questa forma la Q(p) = 0, si vede che, se una
delle sue radici finite € r-upla, per p uguale a tale radice sono
nulle r righe del determinante che si ha nel 1° membro, e quindi
sono nulli tutti i minori di ordine n—r+ 1 della sua matrice.
Si conclude che il rango della radice che si considera B b r.
Ma esso non pud essere (p. 132, teor. 1); dunque esso €
uguale ad r, e la radice e regolare.

Oss. - La radice infinita di Q(p) = 0, quando una tale radice
esiste, pud anche non essere regolare.

-

Cosi, se kK € un intero < — e se si pone
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si ha una equazione secolare Q(p) = 0 che ha la radice infinita
di ordine « e di rango n— k.

Si noti che in questo esempio il rango e u , € che quindi

Iordine di moltiplicita n della radice .o non supera il doppio
del rango.
Vedremo come tale proprietda vale in tutti i casi.

7. La dimostrazione precedente conduce ad affermare che,
se la Fx & generica, la Q(p) = 0 pud, con una trasformazione
lineare di modulo diverso da zero, essere ridotta alla forma

dove pl,ps,...,pnsono numeri reali finiti. Allora detta trasfor-
mazione muta la Gx in

Si ha cosi il
... - Ogni quadrica

1

puo, con una trasformazione lineare a modulo diverso da zero,
essere ridotta alla forma

dove le p<sono dei numeri reali finiti che possono essere anche
nulli.

In particolare le cose vanno anche se la Gx e definita. In
tal caso tutte le p< devono essere dello stesso segno, ossia tutte
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>0 o tutte <0. Infatti, se h &€ uno dei numeri 1, 2,.. ., w,
facendo ~ = 1 e tutte le altre yi uguali a 0, la Oy acquista il
valore pft, e dovendo la Gy acquistare tutti valori dello stesso se-
gno, si deve concludere che tutte le pft hanno lo stesso segno.
Si ha allora il
Teor. 2. - Ogni quadrica definita puo, con una trasforma-
zione lineare a modulo diverso da zero, essere ridotta alla forma

dove le p* sono dei numeri reali finiti tutti >0.

8 - Teor. Se

€ una forma quadratica definita, e se g € un aggregato misurabile
di punti, é possibile trovare n funzioni

a quadrato sommabile in #, in guisa che risulti

(1)
e quindi

(r,s — 1,2, -, ti),

il segno davanti all’j essendo lo stesso per tutte le coppie di in-

dici r, s.
Dim. - Intanto, con una conveniente trasformazione lineare
a modulo diverso da 0, la Fx si pud ridurre alla forma

dove tutte le p, sono ]>0.
Siano

n funzioni a quadrato sommabile in 4 tutte normali e fra loro
ortogonali, e si ponga
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Si ha subito

Eseguendo ora la trastormazione lineare che riporta dalle
variabili y alle variabili x, e supposto che

*=1 2 ...,n)

siano le sue equazioni, si ha la (1) in cui
0'=1>2,...,w)

9. Prendiamo ora a considerare una equazione secolare
‘Q(p) = 0 formata col concorso delle solite quadriche e 6,
di cui la lasia definita.

Cambiando eventualmente il segno ad entrambe le quadriche,
il che non altera le radici dell’' equazione secolare che si consi-
dera, noi possiamo pensare che sia

Supponiamo ora che la Q(p) = 0 abbia la radice o w-upla.
Cio porta che la corrispondente A (p) = 0 ha w-upla la radice
r=0.

Se k é la caratteristica della matrice del discriminante di Fx,
i parametri

fi, fi,.--, U

ippartengono ad uno spazio lineare Sh a k dimensioni, e noi
tossiamo prendere in tale spazio k parametri normali e fra loro
ortogonali

Allora sara

s. vitar: — Lezioni di geometria rello spazio hilbertiano 10
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e si trova subito

La Gx ha il discriminante diverso da zero, e noi indicheremo
oon br%il reciproco di brss in esso.
Poniamo poi

Dico che si ha
hd=12,.., K .

Intanto si ha subito

Consideriamo ora la equazione secolare

Essa ha tutte le radici finite, infatti la forma quadratica i
cui coefficienti sono i coefficienti di p in questa equazione & de-
finita ed ha il discriminante diverso da zero.

Sia pl una di tali radici.

Noi potremo trovare dei numeri non tutti nulli
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per cui

od, in altri termini, per cui sia

0=1,2,...%)

Mutiamo nelle (21 I' indice j in
e sommiamo rispetto ad 1i. Otteniamo

, moltiplichiamo per gt

©)

dove |

Evidentemente Y €& un parametro di Jk.
Poniamo

Abbiamo subito

Infine poniamo

e quindi

La (3) diventa allora

31
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Moltiplichiamo queste per fs ed integriamo lungo #, otteniamo

ossia
@

Osservo che le yr non sono tutte nulle, percheé sarebbero

tutte nulle le
n

ossia sarebbe

r=12,..w),
V
e percio sarebbe 7 = 0, e le qu 2,..., gk sarebbero tutte nulle.

Dunque le (4) sono soddisfatte da valori delle yr non tutti
nulli, e quindi px deve essere una radice di A (p) = 0. Ma, per
ipotesi, questa equazione ha radici tutte nulle, dunque pi = 0,
ossia tutte le radici di Z(p) = O sone nulle.

La equazione secolare Z(p) =0 ha dunque la radice p= 0
A-upla, e, poiché questa radice ¢ finita, essa deve essere di rango
k, ossia la matrice Z(0) deve avere caratteristica nulla, e quindi
deve avere nulli tutti gli elementi.

Si ha dunque

{ij = :

come volevo dimostrare.
Allora le (2) diventano

(2) (i—12,... K.

Aggiungo che i k sistemi

*=1,2,..., K

sono linearmente indipendenti, perche se cid non fosse sarebbero
dipendenti linearmente i sistemi
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e quindi lo sarebbero i parametri

(*= 1,2, ,
il che non pud essere.

Si deve concludere che fra le fr passano almeno k relazioni
lineari fra loro indipendenti, e che quindi la caratteristica della
matrice del discriminante di Fx deve essere -<,n— k. In altri

L N . Yt
termini si avra k<Ln—k da cui 2&<?*, & <— .

L
Passiamo ora a considerare una equazione secolare qualun-
gue Q(p)= 0 nella quale supponiamo che i coefficienti di p siano
quelli della forma definita, e supponiamo che essa abbia la ra-
dice oo di ordine v.
Per quanto sappiamo, essa potra con una conveniente tra-
sformazione lineare a modulo diverso da zero, essere ridotta alla

forma

dove

€ una equazione secolare nella quale i coefficienti di p sono
quelli della quadrica definita, e che ha v-upla la radice oo.
Consegue che la caratteristica della matrice
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E dunque < di (r]—v)-j-lu, ossia < di r]————:— la carat-

teristica della matrice A(0), essendo A (p)= 0 [equazione reci-
proca di Q(p) = 0.
Cio significa che il rango r della radice 0o di Q) =0 ¢

> di n— [n-—, ossia ;> y

Dunque v<2r, e si ha il

Teor. - Se Q(p)= 0 € una equazione secolare in cui i coef-
ficienti della p sono quelli della quadrica definita, e se questa
equazione ammette la radice oo, I'ordine di moltiplicita di questa
radice € del doppio del suo rango.

10.

Un’ osservazione sulle quadriche generiche.

Sia

una quadrica generica, ed indichiamo con ahK il reciproco di
ahh nel determinante Jahhj.
Consideriamo poi la sostituzione

la quale &, evidentemente, a modulo diverso da zero.
Per questa sostituzione la Fx si muta in

1 1
Ne consegue che, se la forma F, ¢ definita, lo € anche la

forma
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Notazioni e definizioni preliminari.

1 La scrittura f[u]. — 2. Invarianti. — 3. Indici ed apici - Campo Q
4. Ordine naturale. — 5. Rango di uno stato; classe; classe intera.
1 - Con una lettera /', F, @,..., 0 con una lettera affetta da

indici od apici, noi indicheremo nel seguito una funzione di n
variabili, della quale si sa che, per una sostituzione invertibile
sulle variabili, si muta con una legge conosciuta in una funzione
delle nuove variabili. La legge di trasformazione potra cambiare
da caso a caso.

Per mettere in evidenza che una funzione f & considerata
per le variabili

1) W\, w5 1

noi scriveremo f[ii], cosiche, se S € una sostituzione invertibile
di equazioni

(2)
che porta dalle variabili (1) alle variabili
©)

indicheremo con fjv-\ la funzione delle (3) in cui la f[it\ si tra-
sforma per la sostituzione S.

Nel seguito noi supporremo che le funzioni A\uU\ ed i secondi
membri delle equazioni (2) che noi avremo a considerare abbiano
derivate continue in la quanto si vuole.
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2. per. - Una funzione | si dice invariante se, essendo
(1) un qualungque sistema di variabili e (3) un altro sistema
legato ad (1) da una sostituzione invertibile S, si ha

Ifu] = I[v],

per ogni coppia di sistemi di valori delle (1) e delle (3) che si
corrispondono nella S.

Allora, se / & una invariante, e se per le (1) ¢

e se le (2) sono le equazioni di 8, sara

3. - Nelle seguenti considerazioni figurera, dato una volta per
sempre, un numero intero w~>0, e si presenteranno come indici
0 come apici degli aggruppamenti di numeri scelti fra i seguenti

) 1,2, e

in ciascuno aggruppamento alcuni numeri potendo essere uguali,
ed in ciascun aggruppamento non avendo importanza I ordine in
cui si scrivono detti numeri. Si trova opportuno di considerare
ciascuno di questi aggruppamenti come un tutto, e di indicarlo
con una sola lettera.

Con tale convenzione le notazioni si semplificano, ed ogni
indice od apice fisso & una combinazione con ripetizione dei nu-
meri 4 ad 1ad 1, a2 a2 a3 a3 ecc.

L' insieme di tutte queste combinazioni si chiamera il campo Q

Un apice od un indice pud percorrere parecchi elementi del
campo Q, ognuno dei quali si dira uno stato dell’indice o del-
I’ apice variabile che si considera, ed i numeri (4) che compongono
un tale stato si chiameranno le cifre di questo stato.

4. - Quando le cifre di uno stato di un indice o di un apice
sono scritte in tale ordine che ciascuna sia < della successiva,
diremo che lo stato 0 scritto in forma normale.

E superfluo avvertire che uno stato si pud scrivere in forma
normale in una maniera sola.
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Se r € un numero intero >0, indicherdo con Pr la permu-
tazione degli stati con r cifre per cui, essendo tutti questi stati
scritti in forma normale, il successivo di uno di questi stati sia
quello che si ottiene da esso aumentando di 1 I’ultima sua cifra
diversa da n.

Si dira poi che gli stati di un indice od apice variabili in Q
sono disposti nell’ ordine naturale, se sono disposti in una suc-
cessione percorrendo la quale si incontrino successivamente le
successioni

A, Pii "3)-*.
Noi indicheremo tale successione con P.
Se in avvenire avremo da considerare solo alcuni stati di
un indice od apice, noi diremo che essi stati sono disposti in

ordine naturale, se sono disposti in una successione in cui essi
si succedano come nella successione P.

5. Def. 1L - Il numero delle cifre di uno stato a si chiama
il rango di questo stato e si indica con pa .

Def. 2. - Se v e ji sono due numeri interi soddisfacenti
alle limitazioni v~A>u>0, si dice che un indice od un apice
varia nella classe (v, y), o che & di classe (v, u), se percorre
tutti e soli gli stati per cui v>pa>p. La classe (v, 1) si

chiama anche la classe v, e si dice che &€ una classe intera

Derivate di un invariante.

1. Rappresentazione sintetica delle derivate multiple di un invariante.

— 2. Legge di trasformazione di queste derivate. Le

1 - Sel é un invariante, se al € uno stato di un indice
variabile a, e se
hy ==...3
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sono le cifre di a0, noi porremo

ed analogamente per gli altri sistemi di variabili. Si ottiene cosi
un sistema di funzioni 7a, in cui I'indice a percorre il campo Q

2. - Andiamo a cercare la legge secondo la quale le la va-

riano per il passaggio da un sistema di variabili ad un altro.
Supponiamo, al solito, che

*=12,..., n

siano le equazioni della sostituzione S che porta dalle variabili
u alle variabili v.

Intanto osservo che, per I'ordinaria regola di derivazione di
funzioni composte, si ha

e si pud anche scrivere
(1) i=122..,n,

con la X estesa a tutti gli stati di un indice B variabile in Q
purché si ponga

2

Ora io dico che, qualunque sia lo stato di un indice a va-
riante in Q si ha

U’
con la ¥ estesa a tutti gli stati di un indice B variante in Q

dove le Wva sono funzioni razionali intere di derivate (semplici
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o multiple) dei secondi membri delle equazioni di 5; ed, in par-
ticolare, si ha

(2

Lo dimostreremo per via ricorrente. Intanto sappiamo che
la cosa vale quando a ha una cifra.

Supponiamo ora di aver dimostrato la proposizione gquando
a ha un numero di cifre e proviamo che essa vale anche
gquando a ha k+ 1 cifre.

Se a ha k+ 1 cifre ed h € una sua cifra, indichiamo con y
lo stato di k cifre che si ottiene sopprimendo in @ una cifra u-
guale ad In

Per ipotesi si ha

(1)

con la X estesa a tutti gli stati dell’indice 6 di classe k, perche,
sempre per ipotesi, si sa che

(2"

inoltre le

©)

che figurano in (1") sono funzioni razionali intere di derivate
dei secondi membri delle equazioni della sostituzione S.
Deriviamo ora i due membri di (1") rispetto a vh. Si ha

e poiché, per la comune regola di derivazione delle funzioni com-
poste, si ha
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dove evidentemente 0n indica lo stato che ha tutte le citre di &
e la cifra n, si vede che 7a[u] risulta uguale ad una combina-
zione lineare delle 78 \u\ con B variante nella classe A+1, com-
binazione lineare i cui coefficienti sono funzioni razionali intere
delle (3) e loro derivate prime, e quindi funzioni razionali in-
tere di derivate dei secondi membri dello equazioni di S. Ed
allora si pud scrivere

con la X estesa a tutti gli stati di un indice § variante in Q

duo
dove le 'rdVa sono funzioni razionali intere di derivate dei se-

condi membri delle equazioni di S, e dove

Si conclude adunque che la proposizione enunciata vale per
pa= &-f 1, se vale per pa= k; ma essa vale per pa= 1, e
quindi vale per ogni a.

3

Olla
Proprieta dei simboli -
dva

1. - Abbiamo gia visto che valgono le seguenti proposizioni :

dlio

Teor. 1. - | simboli sono funzioni razionali intere di
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derivate dei secondi membri delle equazioni
ui= Wy, V) t=212,..., n

della sostituzione S che porta dalle variabili u alle variabili v.

Teor. 2. - Se

2. Teor. 1. - Si ha

Dim. - Ci0d consegue dalla def., ed infatti dovrebbe essere

ed, applicando successivamente il procedimento di generazione

duo ]
delle -— —, si trova
Sua

Teor. 2. - Se

sono tre sistemi di variabili legati da sostituzioni invertibili, si
ha, qualunque siano gli indici a e B,

(1)

la ¥ essendo estesa a tutti gli stati di un indice y variante in Q
Dim. - Infatti, qualunque sia un invariante I, si ha

(2

ed inoltre
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dalle quali si ha

(©)

e, confrontando (2) con (3),

(4)
Ora, questa relazione sta qualunque sia I invariante 1. Sia

©)
un sistema di valori delle sia a0 uno stato di a, ed i\ indichi
il numero delle volte che la cifra i figura in a0. Ponendo

si vede subito che

e che quindi, in virtu della (4), per il sistema (5) di valori delle
w si ha

Ma a0 é uno stato qualunque di a, dunque le (1) valgono
per ogni a. Inoltre il sistema (5) € arbitrario, e quindi la (1)
vale per ogni sistema di valori delle w.

Cor. - Se u e v sono due sistemi di variabili legati fra loro

da una sostituzione invertibile, si ha:

*)

Dim - Basta mettere nella (1) al posto delle wle w, e ri-
cordare il teor. 1
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Oss. - Nelle formule (1) e (1) la Xy si puo pensare estesa

ai soli stati dell’indice y, per cui & contemporaneamente

perche per rispettivamente

3. Teor. 1. - Se B ha una sola cifra h, e se iu ir
sono le cifre di a, si ha

a u fx1

Dim. - Il teorema & vero se a ha una sola cifra. Per pro-
varlo in generale, basta provare che, se esso & vero quando a
ha r cifre, & vero anche quando a ha r+ 1 cifre.

Supponiamo ora che il teorema valga quando a ha r
cifre, e consideriamo poi un a che abbia le r-fl cifre
*1>25. .. 5Ki Vfl.

Posto y= i2... ir, e quindi a=y«v+1, si osservi che,

se | & un invariante, si ha

dove X' indica la somma estesa a tutti gli stati di un indice
variabile in Q, escluso lo stato h.

Derivando i due membri rispetto a M, si vede che da '
non possono ottenersi che termini col fattore 1§[u] con d”~h (:),

e che solo dall’ addendo ultimo risulta un termine con //N?i],
che sara

0) Si ricordi che hha una sola cifra.

o e, — Lezioni di gmetria rello speio Hilkertiaro 1
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Ed allora sara

Teor. 2.

sono le cifre di a, e se

sono quelle di B, si ha

dove ¥ indica la somma estesa a tutte le permutazioni distinte
B
flellift rifre di B.

Dim - Il teorema & vero quando Esso sara
dimostrato in generale se, supposto vero per VEro
anche per

Supponiamo allora che sia vero per conside-
riamo poi un a ed un [ che abbiano r +1 cifre.

Sia

Posto e quindi si osservi che,

se 7 € un invariante, si ha

in cui X' si intende estesa ai & con pbO , e la X" si intende
estesa ai 6 con p§= r.

Derivando i due membri rispetto a vir+l, si vede che da X' non
possono ottenersi che termini col fattore 7n[«g con pn< r. Solo
da 2" si possono ottenere dei termini col fattore 7n|>] con
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ed essi sono quelli che figurano in

Consideriamo ora quelli fra questi termini in cui dk coincide
col B prefissato. Intanto sono quelli in cui h & una cifra di B e

0 e formato dalle rimanenti cifre di B, ed allora risulta (poiché

che

(6)

dove 20 si intende estesa a tutti i termini in cui h € una cifra
di B, e d & lo stato che si ottiene sopprimendo in B una cifra
uguale ad h.

Se s1, s2,...,sr sono le cifre di 3, € per ipotesi,

e quindi

contiene tutti gli addendi della somma

U]

che terminano col fattore

(4 Ossia gli addendi nei quali jr+i=h.
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Dunque nel secondo membro di (6) vi sono tutti e soli gli
addendi di (7), e percio il 1° membro di (6) vale la (7), e cosi
€ dimostrato il teorema.

Oss. - Abbiamo usata nelle ultime formole la scrittura X R

per indicare una somma estesa a tutte le permutazioni diverse
delle cifre di B.
Nel seguito indicherd con T il numero delle permutazioni

distinte delle cifre di (.
Teor.3. - Se pa= Pp, se

sono le cifre di a, e se

sono quelle di B, si ha

Dim. - Intanto osserviamo che, se in tutti gli addendi sotto
la di () si sostituisce alla permutazione delle cifre di a

un’aItPa permutazione, si ritrovano tutti gli stessi addendi, ma
scambiati fra loro, e quindi si trova come somma ancora la

Allora si avra

Inoltre €& evidente, in modo analogo, che il 2° membro di
(8) vale

Ed allora consegue il teorema.



PROPRIETA DEI SIMBOLI 165

Teor. 4. - Se pa= PB= h-f r—h), dove h ¢ un intero
> 0e< r, se a ed a" sono due stati, il 1° di h cifre ed
il 2° di r— h cifre, tali che complessivamente abbiano tutte le
cifre di a, se inoltre

sono i vari modi di distribuire le cifre di B in due stati, il 1"
B di h cifre ed il 2° B" di r—h cifre, si ha

Dim. - Infatti, se 4,4, ..., 4 sono le cifre di a' ed
4+1; .-+, 4 sono quelle di a", se infine 4,4, ---54 sono

quelle di [, si ha, pel teor. 2,

e raggruppando insieme quegli addendi di Zm in cui nella per-

mutazione degli indici di B figurano come primi h indici (salvo
I ordine) i medesimi h indici, cioé gli indici che costituiscono le
cifre di un medesimo (-, si trova

dove ..., &r indicano le cifre di p™.
Consegue da cio la formula da dimostrare.
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4.

Sistemi assoluti.

1. Definizione. Legge di varianza assoluta. — 2.1 sistemi 7a. — 3. For-
inazione dei sistemi assoluti. — 4. Sistemi nulli. — 5. | sistemi & . —
a

6. Sistemi simmetrici ed emisimmetriei.

1 Def. - Se aAed ah (h—1, 2, ..., r) sono r coppie di
indici entrambi della stessa classe, se B. e * (&= 1, 2, ..., 9)i
sono altre s coppie analoghe di apici, e se

(1)

€ un sistema di funzioni tale che, qualunque siano i sistemi di

variabili m e t), legati fra loro da una sostituzione invertibile, si
abbia

2

la  essendo estesa a tutti gli stati degli indici ah(h= 1,2,
e degli apici PE(A= 1,2,..5s), si dice che il sistema (1) & un
sistema assoluto con r indici ed s apici.

Quando mancano gli apici il sistema assoluto si dice pura-
mente covariante, e quando mancano gli indici si dice puramente
controvariante.

Un invariante si deve considerare come un sistema assoluto
(costituito da una sola funzione) privo di indici e di apici.

La legge di varianza di un sistema assoluto, espressa dalla
(2), si chiama legge di varianza assoluta.

In particolare, se

) H x



SISTEMI ASSOLUTI 167

€ un sistema puramente covariante ad un indice, la sua legge di
varianza assoluta e data da

(2)

la ¥ essendo estesa al variare di a' nella classe di a; e, se

(1)

€ un sistema puramente controvariante ad un apice, la sua legge
di varianza assoluta e data da

(27

la ~ essendo estesa al variare di B' nella classe di (.

2. - Se a € un indice di classe v, e se | & un invariante,
il sistema Ta (p. 155, § 1) & (p. 156, (1)) un sistema pura-

mente controvariante ad un indice di classe wv.

3. Teor. 1. - Sesh (h=12,...,r) e A (k= 1,2,...,59)
sono r indici ed s apici di classi determinate, se (1) & un sistema
di funzioni per il quale esiste un particolare sistema di variabili,
p. es. le m, per cui, qualunque sia un sistema di variabili v,
si abbiano le (2), il sistema (1) € un sistema assoluto.

Dim. - Per ridurre la scrittura, ed anche per non stancare
il lettore, supporro r= s= 1. Per0o il caso generale si tratta
allo stesso modo.

Se v e w sono due qualunque sistemi di variabili, per ipo-
tesi, si ha:

dove la X & estesa al variare di a nella classe di a e al va-
riare di ' nella classe di (.
E poiché (p. 159, § 2, teor. 2)
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con y variabile nella classe di a, e & variabile nella classe di (3,
si ha

poiché, giusta I’ ipotesi, si ha

Dunque il passaggio dalle H[v] alle H[w] si ottiene colla
legge di varianza assoluta, ed il sistema H & assoluto.

Teor. 2. - Un sistema assoluto & determinato in modo unico
guando é assegnato il sistema di funzioni a cui si riduce per un
particolare sistema di variabili, p. es. per il sistema delle u.

Dim. - Infatti, dato il sistema di funzioni delle u a cui
deve ridursi il sistema assoluto che si desidera, il sistema di
funzioni a cui si riduce per una qualunque sostituzione sulle va-
riabili & determinato dalla legge di varianza assoluta, e viceversa,
qualunque sia il sistema dato per le n, il sistema cosi costruito

e, per il teor. prec., un sistema assoluto.

4. - Se tutte le funzioni a cui si riduce un sistema assoluto
per un particolare sistema u di variabili, sono uguali allo zero,
anche per qualunque altro sistema di variabili il sistema si riduce
a funzioni nulle, come risulta applicando la legge di varianza
assoluta.

Def. - Un sistema assoluto, che per ogni sistema di varia-
bili, si riduce ad un sistema di funzioni nulle si dice un sistema
nullo.

5. Teor. - Se a e B sono un indice ed un apice della me-

_ B . _
desima classe, e se H e un sistema assoluto tale che per un
a
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particolare sistema di variabili u si abbia

per qualunque altro sistema di variabili v si ha

Dim - Infatti si ha, per la legge di varianza assoluta,

(p. 160, cor.).

Def. - Un sistema assoluto con un indice a ed un apice 8
della stessa classe, che per qualunque sistema di variabili vale

i, se a=f, e vale zero, se a” [, si chiama un sistema & .
a

E bene perd avvertire che questa ultima notazione non & suffi-

ciente ad individuarlo. Perché un sistema 6[3 sia individuato €
a

necessario conoscere la classe comune di a e di f.

6. Def. 1 - Un sistema di funzioni si dice simmetrico ri-
spetto a due indici (0 a due apici) della stessa classe, se ogni
sua funzione & uguale a quella che si ottiene scambiando fra loro
i detti due indici (od apici).
Def. 2. - Un sistema di funzioni si dice emisimmetrico
rispetto a due indici (0 a due apici) della stessa classe, se ogni
sua funzione é contraria di quella che si ottiene scambiando fra
loro i detti due indici (od apici).
Teor. 1. - Se un sistema assoluto & simmetrico rispetto a
due indici (0 a due apici) della medesima classe per un partico-
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lare sistema di variabili, lo & anche per ogni altro sistema di
variabili.

Dim - Infatti, se nel sistema assoluto (1) i due indici og
ed a2 sono della stessa classe, e se per le variabili u detto si-
stema & simmetrico rispetto agli indici og ed a2, la (2) si puo
scrivere.

dove X' indica somma estesa al variare di tutti gli indici ed
apici di H nelle rispettive classi, esclusi gli indici og ed a2.

E poiché la espressione entro le parentesi [ ] nel 2° membro
e simmetrica rispetto agli indici og ed og, si vede che il 2° membro
non si altera se si scambiano fra loro questi due indici entro la
parentesi [ ]; ma ci0o equivale a scambiare fra loro nel 2° membro,
e quindi nei 1° gli indici og ed a2. Ne consegue che, per qua-
lunque sistema di variabili -u, il sistema risulta simmetrico ri-
spetto agli indici og ed a2.

La dimostrazione fatta vale nel caso della simmetria rispetto
a due indici, ma nel caso della simmetria rispetto a due apici
si potrebbe ragionare in modo analogo.

Con ragionamento simile al precedente si potrebbe anche di-
mostrare il

Teor. 2. - Se un sistema assoluto € emisimmetrico rispetto
a due indici (od apici) della stessa classe per un particolare si-
stema di variabili, lo & anche per ogni altro sistema di variabili.

Def. 3. - Un sistema assoluto si dice simmetrico rispetto
a due indici (0 a due apici) della stessa classe, se, per qualunque
sistema di variabili, € simmetrico rispetto a quegli indici (od apici).

Def. 4. - Un sistema assoluto si dice emisimmetrico ri-
spetto a due indici (0 a due apici) della stessa classe, se, per
qgualunque sistema di variabili, & emisimmetrico rispetto a quegli
indici (od apici).

Evidentemente, se un sistema & emisimmetrico rispetto a
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due indici (0 a due apici), ha nulle tutte le funzioni in cui
questi due indici (od apici) sono uguali. Infatti ognuna di tali
funzioni non si altera scambiando i detti due indici (od apici),
e nello stesso tempo deve mutarsi nella contraria.

5.

Funzioni r-varianti.

1. Definizione. - 2. | determinanti (zz; v; ® e [w; v;1i3 | numeri 2W
ed Ov.-3. lsistemi €a_ O ............ a .
n o
1 per. - Una funzione A si dice r-variante, se, essendo

u e v due qualunque sistemi di variabili legati fra loro da una
sostituzione invertibile S di equazioni

*=1,2 ...n),
si ha

dove

Evidentemente, se A € un r-variante, ~ € un (-r)-va-

riante, ed un invariante ¢ un O-variante.

2. - Indicheremo poi con (m;wv;v) il determinante che ha
duo
per elementi le , con a e B percorrenti tutti gli stati di

rango v, e disposti in modo che a sia costante lungo una linea,
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e B sia costante lungo una colonna, e gli stati di a e quelli di
B si succedano nell’ ordine naturale (p. 155).

Evidentemente e {U\ 1; V) —{u\ V)’

Il determinante (U; v; V) & il v-esimo determinante di Brill-

/n+v-n

Scholtz-H unyady dedotto da [u\ v), evale (u; v)K n ' (p. 127,
teor.), dove I'esponente ¢ il noto coefficiente binomiale.

Indichiamo poi con Ni; v; W il determinante che ha per ele-

nio

menti le — , con a e B percorrenti nell' ordine naturale la
tiva

classe v, e per cui a sia costante lungo una riga, e B sia costante
lungo una colonna.

Allora, ricordando che (p. 159, § 1,

teor. 2), si ha

dove

L' ordine di [«.; v; W & evidentemente uguale ad

3. Teor. - Se A & un AW-variante, il sistema assoluto

che ha Ov indici di classe v, e che per un determinato sistema
di variabili u ha nulle tutte le funzioni con due indici uguali,
e ciascuna altra uguale a -\-Alu\ o a —A\ii\, secondo che la
permutazione degli indici & pari o dispari rispetto alla permuta-
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zione principale, e anche tale che per qualunque altro sistema
di variabili v ha nulle tutte le funzioni con due indici uguali,
e ciascuna altra uguale a --A[v\ o0 a —A[v], secondo che la
permutazione degli indici € pari o dispari.

Dim. - Infatti

la X essendo estesa al variare di tutti gli OVindici B. nella classe
v, e quindi

la ' essendo estesa a tutte le permutazioni

degli stati della classe v, ed il segno sotto la %' dovendosi sce-
gliere + 0 —, secondo che la permutazione

€ pari o dispari. Se due degli og sono uguali, la X' & nulla,
perché sarebbe lo sviluppo di un determinante con due righe
uguali, ed allora, se due indici sono uguali, €

€ una permutazione senza ripetizioni, la X' & lo sviluppo del de-
terminante [n; v; W preso con segno + o0 —, secondo che detta

permutazione e pari o dispari, ed infine

il segno essendo + o0 —, secondo che la permutazione
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& pari o dispari.
Def. - Un sistema assoluto

con Ov indici di classe v, per il quale, qualunque sia il sistema
di variabili, sia

se due indici sono uguali, e

con il segno + o —, secondo che la permutazione degli indici,
se questi sono differenti, sia pari o dispari, e dove A & un

-Vv-variante, si dice che ¢ un sistema Ea o , , 0 me-
i, , - - -5%oy

glio il sistema . M . ;o associato al iW-variante A.

Un tale sistema & evidentemente emisimmetrico rispetto a
ciascuna coppia di\indici.

6.

Operazioni elementari sui sistemi assoluti.

1. Addizione. — 2. Sottrazione. — 3. Moltiplicazione. — 4. Saturazione.
— b5-6. Criteri per riconoscere se un sistema di funzioni € un sistema as-
soluto. — 7. Applicazione.

1. Def. - Se

(1)

(2)
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sono due sistemi assoluti, in cui gli indici e gli apici rappresen-
tati da uno stesso simbolo sono della medesima classe, il sistema

©)

che evidentemente & pure un sistema assoluto, si chiama la somma
dei sistemi (1) e (2).

2. Def. - Se (1) e (2) sono due sistemi assoluti, in cui gli

indici e gli apici rappresentati da uno stesso simbolo sono della
medesima classe, il sistema

che evidentemente € un sistema assoluto, si chiama la differenza
dei sistemi (1) e (2).

3 Def. - Se (D e
(%)

sono due sistemi assoluti, il sistema

(3]

che evidentemente & un sistema assoluto, si chiama prodotto dei
sistemi (1) e (5).

4 Teor. - Se (1) &€ un sistema assoluto, e se a, e Bx sono
della medesima classe, il sistema

(?)

dove la = ¢ estesa al variare di T nella classe comune ad ax e
Bx, & pure un sistema assoluto.
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Dim. - Infatti e

e, sommando i due membri rispetto a T (p. 160, cor.) si ha

dove la X' & estesa al variare degli indici e degli apici

nelle rispettive classi, e cio dimostra il teor.

Def. 1. - La proposizione enunciata nel prec. teor. si indica
sotto il nome di principio di saturazione.

Def. 2. - Se

(8)

(C))

sono due sistemi assoluti, in cui gli indici e gli apici rappresen-
tati dallo stesso simbolo sono della medesima classe, il sistema
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nel quale la X si deve intendere estesa a tutti gli stati di
Ti, Oi, Oj, e che, per la successiva applica-
zione del principio di saturazione, & assoluto, si dice un sistema

composto.

5. Teor. 1. - Un sistema (1) e assoluto, se, qualunque sia
il covariante XB , il sistema
é assoluto.

Dim. - Infatti, per ipotesi,

e, poiché

sostituendo e portando tutto nel 1° membro, si ha

G. Vitati — Lexioni di geometria rello spaxio hilbertiano 12
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Ma XB [v] pudo essere un qualunque sistema di funzioni
delle v, dunque I espressione fra parentesi |j deve essere zero,

e cio significa che il sistema [1] € un sistema assoluto.
In modo analogo si dimostra il

Teor. 2. - Un sistema (1) e assoluto, se, qualunque sia il
controvariante X ai, il sistema
e assoluto.

Applicando successivamente i due teoremi precedenti, si ha
il seguente

T° criterio per riconoscere i sistemi assoluti.

Un sistema
e assoluto se, qualunque siano i covarianti

ed i controvarianti

il sistema

€ un sistema assoluto.
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6. - 2° criterio per riconoscere i sistemi assoluti.

Se (W) e
(10)

sono due sistemi assoluti, ed il sistema di equazioni lineari

(1D

nelle incognite

é determinato, cioe ha la matrice dei coefficienti e quella dei coef-
ficienti e termini noti con caratteristica ugnale al numero delle
incognite, la sua (unica) soluzione € un sistema assoluto.

Dim. - Infatti, se si considera dapprima un sistema fisso di
variabili, p. es. quello delle u, e si risolve il sistema (11), si
trova un sistema di funzioni delle w, e noi possiamo costruire
il sistema assoluto

(12

che per le variabili u coincida con tali funzioni (p. 168, teor. 2).

Mettendo questo sistema assoluto nei primi membri delle
(11), questi diventano, per il principio di saturazione, un sistema
assoluto, che per le variabili u coincide col sistema

e quindi coincide per tutti i sistemi di variabili col sistema as-
soluto (10); dungue il sistema (12) €& la soluzione del sistema
(12), e quindi la soluzione del sistema (11) & un sistema assoluto.
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7. Teor. - Se p € un sistema covariante a due indici
a e B della stessa classe (v, M), e se il determinante H= j# a !,

scritto in modo che a sia costante in una stessa riga e B sia
costante in una stessa colonna, e che i due indici si susseguano

nell’ ordine naturale, & diverso da zero, e se 1 P indica il re-
ciproco di Ha Bin H, il sistema Ha>? con a e B varianti nella

classe [v, b] € un controvariante a due apici.
Dim. - Sia Aa un qualunque sistema covariante ad un in-

dice a di classe (v, p). Il sistema di equazioni

nelle incognite x ~, a e B variando nella classe (v, M), € un si-
stema di equazioni determinato, e quindi la sua (unica) soluzione
XB & un controvariante (p. 179), e si ha

(13)

il che prova che, qualunque sia il covariante Aa, il 2' membro
di (13) & un sistema assoluto, ed allora si pud concludere
(p. 178) che il sistema H a>s & assoluto.

7.

Simboli associati ad una punto-funzione.

1. | simboli «a, . — 2. | simboli @& ed aa>p. — 2. | simboli di
\ \Y
cnristorrer. — 4. Proprieta dei predetti simboli.

1. - Abbiamo gia osservato che una punto-funzione

(@Y

descrive una varieta V. Se noi consideriamo una sostituzione
invertibile *8 che porti dalle variabili u alle variabili v, di equa-
zioni
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() i=12,...,n

e sostituiamo i secondi membri delle (2) alle u nella (1), vediamo
che questa si muta in una punto-funzione delle variabili v che
descrive la stessa varietd V.

Consegue che, se per ogni t si considera I invariante che
per le variabili u coincide con (1), questo invariante descrive,
qualunque sia il sistema di variabili, la stessa varieta. Tale inva-
riante, quando si vuol mettere in evidenza le variabili u a cui
ci si riferisce, si rappresentera con o con Au\, confor-
mandoci cosi a notazioni gia introdotte.

Allora, con notazione da noi gia usate per rappresentare le
derivate di un invariante, ha significato ben preciso la scrittura
fa dove a rappresenta uno stato di un indice variabile in Q

Def. - Noi porremo
3

e, se si fa variare I'indice a in una classe intera r e I'indice
B in una classe intera s, il sistema (3) € assoluto.

2. Def. 1. - Noi indicheremo con a il determinante che ha
\

per elementi gli «a B coi due indici a e 3 varianti nella medesima
classe intera v, scritto in modo che a sia costante in una stessa
riga e B sia costante in una stessa colonna, e che i due indici

si susseguano nell’ ordine naturale.

Def. 2. - Nell'ipotesi che a sia diverso da zero, noi indi-
\

cheremo con P il reciproco di aa B in a
\ 1 Vv
Teor. - |l sistema «“»”™ & assoluto (controvariante a 2 apici)

\%

(p. 180, teor.).3

3. Def. - Se a e B variano nella classe v, sep € un indice
di classe 1, se con ap si rappresenta lo stato (di un indice) che
ha tutte le cifre di a e la cifra p, noi porremo
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la Z essendo estesa al variare di y nella classe v. | simboli

C\p si chiamano simboli di Christoffel di classe v.
\

Quando la classe del simbolo di Christoffel & precisata in
altro modo, senza che possano nascere equivoci, si risparmiera di
scrivere il v sotto il C

4. Teor. 1. —Se p e un indice di classe 1, si ha

®

Dim. - Infatti (p. 82, teor. 3).

Teor. 2. - Si ha, se a, B, y variano nella classe v,
©)

Dim. - Ci0 consegue da una nota proprieta dei determinanti,

e prova in altro modo che il sistema & (p. 168, § 5) & assoluto,

Teor. 3. - Se [ e & variano nella classe v, e se p & un
indice di classe 1, si ha, per ogni sistema di variabili u ,

*

le ¥ essendo estese al variare di a e y nella classe v.
Dim. - Infatti, pensando i due membri delle (6) scritti pel-
le variabili e derivandoli rispetto ad up, si ricava
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e per le (5) ed introducendo i simboli di Christoffel

e, moltiplicando i due membri per aao>5d, e sommando rispetto
v

ad a, tenendo conto delle (6), ed introducendo i simboli di Chri-

stoffet, sSi ha la (7). c. d. d.
Teor. 4. - Se paO , si ha
Dim. - Infatti, per definizione,

®)

e, poiché ap e B appartengono alla classe v, per la (6) si ha la (8)
Teor. 5. - Si ha

©)
sey € nella classe v e se la X & estesa al variare di B nella

classe v.
Dim. - Infatti

(v. il prec. teor. 2).
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Teor. 6. - Yale la formula

(10)

Dim. - Infatti, per la regola di derivazione di un determi-
nante, si ha

e, dividendo per 2, si ha la (10).

8.

Derivato covariante di un sistema assoluto.

1. Definizione. — 2. Carattere assoluto del derivato covariante di un
sistema assoluto.

1. Def. - Se
(1)

¢ un sistema assoluto, cogli indici e gli apici di classi intere,
si chiama derivato covariante di (1) rispetto alla varieta descritta
dalla punto-funzione f(t\ ux, un) il sistema

(2)
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dove P é un indice di prima classe, che per ogni sistema di va-
riabili U é dato da

(2)

in cui si intendera che ogni simbolo di Christoffel sia della
classe dell’ indice @ho dell’ apice PAche in esso figura, ed in cui
per ogni X si intendera che il y varia nella classe dell’ indice o
dell’apice di cui occupa il posto; sistema che per maggior chia-
rezza indicheremo anche con

e, se non nascera confusione, con DpH.
In questa definizione & compreso il caso in cui H & un in-
variante, nel qual caso si avra

Come casi particolari della precedente definizione si ha an-
che: se a € un indice di classe ve se H% € un sistema assoluto,

e, se B e un apice di classe U e se € un sistema assoluto,
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2. Teor. - Il derivato covariante di un sistema assoluto (1)
€ pure un sistema assoluto.
Dim. - Il teorema ¢ vero se il sistema dato € un invariante,

perche il suo derivato covariante coincide col sistema delle co-
muni derivate di detto invariante con indice variabile nella classe 1.
Supponiamo ora che il sistema dato sia un covariante Ha

ad un solo indice a di classe v. Si ha

a' variando nella classe v. Derivando rispetto a wJ}, essendo p
un indice di classe 1, si ha

3)

Analogamente, ponendo per Ha il covariante fij, si ha
3)

Si osservi inoltre che, per il principio di saturazione, si ha
@

e, moltiplicando membro a membro la (3') e la (4), ed integrando
rispetto a t lungo #, si ottiene
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e semplificando (p. 181, § 3 e p. 182, teor. 2)

Sottraendo poi membro a membro la (5) dalla (3) si ha,
tenendo conto della definizione di derivato covariante,

il che prova che Hap —DpHa é un sistema assoluto.
Supponiamo ora che il sistema dato sia un controvariante
H$ ad un solo apice B di classe v. Allora

e un covariante ad un solo indice a di classe v, ed il suo de-
rivato covariante DpKa= Kap & un sistema assoluto. E si ha,

per qualunque sistema di variabili w,

(pp. 182-183, teor. 2 e 5),

e semplificando
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(p. 183, teor. 5),

e scambiando nella la X dell’ ultimo membro gli indici B e v,

con //a= Dp i ed infine moltiplicando per ao'i e som-
P \Y

mando rispetto ad a, si ha

(p. 182, teor. 2).

Ma il primo membro € un sistema assoluto, quindi anche

il secondo membro Hij} & assoluto.

Per dimostrare completamente il teorema bastera allora pro-
vare che, se € vero quando il sistema (1) ha un certo numero r
di indici ed un certo numero s di apici, € vero anche quando
ha un indice di piu od un apice di piu.

Supponiamo adunque che il teor. sia vero quando il sistema
(1) ha r indici ed s apici, e proviamo che e vero anche quando
il sistema ha r indici ed s+ 1 apici.

Si abbia allora il sistema assoluto

ed indichiamo con XB un qualunque covariante ad un indice
della classe dell’ apice . Il sistema



DERIVATO COVARIANTE DI UN SISTEMA ASSOLUTO 189

e assoluto, ed ha r indici ed s apici, e quindi & assoluto il suo
sistema derivato

Questo, per un qualunque sistema di variabili ti, € dato da

E, posto

si ha
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e, mutando nell’ ultima X 1" indice B in vy, si ha, qualunque sia
il sistema di variabili,

dove

e, poiché il primo membro di questa uguaglianza & un sistema
assoluto, e, per il principio di saturazione, anche [ ultimo ad-
dendo € pure un sistema assoluto, anche il primo addendo del
secondo membro & un sistema assoluto, ossia & un sistema as-
soluto

qgualunque sia il sistema assoluto X, dunque (p. 178) & as-
soluto il sistema

c. d d
In modo analogo si dimostrerebbe il teorema quando il si-
stema di partenza ha r+1 indici ed s apici,

Dunque il teor. € vero in generale.
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Regole di derivazione covariante.

1. Derivazione dei sistemi somma o differenza. — 2. Principio della per-
mutabilita della saturazione e della derivazione covariante. — 3. Derivazione
dei sistemi composti.

1 - Dalla definizione di sistema assoluto somma o differenza
di due altri (pp. 174-175, § 1, 2), e dalla definizione di derivato
covariante di un sistema assoluto (p. 184), risulta facilmente il

Teor. - |l derivato covariante della somma o della differenza
di due sistemi assoluti € rispettivamente uguale alla somma o
alla differenza dei derivati covarianti dei due sistemi dati.

2. Teor. - Se € un sistema assoluto, e se

og e p! sono della medesima classe v, si ha

(1)

0, come diremo, vale il principio della permutabilita della satu-
razione e della derivazione covariante.

Dim. - Intanto, per un qualunque sistema di variabili n,
si ha
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e, sommando i due membri rispetto a T variante nella classe v,
ed osservando che i contributi forniti dal 2° e dal 4° addendo del
2° membro hanno per somma zero (il che si vede scambiando
in uno di essi i due indici di sommatoria y e T), si trova

e quindi vale la (1) .

3. Teor. - Se

(2)

©)

sono due sistemi assoluti con indici ed apici di classe intera, ed
in cui gli apici ed indici rappresentati dallo stesso simbolo sono
della medesima classe, e se

(4)
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e il sistema composto che si ottiene da essi saturando gli indici
e gli apici t e g, si ha

()

dove la X si estende a tutti gli stati dei Ti5 ™ or? ok,
e sono sottintesi gli apici e gli indici dei sistemi (2), (3) e (4).

Dim. - La proposizione si verifica facilmente (tenendo pre-
sente la definizione di derivato covariante (p. 184), quando
h= k—0, ossia quando il sistema composto & un prodotto
(p. 175, §8 3). In base a questo si ha

nel cui 2° membro si intende che H e K abbiano gli stessi in-
dici ed apici che hanno nel 1° membro.
Sommando rispetto alle T ed alle g, ed applicando il prin-

cipio di permutabilitd della saturazione e della derivazione cova-
riante, si ha la (5).

10.

Derivati covarianti di alcuni sistemi assoluti.

1. Derivato dei sistemi ., . — 2. Derivato dei sistemi aa’ —
! \
3. Derivato dei sistemi 5. — 4. Derivato dei sistemi €
«i,«2, m -, g
a 1 u a v
1 Teor. - Il sistema assoluto «a B, con a e B della stessa

classe intera v, ha nullo il derivato covariante.
Dim. - Infatti, per un qualunque sistema di variabili a,

G. vita1i — Lezioni di geometria nello spazio hilbertiano 13
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(p. 182 teor. 1 e 2).

2. Teor. - Il sistema assoluto , con a e B varianti nella
\

classe v, ha nullo il derivato covariante.
Dim. - Infatti la formula (7) a p. 182, quando si trasporti
il 2° membro nel 1°, dice che

3. Teor. - Si ha

Dim. - Il teorema discende derivando covariantemente i due
membri della formula (6) di p. 182, tenendo presente la regola
di derivazione dei sistemi composti a p. 192 ed i prec. teor.

4. Teor.-S e el’ e%, al..... n associato
ad un iW- variante A, si ha
DpH=H Jp ,

dove Jp indica il sistema derivato dall’ invariante

Dim. - Intanto € chiaro che essendo, qualunque sia il si-
stema di variabili u,

se due indici di H sono uguali, ¢ DPH —O0, perche, se p. es.
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e 0og= a2, il 2° membro si riduce a

poiché gli altri addendi, contenendo un H con due indici uguali,
sono nulli. Inoltre, essendo = a2 e la H essendo emisimme-
triea, i termini (1) si riducono a

Se poi gli indici di H sono una permutazione degli Ov stati

della classe v, si ha, pensando che in tutto quel che segue la H
abbia sempre per indici una stessa permutazione degli Ov stati
della classe v,

(p. 184, teor. (3.

associato

all’ Nv - variante

pim. — Infatti in questo caso J= logl = 0, e quindi -
Jp—0, ed infine DpH =0 = 0. c. d d
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1n

Sistemi che possono considerarsi come assoluti
in varie maniere.

1. Teor. - Se un sistema

(1)

é assolutole ax é di classe [v, 4] con v>>p, se inoltre per un
particolare sistema di variabili u é

tutte le volte che paiO , anche per ogni altro sistema di varia-
bili v sara

tutte le volte che poi<>-
Dim. - Infatti, per la legge di varianza assoluta, quando

Poe, < v, la

viene espressa da una combinazione lineare degli

nella quale ogni termine & nullo o perche & nullo il fattore (3),
il che capita quando pa/<Cv, o perché & nullo il fattore
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il che capita quando pa' = v (p. 159, teor. 2); dunque I'elemento
(2) con pKiO & nullo.

Cor. - Se in un sistema assoluto (1) un indice og é di classe
[v, u] con v> p., e sono nulli per un particolare sistema di va-
riabili, e quindi per qualunque sistema di variabili, tutti gli ele-
menti di (1) in cui pai<Cvs gli elementi del sistema (1) per
cui P = Vv formano ancora un sistema assoluto in cui I'indice

og varia nella classe [v, v]. Viceversa, se (1) € un sistema as-
soluto con a, di classe [v, V] e se h< v, il sistema

in cui og varia nella classe [v, y] e gli altri indici od apici va-
riano nelle stesse classi in cui variano per il sistema (1), ed i
cui elementi coincidono coi corrispondenti di (1) quando paj =v,

e sono nulli quando paj< v, &€ pure un sistema assoluto.

2 Teor. 1 - Se (1) & un sistema assoluto con og di classe
[v, v], posto
-7 *7 n7 r7 &7 7 ‘ 7 *7 7
se ii, «,---, iw sono le cifre di og, qualunque sia il loro or-

dine, il sistema (4) €& un sistema assoluto, nel quale i primi v
indici sono v indici di classe 1

Dim. - La proposizione si rende manifesta considerando la
formula di varianza assoluta di (1) per il passaggio dalle u alle

v, e ricordando che il fattore —--—-- , in cui necessariamente

P« = P«, = Vlvale

se ji) j»i- -~/ sono le cifre di & (p. 162; teor. 2).
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Inversamente si ha il

Teor. 2. - Se il 1° membro di (4) € un sistema assoluto
cogli indici ip di classe 1e simmetrico rispetto a questi v indici,
anche il 2° membro di (4) € un sistema assoluto in cui I'indice
og & di classe [v, V.

3. - Con ragionamento analogo a quello del § 1 si dimostra il

Teor. - Se (1) € un sistema assoluto, e se Bxe di classe
[v, y] con v>» y, se inoltre per un particolare sistema di varia-
bili u ¢

tutte le volte che g p, anche per ogni altro sistema di varia-
bili v sara

tutte le volte che g8 > p.

E da questo si ha il

Cor. - Se in sistema assoluto [1] un apice [t € di classe
[v, M], con v, e sono nulli per un particolare sistema di va-
riabili, e quindi per qualunque sistema di variabili, tutti gli ele-
menti di (1) in cui PBi~>y, gli elementi del sistema (1) per
cui FA— formano ancora un sistema assoluto in cui P apice

B varia nella classe [u, M]. Viceversa, se (1) & un sistema as-
soluto con P! di classe [y, M], € se v> p, il sistema

in cui Bxvaria nella classe [v, Y] e gli altri apici od indici va-
riano nelle stesse classi in cui variano per il sistema (1) ed i
cui elementi coincidono coi corrispondenti di (1) quando pp~—p,

e sono nulli quando P> p, € pure un sistema assoluto.

4. Teor. 1. - Se (1) € un sistema assoluto con pi di classe
[u, ], posto
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®
se Ji, J”~ sono le cifre di fa qualunque sia il loro ordine,
e anche assoluto il sistema (5), in cui i primi p apici sono p

apici di classe 1.
Dim. - La proposizione si rende manifesta considerando la
formula di varianza assoluta di (1) per il passaggio dalle u alle

ovo
v, e ricordando che il fattore . _1 in cui necessariamente

At = pra= IL vale

se «I5 «,..., T4 sono le cifre di Bi (p. 164, teor. 3).

Inversamente si ha il

Teor. 2. - Se il 1° membro di (5) € un sistema assoluto
cogli apici jp di classe 1 e simmetrico rispetto a questi apici,
anche lo

che figura nel 2° membro di (5) € un sistema assoluto in cui
I"apice Pt é di classe [u, M]

5. - Dai teoremi prec. e da quello di p. 180 consegue il
Teor. - Se Ha p & un sistema assoluto a due indici di co-

varianza a e B di classe [v, V], e col determinante H = H%p1
diverso da zero, e se # a' ” indica il reciproco di Ha Bin H, il
sistema

dove 4,..., \ sono le cifre di a e ji, jv sono le
cifre di B, € un sistema assoluto a 2v apici di classe 1. Eviden-
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temente questo sisterma e simmetrico rispetto agli apici ip e sim-
metrico rispetto agli apici jp, e se il sistema Ha g & simmetrico

rispetto ai due indici @ e B, il sistema K resta invariato se si
scambia il sistema degli apici ip col sistema degli apici jp.

12

I ricciani di un invariante.

1-2. 1 ricciani di un invariante. — 3. Simmetria dei ricciani. — 4. |
ricciani della punto-funzione f. — 5. 1 simboli di ricnann di la specie e di
classe v. — 6 Loro varie espressioni. — 7-8. | simboli di rRiemann di 2a

specie e di classe v .

1 - Sia | un invariante, sia a un indice di classe v e
consideriamo il sistema 7a (p. 155, § 1).
Si ha, qualunque sia il sistema delle variabili u,

r r

Ora, se @ ha meno di v cifre, si ha (p. 183, teor. 4)

Quindi il sistema assoluto

a due indici @ ejt?, il 1° di classe v ed il 2° di classe 1,
ha nulli tutti i termini in cui a ha un numero di cifre v

2. - Consideriamo solo i termini di

(4 E conveniente mettere I indice v sotto la lettera | perché la funzione

le dipende dalla classe v in cui si pensa che varii a e non solo dello
v

stato di a.
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in cui € pa= v, e poniamo

)

dove ,u, sono le cifre di a.

Per il teor. a p. 197, si ha il

Teor. - 1l sistema (1) € un sistema assoluto con v-f-1 in-
dici di classe 1.

Def. - Il sistema a v+ 1 indici di classe 1 che si ottiene

nel modo precedente da un invariante / sara da noi chiamato il
(v+ 1).mo riddano (M di /, od il ricciano di I di ordine v+ 1.
Il 1° ricciano di | coincide con Ip .

3. Teor. - Il (v+ l).mo ricciano di un invariante 1 & sim-
metrico rispetto all’ insieme dei suoi v-f 1 indici, ossia ha uguali
tutti gli elementi che differiscono solo per I'ordine dei suoi v-fl
indici.

Dim. - Il teorema consegue subito dalla formula

osservando che lgp e C\p non mutano se si permutano le cifre
\
di oip.
In particolare4

4, - Hanno particolare importanza i riceiani dell’ invariante
/, essendo la f[t;u] la determinante della varieta a cui ci si
riferisce.

Yale il

Teor. - Un termine del (v4-1).mo ricciano di f, se non &
nullo, € ortogonale a tutti i termini non nulli del sistema /p con

B di classe wv.

(9 In omaggio a Gregorio Ricci-C urbastro (] 1925)
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Dim - Infatti, essendo

(2
si ha

(p. 183, teor. 5)

c. d d

Cor. - Se ¢ e Y sono due elementi non nulli di due ric-
ciani di f di ordine diverso, essi sono ortogonali fra loro.

Dim - Infatti, se @ € un elemento del ricciano di f di or-
dine v-f-1, e se Y e di ordine inferiore, Y €& una combina-
zione lineare di elementi di /a con a variante nella classe v,
cioé di elementi ortogonali a @.

5. Def. - Se a e B variano nella classe v, e p e q va-
riano nella classe 1, noi porremo

©)

e chiameremo i simboli (o, B; p, v simboli di Riemann di 1&

specie e di classe V.
Dalla (3), e ricordando che fap = O per gli stati di a che
\

hanno meno di v cifre (p. 200, § 1), si ha il

Teor. 1. - Se uno degli indici o 0 B ha meno di v cifre,
si ha (o, B; p, giv= 0.

Dalla stessa formula (3) si ha il

Teor. 2. - |l simbolo (o, B; p, v € emisimmetrico rispetto
alla coppia degli indici a e B, ed emisimmetrico rispetto alla
coppia degli indici p e g
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Tenendo poi conto della simmetria dei ricciani, si ha il
Teor. 3. - Sey € uno stato di v— 1 cifre e se r ed s
sono indici di classe 1, si ha, per la (3) e pel § 3 di p. 201,

e, come caso particolare

ir,$: p Qi= (@ q; r, 9l.

Si ha ancora il
, € s p, g sono indici
di classe 1, si ha

Dim - Infatti il 1° membro vale, per la (3),6

6. - Ricordando la (2) ed il precedente teor. si ha
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e poiché, per un particolare sistema di variabili u, si ha

e, sottraendo

si ottiene
@

7. Def. - | simboli
©®

si chiamano simboli di Riemann di 2a specie e di classe v
Si ha

©®)

Ma, ricordando I’ espressione dei simboli di Chrjstoffer, €
tenendo conto del teor. 3 a p. 182
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dove I'ultima X & ottenuta dalla corrispondente sostituendo gli
indici di sommatoria B e y rispettivamente con & e [

Se poi nell’ultima X sostituiamo il simbolo di christorrer
colla sua espressione e portiamo al 1° membro, abbiamo

e scambiando p con g e sostituendo in (6)

U]

8. - Dalle (3) e (5) si ricava che

€ un sistema assoluto a tre indici a, p, g di cui il 1" a di
classe v e gli altri di classe 1, e ad un apice n di classe v. Esso
ha inoltre nulli tutti gli elementi per cui pa<<w.
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13.

Influenza dell’ ordine delle derivazioni covarianti.

Le identita di Bianchi per i simboli di Riemann.

1. - Sia Ha un sistema assoluto con un indice a di classe
intera v. Si ponga

e
Si ha, per le variabili u,
(1)
da cui
@)

Inoltre

3)

Ma dalla (1) si ha

e, tenendo conto della (2),

e, sostituendo in (3), si ha
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)

In modo analogo si trova H p, ed osservando che

e scambiando nella X doppia i due indici y e & di

sommazione, si ha

©

(p. 205, forra. (7)).

2. - Tenendo presente la formula

(6)

potremo considerare il sistema

come un sistema covariante a 4 indici, i primi 2 di classe v e
gli ultimi 2 di classe 1

In questo senso si ha il

Teor. - Vale la relazione

™

(identita di Bianchi).
Dim. - Infatti, per la (6), si ha, omettendo il v sotto ogni /,
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Dr (q Br P,CI)V_

e quindi il 1° membro della (7) diventa la somma di 6 termini
del tipo

Ma dalla (5) e dal teor. a p. 201, § 4, si ha

® quindi vale la (7).
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1

Gli spazi ov di una varieta.

1.-2. 1 ov di una varieta. — 3. Significato della tangente ad una
linea. — 4. Spazi principali. — 6. Loro determinazione a mezzo di ricciani.

1 - Sia Vn una varieta ad n dimensioni, sia f una sua
determinante invariante, e sia v un numero intero >0.

Consideriamo un punto P di Vn ed in esso le fa con a
di classe v.

Per il passaggio da uno ad un altro sistema di variabili
ognuna di queste si muta in una combinazione lineare delle
medesime.

Ne viene che, interpretando per ogni particolare sistema di
variabili le come parametri di uno spazio euclideo passante
per P e da essi individuato, questo spazio non varia variando il
sistema delle variabili.

per. - Noi indicheremo con ov lo spazio sopra considerato.

Il ov di una Vn in un suo punto ha evidentemente per nu-
mero di dimensioni la caratteristica della matrice quadrata che
ha per elementi gli aa con a e B varianti nella classe v
(p. 70, teor. 2).

Quindi il massimo numero di dimensioni che pud avere un

(71 KXY —1 degli stati di un indice

di classe v.

2. - 11 g é certamente ad 7% dimensioni (p. 83, teor.) e si
chiama lo spazio tancjeiite alla Vn.
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Se n= 1, lo spazio tangente si riduce ad una retta che si
dice la tangente alla curva VX.

Riferiamoci ad un particolare sistema di variabili ux, w2, .., un.

Consideriamo una di queste variabili, p. es. la ed as-
segniamo a tutte le altre dei valori fissi. Allora la determinante
dipende da una sola variabile «® e quindi descrive una curva.
Si ha cosi, per ogni sistema di valori delle

ux, ,..-, MFBUWNL ) ) unt

una curva su Vn.

Tutte queste curve si chiameranno le linee coordinate
della Vn. Cosi, fissato un sistema di variabili, restano determi-
nati n sistemi di linee coordinate della Vn corrispondenti alle n
variabili. Si vede inoltre che per ogni punto di Vn passa una
linea di ciascuno di questi n sistemi.

E evidente che le tangenti alle n linee coordinate nu u2y.fun
hanno per parametri le

fi O] *=1,2,...,il.

3. Teor. - La tangentead unacurva in un suopunto P
e la posizione limite di unacorda PQ, che passa perP e per
un altro punto Q della curva, col tender di Q a P.

pim. - Infatti se f[t\ uX ¢ una determinante di una curva
<, se ux & un valore di uX e se siindica con P il punto
f(t; ) econ Q il punto f{t\ W\ + h), dove h ¢un qua-
lunque incremento, la retta PQ ha il parametro

che col tendere di h allo zero, e quindi col tendere di Q a P
tende ad f . Dunque la retta PQ, col tendere di Q a P, tende
alla retta di parametro f , ossia alla tangente in P alla curva.

Oss. - Non e escluso che un medesimo punto P di una
curva possa corrispondere a diversi valori del parametro. Fissato
uno di questi valori, p. es. uX perché il teorema sia vero bi-
sogna far tender Q a P in modo che il valore corrispondente di
ux tenda ad u\.
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4. - Se v & un numero intero >-0 e se rv indica il numero
delle dimensioni del ov di una Fn, & evidentemente, ?v+1> r v
e, se rvtl> rv esiste in owl uno spazio euclideo ad rwvl— rv
dimensioni perpendicolare al ov nel punto che si considera della Vn

Indicheremo questo spazio con [IMv+1, mentre con [ indi-
cheremo il ox.

Def. - Gli spazi II* (i= 1, 2, 3,....) si dicono gli spazi
principali di Vn nel punto che si considera, e, piu in partico-
lare, lo spazio I, si dice I' i.mo spazio principale.

Come risulta dalle nostre considerazioni uno spazio princi-
pale di dato posto pud mancare, ed allora diremo che esso &

nullo. Si ha il
Teor. - Se ¢ nullo lo spazio principale di un dato posto,

sono nulli anche quelli di posto successivo.

Dim. - Supponiamo che per una varieta Fn, di cui f(t; u)
sia una determinante, sia nullo lo spazio principale (v+ I).mo.

Cio significa che ogni con pa=v-1 e uguale ad
una combinazione lineare degli/a, con adi classe v. Ogni /a
con pa= v-f-2 si ottiene derivando rispetto ad una delle va-
riabili una fa con pa= v+1, ossia derivando rispetto una
variabile una combinazione lineare delle /a con a di classe v.
Consegue che una con pa= v+ 2 vale una combinazione
lineare, di /a con a di classe v-f- 1. Dunque il ow2 coincide
col ov+l, e quindi anche il (v+ 2).mo spazio principale & nullo.
Yisto in tal modo che quando uno spazio principale € nullo &
nullo anche il successivo, si conclude che se uno spazio prin-
cipale € nullo sono nulli anche tutti quelli che lo seguono, c. d. d.

5. - Gli elementi non nulli del (v+1). mo ricciano di f
sono perpendicolari al ov (p. 201, § 4, teor.), e quindi sono
parametri di direzione del (v+ I)mio spazio principale.

Viceversa, ogni parametro di v+l € una combinazione li-

neare degli elementi del (v-f-1).mo ricciano di f. Infatti un pa-
rametro X di IMwHl & una combinazione lineare degli f% con a

di classe v-j- 1. In questa combinazione gli fa, con adi v-j-1
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cifre, che noi indicheremo con f , f ,. . figureranno con certi
coefficienti A,, A2,... Se ora indichiamo con Fu [elemento del
(v-fil).mo ricciano di f che ha per indici le v... 1 cifre di

ecc., e poniamo Y —XjFar-fi 2Fa .+ ..., vediamo che X —Y

¢ una combinazione lineare delle sole fa con a di classe v, e

che quindi & un parametro di ov, ma, poiché X ed Y sono or-

togonali a ov, X—7, non potendo essere ortogonale a ov, sara
nullo. Dunque X = 7, ossia X & una combinazione lineare di
elementi del (v-fi I).mo ricciano di f. Si ha dunque il

Teor. - Gli elementi del (v -fi I).mo ricciano di f indivi-
duano lo spazio principale (v-fil).mo.

2
Curve.
1. Elemento di arco. — 2. Rette principali. Curvature. — 3. Altra espres-
sione delle curvature. — 4-5. Formule di Frenet. — 6-7-8. Teoremi. —

9. Punti principali e centri di curvatura.

1. Def. - Se C & una curva, e se f{t\n® & una sua de-
terminante, F espressione

9

si chiama elemento lineare della curva C, e si indica con ds.
Evidentemente si ha

(H

dove df indica il differenziale della f considerata come funzione
di ul.

La prec. definizione & giustificata dal fatto che, se C appar-
tiene ad uno spazio euclideo ad n dimensioni, se XX, X2, - Xn
sono n parametri normali e a due a due ortogonali di questo
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spazio, se XX, X2,..., Xn, sono le n coordinate di un punto di
tale spazio rispetto a detti parametri, se inoltre

Xi= Xi{ux) (i= 1,2,....n)

sono le equazioni parametriche di <7, si ha

e quindi

ds2= 5 (ZA -Xivdt = %, {dxtf ,
9

che é la nota formula che da il quadrato dell’elemento lineare
di uua curva in uno spazio euclideo.

Del resto la formula (1) si potrebbe ottenere partendo da
una definizione di lunghezza di arco analoga alle consuete.

2. - Per una curva, uno spazio principale che non sia nullo
si riduce ad una retta, che si dira retta principale o normale
principale (i.esima, se essa € lo spazio principale i.esimo).

Supposto che la i-esima retta principale non sia nulla,

indichiamo per brevita con f.i il ricciano i-esimo di f, e po-

niamo ki —j/y [f.d*dt, il segno di radice indicando radice
9

aritmetica.

f.
Evidentemente Xt—- j & un parametro normale della retta
™
principale i-esima.
Se i € pari, XX & un invariante, ed infatti per il passaggio
dalla variabile ux alla variabile vx, tanto f . quanto kt ven-

NP [ duxV
gono moltiplicati per 1 l -
Invece per i dispari il parametro Xx resta invariato per le

. . dz L .
sostituzioni per cui — "> 0, ma per le altre sostituzioni cani-
CIVi

bia di segno.



216 GEOMETRIA DIFFERENZIALE

Immaginiamo di aver fissato una origine degli archi ed il
loro verso positivo, ed indichiamo allora con s la lunghezza d'arco.
La

)

non cambia se si cambia il verso positivo degli archi, perché un
tale cambiamento fa moltiplicare ciascuno dei due fattori sotto il
segno di integrale per (— I)™1.

Def. - La funzione C° si chiama la i-esima curvatura
della curva.

Si ha facilmente

dove con indico un parametro del o,, e quindi ortogonale
ad Zi+l.
Si deduce, per la (2), che

Dalla (1), essendo

e, prendendo in luogo di ux la variabile .s,

ds2= kxs]2-dsz ,
da cui
h Mh=i
ed infine
(3) *»[«]=1.

Allora si pud scrivere
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ed infine
@)

qualunque sia la variabile e ci0 in conseguenza del noto ca-
rattere assoluto delle Kki.

3. - Dalla relazione

derivando rispetto all’ arco si ricava

e quindi che

4. Teor. - Se Xi indica la derivata di Xt rispetto alla va-

riabile u! prescelta, 0 X- e nullo, o e ortogonale ai parametri

Dim. - Infatti se pa<C*— li e

e derivando

Ma
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perché il numero delle cifre di ai € <0, dunque

e percio X -, se non & nullo, &€ ortogonale ai parametri

-h1 50205 52 i —2

Inoltre, essendo

si ha derivando

e quindi X', se non & nullo, & ortogonale ad X4, e cosi ¢ di-
mostrato il teorema.

5. - Fissiamo al solito Norigine ed il verso degli archi, ed
indichiamo con s la relativa lunghezza di arco, e supponiamo che
S sia assunto come variabile di riferimento.

Poiché la X{ & una combinazione lineare delle /a con a

di classe i, si vede che la X' = as risulta una combina-

zione lineare delle fa con a di classe e quindi appar-
tiene al oi+1.
Inoltre & ortogonale allo spazio euclideo individuato da

*1 1Z gttt X o —25 5
quindi essa apparterra allo spazio euclideo individuato dalle X, _,

e X«+i, ossia sara

X'= XX+ @X (1,

dove A e p sono due coefficienti che dipenderanno dall’ indice i .
Per calcolarli si moltiplichi una volta per Xi+l ed un’altra
volta per Xf! e si integri rispetto a t.
Si ottiene
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e quindi

e si ha
(5;

Le formule [3] sono note sotto il nome di formule di Frenet

6. Teor. 1 — Se s indica la lunghezza di arco, si ha
(6)

od, in altri termini,

*i=/i0] -
Dim. - Infatti, se si assume come variabile di riferimento
la s, si ha kx—1 ed, osservando che
/"15]= /101,
si ottiene . . .
Xi =["[*]:£i= ] .
Teor. 2. — Se s indica la lunghezza di arco si ha

Dim. - Infatti da kx[s] —1 si ha

e, derivando,

Lo oV .
da cui si ricava che evidentemente parametro del o2 della
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77

curva, e ortogonale al parametro Inoltre, per definizione di
ricciano, e

7
dove A & un conveniente coefficiente, e moltiplicando per ed

dof
integrando lungo g, risulta A= 0, poiché f.2[s] e sono en-

trambe ortogonali a ~

Teor. 3. - Per ogni curva é

Dim. - Infatti é

e per le 4) e (3)

7. - Siccome, per la definizione della X2, &

f2[s]=k2[s].Xt ,

e
si ha

A

d> - ee Xz *
ossia, per la (6)
) A - .

Questa formula pud rientrare nel tipo delle (5) quando si
ponga CO= 0.
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8. Teor. - Condizione necessaria e sufficiente perche una
curva G giaccia in uno spazio euclideo ad i dimensioni, e non
in uno con minor numero di dimensioni, € che nei suoi punti
(generici) la (-\-1)-esim a retta principale di ¢ sia nulla, e non
sia nulla la i-esima.

Dim. - Infatti, se la {i-\-\)-esiina retta principale & nulla,
esiste una relazione lineare fra gli elementi del sistema fa
con a di classe i+ 1, e quindi la /', considerata come funzione
di «q, € soluzione di una equazione differenziale lineare omogenea
di ordine i+1 a coefficienti funzioni della sola «g del tipo

Sia «0=1, «i(mi), «X«i), ..., a,(«t), un sistema fondamentale
di integrali di tale equazione
Sara

(6)

dove le Q<. -, H sono delle costanti rispetto ad «q, ma che
in generale saranno funzioni di t

Derivando la (6) rispetto ad «g una volta, due volte, ...,
i volte, si ottengono insieme colla (6) i+ 1 equazioni lineari
nelle i + 1 funzioni < col determinante dei coefficienti diverso da
zero (*). Risolvendo colla regola di Cramer si ottiene che ogni ¢
€ una combinazione lineare di f e degli /a con a di classe
i+ 1, e si conclude che le ¢ sono funzioni (di t) a quadrato
sommabile.

Allora dalla (6) risulta che f & un punto dello spazio eu-
clideo che passa per D e che ¢ individuato dai parametri

Quindi la curva G appartiene ad uno spazio euclideo con
numero di dimensioni i.

Viceversa, se la C giace in uno spazio euclideo ad i dimen-
sioni, cadono in esso tutte le fa con a di classe i+ 1, e quindi

(D 1 wronskiano delle i+1 funzioni &, ,&,..., «i .
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queste fa sono linearmente dipendenti ed allora esiste un minimo

numero j <i-\- 1 per cui & nulla laj-esima retta principale. Con-
segue che & nulla anche la i-\-1 retta principale.

Combinando i risultati ottenuti si ha il teorema enunciato,
perche, se lo spazio euclideo in cui giace C ha un numero di di-
mensioni*”®, la prima retta principale nulla ¢ di ordine <”e-{-1,
e, viceversa, se si annulla una retta principale di ordine <™ + 1,
la C é in uno spazio euclideo con numero di dimensioni <”i.

Cor. - Quando nessuna retta principale di una curva C ¢
nulla, la C non pud essere contenuta in uno spazio euclideo.

9. - Conservando tutte le notazioni precedenti noi daremo
le definizioni che seguono :

Def. 1. - Si chiama i-esimo punto principale di una curva
C ogni punto dato da /'+ CiX”™ , qualunque sia la variabile uj
di riferimento.

Ricordando quanto si & detto precedentemente sulla natura
delle Xt e delle C{ si pud concludere che se i e dispari si ha un
solo punto i-esimo principale, e che se i & pari si hanno due
punti i-esimi. Essi sono sulla retta (i + 1)-esima principale si-
tuati da banda opposta rispetto al punto della curva e ad uguale
distanza da esso (alla distanza C}.

Def. 2. - Se P € un punto di una curva e se Q & un suo
punto principale i-esimo, il punto Q che si trova sul raggio
uscente da P e passante per Q, tale che PQ-PQ'— 1, si dira
un i-esimo centro di curvatura della curva.

Sara bene osservare che, tenendo conto delle (4), un punto
i-esimo principale della curva e dato da

r\
lkr k,
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3.

Curve di una varieta.

1. Elemento lineare di una varieta. — 2. Sistemi assoluti lungo una
curva di una varieta. — 3. Derivazione assoluta lungo una curva. —
4-5. Proprieta ed applicazioni. — 6-7. Geodetiche. Loro determinazione. —
8-9. Cono geodetico corrispondente ad un punto di Fn. — 10. la varieta
principale e varieta dei centri di la curvatura.

1. - Sia Vn una varieta ad n dimensioni, ed

f{t; u

una sua determinante.

Se si pongono tutte le u funzioni di un medesimo parame-
tro 1, si vede che la f risulta una punto-funzione di T, e quindi
descrive una curva. Questa curva giace sulla Vn.

L’elemento lineare di questa curva ¢ dato da

Si suol dire percio che la forma

da il quadrato dell' elemento lineare della Vn.

2. —Consideriamo un curva C di F,, fissiamo per essa I’ o-
rigine degli archi ed il verso positivo, e con tal scelta indichiamo
con ¢ la lunghezza di arco su C.

per. - Noi diremo sistema assoluto lungo la curva C un
sistema assoluto definito nei punti di C.

Teor. - Se lungo C Si ha

Ui = Ui(G),
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il sistema
(<=1, 2,...,»)

e assoluto.
Dim - Infatti

3. - Sia
(1) A BnB2. -

vy O

un sistema assoluto lungo <7, con apici ed indici di classe intera.
Supponiamo di poterlo estendere in Vnin modo che acquisti la
proprieta di essere derivabile in la quanto occore rispetto alle
variabili su Vni e supponiamo che cid sia possibile anche per il
sistema predetto A\

E continuiamo ad indicare allo stesso modo i sistemi cosi
ampliati.

Allora noi potremo ad essi applicare un noto teorema di
calcolo assoluto (p. 175, § 4), e potremo affermare che il sistema

€ un sistema assoluto.
Limitando le considerazioni lungo C, possiamo concludere col
Teor. - Se (1) € un sistema assoluto lungo (7, & anche tale
il sistema che, per qualunque sistema di variabili u, &€ dato da
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La dimostrazione di questo teorema lascia qualche dubbio
guando non apparisce manifesta la possibilita dei prolungamenti
richiesti per i sistemi, ma essa puo essere sostituita con una di-
mostrazione diretta condotta coi criteri adoperati a pp. 186-190,
guando si ammetta che gli elementi del sistema (1) siano deri-
vabili rispetto a o.

Def. - Il sistema (2) ottenuto dal sistema (1) colla regola
predetta si chiamera il derivato assoluto di (1) lungo C e lo
si indicherd con Dii.

Ha particolare importanza il derivato assoluto del sistema
controvariante Algia considerato.

Evidentemente, se si pone

Bl — DA\

Ci no

dove gli accenti indicano derivate rispetto a o ed i simboli di

Christoffel sono di classe |I.

4. - Per la derivazione assoluta lungo un curva C valgono
regole analoghe a quelle che si hanno per la derivazione cova-
riante dei sistemi somma, differenza, prodotto e dei sistemi com-
posti (p. 191-193).

Inoltre si verifica facilmente che i sistemi a, « ed oad P
\

altrove considerati, hanno derivata assoluta nulla lungo C.

5. - Dalla espressione dell' elemento lineare si ottiene fa-
cilmente, sempre indicando con accenti le derivate rispetto al-
I’ arco, che

e, derivando i due membri colla regola di derivazione dei sistemi
composti, e tenendo conto del fatto che Dahk= 0, si ha

o meglio

0. Vitali — Leximi di geometria, nello spaxio hilberliano 15
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Questa relazione si pud scrivere sotto la forma

il che esprime che « il parametro

il quale, quando non svanisce, appartiene certamente al di vn
e ortogonale alla curva C ».

6. Def. - Una curva di una varieta Vn si dice geodetica
se in ogni suo punto la sua 2a retta principale & perpendicolare
al adi vn

Per cercare le geodetiche di Vn si consideri una sua curva
C, e si indichi con o la lunghezza d arco di G

Si ha allora lungo C

e
©)

dove gli accenti indicano derivate rispetto a ¢. Ricordando che

fhe- ik 2, con-fi5
da cui
4) fih= fhk+ 2*C{k",

mutando nell’ultima ~ di (3) I'indice h in i ed infine sosti-
tuendo in (3) alle fiKle espressioni date dalle (4), si ha

(5) ' = Infikuhuk+ 3<(uf + Zo CHhuKfi -

Ora f" & un parametro della 2a retta principale della curva
(p. 219, teor. 2), ed esso sara normale al g della Fn, se e solo
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se sono nulli i coefficienti delle /j, ossia se saranno soddisfatte
le equazioni
(6) u"+ Ik&nin'k= 0 *=1, 2,... n).

Queste sono n equazioni del 2° ordine in n funzioni inco-
gnite della variabile o, e quindi esiste una soluzione costituita
da n funzioni

@ w<() =1, 2 )

che per o= 0 acquistano, esse e le loro derivate prime, valori
arbitrariamente assegnati.

Se (7) & una soluzione del sistema (6), noi non potremo
affermare che la variabile ¢ ha per la curva ottenuta il significato
di lunghezza d’arco.

Percio indichiamo con s la lunghezza di arco della curva
ottenuta, e deriviamo assolutamente il sistema controvariante

dove

Otteniamo subito

dove gli accenti indicano ancora derivate rispetto a o.
Ma le nostre (7) soddisfano le (6), e quindi le
DHi= 0.
Ora si ha
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Derivando i due membri rispetto ad s, applicando la regola
di derivazione assoluta dei sistemi composti e ricordando che
Dahk= 0, si ha

®

ma, per le DHh= 0, il 1° membro di (8) & nullo, e quindi &
nullo anche il 2° membro di (8), ossia & nulla la derivata rispetto

ad s di e quindi la deve essere costante.
da ° da

Indicando questa costante con c, abbiamo

e quindi la curva definita dalle (7) soddisfa alle equazioni

dove s ¢ la lunghezza di arco. Ed & questa la condizione che
si richiede perché la curva sia una geodetica.

La possibilita di assegnare arbitrariamente i valori iniziali
delle funzioni (7) significa che per ogni punto di Fn passano
geodetiche, e la possibilita di assegnare inoltre arbitrariamente i
valori iniziali delle derivate prime delle (7) ci dice che per ogni
punto di Vn passano infinite geodetiche. Ciascuna di queste &
individuata, oltre che dal punto per cui deve passare, dal sistema
dei valori assegnati in quel punto alle derivate prime delle (7),
ossia dal parametro

e quindi si ha il

Teor. - Da un punto di una varieta Vn ad n dimensioni
escono infinite geodetiche della varieta. Se si fissa una direzione
del o, in quel punto, esiste fra queste una ed una sola geodetica
che in quel punto é tangente alla data direzione.
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7. - Dalle considerazioni svolte risulta che ogni soluzione
del sistema (6) individua una geodetica, e che, se s & I'arco di
guesta geodetica, si ha lungo essa

costante,
da

e quindi

s= ca-j-b

dove c e b sono delle costanti.

8. - Dalle (5) e (6) risulta che per ogni geodetica, se ¢ &
la sua lunghezza d’arco, si ha

9) f = ™Mkfhhunuki

dove gli accenti indicano derivazione rispetto a o.
Se si pone

(10)
si ha (p. 220, teor. 3)

(11,

9. - Sia P un punto della F,, la
12) f-f  fhik\h\h,

in cui la f e le fHK sono calcolate nel punto P e le A sono
considerate come variabili, & una punto-funzione, e quindi descrive
una varieta TF che evidentemente & contenuta in [12.

Si vede facilmente che, se P' & un punto di questa varieta,
tutta la semiretta che esce da P e passa per P' appartiene alla
varieta W.

Infatti, fissati i valori delle A che corrispondono a P', ap-
partengono a W tutti i punti che si ottengono moltiplicando tutte
le A per un medesimo numero reale p, ossia i punti

t + PAhfh, k*h A*)



230 GEOMETRIA DIFFERENZIALE

che col variare del numero positivo pz descrivono il raggio uscente
da P e passante per P'.

Def. - La varieta descritta dalla punto-funzione (12) si dira
il cono geodetico di Vn corrispondente al punto P.

10. - La punto-funzione

13) f -] (Zhkfh hduhdni : (Titah kduhduk) J.

nella quale f, le fKk e le ahksono calcolate in un medesimo
punto P di F,, e nella quale si considerano come variabili le
duh, o meglio i rapporti di n — 1 di questi differenziali al rima-
nente, € una varieta che giace sul cono geodetico.

I punti di questa varieta hanno dal punto P una distanza
uguale alla curvatura in quel punto della geodetica corrispon-
dente, il che risulta dalla formula (11). Questa varieta inoltre
e il luogo dei primi punti principali delle geodetiche per P.

Def. - Diremo che questa varieta € la la varieta principale
della Vnin P.

Ha pure importanza la considerazione della varieta dei centri
di la curvatura delle geodetiche di Vn passanti per P. Auche
guesta varietd giace evidentemente sul cono geodetico corrispon-
dente a P.

4.

Studi sul 2* spazio principale di una varieta.

1. Condizione necessaria e sufficiente perché una varieta sia uno spazio

lineare. — 2-3. Sistema di parametri normali ed ortogonali in M2. —
4-5. Casi particolari nei quali i centri di la curvatura delle geodetiche giac-
ciono sopra una ipersfera di M2. — 6, Il parametro invariante J per 1.
varieta col T2 ad A N dimensioni.

1. - Consideriamo una varieta F, ad n dimensioni, ed in-
dichiamo con v il numero delle dimensioni del suo 2* spazio
principale M2.
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Manifestamente sara v< ( j (numero delle combina-

zioni con ripetizioni di n elementi a 2 a 2).

Teor. - Condizione necessaria e sufficiente perché una va-
rieta Vn ad n dimensioni abbia nullo in ogni punto il 2° spazio
principale € che Vn sia uno spazio lineare.

Dim. - La condizione & sufficiente, perché, se Fn € uno spa-
zio lineare e se

(1) llJ+ U\<ﬁ+ \MAZ"' et unyn

€ una sua determinante lineare, tutte le derivate seconde di (1)
sono nulle e quindi il 02 coincide col ¢i5 ossia M2 & nullo.

Viceversa, se 2¢e nullo e se f(u) € una determinante di
Vn, devono essere nulle tutte le fr>f (r, s= 1, 2,..., n), ossia
devono essere soddisfatte tutte le equazioni

>oi/: =0.

bj(u) 0'=1, 2,..)

Indichiamo con

le coordinate di f (n) rispetto ad un sistema cartesiano ortogonale
Zi a=i, 2,..).

Ognuna delle funzioni kO (u) soddisfera alle equazioni

0.
durout d.o

Questo prova che la matrice delle derivate prime e seconde
di n-j-1 delle b5 deve avere caratteristica n.

Esistono n delle kb che hanno un determinante funzionale
diverso da zero, perché altrimenti la Vh avrebbe un numero di
dimensioni <”n. Supponiamo che tali siano le

bi, B%-.., bn.

Allora, considerata una bj diversa dalle prime n, la matrice
delle derivate prime e seconde delle n-f-1 funzioni

*1, j---}"n) b

ha caratteristica uguale ad n.
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Quindi il sistema delle equazioni nelle A

(2) (/\: 1, 2,..., n)

®3) (h fe= 1, 2,..., n)

ha soluzione non nulla, e tutte le sue soluzioni non nulle sono
fra loro proporzionali.

Consideriamo una soluzione. Derivando una volta le equa-
zioni (2) e tenendo conto delle (3), si vede che le equazioni
del gruppo (2) sono soddisfatte anche dalle derivate prime delle
A rispetto ad una medesima variabile w, qualunque essa sia.

Ma anche la caratteristica della matrice dei coefficienti delle
equazioni (2) € n; quindi le A devono essere proporzionali
alle loro derivate prime rispetto ad una medesima u, qualunque
essa sia. Dunque le A devono essere proporzionali a delle costanti ;
inoltre deve essere MO, perche il determinante funzionale delle

b\ &2 --.,bn
€ 4 fi- Dunque esiste per ogni j > n un sistema di costanti

(*= 1,2 ...,n)
per cui

(h=1,2,..., n).

Integrando si avra

dove J sono costanti.
Assumiamo le

4) biA,...A

come nuove variabili. Esistera un sistema di valori delle (4) tale
che, in esso ed in un suo piccolo intorno, converga la serie

(e8] fi
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Se colle (4) indichiamo il sistema di valori che consideriamo,
la serie precedente converge, e converge se al posto di bx si
pone blf-&, dove & indica un incremento sufficientemente pic-
colo. Converge quindi la serie differenza di queste due serie,
ossia la serie

Dividendo per 6 e poi facendo variare 6, si conclude che
converge la serie

In modo analogo si dimostra che convergono tutte le serie
*= 1,2,...,n),

e poi facilmente si dimostra che converge la serie

Consegue che le serie

convergono in media verso delle funzioni ¢@(, che la serie

converge in media verso una funzione ), e che infine

Y+ yi + g2+ -+ bnfn

€ una determinante di FM e che quindi Fn €& uno spazio eu-
clideo ad n dimensioni.

2. - Se in un punto P lo spazio principale IL ha v di-
mensioni, noi possiamo trovare in M2 un sistema di v parametri

normali e a due a due ortogonali X [i= 1,2,...,V).
{
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Poniamo

Non pud esistere un sistema di A non tutte nulle per
i
cui sia
5) {r,s=1,2,...,»),

o, in altri termini, che i sistemi assoluti X/ sono linearmente
1

indipendenti.
Infatti, nell ipotesi che esista un sistema di )\\ non tutte

nulle, per cui siano verificate le (5), posto
r=xxx,
i

si ha

e quindi F, che € un parametro di M2 & ortogonale a tutti i pa-
rametri di M2; percio F & nullo, ossia

24N - X

% 1
€ generalmente nulla, ed i parametri X devono essere linear-

1

mente dipendenti, il che non pud accadere.
3. - Evidentemente si avra
frt= X<pi-X ,
1 *
poiché fri & un parametro di IL; ed allora, moltiplicando per

X, integrando e ricordando che
i
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si ha

ossia

ed infine

6

4. - Ha importanza il caso in cui sono linearmente dipen-
denti i v+ 1 sistemi assoluti

as e xrt (i= 1,2,...,v).
t
In questo caso, se
il parametro
7= ZiA-X
i1
e tale che

Esiste allora un parametro Y di IL per il quale si ha

normale, e si ha

Ma siccome il sistema delle X si pud scegliere in modo

che tra i suoi parametri vi sia tale parametro Y\ possiamo sem-

pre supporre che X sia tale parametro Y\ ossia che xri= k-ars
\ \
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Consideriamo ora la la varieta principale corrispondente al
punto P. Essa € come sappiamo, descritta dalla punto-funzione

0, tenendo conto della (6), dalla punto-funzione

f-1 X,

t t

dove

Ma, poiché xnS—k-arti & x=Kk, ossia la la varieta
\Y \Y

principale corrispondente al punto P giace nello spazio lineare a

v— 1 dimensioni di equazione X — k..
\

I centri di la curvatura delle geodetiche uscenti da P si
trovano allora sulla ipersfera di M2 che passa per P e che si ot-

tiene dall iperspazio euclideo X = K con Finversione per raggi
\%

vettori reciproci di centro P.
Si ha adunque il
Teor. - Se nel punto P lo spazio principale n2 ha v dimen-
sioni, se X (i—1,2,...,v) éun sistema di v parametri normali
1

e a due a due ortogonali di M2, e se i v+ 1 sistemi assoluti
*=1,2,.-., V)

sono linearmente dipendenti, i centri di la curvatura delle geode-
tiche per P giacciono sopra una ipersfera di 2 passante per P.

Consegue che, se Q & Vantipodo di P in questa ipersfera,
i centri di P curvatura delle geodetiche per P sono le proie-
zioni ortogonali di Q sulle normali principali di dette geodetiche.

HnJ.

5 - Se



STUDI SUL 2° SPAZIO PRINCIPALE DI UNA VARIETA 237

allora, poiché ognuno dei sistemi

ed XxnS i=12,...,v

ha v elementi, la matrice formata con questi elementi (matrice
che ha v+ 1 colonne e v righe) ha caratteristica v, ed i v+1
sistemi

ar, ed x\5 i=12,...,V

sono linearmente dipendenti.
Si conclude che vale il

sné(l)-l\

Teor. - Se in P il 2° spazio principale ha di-

mensioni, i centri di lacurvatura delle geodetiche di Vh passanti
per P sono situati sopra una ipersfera di N2 passante per P.

6. - Sempre supposto v= ~U 2~*]J, poniamo, come ap. 229,

ed indichiamo con A il determinante di ordine v ottenuto facendo
percorrere nello stesso ordine alle coppie hk e pq tutte le com-
binazioni con ripetizione a 2 a 2 dei numeri

1,2 ...,W,

e mettendo in una stessa riga tutti gli elementi colla stessa cop-
pia hk, in una stessa colonna tutti gli elementi colla stessa
coppia pg. Per I'ipotesi fatta sul numero delle dimensioni di T2
e A o.

Indichiamo poi con AHkpPq il reciproco di Ahtikm diviso per
na-mp, dove € a= hh, $—pg e ma indica, al solito, il nu-
mero delle permutazioni distinte delle cifre di a (J.

Il sistema Ahhpg € un sistema assoluto con 4 apici di
classe la (p. 199, § 5), e si ha

(9 Ossia ma= 1 se le cifre di a sono uguali, e m = 2 se le cifre di a
sono diverse.
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se hk 4: rs
™ se hk —rs= a.
Poniamo
8
e
©

Evidentemente J & un invariante.
lo dico che il punto

f+e a3,

che indicherd con e Pantipodo di P nella ipersfera considerata
al § precedente.

Basta che io provi che, proiettando ortogonalmente Q sulle
normali principali alle geodetiche, si trovano i centri di curvatura
di queste geodetiche.

Ora e chiaro che, se R € la proiezione ortogonale di Q sulla
retta PS, essendo S un punto della |a varieta principale, si ha

PR = PQcosQPR ,

9
Ma il 1° membro dell’ ultima uguaglianza vale, per (9), (8)
e (1),

e ci0 in base alle relazioni che passano fra gli elementi di A ed
i loro reciproci.

P) Si noti per questo passaggio che. se si ha
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Dungue
PQ - PS mcosPQR — 1

e, tenendo conto della
PR = PQcosQPR ,
si ha
PSEPR =1

Cio prova che R é il centro di la curvatura della geodetica
per P corrispondente al punto S.
Calcoliamo infine il diametro PQ della ipersfera. Si ha

5.

11 teorema di Meusnier.

1-2. Direzioni asintotiche. — 3. Lo /Sn+i tangente ad una WM lungo
una sua direzione non asintotica. — 4. Il teorema di Meusnier.

1. - Sia Vn una varieta ad n dimensioni e sia P un punto
preso su essa.

Consideriamo nel oy corrispondente a P una retta & uscente
da P.

Esistono infinite curve di Vn passanti per P e tangenti a 0.
Indichiamo con y una di queste curve.

Se f(t\ u) € una determinante di Vn) se s indica la lun-
ghezza di arco di y e se indichiamo con accenti le derivate ri-
spetto ad s, si ha (p. 226)

€



240 GEOMETRIA. DIFFERENZIALE

Osserviamo che (1) € un parametro della 2a retta principale
di yin P.
La direzione 9, insieme colla condizione

la quale esprime che s misura la lunghezza di arco, individua
gli elementi Uh (h= 1, 2,..., n).
Def. - Se la direzione & ¢ tale per cui il parametro

risulta generalmente nullo, si dice che 6 € una direzione asin-
totica reale di Fn in P.

2. - Se lo spazio principale E2 della Fn corrispondente al
punto P si riduce ad una retta, e se I & un parametro prin-
cipale di questa retta, la condizione perché una direzione 6 sia
asintotica si traduce nella condizione

e, ponendo

nella condizione
(2

Se la equazione (2) nelle uh ha soluzioni reali, queste indi-
viduano delle asintotiche reali di F, per P. In particolare, se
n —2, la (2) ammette due soluzioni, poiché la (2) diventa una
equazione di 2° grado nel rapporto u[:u3. Se queste due solu-
zioni sono reali e distinte la V%ha per P due direzioni asinto-
tiche reali e distinte.



IL TEOREMA DI MEUSNIER 241

3. Dee. - Se 0 & una direzione non asintotica di Vn per
P, lo spazio lineare ad n + 1 dimensioni che passa per P eche
contiene i parametri

(1)

si dira lo SnH tangente in P a Vn lungo 0.

Nello 8~ tangente in P a Fn lungo & cadono tutte le 2e
rette principali in P delle varie linee y di Vn passanti per P e
tangenti a d.

Infatti un parametro di una di queste rette & una combina-
zione lineare dei parametri (1).

4. - Teor. di Meusnier. | primi centri di curvatura delle
curve vy passanti per un punto P di una varietd Vn e tangenti
ad una medesima retta & non asintotica sono situati tutti sopra
una medesima ipersfera dello SnH tangente a Vn lungo 6. Questa
ipersfera passa per P e |l 'antipodo di P in essa & il 1° centro di
curvatura della geodetica di Vn tangente a 0.

Dim. - Bastera provare che, se y' € la geodetica tangente a
0, se Q e il suo 1° centro di curvatura, se y € un’'altra curva
tangente a d ese Q ¢ il 1° centro di curvatura di vy, il punto Q

e la proiezione ortogonale di Q sulla 2a retta principale di v.
Ora

sono parametri normali (') delle 29 rette principali di y' e vy.
Se con R si indica la proiezione ortogonale di @ sulla retta

PQ) si haf

(*) Si noti che PQ' & uguale all" inverso di . ed

analogamente per PQ.

G. Vitali — Lezioni di geometria rello spazio hilbertiano 16
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Ma, ricordando che le fkk sono ortogonali alle /-, si ha

Ir.Z.dt=PQ".PQ f [EIMfKk uhu'tfdt =

9 9
= po'-PQ: [PQ'Y= PQ:PQ .

Dunque PP = PQ' -[PQ :PQ") = PQ. Questo dimostra che
R coincide con Q e che quindi il teorema & vero.

Varieta minime.

1. Enunciato del problema generale di massimo o minimo. — 2. Il Pro-
blema delle varieta minime. — 3. Il parametro invariante /.

1. - Consideriamo una varieta Vn ad n dimensioni della
guale f(u) sia una determinante.

Consideriamo poi una porzione T del campo di variabilita
delle u e indichiamo con K il contorno di T

Sia @ un 1-variante costruito col solo concorso della f e di
sue derivate. Tale potrebbe essere

an  ar2 yuuay a\
1 2 ft

con gli esponenti numeri reali soddisfacenti alla relazione

In tale ipotesi, I espressione

(1)

(dove I'J indica un integrale riemanniano multiplo) € un inva-
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riante, come risulta dalla legge di trasformazione degli integrali
multipli per un cambiamento di variabili.

Ci si pudo porre il

Problema. - Fra le Vn per cui la f(if) ha al contorno K
dei valori assegnati determinarne una per cui P espressione (1)
diventi massima o minima.

2. - Noi ci limiteremo qui a considerare il caso in cui
Y= Za -
Consideriamo un sistema ortogonale cartesiano di Xiferitnento

. (*= 12, o ),

ed indichiamo con
X *=1,2..... )

i
le coordinate di f(ii) ad esso corrispondenti.
Immaginiamo che f(u) sia la determinante della varieta che

si cerca e teniamo fisse tutte le coordinate di f(u) ad eccezione
di una particolare Xx.
i

Poiché nella Q= ja non figurano che le derivate prime di
X , applicando le prime nozioni di Calcolo delle variazioni, tro-
1

viamo, per il variare della sola x, 1 equazione di Eulero
i
2

dove xr indica la derivata parziale di x rispetto ad u,..

Sviluppiamo la (2). Intanto osserviamo che la nostra ¢
funzione delle aM (h,k= 1,2, . . n) e che, essendo

®
ahk= lixh.xh,

i t

solo quelle akk che hanno almeno un indice uguale ad r con-
tengono la xr .
i
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Inoltre = -ff— A= 12 ,r—Ir+

Allora; applicando la ordinaria regola di derivazione di fun-
zioni composte, si ha

Ma

Dunque la (2) diventa
(2)

Questa equazione ¢ della forma
@M

dove xhr indica la derivata di xhrispetto ad ur, ed i coefficienti

Tt 1

P e Q non dipendono dall’ indice i.
Moltiplicando per X la (2") e sommando rispetto ad si
i

ha nel primo membro una serie convergente in media verso

(p. 101, teor. 1) (»

ossia verso

(i) Poiché leserie > X. X e 3 xhr X convergono in media verso
1t *

» i

% e fnr-
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3. - Ponendo

jla i oiir i i i
1

le equazioni di Eulero restano riassunte nella unica equazione
7= 0.
Ora
U' = Thar*fh
11

€ un controvariante ed &

(p. 184, teor. 6).

Mutando nell’ ultima X T[indice r in h, si ha

1= DkUk ,

dove DpUk indica, al solito, il derivato covariante di Uk
Derivando colla regola di derivazione dei sistemi composti e
ricordando che il derivato covariante di arh €& nullo, si ha subito
1

I —'Zf‘hi.hh-fhk.

Si conclude che, per le varieta che soddisfano al problema
posto, € nullo il parametro

k" A
1
Le varieta per le quali si annulla questo parametro si di-

cono varieta minime.

Per le varieta che non sono minime il parametro suddetto
appartiene al M2 della varieta.

Conchiudo osservando che
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7.

Curvatura di una varieta.

1-2. Curvatura totale di una Vh (N> 1). — 3-4-6-©. Curvatura di
una VN (N> 2) secondo un Sr tangente (2 <=F< N). — 7. Curvature
principali del Bianchi di una V3. — 8. Curvature principali di una Vn col

M2 ad 1 dimensione.

1. - Sia f(u) una determinante di una varieta Vvn ad n
dimensioni (n~>1).

Consideriamo poi i relativi simboli di Riemann di la specie
e di classe 1

Questi simboli sono, come sappiamo, emisimmetrici rispetto
ai primi due indici h,k ed anche rispetto ai rimanenti.

Ci conviene indicare con a e B due indici che percorrano
tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei numeri

1, 2, n.

Allora, supposto che h e k siano le due cifre di a, e p e g
quelle di B, e che sia h<~"k e p g, noi porremo

-~a, B= ahpakg ahgakp 5

U= ili(Vj,V2, ..., vn) (i—1,2,..., n)

sono le equazioni della sostituzione che porta dalle variabili v
alle variabili u, noi porremo
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Poiché il sistema (1) 0 un covariante a 4 indici di classe 1,
si ha
N, BM —™MYOMNYOM TNy, a*e B s

la ¥ essendo estesa a tutti i termini che si ottengono facendo
percorrere a y e a 0 tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei
numeri

1, 2, n.

Si indichi con R il determinante che ha per elementi gli
Pa B costruito in modo che in ogni riga sia costante I’ indice a,
che in ogni colonna sia costante Nindice B e che in ogni termine
della diagonale principale sia a= . Si indichi con P il deter-
minante costruito in modo analogo cogli elementi Pa f.

Con noto ragionamento (p. 112, teor.), si prova che
22[v]= R[u] - PZ.

Ora il determinante P & evidentemente il 2° determinante di
Spottiswoode dedotto dal determinante (W;v) (p. 171), e quindi
vale (u;v)n=x.

Dunque R & un 2(n— Invariante, ed infine R\an-x 0 un
1

invariante.
Il determinante E formato cogli Eu B come R & stato for-

mato cogli elementi Ra B € il 2° determinante di Spottiswoode
dedotto dal determinante a, e quindi vale an~1.
i 1

Si conclude che R:E & un invariante.

2. Def. - L'invariante R :E si chiamera la curvatura to-
tale di Vn.
Si vede facilmente che per n—2 la curvatura totale di-
venta (1,2;1,2\:a .
1

3. - Consideriamo ora una Vn con n”™>2, ed un suo
punto P .

Se r € un numero intero >2 e < n, consideriamo uno
spazio lineare Sr ad r dimensioni passante per P e contenuto
nel corrispondente ox.
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Le geodetiche di Vn uscenti da P e tangenti in P alle varie
rette di Sr formano una varieta W a r dimensioni contenuta
in Vn, che si dira la varieta geodetica di Vn tangente in P
ad Sr.

Se r—n—1, esiste in G una sola retta r perpendicolare
ad Sr: viceversa, data per P una retta d del ol5 & determinato
in g uno spazio lineare ad n— 1 dimensioni perpendicolare a d.
In tal caso, invece di dire che Tl € la varieta geodetica cor-
rispondente ad Sn i, diremo anche che & corrispondente alla dire-
zione d (passante per P, giacente in al e perpendicolare ad

4, - Sia ancora n™>2 ed 2. Siano inoltre
u\, m*, ..., Un le coordinate di un punto P di Vn.
La
{tii, ,-m>, Mr) f jaﬁ),‘“, ti,A,wr_|_'| ,,,,, Un)

€ determinante di una varieta Wr passante per P e contenuta
in Vn. La Wr ha in P un ox che ha r dimensioni eche & con-
tenuto nel G di Vn. Indichiamolo con Sr.

Supponiamo che la W. sia la varieta geodetica tangente in
P ad Sr.

Allora le geodetiche di Vn uscenti da P e tangenti alle di-
rezioni di Sr sono tutte e sole le geodetiche di Wr uscenti da P.

Consegue che i primi punti principali di queste geodetiche
sono dati tanto da

guanto da

dove le Fvqg hanno rispetto ad F lo stesso significato che le fpg
hanno rispetto ad f.
Consegue che
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sono funzioni razionali delle di™*,du2y..,dur identicamente uguali,
e che quindi si ha
fp.a— ~ pg {PiQ-~ 12,...,?-).
Di qui risulta

(h k,p,g= 1,2, ...,r) ,
e se ne conclude che i simboli di Riemann
[hak-apvq\ (hvhvpvq: 1,2,..., r)

calcolati nel punto P per la Wr coincidono coi simboli cor-
rispondenti calcolati nello stesso punto per la Vn.

Da questo risulta che la curvatura totale di Wr in P &
uguale ad E. :Er, dove Rr ed Er sono i determinanti delle Ea
ed Ea*, con a e B percorrenti tutte le combinazioni semplici a
2 a 2 dei numeri 1,2,...,r.

Def. - La curvatura totale in P della varietd geodetica di
I'n tangente in P ad Sr si chiama la curvatura di Vnin P se
condo Sr. Quando r= n—\, questa curvatura si dira anche
curvatura secondo la direzione d di o, perpendicolare ad Sr.

5. - Fermiamoci al caso in cui r —2. Mutiamo le variabili
u in un sistema di variabili v ed assegniamo alle v3,v4i..., vn
i valori che esse assumono nel punto P.

Allora col variare delle vAe v2 la determinante descrive una
varietd W2 a 2 dimensioni appartenente a Vne passante per P.

Sia S2 il di W2in P, e supponiamo che W2 sia la va-
rieta geodetica tangente in P ad S2.

La curvatura di Vnin P secondo S2: data da

~2127 A

dove A indica il minore di 2° ordine formato colle prime due
righe e colle prime due colonne del determinante a[v\.
1
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Per la legge di varianza assoluta si ha subito

A2 — sap-ra, BIM Y B

A=3IBEap-K -AB1

le ~ essendo estese a tutti i termini che si ottengono facendo
percorrere ad a e [ tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei
numeri 1,2,..., n, e dove Aa= Pa12 ed indica, al so-

lito, il minore di 2° ordine estratto da cN\i] prendendo nell’ 6t-
l

dine naturale le righe che hanno il posto indicato dalle cifre di
a e le colonne che hanno il posto indicato dalle cifre di .

Si conclude che la curvatura riemanniana di Vnin P se-
condo la giacitura di S» e data da

(2

6. - Gfuardiamo ora da quali elementi dipende I" espressione
di K data dalla precedente formula (2).
Intanto gli Ra B[m] ed Pa B sono indipendenti dalla superfi-

cie W2. Solo i Aa dipendono da questa superficie. Si vede facil-
mente che i Aa dipendono solo dal piano tangente a W2 in P,

all’ infuori di un fattore di proporzionalita che non ha influenza
sul valore di K dato da (2). Infatti, essi Aa si costruiscono cono-

scendo i valori delle , (k= 1,2,...,n), che sono in-

dividuati all’ infuori di un fattore di proporzionalita dalle tan-
genti in P alle linee coordinate vx e vz di Wz; e, per una trasfor-
mazione sul sistema di queste due variabili, le Aa restano tutte
moltiplicate per il determinante funzionale delle vxe vz rispetto
alle due nuove variabili.

In sostanza si puod dire che, se

sono parametri di due rette distinte tangenti a Wz in P, le Aa
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sono proporzionali ai minori del 2° ordine della matrice

7. - Consideriamo ora il caso n= 3, e poniamo

e
(*=1,2,3).
Evidentemente
U= 1,2,3).
E poiché, usando le notazioni del § prec., si ha
si ha anche
ossia

e si conclude che
3)

& un parametro del ortogonale alla W2 in P.

Viceversa, se sono date arbitrariamente le nn sono date le 4,
e quindi ¢ individuata la direzione di parametro (3) ed ¢ indi-
viduato il piano del ox ortogonale a questa direzione. In altri
termini €& individuato un piano 2 di ox per cui la superficie
geodetica tangente del S2 abbia i Aa proporzionali alle corri-

spondenti.
Allora le varie curvature riemanuiane corrispondenti alle
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varie giaciture per P si ottengono dalla (2) facendo variare in
qgualunque modo le Aa (a=12, 13, 23).

I massimi e minimi di K annulleranno le derivate del 2°
membro della (2) rispetto a ciascuna Ad .

Per esse sara allora

=0 <*=12,23, 13)

ed allora dovra essere nullo il determinante dei coefficienti dello
M3 nelle precedenti tre equazioni. Si ottiene cosi un’equazione
in K che & un’ equazione secolare, perche la forma

ha i coefficienti proporzionali ai reciproci degli elementi di

e quindi e una forma definita e generica (p. 150).

Le 3 radici della equazione in K sono dunque tutte reali, e
si dicono le curvature principali di V3 secondo il Bianchi.

1| prodotto di queste curvature €& uguale a R :E .

Si ha cosi il

Teor. - Il prodotto delle 3 curvature principali secondo il

Bianchi di una V3 é& uguale alla curvatura totale di V3.

8. - Supponiamo che lo spazio M2 della Vn in un punto P
di essa abbia dimensione 1 e indichiamo con X un parametro
normale di onesto IT,.

Si ha
4 AN= A X,
dove

Consideriamo una geodetica y per P e indichiamo con s la
lunghezza del suo arco. Se gli accenti indicano derivate rispetto
ad s, si ha lungo v,

/| = fhk UhUk= (%hkXhkUhUK) ' E

e quindi la curvatura di y & data, all' infuori del segno, da
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1 1 1

I massimi e minimi di K annulleranno le sue derivate par-
ziali rispetto ai duh; quindi per tali kK dovra essere

(h— 1,2,..., n)

ed infine

Poiché la forma

¢, evidentemente, definita ed & generica, la precedente equazione
in K & secolare, e quindi ha reali tutte le sue n radici. Queste
si chiamano le curvature principali di Fn in P.
Il prodotto di queste curvature ¢ dato da x:a, dove X in-
1

dica il determinante xrk\.
Ora, ricordando che

e tenendo conto delle (4), si ha

Allora il determinante A e il 2° determinante di Spottis-
woode dedotto da X, quindi R—xn-\ ed R:anl= (x:a)"-1,
i 1

ossia, nel caso che consideriamo, la curvatura totale della Fn e

uguale alla potenza (n— I)ma del prodotto delle n curvature
principali.
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8.

Sistemi principali di normali ad una varieta

giacenti nel suo IL.

1. 1 sistemi W3rpAe W Wi . — 2. Pseudo-reciproco di un covariante
a due indici e di un controvariante a due apici. — 3. Alternanti di due
covarianti a due indici. — 4. Sistema principale di normali nel M2 —
5-6-7. Esistenza di sistemi principali in ogni punto di una varieta, ecc.

1. - Sia, al solito, VA una varieta ad n dimensioni, di cui

f(u)

sia una determinante, ed indichiamo con v il numero delle di-
mensioni del M2 corrispondente ad un punto P di Vn. E, come

sappiamo, v< l.

Poniamo

e indichiamo con W il determinante di ordine |n ~j for-

mato coi WrSeqcome a p. 237 si € formato il determinante A
cogli elementi AnSm
E noto che

w~arC-anl (p. 130),

dove C €& una costante diversa da zero, e quindi si puo affer-
mare che

W *0.

Indico con \Vrsgq il reciproco di WnSRgq in W diviso per
Wo-13, dove a—rs e B= pq.

Il sistema Wrtpg € un sistema assoluto a 4 apici di classe 1
(p. 199, teor.).
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2. Def. - Se

ATLS

€ un covariante a due indici di classe 1, diremo pseudo-reciproco
di xrA il controvariante

ed xrAsi dira pseudo-reciproco di xrs.
Si vede facilmente che

3. Def. - Se
Xr,, ed

sono due covarianti a dueindici di classe 1, e se

Xr's ed yrs

sono i loro pseudo-reciproci, noi diremo alternante dei sistemi
Xrs e yr,, e indicheremo con [x, y), |’ espressione

Si ha subito

Inoltre si ha

ed analogamente

In particolare
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4. Defr. - Diremo sistema principale nel 112 un sistema
di v parametri normali

del M2, a due a due ortogonali, per i quali, essendosi posto

si ha
o

per ogni coppia i,j di numeri diversi scelti fra i numeri
12 \Y

5. Teor. - In ogni punto P di una varieta Vn ad n di-
mensioni, esistono uno od infiniti sistemi principali di normali
nel M*.

Dim. - Per trovare una linea di condotta per la dimostra-
zione di questo teorema, cominciamo col supporre che esista un
sistema principale di normali nel 112.

Supponiamo che esso sia costituito dai parametri

I (i=1,2,...,v),

1
cosicché, se

si abbia per ogni coppia j di numeri diversi scelti fra i nu-
meri 1, 2, ..., Vv,

Poiché si avra
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moltiplicando per

¢ sommando rispetto ad r e ad s, si avra

od infine, moltiplicando per fpq ed integrando lungo <,

ria cui
(1)

Allora si vede che le xrs costituiscono una soluzione non nulla
i

del sistema di equazioni (1). Dunque questo sistema deve avere
il determinante dei coefficienti nullo, ossia le (x,x) devono essere
soluzioni della equazione

@ A(P) = O,

in cui A(p) indica il determinante formato cogli elementi

come W é stato formato cogli elementi W r=t{Hq
Consideriamo ora I equazione (2). Poiché e
0y

il grado dell’ equazione (2) é& uguale ad N

Poniamo

lo dico che per ogni sistema di valori reali delle Xs é

PA>0.
Infatti

«6. vitari — Lezioni di geometria nello spazio hilbertiano 17
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9

Dunque la [2] € una equazione secolare formata col con
corso di due forme quadratiche delle quali una é definita e I' al
tra ha discriminante diverso da zero, e quindi la (2) ha tutte li
sue radici reali.

Inoltre, essendo la caratteristica della matrice di A uguali

a v, posto 6= (” 2 1)—V la ™ avra la radice P= 0

solo se 6>0; e quando 6>0 I'ordine di questa radice sari
< 2 e 0 (p. 150, teor.), e quindi sara uguale a d+ Y coi
07”>p2>9. Le altre radici di (2) saranno, come sappiamo, rego
lari (p. 138, teor.).

Siano

le diverse radici non nulle della (2) e siano

i loro ordini di moltiplicita. Posto

m = mx-}-mz-f... + mz
si ha
m—v—{A;

e per ogni i (i— 1,2,...,x) la caratteristica della matrice di

sara uguale ad |” 2" J—

Per ogni i (i=1, 2, ..., 1), il sistema di equazioni
3
ha, se 1, infinite soluzioni, che sono tutte le combinazioni
lineari di di esse fra loro linearmente indipendenti ; e quindi

i parametri di direzione
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0) g
1

corrispondenti a tutte queste soluzioni danno tutte le direzioni di
uno spazio lineare ad dimensioni. Scegliamo un sistema di
734 soluzioni delle (3) in modo che i corrispondenti parametri (4)
siano normali e a due a due ortogonali, il che & possibile, nella
ipotesi di 1, in infiniti modi.

Se nii= 1, si ha un solo parametro normale (4) (indivi-
duato all infuori del segno, il che non ha importanza), e noi
prenderemo questo parametro.

Fatto questo per tutte le radici p* si arriva (e pud darsi
anche in pid maniere) in possesso di m parametri normali

(5) X = Zrs\rir, (i= 1,2,..., m),

ciascuno dei quali corrisponde ad una ph, dove ht & uno dei
numeri

12 ..., t,

e corrispondentemente ad essa si ha

(6)

ossia

™

e per le (5
W)

ed infine

dove
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Quindi i sistemi

sono pseudo-reciproci, e noi possiamo scrivere
)

Moltiplicando i due membri della (6) per X4 e sommando

rispetto a p e a q, si ha

e, tenendo conto delle (5),

€)

Ora, se pA= H§, ma i$j, i parametri X ed X sono or-

togonali, ossia

10y

e poiché PX+ 0 5 sara

(10

Se poi p,. NP, la (9> scambiando fra loro i con j , di-
venta

(97)

e dalle (9) e (9 si deducono le (10) e le (11).
Allora i parametri (5) formano un sistema ortogonale. Si ha

inoltre
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12
(v- (8))
e quindi per i™j ,
xx) =0 (v. (11)).
i
Allora se y= 0, ossia, se m= v, il sistema (4) & un si-

stema principale di normali nel TM2.
E interessante calcolare in tutti i casi le

G

Si ha subito da (12)

e tenendo conto delle (9) e del fatto che i parametri )E sono nor-

mali, si ha
(13 (a?,s)=ph .

Supponiamo ora che sia y>0 e completiamo i parametri
(5) con altri p parametri

in modo da formare un sistema di v parametri normali e a due
a due ortogonali dello spazio IT2. Si avra

(14)

dove, al solito, per tutti i parametri )i , si ha

*=1,2,...,v).
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Moltiplichiamo i due membri di (14) per xr5con i<;m e
i

sommiamo rispetto ad r e ad s. Abbiamo

Ma
v. ®
= {|X1XPX (v. (s) € (13)),
dunque
e poiché i parametri
sono linearmente indipendenti, deve essere
(16)
Moltiplichiamo ora entrambi i membri della (14) per

XN (i=m+ I,m + 2,...,v) e sommiamo rispetto ad r e ad s.

Tenendo conto delle (16), otteniamo

17

Ora consideriamo il sistema di equazioni nelle

(18) Gi=m+ 1m+ 2,..., V).

Per risolvere questo sistema basta trovare una radice p del-
P equazione secolare
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(19)

Corrispondentemente ad una radice p di questa equazione si
avra un sistema di valori reali pmdiPmt2?--- cte soddisfa il
sistema (18). Allora, moltiplicando per tali pj le (17) e sommando,
si trova

20y

dove

Ora, moltiplicando le (20) per f\g ed integrando lungo v,

da cui si deduce che p & una radice di A(p) = O.

Non pud essere p@O perche tutte le soluzioni del sistema
(6) corrispondenti a tali radici sono state considerate nella for-
mazione del sistema (5) e quindi il sistema (6) non pud ammet-
tere la soluzione yrs come vorrebbe la (6'). Dovra dunque es-
sere p= 0.

Si conclude che I'equazione secolare (19) ha la radice p= 0
multipla di ordine v e che quindi il 1* membro di (19) per
p=0 diventa un determinante di caratteristica 0. Si conclude che

(*,3‘) =0 (ij=zm+ I,m+ 2,...,v).

Dunque il sistema considerato
A "~=1,2,..., V)

€ un sistema principale.
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6. - Riassumendo possiamo dire che, se v & il numero delle
dimensioni del M2, se
Pii p2> «. . i Px
sono le diverse radici non nulle della (2), se

,mt, ..., mx

sono i loro ordini di moltiplicita, se

mxH = v— (ml+ m2+ ... + mx)

e se poniamo ptl= 0, in 112 esistono degli spazi lineari
S1,Sti...1Sxi SxH

(I ultimo potendo anche mancare) di dimensioni

mu mt, ..., mx, mxH
che sono fra loro a 2 a 2 ortogonali (p. 94, def. 2) e tali che, se in
ciascuno di questi Sh si prendono ?nh parametri normali e fra
loro ortogonali, si ha nell’ insieme un sistema principale di nor-

mali nel M2, e se X & uno di questi parametri appartenenti ad
Sh, si ha (x, X) = p/\, dove si intende che

9

Si vede cosi che, se almeno uno dei numeri mhe >1, esi-
stono infiniti sistemi principali. In tal caso si dira che il punto
di Vn che si considera & ciclico.

7. - Supponiamo che sia v = j e consideriamo un
sistema principale

X t=1,2,....v)

1
A ciascuno dei parametri X corrispondera una radice di
ed ogni pi sara diversa da zero, e si avra (s x)— pf.
4 1

Consideriamo i parametri X come un sistema cartesiano or-
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togonale nello spazio M2, ed indichiamo con le coordinate di
un punto rispetto a questo sistema.

Se le  sono le coordinate di un punto del cono geodetico,
si vede che questo punto é dato da

e, per le (5), da

dove

21

Ma le prs dovranno essere proporzionali alle durdus, e
quindi, se e lo pseudo-reciproco di si ha

dove K € un conveniente fattore di proporzionalita.
Tenendo presente T espressione di WrdX) (p. 254), si ha

dove

dunque

e, per le (21),

ed infine, essendo (X,X) = p(,
(22)

Si vede cosi che nel caso considerato il cono geodetico &
contenuto nel cono quadrico di equazione (22).
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9.

I sistemi principali per le superficie.

1-2. Caso in cui il M2 ha 3 dimensioni. — 3. Esempio di superficie ci-
clica col M2 a 3 dimensioni. — 4. Proprieta di questa superficie. — 5. Caso
in cui il M2 ha 2 dimensioni. — 6-7. Esempi di superfici cicliche col M2 a

2 dimensioni.

1. - Nel caso particolare di n —2 gli elementi del sistema
WrSHy sono molto semplici e si ha

In tal caso Nequazione A (p) = O del Cap. prec. diventa

E interessante osservare che se xrs ed afs sono due sistemi
pseudo-reciproci si ha

(2

e in particolare lo pseudo-reciproco di a.tS coincide col reciproco
di ar, nel determinante a.
1

Supposto che p<sia una radice di (1) diversa dallo zero, le
(3) del Cap. prec., tenendo conto delle (8) dello stesso Cap. e
delle (1) di questo Cap., diventano
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(3

2. - Nel caso in cui il determinante A & diverso da zero,
ossia in cui v=3, [I'equazione (1) ha tre radici diverse da zero,
ma esse non possono essere tutte e tre uguali.

Infatti, se (1) ha una radice tripla pj, la matrice del deter-
minante A(p!) avrebbe caratteristica = 0, e quindi sarebbero nulli
tutti gli elementi di A (p,) ed in particolare sarebbe ™MUiU= 0
e ne conseguirebbe che f,x—0 e che infine sarebbe v<3, con-
trariamente all’ ipotesi.

In tutti i casi, se v= 3, il cono geodetico riferito ad una
terna principale ha I equazione

e quindi la terna principale € una terna autopolare del cono
geodetico.

3. - Pero, pur essendo v= 3, la (1) pud avere una radice
doppia.

Do un esempio di superficie per la quale ci0 avviene in
ogni punto.

Siano

<PI5<p2,'f3,'P4,(p5,<P6

sei parametri normali e a due a due ortogonali, e consideriamo
la F2 che ha per determinante la punto-funzione

Per essa si trova
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e, poiché risulta dalle espressioni trovate
(rsp = 1.2),

si ha anche
frs = i, (r, S= 1, 2),
e quindi

ALDL1I— 'd2)222— 2 ,414,12= 414:22== ~ 12;12 ~ ~ 1222 — 1)

e [ equazione (1) diventa

che & soddisfatta, come si verifica subito, da pa= —1 e da
1
pa= 2. Infatti per pa= — 1 la prima e la terza colonna ri-
1 1
sultano uguali, e per pgzz la prima colonna risulta uguale

alla differenza della seconda e della terza colonna. Si vede poi
facilmente che p:i\: — 1 annulla tutti i minori di 2° ordine del

1° membro, e quindi la pa——1 & radice doppia. Dunque la
1

superficie considerata ha ciclici tutti i suoi punti.
Ogni terna principale di normali conterra il parametro

ed altri due parametri X e Y ad esso ortogonali e ortogonali
fra loro, ad es,,
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dove

Con queste notazioni & anche

Scelto in tal modo il sistema di normali principali, si ha,
posto

Inoltre indicando con Xx,y,% le coordinate di un punto
rispetto alla terna X, Y,Z uscente dal punto della T2, I'equazione

del cono geodetico &
= 2(r2+ 22 .

4. - A proposito della V2 studiata al prec. § &€ da osservare
che si ha

ed indicando con @ e Y le precedenti due forme, si ha 2= 2.
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E poiché si vede facilmente che il quadrato della la curva-
tura della geodetica tangente alla direzione dui:duz & dato da
W:92, si ha che tutte le geodetiche della superficie hanno in

ogni punto la curvatura uguale ad yzr- .

5 - Sesi ha v=2, la equazione A(p) =0 ha la radice
p=0, e poiché la matrice A(0) ha caratteristica 2, il rango
della radice p=0 &€ =3 —2=1. Consegue che Pordine di
moltiplicita di questa radice ¢ <2 1 (p. 150, teor.), e quindi
e < 2.

Se l'ordine di moltiplicita di questa radice ¢ = 1, la
A(p) = 0 ha due radici diverse da zero. Se queste radici sono
uguali il punto della superficie & ciclico.

Nel § seguente dard un esempio in cui ci0 avviene in ogni
punto.

Se I’'ordine di moltiplicita della radice p= 0 di A(p)= 0 é=2,
e se X ed Y sono un sistema di normali principali, e se, al
solito

si ha, oltreché (xiy)=Q, che & nulla una ed una sola delle
espressioni (xX,X) ed (V,Y).
Nel § 7 dard un esempio in cui cio avviene.

6. - Siano ¢!,02,03,04 4 parametri normali e a due a due
ortogonali, ed R ed S la parte reale ed il coefficiente dell’ ima-
ginario di una funzione analitica R + 1S della variabile complessa
W\+ (i(i e consideriamo la V2 che ha per determinante

fK ,w) = «ift + w2902+ 77¢3+ £p4 .

Per le note proprieta delle funzioni analitiche se si pone

si ha subito:

R\—k2 , Ri— §j, Rn= RN,
e quindi
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da cui

Inoltre :

Consegue che

Ora sara

dove a,B,y,d devono essere determinati in modo che fA ed flt
risultino ortogonali ad /J e ad 72, Dovra essere

da cui si ha, posto

Tenendo conto del fatto che fhl & ortogonale ad fx e ad f2,
si ha
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poiché evidentemente

Si trova inoltre, con ugual procedimento

ed analogamente

Ma

Se ora indichiamo con X ed Y dei parametri normali delle
direzioni che hanno per parametri fHl ed flti, si ha

dove
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Si ha cosi

Il sistema A, Y € dunque un sistema principale, ed evidente-
mente ogni punto della superficie € ciclico.

7. - Siano 4 parametri normali e a due a due
ortogonali. Poniamo

e consideriamo la F2 che ha per determinante la

Si ha subito

Consideriamo un punto in cui w2=0. In esso e

Si vede subito che fu ed fn sono ortogonali ad /xed /O,
quindi anche

Ni= A, fii= ? fog= 0

Allora tutti gli Ar,pg risultano nulli ad eccezione dei seguenti

ed ha la radice p= 0 doppia, ed una terza radice p= =—=-—- = -2 .

1

B. Vitari — Lexioni di geometria nrello spaxio hilberliano 18
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Ponendo X = ed Y= flBpsi ed inoltre
Xl,i= 1, X\« —Xii—o0 ; 2i,i—222—o0, 22—1
equindi (£,2/)= 0. Il sistema X, Y €& dungue un sistema prin-
cipale di normali, e per esso si ha (x,x) = 0, (y,y) = — 2.

10.

Osservazioni sui sistemi principali.

1 1 sistemi principali di normali ad una varieta giacenti
nel suo M2 che ho introdotto al capitolo 8 rispondono ad una de-
finizione simmetrica rispetto all’ insieme delle direzioni del sistema.

E perd possibile in altre maniere pervenire ad un sistema
di rette del 112ortogonali tra loro la cui definizione abbia il predetto
carattere di simmetria.

2. - Intanto basterebbe, per raggiungere un tale scopo, sosti-
tuire al sistema THAM ivi considerato un altro sistema simme-
trico rispetto agli indici di ciascuna delle coppie rs e pg e ri-
spetto a queste due coppie, col corrispondente determinante W
diverso da zero. In particolare basterebbe porre

oppure, se il sistema

in cui £ e { sono invarianti ha il determinante |a,.(1] diverso da
zero, porre

con MEO e nA\+ 20 £0. In questo ultimo caso, se A= 1e

M= 2 's*Possono ripetere Per v= " j le considerazioni

del § 7 del cap. 8.
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3. - Lo stesso scopo si raggiungerebbe sostituendo nelle con-
siderazioni del cap. 8 al sistema delle fry un nuovo sistema <rs
i cui elementi siano combinazioni lineari degli elementi del sistema
fr; e tale che degli elementi @li ve ne siano v di indipendenti.

4. - Vediamo come si pud pervenire ad un tal sistema <r-f.
Sia h= | ~ ~j e siano

*rf. *= 1,2,

i’ (

k covarianti a 2 indici di classe 1
Indichiamo con Z il determinante di ordine k che ha per
elementi della «-esima riga le

dove

- ) oc ! o A

ed ha costante in ogni colonna la coppia di indici rs.
Evidentemente una sostituzione invertibile che porta dalle
variabili u alle variabili v muta il determinante Z in

zZ=P.z,

dove P e il determinante formato cogli elementi Prs\A definiti
dalle relazioni

come il determinante W ¢ stato formato coi WrytpA Ma P ¢ il
2° determinante di Brill-Scholtz-Hunyady dedotto dal determinante
(u:v) e vale (uU:v)n+l.

Dunque

€ un invariante, e se noi indichiamo con Zrt i complementi al-
gebrici divisi per (“a)ntl degli elementi della prima riga di Z
vediamo che
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@
€ un invariante.
Ora, se noi teniamo fissi i k-1 ultimi xrt, vediamo che
%

il sistema Zrs é fisso. Questo sistema € tale che, qualunque sia
il sistema xrs la funzione (1) & un invariante. Si pud dunque
1

concludere che il sistema Zr' € un controvariante a due indici
di 1&classe (p. 178).

Supponiamo ora di poter alla varieta V, associare Kk — 2
covarianti simmetrici a due indici di classe 1 indipendenti da t
Ad essi accompagniamo il sistema frs e con questi v— 1 cova-
rianti fabbrichiamo un sistema controvariante come il precedente
Zrss, e che noi indicheremo con Frt.

Poniamo poi

dove il IPrjpq ha il significato che ha nel cap. 8.

Il numero delle {16 indipendenti & <lv. Se esso &€ =v, noi
possiamo usare queste @v come é detto al § 3.

Nel caso di n—2 si puo porre le Fr's uguali ai minori di
2° ordine presi con segno alternato e divisi per ~a3della matrice

e quindi

5. - Le varianti indicate ai 88 2 e 3 si possono anche com-
binare assieme. E ovvio che i sistemi di normali ai quali si per-
viene con due di queste varianti saranno in generale differenti.
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Tratto, 3.
Triangolo nello spazio H, 93.
Uguali (funzioni generalmente —), 19; (funzioni razionali identicamente

), 106.

V (Successione —), 49.

Valor medio (teorema del —), 27.
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a p. 7 linea 12, invece di «sostegno di c'» leggi «sostegno di (7» .

a p. 16 linea 5 e 7, invece di «f(X)» leggi «f(t)» .

a p. 30, inverti il segno di disuguaglianza nella formula (3).

a p. 32 linea 1, invece di «j f-dt» leggi « f f - dt» .

a p. 34 linea — 6, invece di «gn» leggi «gn/g.

a p. 36 linea 5, invece di «nh» leggi «|A]».

a p. 114 linea — 5, scambia nella formula le lettere «a» e «b».

a p. 155 linea 4, dopo la parola «esso» aggiungi le parole «sostituendo al-

I ultima sua cifra diversa da n ed alle successive quella

che si ottiene ».

a p. 167 linea 12, invece di «controvariante» leggi «covariante» e,
linea — 7, muta «n> in «u».

a p. 173 linea 9, in luogo dell’ «i» sotto il M leggi «1».

ap. 176 linee 6 e 7, muta

a p. 183, in luogo di « ~» o leggi « Ny,

a p. 272, scambia I'integrale con cui comincia la linea 5 con quello
cui comincia la seguente linea 6 .

nella

con
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