Les constantes caractéristiques du

par

Wlodzimierz Stozek.

Soit (€) une courbe plane fermée sans points multiples dont
les coordonnées rectangulaires sont des fonetions uniformes d’un
seul parametre, de sorte qu’on peut poser:

z— (1)
y=y()

ott x(t) et y(t) désignent des fonctions dont les premiéres dérivées
sont continues. Nous supposons de plus que la courbure de cette
ligne, considérée comme fonction du parameétre ¢ reste finie pour
toutes les valeurs de f.

Désignons:

1) par (o, I) Vintervalle, dans lequel varie le parameétre ¢, lorsque
le point (x,y) correspondant & ce paramétre, déerit une fois la
courbe (C) dans le sens positif.

2) par f(p) une fonction des coordonnées rectangulaires x et
y du point p. :

3) par r, la distance du point p & celui des points de la
ligne (C) qui correspond au parameétre f.

4) par w, et w_ les valeurs périphériques intérieure et exté-
rieure de la fonction w (p) par rapport & la courbe (C), c’est a dire
les limites respectives de la fonction w(p) lorsque le point p tend
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vers un point de la courbe (C) sans sortir du domaine intérieur
ou extérieur limité par la courbe considérée.

D) par 24 et b les dérivées normales d’une fonction v(p)
dng  dn_ :
calculées, la premidre pour le c6té intérieur de la ligne (C) et la
seconde pour le coté extérieur, la normale elle méme étant, dans les
deux cas, dirigée vers l'intérieur du domaine limité par la courbe (C).
On sait que le probleme fondamental de la théorie du poten-

tiel logarithmique est le suivant:
Etablir Pexistence d’un potentiel de simple couche et celle

d’une double couche, vérifiant respectivement les équations suivantes:
14+ 2 dv 1— 2 dv
9 . gam
142 1—2 ;
% w,.(8) — —57 W-©)=/

ot 4 représente un parametre variable et f(s) une fonetion donnée,
continue dans lintervalle (o, I) et telle que Pon ait:

fo—g
Les probléemes en question se raménent & deux équations in-
‘tégrales associées:

wo) 44 [K st ut) dt = /(5

(1) ;
v (s) + z/v(t) K (ts) dt = £ (s)
en posant
;  t y(s) —y(®)
, (2) K (st) e Pl L tg B =l

On aura, remarquons le, dés maintenant:

3) f K (ts) dt =1

Si 2 n’est pas une constante caractéristique des équations (1)
chacune d’elles admet une solution unique. Il résulte de la théorie
des équations intégrales que les fonctions w(s) et .»(s) considérées
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comme fonctions de la variable 4 sont des fonctions uniformes
dans tout le plan de la variable complexe 4, n’admettant, & distance
finie, d’autres points singuliers que des poles.

M. Plemelj!) a posé la question de savoir s'il existe des
courbes (C) pour lesquelles les équations intégrales (1) possédent
un nombre limité de constantes caractéristiques.

Voici la réponse a cette question: :

Pour chaque courbe (C) exceptélecercle, leséqua-
tions intégrales (1) possédent une infinité de cons
tantes caractéristiques.

Pour démontrer ce théoréme mnous allons nous appuyer sur
les théorémes suivants bien connus ou faciles & démontrer:

[. Chaque fonction continue k(s) qui vérifie les relations:

f log v () B () do di =0
/h(t) dt=1

II.2) Le noyau -5; arc tg ‘Z?x%:_:i—% est symétrisable, puis-

que la fonction g(st) définie par la formule:

g (st) —flog Tw o tg (:2 e 93?2 du
. (©

est une fonction symétrique par rapport aux variables s et f.
III.8) Les constantes caractéristiques des équations associées
(1) sont réelles; parmi elles A= — 1| est la constante caractéristi-
que de valeur absolue minima ainsi que de degré de multiplicité
et de rang 1.
IV. La seule courbe, pour laquelle les équations intégrales

est identiquement nulle.

1) Dr. Josef Plemelj. Potentialtheoretische Untersuchungen. Teubner in
Leipzig 1911, pag: 71. :

) Dv. Josef Plemelj. Potentialtheoretische Untersuchungen. Teubner in
Leipzig 1911. pag. 27.

3) Dr. Josef Plemelj. Potentialtheoretische Untersuchungen. Teubner in
Leipzig 1911. pag«b2. :
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(1) pos»édent seulement la constante caractéristique — 1, est le
cercle. : : ; ‘

V.1) Si 4, est une constante caractéristique et g, (s) une fonc-
tion fondamentale de I’équation intégrale homogéne:

o (s) + l“f:zli 993 arc tg ygs) x((t)) @ (t)dt =20

Pexpression

b (3 == j‘lo‘g e Qo () du

est une fonction fondamentale de l’équatioh intégrale associée.
VL 2) Si deux mnoyaux K, (st) et K,(st) sont continus dans

chaque point du domaine (0 = t_<_l), excepté peut-étre sur la

ligne s =1, lorsque, de plus, les intégrales

/f{Kl (st)}® ds dt, / l{K' (st)}y? ds di

_ont un sens, lorsqu’en outre on a identiquement

f K, (su) K, (ut) du == 0

ou
1

f K, (su) K, (i) du === 0
alors Pensemble des constantes caractéristiques du noyau K,(st) -
~+ K, (st) est la somme des ensembles de constantes caractéristiques
des noyaux K, (st) et K, (st).
VIL. %) Un noyau de la forme @, (s) T, ()—|— D,(s) U, (1),
ou les fonetions @,(s) et @,(#) sont & carré sommables, peut pos-
séder au plus » constantes caractéristiques. '

1) Tra)an Lalesco. Introduction & la Théorie des Equations intégrales.
. Paris 1912, Pag. 78 et 79. '

) Trajan Lalesco. Introduction & la Théorie des Equations intégrales
Paris 1912 Pag. 41. :

3) Trajan Lalesco. Introduction & la Théorie des Equatmns intégrales.
Paris 1912. Pag. 61.

Rozpr. Polsklego Tow. matem. 8
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VIIL?Y) Si le noyau 9_95 Z%;__:Zgg

limité des constantes caractéristiques 4, 4, ... 4., il est nécessaire-
ment de la forme

arc tg posséde un nombre

2 Pu(s) u(t)
— A
k=1
Passons maintenant a4 la démonstration de notre théoreme.
Selon le théoreme (III) le nombre — 1 est la constante caractéris-
tique du noyau (2) et par conséquent il existe une fonction
@ (s) =m(s) qui vérifie I'équation intégrale homogeéne:

4) 96— [Keng@) =0

Observons que la fonction m(s) posséde, a cause de la pério-
dicité¢ de la fonetion K (st), la période L

Dans Péquation homogene associée:
13

(i) — [ w() K(ts)dt =0

on peut prendre comme fonction fondamentale (s)= 1, comme
cela résulte de égalité (3).
Les fonctions ¢ (s) et ¥(s) remplissent la condition:

Sy wodi=1

c’est a dire:
®) / i s

On a aussi d’aprés le théoreme (V)

(6) ‘ ﬁog 7. m(u) du = Const.
Posons i

(7 K (st) = m (s) + A(st)

en vertu de (4), (b) et (7), on aura:

(8) / A(st)m(8) dt =0

1) W. Stozek. Rozprawy Polskiego Tow matem. p. 90.
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En outre (7) et (3) donnent:

jA(ts)dtaO-

9) n (o) =1 —fm () dt

Si nous posons:

on déduit de la relation (5):

dn ) SR
f 5 ds=0

- La fonction n(s) est périodique avec la période .
Les équations (2), (7) et (9) donnent:

dn (s) i

19 ‘
A(st)—-_——ﬁa-s are tg y(s) x(t +

~|

Pour définir sans ambiguité, dans le domaine (0 < ': =l
détermination N (st) de la fonction multiforme:

y(s) — y(@

x(s) — x(t)

nous fixerons le sens positif sur la courbe (C) comme on le fait
ordinairement dans la théorie des fonetions et nous supposerons
qu’au point ¢ =0 la tangente a la courbe (C) est parallele a I'axe
des z et que le sens de parcours positif sur la courbe (C) corres-
pond & la croissance du parameétre t. Cela posé nous définirons la
fonction N (st) par les trois conditions suivantes:

are tg

1° On prendra
N(0,0)=0

2° Pour ¢t = s nous regarderons N(st) comme égale a la plus
petite détermination non négative de la fonction

o
3° Pour s < t, nous poserons

N(st)= N(ts)
g
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La fonetion N (sf) étant définie dans le domaine (0= tSl)

nous en étendrons la définition 4 tout le plan (st), en posant:
N(st)y=N(s't') 4 ( k-|—n)n :
ot s’ et # sont définis par la condition de vérifier les relatlons
o= gt oS tiag ]
s=¢84kl t=t4n.l
ot k et n représentent les entiers.
Il résulte des hypotheses faites au sujet de la courbe (C) que:

_ la fonetion N(st) est bornée et pour s==¢ elle posséde des déri-
vées partielles du premier ordre.

En outre:
9 y&) —y®_ 8
it 7, &re tg P 9 N (st)
d y(6)—y@)__ 2
53 2re tg 2O kD =55 N(st)
Posons:
(11) 0(st) = N(st) — S D7

La fonction @ (st) est périodique et symétrlque par rapport
aux variables s et ¢, c’est & dire:

(12) Qs k.1, t +nl) = Q(st) = Q(is)
_Daprés (2), (10) et (11) on a:
(19) K= €60 1 1

En portant cette expression dans la formule (3), nous trouvons:

(00(st) . _
f—£~ dt=0

o

Si on porte la valeur (7) du- K(st) dans (13), en ayant égard
a (9), on trouve:

A(st)= %[n(s) 4t (st)]
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On aura done:

(14) A(st)= ‘% P(st)
en posant
1 . Pey=n@E a4+ @)

La fonetion A(st) jouit des propriétés suivantes:

1) Elle est la dérivée partielle du premier ordre d’une fone-
tion symétrique des variables s et ¢ [formule (11)] et périodique
par rapport i ces variables aveec la période ! [formules (12), (4)
et (9)]. ;

2) Elle est symétrisable par composition avec log r, [théo-
réme II, formules (6) et (7).

3) Au nombre — 1 prés, I'ensemble des constantes caractéris-
tiques du noyau A (st) est identique & I’ensemble .des constantes
caractéristiques -du noyau K (st) [théorémes III, VI, formules (7)
et (8)]. Il résulte de la derniére des propositions précédentes que,
pour établir notre théoréme nous pouvons substituer le noyau 4 (st)
au noyau K (st). D’autre part, il résulte de (14) que les ensembles
de constantes caractéristiques des noyaux A (st) et P(st) sont & la
fois finis ou infinis [théoréme VII, VIII|. Nous pouvons done, dans notre
théoréme, considérer la fonction P(st) au lieu de K (sf). Supposons
que le noyau P(st) posséde un nombre limité de constantes carac-
téristiques, que nous désignons par — 4, —4,...— 4, (quelques
unes peuvent étre égales entr’elles) ‘et soient q)l(s) @ (s): .. .(5)
les fonetions fondamentales correspondantes qui en vertu de (10) (11)
et (15) ont la premiére dérivée continue.

Nous aurons:

(16) P(st) = ?1(5) nut) 4 ??_-,(8> %(t) e %(s;:rg(_t_)

avec

an jﬁ@%@¢=ﬁgig

Remarquons encore que les fonetions ¢, (s) sont pu‘lodxques avec
la période /. )

Www.rcin.org.

Ao



118

D’aprés la premiére et la seconde propriété de la fonetion
A (st) nous pouvons poser:

(18) ﬁog — P(ut) du = h(st)

ou h(st) est une fonetion symétrique par rapport aux variables
s et ¢

Substituons l’expressmn (16) dans Péquation (18); nous ob-
tiendrons:

(19) flog [tp,(u Pi(t) _*_‘Pz(u)"P:( o (u)(p_(t)J e

‘Pl(s) ‘Pl(t) c 'pz(jsf)_fpi t) SRy Pa( 3) ‘Pu(t) = h(st)
(20) (o) = / log 7., 9,(w) du (p=1,2, ..n)

Puisque la fonetion h (sf) est symétrique

3 0 0 _ 30 7.0

En multipliant les deux membres de cette équation par la
fonetion ¢, (s) et intégrant de o a /, on aura d’aprés (17):

(21) () =ua, @,(t) + a, @ () + ... a,, @, (t) (k= 1,2,...7n)

ou
i
(22) T *Z;f(p,‘(u) v, (u)du (k,p=1,2,...n)

D’aprés (21) on a encore’

(23) Ay, =f'lh.(“) ¢,(M) du

Pareillement nous pouvons éerire:

(24)- A= j:f‘pv(“) ¥, () du
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(25) = f 0, (1) @, () du

En comparant les relations (22) et (23) et puis (24) et (20)
nous trouvons °

a s
(26) le; (ke p=1,2,...%)
Posons
a
@7) b=
D'l en tenant compte de la relation (26)
b= b

Les relations (20), (21) et (27) nous donnent
1 [ :
(28) by, 9a(s) + by, @a(8) A b 9 (8) = - flog v @i(u)du (k=1,2..n)
D’ou l'on tire par des calculs simples:

bh ﬁog You w'l(") du + bkg ﬁog Vou q),2 (’u) du + "'bkn/iog Tnu(P.l.(u)d“:

= ; log 7., ¢'.(w) du
ou selon la relation (20):

1 1
bh wl(s) + bkn ’Pz(s) + R bhn wu(s) _— 2kﬁ0g L™ w'k (u) du

Nous distinguerons dans la suite trois cas.
Premier cas.

L’équation:
2
by _‘Z byy ... by
: 2 >
(29) bis b”—Z bas =0
¥4
bln blu & bnn— Z
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admet au moins une racine réelle 2= @, ol « est différent de
zéro.
Les équations

80) v bz b o b il =S Bl Y R A ket
A,

admettent une solution = ay, ou tous les 2 ne sont pas nuls.
Multiplions les équations (30) respectivement par af 9. .. et ajou-
tons les membre & membre; il viendra:

(81

(Zbkl wk) ¢l (2/),‘,, .l,_) P.(s /lob ,12 a;" q),; u)’ tlu

k=1

*En posant:
ar
2 7 0
on tire de (31):
(32) F.(s) _—.i / log ., F',(u) du

La fonction F,(s) est une combinaison linéaire des fonctions
9,(s) (p=1,2,...n) et par conséquent elle est périodique avec la
période ! et posséde une dérivée du premier ordre continue.

En multipliant la relation (32) par F,(s) et intégrant de o
a [, on aura: ) '

| EA : '
%‘/‘/log Vo Fo(u) Fo(s) duds= [ F,(s) F,(s)ds =0

En utilisant le théoréme (I) on tire de cette égalité:
F.(s)=0

qui exprime que, contre I’hypothése, les fonetions g,(s) vérifient
identiquement une combinaison linéaire & coéfficients non tous nuls
des fonctions ¢, (s). *

Deuxiéme cas,

L’équation (29) admet une racine complexe 2z —a i b o
b est différent de zéro.
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L’égalité (32) subsistera encore dans le cas actuel, mais une
modification des considérations antérieures dev1ent necessalre puis-
que nous avons maintenant: '

Fo(s) = @,(s)+ 1 ()

ol i est Punité imaginaire, @,(s) et ,(s) étant des combinaisons
linéaires a coefficients réels et non tous nuls des g,(s).
Pour achever de mettre en évidence les quantités réelles et

imaginaires, nous poserons
7

a=a-}1b
en désignant par a et b des nombres réels, définis plus haut. Dans
ces conditions ’équation (32) donne:

a®,(s) —bW,s) =/iog ¥ @’,,(‘u) du

(33)
bD,(s)+ al, _/ioa W (0) du

eli posant: X
"(9) ST vl (pl S) + v2 (p2 (8) + U“ mn(
D,(s 8) == w, @,(s) ~+ 1w, py(s) . w0, pu(s)

ou les v, et les w, sont des constantes réelles, non toutes nulles.
Les fonctions @,(s) et @,(s) ne sont évidemment pas nulles toutes
les deux. :

Cela posé je dis qu'il n’existe aucun systéme de deux cons-
tantes A et B, non nulles & la fois, telles que I'on ait identi-
quement:

D.(5)+BU,(s)=0

En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Dans ce cas on
tirerait de (33) les égalités suivantes:

- leBiiaoe _Bflog;,u@ (u)du, 4

(34) !
l (ad = b B) U.(s)=A4 [log r,, U, (u)du
| /
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En multipliant la premiére équation par @,(s) et la seconde
par @ (s) et intégrant de o & [, nous trouvons en remarquant en-
core que les fonctions @,(s) et @,(s) sont périodiques avec la
période I:

-

f log r.. 0.(i6) @, (s) du ds =0

: / log r,, U, (u) T",(s) du ds=0

dott d’apres le théoréme I:
D (s)=0
T (s)=
De ces équations et des relations (34) on déduit:
aB-}b4=0
—bB-}+ad4=0
‘Le déterminant de ces équations étant égal & a? 4 b3, il est
impossible qu’elles soient vérifiées par un systeme de valeurs non
nulles & la fois de 4 et B. Notre assertion est donc établie. Reve-
nons maintenant aux équations (33).

Multiplions la premiére équation par ¥",(s), la seconde par
" @, (s) et intégrons de o & I. Nous trouvons:

a/di (s) @.(s) ds _fﬁog 7 @, (u) W (s) du ds
f W(8) D'.(s) ds —/ﬁog r @ (u) U (s) du ds
d’olt

(35) a f D,(s) U'.(s) ds=a [ W.(s) @.(s) ds

Si a est différent de zéro égalité (3D) et Pégalité élémentaire

f D, (s) U'.(s) ds = / @, (s) W, (s) ds — f[di_(s) B, (s)] ds=0
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donneraient:
(36) f D,(s) T',(s) ds = f @, (s) W, (s) ds = 0

Multiplions maintenant la premiére dquation (33) par @, (s)
et intégrons de o a ! D’aprés (36) on a:

/ / log 7., @, (u) @, (s) duds = O

d’ott par le théoréme I:

@ (u)=0
et d’'une fagon analogue:

U (u)y=0

En intégrant ces deux identités, nous obtiendrons:

D, (u) = const
U, (u) = const

cest i dire qu’il existe une combinaison linéaire entre @, (u) et
@,(u), ce qui est impossible comme nous I'avons démontré plus
haut. Si a est égal & zéro, le systeme (33) se réduit a:

— bW, (s) ::/log 7 D', (u) du

b®d,(s) =/iog 7o U (%) du

En portant la valeur de la fonction @, (s), tirée de la pre-
miére équation, dans la seconde, en multipliant ensuite par @, (s) et
en intégrant do o a /, on trouvera:

f / / log 7., log 1., .(s) @', (¢) du ds dt =0
/{flog ¥, @',,(t) dl}s ds =

ou

\A/AAAA FOIN roy
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d’ou

i
/ log 7, @, (t) dt =

et d’une facon analogue:
flog v W, (1) dt =0

Ces deux égalités entrainent d’apres le théoreme I:
.t)=0
(=0
ce qui est impossible, comme nous lavons vu plus haut.
Troisieme cas.
Le déterminant | b, (p, k= 1 ...n) est égal a zéro.
Les égalités (21) et (27) mous apprennent qu’il existe une
relation de la forme: -

el w1(3 + ee"l’z(s) + e 28y wu(s) = 0
ol les ¢, sont des constantes réelles, non toutes nulles.
De la et des relations (20) on déduit au moyen du théoréme
I que l'on a: :
(37) ey P1(s) + ey Py(s) + ... en%(S): €

ol ¢, est une nouvelle constante réelle.

Supposons par exemple que ¢, soit différent de zéro. En subs-
tituant alors la valeur de la fonction ¢,(s) tirée de 'équation (37).
dans les n — 1 premiéres relations (28), nous trouverons:

(38) %kpl.(.s) F CaPe(s) - Clu—1Pua(8) + Cun ———flog o (u) du
(k=1,2,...8—1) .

ol les ¢, sont des constantes réelles.
L’équation:
C1—2 Cgy..+ Chyy

clo Coa ' ™=% (‘v 150
‘s ! ey =3

(39)

C1yn—1y Coyn—1 Cn—1yn-1""%
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ne peut posséder une racine z = 0. Dans ce cas il existerait, comme
cela résulte des équations (38) et du théoreme (I) une relation
de la forme:

(40) dyo(s) Fdy@s(s) .. doy @, 4(5) =d,

ot d, (k=0,1,...n — 1) sont des constantes réelles, non toutes
nulles. Les relations (37) et (40) sont indépendantes et par consé-
quent il existe une relation linéaire et homogéne entre les @, (s)
contrairement & P’hypothése que nous avons faite plus haut. Si
Péquation (39) a une racine : ='a;, ol @, est un nombre réel, dif-
férent de zéro, la méthode que nous avons apphquée dans le pre-
mier cas nous donne

@1y e f log #o Fo_s(w) d

ol :

(42) F, () =a,¢,(s) ... @ 190..1(5) + &

en désignant par o, (i=0,1,2...% — 1) les constantes réelles,

non toutes nulles.
Si Péquation (39) a une racine z =a, + 1 b,, en procédant
comme dans le deuxiéme cas, nous trouvons: :

a, D, (s) — b, U, \(s)= f log r,, @', ;(u) du
(43) o :
by @, _y(9) +a, T, ()= fl Oy () dut

ot @, ,(s) et &, i(s) sont, comme la fonetion F, ,(s), des combi-
naisons linéaires- de @.(s)...@, ,(s) avec les coefficients réels, non
tous nuls.

Nous avons reconnu plus haut que (32) entraine la relation:

' (s)=0
pour toutes les valeurs de s. Nous avons reconnu aussi qu’en vertu
des égalités (33) on a identiquement:
. (s)=0 et W(s)=0

D’une fagon tout a fait analogue on déduira des égalités (41)
t (43) que Pon a
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(44) Fo(s)=0
ainsi que
(45) O, ()=, (=0

pour toutes les valeurs de s.
Il résulte de (44) que

F,_,(s) = Const.

Or, cette relation et la relation (37) entraineraient I'existence
d’une- relation linéaire et homogéne entre les g,(s) ce qui, par hy-
pothese, est impossible. Cela prouve qu’au cas ot le nombre des
constantes caractéristiques serait fini, I’équation (39) ne peut pas
avoir de racines réelles. D’autre part si (39) avait une racine com-
plexe, ou aurait les relations (4D). Done, dans ce cas on aurait

D, ,(s) = Const. &, _,(s) = Const.

Mais chacune des fonctions @, ,(s) et &, ,(s) est une combinaison
linéaire a coefficients constants des fonetions:

P1(8) - - < Puna (9)
done, a cause de (37) il existerait encore une combinaison linéaire
et homogene a coefficients constants non tous nuls entre les fonctions

P1(s) - .. 9.(9)
ce qui, par hypothese, est impossible.
En résumé I'hypothése que, pour une courbe (C) qui n’est pas
un cercle, le nombre des constantes caractéristiques du noyan P(st)
est fini, entraine dans tous les cas une contradiction. Done lorsque
la courbe (C) n’est pas un cercle, le noyau P(st) et par conséquent %
le noyau A (st) admettent une infinité des constantes caractéristi-

ques. Il en est de méme dans le cas considéré du noyau K(st).
C.Q F. 1,
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