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Soit \C) uiie courbe piane fermee sans points multiples dont 
les coordonnóes rectangulaires sont des fonctions uniformes d7un 
seul parametre, de sorte qu7on peut poser:

x =  x (t)

ou x(t) et y{t) dósignent des fonctions dont les preinieres dśriyees 
sont continues. Nous supposons de plus que la courbure de cette 
ligne, considóróe comme fonction du parametre t reste finie pour 
toutes les yaleurs de t.

Design on s:
1) par (o, l) l’intervalle, dans lequel yarie le parametre t, lorsque 

le point (ir, y ) correspondant a ce parametre, dścrit une fois la 
courbe (C) dans le sens positif.

2) par f(p) une fonction des coordonnees rectangulaires x et 
y du point p.

3) par r>t la distance du point p k celui des points de la 
ligne (C) qui correspond au parametre t.

4) par w+ et w_ les yaleurs peripheriques intórieure et exte- 
rieure de la fonction w{p) par rapport a la courbe (C), c’est a dire 
les limites respectiyes de la fonction iv(p) lorsque le point p tend
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vers un point de la courbe (C) sans sortir du domaine intórieur 
ou extórieur limite par la courbe considórće.
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5) par les dóriyees normales d’une fonction v(p)

calculees, la premiere pour le cóte interieur de la ligne (C) et la 
seconde pour le cótó extórieur, la normale elle meme etant, dans les 
deux cas, dirigee vers 1’intórieur du domaine limitó par la courbe (C).

On sait que le probleme fondamental de la thśorie du poten- 
tiel logarithmique est le suivant:

Etablir l’existence d’un potentiel de simple couche et celle 
d’une double couche, yórifiant respectiyement les óquations suiyantes:

ou X represente un parametre yariable et f(s) une fonction donnóe, 
continue dans Pintervalle (o, l) et telle que l’on ait;

Les problemes en question se ramenent a deux equations in- 
tegrales associóes:

( 1)

en posant

(2)

On aura, remarquons le. des maintenant:

(3)
o

Si X n’est pas une constante caractóristique des equations (1) 
chacune d’elles admet une solution unique. 11 rósulte de la theorie 
des equations intógrales que les fonctions p(s) et v(s) considórees
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coinrne fonctions de la variable X sont des fonctions uiuformcs 
dans tout le plan de la variable complexe X, lpadmettant, a distance 
finie, d’autres points singuliers que des póles.

M. Plemelj]) a pose la ąuestion de savoir s’il existe des 
courbes (C) pour lesquelles les equations integrales (l) possódent 
un nombre limitó de constantes caractóristiques.

Voici la róponse a cette question:
P o u r  c h a q u e  c o u r b e  (6') e x c e p tć 1 e c e r cl e, 1 es óquu- 

t i o n s  i n t e g r a l e s  (1) p o s s e d e n t  une i n f i n i t ś  de c o n s ­
t a n t e s  c a r a c t ó r i s t i q u e s .

Pour demontrer ce theoreme nous allons nous appuyer sur 
les theoremes suivants bien connus ou faciles a demontrer:

I. Chaque fonction continue h (s) qui yerifie les relations:
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est identiquement nulle.

II. ®) Le noyau arc est symetrisable, puis-

que la fonction g(st) dćfinie par la formule:

est une fonction symetrique par rapport aux yariables s et t.
I I I . 3) Les constantes caracteristiques des ćquations associóes 

(1) sont rćelles; parmi elles X =  — 1 est la constante caractóristi- 
que de valeur absolue minima ainsi que de degró de multiplicitó 
et de rang 1.

IV. La seule courbe, pour laquelle les śquations integrales *)

*) Dr. Josef Plemelj. Potentialtheoretische Untersuehungen. Teubner in 
I^eipzig 1911. pag. 71.

2) Dr. Josef Plemelj. Potentialtheoretische Untersuehungen. Teubner in 
Leipzig 1911. pag. 27.

s) Dr. Josef Plemelj. Potentialtheoretische Untersuehungen. Teubner in 
Leipzig 1911. pag«52.
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(1) possódent seulement la constante caractóristique —  1, est le 
cercie

V . 1) Si est une constante caracteristiąue et cp0 (s) une fonc- 
tion fondamentale de Póquation integrale homogene:
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Pexpression

est une fonction fondamentale de Pśquation integrale associee.
V I .2) Si deux noyaux K , (st) et K7 (st) sont continus dans

chaque point du domaine exceptć peut-etre sur la

ligne s =  t, lorsque, de plus, les intógrales

out un sens, lorsqu’en outre ón a identiquement

ou

alors Pensemble des constantes caracteristiques du noyau K^st) -j- 
-|- K z(st) est la somme des ensembles de constantes caractćristiques 
des novaux K, (st) et K . (st).

VII. *) Un noyau de la formę
ou les fonctions sont a carró sommables, peut pos-
sóder au plus n constantes caractóristiques.

‘ ) Trajan Lalesco. Introductiun a la Theorie des Eąuations integrales. 
Paris 1912. Pag. 78 et 79.

2) Trajan Lalesco. Introduction a la Theorie des Eąuations integrales 
Paris 1912 Pag. 41.

8) Trajan Lalesco. Introduction a la Theorie des Eąuations integrales. 
Paris 1912. Pag. 61.

Rozpr. Polskiego Tow. matem. 8
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V III .1) Si le noyau
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arc possóde uh nombre

limite des constantes caracteristiques il est nócessaire-
ment de la formę

Passons maintenant a la dómonstration de notre thóoreme. 
Selon le thóoreme (III) le nombre —  1 est la constante caractóris- 
tique du noyau (2) et par consśquent il existe une fonction 
<p(s) =  m(s) qui vórifie l’ćquation integrale homogene:

(4)

Observons que la fonction m(s) possśde, a cause de la pório- 
dicite de la fonction K{st), la periode l.

Dans l’óquation homogene associee:

on peut prendre comme fonction fondamentale comme
cela rósulte de Pśgalitó (3).

Les fonctions i remplissent la condition:

c’est a dire:

(5)

On a aussi d’apres le thóoreme (V)

(6)

Posons

(?)
en yertu de (4), (5) et (7), on aura: *)

(8)

*) W . Stożek. Rozprawy Polskiego Tow matem. p. 90.
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En outre (7) et (3) donnent:

115

Si nous posons:

(9)

on deduit de la relation (5):

La fonction n(s) est póriodiąue avec la periode l. 
Les óąuations (2), (7) et (9) donnent:

Pour dófinir sans ambiguite, dans le domaine la

dśtermination N(sł) de la fonction multiforme:

nous fixerons le sens positif sur la courbe (C) comme on le fait 
ordinairement dans la theorie des fonctions et nous supposerons 
qu’au point t —  0 la tangente a la courbe (C) est parallele a Taxe 
des x et que le sens de parcours positif sur la courbe (G) corres- 
pond a la croissance du parametre t. Cela pose nous dśfinirons la 
fonction N(sł) par les trois conditions suivantes:

1° On prendra

2° Pour nous regarderons N(st) comme śgale a la plus
petite dótermination non negative de la fonction

3° Pour s •< nous poserons

N(sł) =  N(łs)
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La fonction N(st) ótant dófinie dans le doinaine
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nous en ótendrons la dófinition a tout le plan (st), en posant:

N (st) == N (s' t') -j-(k  -\-n)n

on s' et t' sont dófinis par la condition de yćrifier les relations:

ou k et n reprósentent les entiers.
II rósulte des hypotheses faites au sujet de la courbe (C) que 

la fonction N(st) est bornóe et pour s =f= * elle possóde des dóri- 
vóes partielles du premier ordre.

En outre:

( 10)

Posons:

(11)

La fonction Q (st) est póriodique et symćtrique par rapport 
aux variables s et t, c’est a dire:

(12) Q{a +  lc.l, 't +  nl)=* Q(st)= Q(ts)

. D ’apres (2), (10) et (11) on a:

(13)

En portant cette expression dans la formule (3), nous trouyons:

Si l’on porte la valeur (7) du K(st) dans (13), en ayant ćgard 
a (9), on trouve:
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l i t

On aura donc:

%

(14)

en posant

(15)

La fonetion A(st) jouit des propriótós suivantes:
1) Elle est la dórivóe partielle du premier ordre d’une fonc- 

tion symótrique des variables s et t [formule (II)] et póriodique 
par rapport a ces variables avec la póriode' l [formules (12), (4) 
et (9)].

2) Elle est symótrisable par composition avec log r , u [thóo- 
róme II, formules (6) et (7)|.

3) Au nombre —  1 pres, l’ensemble des constantes caractóris-
tiques du noyau A (st) est identiąue a 1’ensemble des constantes 
caractóristiques du noyau K(st) [thóoremes III, VI, formules (7) 
et (8)]. II rósulte de la derniere des propositions prócódentes que, 
pour ótablir notre thóoreme nous pouvons substituer le noyau A (st) 
au noyau K(st). D ’autre part, il rćsulte de (14) que les ensembles 
de constantes caractóristiques des noyaux A (st) et l}{st) sont a la 
fois finis ou infinis [thóoreme VII, VIIIJ. Nous pouvons donc, dans notre 
thóoreme, considórer la fonetion P(st) au lieu de K (st). Supposons 
que le noyau P(st) possóde un nombre limitó de constantes carac- 
tóristiques, que nous dósignons par —  l x —  . .  . —  (quelques
unes peuvent etre egales entPelles) et soient (px(s) cp2 {s) . .  • <p„(s) 
les fonctions fondamentales correspondantes qui en vertu de (10) ( 1 1) 
et (15) ont la premióre dórivóe continue.

Nous aurons:

( 16)

avee

(17)

Remarquons encore que les fonctions (pp(s) sont póriodiques avec 
la póriode l.
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D^apres la premiere et la seconde proprióte de la fonction 
A (sł) nous pouvons poser:

U8

(18)

ou h(st) est une fonction symśtrique par rapport aux variables 
s et t.

Substituons l,expression (16) dans l’śquation (18); nous ob- 
tiendrons:

(19)

ou

(20)

Puisque la fonction h (st) est symótrique

En multipliant les deux membres de cette óquation par la 
fonction (pk(s) et integrant de o U ,  on aura d’apres (17): „

(21)

ou

(22)

D ’apres (21) on a encore

(23)

Pareillement nous pouvons ecrire:

(24) -
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(25)

En comparant les relations (22) et (23) et puis (24) et (25) 
nous trouvons

(26)

Posons

(27)

D’ou en tenant compte de la relation (26)

Les relations (20), (21) et (27) nous donnent

(28)

D’ou Ton tire par des calculs simples:

ou selon la relation (20):

Nous distinguerons dans la suitę trois cas. 
P r e m i e r  cas.
L’óquation:

(29)
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admet au moins une racine reelle z — a, ou a est different de 
zero.

Les equations

120

(30)

admettent une solution xp =  a1®, ou tous les ne sont pas nuls. 
Multiplions les óąuations (30) respectiyement par X] x\... xl et ajou- 
tons les membre a membre; il viendra:

(31)

* En posant:

ou tire de (31):

(32)

La fonction Fu(s) est une combinaison lineaire des fonctions 
fpP{s) ( p =  1 , 2 , . . . ? / )  et par consóąuent elle est periodique avec la 
pćriode l et possede une dórivće du premier ordre continue.

En multipliant la relation (32) par Fjs) et integrant de o 
a /, on aura:

En utilisant le thóoreme (I) on tire de eette ógalitó:

qui exprime quet contrę Phypothese, les fonctions (pp{s) verifient 
identiąuement une combinaison lineaire a coefficients non tous nuls 
des fonctions <jpp(s).

D e u x i e m e  cas.
L ’6quation (29) admet une racine complexe z —  a -| -i b ou 

b est diffórent de zóro.
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L’ćgalite (32) subsistera encore dans le cas actuel, mais une 
modification des considćrations antśrieures devient necessaire, puis- 
que nous avons maintenant:
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ou i est 1’unitó imaginaire, ótant des combinaisons
lineaires a coefficients reels et non tous nuls des

rour achever de mettre en evidence les quantites rćelles et 
imaginaires, nous poserons

a =  a - j- i b

en designant par a et b des nombres rćels, dćfinis plus haut. Dans 
ces conditions l’śquation (32) donnę:

(-33)

en posant:

ou les vk et les wk sont des constantes róelles, non toutes nulles.
Les fonctions ne sont ćvidemment pas nulles toutes
les deux.

Cela posó je dis qu’il n’existe aucun systeme de deux cons­
tantes A et B, non nulles a la fois, telles que Fon ait identi- 
quement:

En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Dans ce cas on 
tirerait de (33) les śgalitós suivantes:

(34)
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%
En multipliant la premiere óquation par &'n(s) et la seconde 

par ^'„(s) et intćgrant de o a l, nous trouvons en reraarquant en- 
core que les fonctions #„(s) et @H(s) sont póriodiques avec la 
pśriode l:
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d’oii d’apres le thśoreme I:

De ces śquations et des relations (34) on dóduit:

Le determinant de ces óquations ótant egal & a2 6*, il est 
impossible qu’elles soient v6rifiees par un systeme de valeurs non 
nulles a la fois de A et B. Notre assertion est donc śtablie. Reve- 
nons maintenant aux equations (33).

Multiplions la premiere 6quation par la seconde par
0'„(s) et intćgrons de o a /. Nous trouyons:

d’ou

(35)

Si a est diffórent de zóro 1’śgalitó (35) et Pógalite ólementaire

www.rcin.org.pl



• m
donneraient:

(36)

Multiplions maiutenant la premiere t$quation (33) par &'n(s) 
et integrons de o U  D ’apres (36) on a:

d’oii par le thśoreme T: 

et d’une faęon analogue:

En intógrant ces deux identitós, nous obtiendrons:

c’est a dire qu,il existe une combinaison linóaire entre $ H{u) et 
#„(««), ce qui est impossible corame nous l’avons dómontre plus 
baut. Si a est ćgal a zśro. le systeme (33) se rśduit a:

i

En portant la valeur de la fonction tiree de la pre­
miere śquation, dans la seconde, en multipliant ensuite par $ '„ (s) et 
en intćgrant do o a I, on trouvera:
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d’ou
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et d’une faęon analogue:

Ces deux ćgalitós entrainent d’apres le thśoreme I:

ce qui est impossible, comme nous Pavons vu plus haut. 
T r o i s i e m e c a s .  , ...
Le determinant est ógal a zero.
Les ćgalites (21) et (27) nous apprennent qu ii existe une 

relation de la formę:

ou les ep sont des constantes reelles, non toutes nulles.
De la et des relations (20) on dóduit au moyen du thćoreme 

I que 1’on a:

(37)

ou e0 est une nouvelle constante reelle.
Supposons par exemple que en soit different de zóro. En subs- 

tituant alors la valeur de la fonction <jp„(s) tiróe de Póquation (37) 
dans les n —  1 premiereś relations (28), nous trouverons:

(38)

ou les ckp sont des constantes Welles. 
L’ćquation:

(39)
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ne peut possóder une racine ż —  0. Dans ee cas il existcrait, comme 
cela rósulte des equations (88) et du thśoreme (I) une relation 
de la formę:

125

(40)

ou dk {k —  0, 1 w — 1) sont des constantes róelles, non toutes 
nulles. Les relations (37) et (40) sont indópendantes et par conse- 
quent il existe uue relation linśaire et homog^ne entre les <pp(s) 
contrairement a 1’hypothese que nous avons faite plus haut. Si 
l’óquation (39) a une racine ‘ -z =  an oii a, est un nombre róel, dif- 
fórerit de zóro, la mćthode que nous avons appliquće dans le  pre ­
m i e r  c a s  nous donnę:

(41) 

o u

m
en dósignant par les constantes róelles,
non toutes nulles.

Si l’6quation (39) a une racine z =  «, + i en procćdant. 
comme d ans  le d e u x i e m e  cas,  nous trouvons:

(43)

ou sont, comme la fonction des combi-
naisons linśaires de avec les coefficients rćels, non
tous nuls.

Nous avons reconnu plus haut que (32) entraine la relation:

pour toutes les yaleurs de s. Nous avons reconnu aussi qu’en vertu 
des ógalitós (33) on a identiquement:

D ’une faęon tout a fait analogue on dćduira des ógalitćs (41) 
et (43) que Fon a
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(44)

ainsi que

(45)

126

pour toutes les yaleurs de s. 
II rósulte de (44) que

Or, cette relation et la relation (37) entraineraient l’existence 
d’une relation linśaire et homogene entre les (pp(s) ce qui, par hy- 
pothese, est impossible. Cela prouve qu’au cas on le nombre des 
constantes caractćristiques serait fini, l’óquation (39) ne peut pas 
avoir de racines róelles. D ’autre part si (39) avait une racine com- 
plexe, on aurait les relations (45). Donc, dans ce cas on aurait

Mais chacune des fonctions est une combinaison
linśaire a coefficients constants des fonctions:

donc, a cause de (37) il existerait encore une combinaison linóaire 
et homogene a coefficients constants non tous nuls entre les fonctions

ce qui, par hypothese, est impossible.
En rósumć l ’hypothese que, pour une courbe (6*j qui ifest pas 

un cercie, le nombre des constantes caractóristiques du noyau P(st) 
est fini, entraine dans tous les cas une contradiction. Donc lorsque 
la courbe (6’) n’est pas un cercie, le noyau P(st) et par consśquent % 
le noyau A(st) admettent une infinitó des constantes caractóristi- 
ques. II en est de meme dans le cas consideró du noyau K(sł).

C. Q, F. D.
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