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KSIEGA 1l. SOLIDOMETRYA.
Czesc |I.

Linie i powierzchnie uwazane w przestrzeni
I ich pofaczenia.

Rozdziat I.
Powierzchnie uwazane oddzielnie.

$ 1. Wiadomosci ogdlne.

306. Jak Planimetrya dzieli sie na dwie czesci:
Liniometryg zajmujaca sie wiasnosciami linii lezg-
cych na ptaszczyznie i Planimelryg wtasciwa, zajmu-
jaca sie whasnosciami ptaszczyzny ograniczonej temi
liniami, bedacg wyptywem pierwszej, tak réwnie i
Solidometrya, nauka linii, powierzchni i bryt uwaza-
nych w przestrzeni pod wzgledem ksztattu i wielko-
sci, dzieli sie na nauke wiasnosci ksztattu tych wiel-
kosci przestrzennych i ich potaczen i na nauke wia-
snosci, pod wzgledem wielkosci, przestrzeni, ograni-
czonej temi powierzchniami.
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Lecz jak w ksiedze pierwszej wykrywalismy wia-
snosci poltaczen dwoéch tylko linii, prostej i okregu
kola, stuzacych za zasade do poznania wszystkich in-
nych linii, lak réwniez i w solidometryi rozwaza¢ be-
dziemy powierzchnie z tych tylko dwoch linii zrodzono
i ich potaczenia dajgce tylko linie prostg i okreg kola.
Powierzchnie te jako utworzoneprzez linie nieograni-
czone, sa takze nieograniczone, ograniczajg sie zas,
podobnie jak linie, przecinajac sie z innemi powierz-
chniami.

| 1 . Ptaszczyzna uwazana oddzielnie.

307. Linie prosie bez przerwy po sobie idace, prze-
chodzace przez dwie przecinajace sie linie prosie, sta-
nowig ptaszczyzne (fig. 204). Z tego opisania pta-
szczyzny wynika:

1) Przez trzypunklg A B, C, nieleiace na liniipro-
stej, jedna tytko ptasze, przechodzit' moze (fig. 264);
gdyz z.jedpego z tych punktéw B poprowadziwszy
przez dwa inne A i C linie prosto, kazda z ptaszczyzn
przechodzacych przez te trzy punkia jest szeregiem
linii prostych, bez przerwy po sobie idacych, prze-
chodzacych przez linie BA i BC, a zaléin linie two-
rzace jedna z tych ptaszczyzn tworzg i inne ptaszczy-
zny, a tem samém wszystkie te ptaszczyzny sg tylko
jedng ptaszczyzna. (

2) Przeciecie sie dwoch ptaszczyztijest linia prosta\
gdyz jesliby ktorykolwiek punkt wspélny dla dwoch
ptaszczyzn (fig. 205) AG i AL zdwoma inpemi wspot-
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nemi punktami A i B nie lezat na linii prostej, wtedy
te dwie ptaszczyzny tworzytyby jedng tylko ptaszczy-
zne czyli przystawatyby we wszystkich punktach.

3) Ptaszczyzne mozna zawsze potozy¢ na drugg*
tak aby miata z nig trzy punkla wspélne; potozywszy
ptaszczyzne AE na AC tak aby z nig miata dwa pun-
kia A i B wspolne, obracam ja okoto linii prostéj AB
dopoki punkt jej E padnie na ptaszczyzne AC w pum
kcie F; wtedy te dwie ptaszczyzny majg trzy punkta
wspolne A, B, F, — a zatem wszystkie ptaszczyzny
sg sobie réwne, czyli przystajg ilo siebie we icszyst-
kich punktach, gdyz zawsze mozna potozy¢ jedng fi-a
druga, tak aby miaty trzy punkta wspélne, a majac trzy
punkla wspoélne, stanowia jedng tylko ptaszczyzne.

4) Linia prosta majgca zptaszczyzng dwa punkta
A'i C wspdlne (fig. 204), przystaje do tej ptaszczyzny
we wszystkich punktach, czyli jest linig lej ptaszczyzny;
gdyz przez dwa punkta A i C i jakikolwiek punkt trze-
ciej B danej ptaszczyzny poprowadzona inna ptaszczy-
zna, jest zbiorem linii prostych przechodzacych przez
linie BA i BC; a zalém linia AC wchodzi w skiad tej
ptaszczyzny, a tém samem i danej jako przystajacej
do poprowadzonej we wszystkich punktach. Te wia-
sno$¢ ptaszczyzny przyjmowano za gtéwna, moéwigo
ze ptaszczyzna jest taka powierzchnia z ktorg linia
prosta majac dwa punkta wspoélne, cala lezy na lej
powierzchni:, lecz wkasnos¢ ta nie daje pojecia o two-
rzeniu sie ptaszczyzny, nie przedstawiajac jej jako
szczeg6lny przypadek powierzchni. Jesliby powie-
rzchnie bedace szeregiem linii bez przerwy po sobie
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idacych, majacych jednakowa witasnos¢, odrozniaty
sie jedne od drugich tém, ze do jedn¢j linia prosta,
za$ do inngj inna linia przystaje we wszystkich pun-
ktach , wtedy definicja ta ptaszczyzny bytaby odpo-
wiednig catej nauce, tecz my odrézniamy powierz-
chnie jedne od drugich liniami tworzacemi te powie-
rzchnie, a nastepnie wkasnoscia tych linii, przeto win-
kiem uwazaniu powierzchni, ptaszczyzna tworzy sie
linig prostg, majaca te whasnosé, ze przechodzi przez
dwie przecinajace sie linie proste.

5) Ptaszczyzna ograniczana jest zbiorem linii pro-
stych taczacych punkta ograniczenia, inna za$ powie-
rzchnia jest zbiorem innych linii tgczacych tez samo
punkta; a ze linia prosta jest najkrotszg ze wszystkich
linij majacych z nig konce wspdlne, przeto ipluszczy*
znajest najmniejszg ze wszystkich, powierzchni ma-
jacych to sumo ograniczenie.

30S. Widzimy wiec, ze whasnosci ptaszczyzny sg
odpowiednie witasnosciom linii prostej, przeto ona
miedzy powierzchniami zajmuje takie miejsce, jakie
linia prosta miedzy liniami. Potozenie jéj oznacza sie
dwoma przecinajgcemi sie liniami proslemi, albo trze-
ma punktami nielezagcemi w kierunku linii prostej, po-
dobnie jak potozenie linii prostej dwoma punktami,
tak ze przezjeden punkt, dwa punkta, czyli linie pro-
stg, dowolna liczba ptaszczyzn przechodzi¢ moze, za$
przez cztery punkta lub dwie dowolne linie proste
ptaszczyzna przechodzi¢ nie moze. Dwie linie prze-
cinajace sie lub rownolegte oznaczajg sie trzema bun =
ktami, gdyz przez punkt do linii, prostej jedng réwno-



legie poprowadzi¢ mozna, tak na ptaszczyznie (78.
Wn. 6 i79) jako tez i w przestrzeni jak p6zniej zo-
baczymy.

309. Zt. Plaszczyzna tworzy sie posuwaniem sie li-
nii prostej, jak przy stryéliowaniu zboza, robieniu ce-
giet, heblowaniu, gdyz np. ostrze hebla jest linig pro.
gta Na mocy tej whasnosci ze wszystkie ptaszczyzny
przystaja do siebie, robi sie ptaszczyzna przy tynko-
waniu. Na zasadzie wtasnosci ze ptaszczyzna jest naj-
mniejsza ze wszystkich powierzchni majacych to samo
ograniczenie tworzy sie ptaszczyzna nacigganiem obi¢
na bebnach, parawanach i t p.

$ I1l. Powierzchnia walca.

310. Powierzchnie walca, stanowig linie prosie,
bez przerwy po sobie idace, przechodzace przez pun-
ktu okregu kota, i rownolegte doprostej przechodzacej
przez srodek tego kota, zwanej osig walca. Z opisa-
nia pow. walca wynika:

i) Powierzchnia walca tworzy sie: a) posuwa-
niem sie linii prostej, po dwdch okregach réwnych i
rownolegtych lezacych na odmiennych ptaszczyznach,
rownolegle do pierwotnego swego potozenia; b) po*
suwaniem sie linii prostej réwnolegle i wjednakowej
odlegtosci od linii zwanc¢j osig walca, przeto prosto-
kat obracany okoto jednego boku bokiem przeciwle-
gtym, opisuje te powierzchnie; tj posuwaniem sie
okregu kota, majgcego $rodek na linii prostej rowno?
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legie do pierwotnego swego potozenia; d) posuwa-
niem sie réwnolegtem okregu po trzech liniach pro*
stych réownolegtych.

311. Zt. Przy toczeniu walca ostrze dtuta czyli li-
nia prosta, jest réwnolegto do linii prostej okoto kto-
rej obraca sie toczone ciato; przy wydrgzaniu pow.
walca okrag kota posuwa sie réwnolegle i ma Srodek
na linii prostej okoto ktoréj obraca sie Swider.

§ IV. Powierzchnia ostrokregu.

312. Powierzchnig, osfrokregu stanowig linie pro-
ste, bez przerwy po sobie idace, przechodzace przet
punkt i okreg kola-, prosta tgczaca ten punkt ze Srod-
kiem okregu kota zowie sie osig. Z opisania pow.
ostrokregu wynika, ze ona tworzy sie: a) obrotem
prostej okoto statego punktu, lak aby dotykala sie
okregu; przeto trdjkat prostokagtny obracany okoto
przyproslokalniej, przet iwprostokagtnig utworzy po-
wierzchnig oslrokregu, gdyz koniec drugiej przyprO-
stokatniej opisze okreg kota. b) Posuwaniem sie roé-
wnoieglem zmniejszajgcego sie okregu kota po trzech
liniach prostych wychodzacych z jednego punktu i
nielezacych na jedndj ptaszczyznie,

§. V. Powierzchnia kuli.

313. Powierzchnig kuli sg réwne okregi kol, bet
prterwy po sobie idace, majace wspolny srodek, twa-
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ny $rodkiem kuli. Ona wiec tworzy sie obrotem pot-
okregu kota okoto Srednicy nieruchomej,

314. Uw. Plaszczyzna, powierzchnia walca i ostro*
kregu tworza sie linig prostg i dla lego nalezg do po-
wierzchni proslokresinych; powierzchnia zas$ kuli two-
rzy sie linig krzywa i nalezy do powierzchni krzywo*
hre&lnych, przyl”m dwie linie proste,trzech pierwszych
powierzchni lezg na pt., przeto one sg powierzchniami
rozwijalnemi t j. moga sie rozwingé na ptaszczyznie,
tak pow. walca przecieta po linii prostej tworzacej, da-
je sie potozy¢ na ptaszczyznie, lak jak papier w trabke
zwiniety,to samo Scigga sie i do powierzchni ostrokre-
gu. Powierzchnia kuli nalezy do powierzchni nieraze
tcijalnyeh, bo ani z ptaszczyzny utworzyé jej nie mo-
Znha, am ona rozwinietg na ptaszczyznie byé nie mo-
ze;— przylem trzy ostatnie powierzchnie nalezg do
powierzchnii obroiowych, bo kazda z nich tworzy sie
obrotem linii okoto osi.

ROZDZIAL I

Potaczenie ptaszczyzny z Uniami i ptaszczy-
znami.

§ 1. Polgczenie ptaszczyzny z liniami.

A) Linie prostopadle do ptaszczyzny.
315. Linia prosta moze sie przecina¢ lub niepr/.e-
pina¢ z ptaszczyzng ; przecinajgc sie ma z nig tylko
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jeden punkt wspdlny, gdyz majac dwa punkla przy-
stawataby do ptaszczyzny. Linia prosta AB przeci-
najaca, (fig. 2(j(i) z ptaszczyzng MN nie ogranicza ani
ptaszczyzny — jak dwie proste przecinajgce sie, ani
przestrzeni— jak dwie przecinajgce sie ptaszczyzny,
lecz z liniami lezacerni na ptaszczyznie BC, BD, BK,
przectiodzacemi przez punkt przeciecia sie, tworzy
katy, bedace czesci.} ptaszczyzn ABC, ABI), ACK...
ktére dlaodréznienia od innych katéw zowia sie ka-
tami ptaskiemi. A zatem linia z ptaszczyzng nie two-
rzy kata, t j. potaczenie linii z ptaszczyzng nie daje
zadnej ilosci przestrzennej, przeto tylko oznaczy¢ na-
lezy potozenie linii wzgledem ptaszczyzny.

310. Potozenie ptaszczyzny zalezy jedynie od po-
tozenia dwoch linii prostych przecinajacych, po kté-
rych jakkolwiek posuwana linia prosta utworzy pta-
szczyzne, potozenie wiec linii prostej wzgledem pta-
szczyzny zalezy od potozenia lej linii wzgledem dwaéch
linii prostych przecinajacych sie wzietych na ptaszczy-
znie; lecz ze linia prosta, co do potozenia, oznacza
sie tylko dwoma warunkami, przeto linie prostg pro*
slopadtg do dwdch linii lIdgacych na plaszczyznie
w punkcie ich przeciecia sig, zowiemy linig prosto-
padli do ptaszczyzny, i nawzajem', ptaszczyzna ktd-
re/ dwie linie sg prostopadle do liniija przecinaja-
cej, jest prostopadli do tej linii.

317. Tm. gt linia prostopadta do dwdéch linii
przecinajacych sie wjej spodka, jest prostopadta do
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wszystkich linii przechodzacych przez jej spodek na
ptaszczyznie dwdch pierwszych (fig. 266).

Z pupklu B linii AB wyprowadzam dwie linie pro-
stopadle BD i BC, lezgce na dwoch odmiennych pta-
szczyznach przechodzgcych przez linie AB i mam do-
wies¢ ze linia BK lezaca na ptaszczyznie MN dwoch
lifiij BC i Bi), jest prostopadtg do linii AB.

Przedtuzam linie AB lak, aby BA'=BA; punkt Cz D
tacze linig prosta, przecinajaca linie BE w punkcie E
ipunta C, I) i E z punktami A i A’ tacze liniami pro-
stemi. Linia BC jest prostopadtg wyprowadzong ze
srodka linii AA’' na pt. ACA’ przeto CA=CA’; dla po-
dobnej przyczyny i AD= A'D; trojkaty wiec ACD i
A'CD jako majgce po trzy boki réwne sg sobie ro-
wne, zatem i AE—A'E, bo te linie po przystaniu troéj-
katow przystajg do siebie; a ze punkla B i C lezg
\W réwnej odlegtosci od koncéw linii AA’, przeto
znajduja sie na linii BE prostopadtej do AA’ (44).

Wti. 1. Punkla ptaszczyzny MN prostopadtej do
linii AA’ i przechodzacej przez jej srodek, sg w ro-
wnej odlegtosci od jej koncow A i A’, gdyz lezg na
prostopadtych przechodzacych przez srodek tej linii;
uunkt za$ wziety nie na ptaszczyznie, nie jest rowno
oddalony od koricéw linii, dla tego, ze nie lezy na pro-
stopadtej przechodzacej przez Srodek linii.

Wn. 2. Jeieti z punktu wzietego na linii, wypro-
wadzimy do niej prostopadte, to one lezg najednej
ptaszczyznie; gdyz jesliby linia BK nie lezata na pta-
szczyznie MN dwoch innych hniii BC i BI), to Eopro-
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wadziwszy przez linie AB i BK ptaszczyzne, la prze-
cietaby pt. MN w kierunku linii BF. ledy linia AB
jako prostopadta do dwéch linii BC i BD lezacych na
pt. MN, bytaby prostopadta i do linii BF azatem na pt.
ABE dwie linie BF] i BF' prostopadte do linii AB popro*
wadzi¢by mozna, co by¢ nie moze (42).

Wn. 3. Zpunktu B wzietego na pi. MNjedng tyl-
ko prostopadtg BA wyprowadzi¢ mozna (fig. 207); bo
gdyby mozna byto wyprowadzi¢ i drugg prostopadig
BD, to przez dwie linie przecinajgce sie BA i BD po-
prowadzona ptaszczyzna, przecietaby sie z ptaszczy-
zng MN w kierunku linii BE, a zalem na ptaszczyznie
ABE dwie linie BA i BD do linii BE wyprowadzi¢by
mozna, co by¢ nie moze.

Wn. 4. Z punktu A wzietego nad pt. MN, jedna
tylko prostopadtg AB wyprowadzi¢ mozna (fig. 207j;
bo gdyby mozna byto wyprowadzi¢ i drugg prosto-
padig AC, to przez dwie linie AB i AG poprowadzo-
na ptaszczyzna przecietaby sie z ptaszczyzng MN po
linii CB, a tem samem z punktu A na pt. CAB dwie li-
nie AC i AB prostopadte do CB wyprowadzi¢by mo-
zna, co by¢ nie moze (50).

31S. Tw. Jezeli z punktu A wzietego nad pt. MN
poprowadzimy do niej prostopadta AB tudziez pochy-
le AC, AD, AE... to a) prostopadta Mi jest najkrot-
szg ze wszystkich pochytych; b) dwie pochyte AC i
AE réwno oddalone od spodka prostopadtej s<i sobie
rowne; c) pochyla AD bardziej oddalona od spodku
prostopadtej ABjes| dtuzszg od pochytej AC (fig. 208).
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fl) Prostopadta AB jest krotsza od pochytej AC,
bo potaczywszy punkt B z punktem C, na pt. BAC
linia AB jest prostopadta zas AC pochytg do linii BC
(51); b) pochyte AC i AK sa sobie réwne, jako lezg-
ce w tréjkatach ABC i ABK majgcych po dwa boki i
po kacie zawartym, jako prostym (317), réwnym; c)
Pochyta Al) jest dtuzsza od pochytej AC mniej odda-
lonej od spodka prostopadtej, gdyz odcigwszy BH =
BC, pochyta AH=AC, za$ AH -d Al) jako lezgca na
ptaszczyznie BAI) w mniejszej odlegtosci od spodka
B prostopadtej AB.

Wn. 1 | nawzajem: a) pochyte réwne sg réwno
oddalone od spodka prostopadiej; bo gdyby nie byty
réwno oddalone, bardziej oddalona bytaby dtuzsza;
b) pochyta diuzsza jest bardziej oddalona od spodka
pro8lopvdlej\ gdyz nie moze by¢ tak samo oddalona,
ani mniej jak pochyta krotsza, dla podobnej jak po*
przednio przyczyny.

Wn. 2. Pochyte réwne AC, AE czynig z prostopa-
dig AB katy rowne, dla réwnosci trojkatéw ABC i
ABE; a ze dopetnienia katéw réwnych sa sobie ro-
wne, przeto katy ACB i AEB zawarte miedzy rowne-
mi pochytemi a liniami tgczgcemi ich spodki ze spod-
kami prostopadtej, sg sobie rowne. Pochyla wieksza
Al) czyni z prostopadtg AB kat wiekszy BAD od ka-
ta BAIl jako, obejmujgcy od objetego, i dopetnienie
pierwszego mniejsze od dopetnienia drugiego kata.

Wn. ,3. Punkt A réwno oddalony od trzech pun-
ktow C, H, E, pt. lezy na linii AB prostopadtej do tej
ptaszczyzny, przechodzacej przez srodek kota oznam



clonego ferni trzema punktami: gdyz wszelka inna
linia AG wychodzaca z punkiu A do ph, nie moze by¢
prostopadig dla tego, ze pochyte réwne AC, Ali, AE
bytyby réwno oddalone od jej spodka G, co by¢ nie
moze, bo przez trzy punkta C, H, E, jeden tylko prze-
chodzi okreg kota (175).

Ww, 4. Linki AB czynigca z trzema liniami BC,
BH, BE, lezagcemi na pl. MN, katy réwne, jest do niej
prostopadta; gdyz odcigwszy BC=B1I=BE, linie AC,
AH, AE sa sobie réwne, jako lezace w tréjkatach ma-
jacych po dwa boki i po kacie zawartym, z zatozenia
réwnym, a zatem linia AB jest prostopadta, bo punkt
A jest réwno oddalony od trzech punktéw C, H, E,
(Wn. 3).

319. Tw. Plaszczyzna ABC dwéch linii: jednej
AB prostopadtej do pl. MN, i drugiej BC przechodzg-
cej przezjej spodek i prostopadtej do linii DE leia-
igcej na tejze ptaszczyznie, jest prostopadtg do tej li-
nii DE (fig. 269).

Dla dowiedzenia ze ptaszczyzna ABC jest prosto-
padtg do linii DE, do ktor¢j linia BC jest prostopa-
dig, potrzeba dowiesé¢, ze linia AC lezaca na t¢j pta-
szczyznie, jest prostopadia do linii DE. Odcinam CE
=CD i prowadze linie BD, BF] tudziez AD, AR. Li-
nia BD— BE, jako réwno oddalone od spodka C pro-
stopadtej BC do DE; linia AEmAI), jako réwno od-
dalone od spodka B prostopadiej AB; a ze punkta A
i C sg rowno oddalone od koricéw linii 1)E przeto li-
nia AC jest prostopadtg do tgj linii.
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wn. 1. Jezeli zpunktu A wzietego nadpl. MN, po-
prowadzimy linie prostopadtg AB, i przez jej spodek
B, linie BC prostopadta do linii DE lezacej na pt., to
linia AC, taczaca spodek tej prostopadtej z ktorym-
kolwiek punktem pierwszej prostopadiej, jest prosto-
padta do linii DE lezacej na pt. MN.

Wn. 2 Jesli do linii DE lezgcej na ptaszyczyznie MN
z jakiegokolwiek punktu C poprowadzimy dwie linie
prostopadte; jedna CB na pt. MN, za$ drugg CA na
innej ptaszczyznie przechodzacej przez te linie DE,
to prostopadta AB wyprowadzona z jakiegokolwiek
punktu A drugiej proslo/)adtej na pierwsza, jest pro-
stopadia do pt. MN; gdyz linia DE jest prostopadtg
do ptasz. ACB, a zatem ona z linig CB przechodzaca
przez jej spodek i prostopadtg do linii AB lezacdj na
toéjze pt. ACB, znajdujg sie na pt. MN prostopadiej
do linii AB.

320. Zg. Poprowadzi¢ ptaszczyzne prostopadig
do linii AB (fig. 206).

a) Zpunktu B danego na lej linii; z punktu B
prowadze dwie linie BD i BC prostopadte do linii da-
nej AB, na dwoch odmiennych ptaszczyznach prze-
chodzacych przez tg linig, a ptaszczyzna MN prze-
chodzaca przez te dwie prostopadte BD i BC jest zg-
dang (316); b) z punktu D lezgcego za linig-, na pt.
przechodzacej przez punkt D i linie AB prowadze li-
nie DB prostopadtg do AB, i z punktu B wyprowa-
dzam druga linie BC prostopadtg do AB lezacg na in-
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nej ptaszczyznie przechodzacej przez AB, a ptaszczy-
zna MN dwoch linii Bl) i BG jest zadan;}.

321 Zg. Poprowadzi¢ linie prostopadta do pi. MN
(fig. 2b6), Przez punkt dany prowadze ptaszczyzne
AEB prostopadta do linii DC lezacej na ptaszczyznie
danej MN i na niej z punktu danego (B na ptaszczy-
Znie lub A nad pt.) wyprowadzona linia prostopadta,
do linii BE prostopadtej na ptaszczyznie danej do I)C,
(320) jest zadang, gdyz linia DC prostopadta do pt.
ABE 7z linig EB przechodzacg przez jej spodek E,
prostopadta do linii AB lezacej na tejze ptaszczyznie,
znajdujg sie na ptaszczyznie MN prostopadtej do linii
AB (319).

322. Zt. W praktyce linia ustawia sie prostopadle
do ptaszczyzny, natej zasadzie ze punkta linii prosto-
padtej do ptaszczyzny sa w rownej odlegtosci od
trzech punktéw tej ptaszczyzny (318. Wn. 3); przeto
jesli jest punkt dany na ptaszczyznie, biora sie trzy pun-
kla w réwnej od niego odlegtosci, w tych trzech pun-
ktach przytwierdzajg sie trzy réwnt; linie proste, dra-
gi lub sznurki, a punkt zejscia sie koncéw tych trzech
linii, daje drugi punki zadanej prostopadtej: jesli za$
punkt dany jest nad pt., w tym punkcie przytwierdza
sie linia i oznaczaja sie na ptaszczyznie trzy punkta,
ktérym odpowiada koniec przytwierdzonej linii, a
srodek kola oznaczonego temi trzema punktami jest
drugim punktem zgdanej prostopadtej.

R) Linia nachylona do ptaszczyzny.
323. Linia przecinajaca sie z ptaszczyzng, niepro-



15

sfopadta, zowie sie linig nachylona ; jak oddalenie
dwéch punktéw mierzy linia prosta jako najkrétsza
ze wszystkich innych linii, podobnie nachylenie linii
do ptaszczyzny, mierzy /rat zawarty miedzy tg linig
a linia tgczaca spodek nachylonej ze spodkiem pro-
stopadtej wyprowadzonej z jej punktu na ptaszczy-
zne, dla tego, ze jest najmniejszy ze wszystkich ka-
tow ktdére nachylona czyni z liniami ptaszczyzny, prze-
chodzaeemi przez joj spodek: odcigwszy bowiem na
innej linii Al) (fig. 270) linie AC taczaca spodki, ipo*
taczywszy punkt I) ztad powstaty z punktem 5 z kto-
rego wyprowadziliSmy proslopadte BC, linia BD>

BC (318), a tem samem i kat BAD > BAC (100).—
Prostopadte wyprowadzone z punktéw pochytej AB
do ramienia AC kata nachylenia, sg prostopadle do
ptaszczyzny MN; gdyz ze spodka pochyte; wypro-
wadzona prostopadta Gil do ramienia AC na pt.JYIN
jest prostopadtg i do pochytej AB (319), a zatem
prostopadta Eh' wyprowadzona z punktu pochytej do
ramienia jest prostopadtg do pt. MN (319. Wn. 1);
wszystkie wiec prostopadie wyprowadzone z punktéw
pochytej do pt., jako prostopadle do ramienia kata
nachylenia (317. Wn. 4), leza na jednejptaszczyznie.

324. Tw. Kat DAG zawarty miedzy dwoma po-
chylani DA i k?,, jest. mniejszy od kata DBG zawar-
tego miedzy liniami BIl) i GB, tgczacemi ich spodki ze
spodkiem prostopadtej do pt, wyprowadzonej z pun-
ktu ich przeciecia sie A (fig. 209).

Ze spodka B prostopadiej AB wyprowadzam linie
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BC, prostopadta do linii DE #taczacdj spodki pochy-
tych i tacze punkt C z punktem A przeciecia sie po-
chytych, to linia AG jest prostopadta do ED (319);
obracam tréjkat DAE okoto linii DE, to w czasie obro-
tu linia AC bedzie takze prostopadta do DE a zalém
leze¢ bedzie na ptaszczyznie ACB prostopadtej do DE
(317. Wn. 2), przeto gdy tréjkat DAE padnie na pt.
MN, prostopadta AC padnie na prostopadte CB, za$
punkt A padnie za punkiem B, gdyz AC > CB, jako
pochyta do linii AB; kat wiec DFE=DAE jest mnigj-
szy od kata DBE (101).

325. Zg. Przez punkt dany, poprowadzi¢ linie na-
chylong do pt. MN pod katem danym (fig. 269).

a) Punkt C na ptaszczyznie; przez punkt C pro-
wadze dowolng linie DE i do niej w tym punkcie pro-
stopadtg ptaszczyzne ACB (320), za$ na nigj linie CA
czyniacg z linig CB kat dany. b) Punkt A nad pt\
przez punkt A prowadze ptaszczyzne ABC prostopa-
dig ]do dowolndj linii DE lezacej na danej ptaszczy-
znie MN i na ni¢j przez punkt A linie AC czyniaca
z linig BC kat dany.

326. Zt. W praktyce linia AC nachylona do ptaszczy-
zny, oznacza sie dtugoscig linii BC, taczacdéj joj spo-
dek ze spodkiem proslopadtéj wyrazong dtugoscia
prostopadiej, i tak jesli BC— AB to nachylenie sig¢ ro-
wna sie 1; jesli BC=24B to nach. 2; je$li 3BBC=7AB
to nac.h=*T i w og6lnosci nach. — BC: AB.

C) Linia prosta rownolegta do ptaszczyzny.
327. Linia prosta nieograniczona niemajgca pun-
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ktu wspolnego z nieograniczong ptaszczyzng zowie
sie linig nieprzecinajaca sie z ptaszczyzngj linig zas
rownolegta do pt. zowie sie linia, ktorej wszystkie
punktu sg réwno oddalone od ptaszczyzny, jak linie
prosie nieprzecinajace sie sa wzgledem siebie réwno-
legte, tak podobnie zobaczymy, ze i linia nieprzecina-
jaca sie z ptaszczyzna, jest wzgledem niej réwnolegta.

32S. Tw. Jezeli z dwdch linii CA i DB réwnole-
gtych lezacych najednej ptaszczyznie, jedna CAjest
prostopadtg do ptaszczyzny MN, to i druga DB jest
takze prostopadty (fig. 371).

Prowadze FG prostopadta do linii AB taczacej spod-
ki rownolegtych CA i DB, to pt. CAB jest prostopa-
dtg do linii FG (319), a tem samem i linia DB lezaca
na tej ptaszczyznie jest prostopadig do linii FG; a ze
linia I)B jest takze prostopadtag i do linii AB jako ro-
wnolegta do linii CA, przeto DB jest prostopadig do
ptaszczyzny MN.

329. Tw. Z punktu A, wzietego nad linig prostg
CD ic przestrzeni, jedng tylko linie do niej rowno-
legli poprowadzi¢ mozna (fig. 271).

Z punktu A na pt. DCA, prowadze linie AB réwno-
legla do CD, i mam dowies¢ ze oprocz linii AB, inngj
rownolegtéj by¢ nie moze. Z punktu A prowadze li-
nie prostopaditg do CI), ktéra, jako wspdlna prosto-
padta, mierzy odlegto$é punktéw linii CD od linii AB;
jesliby wiec oprécz linii AB byta inna linia réwnole-
gta do linii CI), to odlegto$¢ punktu A od linii CD i

3
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odlegtos¢ punktu C od drugiej rownolegtej AE bylta-
by jednakowa, a zatem i linia AE bytaby takze pro-
stopadtg do linii CA, czyli linia ta lezataby na pt. MN
prostopadtej do linii CA; potrzeba wiec dowies¢ ze
punkta linii CI) nie sg réowno oddalone od linii AE.

Prowadze z punktu D linie DB prostopadta do AB,
to ona jest prostopadtg i do pt. MN (328), a zatem
z punktu D ‘wyprowadzona prostopadta DE do linii
AE, jako pochyta do pt. MN jest diuzsza od DB=CA,
a tem samem, punkta linii CD nie sg jednakowo od-
dalone od linii AE, czyli te dwie linie nie sg wzgle-
dem siebie réwnolegte.

Wn, 1. Dwie linie rownolegte w przestrzeni lezg
na jednej ptaszczyznie-, bo gdyby nielezaty na jednej
ptaszczyznie, wtedy poprowadziwszy przez jednag
z nich i punkt drugi6j linii ptaszczyzne, przez ten
punkt moglibysmy poprowadzi¢ linie réwnolegta do
pierwszej, a tem samem przez ten punkt dwie linie
rownolegle do pierwszej poprowadzicby mozna.

Wr7i. 2. Dwie linie CA i DB prostopadte dopt. MN
{fig. 271), sawzglede7n siebie réwnolegte-, gdyz obie
te linie sg prostopadte do linii AB taczacej ich spodki,
i leza na jednej ptaszczyznie CAB (78. Wn. 3), bo je-
sliby linia DB nie lezata na pt. CAB, to poprowadzi-
wszy na tej pt. z punktu B linie prostopadig do AB,
ona jako réwnolegta do AC, bytaby takze prostopa-
dig do pt. MN, co by¢ nie moze (3 27. Wn. 3),

W7i. 3. Dwie linie AB i EF rownolegte do trzeciej
DC, lezacej na odmie7inej ptaszczyznie, sa wzgledem
siebie réwnolegte (fig. 272); gdyz poprowadziwszy
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pt. OP prostopadtg do linii trzeciej CD, ona bedzie
prostopadta i do dwdch pierwszych linii AB i EF, a
zatem te linie jako prostopadle do pt. OP, sg wzgle-
dem siebie réwnolegte.

Uw. Linie nieprzecinajgce sie w przestrzeni, albo
sg rownolegte i wtedy lezg na jednej ptaszczyznie,
albo sg krzyzujgce sie i nie lezg na jednej ptaszczy-
znie; dawna wiec definicja ze linie nieprzecinajace sie
na ptaszczyznie, sg wzgledem siebie réwnolegle, dla
lego nawet nie moze by¢ definicja, ze te same linie
proste nieprzecinajace sie w przestrzeni, mogg byc¢
lub nie by¢ réwnolegte, a nawet w szczeg6lnym tyl-
ko przypadku, t.j. gdy lezg na jednéj ptaszczyznie
sg rownolegte.

330. Tw. Linia CD prostopadta do linii CA pro-
stodadtej do pl. MNjest réwnolegta do tej ptaszczy
zny (fig- 271).

Wyprowadziwszy na pt. ACD z punktu jej D linie DB
prostopadta do linii AB wsp6lnego przeciecia sie ptasz-
czyzn MN i ACD, linie AC i BD lezace na jednéj pta-
szczyznie ACD i prostopadte do linii AB sg wzgledem
siebie réwnolegte, azatem DB jest takze prostopadig
do pt. MN. Linia 1)B=CA jako réwnolegte zawarte
miedzy réwnolegtemi CD i AB, gdyz AB-i CD sg pro-
stopadle do AC i leza na jednej ptaszczyZnie ACD.

W?i. 1 Prostopadie wyprowadzone z punktéw li-
nii CD do -wspdlnego przeciecia sie¢ AB plaszczyzn
MN i ACD sg prostopadte do pt. MN, a zatém nawza-
jem : prostopadle wyprowadzone do pt. MN z pun-
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ktow linii CD rownolegtej do tej ptaszczyzny, majg
swe spodki na linii AB, czyli leig najednej ptaszczy-
ztiie ACI) (317. Wn. 4).

Wn. 2. Z punktu C wzietego nad pt. MN mozna
poprowadzi¢ dowolng Liczbe linii réwnolegtych do
ptaszczyzny.; gdyz z punktu C do linii CA mozna po-
prowadzi¢ dowolng liczbe linii prostopadtych.

Wn. 3. Linia CD réwnolegta do linii 11K lezacej
na pt. MV. jest réw?iolegta i dopt. MN; gdyz wypro-
wadziwszy z punktu C linie CA prostopadtg do plas.
MN, i przez jej spodek A linie AB réownolegta do 11K,
ona bedzie réwnolegta i do linii CD (320. Wn. 3) a
tem samem linia CD jest prostopadtg do lini CA.

331. Tw. Jezeli przez linie CD réwnolegta do pt.
MN. poprowadzimy pt. DCII przecinajgca sie z pier-
wszg po linii HK, to przeciecie sie to, jest rownolegie
do pierwszej linii CD (fig. 271).

Linia CD, jako nieprzecinajgca sie z ptaszczyzng MN,
nieprzecina sie z linig HK; a ze lezy znig na jednej pt.,
przeto jest wzgledem niej rownolegta (79).

Wn. 1. Jezeli przez pnukt Il wziety na pt. po-
prowadzimy linie HK réwnolegta do linii CD réwno-
legtej do pt. MN, to linia ta lezy na pt. MN; bo gdy-
by nielezata na tej ptaszczyznie, wtedy ptaszczyzna
poprowadzona przez linie CD i punkt H przecietaby
pt. MN po linii rownolegtej do CD, a temsamem przez
punkt H dwie réwnolegte do lini CD poprowadzicby
mozna, co byé nie moze (329).
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Wn. 2. Dwie. lwie réwnolegle CA i DB, zawarte
miedzy linig, CD iptaszcrizyzng MN do niej rownole-
gta, sa sobie réwne; bo ptaszczyzna poprowadzona
przez dwie linie réwnolegte CA i DB przecina pt. MN
po linii AB réwnolegtej do linii CD, za$ linie réwno-
legte CA i DB zawarte miedzy liniami réwnolegtemi
CD i AB sg sobie réwne (115, b).

Uw. Jak potozenie dwdch linii prostych zalezato
od katow ktére czynig ze wspblng poprzeczng, tak
potozenie linii wzgledem pt., zalezy od potozenia tej
linii wzgledem linii tworzacych ptaszczyzne, a zatem
opiera sie na potaczeniu linii prostych.

332. Zg. Przez punkt, dumy C poprowadzi¢ linie
réwnolegtg do pt. MN (lig. 271).

a) Z punktu C prowadze linie AC prostopadia do
pt. MN i drugg linie prostopadta do tej ptaszczyzny
lub réwnolegta do linii AC, i odcinam DB=AC, a li-
nia Cl) jest zgdang; b) Prowadze z punktu danego
linie prostopadtg do pt. MN, i do tej linii, linie pro-
stopadta w punkcie C (330); c¢) Przez punkt C pro-
wadze ptaszczyzne przecinajaca pt. MN, a do ich prze-
ciecia sie, przez punkt C, linie réwnolegta (330. Wn.
3). d) Na ptaszczyznie danej prowadze dowolng li-
nie, a przez punkt dany linie rownolegta do lej linii.

333. Zg. Przez punkt lub linie dang poprowadzi¢
ptaszczyzne réwnolegta do linii danej. Przez punkt
dany lub punkt linii danej, piowadze linie rownole-



gta do linii danej, a plasz,czyzna przez nig przecho-
dzaca jest réownolegta do linii danej.

§, 1. Polaczenie ptaszczyzn z ptaszczyznami,
nieograniczajgcemi przestrzeni.

A) Ptaszczyzny prostopadle.

334. Dwie plaszczyzny w przestrzeni mogg sie
przecina¢ lub nieprzecinaé; ptaszczyzny przecinaja-
ce sie stajg sie stycznemi, gdy przystajg do siebie, dla
tego ze przystawanie jest przejsciem z przecinania sie
do przecinania sig, podobnie jak w liniach prostych
(69); ptaszczyzny za$ nieprzecinajace sie, sa réwno-
legtemi gdy punkta jednej lezg w jednakowej odle-
gtosci od drugiej ptaszczyzny czyli gdy linie proste
jedndj ptaszczyzny sa rownolegte do drugiej, — jak
linie proste nieprzecinajgce sie na pt. sa wzgledem
siebie réwnolegte (79), tak podobnie zobaczymy, ze
i ptaszczyzny nieprzecinajgce sie, sg wzgledem siebie
réwnolegte.

335. Dwie ptaszczyzny Bl) i BF (f. 263) przecinajace
sie ograniczajg z dwocti stron przestrzen, ktéra zowie
sie katem dwusciennyrn EBAC; kat wiec dwuscienny
\dkoprzestrzen zawarta miedzy dwoma przecinajgcemi
sie ptaszczyznami” pod wzgledem ksztattu wyraza nd-
chylenie siejednej ptaszczyznydodrugiej, pod wzgle-
dem zas$ wielko$ci, pewng cze$¢ nieograniczonejprze-
strzeni, takie poznaé wielko$ékata dwusciennego, jest
to dowiedziec si¢ jakg onjest czescig catej przestrzeni.
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Przecigcie sie dwdch ptaszczyzn zowie sie krawedziag
kata, ptaszczyzny za$ przecinajgce sig, $cianami kata.
Katy dwuscienne przyleglezowia sie te ktdre maja kra*
wedz wspdlna, jednag Sciane wspdlng, za$ dwie Scia-
ny inne na jednej ptaszczyznie-, katy wierzchotkiem
przeciwlegte, sg te ktére majg krawedz wspdlnag, zas
Sciany jednego kata, sg przedtuzeniem Scian drugie-
go. Katy dwusc. sg réwne, gdy sgjednakowa cze-
Scig przestrzeni, i mogg by¢ réwne tylko przez przy-
stawanie, nie za$ przez symetrya, bo sktadajg sie
z dwéch scian. Katy dwusc. przylegte rowne zowig
sie prosietni, ptaszczyzna za$ czyniaca z druga ka-
ty przylegle réwne, zowie sie prostopadta. Kat pta-
ski majacy ramiona na $cianach kgta dwuscienne-
go, prostopadte do krawedzi tego kula, zowie sie ka-
tem odpowiednim katowi dwusciennemu.

336. Tw. Jezeli katy dwuscienne ABCD i abed sg
sobie réwne, to i katy ptaskie im odpowiednie DBE
i dbe, sg takze réwne i nawzajem (fig. 273).

«) Przenosze kat abed na ABCD, iak aby punkt b
padt na punkt 13 ramie bd padto na ramie BD, to ra-
mie bc padnie na ramie BC dla réwnosci katéw pro-
stych dbc i I>1C; ptaszczyzna ba padnie na pt. BA
dla réwnosci katéw dwusciennych i linia be padnie
na BE dla réwnosci katéw ebe i CBE prostych, a za-
tem katy odpowiednie dbe i DBE przystaty do siebie.

b) Kat dwuscienny abed przenosze na kat dwu-
scienny ABCD tak, aby punkt b padt na punkt B i
ramie bd przystato do ramienia BD, to ramie be przy-
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sianie do ramienia RE dla réwnosci katéow odpowie-
dnich dbe i DBE; krawedz bc przystanie do krawe-
dzi BC, gdyz pt. dbe przystata do DBE i punkt b do
punktu B, przeto obie te krawedzie bc i BC sg pro-
stopadte do ptaszczyzny DBE w punkcie B i sg tylko
jedng linig (317. Wn. 3), a tem samem i Sciany ich
przystaty do siebie.

337. Tw. gt. Kaly dwuscienne ABCD i abcd ma-
ja sie do siebie jak odpowiednie im kaly pt. DBE i
dbe (fig. 274).

Przenosze kat dbe na kat DBE,— t j. kresle kat
DBG, GBJ réwny katowi dbe,— zawiera sie w nim
dwa razy i pozostaje kat EBJ -C ebd; poprowadzi-
wszy przez linie BG, BJ, i krawedz BC ptaszczyzny,
otrzymamy katy dwuscienne DBCG.GBC.J réwne ka-
towi dwuscien. dbce a lemsamém, ile razy kat odpo-
wiedni dbe zawiera sie w kacie DBE, tyle razy i kat
dwuscienny dbce zawiera sie w kacie dwusciennym
DBCE; podobnym sposobem dowiedliby$my, ze ile
razy kat JBE zawiera sie w kacie dbe, tyle razy i kat
dwuscienny dbce zawiera sie w kacie dwusciennym
DBCE il.d; przeto stosunek katéw pt. dbe i DBE
tudziez katéw dwusc. dbce i DBCE wyraza sie jedna-
kowa liczba, czyli stosunki te sg sobie réwne i skia-
daja proporcje.

Wn. 1. Poprowadziwszy do wspo6lnego przeciecia
sie dwdch pt. ptaszczyzne prostopadia, przeciecia sie
jej ztemi pt. sg prostopadte do krawedzi, a zatem ka-
ty zawarte miedzy temi przecieciami sg katami odpo-
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wiedniemi kgtom dwusciennym; ztad wynika a) sum-
ma katéw przylegtych dwuscierinych réwna sie T
dwusciennym; b) katy wierzchotkiem przeciwlegte
sg sobie réwne. Podobnie jak w katach pt. kat mniej-
szy od prostego zowie sie ostrym, wiekszy za$ roz-
wartym.

W?i. 2. Miarg kata dwusciennego DBCE jest od-
powiedni mu kat plaski DBE, gdyz ile razy jednosé
kata ptaskiego dbe zawiera sie w kacie ptaskim DBE,
tyle razy jednos$¢ dbce kata dwusciennego zawiera
sie w kacie dwusciennym DBCE; a zatem aby sie do-
wiedzied, ile razy jednos¢ kata dwuscien. dbce zawie-
ra sie w mierzonym kacie DBCE t. j. aby zmierzy¢
ten kat, mierzymy kat plaski DBE jemu odpowiedni,
jednoscig kata ptaskiego. Lecz mierzac kat plaski
DBE mierzymy tuk mu odpowiedni, i jesli on zawie-
ra S5° czyli s/3c. czesci okregu, to kat DBE zawiera
S5 katéw z ktérych kazdy jest 360° czescig pt., zwa-
nych stopniami kata ptaskiego, a temsamem kat DBCE
zawiera 85 katéw dwusciennych z ktérych kazdyjest
360 czeScig przestrzeni. Katy wiec dwuscienne wy-
razajg sie stop., minut., sek., i t. d. podobnie jak lu-
ki okregu lub katy ptaskie, bez dodania jakie sg te
stopnie. Wiedzac bowiem, ze jednos$¢ jest jednako-
wego gatunku z mierzong wielkoscig, wiemy tém sa-
mem, ze tuk jest czescig okregu, jedno$¢ wiec czyli
stopien jest 300-ta czescig okregu; kat plaski jest
czescig ptaszczyzny, jednos$¢ wiec czyli stopien jest
360-tg czescig ptaszczyzny; kat dwuscienny jest cze*

Solid Cze& 1. 4



26

Seig przestrzeni, jednos¢ wiec czyli stopien jest 360tg
czescig przestrzeni;—za$ minuty, sekun. i t d. sacze-
$ciami jednosci,

338. Tw. Ptaszczyzna OP przechodzgca przez li-
nie AB prostopadta do drugiej pt. MN, jest prostopa-
dig do tej ptaszczyzny MN (lig. 275).

Poprowadziwszy bowiem ze spodka B prostopa-
diej AB, linie BC prostopadtg do wspoélnego przech-
cia sie BP ptaszczyzn, linia ta jest prostopadta i do
linii BC (31@3i 317), a tem samem kat ABC jest prosty.

Wn. 1 Linia AB prostopadta do wspdlnego prze-
ciecia sie BP ptaszczyzn prostopadtych, lezaca naje -
dnej z nich OP jest prostopadta do drugiej MN; gdyz
poprowadziwszy na drugiej pt. MN linie BC prosto-
padta takze do wspoélnego przeciecia sie BP w pun-
kcie B, kat zawarty miedzy liniami BA i BC jako od-
powiedni katowi dwmsciennemu tych pt., jest prosty,
a lom samém linia AB prostopadtg do linii BC; a ze
ta linia z zatozenia jest prostopadtg do wspo6lnego
przeciecia sie BP, przeto jest prostopadtg i do pt. MN.
I nawzajem: z punktu lezacego na wspélnem przecie-
ciu sie dwdch pt. prostopadtych OP i MN, poprowa-
dzona linia AB prostopadta do jednej MN, lezy na
drugiej pt. OP; gdyz poprowadziwszy na drugiej pt.
OP linie BD prostopadtg do wspdlnego przeciecia sie
BP w punkcie B, podtug poprzedzajgcego ona byta-
by takze prostopadtg do pierwszej pt. MN, co byé
nie moze (317. Wn. 3).

Wn. 2. Przez linig BP dang na pt. MN, jedng tyt-
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ho pl. OP do niej prostopadta poprowadzi¢ mozna;
gdyz z punktu B tej linii, linia lezaca na pt. OP, pro-
stopadta do linii BP, jest prostopadia do pt. MN, za$
z punktu B do pt. MN jedna tylko linie prostopadtg
poprowadzi¢ mozna.

Wn. 3. Przez linie OA dana nad pl. MN, jedng
tyllco pl. OP do niej prostopadta poprowadzi¢ mozna,;
gdyz jesliby mozna byto poprowadzi¢ dwie pt. pro-
stopadte, to na kazd¢j z nich z punktu A dangj linii,
poprowadzona linia prostopadta do wspolnego prze-
ciecia sie z pt. dang MN, bytaby prostopadta do lej
pt., a tem samém z tego punktu dwie linie prostopa-
dte dopt. MN poprowadzi¢by mozna, co by¢ nie mo-
ze (317. Wn. 4).

Wn. A Linia AB przeciecia sie dwoch pt. OP i QR
prostopadtych do trzeciej MN, jest do niej prostopa-
dia (fig. 276); gdyz wyprowadziwszy z punktu B
wspdlnego dla przeciecia sie dwoch pt. OP i QRz pt.
trzecig MN linie prostopadig do tej pt., ona lezy tak
na pierwszej jako i nadrugiej pt. (33S. Wn. 1), aza-
tém jest ich wspolném przecieciem sie.

339. Zg. Przez linie dang AO, poprowadzi¢ pt.
prostopadtg do pl. danej MN. (fig. 276).

Z punktu A dan¢j linii prowadze linie¢ AB prosto-
padtg do pt. NA (321) a pt. przechodzaca przez linie
AO i AB jest zadang (33S).

340. Zt. Aby belke postawi¢ prostopadle do pt.
danej, przy zacieciu robimy krawedzie podstawy pro-
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stopadte do bocznych krawedzi, wtedy kazda boczna
krawedz jest prostopadtg do dwdch linii podstawy,
a zatem i Sciany sa prostopadte do podstawy (338);
postawiwszy wiec podstawe belki na pt. danej, Scia-
ny jej sa takze prostopadle do tej pt. Chcac usta-
wi¢ belke tak aby krawedzie jej boczne byty piono-
we, podtug pionu ustawiamy jedna, a nastepnie dru-
ga Sciane, a przeciecie sie ich bedzie pionowe (338.
Whn. 4).

B) Ptaszczyzny nachylone.

341. Tw. Ptaszczyzna AD przechodzaca przez
krawedz AB i linig JF potowigca kat GJH odpowie-
dni katowi dwusciennemu CBAE, potowi ten Kkat (fig.
277).

Katy DBAE i CBAD majace odpowiednie katy HIF
i FJG réwne sa sobie.

Wn. 1. Punkta pt. AD potowigcej kat dwuscienny
CBAE sa rowno oddalone od $Scian tego kata; popro-
wadziwszy bowiem z punktu F téj pt. linie Fil i FG
prostopadite do Scian kata CBAI®, plaszczyzna GIH
przechodzgca przez te linie jest prostopadtg do obu-
dwoch Scian (338), przeto krawedZz AB, jako prze-
ciecie sie dwdch ptaszczyzn CA i AE prostopadiych
do pt. GJH, jest prostopadta do tej pt. (338. Wn. 4),
a zatem katy HIF i FJG jako odpowiednie katom
dwusciennym (317) CBAD i DBAE, sa sobie réwne,
a tom samom i prostopadte FH i FG sg sobie réwne
(102).
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Wn. 2. Punki Kwzieiy zewnatrz pi. AD, potowia-
cej kat (licuscienny, niejest réwno oddalony od ra-
mion tego kata', gdyz poprowadziwszy ztego punktu
linie KG i KL prostopadle do $cian kata, pt. przez nie
przechodzaca jest prostopadtg do krawedzi AB, a
zatem katy HIF i F.JG jako odpowiednie katom dwu-
sciennym réwnym sg sobie réwne, punkt zas K nie-
lezgey na JF potowigcej kat plaski GJH nie jest ro-
wno oddalony od ramion czyli KL >a KG.

Wn. 3. Jesli z punktu F poprowadzimy dwie linie
FH i FG prostopadle do dwéch pt. AE i AD przeci-
najacych sie, to kat GFH miedzy niemi zawarty jest
dopetnieniem kata GJH odpowiedniego katowi dwu-
sciennemu tych pt\ gdyz w czworokacie FJ, dwa ka-
ty sg proste, przeto dwa inne spetniajg sie do dwoch
katéw prostych.

342. Tm. Jezeli przez linia nachylong do pl. MN
poprowadzimy pt. prostopadig ABS, tudziez pochy-
le ABF, ABC, ABD..., to jesli przeciecia BF i BC
dwdch pl. ABF i ABC czynig z przecieciem BS pro-
stopadtej kaly a) réwne SBF i SBC, nachylenia sie
tych pl. do pl. MN, rownie jak i katy pl. zawarte
miedzy pochyla AB i z przecieciami sie BF i BC sg
sobie réwne', b) jesli za$ nieréwne, SBD > SBC
tworzgca kat wiekszy, jest bardziej nachylong do ]t
MN i Unia nachylona AB zjej przecieciem BD tworzy
kat wiekszy ABD ™ ABC (fig. 278).

Z punktu A linii nachylonej AB prowadze linie AS
prostopadta do przeciecia sie BS pt. prostopadiej
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ABS, ktéra jest zarazem prostopadtg i do pt. MN
(338. Wn. 1); przez spodek S tej prostopadiej AS
prowadze linie prostopadte SF, SC, SD do przecie-
cia sie ptaszczyzn pochytych z pt. MN i punkt A ta-
cze z ich spodkami, to linie AF, AC, AD... sg takze
prostopadte do tych przecie¢ (319), a tem samem
katy SFA, SCA, SDA... sa odpowiednie katom dwu-
Sciennym zawartym miedzy pt. pochytemi a pt. MN
(335). A zatém potrzeba dowies¢ a) jesli kat SBF=
SBC, to kat SFA=SCA i ABF=ABC. Trdjkaty SBF
i SBC majace przeciwproslokagtnig BS wspélna i po
dwa katy rowne, jedne jako proste a drugie z zato-
zenia, majg pozostate czesci rowne, SF=SC; trdj-
katy wiec prostokatne SAF i SAC majace bok AS
wspolny, bok SF=SC, majg i pozostate czesci rowne
(92) a tém samém kat SFA=SCA, czyli nachylenia
sie pt. ABF i ABC do pt. MN sg jednakowe.— Troj-
katy prostokata ABF i ABC majgce przeciwprosto-
katnig AB wspdlna i bok AF—AC, jako lezace w troj-
katach ASF i ASC, majg kat ABF=ABC, czyli nachy-
lona AB czyni z przecieciami sie pt. ABF i ABC z pt.
MN, katy réwne.

b)  Jesdli kat SBC ™ SBD, to kat SCA SDA i ABC
<5 ABD. Linia SD > SG, jako catos¢ od czesci, zas
SG > SC, jako pochyta od prostopadtej, przeto SD
>aSC a tem samem i AD>-AC (31S), zatem i kat
SAD >a SAC (318. Wn. 2), a dopetnienie pierwszego
ADS <. ACS, czyli pt. ABD bardziej nachylona do pt.
MN anizeli pt. ABC.— Odcinam BH=BC, to AH> DA
p- AC; a zatem trojkaty ABH i ABC majace po dwa
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boki réwne lecz bok trzecj AH > AC, maja i kat AB1)
> ABC (100), czyli linia nachylona AB czyni kat wie-
kszy z AD anizeli z AC.

TRw. 1. | nawzajem: ‘przeciecia sie pt. ABF i ABC
z trzecig MN czynig z przecieciem sie pl. prostopa-
diej przechodzgcej przez linie wspolnego ich przecie-
cia sie katy réwne, jesli nachylenie sie tych ptasz-
czyzn do trzeciej sg jednakowe; gdyz jesliby nie czy-
nity katéw réwnych, to i nachylenia nie bytyby je-
dnakowe i t. d.

343. -Dwie pt. AacCi AadD przecinajace sig, prze-
ciete trzecia \)dcC dajg krawedzie Aa, Dd, Cc albo
réwnolegte, albo przecinajgce sie wjednym punkcie
(Gg. 284).

Krawedz Dd albo jest réwnolegtg albo przecina pt.
AacC; w pierwszym razie ona bedac réwnolegta do
pt. AtfcC jest rownoleglg tak do krawedzi Aa jako
tez i do cC (331), a zatem linie Aa i Cc réwnolegle
do trzeciej Dd, sg rownolegte (329. Wn. 3); w dru-
gim razie kwrawedz Dd przecina pt. AacC w punkcie
B, punkt wiec B lezy naprzéd na pt AacC, powléro
lezy na pt. AadD i DdcC, gdyz krawedz Dd jako
wspolne ich przeciecie sie lezy na tych pt.; punkt
wiec B jest wspolny dla trzech krawedzi i trzech pt.
czyli te pt. przecinajg sie wjednym punkcie.

344. Zg. Pod katem danym poprowadzi¢ ptaszczy-
zne do pl. danej MN (fig. 279).
a) Dowolng;, na dandj pt. MN prowadze dowolng



linie BC, i do niej pt. prostopadtg ASC (320); naniej
kresle linie AC czynigcg kat dany z linig CS przecie-
cia sie pt. prostopadtej z ptaszczyzng dang; a ptasz-
czyzna przechodzaca przez te linie AC i poprowa-
dzong dowolnie BC jest zadana.

b) Przez punkt dany, jesli punkt dany B, lezy na
pt. MN, przez ten punkt prowadze dowolng linie BC,
i postepuje jak poprzednio, jesli zas dany punkt A
nad pi., to przez ten punkt A prowadze linie AC po-
chylong do pt. MN pod katem danym (325) ido ramie-
nia SC kata nachylenia, prowadze na danej pt. MN,
przez spodek C nachylonej, linie¢ prostopadtg CB, to
ptaszczyzna przechodzaca przez linie nachylong AC i
prostopadta BC do ramienia kata nachylenia, jest zg-
dang, gdyz kat nachylenia ACS jest katem odpowie-
dnim katowi dwusciennernu MBCA zawartemu mie-
dzy pt. dang MN i poprowadzong BCA. c¢) Przez li-
nie dana; je$li linia dana AB jachylona do pi. MN,
1) przedituzam jg do przeciecia sie z tg ptaszczy-
zng w punkcie B, i przez punkt jej A prowadze linie
AC czynigcg z pt. dang MN kat dany ACS; 2) z pun-
ktu A prowadze linie AS prostopadig do pt. MN i od-
legtoscig SC jej spodka od spodka pochytej zakre-
$lam tuk na danej pt, do ktérego z punktu B prowa-
dze styczne BE; 3) punkt A z punktem E tgcze linie
prosta, a pt przechodzaca pr/ez linie BE i AE jest
zadang; gdyz pochyte AE, AC, jako réwno oddalone
od spodka prostopadtej AS, czynig z tg prostopadta,
katy SAE i SAC réwne (318. Wn. 2), przeto i katy
AES—ACS jako ich dopetnienia, czyli ze linia AE
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jest nachylong do pt. MN pod katem danym; linia
za$ BE jako styczna jest prostopadita do promienia
SE, przeto i linia AE jest prostopadtg do BE (319),
a zatem kat AES jest. odpowiednim katowi dwuscien-
nemu MBEA zawartemu miedzy ptaszczyznami MN i
BEA.— Jezeli linia danajest réwnolegta do pi. MN to
linie styczng do okregu S, prowadze réwnolegle do
danej linii, a ptaszczyzna przechodzaca przez linie
pod katem danym i ta réwnolegte, przejdzie przez li-
nie dang, gdyz dwie linie réwnolegte leza na jednej
ptaszczyznie.

C) Ptaszczyzny réwnolegle.

345. Tw. Dwie pt. MN i OP prostopadte do linii
AB nieprzecinajg sie z soba, i nawzajem: linia AB
prostopadta dojednej z ptaszczyzn nieprzecinajacych
sie, jest prostopadta i do drugiej MN (fig. 2S0).

a) Dwie pt. MN i OP prostopadte do linii AB, gdy-
by sie, przeciety z sobg w kierunku linii CD,, to pota-
czywszy punkt E tej linii ze spodkami prostopadtej
AB, otrzymalibysmy linie BE jako majacg dwa punkta
B i E napt. OP, lezacg na tej pt., a zatem prostopadig
do linii AB; dla podobnej przyczyny linia AE lezataby
na pt. MN i bytaby prostopadta do linii AB;—a zatem
z punktu E do linii prostej AB dwie prostopadie po-
prowadzi¢by mozna, co by¢ nie moze.

b) Przez linie AB prostopadtg do pt. OP, prowa-
dze ptaszczyzne AG, przecinajaca sie z danemi po li-
niach BG i AF; linia BG jest prostopadta do linii AB

5
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(816 i 317), przeto jesliby linia AF niebyta takze
prostopadta do AB to dwie linie BG i AF nie bytyby
wzgledem siebie réownolegle, a zatem przecietyby sie
z sobg na pl. AG, a ze jedna z nich lezy na jednej,
zas druga na drugiej pt., przeto punkt wspélny dla
tych dwoch linii, bytby wspdlnym dla pt. OP i MN,
czyli te dwie pt. przecietyby sie z soba, coby sie
sprzeciwiato zatozeniu,— a zatem linia AF jest pro-
stopadtg do AB. Poprowadziwszy przez linie AB dru-
ga pt. AJ, linia BJ jest prostopadtg do linii AB, a dla
podobnej jak poprzednio przyczyny, linia AH jest
takze prostopadtg do linii AB, a tem samem pt. MN
przechodzgca przez dwie linie AF i Ali prostopadle
do AB jest do niej prostopadig (316).

Wn. 1 Dwie pt. MN i OP nieprzecingjace sie, sg
wzgledem siebie réwnolegte, poprowadziwszy z pun-
ktu A jednej pt., linie AB prostopadta do drugiej, li-
nia tajako ich wspolna prostopadta, mierzy odlegtos¢
punktu jednej pt. od pt. drugiej; poprowadziwszy
z drugiego punktu F linie FG prostopadta do pt. OP,
linia ta jest takze wspdlng prostopadta dla tych dwéch
pt. i jest réwnolegta do linii AB (329. Wn. 2), prze-
to one lezg na jednej pt. (329. Wn. 1), i sg sobie ro-
wne, jako zawarte miedzy liniami AF i BG, proslo-
padtemi do AB a zatém réwnolegtemi;— punkta wiec
A i F jedndj pt. MN, sa réwno oddalone od pt. OP
drugiej.

Wn. 2. Dwie pt. MN i OP réwnolegte, przeciete
jakakolwiek pt. trzecig AG, dujg przeciecia réwnole-
gle-, bo gdyby te przeciecia przecinaty sie z sobg, to
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i pt. MN i OP na ktérych one lezo, takie przecietyby
sie zsobg. Dwiept. przeciete trzecig niednjgce prze-
cie¢ rownolegtych, przecinaja sie z soba; gdyz punkt
przeciecia sie tych linii jest wspdlnym i dla pt.

Wn. 3. Linie réwnolegle BA i GF, zawarte mie-
dzy pl. rownolegtemi MN i OP, sg sobie réwne; dla
tego ze poprowadziwszy przez te linie pt. AG, ona
sie przetnie z pt. MN i OP po liniach AF i BG réwno-
legtych, a linie réwnolegte zawarte miedzy liniami
rownolegtemi sg sobie réwne.

U 7. 4. Jesli Unia AB prostopadta dojednej pl.
OP, nie jest prostopadta do drugiej MN, to te dwie
pl. przecinaja sie; gdyz poprowadziwszy przez te li-
nie pt., ona sie przetnie z dwoma pt. OP i MN po li-
niach czyniacych z linia AB katy jednostronne we-
wnetrzne nieréwne I, a torn samem po liniach prze-
cinajacych sig, zas punkt ich przeciecia sie, jest wspol-
ny i dla pt. danych.

TVn. 5. Z punktu A danego nadpl. OP, jedng tyl-
ko pt- MN do niej réwnolegta poprowadzi¢ mozna;
gdyz poprowadziwszy z punktu A linie prostopadig
do pt. OP, pt. MN prostopadta do lej linii w punkcie
A, podtug Tw. jest réwnolegta, za$ pt. nieprostopa-
dla nie jest rownolegta (Wn. 4); a ze z punktu A,
do linii AB jedng tylko pt. prostopadig poprowadzi¢
mozna (317. Wn. 3), przeto i z punktu A do pt. OP
jedna tylko pt. réwnolegtg i t d.

Wn. 6. Dwie pl. réwnolegle do trzeciej sg wzgle-
dem siebie rownolegle-, gdyz poprowadziwszy do trze-
ciej pt., linie prostopadta, ona jest zarazem prosto-
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padtg do dwdch pierwszych (345, b), a zatéom le dwie
pt. jako prostopadte do linii, sg wzgledem siebie ro-
wnolegte (345, a).

346. Tw. Dwa katy BAC i EDF lezace na odmien-
nych pt. majgce ramiona rdwnolegle i skierowane
wjedng stron?, sg sobie rowne (fig. 2S1).

Odcinam AB=DE i AC=DF ipunktaBzC, EzF
tudziez AzD, BzE, CzF tgcze liniami prostemi.
Linia AB jest réwna i réwnolegta do DE, przeto i AD
jest rowna i réwnolegta do BE (329. Wn. 1, 116. 4;
115. b); dla podobnej przyczyny i AD jest réwna i
rownolegta do CF; kazda wiec z dwoch linii BE i CF
jest rowna i rownolegta do trzeciej AD, a zatem te
linie BE i CF sg réwne i réwnolegte, a tem samem
i linie BC i EF, taczace ich konce, sg réwne i réwno-
legte. Troéjkaty ABC i DEF majace po trzy boki ré-
wne, maja i katy rowne czyli kat BAC=EDF.

Wn. 1L Dwa katy lezace na odmiennych pi., po-
dobnie i dla podobnej przyczyny jak katy lezace na
jednej pt., sa sobie réwne, gdy majg ramiona réwno-
legle skierowane w przeciwne strony, sa za$ katami
spetnienia, gdy dwa ramiona sa skierowane wjedna,
za$ dwa drugie w przeciwne strony.

347. Tw. Plaszczyzna MN przechodzaca przez
dwie linie przecinajgce sie AB i AC réwnolegle do dru-
giej pt. OP, jest wzgledem niej rownolegtg (tig. 281).

Poprowadziwszy z punktu przeciecia sie A linij ro-
wnolegtych, linie AD prostopadtg d™ m1 OP.
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ona bedzie zarazem prostopadtg do linii DF i DE wy-
nikajacych z przeciecia sie ptaszczyzn (>AD i BAD
z ptaszczyzng OP; a ze te przeciecia sie DF i DE,
sg rownolegte do linii AC i AB (331), przeto te linie
jako rownolegle, do iinij prostopadtych sg takze pro-
stopadle do AD, a tem samem pt. MN, jako prosto-
padta do linii AD, jest réwnolegtg do pt. OP (345,
Wn. 1).

Wn. |. Dwie pi. prostopadle do trzeciej, przecho-
dzace przez dwie linie réwnolegle, nieprostopudte do
tej pt., sa wzgledem siebie réwnolegle; gdyz popro-
wadziwszy na tych pt. linie prostopadte do ich prze-
ciecia sie z pt. trzecig, one jako prostopadle do tej
pt. (33S. Wn. 1), sg wzgledem siebie réwnolegte, a
zatem jedna z nich przechodzi przez dwie linie ré-
wnolegte do drugie;j.

Wn. 2. Plaszczyzny przecinajgce sie z trzecig po
liziiach réwnolegtych i jednaisowo nachylone do tej
pl., sg wzgledem siebie rownolegte; gdyz poprowa-
dziwszy pt. prostopadtg do jednej linii wspdlnego
przeciecia sig, ona jest takze prostopadig i do dru-
giej (32S), i przecina te dwie pt. po liniach réwno-
legtych, jako czynigcych z przecieciem sie z trzecig
katy rowne; a zatem dwie linie jednej pt. sa réwno-
legle do pt. drugiej.

Uw. Dwie pl. przeciete plaszczyzna trzecig, dajg
warunki odpowiednie warunkom przecinania si¢ lub
nieprzecinania sie linii prostych, jesli te przeciecia sie
sg wzgledem siebie réwnolegte; lak, ze wtedy tylko
rownos$¢ lub nieréwnosé¢ katéw utworzonych przez



te pt. ze wspo6lng przecinajaca je pi. pocigga za so-
ba przecinanie sie lub nieprzeeinanie sie tych pla-
szczyzn.

348. Tw. Linie proste AC i DC przeciete pl. MN,
OP. QR réwnoleglemi, sg podzielone na czesci pro-
porcyonalne (lig. 2>2).

Konce linii AC i DF tacze linig prostg DC przeci-
najaca sie z pt. OP w punkcie G; przez linie CAi CD
prowadze pt. przecinajaca sie z pt. OP i MN po li-
niach réwnolegtych BG i AD; przez linie DC i DF
prowadze pt. przecinajaca sie z pt. OP i QR po liniach
réwnolegtych GE i CF. W tréjkacie ACD, linia BG
rownolegta do podstawy, dzieli boki tréjkata na cze-
sci proporeyonalne; przeto AB: BC=DG# GC podo-
bnie DG: GC==DE:EF, przeto stosunki AB:BC i DE:
EF réwne stosunkowi DG:GC, sg sobie rowne.

Wn. 1 Plaszczyzny rownolegte (fig. 2S3) MN i
OP, przeciete pt. SAE... daja przeciecia AE i ae ré-
wnolegle, a zatem, przeciete sg w stosunku odcin-
kéw SE, Sc., linii zbiegajacych sie, rachowanych od
punktu zbiegu S; jezeli wiec linia SA, SE, SD... wy-
chodzaca zjednego punktu S, przetniemy pl. MN i OP
rownolegtymi i potgczymy punktu ich przeciecia sie,
to wielokaty ztad otrzymana ABCDE i abeda sg podo-
bne, gdyz stosunki odcinkdw linii wychodzacych
z punktu S sg sobie réwne, a przeto i boki ich beda-
ce w takim samym stosunku jak odcinki, sg propor-
cybnalne, katy za$ sa réwne jako majgce ramiona
rownolegte i skierowane w jedng strone. Stosunek
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obwodoéw tych wielokgtéw réwny stosunkowi bokow,
rowna sie takie stosunkowi odcinkéw linii wychodza-
cych z jednego punktu lub stosunkowi odcinkéw pro-
stopadle,} wyprowadzonej z punktu zbiegu na pl. ro-
wnolegle, gdyz trzy ostatnie stosunki sg sobie réwne;
stosunek powierzchni wielokatéw xXVBCED i abede ro-
wny stosunkowi kwadratéw z bokéw, dla podobnej
przyczyny réwna sie stosunkowi kwadratéw z odcin-
kéw linii wychodzacych zjednego punktu, lub z od-
cinkéw prostopadtej poprowadzonej z tego punktu do
pi. réwnolegtych.

Wn. 2. Jesli trzy linie proste, lezace po dwie na
jednej pt. lub dwie nieLezace najednej pt. przeciete
dwoma pt. réwnolegtemi, pt. trzecia dzieli na czesci
proporcjonalne., to pt. tajest rownolegta do dwoch
pierwszych-, gdyz poprowadziwszy przez te linie (fig.
282) cA i ClJ pt. ACD, ona przetnie sie z pt. OP po
linii BG réwnolegtej do AD (139. W. 2); podobnie
linia GE jest réwnolegltg do CF, tém samem do pt.
OR i do nigj rownolegtej pt. MN, a zatem dwie linie
BG i GE rownolegte do pt. MN, przeto: jesli i trzy
linie wychodzace zjednego punktu, przez dwie pl. sa
podzielone na czesci proporcjonalne., te dwie pl. sa
wzgledem siebie réwnolegle, gdyz przez punkt zbie-
gu mozna wyobrazi¢ pt. réwnolegta do jednej z pt.
dzielgcych na czesci proporcjonalne.

Wn. 3. Jedli dwa wielokaty podobne ABCDE i
abede, lezg na pl. MN i OP rdwnolegtych, to linie
Aa, Bb.. Liczace ich wierzchotki odpowiednie, scho-
dzg sie wjednym punkcie S; gdyz dwie linie Aa i
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Ee, przecinajg sie jako tgczace konce linii rownole-
gltych AE i tle nieréwnych, przeto jesli punkt przecie-
cia sie Aa z Ee oznaczymy przez S za$ przeciecia sie
Ee z Dd przez S-, to: AS:«<S—SE: Sc, gdyz oba te
stosunki réwnaja sie stosunkowi AE\ae (239. Wn. 5);
podobnie S'E: SMS™DrSW jako stosunki réwne sto-
sunkowi ED.ed\— lecz stosunek AE:fft=ED:<"(i,prze-
to i stosunki powyzszych proporcyi sg sobie réwne
czyli SE:Se= S'E:S'e, ztad SE—Sc:Sc=S'E—SV:
S'@t j. Etf:S,e=E.c:S¢?; a ze poprzedniki sa sobie ro-
wne, przeto S i S’ sg jednym punktem.

349. Zg- Poprowadzi¢ pl. réwnolegta dopl. da-
nej, a) dowolng; prowadze z dowminego punktu dwie
linie réwnolegte do pt. danej, a pt. przez nie prze-
chodzgca jest zgdang (347); jesli wiec pt. dana prze-
cina sie z dwoma pt. przecinajgcemi sie, z punktu le-
zgcego na linii ich przeciecia sie, prowadze linie roé-
wnolegte do przeciecia sie pt. danej z dwoma pt., a pt.
przechodzgca przez te linie jest zgdang; b) przezpunht
dany, dwie linie réwnolegte do pt. danej poprowadzo-
ne przez punkt dany lezg na zadan¢j pt.— albo przez
punkt dany prowadze linie prostopadig do pt. danej,
i do tgj linii przez ten sam punkt dwie linie prostopa-
dte, one sg rownolegte do dancj pt. i lezg na zadanej
pt. (345); c) przez linie dang, wtedy tylko mozna po
prowadzié pt. rbwnolegta do pt. danej,gdy ta linia jest
réwnolegta do pt. danej, i wtedy przez punkt tj linii
poprowadzona linia réwnolegta do pt. danej lezy z da-
ng linig na pt. szukangj.
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350. Zg. Znalez¢ najkrétsza odlegtos¢ miedzy
dwoma krzyzujgcemi sie indami (nieréwnolegtemi i
nieprzecinajgcemi sie).

Z punktu wzietego na jednej linii, prowadze linie
réwnolegta do drugiej, i przez te dwie linie popro-
wadze pt., ktora jest rownolegta do drugiej linii (330*
Wn. 3); przez druga linie prowadze pt. prostopadig
do poprowadzonej pt. (339), a z punktu przeciecia
sie jej z dang pierwsza linig wyprowadzona linia pro-
stopadta do pt. réwnolegtej, lezy na pt. prostopadiej
(33S. Wn. 1) ijest prostopadtag tak do pierwszej (317)
jako tez i do drugiej linii, jako prostopadta do linii
poprowadzonej do niej réwnolegle; przeto mierzy
ich najkrotszg odlegtosc.

351. ZI. Podtug N° 349 prowadzg sie pt. réwno*
legte w praktyce.

D) Plaszczyzny przecinajgce sie wjednym
punkcie — kat brytowy.

332. Trzy ptaszczyzny przecinajgce sie po dwie,
dajg krawedzie albo réwnolegte i ograniczaja prze-
strzen tak zwang pryzmatyczng, albo przecinajgce sie
w jednym punkcie (343), i ograniczaja przestrzen
zwang katem brytowym, w pierwszym razie pt. ograni-
czone temi krawedziami sg jakby réwnolegloboki cig-
gnace sie bez konca, w drugim zas, sa to katy ptaskie
schodzgace sie wierzchotkami w jednym punkcie. Pta-
szczyzny ograniczajgce przestrzen zowigsie scianami,

Solid, lisiega lit 6
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ich przeciecia sie krawedziami. W przestrzeni pry-
zmatycznej zalezno$¢ $cian od katéw dwusciennych
nie przedstawia nowych wkasnosci, gdyz przecigwszy
ja pt. prostopadta do jednej krawedzi, ta bedzie pro-
stopadtg i do innych, przeto da trojkat w ktérym katy
sg katami odpowiedniemi katom dwusciennym, za$
boki oznaczajg potozenie $cian; dla podobnej przy-
czyny i przestrzen ograniczona ilukolwiek pt., maja-
cemi krawedzie réwnolegte, nieprzedstawia szczegdl-
nych wiasnosci. W kacie brylowym ograniczonym
trzema S$cianami czyli trojsciennym, mamy do uwaza-
nia trzy katy ptaskie ograniczajgce kat brytowy i trzy
katy dwuscienne zawarte miedzy jego Scianami; za-
lezno$¢ katdow ptaskich i dwusciennych chociaz, jak
zobaczymy, jest odpowiednig zaleznosci bokoéw i ka-
téw tréjkata, jednak nie sprowadza sie wprost do nie-
go, gdyz pt. prostopadta do jednej krawedzi nie jest
prostopadtg do innych, a zatem nie daje tréjkata kto-
rego by katy byty odpowiedniemi katom dwusciennym.
Przez jedenpunkt mozna poprowadzi¢ dowolna liczbe
ptaszczyzn, przeto kat brylowy moze by¢ ograniczo-
ny ilukolwiek katami pt.; kat ten pod wzgledem ksztat-
tu, wyraza zaleznos$¢ katow ptaskich od dwusciennych
i ich szczeg6lne witasnosci; a pod wzgledem wielko-
§ci pewng czes$¢ przestrzeni, tak ze poznacjego wiel-
kos¢, jest to dowiedzie¢ sie jaka on jest czescig prze-
strzeni. Jezeli kat prosty dwuscienny przetniemy pt.
prostopadtg do krawedzi, utworzg sie dwa katy troéj-
scienne zwane prostemi, przystajgce a t¢m samem ro-
wne, a ze kat prosty dwuscienny jest czwartg czescig



przestrzeni, przeto kat prosty tréjscienny jest 6sma
czesciag przestrzeni;— katy proste dwnscienne przy-
stawaty do siebie, przeto i katy proste tréjscienne
sa przystajace; —kat brytowy mniejszy od prostego
czyli zawierajacy przestrzen mniejsza od \§ przestrze-
ni zowie sie ostry, za$ wieksza od \s, rozwarty. Kat
ptaski razem z lukiem odpowiednim mogt by¢ prze-
noszony na inny kat ptaski jemu nieréwny, podobnie
i kat dwuscienny, przez przenoszenie odpowiedniego
kata ptaskiego; a przeto pod wzgledem wielkosci
miaty te wiasnos¢, ze katy tak ptaskie jako i dwu-
scienne réwnej wielkosci miaty ksztalt jednakowy
czyli byty réwne, réwnowaznos$¢ wiec dla tych ka-
téw nie miata miejsca;— katy za$ brylowe réwne
moga nie przystawa¢ do siebie, a przeto moga by¢
rowne albo przez przystawanie, albo przez symetrye,
a przytem mogag by¢ réwnowazne, tak ze kat bedacy
% czeScig przestrzeni moze nie mie¢ zadnego kata
dwusciennego prostego, i taki kat nie jest prostym
ale tylko réwnowazny prostemu; podobnie kat za-
warty ilgkolwiek Scianami moze zawiera¢ % prze-
strzeni, chociaz ma ksztatt zupetnie rézny od kata
prostego, a zatém jest mu tylko réwnowazny.

353. Katy brytowe zowig sie wierzchotkiem prze-
ciwlegte, gdy katy ptaskie jednego sa wierzchotkiem
przeciwlegte z kgtami pt. drugiego; katy te (fig. 285)
SABG i Sabc sg symetryczne, gdyz majg katy ptaskie
rowne, jako wierzchotkiem przeciwlegte ASB—aSh,
ASC~ffSc i BSC=6Sc, i katy dwuseienne réwne, ja-
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ko zawarte miedzy tcmi samemi pt. CASB=c"SZ',
ACSB=tfcS/z, ABSd—abSc,— lecz idace w przeci-
wnym porzadku, tak ze katy te nieprzystaja do siebie.
Przenidstszy bowiem kat Saeb na SACB.tak aby Scia-
na aSb przystata do sciany ASB, jesli potozymy te
Sciany tak, aby odpowiednie krawedzie przystaty do
siebie Sa z SA i Sb z SB, co uskutecznimy obraca-
jac Sciane bSd majej ptaszczyznie ASI? okoto punktu
S, to wtedy krawedz trzecia Sc nieprzestanie by¢ pod
pt. bSa i niepadnie na krawedZz SC lezgcg nad tg pt.;
wtedy przy krawedziach SA i Si? znajduja sie Sciany
rowne SAC i SAc, SBC i SBc, co jest charakterysty-
cznym znakiem symetrycznosci. Jeslibysmy za$ Scia-
ne bSa potozyli na sciane ASB tak aby krawedzie SC
j Sc. znajdowatly sie nad pt. ASB, wtedy krawedzie
nieodpowiednie tych Scian przystatyby do siebie Sb
do SA, Sa do SB isciana Shc nie przystataby do SAC,
gdyz nachylenie Scian nie jednakowe, podobnie i Sac
nieprzyslanie do sciany SBC. Katy brytowe symetry-
czne trojScienne SABC, Subc wtedy tylko su sobie
réwne, gdy dwa katy dwuscienne SAC i SBC sa ro-
wne, gdyz wtedy $ciany chociaz nieodpowiednie, przy-
staja do Scian drugiego kata.

354. Kat brytowy zowie sie biegunowym wzgle-
dem drugiego kuta gdy jego krawedzie sg prostopa-
die do Scian tego kuta; zazwyczaj krawedzie te pro-
wadza sie z wierzchotka kata. | tak (lig. 2S5): jesli
krawedz cS prostop. do $ciany ASB, Szt do CSB i Sb
do ASC, to Sciana cSa jest prostopadta tak do Scia-



ny ASB jako lez i do $ciany CSB (338), a tem samem
jest prostopadta i do krawedzi SB (338. Wn. 4), a
zalem i kgt SABC jest biegunowym kata Sabc, czyli
dwa katy sa wzajemnie biegunowe. Katy biegunowe
majag te wlasnos¢, ze katy pt. jednego sg dopetnie-
niami katéw odpowiednich katom dwusciennym dru-
giego, jako katy zawarte miedzy liniami prostopadte-
mi do Scian tego kata (341. Wn. 3).

355. Tw. W kacie brytlowym, tréjsciennym SABC,
summa dwoch katéw praskich ASC i CSB, jest wie-
ksza od trzeciego ASB (fig. 286).

Na kacie pt. ASB, przy krawedzi SB, kresle kat
DSB=CSB, i odcinam SB=SC=SD, przez punkta
BCi) prowadze pt. przecinajaca sie ze Scianami kata
po liniach BA, BC i AC. Trdjkaty BSC i BCD majace
po dwa boki réwne i po kacie zawartym miedzy lemi
bokami z wykreslenia réwnym, maja bok BD=BC;
lecz BC-j-CA >a I»DH)A, to po odjeciu ilosci rownych
BC i Bl) pozostaje CA >mDA,; tréjkaty wiec ASC i
ASI) majace bok AS wspoélny, bok SC—SD z wykre-
Slenia,”™ bok trzeci AC >mAl), majg i kat ASC > ASI.)
1 *00), dodajac z pierwszej strony kat CSB, a z dru-
giej kat jemu rowny DSB otrzymamy: ASC-|- CSB-"
ASD-fDSB czyli ASC-fCSB > ASB.

Wn, 1 W bacie brytlowym tréjSciennym bal pta-
skijest wiekszy od réznicy dwdch innych bajow; gdyz
od ilosci nieréwnych ASC-j-CSB > ASB odjgwszy
kat ASC pozostaje CSB >- ASB—ASC.

Wn. 2. W dwoch batach tréjsciennych SABC i
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SABD, majacych $ciane SAB wspdlng a krawedz
przeciwlegta SD jednego lezgca wewnatrz kala dru-
giego, summadwoch innych katéw ptaskich pierwsze-
go jest mniejsza od summy dwdch katéw drugiego
(fig.287). Przedtuzam $ciane ASD do przeciecia sie
z Sciang BSC po prostej SE, to ASC+ C SE > ASD
+D SEiBSE+ DSD >BSD, dodajac ilosci wieksze
do wiekszych, zas mniejsze do mniejszych, i odejmu-
jac po kacie DSE, otrzymamy: ASC+ CSE+ BSE >
ASD+ BSD, czyli ASC+ BSC > ASD+ BSD.

Wn. 3. Jezeli dwie pl. ASB i DSC przecinajace
sie po linii SJ, przetniemy dwoma pl. DSA i BSC
z przeciwnych stron linii SJ wspdlnego przeciecia sie
i przechodzgcemi przez punkt S tej linii, to summa
ludéw ptaskich ASli i DSC ptaszczyzn przecinaja-
cych sie jest wieksza od summy katéw DSA i BSC le-
zacych z przeciwnych stron Unii JS wspoélnego prze-
ciecia sig( fis?. 2s8). Summa katéw ASJ+ DSJ > DSA,
tudziez JSB+ JSC > BSD przeto ASJ+ JSB+ DSJ+
JSC > DSA+ BSC czyli ASB+ DSC > DSA+ BSC.

356. Tw. Summa katéw ptaskich sktadajacych kat
brytlowy jest mniejsza od czterech katéw prostych (fig.
289).

Prowadze linie prosta SO wewnatrz kata Brytowe-
go i do niej pt. prostopadig przecinajacg Sciany ka-
ta po liniach AB, BC, CD it d. i tacze spodek pro-
stopadty 0 zespodkami krawedzi przez linie OA.OB,
Oli..; kat AOB > ASB, jako zawarty miedzy liniami
faczacemi spodek prostopadtej wyprowadzonej zpun-
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kin S przeciecia sie pochytych ze spodkami tych po-
chytych (324), podobnie i kat BOC > 1352 i t d.
przeto summa katéw przy O jest wieksza od summy
katow pt. kata brytowego S, a ze summa kaléw przy
O réwna sie 211, przeto summa katow przy S jest
mniejsza od 211.

357. Tw. W kacie brytowym trdjsciennym sum-
ma katéw dwusciennych jest wieksza od dwdch /ni-
tow prostych a mniejsza od szesciu.

W kacie brytowym tréjsciennym katy dwuscienne
z katami ptaskiemi kata biegunowego spetniajg sie
do 11, a ze tych kaléw jest trzy przeto trzy katy dwu-
Scienne jednego kata z trzema kagtami ptaskiemi kata
tréjSciennego biegunowego réwnajg sie 311; a ze ka-
ty ptaskie sg mniejsze od 211, przeto dwuscienne sg
wieksze od 11 lecz mniejsze od 311 gdyz summa trzech
katéw ptaskich ma pewng wielkos¢.

Wn. Kat brytowy Wieloscienny ptaszczyznami prze-
chodzgcemi przez przeciwlegte krawedzie, dzieli sie
na tyle katow trojsciennych ile ma Scian mniej dwie;
a ze summa katéw dwusciennych w kazdym kacie
tréjsciennym jest wieksza od 11, przeto w kacie wie-
losciennym summa katéw dwusciennych jest wieksza
od li wzietych tyle razy ile jest Scian, mniej dwie; dla
podobnej przyczyny summa katéw dwusciennych jest
mniejsza od 3n , wzietych tyle razy ile wielokgt ma
dcian, mniej dwie.

358. Tw. W kacie brytowym tréjsciennym naprzee
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ciw Scian réwnych leig katy dwuscienne réwne, na
przeciw $ciany wiekszej tezy hal dwuscienny wiekszy,
i nawzajem.

Gdyz S$ciany réowno nachylone do $ciany trzeciej
przechodzg przez krawedz przeciwlegta Scianie trze-
ciej, a zatem gdy nachylenia sie sg rowne, to i katy
zawarte miedzy linig nachylona a przecieciami z pl.
trzecig sg sobie rowne i gdy nachylenie sie ptaszczy*
znyjest wieksze czyli jesli czyni kat wiekszy ze Sciang
trzecig, to i kat zawarty miedzy linig nachylong i prze-
cieciem sie jest wiekszy (342. Wn.J. 1nawzajem.

359. Tw. Iszy Przyp. Katy tréjscienne majace po
dwa katy ptaskie i po kacie dwusciennyrn miedzy nie-
mi zawartym w tym Samym porzadku réwnym maja
i pozostate czesci rowne (lig. 290).

Zak. Kat pl. ASC=asc, CSB—csb, i kat dwusc.
ACSB— aesb.

Przenosze kat dwuscienny sabc na SABC, tak aby
punkt s padt na S, krawedz sc przystata do krawedzi
SC i Sciana sac przystata do odpowiedniej Sciany
SAC, to wtedy krawedz sa przystanie do krawedzi
SA dla réwnosci katéw asc i AS(3; sciana seb przy-
stanie do Sciany SCB dla réwnosci katow dwus. acsb
i ACSB i krawedz sb przystanie do krawedzi SB dla
réwnosci katéw pt. csb i CSB,—azatem i sciana asb
przystaje do Sciany ASB i pozostate czesci katéw troj-
Sciennych sg sobie rowne.

Wn. Jesliby sciany bylty w przeciwnym porzadku
to katy tréjscienne majg takze pozostate czesci ré-



49

wne.gdyz kat symetryczny z jednym, ma Sciany rowne
z drugim w tym samym porzadku—zatem ma z nim
pozostate czesci roéwne.

360. Tw. Il. Pkzyp. Katy trojscienne majace pO
trzy katy ptaskie w tym samym porzadku réwne, ma-
ja i pozostate czesci rowne (fig. 290).

Kat trojscienny sa'b'c’ symetryczny z katem sabc>
ma z nim, a tem samem i z katem SABC Sciany rowne
lecz w przeciwnym porzadku; potozywszy wiecScia*
ne sa7? na SAB, tak aby krawedzie odpowiednie
przystaty do siebie, i przez krawedzie SC i Sc’ po*
prowadziwszy pt., otrzymamy dwa katy tréjscienne
SAC'c i SBCc majace po dwie Sciany rowne ASC—
ASc’ i CSB—c’'SB; a ze naprzeciwscian rownych lezg
katy dwusc. réwne, przeto kat zawarty miedzy Scia*
nami CSA i CSc’' réwny katowi zawartemu miedzy
Scianami ¢ SA i c¢’'SC,— podobnie kgt zawarty miedzy
Scianami c'SB i e-SC réwny katowi zawartemu mig*
dzy Scianami ¢*SB i ¢'SC a tem samem i kat dwus.
ACSB— Ac'SB;— katy wiec trojscienne SABC i SABe’
majace po dwie Sciany i po kacie zawartym miedzy
temi Scianami réwnym, maja i pozostate czesci roé-
wne (360. Whni), przeto i katy tréjscienne SABC i
Sabc majg pozostate czesci réwne, jako réwne cze-
sciom kata symetrycznego.

361. Tw. IlIl. Phzyf. Pica katy tréjscienne. ma-
Jace n A£j samej kolei, po (licie Sciany réwne i po
kacie dwus. niezawartym odpowiednim réwnym, dni-

Solid. Ksiega it, 7
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gie za$ dwa katy dwus$. niezawarte, oba ostre lub
rozwarte t.j. niespdniajgce sie, majg i pozostate
czesci rowne, (lig. 293).

Zakt. kat pi. AS!)=#$/>, CSB—csb i kat dwns.
CASB=6Y.s> lecz BCSA \~bcsa nie— 11

Przenosze kat tréjscienny SACB na sabc tak aby
kat ASB przystat do kata asb, to wtedy Sciana ASC
przystanie do Sciany asc, dla réwnosci katéw dwns.
CASB i easb i krawedz SC przystanie do krawedzi
sc, gdyz nie moze pas¢ ani przed ta krawedzig jak
sd,—bo wtedy katy pt. csb i dsb, jako réwne katowi
CSB pierwszy z przeniesienia a drugi z zalozenia,
bytyby sobie réwne, a tem samem i dwuscienne im
przeciwlegte (35S), tak ze kat dwuscienny bcsd je-
dnego kata trojsciennego, jako roéwny katowi cdsb,
bytby dopetnieniem kata bdsa drugiego kata trojsc.,
co sie sprzeciwia zatozeniu; — ani za krawedzig sc
dia podobnej przyczyny;—a zatem i Sciana BSC przy-
staje do Sciany bsc i pozostate czesSci sg sobie réwne.

302. Tw. IV. Przvi> Katy tréjscienne majace po
jednej scianie i po dwa katy dwuscienne przy niej
lezace rowne, majg i pozostate czesci rowne {fig.291).

Zakt. Sciana asb= AS>, i kaly dwns. easb —
CASB, cbsa=CBSA.

Przenosze kat trojscienny sacb na SACB tak aby
Sciana asb przystata do Sciany ASB, to Sciana asc
padnie na Sciane ASC dla réwnosci katéw dwusc.
easb i CASB, sciana bsc padnie na $ciane BSC dla
podobnej przyczyny, a zatem i krawedz sc przystanie
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do krawedzi SC, gdyz ptaszczyzny bsc i asc lezace
na pl. BSC i ASC, przecinajg sie po lej samej, co i
one, linii.

363. Tw. Vty Ppzyp. Katy trdjScienne majace po
jednej Scianie i po dwa katy dwuscienne nie przy
niej lezace, w tej samej kolei réwne, lecz dwa inne
katy ptaskie przeciwlegte katom dwusc. rownym, oba
albo ostre albo rozwarte t.j. nie spetniajace sie— ma-
ja i pozostate czesci rowne (fig. 290).

Zakt. Kat pt. ASB=asb i katy dwusc. CBSA=
cbsa, BCSA=bcsa lecz kat pt. ASC+asc nie=11.

W katach brytowych biegunowych, katy ptaskie
sg dopetnieniem katéw dwusciennych, przeto katy
SA'B'C’ isa'b'c’ biegunowe z danemimajg katdwus.
A'C'SB'=a'c'sb idwa katy ptaskieA’'SC'= a 'sc’ iA’'SB’
= a'sb"; lecz ze katy ptaskieASC+asc nie=Il przeto
i katy dwus. A'B’Sc’+a'b'sc' dopetniajace je czyli czy-
niace z nim 211, nie réwnaja sie 11; przeto katy troj-
scienne SA'B'C’ i sa'b ¢' maja czesci pozostate rowne
(361), a tem samem i katy trdjscienne z nimi biegu-
nowe SABG i Sabc.

364. Tw. Vity Przyp. Katy trojScienne majace
po trzy katy dwuscienne w tej samej kolei réwne,
maja i pozostate czesci rowne.

Katy biegunowe katéw trdjsciennych majacych ka-
ty dwuscienne réwne, majg katy pt. réwne, a tem sa-
mem i katy dwus. réwne(359), a ze katy ptaskie da-
nych katéw tréjsciennych sg dopetnieniem tych ka-
tow dwuscieennych, przeto takze sg sobie réwne.
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Uiv. 1. Widzimy wiec ze przypadki réwnosci troj-
katow odpowiadajg przypadkom w ktorych katy troj-
scienne majg katy ptaskie i dwuscienne réwne ztad
tylko réznica a) ze w trdjkatach réwnos¢ dwdch
katéw pociggneta za sobg réwnos¢ trzecich, co w ka-
tach tréjsciennych niema miejsca, przeto tréjkaty
majace po boku i po dwa katy nie przy nim lezace
rowne, zawsze mialy pozostate czesci réwne, katy zas
tréjscienne majace po Scianie i dwa katy dwuscien-
ne nie przy niej lezace réwne, wtedy tylko maja po-
zostate czesci réwne gdy drugie katy ptaskie lezace
naprzeciw katéw dwus. réwnych, oba sg ostre lub
rozwarte; b) ze tréjkaty majgce po trzy katy réwne
miaty tylko ksztatt jednakowy, katy za$ trojscienne
maja i pozostate czesci réwne I.j. ksztatt i wielkos¢
jednakowsa.

Uu). 2. W tych wszystkich szesciu przypadkach
gdy czesci dane réwne lezg w tym samym porzadku,
katy trojscienne przystajg do siebie: gdyby za$ cze-
éci réwne lezaly w przeciwnym porzadku, pozostate
czesci bylyby sobie réwne, gdyz symetryczny kat troj-
Scienny z jednym ma z drugim czesci rowne w tym
samym porzadku, a zatem i pozostate czesci.

Uw. 3. Katy brytowe wieloscienne, przez ptaszczy-
zny wychodzgce z jednej krawedzi do innych, dzieli
sie na katy trojscienne i katy wielo$. sg sobie réwne
jesli te trojscienne sg sobie réwne, gdyz po przysta-
niu katéw trojsciennych w tym samym porzadku i
wieloscienne przystajg do siebie; tak, ze jak ro-
wnosé katow tréjsciennych odpowiada réwnosci troj-



53

katéw lak rownos¢ wielosciennych odpowiada ro-
wnosci wielokgtow.

365. Tw. Katy trdjsciernie symetryczne SABC i
sabc zawieraja rowna przestrzen (fig. 292).

1) Odcinam na krawedziach tych katow czesci ro-
wne SA==0SB=SC—Sa”SZ/="Sc iprowadze pt. ABC
i abc, ktdre sg wzgledem siebie réwnolegle jako dzie-
lace trzy linie wychodzace z jednego punktu na cze-
éci proporcyonalne (348. Wn. 2 ; A) Z wierzchotka
S prowadze iinie IM prostopadtg do tych pt., ktorej
spodki 1) i d sg rowno oddalone od koncéw pochy-
tych réwnych (318. Wn. 3); oddalenia te dla jedne-
go spodka sg takie jak i dla drugiego, gdyz trojkaty
1)SP*i dsb majg bok SB—s7 i dwa katy jedne pro-
ste 1) i d drugie wierzchotkowe przeciwlegte przy S,
rowne; 3) Przez prostopadig 1)d i krawedzie pro-
wadze pt. i tym sposobem otrzymam dla kazdego ka-
ta trojsciennego danego trzy katy tréjscienne, maja-
ce za Sciane jedng ze Scian katow trojsciennych da-
nych, a prostopadtg za krawedz przeciwlegta tej Scia-
nie,— katy te jak SL)BC maja dwa katy pt.. rowne
BSD i DSC jako lezace w trojkatach majacych po
trzy boki réwne. Katy trdjscienne SDCB i Sdcl) sg
symetryczne lecz zarazem i réwne, gdyz Sciana DSB
z=zdSb=dSc, i)SC=MS¢ i kgt CSB=eS/z; podobnie
kat tréjsciennySDAB=S¢/a/> i SDAC— Sdac\—przeto
katy tréjscienne SABC i Sabc symetryczne zawierajg
rowng przestrzen jako ztozone z kgtow trojsciennych
rownych.
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Gdyby prostopadia Dd padta na przedtuzenie pta-
szczyzn ABC i abc (fig.293),to kat tréjs. SABC= S abc
jako réznice ilosci réwnych: SABC=SD AB+ SDBC-
SDAC zas$ Sabc= Sdbc+ Sdab— Sdac.

366. Tm. Kat trdjscienny SABC jest réownowa-
zny potowie summy trzech swoich katéw dwuscien-
nych, zmniejszonej katem prostym dwusciennym (fig.
285).

Niech proste Aa, Bb, Cc wyrazajg przeciecie sie
trzech pt. ABab, ACac, BChc tworzacych o$m katow
tréjsciennych, dla ktérych mamy;

Katy dwusc. CAaB =k gt dwus. CAaB.

Katy tréjsc. SABC+ SAb ¢ =kat dwus. ABbC.

Katy tréjsc. SABC+ SABc=kat dwus. ACcB.

Dodajac te ilosci réwne do siebie otrzymamy:

Kat dwu$é. CAaB+ (SAbC+ SABc)+ 2SABC=trzem
katom dwusciennym kata tréjsciennego; zamiast ka-
ta SABc biorgc kat z nim symetryczny SabC a na-
stepnie zamiast katéw brytowych SAbC+ SabC ma-
jacych Sciane CSb wsp6lng a za krawedzie przeciw-
legte tej Scianie SA i Sa, kat dwuscienny CAab za-
warty miedzy dwoma ptaszczyznami, jedng przecho-
dzaca przez krawedz Aa i linie SC, drugfc przechodzg-
cg przez krawedz Aa i linie Sb — otrzymamy: katy
dwusc. CAaB+-CAab+2 katy trojsc. SABC= trzem
katom dwusc. kata tréjSciennego. Lecz katy CAaB+
CAab jako majgce Sciane CAa wspdlna, a dwi e inne
$ciany AaB i Aab na jednej pt., jako przechodzace



jedna przez linie Aa i SB, druga przez te sama linie
Aa i linie Sb bedacg przedtuzeniem linii SB, a tem sa-
mem obie Sciany przehodzace przez te same dwie li-
nie Aa i Bb sa przylegte i rownaja sie dwom katom
prostym dwusciennym (335), przeto: dwa katy proste
dwvscienne powiekszone dwa razy wzietym kagtem
tréjSciennym, réwnajg sie trzem kgtom dwusciennym
kata tréjsciennego, to i ich potowy sg réwne, a za-
tem kat tréjscienny réwna sie i t d.

Wn. 1 Kat trdjscienny majacy trzy katy proste
réwna sie potowie kata prostego dwusciennego, gdyz
potowa trzech katéw prostych zmniejszona katem
prostym czyni potowe kata dwusciennego.

Wn. 2. Kat trojS. majacy dwa katy proste réwna
sie potowie kata dwusciennego nieprostego.

Wn. 3. Kat trojs. majacy jeden kat prosty, réwna
sie potowie summy katéw dwusciennyeh nieprostych
zmniejszonych katem troj$. prostym.

Wa. 4. Kat wielokglny wypukty, réwny potowie
summy swych katéw dwusciennyeh, zmniejszonych
tyloma katami dwuseienncmi prostami, ile jest Scian
mniej (Iwie; gdyz kat wieloscienny rosktada sie na
tyle katéw trojsciennych, iloma katoéw dwusciennyeh
mniej dwa, przeto kat wieloscienny réwna sie sum-
mie tych katéw troéjsciennych, ktérych katy dwuscien-
ne sktadajg katy dwuseienne kagta wielosciennego; a
ze kazdy z katéw trojsc. rowna sie potowie summy
swych katéw dwusciennyeh zmniejszonych katem
prostym dwusciennym, przeto kat wieloscienny ré-
wna sie i I. d



Wn. 5. Katy wieloscienne symetryczne sg réwne
co do wielkosci, gdyz ta zalezy tylko od liczby i wiel-
kosci katow dwusciennych , jednakowych dla obu
katow.

367. Zg. W kacie trdjsciennym majac a) trzy
katy pl. oznaczy¢ katy odpowiednie kgtom da:nscien-
nym (fig. 295).

Odcinam w kacie tréjsciennym krawedzig réwno
SA=SB=SC i do krawedzi SA prowadze pl. pro-
stopadtg przecinajgca sie ze Scianami kata trojsc. A,
po liniach PM, PN i MN. Linie PM i PN prostopadle
do krawedzi SA zawieraja kat odpowiedni katowi
dwusciennemu krawedzi SA (337. Wn. 1), przeto
aby mieé ten kat potrzeba wykrysl ¢ tr6j. MPN. Na
ten cel kresle katy pl. dane: csri—CSA, z/.v/z~ASB.
bsc,= ~SC, ktore nie zawierajg catej pl. (350), i
z wierzchotka S promieniem $=SC zakre$lam luk ,
odcinajacy na ramionach kata krawedzie kata troj-
sciennego; trojkaty esa, asb i bsc sa réwne odpo-
wiednim tréjkagtom kata tréjSciennego, a zatem i ca
—;CA, tf/;r=At> i bc —BC; kresle trdjkat abc” rowny
trojkatowi ABC. Aby mie¢ w naturalnej wielkosci
boki PM i PN trojkata MPN, odcinam ap—AP i
prowadze linie nm prostopadtg do as to w/= NP,
gdyz tréjkaty npa i NPA majg bok ap—Al' i kat pan
=PAN, jako katy tréojkatéw ASC i asc réwnych, apn
=APN jako proste; dla podobnej przyczyny i bok
pm— PM;—dla znalezienia boku MN oddeinam an'—
AN to »m’=MN, gdyz trdjkaty NAM i nam majg po
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dwa boki i po kacio zawartym wi”z?=;MAN. Nare-
Scie aby mie¢ kat réwny katowi MPN kresle tréjkat
mpn majacy z trojkatem NKN trzy boki réwne; a
kat nrpti" jest zadany.

b) Katy odpowiednie dwusciennym, oznaczy¢ ka-
ty ptaskie. Katy odpowiednie kgtom dwusoiennym
sg dopetnieniami katéw ptaskich kata tréjsciennego
biegunowego zdanym, przeto w kacie biegunowym
oznaczywszy katy odpowiednie dwusc., dopetnienia
ich sg zadanemi katami ptas. kata danego trojscien-
nego (354).

c) Dwa katy ptaskie ASC i ASb i kat dwuscienny
miedzy nimi zawarty, znales$¢ trzeci kat ptaski. Od-
cinam krawedzie réwne SA, SB, SC, jedng z nich za-
kreslam z punktu s luk, i kresle katy esa i asb réwne
katom danym; prowadze linie nm prostopadtg do
krawedzi sa, a liniaprn i pn sa ramionami kata od-
powiedniego katowi dwusciennemu, jako prostopa-
dte do krawedzi; z tych bokéw pn i pm i kata dane-
go odpowiedniego katowi dwusciennemu, kresle troj-
kat mpn", a nastgpnie z bokéw am,mn'ni an tréjkat
amn' odpowiedni tréjkgtowi ANM; tym sposobem
otrzymamy kat mcin odpowiedni katowi NAM, a za-
tem mozemy narysowac¢ trojkat aé”b odpowiedni
trojkatowi ACB;— pozostaje tylko nakresli¢ tréjkat
bsc' réwnoramienny, majacy za ramiona sb a za pod-
stawe bc", a kat jego bsc jest zgdany.

d) Dwa katy dwuscicnne i kat pt. zawarty miedzy
ich krawedziami,, oznaczy¢ pozostate czesci; kat troj-
Scienny biegunowy z danym, ma dwa katy ptaskie

Solid, i siega 1. $



dopetniajace katy odpowiednie kgtom dwusciennym
danego, za$ kat odpowiedni dwusciennemu zawar.
temu miedzy témi Scianami, jest dopetnieniem ka-
ta ptaskiego; w tym wiec kacie trojsciennym biegu-
nowym znalaziszy pozostate czesci, mamy zarazem
i pozostate czesci kata danego (354;.

3dS. ZI. Na zasadzie zaleznosci w katach bryto-
wych katéw pt. z dwusciennemi, wyrabiamy w pra-
ktyce bryly podtug danego rysunku.

§. Il. Plaszczyzny ograniczajace przestrzen.

309. Trzy ptaszczyzny jakkolwiek przecinajace
sie nieograniczajg przestrzeni, gdyz dajg przeciecia
albo réwnolegte ograniczajace przestrzenn pryzmaty-
czna, ciggnaca sie jak same linie rownolegte, bez gra-
nic,—albo przecinajgce sie w jednym punkcie, czyli
ograniczajgce kat brylowy trojscienny. Jesli prze-
tniemy kat tréjscienny pt. przecinajaca trzy jego Scia-
ny, to otrzymamy przestrzeh ograniczonag czterema
ograniczoriemi pt., czyli tréjkgtami, zwang czworo-
scianem—i to jest najmniejsza liczba pt. ograniczaja-
cych przestrzen. Przestrzen pryzmatyczng ograni-
czamy dwoma pt. réw nolegiemi, przecinajgcemu trzy
j¢j sciany, zwang gnmiastmt-upem tréjkatnym; czwo-
roscian i graniasloslup tréjkatny, sa d\$ie najprost-
sze bryly, na ktére bryly plaskoscienne dajg sie po-
dzielic¢-.
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370. Jezeli jakikolwiek kat brytowy, ograniczymy
pt. przecinajgcg jego krawedzie, otrzymamy ostro-
stup wieloscienny, wierzchotek kata zowie sie wierz-
chotkiem ostrostupa, a Sciana jego przeciwlegta wie-
rzchotkowi, podstawg', ostrostup ten zowie sie tréojka-
tnym, czworokatnym, pieciokgtnym it.d. podtug tego
czy jego podstawa jest trojkatem, czworokgtem, pie-
ciokatem it d.; ostrostup wiec jakikolwiek otrzyma-
my prowadzac ptaszczyzny przez punkt wziety nie na
ptaszczyznie wielokata, i boki tego wielokata, ktore-
go krawedziami sg proste tgczace punkt z wierzchot-
kami wielokata, — ostrostup wiec jest to bryla ma-
jaca za podstawe wielokat, a za Sciany tréjkaty, ma-
jare za podstawy boki wielokata, a wierzchotki wje-
dnym punkcie. Dzielgc podstawe ostrostupa na troj-
katy i prowadzac pt. przez wierzchotek i linie po-
dziatlu podstawy, podzielimy ostrostup na ostrostupy
tréjkatne czyli czworosciany. Jezeli ostrostup prze-
tniemy pt. réwnolegta do podstawy, bryla zawarta
miedzy ta pt. a podstawa zowie sie klocem ostrostu-
powym, podstawa ostrostupa zowie sie podstawg
dolng, za$ pt. rownolegta, podstawa gérng', kloc
ostrostupowy jest wiec réznicg miedzy dwoma ostro-
stupami, majacemi wspdlny wierzchotek a za podsta-
wy jeden podstawe dolna, za$ drugi podstawe gor-
ng kloca; — podstawa goérna kloca, jest wielokatem
podobnym podstawie dolnéj (348. Wn. 1), przeto je-
sli wezmiemy dwa wielokaty podobne lezace na od-
miennych pt. majace boki odpowiednie réwnolegte
i skierowane w jedng strone i przez ich boki odpo-
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Wiednie poprowadzimy ptaszczyzny, lo otrzymamy
kloc ostrostupowy, ktérego krawedzie przedtuzone
przecinaja sie w jednym punkcie (349. Wn. 3); kra-
wedziami wiec kloca sg linie taczgce wierzchotki od-
powiednie podstaw, Scianami zas, trapezy; ostrostup
Sciety czyti kloc ostrostupowy, jest brylg majaca za
podstawy dwa wielokaty podobne majace boki réwno-
legle iskierowane wjedna strone azasciany trapezy.
Wysokoscig ostrostupa jest prostopadta wyprowadza-
na z jego wierzchotka na podstawe, ktora jesli pada
na $rodek podstawy, ostrostup zowie sie prostym za$
kazdy inny pochylym. Ostrostup prosty zowie sie
foremnym gdy podstawa jest wielokgtem foremnym;
a ze srodek wielokgta foremnego jest réwno odda-
lony tak od wierzchotkéw jako tez i od Srodka bo-
kow tego wielokagta (129. Wn), przeto krawedzie
boczne ostrostupa foremnego, jako réwno oddalone
od spodka prostopadiej, sa sobie réwne czyli $ciany
boczne ostrostupa foremnego sg tréjkgtami symetry-
cznemi; wysokosci tych trojkatéow przechodza przez
Srodki podstaw, bedacych bokami podstawy, a ze i
srodki bokéw wiek for. sg réwno oddalone od $ro-
dka wielokata, przeto wysokosci $cian ostrostupa fo-
remnego, jako réwno oddalone od spodka wysoko-
sci ostrostupa, sg sobie réwne. Wysokoscig kloca
ostrostupowego jest prostopadia wyprowadzona zje-
dnej podstawy na druga, ktdra jest ich wspd6lng pro-
stopadta.

371. Graniaslostup tréjkatny otrzymamy prowa-
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dzac ptaszczyzny przez boki odpowiednie dwdch troj-
katow rownych lezacych na odmiennych ptaszczy-
znach, majacych ramiona réwnolegte i skierowane
w jedng strone, gdy/, krawedzie boczne, jako linie tg-
czace odpowiednie wierzchotki czyli konce réwnych
i rownolegtych bokdéw tréjkatéw, sg réownolegle, a
Sciany sg rownotegtubokami (116, 4); jezeli zamiast
trojkatéow wezmiemy czworokaty, pieciokaty it d.
réwne lezace na pt. réwnolegtych , majace boki ro-
wnolegte i skierowane w jedng strone, i przez boki
odpowiednie poprowadzimy ptaszczyzny, to otrzy-
mamy graniastostupy czworokatne, pieciokatne it d.
ktérych krawedziami sg linie tgczace odpowiednie
wierzchotki a ktére plaszczyznami przechodzgcemi
przez linie dzielace wielokaty na odpowiednie réwme
trojkaty, dzielg sie na graniastostupy trojkatne. Gra-
niastoslup wiec jest brylg majaca za podstawy dwa
wielokaty réwne, majgce boki rownolegle i skierowa-
ne wjednag strone a za Sciany roéwnolegloboki. Wy-
sokoscig graniastoslupa jest prostopadta wyprowa-
dzona zjednéj podstawy na druga; — graniastostup
jest prosty, gdy jego wysoko$¢ réwna sie krawedzi
t. j. gdy krawedzie sg prostopadte do podstawy (321).
Wn.2 i 345. Wn.3);—w przeciwnym razie zowie sie
pochylym;—granias. prosty majacy za podstawe wie-
lokat foremny, zowie sie graniasloslupetn foremnym,
W graniasloslupie prostym, krawedzie bedac prosto-
padle do podstawy, sg zarazem prostopadte i do bo-
kéw podstawy, przeto Sciany s<i prostokgtami, (bru*
niastoslup majacy za podstawy réwnolegtoboki, zo-



wie sie Ruwnotegtoscianem; réwnolegtoscian jest
prosty, gdy krawedzie sg prostopadle do podstawy;
zowie sie prostokatnym, gdy podstawa jest prosto-
katem, za$S prostym i prostokatnym, gdy podstawa
jest prostokagtem a krawedzie boczne do ni¢j prosto-
padite. Réwnolegtoscian prosty prostokatny, majacy
za podstawe kwadrat, zas$ krawedzie réwne bokowi
tego kwadratu, zowie sie szeScianem; majacy zas za
podstawe kwadrat ukosny, a krawedzie boczne roé-
wne jego bokowi zowie sie szescianem uko$nym. Je-
zeli graniaslostup przetniemy pt. nachylong do pod-
stawy,' otrzymamy graniastostnp $ciety (fig. 290)
ACBac'b', ktoéry przeciety pl. acb rownolegtg do pod-
stawy i przechodzaca przez wierzchotek n najmniej-
szej krawedzi Aa, dzieli sie na graniastostup ABCabc
i ostrostup czworokatny acbbt' majacy za podstawe
czworokat cbb'c’ za$ wierzchotek w punkcie a.

372. Bryly wieloscienne biorg nazwisko od
czby $cian, i zowig sie czworos$cianem, piecioscia-
nem i t d.; one sgforemne, gdy maja za $ciany wie-
loltuly forem, i réwne, jednakowo nachylone; a za-
tem w brytach foremnych katy brylowe i krawedzie
sg sobie réwne.

373. Bryly sa symetryczne gdy majg Sciany ro-

wne, jednakowo nachylone lecz idgce w przeciwnym
porzadku; przeto katy ich brytowe sg symetryczne.
Ptaszczyzng symetryi w bryle zowie si¢ ta, ktéra
dzieli bryte na dwie bryty symetryczne; przeciecie
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sie ptaszczyzn symetryi zowie sie osig symetryi, kto-
rych przeciecie sie zowie sie srodkiem symetryi.

A) Bryly foremne.

374. Chociaz wielokagtéw foremnych jest liczba
nieograniczona, jednak wielo$eianéw foremnych jest
tylko pie¢, dla tego ze do ztozenia kata brylowego
potrzeba najmniej trzech katow ptaskich, ktérych
summa jest mniejsza od 211 (356); z tego powodu
biorgc trojkaty foremne za Sciany bryty foremnej, t'o
ztozenia kata brylowego mozemy wziaé¢ tylko trzy,
cztery i pie¢ katoéw tréjkata foremnego, gdyz szes¢
katéw, z ktorych kazdy jest 13ll, czynitoby 211;—bio-
rac czworokaty foremne czyli kwadraty, do ztozenia
kata brytowego mozemy bra¢ trzy tylko katy ptaskie,
bo cztery, réwnaja sie 21I;— biorac pieciokaty fore-
mne, do ztozenia kata brytowego mozemy brac¢ trzy
tylko katy, bo cztery jako wieksze, od katéw czwo-
rokata foremnego, sa wigksze od 211;— szesSciokata
trzy katy réwnajg sie 211 a zatem z szeSciokata a
tem bardziej wielokatéw o wiekszej liczbie bokow,
bryty foremnej ztozy¢ nie mozna.

375. Bryly foremne majace za Sciany tréjkaty fo-
remne sg: a) czworoscian foremny (Tetraeder) ktory
otrzymuje sie sktadajac trzy trojkaty foremne réwne,
tak aby miaty wierzchotki w jednym punkcie, i dwa
po sobie idace, bok wspélny; podstawy tych tréjka-
tow skiadajg tréjkat foremny, rowny pierwszym, ja-
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ko majacy z nimi hoki réwne. Koty brytowe czwo-
roscianu for. sg sobie réwne, jako ztozone z katoéw
pt. rownych, a zatem i nachylenie sie Scian jednako-
we. Czworoscian foremny ma: katéw trojsciennych
4, gdyz w 4 tréjkatach jest 12 katéw a z nich kazde
trzy sktadajg kat brytowy; krawedzi 0, gdyz w 4ch
trojkatach jest bokéw 12 a kazde dwa sktadajg kra-
wedz. Czworoscian for. skiada sie z trojkatow w ten
sposob, jak wskazano na fig. 297.

b) Aby otrzymaé¢ o$mioscitm foremny (Oetacder)
(fig. 298) wyprowadzam ze $rodka O kwadratu ABC!)
proslopadte OE i na pt. OEA przechodzacej przez te
prostopadte z punktu A promieniem réwnym bokowi
kwadratu ABCI), przecinam prostopadte w punkcie
E, linia EA réwna sie bokowi kwadratu, a ze wierz-
chotki A, B, C, 1) sg réwno oddalone od $rodka kwa-
dratu O, przeto linie EA, KB, EC i liD sa sobie ré-
wne i réwne bokowi kwadratu a tém samem AEI),
DEC i t d. sg foremne i nachylenia sie $cian jedna-
kowe dla réwnosci katéw tréjsciennych nadpodsla-
wnych;— podobnym sposobem wystawiwszy i drugi
ostrostup pod kwadratem ABCD, w ktérym nachyle-
nie scian jest takie co w pierwszym, dla réwnosci
katow przypodstawnych ostrostupéw czworoscien-
nych,—otrzymamy o$mioscian foremny. Katéw pt.
w osmiosc. jest 24 i tylez bokéw trojkatéw, a ze
cztery katy pt. idg na jeden brytowy, za$ dwa boki
na jedng krawedz, przeto osmios. for. ma katéw bry-
towych 6 a krawedzi 12.

c¢) Dla otrzymania DwudzicstoSciunu foremnego



65

(lcosacder) (fig. 200); 1) na pieciokacie foremnym
BCJKD wystawiam ostrostup ABCJKD majacy za
Sciany trojkaty foremne, ktérych boki sg réwne bo-
kom pieciokata, nachylenie sie $cian tego ostrostupa
sa jednakowe, dla réwnosci katow trdjsciennych,
lezacych przy podstawie ostrostupa; 2) przy wierz-
chotkach podstawy BCJKD z tréjkatéw for. réwnych
pierwszych sktadam katy brylowe réwne katowi A
a tom samom majgce nachylenie sie $cian jednako-
we,— podstawy tych tréjkatéw sktadajg pieciokat
LMGFE ktérego boki sg sobie réowne jako boki roé-
wnych trojkatow, i katy sa réwne jako katy pt. ka-
toéw trojsciennych majacych z katami troéjscienneini
pierwszego ostrostupa ABCJKD pieeiokatnego, po
dwa katy pt., jako trojkatéw foremnych réwnych,
i po kacie dwusciennym zawartym miedzy niemi, ré-
wnym;—pieciokat wiec LMGFE jest réwny piecioka-
towi BCJKD; 3) na pieciokacie LMGFE wystawiam
ostrostup SLMGFE réwny ostrostupowi ABCJIKD i
tym sposobem otrzymam dwudziestoscian foremny,
jako majacy za sciany trojkaty foremne réwne i na-
chylenie sie tych $cian jednakowe. Trojkaty 1, 2, 3,
4, 5 ztozone razem tworzg ostrostup pieciokatny
ABCJKD, podobnie trojkaty 16, 17, 18, 19,20 ostro-
stup SLMGFE, pozostate za$ dopetniajg katy troj-
scienne pierwszego do katéw pieciosciennych. Dwa-
dziestokat foremny ma katoéw ptaskich 60 i tylez bo-
kow tréojkatow, a ze pie¢ kagtdéw plaskich idzie na
kazdy kat brytowy, a dwa boki na jedna krawedz,
przeto ma katéw brytowych 12 a krawedzi 30.
Solid. Ksiega Il. . . 9
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376. Bryla for. majaca za Sciany kwadraty, zo-
wie sie szescianem (Cubus) (fig. 300), ktérg otrzy-
mamy sktadajac na kwadracie ABCD cztery réwne
mu kwadraty i z wierzchu kitadac kwadrat EFGH ;
on jest foremny, bo wszystkie katy brytowe troj-
scienne skladaja sie z réwnych katow ptaskich. Bry-
ta ta ma katow pt. 24, przeto zawiera 8 katéw bry-
towych a krawedzi 12.

\

377. Bryla foremna majaca za Sciany pieciokaty
for. zowie sie Dwimastoscianem foremnym (Dode-
hadéder) (fig. 301). Jezeli na bokach pieciokta for. 1,
ustawiemy pie¢ réwnych mu pieciokgtéw, tak aby
dwa po sobie idgce miaty bok wspélny, podobnie i
na bokach pieciokata 8, réwnego pieciokgtowi 1, pie¢
takichze pieciokagtéw, to katy trojscienne A, B, C, D, E
i a,b,c d esgsobie rdwne jako majgce po trzy ka-
ty pt. réwne, przeto nachylenie sie Scian jest jedna-
kowe;— dwie te niedopetnione bryty zestawiajac wje-
dng zupeilng bryie t. j. kltadac katy pieciokatow prze-
ciwlegte bokom pieciokatow 1i8 na katy zawarte
miedzy bokami pieciokatéw 7, 9, 10, 11, 12, i 2, 3, 4,
5, 6 lezacemi przy bokach przystajgcych, czyli two-
rzacych krawedz; —gdyz katy te sg roéwne katom
pieciokata, jako tworzace katy trojscienne majace
z katami A, B, G... po dwa katy pt. i po kacie dwu-
Sciennyrn zawartym réwnym; — otrzymamy dwuna-
stoscian foremny. W dwunastoscianie torem, jest ka-
toéw ptaskich i bokéw 60, przeto katéw brytowych
jest trzy razy mni¢j t.j. 20, a krawedzi 30.
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378." Tw. W wieloscianic foremnym prostopadle
wyprowadzone ze $rodka $cian sg sobie réwnie i
przecinaja sie w jednym punkcie (fig. 301).

Miech bedzie dwunastoscian for. Db, uwazam jego
Sciany DA, DK i DO tworzace kat brytowy D i mam
dowie$¢ ze prostopadte wyprowadzone ze Srodkéw
r, £ ir” tych scian przecinajg sie w jednym punkcie
i sg sobie réowne. Prowadze pt. rur’ prostopadig
do $rodka krawedzi DC, przecinajaca sie ze Sciana-
mi po liniach ur i ur\ prostopadtych do Srodka tej
krawedzi, a tem samdém przechodzacych przez sro-
dki wielokatéow r i r* (I12S. Wn. 1); wyprowadzi-
wszy wiec na pt. prostopadtej rur’ do Scian bryty,
tworzacych krawedz DC, ze $rodkoéw, linie rS ir’'S
prostopadte do linii ur i ur’ przeciecia sie toj pt. ze
scianami, one sg prostopadie do tych Scian (33S.
Wn. 1) i przecinajg sie w punkcie S (78. Wn. S),
tworzac kat rS?” dopetniajacy kat rur’ odpowiedni
katowi dwusciennemu $cian DA i DK ; prostopadte
te sg sobie réwne, gdyz linia Smpotowi kat rur , troj-
katy bowiem prostokatne Sru i Sru majg przeciw-
prostokatnig Su wsp6lng i bok ru=r"u jako linio od-
powiednie rownych wielokatéw DA i DK (252. Wn.)
Przez punkt r prowadze druga pt. prostopadta do kra-
wedzi ED, ktéra przechodzi przez Srodek w tej kra-
wedzi, gdyz prostopadta wyprowadzona ze $rodka
r wiel. for., do jego boku, potowi bok (12S. Wn.);—
pt. rwr” prostopadta do krawedzi ED jest prostopa-
dtg do Scian DA, DO i przecina Sciane DO po linii
wr” prostopadléj do $rodka boku ED; a t¢ém samem '
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przechodzacej przez $rodek r” lego wielokagta;— li-
nia 7S lezy na pt. rwr'\ jako prostopadiej do Sciany
DA (33S. Wn. 1). Potaczywszy wiec punkt S z
otrzymamy linie Sr” prostopadta do $srodka wieloka-
ta DO iréwng linii Sr;— gdyz katy dwuscienne kto-
rych krawedziami sa DC i DE sg sobie rowne jako ka-
ty bryt foremnych, przeto i katy odpowiednie ruf—
rur", lecz kat Swr— Sur jako lezgce w tréjkagtach
Sur i Stor majacych po dwa boki i po kacie r mie-
dzy nimi zawartym réwnym ( 12S. Wn. 2), przeto li-
nia Sm potowi kat rwr” i trojkaty Stor i Swr™ ma-
jace po dwa boki i po kacie 10 miedzy niemi zawar-
tym réwnym majg Sr’=Sr i kat Sr™*—Sr"w czyli
linia Sr” jest prostopadtg do wr' a tem samem i do
Sciany DO (33S. Wn. I). Podobnym sposobem do-
wiedlibySmy ze linia tgczaca punkt S ze Srodkiem
Sciany EF jest do niej prostopadia i réwna prosto-
padtej Sr.

Wti. 1. Linie taczace Srodek bryt for. S z wierz-
chotkami wielokatéw i ze sSrodkami krawedzi sg so-
bie réwne, jako pochyte réwno oddalone od spodka
prostopadtych wyprowadzonych z tego punktu na
Sciany.

Wiji. 2. Pt przechodzace przez Srodek bryty ikra-
wedzie, potowig katy dwuscienne, jako przechodzace
przez linie Sm Snepotowigce katy im odpowiednie
(341).

B) Graniaslostupy.

379. Tw. Przeciecie graniastostupa ptaszczyzna.



réwnolegta do podstawy, jest wielokatem réwnym
podstawie.

Wielokaty te howiem maja: 1) katy réwne, jako
majgce ramiona rownolegte i skierowane w jedng
strong; 2) boki réwne, jako linie réwnolegle zawar-
te miedzy krawedziami réwnoleglemi.

380. Tw. Plaszczyznami symetryi graniastostu-
pa prostego sa, ptaszczyzny, a) przechodzgce przez
odpowiednie osie symetryi podstaw, b) réwnolegle
i rowno oddalone odjego podstaw (fig. 302).

a) Plaszczyzna AahW dzieli graniasloslup Ac, na
dwa graniastostupy symetryczne, gdyz podstawy ich
sg symetryczne, Sciany réwne, jako prostokaty ma-
jace podstawy i wysokosci réwne, \e z Ab, Kd z Bc,
GA z Ck, ida w przeciwnym porzadku;— katy dwu-
$cienne zawarte miedzy odpuwiedniemi $cianami sg
sobie réwne.

b) Graniastostupy AD’ i A d sg symetryczne, gdyz
podstawy ich gérne ABCDK i abcde sg symetryczne,
przeto Sciany ich réwne, jako prostokaty majace pod-
stawy i wysokosci réwne, ida lak jak boki podstaw
w przeciwnym porzadku.

Wn. 1 Plaszczyzny symetryi przechodzace przez
osie symetryi podstaw, przecinajgc sie z soba, daja
jedng oS symetryi taczacg Srodki symetryi podstaw,
za$ przecinajac sie z pl. sym. réwnooddalong od pod-
staw, dajg tyle osi symetryi ile jest tych ptaszczyzn.
Osie wiec sym. przecinaja sie wjednym punkcie t.j.
Srodku symetryi bryly.
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381. Tw. W roéwnolegtoscianie a) Sciany prze-
ciwlegte sg sobie rowne i rédwnolegte; b) pt. prze-
chodzace przez krawedzie réwnolegte sg réwnolegto-
bokami przecinajgcemi sie wjednym punkcie rowno-
oddalonym od $cian przeciwlegtych', c) katy brytowe
przeciwlegte sg symetryczne, za$ pt. przechodzaca
przez krawedzie przeciwlegte, dzieli réwnolegtoscian
na dwa graniastostupy trdjkatne symetryczne (fig.
303).

a) Roéwnolegtobok Ab=Dc, jako majace po dwa
boki i po kacie zawartym réwnym (253. Wn.4), bok
AB=DC jako boki réwnolegtoboku AC, bok Aa—
I)d jako boki rownolegtoboku Ad i kat AB—d\)C
jako majace ramiona réwnolegte i skierowane w je-
dng strone (346); przytem sSciana Ab. réwnolegta do
sciany Dc, jako przechodzgca przez dwie linie Aa i
AB rownolegte do linii Dcii DC $ciany drogiej (347).

b) Plaszczyzna B/;c/D jest réwnolegtobokiem, bo
ma dwa boki Bb i !')d réwne i rownolegte (116, 4),
jako réwne i rownolegte boku Aa. Przekatnie Bc/ i
% réwnolegtoboku BMD, przecinajg sie w $rodku
jego przekatni Bd t j. w punkcie S, podobnie prze-
katnie Bd i Ca réownolegtoboku Bc/c/C przecinaja sie
w punkcie S, jako $rodku przekgtni Bd\ przekatnio
Ac i Ca rownolegtoboku AacC, przecinajg sie w pun-
kcie S jako $rodku przekatni Ca il d. a zatem wszy-
stkie linie tgczace wierzchotki przeciwlegte przecina-
ja sie wjednym punkcie S, przeto i pt. przekatnie na
ktorych one leza przecinajg sie w tem samem pun-
kcie. Poprowadziwszy z punktu S linie prostopadtg
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do Scian przeciwlegtych Dc i Ab, linia ta w punkcie
S dzieli sie na dwie réwne czesci, gdyz czesci te sg
przyprostokatnemi w tréjkatach, majacych przeciw-
prostokatne, jako potowy przekatniej, rowne—i ka-
ty przy S, jako wierzchotkiem przeciwlegte réwne.

c) Kat tréjscienny A jest symetryczny z katem troj-
sciennym e; gdyz katy pt. sg rowne: aAB— dcC,—
gdyz tfAB— abB, jako katy przeciwlegte réownolegto-
boku Ab, za§ abB=dcC, jako majgce ramiona ro-
wnolegte skierowane w jedng strone— przeto i «AB
¢/cC;-podobnie dowiedlibysmy ze kat BADrrr/>c¢/ i zA>
bcC. Katy te idg w przeciwnym porzadku, bo przedtu-
zywszy krawedzie kata tréjsciennego Cotrzymujemy
kat tréjscienny cc'd'b\ przystajacy do kata A, a sy-
metryczny z katem trdjSciennym c. Plaszczyzna BbdB,
dzieli rownolegtoscian Ac na dwa graniastostupy tréj-
katne symetryczne; gdyz bryta ABI) abd jest grania-
stostupem, bo ma za podstawy tréjkaty ABI) iabd ro-
wne i rownolegte,— dla podobnej przyczyny i bryta
BDCZ>c/cjest takze graniastostupem;— graniastostupy
te maja $ciany odpowiednie réwne: Dbwspdlna, Ab=z
\)c,Ad=Bc, tudziez ABD=cdb, abd— (JDB, jako troj-
katy rownych réwnolegtobdw, bedgce scianami kgtow
symetrycznych A i c,—lecz $ciany te idg w przeci-
wnym porzadku, co okazuje symetrycznos¢ katow.

Wn. Z «) wynika ze w réwnolegtoscianie kazdag
$ciane mozna wzigé¢ za podstawe.

3S2. Tw. W réwnolegtoscianie prostym prostoka-
tnym Ac, kwadrat z przekatnie) Bd réwna sie summie
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trzech kwadratéw, z krawedzi sktadajgcych kat bry-
towy D (Gg. 303).

Figura Db jest prostokatem, gdyz boki Bb i Y)d
bedac prostopadle do podstawy AG sg zarazem pro-
stopadle ido linii BD, przeto: Md —bl) -]-IM ; w tr6j-
kacie za$ prostokagtnym CBD, BL)2=BC -f-CD , czyli
zamiast BC2 biorgc DA2 BD =D A -fA)C2 — *wsta-
wujac wiec w wartosci na BY zamiast BD jego war-
tosé, mamy Bd2— DAN-f-DC'2}-7N)*/2

Wn. 1 Trzy krawedzie kazdego kata trojscienne-
go sg sobie réwne, przeto i przekatnie, jako réwne
pierwiastkowi z summy ich kwadratow sg takze ré-
wne.

Wn. 2. W szescianie krawedzie sg sobie rowne,

przeto kwadrat z przekatni szeScianu, réwna sie po-
tréjnemu kwadratowi z krawedzi.

C) Ostrostupy.

383. Tw. W ostrostupie tréjkgtnym ptaszczyzny.
a) prostopadte do podstawy i przechodzgce przez kra-
wedzie; b) potowigce katy dwuscienne kata bryto-
wego,—przecinaja sie po jednej linii.

a) Poprowadziwszy z wierzchotka linie prostopa-
dig do podstawy, ptaszczyzny przechodzace przez
krawedz i tg linie sg prostopadte do podstawy, i
majg te prostopadia wspoina.

b) Linia przeciecia sie dwoch pt. pétowdacych dwa
katy dwuscienne, ma wszystkie punkla réwno odda-
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lone od Scian tego ostrostupa, przeto lezy na pt. po-
towigcej kat trzeci.

354. Zgr Znales¢ icysohok¢ ostrostupa tréjkatne-
go za pomocg jego krawedzi (304).

Poprowadziwszy wysokos$¢ ostrostupa SO i przez
j¢éj spodek linie OD prostopadtg do krawedzi AC, to
pt. tych dwoch linii jest prostopadig do krawedzi AC
(310), podobnie poprowadziwszy pt. prostopadte do
dwdch innych krawedzi AB i BC otrzymamy trzy li-
nie Ol), OK i OK prostopadle do bokéw podstawy,
przecinajace sie w spodku O wysokosci SO, bedace
przyprostokglniemi, tréjkgtéw prostokatnych, kté-
rych przeciwproslokagtniami sg wysokosci $cian, a
trzecim bokiem szukana wysokosé. Jesli wiec z 3ch
krawedzi podstawy wyrysujemy trojkat abc réwny
podstawie, za$ z krawedzi Scian, tréjkaty sac, s”cb,
sba réwne S$cianom, to wysokosci sd,se, s"f trojka-
téw odpowiednich $cianom, przetng sie na trdjkacie
podstawy w jednym punkcie, gdyz trojkaty sac... sg
$cianami ostrostupa-SABC poio/.enemi na pt. podsta-
wy ABC, na ktorej linie St) i DO, jako prostopadie
wyprowadzone z jednego punktu do linii AC, sa je-
dna linig prosta. Tym sposobem otrzymalismy rze-
czywistg wielko$¢ przeciwprostokatni s”f \ przypro-
Stokatni fo, pozostaje tylko wyrysowac trojkat pro-
stokatny sfg, ktorego przyproslokatnia S"g jest za-
dang wysokoscia.

355. Zd. Majac dany stosunek >M\n bokéw pod*
Solid. Ksiega I Hi
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staw ostrostupa $cietego ijego wysokosé a, znales¢
wysokos¢ catego ostrostupa 1.

Oznaczywszy wysokos$¢ odcietego ostrostupa przez
h, mamy Il: h—m.n (34S. Wn. 1) przeto H—h czyli
a:\i~m—n:n a ztad H—al - t j. iloczynowi z wy-
sokosci kloca przez krawedz podstawy gornej, po-
dzielonemu przez roéznice, miedzy odpowiednia kra-
wedzig podstawy dolnej a tg krawedzig.

D) Powierzchnie bryt ptaskosciennych.

3S6. Powierzchnia bryty ptaskosciennej, jest sum-

ma powierzchni wielokgtéw ograniczajgcych te bry-
te; w graniaslostupach i ostrostupach tak catych ja-
ko tez scietych powierzchnig boczna zowiemy, sum-
me samych $cian bocznych bez podstaw. Z wiasno-
sci niektérych bryt wynikajg sposoby tatwiejszego
obrachowania ich powierzchni, ktére tu wytozemy;
w innych za$ potrzeba dochodzi¢ powierzchni doda-
niem wynalezionych powierzchni $cian.

387. Tw. Powierzchnia boczna graniastoslupa
prostego, réwna sie iloczynowi z obwodu podstawy
przez krawedz.

Pow. bocz. grn. prostego sklada sie z prostokatow
majacych za podstawe krawedzie podstawy a za wy-
sokos$¢ krawedzie boczne graniastostupa; a ze po-
wierzchnia prostokagta réwna sie iloczynowi z pod-
stawy przez wysokos¢, a wysokosci w tych prosto-
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katach sg sobie réwne i réwne wysokosci grn., prze-
to pow. bocz. grn. prostego réwna sie summie ilo-
czynow wysokosci przez boki jego podstawy, ktory
iloczyn wypadt z pomnozenia wysokos$ci przez sum-
me bokoéw podstawy, czyli obwod podstawy.

Wn. Pow. bocz. téwnolegloscianu prostego pro-
slohgtnego, réwna sie iloczynowi z wysokosSci przez
podwojng summe dwdch bokéw przy sobie lezacych,
podstawy,— gdyz boki przeciwlegte podstawy sg so-
bie réwne.

388. Tw. Powierzchnia boczna graniasloshipci
pochytego, réwna sie iloczynowi z krawedzi przez
obwdd przeciecia prostopadtego do krawedzi.

Sciany boczne graniastostupa pochytego, s ro-
wnoleglobokami, majgcemi za podstawy krawedzie
boczne, a za wysokos¢, prostopadia wyprowadzong
z jednej podstawy na druga, a ze krawedzie boczne
sg sobie réwne, przeto pow. bocz. grn. pochytego ré-
wna sie summie iloczynoéw z krawedzi, przez prosto-
padte wyprowadzone z kazdej krawedzi na nastepna,
aten iloczyn otrzymuje sie mnozac krawedz przez sum-
me tych prostopadtych; lecz summa tych prostopa-
dtych, réwna sie obwodowi przeciecia pt. prostopa-
dtej do krawedzi, bo la bedac prostopadia do wszy-
stkich krawedzi (32S) przecina sie ze Scianami po li-
niach do krawed/i prostopadtych,—pieto pow.it.d.

Uw. Powierzchnie catego graniastostupa otrzyma-
my dodajac do pow. bocz., podwdjna powierzchnie
podstawy.



380. Tm. Powierzchnia boczna ostrostupa fore-
mnego réwna sie iloczynowi z obwodu podstawy,
przez wysokos¢jednej ze $cian bocznych.

W ostrostupie foremnym podstawa jest wielo. for.
a wysokos$¢ pada na $rodek podstawy, a ze $rodek
wiel. for. jeskréwno oddalony od wierzchotkéw i od
srodka bokéw (128. Wn.), przeto krawedzie i linie do
ich srodkéw poprowadzone, jako pochyte réwno od-
dalone od spodka wysokosci, sg sobie réwne; Sciany
wiec boczne sa tréjk. symetr. réwnemi, ktérych wy-
sokosciami sg linie taczace wierzchotek ze Srodkiem
podstawy (90. Wn. 3). Powierzchnia $ciany réwna
sie iloczynowi z podstawy przez potowe wysokosci,
a zatem pow. bocz. oslr. for. réwna sie summie ilo-
czyndéw.z bokéw podstawy przez potowe wysokosci
ktéregokolwiek trdjkata, ktory iloczyn powstat z po-
mnozenia summy bokéw podstawy przez potowe wy-
sokosci jednego z trojkatow.

Wn 1. Powierzchnia ostr. pros. majacego za pod-
stawe wielokat mogacy sie opisa¢ na kole, réwna sie
iloczynowi z obwodu podstawy przez potowe wyso-
kosci ktoregokolwiek trojkata; gdyz wysokosci tych
tréjkatow, jako réwno oddalone od spodka wysoko-
éci oslrost. (319. Wn.), sg sobie réwne.

Wn. 2. Powierzchnia cata grn. for. jako summa
powierzchni bocznéj i powierzchni wielokata pod-
stawy, réwna sie summie iloczynéw: z obwodu pod-
stawy przez potowe wysokosci trojkata i z obwodu
podstawy przez pétowe promienia kota wpis. w wie-
lokat, ktéra summa wypada z pomnozenia obwodu



podstawy przez potowe summy wysokosci trojkata i
prumienia.

Whn. 3. Powierzchnia boczna kloca ostrostupa for.,
rowna sic iloczynowi z potowy siany obwodu dwoch
jego podstaw, przez wysokos¢ jednej Sciany, gdyz
oznaczywszy podstawe dolng Sciany przez P, gérng
przez p, wysokos¢ trapeza przez w, liczbe Scian przez
/I, powierzchnia kloca ostr. for. jako sktadajgca sie
z réwnych trapezoéw, réwna sie powierzchni Sciany

{ w> pomnozonej przez liczbe Scian n t j.
71P i np ..

« M yo= (* 4 $ W— — —»W czyli iloczy-

nowi z potowy i t d. Albo- iloczynowi z przeciecia

réowno oddalonego od dwdch podstaw przez wysokos¢

sciany, gdyz kazdy bok tego przeciecia réwna sie

potowie summy podstaw Sciany.

390. Zt. Mury zazwyczaj majg ksztatt réwnole-
gtosciandéw prostych prostokatnych, i ich powierz-
chnia dochodzi sie podtug Nu3!S7. Wn. Dachy za-
zwyczaj sg albo ztozone z dwoéch prostgkaléw ré-
wnych, albo z dwéch trapezéw symetrycznych, ich
wiec powierzchnia réwna sie podwdjnej powierzchni
jednej z tych figur.
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ROZDZIAL L

Powierzchnie krzywe potaczone z pta-
szczyznami.

5 1. Powierzchnia walca.

301. Koto po ktorego okregu posuwajac sie li-
nia prosta zrodzita, pow. walca zowie sie podstawg
walca. Walec jest prosty, jezeli o$ jest prostopadtg do
podstawy, w przeciwnym razie zowie sie pochyty.—
Ptaszczyzna majaca z powierzchnig wulca jedng li-
nie prostg tworzacg wspolnag, jako bedaca przejsciem
od pt. przecinajacej do przecinajacej, zowie sic sty-
czng. Graniastostup ktorego podstawy sg wieloka-
tami wj isanemi lub opisanemi na podstawie walca,
zowie sie Graniustostupem wpisanym lub opisanym
na walcu.

302. Tw. Ptaszczyzna przechodzaca przez o$ wal-
ca lab do niej rownolegta, przecina go po liniach
prostych réwnolegtych do osi.

Ptaszczyzna przecinajagca walec i réwnolegta do
osi dla legu przecina go po linii réwnolegtej, gdyz
przez punkt przeciecia sie poprowadzona linia ré-
wnolegta do osi, lezy ma tej ptaszczyznie (331. Wn.
1), i jest zarazem linig prostg wchodzgacg w skiad
powierzchni walca (31D); przeto jako wspolna dla
powierzchni i pl. jest ich wspdlnym przecigeciom sieg;
podobnie i druga linia przeciecia sie jest rownolegta
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do osi, a tem samem i do pierwszej linii prostej prze-
ciecia.

393. Tw. Przeciecie pow. walca ptaszczyzng ré-
wnolegta do podstawy, jest holem réwnym podsta-
wie (fig. 305).

Pt. FH przechodzaca przez o$ FE, walca, przecina
ptaszczyzny réwnolegle AHB i CJID po liniach EH i
FJ réwnolegtych (345. Wn. 2), ktore jako zawarte
miedzy liniami J4i i FE rownolegtemi (392), sg sobie
réwne; przeto wszystkie pnnkta linii przeciecia sie
C.ID, lak jak podstawy, sg réwno oddalone od jedne-
go punktu, przeto przeciecie jest okregiem, réwnym
pierwszemu, jako majacym z nim réwne promienie.

Wn. 1 Linie tworzace pow. walca zawarte mig-
dzy podstawg a linia do niei réwnolegta, sg sobie
réwne (345. Wn. 3)!

Wn. 2. TEpowierzchni walca ptaszczyzna nier6-
wnolegla do podstawy, przecina jg nie po okregu-,
gdyz poprowadziwszy przez o$ walca ptaszczyzny
OA i Oli one w og6lnosSci przecinaja ta pl. i podsta-
we po liniach nieréwnoleglych OP z EH, OM z AE,
ktore zawarte miedzy liniami réwnolcgtemi w ogol-
nosci sa nieréwne. Przeciecie pt. nieréwnolegla wte-
dy tylko jest kotem, gdy ptaszczyzna ta lezy symetry-
cznie z podstawg, wzgledem jakiejkolwiek pl. prosto-
padtej do osi t j. gdy punkta przeciecia z punktami
okregu podstamy lezg na prostopadtych do tej pt.
w rownej od niej odlegtosci;— wtedy bowiem przecia-
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wszy walec przez o$ otrzymamy trapezy symetryczne,
majace boki nieréwnolegle, réwne.

Wn. 3. Przestrzeh ograniczona pt. podstawy i
pow. walca, a pt. do niej réwnolegta,— zowie sie Wal-
cem, ktérego wysokosScig jest prostopadta wyprowa-
dzona z jednej podstawy na druga, a ktéra w walcu
prostym réwna sie osi. Przestrzen zawarta miedzy
pl. podstawy a pt. do niej nieréwnolegtg zowie sie
klocem walca, lecz ze pl. ta niejest kotem, t. j. linig
bedacg przedmiotem Jeomelryi Elementarnej, przeto
i sama bryla nie jest jej przedmiotem.

394. Tw. Ptaszczyzna JUR przechodzgca przez
linie 11R styczng do podstawy pow. walca i linie pro-
sta JH tworzg te powierzchnie, przechodzaca prz<z
punkt dotkniecia, jest styczna do tej powierzchni, i
nawzajem (305).

Jesliby pl. JHR, oprécz punktéw tworzacej JH mia-
¥a jakikolwiek punkt C wspélny z powierzchnig Wal-
ca, to przez ten punkt poprowadzona linia CA réwno-
legta do JH lezataby na lej pt. i bytaby linig tworzg-
cg pow. walca, a tem samérn bytaby wspdlng dla pt.
i powierzchni, aprzeto przeciecie sielinii CA z styczng
HR1ezatoby na powierzchni walca, czyli na podstawie,
zatém linia HR nie bylaby styczna. P} styczna do po-
wierzchni walca przecina pt. podstawy po linii sty-
cznej do okregu tej podstawy, gdyz jesliby linia prze-
ciecia 11R nie byla styczna, lecz miata z okregiem
podstawy punkt A'wspolny, wtedy tworzaca prze-
chodzaca przez punkt A, jako réwnolegta do HJ, lc-
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zatoby na tej pt., przeto ta pt. przecinataby walce, bo
miataby z nim dwie wspélne tworzace.

wn. 1. Jedli pt. JHR styczng do powierzchni wal-
ca AD obracam po tej powierzchni tak, aby nieprze-
stata by¢ styczng, to linie proste tworzace te powie-
rzchnie kolejno przystaja do pt., tak ze skoro ona po-
wrdci do tworzacej JH, to cata powierzchnia walca AD
rozwinie sie na 16 ptaszczyznie. W walcu pochytym
linie proste tworzace, z liniami stycznemi do podsta-
wy, czynia katy nieréwne, a ze tworzace sg wzgle-
dem siebie réwnolegte, przeto styczne te Wczasie roz-
wijania sie podstawy czynigc z rownemi i réwnolegte-
mi tworzacemi coraz inne katy, bez przerwy zmieniaja
swoj kierunek, tak ze podstawa AHB po rozwinigciu sie
z walcem na pt., jest linigkrzywa,— przeciwnie w wal-
cu prostym (fig. 30fi) Ab, linie proste tworzace po-
wierzchnie walca, bedac prostopadte do pt. podstawy,
sg zarazem prostopadle i do stycznych CK... przeto
styczne te przy rozwijaniu powierzchni walca, jako
prostopadle do linii prostych réwnolegtych i réwnych
sg na jednej linii prostéj prostopadtej do linii tworzag-
cych prostych,— takze powierzchnia ta rozwinieta jest
prostokatem CfcE, majgcym za wysoko$¢ wysokos$é
walca a podstawe réwng okregowi podstawy walca;
podstawa lego prostokgta wyraza oddalenie sie prostej
tworzacéj pow. walca, na ktérg ona posuneta sie od
pierwotnego swego potozenia, aby utworzyé tg po-
wierzchnie. Dla téjwiec powierzchni wiemy wielko$é
linii prost¢j tworzacdj ijej oddalenie sie, a zatem /W-
wierzchnia walca prostego jako réwna powierzchni

Solid. lisiega f(. 11
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prostokata, rowna sie iloczynowi z okregu podstawy
przez wysoko$¢, a ze okreg podstawy rowna sie 2FIR,
przeto oznaczywszy wysokos$¢ walca przez W., pow.
wal.prost.=211RW. Przeciwnie dla walca pochytego
wiemy wielkos$¢ linii tworzacej, lecz linia wyrazajgca
oddalenie sie, jako prostopadta do tworzacej jest ob-
wodem przeciecia prostopadtego do osi, przeto nier6-
wna sie okregowi podstawy i nie jest okregiem (393.
Wn. 2), a tdom samem obrachowanie tej powierzchni
nie nalezy do Jeom. Elem.

5 1. Powierzchnia ostrokregu.

395. Okreg kota po ktéorym posuwajac sie linia
prosta, przechodzaca przez punkt staty, tworzy pow.
ostrokregu , zowie sie jego podstawa; ona jest pro-
stg gdy oS jest prostopadig do pt. kota podstawy i
ostrokrag czyli przestrzeh ograniczona zawarta mie-
dzy powierzchnig ostrokregu a pt. podstawy zowie
sie wtedy ostrokregiem prostym, w innym razie zo-
wie sie pochytym. Jesli ostrokrag przetniemy pt. ré6-
wnolegtag do podstawy, bryta ztad utworzona, zawarta
miedzy tg pt. a pt. podstawy, zowie sie klocem ostro-
kregowym, ktéry jest prosty lub pochyty, podtug le-
go jakim byt ostrokrag z ktérego on powstat. Pla-
szczyzna majgca z oslrokregiem jedng tylko tworza-
ca wspdlna, jako przejscie z przecinajacej do prze-
cinajacéj, w czasie obrotu okoto tworzacej, zowie sie
pt. styczng ostrokregu. Ostrostup majacy z oslrokre-
giem wierzchotek wspélny, a za podstawe wielokat
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sie ostrostupem wpisanym lub opisanym na ostro-
kregu.

39(5. Tw. Ptaszczyzna przechodzaca przez wierz-
chotek ostrokregu, przecina go po liniiprostej(R. 307).

Potgczywszy wierzchotek S z punkiem E przecie-
cia sie tej pt. z okregiem podstawy, linia prosta SE
ma z pt. przecinajacg dwa punkta wspoélne, przeto
lezy na t6j pt., a jako przechodzaca przez wierzcho-
tek i okrag podstawy, jest jedna z linii tworzacych po-
wierzchnie ostrokregu czyli lezy na lej powierzchni,—
a tem samem jest wspdlng dla pt. przecinajacej i pow.
ostrokregu czyli jest ich wspolnym przecieciem sie.

397. Tw. Ptaszczyzna abc réwnolegta do podsta-
wy, przecina oslrokrag po okregu kota (fig. 307).

Pt. réwnolegta abc dzieli tak linie tworzace oslro-
krag SA, SC, SB... jako i 0$ Sl.) w jednakowym sto-
sunku, tak ze stosunki SA:Sar, SB: SA... SD:S¢/ sag
sobie réwne; lecz stosunki te réwnajg sie stosunkom
DAxda, DC:dc, DB'-db... przeto i te stosunki sg takze
réwne, a ze w tych stosunkach, poprzedniki, jako pro-
mienie, sg sobie réwne— przeto i nastepniki da, dc, db
sg takze rowne czyli linia acb jest okregiem.

Wn. Pt nicréwnolcgla do podstawy przecina o-
strohrag nie po okregu kola-, pt. nieréwnolegte prze-
ciete pt. przeehodzacemi przez wierzchotek dajg prze-
ciecia nieréwnolegte, ktore nie sg proporcyonalne do
promieni podstawy, a przeto nie sg sobie réwne.
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398. Tw. Plaszczyzna SEE przechodzaca przez
linie EF styczng do okregu podstawy i linie prostg
SE tworzgca ostrokrag przechodzaca przez punkt E
tlothniecia sie stycznej, jest stycznag do powierzchni
ostrokregu, i nawzajem (fig. 307).

Jesliby pt. SEE, oprécz punktéw linii SE, miata ja-
kikolwiek punkt b wspdlny z pow. ostrokregu, to
poprowadziwszy przez wierzchotek S i punkt b linie
prostg SBtworzgcg ostrokrag, linia ta jako majaca
z pt. SEF dwa punkta wspodlne S i b, lezataby na legj
pt., a jako lezaca na ostrokregu bytaby wspélnym
przecieciem sie pt. SEF z ostrokregiem, przeto i punkt
B lezatby na linii EE czyli bytby wspdlny dla stycznej
EF i okregu AEB co by¢ nie moze. Je$liby pt. sty-
czna SEF przecietaby sie z pt. podstawy po linii EE
przecinajacej okreg lej podstawy, to linia tgczaca
punkt przeciecia z wierzchotkiem ostrokregu, jako
tworzaca—Ilezataby na lej powierzchni,—a jako ma-
jaca z pt. styczng dwa punkta wspoélne, lezataby na tej
pt.; przeto bytaby ich wspolnym przecieciem i pt. SEE
nie bytaby styczna.

Wn. 1. Jezeli pt. SEF styczna do pow. ostrokre-
gu SAEB, obracamy po t6j powierzchni, tak aby w na-
stepnych potozeniach byta styczna, to linie proste ro-
dzace ta powierzchnie kolejno przystajg do pt., tak,
ze po powrdceniu pt., do tworzacej SE, cata powierz-
chnia ostrokregowa rozwinie sie na tej pt. W czasie
tego rozwijania sie wierzchotek S pozostaje niezmien-
ny, a konce tworzacych SA, SE, SB... rozwing pod-
stawe, albo po luku okregu kota jesli sg sobie réwne,
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albo po linii krzywej jesli nie sg sobie réwne; w pier-
Wszym razie powierzchnia ostrokregu rozwinieta jest
wycinkiem kota majacego za promien tworzaca, aktoé-
rego tuk réwna sie okregowi podstawy; a zatem r¢ -
wna sie iloczynowi z okregu podstawy przez potowe
tworzacej, przeto oznaczywszy promien podstawy
przez r, rodzaca przez R, okreg podstawy= 22 a
pow. ostr. pros.= SWMR/2= IlIrR.

W drugim razie, okreg podstawy rozwiniety jest
linig nienalezacg do Jeom. Elem., a tem samem i pow.
ostr. pochyt, nienalezy d» tej nauki.

IVn. 2. W czasie rozwiania sie okregu podstawy
ostrokregu prostego, okreg przeciecia réwnolegtego
do podstawy rozwinie sie po tuku wspétsrodkowytn
z rozwinietg podstawa réwnym okregowi przeciecia
rownolegtego od podstawy, azatém powierzchnia klo-
ca ostros. prostego réwna sie powierzchni pasa zawar-
tego miedzy dwoma lukami kot wspoétsrodkowych ma-
jacych za promienie tworzace oslrokregéw catego iod-
cietego. Oznaczywszy promien podstawy dolnej przez
R gérndj przez r. tworzacg kloca oslrokr. prosi, przez
W, aoslrokr. odcietego przez a, tworzaca, wiec ostro-
kregu catego bedzie\V-|-<z; przeto pow. kloca, jako ro-
znica wycinkow kotowych réwnasie211IR (W -fa)—
2Jb' - = HR*(W-j-ff)— Trra, potrzeba wiec tylko wy-
nales¢ warto$¢ na a. Promienie podstaw sg w sto-
sunku tworzacych przeto: R:r= W-j-tf:a, a ztad
Ib/—t"\\A-ra, odejmujgc od tych ilosci réwnych po
ra bedzie: Ra—ra~/W czyli (R—r)a—/W, dzielgc
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g N adn: s . rw
zas te iloSci réwne przez R—r bedzie —".W war-
tosci na pow. wstawiwszy zamiast a rowng ino ilosc,

mamy: Pow.bocz.hl.osLpro.— WAN-A-1 & —

. .. o . rw
w nawiasie zamieniajgc catos¢ W z utamkiem -—

[T EUmrwverwy 1iron

na utamek, bedzi.e:
R—r | R—r

IJR.RW—n?Av  If(R 2_?-2)W o

" — , lecz réznica kwadratow
R2—r2z dwoéch linii, réwna sie prostok. majacemu za
podstawe, summe a za wysoko$¢ roznice tych linii
(278) t.j. R2—r2*=(R-(-/m) (R—r) przeto: Pow. bocz.

Kl. ostrkre. prost. H(R+r)(-5---f-)-\f\-/:JT(R-}-/’)\’Nr—

(HR-f-TIr)wr. AZze R wyraza potowe okregu pod-
stawy doln¢j, za$ JT/' potowe okregu podstawy gor-
nej, przeto pow. bocz. réwna sie potowic summy okre-
goéw dwdch podstaw kloca, pomnozonej prz<z linie
prosta tworzgca. Jezeli pow. kl.ostrokr. przetniemy
pt. réwno oddalong od podstaw, i oznaczymy pro-
mien tego okregu przez R’ to R'==V2(R-j-r) czyli 2R’
=R -f-r, jako linia tgczaca $rodki dwoch bokéw nie-
rownolegtych trapeza, majacego za podstawy promie-
nie okregéw podstaw, a za boki nieréwnolegté wy-
sokos¢ i linie tworzaca kloc; przeto Pow. bocz. kio.
R\V, t j. iloczynowi z okregu kola réwno od-
dalonego od dwoch podstaw, przez linie prostg two-
rzaca.
Dodajgc do pow. bocz. kloca ostrokregu prostego
powierzchnie dwdch podstaw 111i2 i 11/'2 otrzyma-
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my catg powierzchnie = I1I1(R2j-/'2+ 2R'W) all>0
Nn(R2Z r 2(R-fr)W).

399. Zt. Powierzchnie dachéw baszt, stogéw
ostrokregowych i t. p. obrachowywamy tak jak po-
wierzchnie ostrokregu.

§ 111 Powierzchnia kuli.
A) Pilaszczyzna potaczona z hula.

400. Ptaszczyzna z powierzchnig kuli moze mieé
punkta wspélne i wtedy jest albo przecinajaca, gdy
rozdziela pow. kuli na dwie czesci, albo styczng, gdy
ma z nig jeden punkt wspdlny, bo wtedy ta ptaszczy-
zna jest przejsciem od przecinajgcej do przecinaja-
cej, przy obracaniu ptaszczyzny o koto jednego z pun-
ktow wspoélnych ;— pt. nie majagca punktéw wspol-
nych z pow. kuli, zowie sie oddzielng i nie przedsta-
wia szczeg6lnych whasnosci — ona nie moze by¢ ro-
wnolegtg do kuli, bo powierzchnia réownolegta do pt.,
sama jest ptaszczyzng. Pow. kuli tworzy sie obrotem
pétokregu okoto osi (313), przeto joj potozenie wzgle-
dem pt. oznacza sie podobnie jak potozenie okregu
wzgledem linii prostej (172), t. j. gdy pt. jest prze-
cinajgca, styczng lub oddzielna, odlegtoséjej od Srod-
ka kuli, jest mniejsza, rowng lub wiekszg od promie-
nia',—1i nawzajem.
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401. Tw. Przeciecie sie powierzchni folii z pta-
szczyzna, jest okregiem kola (fig. 308.).

Poprowadziwszy zc srodka kuli linie prostopadtg
do pt. przecinajacej, i linie prosie do punktéw prze-
ciecia A, C, B... linie te, jako promienia kuli sg sobie
réwne, a jako réwne, réwno oddalone od spodka
prostopadtej DE (318. Wn.),—a zatem spodek pro-
stopadtej jest rowno oddalony od puuktéw linii prze-
ciecia sie, przeto ta linia ABC jest okregiem.

Jesli pt. przecinajaca przechodzi przez srodek ku-
li, to oddalenia $rodka kuli od punktéw linii wspo6lne-
go przeciecia, jako promienie kuli, sgsobie réwne ito
przeciecie jest okregiem.

Wn. 1. Prostopadta wyprowadzona ze srodka kuli
na pt. kota przechodzi przez Srodek tego kota, prze-
to la prostopadta wypetnia trzy warunki a) przecho-
dzi przez $rodek kuli, b) przez srodek kota; c) jest.
prostopadtg do pt kota; a ze do oznaczenia linii pro-
stej potrzeba tylko dwdch warunkéw, przeto, linia
prosta wypetniajgca dwa z tych warunkoéw, wypetnia
i trzeci t j. 1) linia taczgca srodek kuli ze Srodkiem
kola, jest prostopadta do pl. tego kola; 2) prostopa-
dta wyprowadzona ze $rodka kota, przechodzi przez
Srodek kuli,, Wkasnos¢ tajest odpowiednia whasnosci
cieciwy w kole (173. Wn. 1); podobnie jak tamta
stuzy do oznaczenia $rodka kuli, lub poprowadzenia
kuli przez cztery punkla dane nie na jednej pt. Dla
oznaczenia powierzchni kuli potrzeba najmnidj czte-
rech punktéw dla tego ze jak linia prosta oznacza sie
dwoma punktami a tem samem dwie linie proste mo«
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zna poprowadzi¢ najmniej przez trzy punkta,— tak
okrag kola oznacza sie trzema punktami, a zatem
dwa okregi kola mozna poprowadzi¢ najmniej przez
cztery punkta t, j przez trzy punkta jeden okrag, a
przez dwa z tych punktéw i czwarty, drugi;—cztery
te punkta nie moga leze¢ na jednej pl., gdyz wtedy
linie prostopadle do ich srodkéw bytyby réwnolegle,
a przeto nieprzecinatyby sie z sobg i nie datyby $rod-
ka kuli. Jesli dwa kola A i'B (fig. 309) nie leza na
jednej pl., to prostopadte AC i BC wyprowadzone
z ich Srodkoéw A i B przecinaja sie z sobg, gdyz po-
prowadziwszy promienie prostopadte do wspoélnej
cieciwy K, one spotkajg sie w j¢j srodku F a pt.
przez nie przechodzaca, jako prostopadta do wspol-
nej cieciwy, jest zarazem prostopadtg do ptaszczyzn
kot A i B, jako przechodzacych przez cieciwe DE
prost. do pt. AFB (338), a zatem linie prostopadte
AC i BC lezg na (gj pl. (338 Wn. 1) a jako prosto-
padte do linii A" i BF przecinajacych sie, przecinaja
sie z soba..

Wn. 2. Kolo przechodzgce przez $rodek kuli zo-
wie sie holem wielbieni kuli, za$ nie przechodzgce przez
Srodek, holem matym, dla tego ze hoto przechodzace
przez $s6deh, Jest najwiehze ze wszystkich hol kuli—*
hoto mate temjest wieksze im blizsze srodka hali.— Na-
przéd hola mate réwno oddalone od srodka kuli sg so-
bie réwne, gdyz ich promienie jako przyprostokatnie
w trojkatach prostokagtnych, majacych za przeciwpro-
stokgtnio promienie kuli, a za przyprostokatnie pro-
stopadle réwne, poprowadzone ze Srodka kuli na pI*

Solid, Ittlféa fl. n



90

ich kot,—sa sobie réwne — potozywszy wiec w kuli
kota tak, aby ich pt. byty wzgledem siebie réwnolegle’
i przecigwszy kotem wielkiem prostopadle do tych
ptaszczyzn, ona jako przechodzgca przez linie prosto-
padtg wyprowadzong ze $rodka kuli do ich pt., t j.
przez pt. nieprzechodzaca przez ich Srodki, przecina
te kola po srednicach, ktére sg cieciwami kola wiel-
kiego przecinajacgo; a ze w kole wielkiem prostopa-
dtem przeciecie kota wielkiego réwnolegtego do ma-
tych jest srednica, zas$ kot matych cieciwami ktore
sa dla blizszych Srodka, blizej Srodka kota wiel. prze-
cinajgcego, a zatem wieksze, za$s powierzchnie két sg
w stosunku kwadratéw z swych $Srednic, przeto: a)
koto wiel. jest najwieksze bo ma $rednice najwiekszag;
b) koto mate blizsze $rodka jest wieksze od kola
dalszego, bo ma $rednice wiekszg od Srednicy lego
kota.

Uw. Kota mate réwnolegte w kuli zowig sie ro-
wnoleinikami, a koto wielkie do nich réwnolegte ro-
whikiem (ekwratorem), linia wyprowadzona ze Srod-
ka kuli do pt. tych kot, przechodzaca przez ich $ro-
dek (Wn. 1) zowie sie osiag kuli, a kolo wielkie prze-
chodzace przez o$, a zaléom prostopadle do réwnika
potudnikiem. Do oznaczenia potudnika potrzeba jel
dnego punktu, gdyz dwa t j. konce osi sg dane; po-
dobnie do oznaczenia rdéwnoleznika potrzeba jedne-
go punktu, gdyz pr/ez punkt jedna pt. prostopadig
do osi poprowadzi¢ mozna. Konce osi tak réwnika
jako tez i réwnoleznikéw, zowia sie biegunami, bo
one jako lezace na prostopadtéj wyprowadzonej ze
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srodka kota, sa réwno oddalone od okregu (318).
Przeciecie sie rownika z potudnikiem jest ich wspdl-
na Srednicg do ktoroj o$ kuli jest prostopadta, przeto
okrag potudnika, przez te dwie S$rednice do siebie
prostopadte dzieli sie na cztery czesci réwne, zwane
kwadrantami, tak ze odlegto$é bieguna od okregu
réwnika, na kazdym potudniku zawiera 90°. tuki
potudnika zawarte miedzy biegunem a roéwnolezni-
kiem sg sobie réwne, bo ich cieciwy t j. linie po-
prowadzone z bieguna do okregu réwnoleznika, sa
sobie réwne, podobnie tuki potudnika zawarte mie-
dzy roéwnoleznikami sg sobie réwne, jako roéznice
tukéw réwnych zawartych miedzy potudnikiem a ro-
wnoleznikami.

Cze$¢ powierzchni kuli zawarta miedzy dwoma
rownoleznikami zowie sie strefg, a czes¢ powierz-
chni kuli zawarta miedzy dwoma potudnikami pasma
czyli pasem albo dwukaglem kulistym.

402. Tu>. Funkia A, C, B, F... rowno oddalone
od punktu G powierzchni kuli D lezg na okregu kola
(fig. 308).

Prowadze przez trzy punkla A, C, B pl. przecina-
jaca powierzchnie kuli 1) po okregu ACB, i z punktu
G prowadze linie GE prostopadia do tej pt. przecho-
dzacg przez Srodek E kota ACB (318. Wn. 3), a tem
samem i przez $rodek kuli D (401. Wn. 1). Potrze-
ba dowies¢ Ze punkt F lezy na okregu ACB i trdjka-
ty GFD i GAL) maja bok Gl) wspdlny, GA=GF zza-
tozenia i DA=DF jako promienie kuli, przeto kat



FDG=ADG;— trijkaty DAE i DFE maja wiec po
dwa boki i po kacie zawartym D réwnym, majg bok
EA=EF i katy przy E réwne, przeto linia EF jest
prostopaditg do DE, lezy wiec na jednej pt. z liniami
EA, EB (317. Wn. 2), a punkt F lezgcy w odlegto-
éci promienia od $rodka, lezy na okregu ABC.

Wn. Jesli z punktu wzietego na pow. kuli jako
z bieguna roztwartoscig 90° kota wielkiego kuli, na
jej powierzchni zakreslimy linie krzywa, to ona be-
dzie kotem wiel. tej kuli, gdyz promien kuli z linig
taczaca biegun ze $rodkiem kuli, czyni kat majacy za-
miare 90°, a tem samem pt. kota przechodzi jako
prostopadta do osi, przez srodek kuli. Zakresliwszy
z bieguna tuk otwartoscig mniejszg od 90Ikota wiel.
kuli, otrzymamy koto mate.

403. Tw. Ptaszczyzna prostopadta do promienia
przechodzaca przez jego koniec, jest styczna.

Linie poprowadzone ze $rodka kuli do tej pt. ja-
ko pochyte, sg dtuzsze od prostopadtej, t.j. promie-
nia kuli, a przeto ich konce leza za pow. kuli.

Wn. | nawzajem: pt. styczna jest prostopadia do
promienia, gdyz jesliby prostopadta do tej pt. wy-
prowadzona ze srodka kuli nie byla promieniem, to
bytaby albo wiekszg od promienia, przeto spodek
jej bytby za pow. kuli, a tem bardziej spodki pochy-
tych poprowadzonej do pt., przeto pt. nie miataby
punktu wspélnego z pow. kuli; jesliby za$ linia pro-
stopadta byta mniejszg od promienia, to jej spodek
byty wewnatrz kuli i pt. bylaby przecinajaca.
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40-1. Tw. Powierzchnie Icul réwnych promieni
przystajg do siebie.

Potozywszy sSrodek kuli na $rodek kuli, okreg*
tworzace tych kul majg srodki wspoélne, a tem samem
przystajg do siebie.

405. Zt. 1) W rzemiostach kula wytacza sie za
pomoca hebla pdétkotowego statego, a ciato toczone
obraca sie okoto linii réwnolegtej do Srednicy hebla;
hebel $cinajacy stopniowo nieréwnosci ciata zbliza
sie do osi obrotu iskoro o$ ta przystanie do S$redni-
cy potkola hebla, ciato toczone jest kulg. 2) Pow.
kuli nie nalezy do rozwijalnyeh, przeto nie mozna
przytozy¢ do niej pt.; przy robieniu wiec globu, aby
na kule naklei¢ papier, papier wykraja sie w wazkie
dwukaly kuliste i tym sposobem nakleja sie. 3) Po-
tudniki, réwniki i réwnolezniki, kreslg sie. na globie
na zasadzie N° 402 Wn.

Dwukat kulisty.

406. Prowadzac dwie pt. ADBC i AFBE przez
Srodek kuli G, otrzymamy dwa kola wielkie, ktérych
linia przeciecia sie jako przechodzaca przez $rodek
G jest srednica kuli i tych kot; okregi wiec tych kot
w punktach A i B potowig sie, czyli te okregi prze-
cinajg sie w odlegtosci 180). Okregi ADBC i AFBE
dzielg powierzchnie kuli na cztery czesci: ADBM*
AFBC, ACBE i AEBD, kazda z nich zowie sie dwu-
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katem kulistym odpowiednim katowi dwusciennemu
zawartemu miedzy pt. kot

407. Tw. W kuli albo w kulach réwnych katom
dwusciennym réwnym odpowiadajg dwukaty rowne,
i nawzajem'. (fig. 311).

Przenosze kat dwuseienny AB na ab tak, aby kra-
wedz AB przystata do réwnej jej krawedzi ab i pt.
ADB przystata do pt. adb, jako pétokregi réwne le-
zace na jednej pt. i majace Srednice wspolne; 2) pt.
AOB przystanie do pt. acb, dla réwnosci katéw dwu-
Sciennych AB i ab, i 3) pdtokregu ACB przystanie
d >potokregu acb] 4) powierzchnia dwukata ADBC
przystanie do dwukata adbc, gdyz kule E ie maja
Srodki wspdlne, a ze i ich ograniczenia przystaty do
siebie, przeto te dwukaty przystajg we wszystkich
punktach.

/ nawzajem'. 1) Przenosze kule E na e tak, aby 0$
AB przystata do ab, to wtedy i Srodek E przystanie
do e dla réownosci promieni AE i ae\ 2) Obracam
kule E okoto wspélnej osi ab lak, aby p6tokrag ADB
przystat do réwnego mu pétokregu adb, wtedy i pét-
okrag ACB przystanie do potokregu acb dla réwno-
éci dwukatow ADBC i adbW—a zatem i pt. kot przy-
staly do siebie i katy dwus. AB i ab sg sobie réwne.

40S. Tw. gl. Stosunek dwukatéow kuli lub kul ro-
wnych, réwna sie stosunkowi odpowiednich im kel-
tow dwusciennych (fig. 312).
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Przenosze kat dwus$. acbd na ACBD tak, aby kra-
wedz ab przystata do réwnej krawedzi AB i pot-
kole acb do potkola ACB, potkole adb wezmie po-
tozenie AEB; nastepnie przenosze kat dwusc. achd
na AEBD tak, aby pétkole acb przystato do pdtko-
la AEB i t d. dopdki niepozostanie kat AGBD mniej-
szy od acbd; to wtedy katy dwusc. ACBE, AEBE i
t. d. sa rowne katowi acbd przeto i dwukaty ACBE,
AEBE it d. sa rowne dwukatowi achd t j. ile razy
kat dwus. cbad zawiera sie w kacie CBAD, tyle razy
i dwukat acbd zawiera sie w dwukacie ACBD. Po-
dobnie dowiedlibySmy ze ile razy reszta pozostata
od przenoszenia kagta dwus. zawiera sie w tym kacie,
tyle razy i reszta pozostata od przenoszenia dwukata
acbd zawiera sie w tym dwukacie i t d.; przeto sto-
sunki katow dwus. i dwukatéw, jako wyrazajace sie
jednakowg liczbg, sg sobie réwne (14).

Wn. 1 Stosunek katéw dwu$. réwna sie stosun-
kowi odpowiednich im katéw ptaskich, ten za$ osta-
tni stosunek réwna sie stosunkowi tukdéw odpowie-
dnich, przeto jesli ze srodka kuli poprowadzimy pro-
mionie prostopadte nc i nd tudziez NC i ND na Scia-
nach katéw dwusciennych, lub z punktéw b i B linie
styczne do poétokregow, stosunek katéow dnc i DNC
lub libi i HBJ réwna sie tak stosunkowi katéw dwus.
jako tez stosunkowi dwukatéw. Jesli promieniem
nc i NC zakreslimy luki odpowiednie cd i CD katom
cnd i CND, to stosunek tych tukéw réwna sie stosun-
kowi dwukatow, jako réowny stosunkowi katéw cml
>CND;—zlad wynika, ze miarg dwukata jest albo kat
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pt. zawarty miedzy stycznemi wyprowadzonemi oo
potokregéw z punktu jch przeciecia sie, albo luk za-
kreslony z wierzchotka w odlegtosci 90°, . j. luk ré-
wnika, zawarty miedzy pdétokregami.

Katy zawarte miedzy stycznemi, przez oba wierz-
chotki poprowadzonemi, sg sobie réwne, jako majg-
ce ramiona réwnolegle ~skierowane w jedna strong;
przeto ktérekolwiek mozna wzigé za miare.

Uw. Dwukat kulisty jest rzeczywiscie katem kuli-
stym, gdyz jak kat plaski jest ptaszczyzng zawarta
miedzy dwoma liniami prostemi tworzgacemi pt., tak
podobnie kat kulisty jest czescig powierzchni kuli za*
warta miedzy dwoma przecinajgcémi sic okregami
kol wiel. tworzacych pow. kuli. Roéznica kata kuli-
stego od ptaskiego wynika zlad, ze okregi két wiel-
kich na powierzchni kuli przecinajg sie w dwoch pun-
ktach, a tym sposobem ograniczajg ze wszystkich
stron cze$¢ powierzchni kuli miedzy niemi zawartej,
kiedy linie proste na pt. przecinajgc sie w jednym
punkcie nie ograniczaty ptaszczyzny. Wielko$¢ kata
kulistego nie zalezy od dtugosci ramion, bo te wyo-
brazamy przedtuzone do przeciecia sie;—za przecie-
ciem sie powierzchnia kuli zawarta miedzy przedtu-
zeniami ramion, nie nalezy do kata, podobnie jak ka-
ty wierzchotkiem przeciwlegte sg odclzielnemi kata-
mi. Punkt przeciecia sie potokregéw zowie sie wierz-
chotkiem kata kulistego, a potokregi ramionami-
kat kulisty zowie sie prostym, ostrym lub rozwartym,
podtug tego jakim jest odpowiedni kat ptaski zawar-
ty miedzy stycznemi do jego ramion Z wihasnosci
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katéw pt._wynika ze summa kagtow kulistych przyle-
gtych réwna sie Il, a katy wierzchotkiem przeciwle-
gte sa sobie rowne.

e % :
C) Trdjkaty i wielokat kulisty.

409. Pow. kuli (fig. 310) przecietej dwoma pl.
BDAC i BFAE dzieli sie na cztery dwukaty czyli ka-
ty kuliste (406), jesli ja przetniemy pt. trzecig prze-
chodzgcg przez Srodek G, i przecinajgcg pi¢rwsze
dwie pt., to kazdy kat podzieli sie na dwie czesci, a
zatem powierzchnia kuli podzieli sie na oSm czesci
zwanych trojkgtami kutistemi. Trojkat wiec kulisty
jest czeScig powierzchni kuli, zawarta miedzy lukami
kot wielkich, z ktérych dwa po sobie nastepujace ma-
ja konce wspolne; luki zawierajgce trdjkat kulisty
zowig sie jego bokami,— ich przeciecia sie wierzchot-
kami,— a pcw. kuli zawarta miedzy bokami, zowie
sie katem trojkata kulistego. Kat troj scienny (fig. 313)
DABC zawarty miedzy pl. bokéw tréjkata kulistego
ABC, zowie sie katem brytowym odpowiednim tréj-
katowi,— buki AB, BC i AC tréjkata sa lukami odpo*
wiedniemi katéw pl. Ai)B, BBC i ABC kata troj-
sciennego, za$ katy trojkata sg odpowiednie katom
dwusciennym kata trdjsciennego DABC,—przeto dwa
trojkaty ABC i abc kuli lub kul réwnych majace katy
trojscienne DABC i dabe réwne, majg boki i katy od-
powiednie réwne, a nawet przystajg do siebie po
przystaniu katéw troéjsciennych im odpowiednich.

Solid. Ksiega 11. 13



98

Wielokatem kulistym zowie sie czes¢ pow. kuli za-
warta miedzy ilukolwiek lukami kot wielkich, z kté-
rych dwa po sobie idgce majg konce wspolne; od licz-
by katoéw, wiel. kulisty zowie sie czworokgtem, piecio-
katem i t d. Trojkat lub wielokat kulisty majgce ka-
ty i boki réwne w przeciwnym porzadku, zowig sie
symetrycznemi, przeto i katy brytowe im odpowie-
dnie sg takze symetryczne. Jezeli z wierzchotka tréj-
kata lub wielok. kulistego w odlegtosci 90" zakresli-
my tuki, to utworzy sie trojkat lub wielokat biegu-
nowy z danym. Katy brytowe odpowiednie trdjka-
tom lub wiel. biegunowym, sg biegunowemi kagtow
brytowych odpowiednich danym tréjkatom lub wie-
lokgtom, gdyz (fig. 314) dla tréjkata ABC nakresli-
wszy tréjkat biegunowy abc i odpowiedni mu kat
trojscienny Sabc, krawedz Sc jest prostopadig do
pt. ASB, gdyz katy ASc i BSc jako majace za miare
tuki 90" (punkt ¢ od A i B lezy w odlegtosci 90")
sg proste,—podobnie i krawedz Sb jest prostopadig
do sciany ASC, Sa do BSC.

411. Katy pt. kata brytowego odpowiedniego
trojkatowi lub wiel. kulistemu, sg taka czescig pta-
szczyzny, jaka czeScig okregu kota sa boki tych
figur; katy za$ trojkata lub wielokgta sa takg cze-
Scig powierzchni kuli jaka katy dwus$. sg catej prze-
strzeni, przytém trojkaty i wielokaty kuliste przysta-
ja do siebie, gdy odpowiednie im katy brytowe przy-
stajg do siebie, przeto: 1) W tréjkacie kulistym sum-
ma dwoch bokow jest wieksza od trzeciego (355); 2)
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w wid. kulistym summa bokoéw jest mniejsza od okre-
gu kota, a bok trojkata, a tem samem wiel. jest mniej-
szy od potokregu kola, ho gdyby byt réwny to z sum-
mg innych bokoéw od niego wieksza, czynitby wiecej
od okregu kota; 3) w tréj. kulistym summa katoéw jest
mniejsza od trzy razy wzietej pétkuli, a wieksza od
potkuli, w wielokacie zas, jako dzielgcym sig, przez
okregi kot wielkich poprowadzonych z jednego wie-
rzchotka do innych, na tyle tréjkatéw ile ma bokdéw
mnidj dwa,— summa katéw zawiera sie miedzy po-
przedzajgcemi wielkosciami tyle razy wzielemi, ile
wielokat ma bokéw mniej dwa (357. Wn.); 4) wtroj-
kaeie kulist. na przeciw bokéw réwnych lezg i katy
réwne, na przeciw boku wiekszego Lzy i kat wie-
kszy, i nawzajem (35SJ; 5) trojkaty kuliste sg ro-
wne, czyli maja boki i katy odpowiednio réwne, gdy
maja réwne: a) dwa boki i kat zawarty (859), b)
trzy boki {360), c) po dwa boki i kacie niezawar-
tym, a dwa inne katy przeciwlegte bokom réwnym,
oba ostre lub rozwarte (301); d) po boku i dwa ka-
ty przy nim lezgce (302), po boku i dwa katy nie
przy nim lezgce, lecz dwa inne boki przeciwlegte ka-
tom réwnym oba ostre lub rozwarte (363), f) po trzy
katy (364). 5) Wielokaty kuliste sktadajace sie z ro-
wnej liczby trdjkatéw rownych i jednakowo potozo-
nych sa sobie rowne (364. Uw. 3).

412. Tw. tuk JLK kola'wielkiego kuli wyraza
najkrotszg odlegto$¢ na powierzchni kuli miedzy dwo-
ma punktami J, K (fig. 30S).



Jesli przez punkta J, K poprowadzimy kolo wiel-
kie JLK i mate JMK, pt. tych kél przetng sie po linii
JK bedacej ich wspélng cieciwg; obracajac pi. kota
matego okoto wspoélnej cieciwy JK, gdy potozymy
ja na pt. kota wielkiego, otrzymamy dwa kota prze-
cinajace sie i tuk JIM'K kota matego (zt6j strony $rod-
ka kuli, z ktdrej lezy cieciwa JK) obejmuje tuk kota
wielkiego JLK i dla podobnej przyczyny jak linie ta-
mane, jest od niego wiekszy; przeto tuk kota mate-
go nie moze wyraza¢ najkrotszej odlegtosci punktow
Ji K

Linia krzywa poprowadzona od punktu J do K na
pow. kuli, jest dtuzszg od luku JLK kota wielkiego
kuli; gdyz przez punkta po sobie idace tej krzywej
poprowadziwszy Juki k6t wielkich, summa ich jest
wieksza od tuku JLK, dla podobnej przyczyny jak li-
nig tamana obejmujgca jest wieksza od objetéj,—
gdyz summa dwdch bokoéw trojkata kulistego jest
wieksza od boku trzeciego.— A zalém tuk kola wici.
JLK, jako najkrotszy ze wszystkich linii poprowadzo-
nych na pow. kuli miedzy dwoma punktami, wyraza
ich najkrotsza odlegtosé.

413. Tw. tuki odpowiednie kg, ed, ki hutom troj-
kata kulistego ABC z bokami przcciwleglemi bojkata
biegunowego czynig 1SOQ i nawzajem (lig. 314).

tuk bc jest zakreSlony na pow. kuli z punktu A
w odlegtosci 90°, podobnie tuk ac z punktu B w od-
legtosci 90°, przeto punkt ich przeciecia sie e jest
oddalony od punktu AiB o 90", rzelo i od wszy-
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slkich punktéw okregu dABh, a zatem punkt ¢ jest
biegunem boku Aii; i luki ch i cd zawierajg 90°;—dla
podobnej przyczyny i punkt b jest biegunem boku
AC i luki bg i bk zawierajg po 90', punkt a jest bie-
gunem boku BC i tuki ai i ae zawierajg po 90°. Troj-
katy wiec ABC i abc sg wzajemnie biegunowe a za-
tem potrzeba tylko dowie$¢, ze luki odpowiednie ka-
tom tréjkata ABC z bokami przeciwiegtemi trojkata
abc spetniajg sie do 180°. tuk hc=90° dodawszy
do niego luk bh, otrzymamy bok bc tréjkata biegu-
nowego abc, t j. bc=90°+ bh, dodajagc za$ z obu
stron po luku hg odpowiednio) katowi A, mamy:
bc+hg=9 0 ° bh+hg, lecz bh+ hg=90° przeto bc
+hg= 90 0dIHSO0— podobnie dowiedliby$smy
ze iac+de=180° ab+ki=.90.

Uw. Wiasnos¢ la jest odpowiedniag whasnosci ka-
téw trojsciennych (354).

414. Tw. Trojkaty kuliste symetryczne sa jedna-
kowa czescig powierzchni kuli czyli sa sobie réwne
(fig. 315).

Kota mate przechodzace przez wierzchotki tréojka-
téw ABC i abc sa réwnolegle, gdyz linie SA, SB, SC,
Sa, Sh, Sc sg sobie réwne (348. Wn. 2), poprowa-
dziwszy wiec ze Srodka kuli S linie prostopadtg po
pl. tych okregéw, ona przetnie powierzchnie kuli
w punktach 1) i d bedacych biegunami tych kot ma-
tych (402. Wn.). Poprowadziwszy przez bicgiTny 1)
i d i wierzchotki trojkatow kola wielkie, trojkaty sy-
melr. podzielg sie na tréjkaty réwnoramienne, gdyz
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katy pt. T)SA i OS5 sa sobie réwne jako utworzone
przez pochyle SA i SB réwno oddalone od spodka
linii SI) prostopadiej do pt. kota matego ABC (318.
Wn. 2), przeto ituki im odpowiednie I)A i I)B sg so-
bie réwne; tréjkaty wiec ABJ) iabd sg sobie réwne,
jako majace po trzy boki réwne w tym samym po-
rzadku (411,4, 6): AB—ab jako odpowiednie katom
wierzchotkiem przeciwlegtym, \ iad-
AD=BI),—podobnie tréjkat D!I>C- dbc i DAC—dac.
Troéjkaty wiec kuliste ABC i abc sg sobie réwne jako
ztozone z trojkatéow réwnoramiennych réwnych.

415. Tw. Powierzchnia tréjkata kulistego, réwna
sie potowie, summy powierzchni sidyeh katom zmniej-
szonej katem prostym kulistym. (fig. 310).

W tréjkacie kulistym EAC kat A= EAC-j-EBO,
kat C—ECA-f-EDA i kat E=rAEC<}=AFC, gdyz okre-
gi kot wielkich zawierajgcych ten kat przecinaja sie
w koncach s$rednicy EF. Dodajgc te ilosci roéwne,
otrzymamy; katy kuliste A-~-C-f-E~AEAC-f-EBC-j-
ECA-f-EDA-fpAEC-f-AFC. Zamiast EA('-f-EBC bio-
rac BEACB, zamiast KDA-J-AFC czyli EI)A-}-DFB,
gdyz trdjkaty Ai C i EDB majace wierzchotki A z B,
1zE i Cz%1 naprzeciwnych koncach $rednic ja-
ko symetryczne sa sobie rowne (413),— biorgc kat
kulisty AEBDA otrzymamy: kat kulisty BEACB-f-
AEBDA-f-i trojkaty AEC—katom "kulisi. A -j-C-f-D,
lecz katy przylegle BEACB j AELDA sktadajace pot-
kuli,"réwnajg sie dwém katom prostym kulistym,
przeto: 2 kat. pros. kuli-j-2 tr6j AEGmtrzem ka-
tom tréjkata kulistego: —a zatéin dwa razy wziety
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tréjkat kulisty, réwna-sie trzem swoim katom zmniej-
szonym dwoma katami prostemi, czyli trojkat kulisty
rowna sie potowie trzech swoich katéw zmniejszo-
nych katem prostym kulistym.

fl'h. Wielokat kulisty sktada sie z tylu tréjkatow
kulistych ile ma katéw, mniej dwa, i katy tych tréj-
katow sktadajg katy wielokata, przeto powierzchnia
wielokgta kulistego réwna sie potowie summy jego
katéw zmniejszonej tylu katami prostemi, de wielo-
kat ma katéow, nmiej dwa.

41(5. Tw. Miara kata brytowego jest odpowiedni
mu wielokat kulisty.

Kat wieloscienny réwna sie potowie summy swych
katow dwusciennych zmniejszonej tylu katami dwu-
sciennemi prostemi, ile ma $cian, mniej dwie (36(5.
Wn. 4); przeto kat wieloscienny jest taka czescig
przestrzeni, jaka czescig jest przestrzeni summa je-
go katéw dwusciennych, zmniejszona tylu katami pro-
stemi ile mascian, mniej dwie, albo jaka jest czescig
ptaszczyzny summa katéw odpowiednich katom dwu-
Sciennym, ktdre sgzarazem odpow iednie katow kuli-
stym wielokata, odpowiedniego katowi brytowemu
(408.Wn. 1i40t>), a ze wielokat kulisty jest takg cze-
Scig pow. kuli, jaka jej czescig jest summa jego katéw
kulistych zmniejszona tylu katami prostemi ile jest
bokéw, mniej dwa, albo jakg czeScig ptaszczyzny jest
summa katéw plas. odpowiednich katom kulistym,
zmniejszona tylu katami prostemi, ile ma wielokat
bokéw mniej dwa, przeto wielokat kulisty jest taka
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czesciag kuli, jaka kat brytowy jemu odpowiedni jest
czescig przestrzeni, a przeto aby wiedzie¢ jaka cze-
scig kat brylowy jest przestrzeni, potrzeba sie do-
wiedzie¢ jaka czescig pow. kuli jest odpowiedni mu
wielokat kulisty, czyli potrzeba zmierzy¢ ten wielo-
kat i nawzajem; a przeto kat brytowy ma za miare
odpowiedni mu wielokat kulisty.

D) Obrachowanie powierzchni kuli.

417. Powierzchnia utworzona obrotem potowy
symetrycznej A11CDEF wielokagta- forem, parzystego
okoto osi AF, réwna sie iloczynowi z okregu kota
wpisanego w ten wielokat, przez os taczaca przeciw*
legte wierzchotki (fig. 316).

Z wierzchotkéw 13 C, D, E potowy wielokagta po-
prowadziwszy linie prostopadie na o$ obrotu AF, li-
nie te w czasie obrotu nieprzeslang by¢ prostopadle,
a tém samem leze¢ beda na jednej pt. (317. Wn. 2)
ograniczonej okregiem kola, majacego za promien
pmstopadte. Powierzchnia wiec utworzona obro-
tem potowy A13CDEF wielokata okoto osi AF, skia-
da sie z powierzchni oslrokregu prostego majacego,
za wysokos¢ Aa, a za promien podstawy 13/7,— po-
wierzchni kloca oslrokregowego prostego, majace-
go, majacego za wysokos$¢ ab a za promienie pod-
staw 13t i Cb;— powierzchni walca prostego majgce-
go za wysokos¢ be, a za promien podstawy Dc i t.d.
a zatem poprowadziwszy ze $rodkéw bokéw linie
prostopadie na 0$ i nazwaws-zy pow. bryly utworzo-
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néj obrotem potowy ABCDEF wielokata przez P, ma-
my: P=2SIBzz. LA4 2 IIM¢.CB+21 !ON.DC-f211Wg.
DE-f-2HHEd. PF— 2[](B«. LA+M¢. CB+ON.DC+
Wg.DE-j-Ef/.PF). Trojkaty BA« i OAL prostokatne
majace kat A wspolny, majg boki proporeyonalne,
Ba:Aa=OL:LA a ztad Ba.LA— OL.Aa, podobnie
E¢/.PF=0OP.F</; — trojkaty CB/a i OMe majace boki
prostopadle dajg CB:BA= MO : Mtf, to M~.BC =
MO. B”, podobnie Wg. DE— WO. BE/f. Wstawiwszy
wynalezione wartosci, otrzymamy* P— 211(OL.Aa
-f OM.B/z-f-ON. CD-f-OW. E/f+OP. Fd); w tej war-
tosci OL, OM, ON, OW, OP sg promieniami kota
wpisanego w wielokat, ktory oznaczywszy przez r,
i jako wspélny czynnik wynoszac za nawias, otrzy-
mamy: P=n2Br(Aa-[-BA-(-CD-f-/tE-[-F</); lecz BA=
ab, CD—be, E/f—cd zas Aa-"~db~3bc—j-ed~jmtl— Al
przeto P=n»*AF.

Wn. Podobnie pow. utworzona przez obrét czesci
BCDE po6t wielokgta for. réwna sie okregowi kota
wpisanego przez czesé¢ osi ad, zawartg miedzy pro-
stopadtemi, wyprowadzonemi z koncow téj czesci na
08, sym. taczaca wierzchotki potwielokata.

418. Tu). Powierzchnia buli réwna sie iloczyno-
wi z okregu kota wielkiego kuli, przez $rednice (fig.
316).

I szy Sposdb. Powierzchnia utworzona przez obcot
pétwielokata okoto osi symetryi AF, taczacej wierz-
chotki wielokata, tom jest wieksza, im liczba bokdw
wiel. parzystego jest wieksza, dla tego ze 0§ syme-
tryi AF pozostaje ta sama a promien kola czyli pro

Solid. Ksiega Il. 14
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stopadta do boku powieksza sie z powiekszaniem sie
liczby bokéw, gdyz cieciwa mniejsza bardziej jest
oddalona od $rodka kota; a zatem powierzchnia u-
tworzona przez obrot potowy wiel. for parzyst., jest
mniejsza od powierzchni utworzonej przez pétkol opi-
sany na tymwielokgce, dla tego ze powierzchnia ta nie
moze by¢ ani réwnia, ani wiekszg od pow. utworzonej
przez potokreg; w pierwszym bowiem razie jesliby po-
wierzchnia utworzona przez obrot wiel. ABCEF, byta
réwna, to utworzona przez obrot wielokata o podwdj-
nej liczbie bokdw, bytaby mniejszg od pow. utworzonej
przez okreg i tem mniejsza, im wielokat bardziej zbli-
zatby sie do kota, a ta powierzchnia do pow. koli, co by¢
nie moze,—w drugim razie jesliby powier. utworzona
przez obrot wiel. ABCDEF byta wieksza od pow. kuli,
to utworzona przez obrot wielokata o dw#é razy wie-
kszéj liczbie bokow, jako mniejsza od pow\ utworzo-
nej przez poprzedzajacy wiel. mniejby sie roznita od
kuli pow. iz czasem stataby sie jej rowna,— co podtug
pierwszego przypuszczenia miejsca mie¢ nie moze.—
Ztad wynika,ze powierzchnia utworzona obrotem pét-
wiek for. tém bardziej zbliza sie do pow. kuli utwor,
obrotem pétkola opisanego nawielokacie, im len wiek
bardzi¢j sie zbliza do okregu kota. A ze przy obra-
chowaniu wielkosci potokregu kota, z powodu jego
niewspotmiernosci z promieniem, zamiast jego wiel-
kosci bierzemy wielkos¢ wielok. wpis., do tylu cyfr
dziesietnych do ilu liczba wyrazajaca tg wielko$¢ nie
rozni sie od liczby wyrazajacej wielkos¢ obw. wiek
opis. o t¢j samej liczbie bokéw,— dowiedliby$Smy zas,
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ze pow. utworzone przez obroty potwiel. i kota co do
wielkosci majg te whasnosé wielokat i koto,— przeto
biorgc za pdtokregu kota pdét obw. wiel. wpis. o tylu
bokach ile $cisto$¢ rachunku wymaga, bierzemy za-
razem zamiast pow. kuli, powier. utworzona przez
ten wielokat ktéra réwna sie okregowi przez potowe
Srednicy.

2o Spos6b. W obrachowaniu wielkosci pétokregu
kota, zamiast potokregu bralismy poétwielokgta wpis.
w koto o tylu bokach ile wymagata scisto$¢ rachun-
ku; a zatem zamiast potokregu kota tworzacego po-
wierzchnie kuli biorgc potwielokata wpis. o wielkicj
liczbie bokéw, otrzymamy z tem samem przyblize-
niem z jakiem jest ten wiel. do kota, powierzchnie
kuli, ktéra réwna sie, tak jak pow. obrotowa wielo-
kata, Srednicy przez okreg kota wpis. w wielokat,
czyli przez okreg kota tej samej Srednicy, gdyz licze-
bna wielko$¢ okregu wpis. do zadanej liczby cyfr
dziesietnych, nie rozni sie tak od okregu opis. jako i
wpis. w ten wielokat (2G6).

WrL. 1. Powierzchnia kuli réwna sie wiec 2n?")(
2/—411;'2 aze powierzchnia kota =11rg przeto pow.
kuli réwna sie pow. czterech kol wielkich.

Wn. 2. To co powiedzieliSmy o pow. utworzoncj
przez obrot potowy wielokgta, Scigga sie i do pow.
utworzonej przez czes¢ wielokata, gdyz w ilu cyfrach
dziesietnych okreg nie rézni sie od obwodu wielok.
opisanego, w tyluz cyfrach nie rdéznig sie i jednakowe
ich czesci, a przeto powierzchnia odcinka, czyli cze-
Sci powierzchni odcietej kotem, réwna sie okregowi
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kuli przez jego wysokos¢, powierzchnia odcinka o
dwoéch podstawach, czyli czesci pow. koli zawartej
miedzy dwoma kotami réwnoleglemi, réwna sie okre-
gowi kola wielkiego kuli przez wysokos¢.

Wn. 3. Powierzchnia tasmy, dwukata czyli kata
kulistego, réwna sie takiej czesci powierzchni kuli,
jaka czescig okregu kota jest luk odpowiedni katowi,
przeto jesli luk ma a° to 300°: ap— 41Ir2 x a ztad

4Ur2a°
360°

Wn. A Powierzchnia trdjkata kulistego jest taka
czesciag powierzchni kuli,jaka czescig okregu kolajest
summa lukéw odpowiednich jego katom zmniejszo-
na polokregiem,— przeto oznaczywszy luki odpowie-
dnie katom przez a\ b{, c°, mamy 360° :

411r Aa’+ £5°+c°— 180°
: 360-

Wn. 5. Powierzchnia wiek kulistego, jest lakg
czescig powierzchni kuli jakg summa jego katow
zmniejszona tylu pélokregami, ile wielokat ma bokdéw'
mniej dwra, jest okregu kota; przeto oznaczywszy
n katdéw wielokata przez a", 1)°, cn dn.. mamy: 360"

— [?i—2)1S0(—41Jr2 x, ztad x=i
4nrAa°+i°-»-c0+rf0+... ¢i- 2)180°)
360°

C— 1800"=4rir2 x, a ztad x:

ROZDZIAL IV
Powierzchnie krzywe z krzywemi.

119. Tw. Powierzchnie dwdch icalcéw, majgcych
osie réwnolegle, przecinajg sie po dwdéch prostych
tworzacych.
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Przez punkt wspélny dla tych dwéch powierzchni
poprowadziwszy dwie pt. réwnolegle do ich podstaw,
one przetng powierzchnie po okregach réwnych pod-
stawom; okregi te jesli lezg na jednej pt., jako majace
punkt wspolny przecinajg sie w dwdch punktach,
przez ktére poprowadzone linie proste réwnolegle
do osi, sg wspélnemi tworzacemi powierzchnie wal-
cow, a przeto sg ich wspdlnem przecieciem sie, kto-
rych to przecie¢ jest tylko dwa dlatego, ze okregi
przecinaja sie tylko w dwéch punktach,—jesli okregi
przecie¢ nie lezg na jednej pt., to pt. ich przecinaja
sie po linii przechodzacej przez punkt okregdw, a za-
tem okregi i w tym razie maja tylko dwa punkta wspél-
ne, a tem samem pow. walcéw dwie proste tworzace.

wn. 1 Jesli pow. jednego walca obracaé¢ bedzie-
my okoto linii prostej wspdlnej tworzacej, to druga
bedzie sie do niej zblizata, nie przestajac byé réwno-
leglg, a gdy zleje sie z nig, pow. walcéw stang sie sty-
cznemi, a zatem ducie powierzchnie walcéw majgcych
osie réwnolegle sa styczne, gdy maja jedna prosta
tworzaca wspdlng. Jedli powierzchnie styczne dwdch
walcow prostych majacych osie réwnolegte, obracajg
sie okoto osi, to one w czasie obrotu nie przestajg
by¢ stycznemi, podobnie jak okregi ich podstaw le-
zace na pt. prostopadtej do osi. Jezeli przez punkt
dotkniecia sie podstaw, lub okregéw do nich réwno-
legtych przechodzacych przez punkt wspélny, popro-
wadzimy linie prostg, wspolng ich styczna, to pt. prze-
chodzaca przez styczng i wspolng tworzaca, jest pt.
wspolng styczna pow. walcowych.
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Wn. 2. Podobnie dowie$é mozna, ze dwa ostrokr.
majace wierzchotek wspdélny, przecinajg sie po dwdch
liniach prostych tworzacych, i w tym razie majac je-
dng tylko tworzacg wspdlng sa stycznemi; wspolna
ich pt. styczna przechodzi przez linie prosta wspélng
styczng ich podstaw i wspdlng tworzacg. Dwa ostro-
kregi proste styczne po linii prostej tworzacej obra-
cajgc sie okoto osi nieprzestajg by¢ stycznemi, dla
tego ze i okregi ich podstaw w czasie obrotu okoto
osi sg styczne.

Wn. 3. Pow. walca sg styczne, gdy maja jedng
tworzacag wspélng, t j. gdy maja wspdlng styczng
ptaszczyzne.

Wn. 4. Pow.walcowe niemajgce osi réwnolegtych
jako i ostrokregowe niemajace wierzchotkéw wspél-
nych moga by¢ styczne tylko w jednym punkcie, lecz
ten przypadek nie przedstawia szczegélnych wiasno «
Sci i jest przejsciem do przecinania sie tych powie-
rzchni po liniach nie nalezgcych do Jeom. Eleni.

420. Tw. Powierzchnie walca i ostrohregu pro-
stegoi, majace 0$ wspoélng, przecinaja sie po hole
(fig 317). °

Przez punkt A wspdélny dla powierzchni walca i
ostrokregu, poprowadziwszy pt. prost. do osi Sl),
ona jako réwnolegta do pt. podstaw przetnie tak je-
dna jaka i drugg pow. po kole wspo6lnem, gdyz oba
te kota lezgc na pt. prostopadtej do osi w punkcie D,
maja $rodek D i promien AD wspolny.
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421. Tw. Powierzchnia walca prostego, majace-
go os$ przechodzgcg przez $rodek kuli, przecina pow.
kuli po kole. .y ModuKsi =

Poprowadziwszy przez punkt wspélny tych pow.
pt. prostopadtg do osi walca, pt. ta przecina tak je-
dng jak i druga po kole, ktérego Srodkiem jest prze-
ciecie sie pt. z osig, kota te sa sobie réwne, jako ma-
jace rowne promienie, a zatem sg jednem tylko kotem,
gdyz trzy warunki; punkt wspolny, Srodek i prosto-
padtos¢ pt. kota do osi walca, zupetnie oznaczajg
koto.

Wn. 1. Jesli promien walca prostego bedzie sie
powiekszat, to dwa okregi przeciecia sie z kulg beda
sie takze powigkszaty, a temsamem jako wieksze. be-
da blizej lezaty Srodka kuli,—tak ze gdy promien wal-
ca stanie sie rowny promieniowi kuli, okregi te, zlejg
sie w jeden okreg kota wielkiego, prostopadiego do
osi walca i walec bedzie styczny, tak ze w tym przy-
padku stycznos$¢ walca jest przejsciem od przecina-
nia sie do nieprzeeinania sie.

Wn. 2. Podobnie dowie$¢ mozna ze pow. ostro-
kregu prostego, ktérego o$ przechodzi przez $rodek
kuli, przecina te powierzchnie po dwdch kolach, tak
ze proste tworzace ostrokregu sg siecznemi do kot
poludnikowyh, wzgledem punktéw przeciecia sie osi
ostrokregu z pow. kuli. Jesli z punktu wzietego za
kulg, poprowadzimy linie przechodzacg przez o$ kuli,
i linie styczng do potudnika kuli przechodzacego przez
bieguny utworzone przez te oS, to ona jest tworza-
€g pow. ostr. prostego stycznego do powierzchni kuli,
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gdyz. potkole tego potudnika obracane z linig styczng
okoto osi, utworzy kule, a punkt dotkniecia sie koto
rownoleznikowe, bedace podstawg ostrokregu.

Uw. 1 Potozenie wzajemne kul, jako utworzo-
nych obrotem potkola, oznacza sie temi samemi wa-
runkami co i potozenie kot.

Uw. 2. Walce proste majgce osie wspdélne, sg ro-
wnolegte, dla tej samej przyczyny co i kola ich pod-
staw.

Uw. 3. Ostrokregi proste majace osie na jednej
linii prostej a wierzchotki, nie wspdlne, albo sie prze-
cinajg po kole, albo sg réwnolegle, podtug tego czy
dwie proste ich tworzace sg przecinajace sie lub ré-
wnolegte, gdyz proste tworzace czynig z osig katy
réwne.

422. Zt. Whasnosci potgczen pow. krzywych majg
obszerne zastosowanie w konstrukcyi maszyn i tak:
walce styczne po prostej, w maszynach do walcowa-
nia, ostrokregi styczne po prostej w zamianie ruchu
okoto jednej osi na ruch okoto innej nie prostopadtej
i nieréwnolegtej. Ostrokregi przecinajgce sie po ko-
le, w konstrukcyi mtynéw, w wyrabianiu zatyczek
i t p. kule styczne do walca przy kalibrowaniu i t.d.

KONIEC CZESCI PIERWSZEJ.
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Wiasnosci  bryt.

ROZDZIAL L
R6wnosc¢.
$ 1. Przystawanie.

423. W czesci pierwszej uwazaliSmy tworzenie
sie bryt gtéwnych przy potaczeniu powierzchni ogra-
niczajacych przestrzenn i z whasnosci tych potaczen
wynikly wihasnosci ograniczen bryt, plaszczyzn je
przecinajacych, co nastepnie podato sposéb obracho-
wywania powierzchni bryt. W czesci drugiej uwazaé
bedziemy wihasnosci samychze bryt, ktéro sa ksztat-
tem i wielko$cig w jedni, a przeto uwaza¢ bedziemy
warunki przy ktérych bryty sa: a) réwne t j. maja
ksztatt i wielko$¢ jednakowa; b) podobne t j. majg
tylko ksztalt jednakowy; c¢) réwnowazne t j. majg
wielkos¢ jednakowa; lecz ze jednakowa wielkos$¢ jest

Solid. H>Naa ll. la
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tylko szczegélnym przypadkiem stosunku wielkosci,
przeto przechodzac od szczeg6tu do og6tu, uwazaé
bedziemy tgcznie stosunek wielkos$ci bryt, z ktoérego
wynika spos6b obrachowania wielkosci bryt, biorac
jedna z nich za jednos¢ i wskazujac stosunek jej do
innych, d) Nareszcie zalezno$¢ wielkosci od ksztattu
bryt czyli jakiego ksztattu bryty przy réwnym ogra-
niczeniu majg wielko$¢ najwiekszg lub w brylach je-
dnakowej wielkosci jaki ksztatt daje najmniejsze ogra-
niczenie.

424. Bryty réwne, jak powiedzielisSmy, sa te ktd-
re majg wielkos¢ i ksztatt jednakowy, takiemi sg albo
a) przystajace, ktére witozone jedna w druga zlewajag
sie, czyli przystajg we wszystkich punktach, t j. ich
ograniczenia przystajg do siebie,—albo b) symetrycz-
ne, jakiemi sg dwie rece, lub dwie rekawiczki, czesci
odpowiednie maszyn, statkéw wodnych, budowli it.p.

425. Przystawanie bryt ptaskosciennych uskute-
Cznia sie przenoszeniem jednej na druga, S$ciany ich
bowiem, jako wielokaty przystaja gdy sa sobie ro-
wne; plaszczyzny Scian przystajg gdy katy dwuscien-
ne sg rowne, krawedzie przystaja gdy katy brylowe
sg rowne, wierzchotki katéw przystaja gdy krawe-
dzie sg sobie réwne. Lecz przenoszenie bryt niepta-
skoscicnnych nie moze uskuteczni¢ sie podtug powyz-
szych zasad, przeto jak w planimetryi przy przeno-
szeniu figur ptaskich braliSmy linie gtéwne odpowie-
dnie, wynikajace z whasnosci samychze figur (240),
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i inne czynigce z nimi katy rowne,—tak w Solidome-
tryi w dwdch danych brytach o przenoszenia bierze-
my po dwie linie gtéwne odpowiednie z whasnosci
bryt, a inne wyznaczajace z nimi katy trojscienne,
rownie: w og6lnosci w dwdch brytach, linie wyzna-
czajace z dwoma Uniami odpowiedniemi tych bryt,
Irafy tréjScienne réwne, zowig sie nachylonemi od-
powiedniemi bryt, za$ wierzchotek katéw tréjscien-
nych punktem nachylenia. Gtéwne linie odpowie-
dnie bryt sa: krawedzie dwdch $cian réwnych —
linie taczace wierzchotki katéw réwnych — linie od-
powiednie scian réwnych, wysokosci w ostrostupach,
osie w walcach, ostrokregach i t. p. Nachylone od-
powiednie przecinajac sie z ograniczeniami bryty lub
z sobg, dajg punkta odpowiednie. Brylami przystaja-
cemi moga by¢ tylko bryly tego samego nazwiska:
graniastostupy trojkatne, czworokatne i t d.— ostro-
stupy, walce, ostrokregi i kloce tych bryt i t p. gdyz
takie tylko bryty pod wzgledem ksztattu maja jedna-
kowag gtdwng wiasnosé, a tém samem i odpowiednie
gtdwne linie.

426. Ta\ gt. Gdy nachylone odpowiednie sg sobie
réwne, to i oddalenia odpowiednich punktéw saje-
dnakowe (fig. 3 18).

Zak. ClI) m cd, CAm-.ca, CE—re,... Tw.

AE= ae, EF— ef,... Oddafenia odpowiednich pun-
ktow DA, da; AE, ar; EF, ef,.. sa sobie réwne, jako
boki tréjkatow DAC, dac; AEC,aec; EFC, efc,... ma-
jacych z zatozenia po dwa boki i po kacie Ci ¢ za-
wartym miedzy tcmi bokami réwnym.
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Wn. Katy zawarte miedzy liniami lagczagcemi ode
powiednie punkta sg sobie rowne, jako katy trdjka-
tow majacych po trzy b*ki réwne.

427. Tw. od. Gdy oddalenia odpowiednich pun-
htow C, D, A, E, F... icid, a, e, f.... sg jednakowe,
to linie taczace te punktu z ktérymkolwiek z nich Gii
¢ lub z punktem jednakowo oddalonym od trzech pun-
ktow odpowiednich,—sg nachylone odpowiednie (fig.
318).

1° W brytach CDABEFKGH i cdabefkgh linie ta-
czace punkta odpowiednie Giez innemi odpowie-
dniemi punktami z zatozenia sg sobie réwne, i zawie-
rajg katy rowne (426. Wn.) przeto sa nachylone od-
powiednie (425) apunkta C i C punktami nachylenia.

2° W brytach DABEFGK i dabefgk biorgc punkta
G i Cjednakowo oddalone od trzech punktéw odpo-
wiednich D, A, B i d, a, b,— t j. biore punkt C do-
wolny i na tréjkacie dab ustawiam trojkaty rowne
trojkatom D\C, ABG i DBC tak, aby po dwa mialy
wspoélng krawedz, wierzchotki ich tak jak w ostrostu-
pie CDAB zejdg sie w jednym punkcie C odpowie-
dnim punktowi C:—1#acze je z odpowiedniemi punkta-
mi bryt liniami CD, GA, GB, GE,,., cd, ca, cb, ce,... i
mam dowies¢ ze linie te sg nachylone a odpowiednie,
za$ punkta C i ¢ punktami nachylenia. Linie Gl), CA,
(41 i cd, ca, cb z wykreslenia sg nachylone odpowie-
dnie. Katy trojscienne DKAC i deac majace kat EDA
—eda jako zawarte miedzy liniami tgaczacemi odpo-
wiednie punkta—kat ADC~adc jako katy trojkatow
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CDA i cda zwykreslenia rownych— i katy dwuscienne
zawarte miedzy pt. EDA, ADC i edn, ode réwne jako
summy katéw dwusc. EDAB—edab w katach tréjsc.
Di',AB i deab i BADC— badc w katach trojsc. DABC
i dabc, majacych po trzy katy pl. rowne— majg kat
CDE=cde, a tem samem tréjkaty EDC i edc majace
po dwa boki i po kacie miedzy nimi zawartym ré*
wnym, maja bok EC~ec i kat KCD=ecd, kat zas§ ECA
—.ecn jako lezace w tréjkgtach majacych po trzy boki
rowne: CA=ca z wykres$lenia, CE—ce z poprzedza-
jacego dowodzenia i AE—ae jako linie taczace od-
powiednie punkla, przeto linie CE i ce sa nachylone
odpowiednie réwne. Linie CF i cf sg nachylone od-
powiednie; gdyz trojkaty CEK i cef majgce bok CE
—ce, EF=cf jako linie tgczace odpowiednie pun-
kta, i kat miedzy nimi Zawarty CEK—cef jako mie-
dzy liniami odpowiedniemi, maja bok FC—fc i kat
FCE=fcey—kat zas FCA—fen jako lezace w trojka-
tach majacych po trzy boki réwne it d.

42S. Tw. gl. Gdy nachylone odpowiednie sg sobie
réirne bryty przystaja do siebie i nawzajem (fig.318 )

Przenosze bryle dg na DG tak aby punkt nachyle-
nia ¢ padt na punkt nachylenia C, nachylona cd pa-
dita na nachylong CIl), to wtedy nachylona ca padnie
na nachylong CA dla réwnosci katéw dca i f)C\,—
nachylona cc padnie na nachylong CE dla réwnosci
katow trojsciennych cdte i CDAK,—cf padnie na CF
dla réwnosci katéw trojsciennych caef i CAEF i t d.j
a ze one sg réwne, przeto konce ich przystajg do siebie.
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/ nawzajem’ po przystaniu bryt dg i DG gdy z ja-
kiegokolwiek punktu poprowadzimy linie nachylone
do punktéw bryt, one sg wspdélne dla ich obu, a prze-
to i po oddzieleniu bryt one nie przestana by¢ réwne
i czyni¢ z sobg katéw réwnych.

Wn. |. Bryly sktadajace sie z rownej liczby ostro-
stupow trdjkatnych réwnych jednakowo potozonych,
i majacych wierzchotek wspdélny sa sobie réwne i
nawzajem.

Uw. I. Dowiedlismy, ze gdy nachyl, odpowiednie
sg roéwne, bryly sg sobie réwne, i majg oddalenie od-
powiednich punktéw jednakowe (12G), i nawzajem;
przeto rowno$¢ linii taczacych odpowiednie punkta
pociaga za sobg réwnos¢ bryt.

Ut. 2. W brytach ptaskoscienych odpowiednie na-
chylone prowadza sie tylko do wierzchotkow, gdyz
skoro te przystaja do siebie, to tem samym krawe-
dzie, a nastepnie Sciany przystajg do siebie.

420. Tio. Bryly ptaskoscienne ABCDEFKGH i
abcdefkgh przyutajg <o siebie gdy znaja Sciany w tym
samym, porzadku réwne, i nachylenie sie Scian ro-
wnych jednakowe (fig. 318).

Bo potozeniu Sciany ABC!) na réwna jej Sciane
abcd, sciany je ograniczajace przystang do siebie dla
rownosci katéw dwuseiennych it d.

Wn. Z podobnego przenoszenia wynika, ze bryty
ptaskoscienne sa réwne gdy maja Sciany i katy dwu-
Scienne rowne, oprocz jednej i katéw dwusc. przy
niej lezacych.
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430. Tw. Ostrostupy trojkatne majace po kacie
brytowym i jego krawedzie réwne, sg sobie rowne.

Biorgc wierzchotek kala za punkt nachylenia, kra-
wedzie sg nachylone odpowiednie, a ze one sg sobie
réwne, przeto i ostrostupy przystajg do siebie (42'?).

Wn. Kkaty tréjscienne w szesciu przypadkach sa
sobie réowne 359 do 361, przeto ostrostupy tréjkatne
sa sobie réwne: gdy w tym samym porzadku maja
réwne trzy Sciany, gdyz katy tr¢jScienne ztozone
z trzech katéw pt. rédwnych, sa sobie réwne, krawe-
dzie za$ jako boki trojkatow réo.wnych sg takze rowne;
2) trzy kuty dwusc. /nitow trojsc. wierzchotkowych i
krawedzie tych katéw, 3) dwie Sciany i katy dwuscien-
ne miedzy nimi zawarte-, 4) jedng Sciane i dwa katy
dwus. przy niej Idgce, tudziez krawedzie przeciwlegte
tej Scianie-, 5) dwie Sciany i po kacie dwus. przeciwle-
gtym odpowiednim $cianom réwnym,—katy za$ dwus.
przeciwlegte drugim Scianom réwnym nie spetniajgce
sie dotl; 6) jedng Sciane i dwa katy dwus., jeden przy
niej lezacy za$ drugi przeciwlegly, zas katy pt. prze-
ciwlegte drugim katom dwus. nie spetniajace sie do I,
— przylem krawedzie przeciwlegte tej Scianie réwne.

431 Tm. Ostrostupy wu lokatne sa sobie réwne
gdy maja katy brytowe wierzchotkowe i ich krawedzie
réwne.

Biorgc wierzchotki ostrostupéw za punkta nachy-
lenia, krawedzie tych katéw sg nachylone odpowie-
dnie, gdyz katy brytowe réwne sktadajg sie z katéow
tréjs. rownych (364. Uw. 3), a te nachylone z zato-
zenia sg sobie réwne.
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Wn. |. Katy brylowe sg sobie réwne gdy majg
wszystkie katy pt. i dwus. réwne, oprocz dwéch pi.
i dwus$. miedzy niemi zawartego, lub dwdch dwusc.
i kata pt. zawartego miedzy ich krawedziami; pt. zas
podstaw ostrostupéw przystajg do siebie, gdy kon-
ce trzech krawedzi bocznych przystajg do siebie (307),
przeto ostrostupy wietokatne sg sobie réwne, gdy ma-
ja po dwie Sciany i kacie dwus. miedzy nimi zawar-
tym réwnym, tudziez katy brytowe przy wierzchot-
kach réwne.

Wn. 2. Ostrosl. wietokatne sa sobie réwne gdy
majg podstawy i wysokosci przechodzace przez od-
powiednie punktu réwne; biorgc bowiem korice wy-
sokosci za punkla nachylenia, linie poprowadzone
z tego punktu do odpowiednich wierzchotkéw pod-
staw sg sobie réwne, jako przeciwprostokatnie w troj-
katach majacych przyprostokatnie réwne, katy zas
zawarte miedzy temi nachyleniami sg sobie réwne,
jako lezace w trdjkatach majacych po trzy boki ro-
wie, dwie nachylone i linie tgczace odpowiednie
punkta podstaw. Ostrostupy wiec forem, sg rowne,
gdy majg podstawy i wysokosci réwne, gdyz wyso-
kosci przechodzg przez Srodki podstaw.

Wn. 3. Ostros. wiek sg réwne gdy maja podsta-
wy i katy tréjscienne przy nich lezace réowne, gdyz
przenitéstszy ostrost. lak, aby ich podstawy przystaty,
Sciany boczne przystang dla réwnosci katow dwusc.
przy podstawie, a tem samem krawedzie, jako prze-
ciecia sie Scian przystajacych i wierzchotki jako prze-
ciecia sie przystajacych krawedzi, przystang do siebie.
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432. Tir. Graniastoshipy sg sobie réwne gdy ma-
ja po irzy Sciany réwne, zawierajace katy brytowe A
i a (fig. 319).

Katy brylowe A i asg sobie réwne, jako sktadajgce
sie z katéw pt. réwnych. Przenosze graniast. aina Al
tak, aby podstawa abcde przystata do réwnoj sobie
podstawy ABCDK, wtedy Scianazrg przystanie do Scia-
ny AG dla réwnosci katéw dwusc. przy krawedziach
ab i AB; Sciana ak przystanie do Sciany AK dla réwno-
Sci katow dwus. przy krawedziach ae i AE, krawedz
af przystanie do AK gdyz ph. ag i ak lezace na pt. AG
i AK, przecinajg sie tak jak one po linii AF; réwnole-
gtobok ag przystat do réwnego z nim réwnolegtobo-
ku AG, gdyz dwa boki ab, AB i af, AF przystalty do
siebie, — podobnie i rownolegtobok ak przystat do ro-
wnolegtoboku AK,— a zatem wielokaty fi i FJ réwne,
jako réwne podstawom, przystajg do siebie, gdyz bo-
ki fg i fk przystaty do bokéw FG i FK,—a tem samem
i graniastostup ai przystal do graniastostnpa Al

Wn. Graniast. proste przystajg do siebie gdy ma-
ja podstawy i icysokosci réwne; gdyz sciany ich bo-
czne jako prostokaty maja wtedy podstawy bedace
bokami podstaw i wysokosci bedace wysokosciami
graniaslostupa, réwne; a zatem takie graniastoslupy
majg po trzy Sciany réwne zawierajgce kat troj-
scienny.

433. Tw. Bryly foremne sg sobie réwne, gdy ma-
ja po jednej krawedzi réwnej.

Sciany bryt foremnych sg sobie réwne, jako wielo-

Solid. Ksiega I1. 1G
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katy for. majace po boku réwnym; katy brylowe sg
sobie réwne, gdyz jesli sg tréjscienne, sktadajg sie
z katow pt. rownych,— jesli zas wieloscienne sg so-
bie réwne, jako katy wierzchotkowe ostrostupow
for. majacych podstawy i katy brytowe przy podsta-
wie réwne; w o$mioscianie, ostrostupy te majg za
podstawe kwadrat, w dwudziestoscianie pieciokat for.
(375. b i c).

434. Tm Walce przystajg do siebie gdy majg
podstawy i osie rowne, tudziez nachylenie si¢ osi do
podstaw jednakowe (fig. 320).

Przez osie CH i ch prowadze pt. FB i fb prostopa-
die do podstaw walcow, to katy CHG i chg mierzace
nachylenie sie osi do podstaw sg sobie réwne. Prze-
nosze podstawe fkg na joj rowng podstawe FKG, tak
aby $rednica fg przystala do S$rednicy FG, i zeby
okreg fkg przystat do okregu FKG,— wtedy pt. fb
przystanie do FB, gdyz po przeniesieniu obie sg pro-
stopadte do pt. FKG i przechodzg przez linie FG
(33S. Wn. 2), a ze kat g"c=GHC, przeto i 0$ hc
przystata do FIC, i punkt ¢ padt na C dla réwnosci
osi, pt. kota C przystata do pt. kota C, gdyz obie
z nich po przeniesieniu przechodzag przez punkt C i
sg rownolegte do pt. FKG (345. Wa. 5), a ze okregi
¢ i G jako réwne podstawom sg sobie réwne, a po
przeniesieniu $rodki ich i pt- przystaty do siebie, prze-
to podstawa gorna c przystata do podstawy gorndj
C, czyli ze walec fb przystat do walca FB.

Whn. Walce proste przystajg do siebie gdy majg
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podstawy i osie rowne, gdyz osie ich prostopadte
czynig z podstawami katy réwne.

435. Tw. Osirokregi przystaja do siebie, gdy ma-
ja podstawy i osie réwne, tudziez nachylenie sie osi
do podstaw jednakowe.

Poprowadziwszy przez osie ptaszczyzny prostopa-
dte do podstaw, i przenidstszy jeden ostrokreg na
drugi, tak aby podstawy i ptaszczyzny do nich pro-
stopadte przystaty, osie przystang do siebie dla ré-
wnosci katdw nachylen, a wierzchotki ostrokregéw
dla réwnosci osi; a ze ostrokreg oznacza sie wierz-
chotkiem i podstawa, przeto gdy te przystaly do sie-
bie, to i ostrokregi przystaty we wszystkich punktach.

IVn. Ostrokregi proste przystaja do siebie gdy
majg podstawy i osie rowne, gdyz osie prostopadte
sg jednakowo nachylone.

436. Tw. Kule sg rowne, gdy majg promienie ro-
wne.

Biorgc srodki kul za punkta nachylenia, a dwa pro-
mienie czynigce katy rowne, za gtdwme nachylone,
jakikolwiek promien poprowadzimy w jednej kuli,
zawsze w drugi6j mozemy poprowadzi¢ promien tak,
aby katy tréjscienne wyznaczone temi promieniami
w obu kulach byty sobie réwne; promienie te sg wiec
nachylone odpowiednie, a ze z zalozenia sg sobie ro-
wne, przeto i kule przystajg do siebie.

Wn. Odcinki i wycinki kul réwmych promieni sg
sobie rowne, gdy kota stuzgce za podstawe odcinko-
wi lub czesci pow. kuli stuzgcéj za podstawe wycin*
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kowi sg sobie rdwne;—odcinki o dwoch podstawach
sg sobie rowne, gdy kola stuzace im za podstawe sg
sobie réwne i oddalenia ich jednakowe; gdyz po-
prowadziwszy promienie kul do okregéw podstaw
odcinkdw, czynigce kolejno w obu kulach katy ro-
whe, one czynig i z promieniami prostoslopadleini do
kot podstaw katy réwne, jako lezace W tréjkatach
prostokatnych majacych przeeiwprostokatnie i przy-
prostokatnie réowne; przeto one sg nachylone odpo-
wiednie, a z zalozenia réwne;—dla podobnej przy-
czyny i promienie kul poprowadzone do okregow kot
przecinajgcych odcinki réwnolegle do podstaw i prze-
chodzacych przez odpowiednie punkta promieni pro-
stopadtych, sg nachylone odpowiednie i réwne.

437. Zt. Podtug warunkéw przystawania bryt wy-
rabiajg sie bryly rowne danym.

§ 1. Symetrycznoso.

438. Bryly symetryczne sg te, ktdre majg odda-
lenia odpowiednich punktéw jednakowe, lecz idace
w przeciwnym porzadku, przeto nachylone odpo-
wiednie w tych brytach sg sobie réwne, lecz takze
idg w przeciwnym porzadku; azatem w brytach pta-
skosciennych symetrycznych Sciany sg symetr., katy
dwus. sg réwne w przeciwnym porzadku takze two-
rza katy brylowe symetryczne.

439. TA. Bryly symetryczne ptaskoseienne ze-
stawione réwnemi $cianami, majg wierzchotki odpo-
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Wiednie na linii prostopadtej do pi. sciany wspdlnej,
w rownej od niej odlegtosci (fig. 32 J).

Bryly ptasko$cienne symetryczne maja nachylone
odpowiednie réwne, lecz idgce w przeciwnym po-
rzadku; przeto jesli za punkt nachylenia wezmiemy
jeden z wierzchotkéw, a za dwie gtéwne nachylone
odpowiednie, dwie nachylone odpowiednie Sciany
lezacej przy tym wierzchotku,— obie bryly symetrycz.
ne sktadac sie bedg z ostrostupéw symetr. majgcych
podstawy na Scianie lezac¢j przy punkcie nachylenia,
a wierzchotki w wierzchotkach bryty, czyli ohie skia-
da¢ sie bedg z ostrostupow tréjkatnych sym. wyzna-
czajacych wierzchotki tych bryt. Zestawiwszy te bry-
ty Scianami odpowiednierai, na ktérych lezg podsta-
wy ostrostupéw wyznaczajgcych wierzchotki, pod-
stawy te przystang do siebie, gdyz dolng cze$¢ poto.
zyliSmy na dolng, a zatem potrzeba tylko dowiesc,
ze wierzchotki ostrostupéw symetrycznych zestawio-
nych podstawami, leza na linii prostopadtej do pt.
podstaw w réwnej od niej odlegtosci. Dwa ostrostu-
py symetryczne DABC i ¢/ABC zestawiam réwnemi
podstawami, wierzchotki ich D i d tacze linig prosta
Dd, i prowadze linie z jej srodka O do wierzchot-
kéw podstawy. W trojkacie sym. DA¢/,—jako maja-
cym boki Al) i Ad, bedace krawedziami $cian syme-
trycznych, rowne—linia AO poprowadzona do $rod-
ka podstawy Dd jest do ni¢j prostopadig (91. Wn.
3), podobnie w tréjkatach DBd i DCd, linie BO 1
CO sg prostopadie do D¢/, przeto te trzy linie lezg
na jednej ptaszczyznie prostopadtej do linii D¢/ wpun*
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kcie O (217. Wn. 2), a ze pt. fa przechodzi przez
punkta A, B, C, przeto jest ptaszczyzng podstawy
ABC(3:>7. 1).

Wn. 1 Bryly majace wierzchotki odpowiednie na
linii prostopadiej do pt. i w réwnej od niej odlegto-
éci zowigsie brylami symetrycznie potoionemi wzgle-
dem, lej ptaszczyzny, zas pt. ptaszczyzng symetryi;
ptaszczyna symetryi moze nie by¢ Sciang wspolna,
gdyz jesli podstawy, niezmieniajac ich potozenia, od-
dala¢ bedziemy tak aby byty réwnolegte, i poprowa-
dzimy ptaszczyzne w réwnej od nich odlegtosci, to
ta pt. jest pt. symetryi, albowiem prostopadte do pod-
staw nie przestang by¢ réwne, a przedtuzenia ich od
podstaw do pt. sym. sg takze réwne. Lecz bryly sy-
metryczne moga nie by¢ symetrycznie potozone, prze-
to dawna definicja: ,bryty symetryczne sa te, ktérych
odpowiednie wierzchotki leza na linii prostopadtej
do pt. w réwnej od niej odlegtosci,” jest falszywa
jako Sciggajaca sie do szczeg6lnego potozenia bryt.

Wn. 2. Bryly nie ptasko$cienne symetryczne wzgle-
dem pt. symetryi majg punkta odpowiednie na linii
prostop. do tej pt. w réwnej od niej odlegtosci; gdyz
biorgc punkt nachylenia zewnatrz bryt i przez ten
punkt i dwie nachylone odpowiednie prowadzac pt.,
tak wjednej jako i w drugiej, te dwie nachylone od-
powiednie z linig tgczacg odpowiednie punkta wy-
znaczone temi nachyleniami, tworzg tréjkaty bedace
podstawg ostrostupéw wyznaczajacych punkta bryk:
ostrostupy te wyznaczajgce punkta odpowiednie sg
symetryczne, a przeto zestawiwszy podstawy tych
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ostrostupéw, wzgledem pt. ich podstaw, punkta od-
powiednie leza na linii prostopadtej do t¢j pt. beda-
cej pl. sym. w réownej od niej odlegtosci.

440. Tw. od. Bryty plaskoscienne majace wierz-
chotki odpowiednie na linii prostopadtej do pl. wro-
wnej od niej odlegtosci, sa symetryczne (fig. 322).

Oznaczam przez a, b, c, d... ia'b' ¢’ d'... wierz-
chotki bryt lezace na liniach aa bb' cc... prostopa-
dtych do pt MN, w réwnej odlegtosci od t¢j pt., a
mam dowies¢ ze Sciany tych bryt sg réwne przez sy-
metrya, i katy brytowe symetryczne.

Linie taczgce odpowiednie wierzchotki sg sobie
réwne: ab— a"b' jako boki przeciwlegte trapezu sy-
metrycznego a'b, majgcego AB za o$ symetryi, zas$
linie te rowne taczace odpowiednie wierzchotki ida
w przeciwnym porzadku, bo sg bokami trapezéw sy-
metrycznych. Trojkaty zawarte miedzy trzema odpo-
wiedniemi liniami sg réwne przez symetrya, jako ma-
jace w przeciwnym porzadku po trzy boki réwne: tréj-
katy abc— a'b'c ,adc— a'd'c... przeto Sciany i katy sg
symetryczne; gdyz jesli trojkaty abc i acd lezg na je-
dnej pl. to i trojkaty aY'c i déd' lezg takze najednej
ptaszczyznie; kat bca=b'éa’, acd= a'cd' z symelry-
cznosci poprzedzajacych trojkatow ibcd=zb'c'd’ zSy-
metrycznosci tréjkatow bdc i przeto jesli bcaA-
aed—bed 1O ib.ca-~-ay'd'— b'¢,d' i $ciany symetry-
czne, jesli zas katy przy ¢ sktadajg kat tréjscienny t.j.
bca-\-acd~>bcd to dla podobnej jak poprzednio przy-
czyny ikatyb'¢s-\-a‘'c'<t>b'é& * zatém dajg kat troj-
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Scienny, symetryczny zpierwszym jako skladajacy sie
z katow pt. rownych idacych w przeciwnym porzadku.

Wn. Bryly nieptaskoscienne majgce punkta na li-
niach prostopadtych do pt. wrdwnaj od niej odlegto-
sci sg symetryczne, gdyz majac odlegtosci odpowie-
dnich punktéw réwne w przeciwnym porzadku, ma-
ja i nachylone odpowiednie réwne w przeciwnym po-
rzadku.

441. Zk: Warunki symetrycznosci bryt, a szcze-
golniej symetrycznego ich potozenia (440), uzywajg
sie w budowli maszyn, statkéw wodnych it p. dla
roztozenia ich ciezaru jednakowo wzgledem pt. sy-
metryi.

ROZDZIAL I

Podobienstwo.

§ 1. Podobienstwo proste.

442. Jak bryly réwne sa te w ktorych odlegtosci
odpowiednich punktéw sg jednakowe (427; 428),
tak podobnemi sg le w ktérych odlegtosci odpowie-
dnich punktéw sa proporcjonalne; one sa tylko ro-
wno-ksztattne i tem sie roznig od bryt réwnych ze
w nich stosunek wielkosci jest dowolny, kiedy w row-
nych jest staty t j. rowny jednosci. Jak brytami ro-
wnemi tak i podobnemi moga by¢ tylko bryty tego
samego nazwania.
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Rowne bryty moga by¢ albo przystajace, albo ré-
whe przez symetrya, podtug lego czy punkta odpowie-
dnie lezag w tym samym lub przeciwnym porzadku;,—
réwniez i bryty podobne moga mie¢ punkta odpo-
wiednie lezace w tym samym lub przeciwnym porzad-
ku i podtug tego moze zachodzi¢ podobienstwoprosie
tub odwrotne czyli podobienistwo przez symetrye—ta-
kie jest podobienstwo obrazu przedstawiajacego sie
w zwierciadle zmniejszajacem lub powiekszajacym ze
swym przedmiotem.

443. Tw: Jeieli nachylone odpowiednie sg w je-
dnakowym stosunku, to i oddalenia odpowiednich
punktéw sa w tymze samym stosunku (fig. 323.)

Linie taczace odpowiednie punkta AB i ab sg bo-
kami tréjkatow podobnych, majacych po kacie ro-
wnym ADB—adb, jako zawarte miedzy nachylonemi
odpowiedniemi, i dwa boki zawierajgce te katy z za-
tozenia proporcyonalne,—a przeto sg w tym samym
stosunku co i nachylone.

Wn. 1 Katy zawarte miedzy-liniami tgczgcemi
odpowiednie punkta lub linig taczaca odpowiednia
punkta z nachylong przechodzaca przez jej koniec,
sa sobie rowne jako lezgce w trdjkatach majacych
po trzy boki proporcyonalne.

Wn. 2. Bryty sa podobne gdy nachylone odpo-1
Wiednie sg proporcyonalne, gdyz wtedy i oddalenia
odpowiednich punktéw sg w tymze samym stosunku .

444. Tw. od. Gdy oddalenia odpowiednich pun-
Solid. Ksigga u*
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ktéow sg w jednakowym stosunku, to linie tgczace te
punkta z ktérymkolwiek z nich, lub z punktem pro-
porcyonalnie oddalonym od trzech odpowiednich, sg
nachylonemu odpowiedniemi proporcyonahiemido li-
nii pierwszych (fig. 323).

1° W dwoch brytach ABCDEF... i abcdcf... tgcze
punkta D i d odpowiednie zinnemi punktami, a mam
dowieséie DA, DB, DE... ida, db, de... sg w tymsa-
mym stosunku co i linie tgczace odpowiednie pun-
kta, AB, BF... i ab bf... i sg nachylone odpowiednie.
Punkta D i d sg punktami odpowiedniemi bryt, przeto
linie DA, DB, DE.*, i da, db, de jakolinie tgczace od-
powiednie punkta, podtug zatozenia sg z innemi li-
niami w jednakowym stosunku; aze katy zawarte mie-
dzy liniami taczacemi odpowiednie punkta sa sobie
réwne (443. Wn. 1), przeto i katy tréjscienne ktérych
te linie sg krawedziami sa takze réwne (300), azatem
one sg nachylone odpowiednie.

2° Zewnatrz bryly ABCDEEGKH majacej z brytg
abcdefgkh oddalenia odpowiednie!) punktéw w jedna-
kowym stosunku biore dowolny punkt D i prowadze
linie DA, DB, DC, DE... do punktéw tej bryty; kresle
kat trdjscienny dabc—DABC i biore w nim krawe-
dzie, bedace z krawedziami DABC kata w stosunku
linii odpowiednie!), to kat ten ma podstawe ubc po-
dobng tréjkatowi ABC, gdyz inaczej Sciany adb i ADB,
bdc i BDC, adc i ADC, niebyty sobie podobne, a one
maja z wykreslenia po dwa boki proporcyonalne i
po kacie miedzy niémi zawartym réwnym; punkt d
z punktami e, f\ g, h, k odpowiedniemi punktom E,
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F, G, H, K, tgcze liniami prostemi, i mamdowies¢ ze
linie DA, DB, DC, DE... i da, db, dc, de, sa nachylo-
ne odpowiednie i ze sg miedzy sobg w takim stosun-
ku, w jakim i linie tgczace odpowiednie punkta.
Linie DA, DB, DC ida, db, dc, sg z wykreslenia na-
chylone odpowiednie w stosunku zadanym. Katdwus.
przy krawedzi AB, majacy Sciany BAC i BAD, réwna
sie katowi dwusc. przy krawedzi ab, majgcemu za Scia-
ny bac ibad,—gdyz katy trdjscienne ABCD i abcd, skta-
dajag sie z trzech katéw pt. réwnych: BAD=Z>rt</, CAD
—cad, jako lezgce w tréjkatach podobnych, bedacych
scianami katdw tréjs. D id, zas HXC—bao jako zawar-
te miedzy liniami odpowiedniemi;—kat dwus. przy kra-
wedzi AB, majacy za Sciany BAE i BAC réwna sie ka-
towi dwus. przy krawedzi ab, majacemu za Sciany bae
i bae, gdyz katy tréjsc. ACBE iacbe, majg po trzy ka-
ty I} rowne, jako katy zawarte miedzy liniami tgcza*
cemi odpowiednie punkta,— a zatem katy dwusc.
EABO i eabd bedace ich summa lub réznica, sg sobie
réwne; katy wiec trojsc. AEBD i aebd majgce po*
dwa katy pt. i po kacie dwus. miedzy niemi zawartym
Z poprzedzajgcego dowodzenia réwnym, majg kat pt.
DAE— dae,— trojkaty wiec DAE i dae majace po dwa
boki proporcyonalne i po kacie zawartym réwnym,
majg boki 1)E i de w tym samym stosunku co i linie
AE i ae tudziez kat EDA— eda\— lecz kat EDB—edb
jako lezace w tréjkatach EDB i edb majacych po trzy
boki proporcyonalne, przeto linie DE i dc sg nachy-
lone odpowiednie. Linie DK i db sg nachylone od-
powiednie, gdyz trojkaty DElv i dek sg podobne, ja-
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miedzy niemi zawartym réwnym: kat DEK=rfe/f (443.
Wn. 1) i td.

U-n 1 W brytach podobnych nachylone odpo-
wiednie sg proporcyonalne.

Wn. 2. Wielokaty zawarte miedzy liniami tgcza*
cemi odpowiednie punkta sa podobne, i czynig z so-
ba katy brytowe réowne; gdyz trojkaty zawarte mie-
dzy liniami tgczgcemi odpowiednie punktd sg podo-
bne, jako majace po trzy baki proporcyonalne. prze-
to majg katy réwne; zatem jesli tréjkaty EFG i ECH
leza na jednej pi., to i trojkaty efg i egk lezg takze
na jednej pb, bo kat FG\l—fge, \\VA\~egk, FCH—
fgh (443. Wn.), przeto jesli | GE-J-EGH— FGH, to i
fge,-\-egk=fgh i wielokaty FH i fti jako sktadajgce
sie z trojkatéw podobnych sg podobne; katy brytowe
sg sobie réwne, bo katy trdjscienne je sktadajace, ja-
ko majace po trzy katy pb réwne, sg sobie réwne.
Bryly wiec ptaskoscier.ne podobne, majg Sciany po-
dobne i katy brytowe rowne.

445, Tw. Bryly ptaskosciemie sa podobne gdy
majg Sciany podobne i katy brylowe réowne (fig 323).

Z wierzchotkéw katéw réwnych 1) i d prowadze
linie do wszystkich innych wierzchotkéw. Linie Ci),
CA, CB i 6d, ca, cb sg nachylone odpowiednie i pro-
porcyonalne, jako lezace W wielokgtach podobnych
AC i ac. Linie DL ida sg nachylone odpowiednie
proporcyonalne, jako lezace w wiel podobnych Ali i
uh, przytem kat EDIli~zedb, jako lezace w tréjkatach
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EDB i edb majacych po trzy boki proporcyonalne.
Kat FBC—fbc, CBD — cbd, i nachylenia sie ich pt.
z zatozenia jednakowe, przeto i kat FBD—fbtl, troj-
katy wiec FBD i fbtl majgce po dwa boki proporcyo-
nalne i po kacie miedzy niemi zawartym rownym, ma-
ja kat FI)B—fdb, i boki FI) i fil w takim samym jak
dwa inne stosunku; przytem kat Y1)V,=fde jako leza-
ce w tréjkatach majacych po trzy boki proporcyonal-
ne, a zatem linie DI1i tIf czynigce z dwoma nachylo-
nemi DF, DB i tle, tlb katy réwne, sg odpowiednie,
a zarazem proporcyonalne do krawedzi scian. Kat
dwusc DAEF—tlaef jako zawarte miedzy odpowie-
dniemu scianami, podobnie kat dwus. FE WK~ fettk,
przeto i katy dwus DAEK i dach bedace ich summa
sg sobie rowne, katy wiec trgjscienne EKIi)\ i ekdu,
majace po6 dwa katy pt rowne: KEA—kett, AEI)—
atd i katy dwus. miedzy nidmi zawarte réwne, majg
kat pt. KEI) —ked,—trojkaty wiec KK1) i kett majace
po dwa boki proporcyonalne KE :/re~ED :etl i po
kacie miedzy niemi zawartym réwnym, maja kat KDE
—kile i linie DK i tik w takim jak dwa inne boki sto-
sunku, przytem kat N\\)Y=kdf jako lezace w trojka-
tach majacych po trzy boki proporcyonalne,— a za-
tem linie 1)K i dk sg nachylone odpowiednie propor-
eyonalne it d. A Ze nachylone odpowiednie sg pro-
porcyonalne, przeto bryly sa podobne (143. Wn. 2).

446. Tu). Ostrostupy tréjkatne sg podobne, gdy
maju po kacie brylowym rownym i krawedzie tych
katéw proporcyonalne.

W Sposob. Biorac wierzchotki katow tréjsc. ré*
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wnych za punkla nachylenia, ich krawedzie sg nachy-
lone odpowiednie, a ze sg proporcjonalne, przeto
brylty podobne; 2s Sposéb. Biorac katy réwne za
wierzchotki, $ciany boczne sg podobne, jako majace
po dwa boki proporcyonalne i po kacie zawartym
rownym, przeto i krawedzie podstaw jako icli Boki
sg takze proporcyonalne, a tem samem podstawy po-
dobne, przytem katy trgjsc. w obu ostrostupach sg
sobie réowne jako sktadajace sie z katéw pt. réwnych,
a zatem ostrostupy jako majace Sciany podobne i ka-
ty brylowe réwne, sg podobne (445).

Wiji. Odpowiednio warunkom réwnosci katow
trojsc., ostrostupy sa podobne gdy maja: 1) trzy
sciany podobne; 2) trzy katy dwus. réwne a ich kra-
wedzie proporcyonalne; 3) dwie Sciany podobne i
katy dwus. miedzy niemi zawarte réwne; 4) po jednej
Scianie podobnej, katy dwus. przy nich lezace réwne,
i krawedzie przeciwlegte scianom podobnym propor-
cyonalne z krawedziami $cian podobnych; 5) Dwie
Sciany podobne i katy dwusc. przeciwlegte jednej
z nich réwne, za$ przeciwlegte drugiej nie spetniaja-
ce sie do U; 6) po dwa katy dwus. i po Scianie prze-
ciwlegtej jednemu z nich podobnej, zas$ katy pl. prze-
ciwlegte drugiemu nie spetniajgce sie do ][, Unjziez
krawedzie przeciwlegte Scianom podobnym w tym
samym co i krawedzie tych $cian stosunku.

Uw. Roéwniez bryly sg podobne gdy majg nachy-
lone odpowiednie proporcyonalne i nawzajem, przeto
bryty podobne sktadajg sie z ostrostupow tréjkatnych

podobnych i podobnie potozonych—i nawzajem.
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447, Tw. Ostrostupy wielohalne sa podobne, gdy
majg huty brytowe przy wierzchotkach réwne i ich
krawedzie proporcyonalne.

Sciany boczne sg podobne jako majace po dwa
boki proporcyonalne i po kacie miedzy niemi zawar-
tym réwnym , a ze nachylenia tych scian z zatoze-
nia sa réwne, przeto katy trdjsc. przy podstawach
majace po dwa katy pt. réwne, jako katy tréjkatow
podobnych, i po kacie dwus. miedzy niemi zawartym
rownym sg réowne i maja katy trzecie pt. réwne, a
zatem podstawy ostrostup6éw sg podobne, gdyz maja
katy réwne, a boki proporcyonalne, jako boki tréjka-
téw podobnych.

Uw. Ostrostupy wiel. sg takze podobne gdy maja:
1) Podstawy podobne i wysokosciprzechodzace przez
odpowiednie punkla podsiaw, proporcyonalne; gdyz
wtedy krawedzie boczne sg proporcyonalne jako bo-
ki trojk. prostokgtnych podobnych, majacych przy-
prostokatnie proporcyonalne, $ciany boczne sg po-
dobne, jako majace po trzy boki proporcyonalne,
nachylenie sie ich jednakowe, bo katy tréjsc. nad-
podstawne majag po trzy katy pt. rowne, przeto i ka-
ty przy wierzchotkach sg roéwne; 2) podstawy podo-
bne i katy trojsc. przy nich lezace réwne, gdyz wtedy
Sciany boczne sa podobne, jako majace po dwa katy
rowne, nachylenia ich sg jednakowe, a tem samem i
katy brytowe przy wierzchotkach sg réw ne. Ostrostu-
py wiec foremne sg podobne, gdy majg wysokosci pro-
porcyonulne do bokéw podstaw, gdyz podstawy jako
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wiel. for. o réwnéj téczbie bokéw sg podobne, za$
wysokosci przechodza przez ich srodki.

448, Tm.  Graniastoslupy sg podobne gdy maja
po trzy Sciany podobne, zawierajgce hal tréjscienny
(fig. 324).

Zuk. Sciany AD, AG, AK podobne $cianom ad,
ag, ak. Kat brylowy A—a jako majace po trzy ka-
ty ph réwne, przeto kat dwus. FABV.~fabe, kat bry-
towy B=06 jako majace po dwa katy pt. réwne GBA
m=zgba i ABC—abc z zalozenia i nachylenie sie tych
scian jednakowe z poprzedzajacego dowodzenia,—
przeto réwnoleglobok BH podobny réwnolegloboko-
wi bh, gdyz majg po dwa boki proporcyonalne zawie-
rajace kat GBC—gbc (262. Wn. 4) i t d.

Podstawy goérne FJ i fi sa podobne jako réwne
podstawom dolnym, katy za$ tr6jScienne przy tych
podstawach sg sobie réwne, jako majace po trzy ka-
ty pt rowne. Azatem gran. Al iai sa podobne (445).

Wn. Graniastoslupy proste sg podobne gdy maja
podstawy podobne i wysokosci proporcyonalne do
bokéw podstaw?7 gdyz Sciany jako prostokaty sa po-
dobne gdy majg po dwa boki przy sobie lezace pro-
porcyonalne (362. Wn. 4), jednym za$ z tych bokow
jest wysokosé a drugim bok podstawy.

440. Ta. Bryty foremne jednakowego nazwania
sg podobne.

Sciany ich sg podobne jako wielokaty foremne te-
go samego nazwania, majgce boki proporcyonalne
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a katy rowne. Katy brytlowe sg sobie rowne,—gdyz je*
éli sg trojscienne skladajg sje z katow pt. réownych,—
jesli zas wieloscienne sg sobie rowne, jako katy wierz-
chotkowe ostrostupéw majacych podstawy podobne
i katy trgjscienne przy podstawie réwne , jako ma-
jace po trzy katy pt. réwne (447. Uw. 2). W o$mio-
Scianie ostrostupy te majg za podstawy kwadraty;,—
w dwunastoscianie pieciokaty for. (375. b i c).

450. Tw. Walce sa podobne, gdy maja osieje-
dnakowo nachylone do podstaw, i proporcyonalne do
promieni (fig. 325).

Biore $rodki O i 0 osi walcow za punkta nachyle-
nia i prowadze linie OE ioe do koricdw promieni GE
i ge bedacych ramionami katéw OGE i oge nachyle-
nia osi do podstaw gérnych. Tréjkaty OEG i oeg ma-
jace po dwa boki z zatozenia proporcyonalne i po ka-
cie miedzy niemi zawartym réwnym EGO=ego, maja
boki trzecie OE ioa w takim samym jak dwa inne sto-
sunku i kat EOG=eog. Browadze w kotach promie-
nie odpowiednie Gil igh czynigce kat EGH=gg”", to
linie EH i eh laczace odpowiednie punkta okregow
sg proporcyonalne do ich promieni, a ze linie EH, EO
i eh, eo sg odpowiednie dla walcéw, przeto kat HEO
=zzheo (443. Wn.) i tréjkaty HEO i heo majace po dwa
boki proporcyonalne zawierajace katy réwne, maja bo-
ki OH ioh w takim samym jak dwa inne stosunku, i kat
HOE—hoe\ przytem katy HOG i hog sa sobie réwne,
jako lezace w trojkatach majacych po trzy boki pro-

Solid. Ksiega I. 1S
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porcyonalne, a zatém kat tréjsc. OEHG=roehg czyli
krawedzie ich sg nachylone odpowiednie, a podiug
dowodzenia proporcyonalne. A ze linie OH ioh sg
dowolne, zatem to $cigga sie do wszystkich linij ta-
czacych punkta nachylenia z odpowiedniemi punktami
okregéw podstaw, a nawet okregéw réwnolegtych
do podstaw przechodzacych przez odpowiednie pun-
kta osi GC igc, gdyz jednakowe czesci osi sg w tym
samym co i cale osie stosunku. Przeto nachylone je-
dnego walca, majg odpowiednie w drugim i sg pro-
porcyonalne; a zatem walce te sg podobne(443.Wn.2j.

Wn. 1. Walce proste sg podobne gdy maja osie
proporcyonalne do promieni podstaw, gdyz katy na-
chylenia tych osi, jako proste, sg sobie réowne.

Uw. Takim samym sposobem mozna dowiesé¢, ze
oslrohregi pochyle sg podobne, gdy maja osiejedna-
howo nachylone do podstaw i proporcyonalne z ich
promieniami, proste za$ gdy majg osie proporcyonal-
ne do promieni podstaw,—biorgc za punkta nachyle-
nia ich wierzchotki, lub odpowiednie punkta osi.

451. Tw. Kule sg sobie podobne.

Biore Srodki kul za punkta nachylenia, jesli popro-
wadzimy w nich dwa promienie pod jednakowym ka-
tem i przyjmiemy je zp gtdwne nachylone, wtedy ja-
kikolwiek promien trzeci poprowadzimy wjednej kuli,
zawsze w drugiej mozna poprowadzi¢ promien tak,
aby kat trojScienny wyznaczony przez promienie picr-
wszej kuli, réwnat sie katowi tréjsc. wyznaczonemu
promieniami drugiej kuli; przeto te promienie sg na-
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chylone odpowiednie; a ze sg w jednakowym stosun-
ku, przeto bryty sg podobne.

Wn. 1 Tréjkaty i wielokaty kuliste sg podobne
w tych wszystkich przypadkach w jakich byty réwne
(411), tylko zamiast réwnosci bokéw trzeba wzigé
ich proporcyonalnos¢, t j. powinny zawiera¢ jedna-
kowa liczbe stopni...; gdyz w tych wszystkich przy-
padkach odpowiednie im katy brylowe sg sobie roé-
wne, bo lukom jednakowej liczby stopni odpowiadajg
katy pt. rGwne,— krawedzie wiec tych katéw sg na-
chylonemi odpowiedniemi, a ze jako promienie sg
proporcyonalne, przeto it d.

Wn. 2. Odcinki kul majace "promienie swych pod-
staw proporcyonalne do promieni kul, sg podobne-—
gdyz biorgc $rodek kuli za punkta nachylenia, promie-
nie kul poprowadzone do okregu podstaw tak, aby
kolejno czynity katy réwne, sa nachylone odpowie-
dnie,—gdyz i z promieniem przechodzacym przez S$ro-
dek okregu, czynig katy rowne, jako lezace w tréjka-
tach prostokatnych majacych z zatozenia po dwa bo-
ki proporcyonalne i po kacie przeciwlegtym bokowi
wigkszemu réownym jako prostym (401. Wn. 1, i 262.
Wn. 3, ¢). Poprowadziwszy w tych dwoéch odcin-
kach przez odpowiednie punkta promieni, przecho-
dzacych przez srodek okregu podstaw, kolejno okre-
gi,-- promienie kuli poprowadzone do tych okregdéw
czynigce z sobg kolejno jednakowe katy sg takze na-
chylone odpowiednie, gdyz nie tylko kolejno z soba,
ale i promieniem przechodzacym przez Srodki okre-
goéw czynig katy rowne, jako lezace w tréjkatach pro-
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stokatnych majacych po dwa boki proporcyonalne,
promien kuli i prostopadte, i po kacie prostym prze-
ciwlegtym bokowi wiekszemu réwnym (262. Wn.3, c);
a ze te nachylone sg proporcyonalne, przeto odcinki
sg podobne. Podobnie dowiedlibySmy ze: odcinki o
dwéch podstawach, majace swe podstawy z jednej,
albo z przeciwnych stron srodka, i ich promienie pro-
porcyonalne do promieni kul, sa podobne; wycinki
majace za podstawy odcinki podobne, sg podobne.

Uw. 1 Tak jak w brytach réwnych, majacych Scia-
ny z powierzchniami przystajgcemi, réwnos¢ zalezata
od przystania ograniczen $cian, tak podobnie w bry-
tach podobnych majacych za Sciany powierzchnie po-
dobne— ktorych jest tylko dwie: ptaszczyzny ktore
jako zawsze przystajace majg ksztatt jednakowy i po-
wierzchnie kul,— podobienstwo zalezy od podobien-
stwa ograniczen tych Scian i proporcyonalnosci linii
gtdwnoj ograniczenia do linii gtéwnej bryly, i dla te-
go w brylach ptaskosciennych nachylone prowadza
sie tylko do wierzchotkow katow.

Uw. 2. Podobiehstwo przez symetrya, czyli podo-
bienstwo odwrotne, jest wtedy gdy nachylone odpo-
wiednie idg w przeciwnym porzadku, wtedy Sciany
sa podobne przez symetrya i katy symetryczne; lecz
ten rodzaj podobienstwa nie przedstawia szczeg6l-
nych whasnosci. Jak bryly podobne skladajg sie z o-
strostupéw tréjkatnych podobnych i podobnie poto-
zonych (446. Uw.), tak tez i bryly symetryczne skia-
dajg sie z ostrostupow trdjk. sym. i symetrycznie po-
tozonych. '



141

452. Tw. Powierzchnie bryt podobnych majg sie
do siebie jak kwadraty z linij odpowiednich.

a) Oznaczywszy powierzchnie jednej kuli przez Q,
drugiej przez q, promien jednej przez R drugiej przez
r, to pow. Q=411R2zas pow. q=AWTr2, przeto pow.Q:
pow. &= 41R2 41r2czyli pow. Q:pow. e=R2 r2

b) Oznaczywszy powierzchnie walca przez P jego
promien podstawy przez R, wysokos¢ przez W,— po-
wierzchnie za$s walca z nim podobnego przez p, pro-
mien jego podstawy przez r, wysokos$¢ przez w, ma.
my P=21IRW ip=2\\rw, przeto P:/v=211RW; 2l1lrw
czyli P: /;=R\Vt rw; lecz w walcach podobnych R:r
— W: w (450), to pomnozywszy poprzedniki przez W
za$ nastepniki przez w, mamy RW :/*?/;=W2: w2 —
przeto zamiast stosunku RW; rw mozna wzigs$¢ sto-
sunek jemu réwny W2 w2a tem samem P; p=W 2w2
Podobne dowodzenie $ciaga sie do ostrokregéw.

O W brytach podobnych plaskosciennych, sciany
sg wielokatami podobnemi (444. Wn. 2), a ze wielo-
katy podobne maja sie jak kwadraty z linii odpowie-
dnich (201), przeto i ich summy czyli powierzchnie
bryt ptaskoscien. podobnych majg sie jak kwadraty
z linii odpowiednich.

453. Zt. Prawdy wytozone w tym rozdziale stuzag
do wyrabiania z modeli bryt zmniejszonych lub powie-
kszonych tak, aby odpowiednie linie byly w danym
stosunku, przeto w rzemiostach majg obszerne zasto-
sowanie. Maszyny stuzace do wyrabiania bryt podo-
bnych danym, opieraja sie takze na tych prawdach.
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ROZDZIAL

Réwnowazno$¢ i stosunek bryt.
51 Rownowaznos¢ bryt.

454, Tw. Dwa ostrostupy trojkatne majace pod-
stawy rownowazne i wysokosci rowne, 1° dajg prze-
ciecia réwnooddalone od podstaw réwnowazne; 2°,
sg sobie rdwnowazne (fig. 326).

1° Jezeli ostrostup SABC przetniemy pt. réwnole-
gta do podstawy ABC, trdjkat ztad otrzymany abc jest
podobny podstawie i stosunek tego tréjkata do pod-
stawy réwna sie stosunkowi kwadratéw wysokosci
odcietego i catego ostrostupa (348. YWh. 1) tj. abc:
ABC=Sg2 SG2 podobnie def\ DEF— @2 sil2 jesli
wiec Sg—sh, czyli jesli przeciecia ostrostupoéw sg
w jednakowej odlegtosci od podstaw, to drugie sto-
sunki tych proporcyi, jako skitadajace sie z réwnych
wyrazéw sa sobie rowne, a tem samoém pierwsze skia-
daja proporcye abc: W)C—def: DEF;—w téj propor-
cyi nastepniki ABC i DEF z zatozenia sg sobie réwne,
przeto i poprzedniki abc i def sg takze réwne czyli
w ostrostupach majgcych wysokosci rowne a podsta-
wy rownowazne, przeciecia réwnoodalone od podstaw
sg réwnowazne.

2° Ostrostup SABC otrzymamy, jesli podstawa ABC
posuwac sie bedzie rownoodlegte od pierwotnego po-
tozenia, zmniejszajac sie tak, aby wierzchotki miata
na krawedziach SA, SB i SC; azatem wielkos¢ ostro-
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stupa SABC zalezy tylko od wielkos$ci podstawy, i od
odlegtosci SG na ktdra sie ona posuneta dla utworze-
nia ostrostupa,—gdyz od tej odlegtosci, jak widzieli-
sSmy, zalezy wielkos$¢ tworzacego trojkata w kazdem
potozeniu,—podobnie wielkos$¢ ostrostupa sDKF za-
lezy tylko od wielkosci podstawy DEF i wysokosci
sli,—a ze w tych dwoch ostrostupach podstawy sg
rownowazne a wysokosci réowne, zkad zarazem wy-
nika, ze wszystkie trojkaty tworzace je, rownooddalo-
ne od podstaw sg réwnowazne,— przeto i same ostro-
stupy sa réwnowazne.

Wn. Ostrostupy tréjkatne symetryczne sg réwno-
wazne, bo majg podstawy réwne i wysokosci; a za-
tém tak ostrostupy symetryczne jakiekolwiek, jako tez
wszystkie bryly symetryczne sg réwnowazne, jako
sktadajace sie z ostrostupdéw tréjkatnych symetrycz-
nych, (451. Uw. 2). Ztad wynika, ze dwa gran. trojk.
na ktore dzieli sie rownolegtoscian pt. przekatnia,
(381, c¢) sa réwnowazne.

455. Tw. Dwa réwnolegtosciany DF i DK majgce
podstawy wspolne, za$ podstawy gérne na jednej
ptaszczyZnie, zawarte miedzy dwoma liniami réwno-
legiami—sa réwnowazne (fig. 327).

Bryta IIDMEAJ jest graniastostupem, gdyz podsta-
wa HDMb=EAJ jako trojkaty majace po dwa boki i
po kacie miedzy niémi zawartym rownym: AE=DH?
AJ=1)M (1 15, b) i kst HDM—EAJ (340),— podobnie
bryta GCLFBK jest takze graniastostupem,— grania-
stostupy te trdjkatne sg sobie rowne, jako majace
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po trzy Sciany zawierajace katy brylowe DAHM i
CBGL réwne: HDM— GCL bo majg po dwa boki i po
kacie MDM i GCL miedzy niemi zawartym réwnym
(3-16), $ciana AH=BG i AM—BL (3S1, a),— przeto
od catej bryly AL jezeli odejmiemy pierwszy czy
drugi graniastoslup, reszty beda jednakowe czyli ro-
wnolegtoscian DF jest rownowazny rdwnotegtoscia-
nowi DK.

Wn. 1 Iléwnoleglosciany (fig. 328) DF i DK ma-
jace podstawy wspélne i wysokosci rdwne sg réwno-
wazne; wysokosci réwnolegtoscianéw sa sobie ro-
wne, przeto ich podstawy gérne jako réwnolegte do
podstawy dolndj i bedace w réwnej od niej odlegto-
éci lezg na jednej pt. (345. Wn. 5);— przedtuzam bo-
ki przeciwlegte EF i HG réwnolegtoboku 1IF do prze-
ciecia sie z przedtuzonemi bokami JM i KL réwnole-
gtoboku MK i tym sposobem utworzy sie réwnole-
gtobok db réwny réwnolegtobokowi DB, gdyz bok
ad jako przedtuzenie boku JM jest rownolegty od Al)
a tem samorn i do FG i dla tego réwny bokowi FG—
AD (115, b),— podobnie bok dc jest réwny i réwno-
legty do boku DC,—roéwnolegtoscian wiec \)b podtug
twierdzenia jest réwnowazny tak réwnolegtoscianowi
DF jak i DK, a zatem rownolegtosciany DF i DK sg
rownowazne.

Wn. 2. Kazdy réwnolegtoscian mozna zamieni¢
na prosty prostokatny majacy z nim podstawe roé-
wnowazng a wysokos$¢ rowng, a) Kéwnolegtoscian
(fig. 328) DK zamieniam na prosty, wyprowadzajac
z wierzchotkéw podstawy prostopadie AE, Dli, BF,
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CG réwne wysokosci réwnolegtoscianu danego i do-
koriczajac na nich réwnolegloscian. b) Rdéwnolegto -
écian prosty DF (fig. 329) zamieniam na prosty pro-
stokatny, biorgc prostokat AF stuzacy za Sciane ro-
wnoleglo$. DF za podstawe i wyprowadzajac z jej
wierzchotkéw prostopadte do spotkania sie z przedtu-
zong $ciang przeciwlegty. Rdéwnolegtoscian wiec KM
jest prosty prostokatny, bo wszystkie Sciany sg prosto-
katy— i jest réwnowazny réwnolegtoscianowi DF, ma-
jacemu z nim te samg podstawe AF i wspd6lng wyso-
kosé,— rownolegtosé, zas DFjest rédwnowazny dane-
mu réwnolegtos. 1)K, przeto i réwnolegtos. DK jest
réwnowazny prostemu prostokgtnemu KM majgcemu
z nim podstawe réwnowazng i Wspdlng wysokos¢,

450. Tw. Grnniastoslup trdjkatny AE jest réwno-
wazny prostemu ae, majgcemu z nim krawedzie ré-
wne AX)=ad, a za podstawe przeciecie abc prostopa-
dle do krawedzi (fig. 330).

Przedtuzam $ciany graniastostupa pochytego AE,
prowadze pt. abc prostopadtg do przedtuzonej kra-
wedzi DA tak aby krawedzie ad— AV), cf—CF i be—
BE byly zewnatrz gran. AE. Gran. prosty Sciety acb-
ACB jest rowny takiemuz gran. dfel)FE, gdyz krawe-
dzie ich odpowiednie sg sobie réwne: aA=z\)d, cC=z
fV i AB* ¢E, przeto postawiwszy podstawe acb na
podstawie dfc, krawedzie jako prostopadle przystang
do siebie, a ze sa réwne, przeto i wierzchotki odpo-
wiednie podstaw gérnych przystajg do siebie; a za-
tém czy od pierwszego, czy od drugiego gran. pro-

Solid. Ksiega ll. 19
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stego $cietego, odejmiemy granias. $ciety dfeACB im
wspdlny, reszty pozostang réwne t. j. gran. poch. AE
réwnowazny prost. ae.

Wn. 1. Podobnym sposobem dowiedlibysmy ze
wszelki gran. poch. jest réwnowazny prostemu ma-
jacemu z nim krawedzie réwne a za podstawe prze-
ciecie prostopadle do krawedzi.

Wn. 2. Dwa gran. trojkatne pochyte, majace kra-
wedzie i przeciecia pt. prostopadig do krawedzi ré-
wne, sg rownowazne, gdyz kazdy z nich jest réwno-
wazny gran. prostemu majgcemu te przeciecia za pod-
stawe a za wysokos$¢ krawedz pochytych gran. Ro6-
wnolegtoscian, przez pt. przekatnia, dzieli sie na dwa
gran. trojk. sym. (381, c), pt. prostopadta do krawedzi
réwnolegtoscianu jest rownolegtobokiem (345.Wn.2)
przez ktérego przekatnie przechodzi pt. prostokatnie,
a zatem przeciecia prostopadte do krawedzi dla obu
granias. sym. sg sobie rowne, a ze i krawedzie tych
gran. sgtakze réwne, przeto dwa gran. sym. na ktdre
dzieli sie réwnolegloscian przez pl. przekatnia., sa
réwnowazne.

457. Tw. Graniastoslup tréjkatny jest réwnowa-
zny réwnolegloscianowi, majacemu z nim tg samg
wysokos¢ a podstawe réwnowazna.

Dokoriczam réwnolegtoscianu na danym gran. troj-
katnym, to gran. dany jest potowg tego réwnolegto-
dcianu, ajego podstawa, potowg podstawy réwnole-
gtoscianu; jesli wiec nakreslony rownolegtoscian, po-
dzielimy na dwa réwne réwnolegtosciany, podstawy
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ich beda potowami podstawy catego réwnolegtoscia-
nu, a kazdy z nich jest réwnowazny danemu gran.;—
lecz ze réwnoleglosciany majace podstawy i wyso-
kosci rowne sa réwnowazne, przeto gran. trgj. jest
réwnowazny kazdemu réwnoleglo$cianowi majgcemu
z nim réwng wysokos¢ i podstawe réwnowazna.

Wn. Gran. wielokatny jest réwnowazny réwno-
legloscianowi, majacemu z nim podstawe réwnowa-
zng i wysokos¢ réwna; gdyz podzieliwszy gran. wiek
na gran. tréjk., kresle réownolegloscian réwnowazny
pierwszemu, przy nim pod tymze samym katem i mie-
dzy temi samemi dwoma Scianami przeciwlegtemi dru-
gi réwnolegloscian réwnowazny drugiemu tréj. grn.
it d. a tym sposobem otrzymam réwnolegloscian ré-
wnowazny gran. wiel. ijego podstawa jako sktadajgca
sie z réwnolegtobdw kolejno réwnowaznych podsta-
wom gran. tréjk. jest réwnowazna podst. gran. wiek
awysokos$¢ réwna wysokosci.

458. Tw. Dwa jakiekolwieh graniastoslupy ma-
jace podstawy réwnowazne a wysokosci rowne, sg
rownowazne.

Kresle réwnolegloscian réwnowazny pierwszemu
gran. t. j. majacy z nim podstawe réwnowazng i ro-
wng wysokos$é, to on zarazem jest réwnowazny idru-
giemu gran. (457. Wn. 1), a zatem graniastostupy te
sa rownowazne.

Uw. Za pomoca tego twierdzenia mozna dowies¢
ze ostrostupy trojkatne, majace podstawy réwnowa-
Zne a wysokosci réwne sg rownowazne (454). (fig.
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326, a). Ostrostupy SABC i .sDEF sg réwnowazne,
bo nie moga sie rézni¢ zadng brylowoscia; gdyz je-
Sliby sie roznity brytowato$cig graniast. majgcego za
podstawe ABC a wysoko$¢ dowolng, wtedy wysoko-
sci ostrostupow dziele na réwne czesci mniejsze od
tej wysokosci, prowadze przez punkta podziatéw pt.
réwnolegte do podstawy, to trojkaty abc i def, ikl i
pgr, inno i tuW réwno oddalone od podstawy sa ro-
wnowazne (454, 1°); przeto jesli w ostrostupie SABC
na trojkgtach ABC, abc... jako na podstawach dol-
nych wystawiemy granias. majace jedng krawedz na
krawedzi SB, to one wychodza z ostrostupa SABC i
obejmujg go;—jesli zas w ostrostupie sI)EF na troj-
katach tuw,pqr, def jako na podstawach gérnych wy-
stawiemy grn. majace jedng krawedz na krawedzi sE,
to one sg objete przez ostrostup sl)EF bo kazdy tréjkat
nizszy jest wiekszy od wyzszego; przeto réznica mie-
dzy summa tych gran. jednego i drugiego ostrostupa,
jest mniejsza od rdéznicy samych ostrostupéw, a ta ro-
Znica jest grn. stojacy na podstawie ABC bez ostrostu-
pa stuW gdyz inne gran. majace za podstawy trojkaty
réwnowazne, kolejno idace od wierzchotka, sg réwno-
wazne; a ze sam gran. majacy za podstawe ABC jest
mniejszy od grn. majacego by¢ réznicg brytowatosci
danych ostrostupéw, przeto te ostrostupy nie moga sie
rozni¢ przypuszczonym gran., a ze On miat wysokos¢
dowolna, przeto nie moga sie rézni¢ zadng brytowa-
toscig, a tem samem sg réwnowazne,

459. Tui. Ostrostup tréjkatny jest trzecig czescig
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gran. tréjkatnego majgcego z nim tg sama podstawe
i wysokosé (fig. 331).

Przez punkta A, F, B prowadze pt., ktéra odetnie
od gran. tréjkgtnego ABCDEF ostrostup trojkatny
FABC majacy z gran. podstawe ABC wspdlng i wy-
sokos$¢, gdyz wierzchotek znajduje sie na podstawie
gornej; po odjeciu gran. FABC pozostaje ostrostup
czworoboczny FABED, —przez punkta A, F, E pro-
wadze pt. ktéra podzieli ostr. FABED na dwa ostro-
stupy réwnowazne FADE i FABE jako majace pod-
stawy i Wysokosci réwne,—lecz W pierwszym z tych
ostrostupéw FAHE, mozna wzigé¢ za podstawe Scia-
ne DFE a wierzchotek w punkcie A, przeto ma zgrn.
CD podstawe i wysokos¢ wspdlng, wszystkie wiec
trzy ostrostupy sa réwnowazne;—a zatem ostr. FABC
jest trzecig czescig gran. CD majacego z nim i t.d.

Wn. Ostrostup wiel. jest trzecig czesci/i grn., ma-
JaCcgo z nim réwng podstawe i wysokos¢; dziele ich
podstawy na trojkaty przez linie wychodzace z od-
powiednich wierzchotkdéw, trdjkaty podstaw odpo-
wiednie sg sobie réowno, przeto jesli ostrostup wiel.
podzielimy na Ostrostupy tr6j. majace te trojkaty za
podstawy, za$ grn., na grn trdjkatne majace odpowie-
dnie tr¢j. za podstawy, to biorgc kolejno, ostrostup
pierwszego z grn. drugiego maja podstawy i wyso-
kosci réwne, a zatem kazdy z ostr. tr¢j. jest trzecig
czescig odpowiedniego grn. trdj. a ttm samem isum-
ma ostr. trdj. czyli ostr. wiel., jest trzecig czescig sum-
my grn. troj. czyli grn. majgcego z ostr. wiel. pod-
stawe i wysokos$¢ réwna.
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460. Tw. Graniaslostup trojkatny Sciety ABCDEF,
jest réwnowazny trzem ostrostupom majacym zapod-
stawe podstawe graniastoslupa a za wysokos$¢ kazdy
inng z trzech wysokosci graniastoslupa (fig. 332).

Prowadze ptaszczyzny CDB i CDE dzielgce gran.
Sciety na trzy ostrostupy DABC, BCDE i CDEF. Pier-
wszy ma za podstawe ABC a wierzchotek w punkcie
D; drugi mozna uwaza¢ ze ma za podstawe BCE, a
wierzchotek w punkcie D,jest wiec rownowazny ostro-
stupowi majgcemu te same podstawe a wierzchotek
w punkcie A, gdyz punkta 1) i A leza na linii AD ro6-
wnolegtej do pt. podstawy (330. Wn. 3), ten za$ osta-
tni mozna uwaza¢ ze stoi na podstawie ABC a ma
wierzchotek w punkcie E;— trzeci ostrostup CDEF
mozna uwaza¢ jako majacy za podstawe CEF a za
wierzchotek 1), on wiec jest réwnowazny ostrostu-
powi, majacemu tg samag podstawe a wierzchotek
w punkcie A, ktéry mozna uwaza¢ ze stoi na podsta-
wie ACF a ma wierzchotek w punkcie E. W koncu
ostrostup EACF jest réwnowazny ostrostupowi ma-
jacemu z nim tg samg podstawe ACF a wierzchotek
w punkcie B, ktdry mozna uwaza¢ ze stoi na podsta-
wie ACB a ma wierzchotek w punkcie F.

461. Tw. Ostrostup tréjkatny sciety ABCDEF, jest
rownowazny trzem ostrostupom majgcym z nim ro-
wng wysoko$é a za podstawy, jeden podstawe gérna,
drugi dolng a trzeci $rednio jeom. proporcyonalng
miedzy tani podstawami (fig. 333).

Prowadze ptaszczyzny CDB i CDE, ktére podzielg
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ostr. sciety na trzy ostrostupy: DABC, CF.FD i CEBD.
Pierwszy ma za podstawe podstawe dolng kloca a
wierzchotek w punkcie 1); drugi mozna uwazaé¢ ze
stoi na podstawie FDE a ma wierzchotek w punkcie
C; trzeci za$ majacy za podstawe trojkat CBE a wie-
rzchotek w punkcie D jest rownowazny ostrostupowi
majgcemu z nim ta samg podstawe a wierzchotek
w punkcie G na linii DG réwnolegtej do krawedzi
EB a tem samdm i do pt podstawy (330. Wn. 3),
ktéry to ostrostup mozna uwazac¢ ze stoi na podsta-
wie CGB a ma wierzchotek w punkcie E. Podstawa
CGB jest srednio jeom. proporcjonalna miedzy pod-
stawami kloca, gdyz poprowadziwszy Gl réwnolegte
do DF otrzymamy trojkat JBG réwny DEF jako ma-
jace bok GB— DE i katy réwne (34(5); tréj. ABC:CGB
=BA : BG(288. Wn. 3), podobnie CGB:JGB=BC:BJ,
lecz linia GJ réwnolegta do DF jest rownolegty i do
AC aprzeto BA: BG=BC:BJ, azatem drugie stosun-
ki tych dwéch proporeyi sgsobie réwne, przeto i pier-
wsze, jako réwne, ztoza proporcya: ABC:CGB =

CGBrJGB.

Ww. Kloc ostrostupowy wid. jest réwnowazny
trzem ostrostupom majacym z nim wysokos$¢ wspél-
na, a zapodstawy jeden podstawe dolng, drugi goér-
na a trzeci Srednio-jeom. proporcjonalng miedzy te-
mi podstawami. Ostrostup wiel. jest réwnowazny
tréj. majgcemu z nim podstawe réwnowazng a wyso-
ko$¢ réwna, gdyz kazdy z nich jest trzecig czescig
grn. majacego ta samg podstawe a wysoko$¢ réwng
(459. Wn.), graniastostupy za$ majace podstawy ro«
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jesli wiec dwa ostrostupy majgce podstawy réwno-
wazne a wysokosci réwne,— przetniemy pt. réwno-
legta od podstawy, przeciecia ztgd otrzymane w obu
ostrostupach sg rownowazne (454, 1"), a przeto tak
cate jako i odciete ostrostupy sg rownowazne, a tem
samem i klocy majgace wysokosci réwne a podstawy
rownowazne sg réwnowazne; a ze kloc ostrostupa
troj. jest rownowazny trzem ostrostupom, przeto i
wielok. jest takze réwnowazny odpowiednim trzem
ostrostupom, gdyz ostrost. tych dwoch klocéw, ma-
jace za podstawy podstawy dolne, gérne i $rednio-
jeom proporcyonalne sg sobie réwnowazne.

402. Zt. Na zasadzie prawd tego § mozemy je-
dne bryly zamieniaé na inne im réwnowazne.

§ 11. Stosunek bryt i dochodzenie ich
brytowatosci.

463. Tw. Dwa graniastostupy DG i MP prosie
prostokatne majace podstawy réwne, majg sie w sto-
gunku wysokosci (fig. 334).

Przenosze wysokos$¢ IJN na AE zawiera sie w nigj
dwa razy i pozostaje eE<MN; jesli przez punkta po-
dziatéw a i e poprowadzimy pt. rownolegle do pod-
stawy AC, to otrzymamy roéwnolegtoseiany Ab i af
rowne réwnolegtoscianowi MP (432. YVn.); a zatem
ile razy wysokos¢ JIN zawiera sie w wysokosci AK,
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tyle razy i réwnoleginscian MP zawiera sie w réwno-
legtoscianie 1)G;— reszte cE przenosze na linie JN, od
ktorej przenoszenia ona wypadta,—zawiera sie dwa
razy i pozostaje WN<CCcE; jesli przez punkta r i m
podziatéw, poprowadzimy pt. réwnolegte do podsta-
wy JL, to otrzymamy rd.wnolegtosciany M* i rn ré-
wnowazne réwnolegtoscianowi hF bedacemu resztg
i t. d. przelo ilorazy wypadte, od przenoszenia wyso-
kosci i rownolegtoscianow sg jednakowe, tdm samem
stosunki ich wyrazajg sie jednakowg liczbg, a zatem
sg sobie réwne.

i - . . .
¢ 4f>4. Tw. Dwa rownoleglosciany Ac i Ge proste

prostokatne, majace wysokosci Ce réwne, maja sie
dA siebie jak podstawy AC i GE (fig. 335).
Réwmolegtoscian Ge zestawiam z réwnolegtoscia-
nem $C, tak aby krawedzie Cc i $ciany GC i Dc przy-
staty do siebie, to Sciany ich Bc i Ce leza na jedndj pt.,
gdyz koty dwus. ktoére te Sciany czynig ze $ciang Dc,
réwnajg sie Il (337. Wn. 1). Przedtuzam S$ciane Gf
wewnatrz réwnolegtoscianu Ac, ktdéra podzieli go na
dwa rown. Ag. i Hc, Roéwnoleglosciany Ac i Hc ma-
jace podstawe Cb wsp6lng, maja sie jak wysokosci,
t.j. Ac:lic— CD: CG; podobnie réwnolegtosé,iany
Hc i Gcijajace podstawe Gc wspoélna, dajg: Hc:Gc
=CB:Cft pomnozywszy te dwie proporcye, mamy:
Ac.Hc: Hir. Gc— CD.CB: CG. CE,— podzieliwszy pier-
wszy stosunek przez Hc, widzimy ze Ac:Gc— CD.CB:
CG. CE;—aZe Ac i Gc sg prostokaty, przeto te iloezy-

Solid. Ksiega Il 20
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ny z podstawy przez wysoko$¢ wyrazajg powierz-
chnie ich podstaw.

465. Tw. Dwa rownolegtosciany proste prostoka-
tne, maja sie do siakie jak iloczyny z trzech wymia-
row.

Oznaczam jeden réwnolegioscian przez R, jego
dtugos¢, czyli dtugos¢ podstawy przez I),—jego sze-
roko$¢ czyli odlegto$¢ na ktérg linia D posuneta sie
dla utworzenia podstawy, przez S,—wysokos¢, czyli
odlegtos¢ na ktérg posuneta sie podstawa dla utwo-
rzenia réwnolegtoscianu, przez W;— drugi r.6wnole-
gtoscian przez r, jego dtugos¢ przez d, szerokos¢
przez s, wysokos$¢ przez w. Wystawiam réwnolegto-
Scian prosty prostokatny R majacy dtugos¢ D, sze-
rokos¢ S, za$ wysokos$¢ w, t j. majacy podstawe
pierwszego a wysokosé drugiego. Roéwnolegtoscia-
ny R i R majace réwne, podstawy, sa w stosunku wy-
sokosci R:R'=W:.«o0; réwnolegtosciany zas R' i r ma-
jace wysokosci réwne, maja sie do siebie jak podsta-
wy R':;—D.S:d.s; mnozac te dwie proporcye otrzy-
mam: R.Et"R'.r==:p.S.W: d.s.Wj po zniesieniu za$
w pierwszym stosunku wspo6lnego czynnika R' pozo-
staje R:7%=D.S.W:é¢.s.n»

466. Tw. Brylowalos¢ rownolegtoscianu proste-
go prostokatnego réwna sie iloczynowi zttrzech wy-
miaréw , czyli iloczynowi z powierzchni podstawy
przez wysokosc.

Zmierzy¢ réwnolegioscian R, znaczy'dowiedzie¢
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sie ile razy réwnolegtoscian przyprostokatny r wzie-
ty za miare zawiera si¢ w mierzonym, réwnolegto*
Scianie. Tego przez proste naktadanie uskutecznié
nie mozna, nie tylko w przypadku niewspoétmiernosei
wymiaréw, ale nawet gdy wymiary rownolegt. r nie
miescity sie zupetnie w wymiarach réwnolegtoscianu
R. Oznaczmy przez D id liczbe jednosci li.nijnych
zawierajgca sie w dtugosciach (dtugosci tak jak inne
odpowiednie wymiary sg mierzone jednakowag Unij-
ng miara), S i s w szerokosciach i przez Wi w, Ii-
czbe jednosci linijnych zawierajacych sie w wyso-
kosciach rownolegtoscianéw Ri r, to R;/'=[).S. W:
d.s.w (465) a zatem réwnolegt. r przyjety zajednosé
.tyle razy zawiera sie w mierzonym réwnolegtoscia-
nie R ile razy iloczyn d.s.w wypadly z pomnozenia
liczb wyrazajgcych wymiary jednosci r, zawiera
ic podobnym iloczynie D.S.W liczb wyrazajacych wy-
miary mierzonego réwnolegtoscianu R

Zazwyczaj do mierzenia bryt uzywamy réwnole-
gloscianu prostego prostok. r, x ktorymd, s i w ro-
wnajg sie jednosci linijnej t j. biezacej, tokciowi,
¢wierci, calowi i t.p. rownolegtoscian taki jest szesciu-
nem, ktory w tym razie zowie sie tokciem szesciennym,
¢wiercig, calem szeSciennym i t p. a przeto w nim
d~1, S—\ ic—1, atemsamem i iloczyn d.s.w=\\
jednoscig ta linijng mierzymy 1), S i YW mierzonego
prostokata, przeto iloczyn d.s.w czyli 1, zawiera si¢
w iloczynie D.S.W tyle razy, ile ten iloczyn majedn8»
$ci,—a tem samem i sze$cian r, w mierzonym réwno-
legtoscianie R, zawiera sie tyle razy ile iloczyn D.S.W*
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ma jednosci. A zalém aby zmierzy¢ réwnolegtoscian
R szescianem, r nie mierzymy réwn. R L.j. nie zapeknia,
my szescianem czyli nie naktadamy szescianu r,—ale
mierzymy w réwnolegt. R, dtugosé, szerokosé i wyso-
kos¢, krawedzig tego szescianu, gdyz liczba jednosci
iloczynu D.S.W. pokazuje ile razy zawiera sie szescian.
Aby wiec mie¢ wielkos$¢ rownolegt.prostego prostok.,
potrzeba trzy razy mierzy¢ za kazdym razem inng li-
nie, dla tego on jak inne bryly, zowie sie wielkoscig
trzy-wymiarowa,— za$ dtugos¢, szerokosé i wysokosé
Zowig sie jego wymiarami, raz dla tego ze je wymie-
rza¢ potrzeba, powtore, ze od nich miara czyli wiel-
kos¢ bryty zalezy.

Uw. 1. Wyrazenie: brytdwatos¢rownolegloscianu
prostego prostokatnego, réwna sie iloczynowi z trzech
wymiaréw albo z powierzchni podstawy przez wyso-
ko$¢ jest skréceniem tego wyrazenia: w réwnolegto-
Scianie prostym proslokatnym, tyle razy zawiera sie
szescian, ile jednosci ma iloczyn z trzech wymiardw
réwnolegloscianu, zmierzonych krawedzig kwadratu.

Uiv. 2. Sam wyraz brylowato$¢, znaczy liczbe kwa-
dratéw zawierajacych sie w bryle, czyli wielko$¢
bryty.

Wn. 1 Brylowatos¢ rownolegloscianu, réwna sie
iloczynowi z powierzchni podstawy przez wysokosc¢;
gdyz roéwnolegtoscian jest rownowazny rownolegto-
scianowi prostemu prostokatnemu, majgcemu z nim
podstawe réwnowazng i wysoko$¢ rowng (435. Wn.
2), przeto ile kwadratéw zawiera sie w réownolegto-
Scianie prostym prostokgtnym, tylez zawiera sie i w ré-
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wnolegtoscianie danym, t j. ile jest jednosci w ilo-
czynie z powierzchni podstawy przez wysoko$¢ ro-
wnolegto$cianu danego,—bo zamiast podstawy row.
prost. prostokatnego, mozna wzig¢ réwnowazng jej
podstawe réwnolegtoscianu danego, a wysokosci sg
réwne.

Wn. 2. BrylowatoU graniastoslupa réwna sie ilo-
czynowi z powierzchni podstawy przez wysokos¢;
gdyz gran. jest rownowazny réwnolegtoscianowi ma-
jacemu z nim podstawe réwnowazng a wysokos¢ ro-
wnag (457. Wn.), przeto ile zawiera sie kwadratéw
w réwnolegloscianie, tyle i w gran., t j. ile jest je*
dnosci w iloczynie z podstawy przez wysokosé,— bo
zamiast podstawy rownolegtoscianu, mozna wzigé¢
podstawe graniastostupa.

Wn. 3. Brylowato$¢ ostrostupa réwna sie trzeciej
czesci iloczynu z podstawy przez wysokos$¢, gdyz
ostrostup jest trzecig czeScia gran: majgcego z nim
te sama podstawre i wysokos$¢ (459. Wn.).

Wn. 4, Brylowatos$¢ graniastostupa G trojkatne-
go Scietego, rowna sie iloczynowi z trzeciej czesci
podstawy, przez summe trzech wysokosci. Oznaczam
podstawe gran. przez P, wysokos¢ jedng przez W,
druga przez W', trzecig przezW";-—grn.G jako réwno-
wazny trzem ostrostupom majgcym z nim podstawe
P wspdlng a za wysokosci: jeden W, drugi W', trzeci
W" (460), zawiera w sobie tyle szescianéw ile te trzy
ostrostupy razem t j. %PW + %PW'-f «PWV , P
(W+W'4-W").,

Wn. 5. Brylowatos¢ S ostrostupa $cietego réwna
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sie iloczynowi z trzech jego podstaw: dolnej P, gor-
nej p i $rednio proporcyonalné¢j miedzy temi podsta-
wami, przez trzecig czes¢ wysokosci. Ostrostup Scie-
ty jest rownowazny trzem ostrostupom majacym z nim
rowng wysokos¢ W, a za podstawy kazdy inng z trzech
podstaw (461. Wn.); przeto zawiera tyle kwadratow
ite te ostrostupy razem t.j. S= ¥3PW -j- ‘ApW-j-
VA/NCp.W— AW (P +pll/P ™).

467. Tw. Brytowatos¢ walca réwna sie iloczyno-
wi z powierzchni hola stuzgcego za podstawe przez
wysokos$¢.

Biorgc wielkos¢ kota, bierzemy jg do pewnoj liczby
znakow dziesietnych, przeto do tej liczby znakoéw
dziesietnych obwdéd odpowiedniego wielokata fore-
mnego opisanego na kole, nie rézni sie co do wiel-
kosci od okregu (26(5, a) a tem samem do tylu zna-
kéw dziesietnych i pow. kota nie rézni sie od powie-
rzchni wielokata opisanego, gdyz pow. wiek réwna
iloczynowi z obwodu przez promien kota wpisane-
go; z tego to powodu przy obrachowaniu brytowato-
sci walca, czyli przy wyrazeniu jego wielkosci liczba,
zamiast kota stuzgcego za podstawe walcowi, bierze-
my stosowny wiek for. opisany, atem samem zamiast
walca bierzemy gran. majacy za podstawe ten wiek;
przeto brytowatos¢ walca, tak jak grn. réwna sie ilo-
czynowi z powierzchni podstawy grn.,—réwnej pow.
kota,— przez wysokos$¢. Oznaczywszy promien pod-
stawy walca przez U, wysokos$¢ przez W, bryt. wal-
stt=11R2\V.
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Wn. 1. Dla podobnej przyczyny przy wyrazeniu
wielkosci ostrokregu liczbg, zamiast kota jego pod-
stawy bierzemy wielokat for. na nim opisany, o licz-
bie bokéw odpowiedniej $cistosci rachunku; po-
wierzchnie kola i wielokata, do zadanej liczby zna-
kow dziesietnych, sa sobie réwne, a zatem brylowa-
i0s¢ ostrokregu lak jak ostrostupa majacego ten wie-
lokat za podstawe, rdéwna sie. iloczynowi z powierz-
chni podstawy przez trzecig cze$¢ wysokosci. Ozna-
czywszy promien podstawy ostrokregu przez R, wy-
soko$¢ przez W,—bry. os/r.=y3nR2W.

Wn. 2. Do zadanej liczby znakéw dziesietnycti
brytowatos$¢ ostrokregu nie rozni sie od brytowatosci
ostrostupa, majacego za podstawe stosowny wiek for.,
przeto do tej liczby znakéw, kloc ostrokregu nie ro-
zni sie od kloca tego ostrostupa réwnéj z nim wyso-
kosci, przeto brylowatos¢ kloca ostrokregowego tak
jak ostrostupowego réwna sie iloczynowi z trzeciej
czesci wysokosci przez summe trzech podstaw. Ozna-
czywszy wysokos¢ przez W, promienie podstaw R i
r, bryt. kloca ostrokregowego — \BW(i LR24—H7>F.
|/ HR2iD'd=y3w(iiRz+rir2s}/ TFRV ) W ( iir2
—fHr2411Rr)— \Briw(R2 fro*/e).

Uw. Nie mozna w ogdlnosci uwaza¢ kota za wie-
lokat for., tém bardziej za wiek for. o nieskonczonej
liczbie bokéw, gdyz o liczbie nieskonczenie wielkiej
W nizszej matematyce nie mamy jasnego pojecia; za$
przeciwnie z opisania kota i wielokgta wiemy ze to
sg dwie rozne rzeczy;—ztad wynika ze walca za grn.,
ostrokregu za ostrostup, uwaza¢ niemozna bez popet-
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nienia btedu przeciw Scistosci matematycznej; wy-
razajagc liczba wielko$¢ kota, nie mozemy jej wyra-
za¢ do nieskonczonej liczby znakéw dziesietnych,
bo to jest niemozliwem,— lecz wyrazamy jg do pe-
wnej liczby znakéw dziesietnych, do ktorej to liczby
znakow dziesietnych, obwdd wiel. for. wpis. i opis.
0 stosownej liczbie bokoéw zupetnie nie rézni sie od
okregu, a powierzchnia wiel. for. opis., od pow. kota,
1ldla tego w tym szczegélnym przypadku t j. przy
mierzeniu, jedno za drugie ze wszelkg Scistoscia ma-
tematyczng moze byé wziete; nastepnie za$ przymie-
rzeniu walcéw i ostrokregoéw, biorgc zamiast podstaw,
nierd/.nigce sie od nich wielokaty, bedziemy mieli gra-
niastostostupy i ostrostupy do zadanej liczby znakéw
dziesietnych nie réznigce sie od walcéw i ostrokre-
gow.

468. Tw. Brytowalos¢ bryty utworzonej obrotem
trojkata okoto osi przechodzacej przez wierzchotek
na jego ptaszczyznie, réwna sie. trzeciej czesci ilo-
czynu z powierzchni utworzonej przez obrot podsta-
wy tego tréjkata, czyli przez bok przeciwlegty temu
wierzchotkowi—przez wysoko$é padajaca na te pod-
stawe (fig. 330, 337 i.33S).

Potozenie trojkata ABC wzgledem osi MN moze
by¢ trojakie:

1° O$ MN przechodzgca przez wierzchotek C przy-
staje do boku tréjkata (fig. 336).

Prowadze wysokos$¢ CP i z wierzchotka B przeciw-
legtego osi, linie do niej prostopadty; oznaczam
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pow. AB, powierzchnie utworzong przez podstawe
AB, w czasie obrotu trojkgta ABC okoto osi MN,—
MBA, powierzchnia kola majacego za promien Bb,
bryt. ABC, brylowatos$¢ bryty utworzonej przez obroét
trojkata ABC okoto osi MN, it p.; mamy: bryt. ABC
z=zbryt. ABb-~bryt. bBC; lecz trojkaty prostokatne
w czasie obrotu okoto ramienia kata prostego, two*
rza ostrokregi proste, przeto biorgc ich wartosé be-
dzie: bryt. ABCNMAMBA. AA-j-yaM Bb.bC=%k#t. BA
(A6-f-ZiC)= yju. BA AC. Lecz -pow. AB= 11 BA AB
(398. Wn. 1) kt. BA=£I1BAN\ przeto, pow. AB:kt. BA=
11.BA. AB: U.BA>— AB: Bb po zniesieniu w drugim sto-
sunku wspdlnego czynnika LI-BA,— trojkaty prosto-
katne ABA i ABC majace kat wspdlny sa podobne, to
drugi stosunek ostatniej proporcyi AB; BA= AC: CP,
a zatem pow. AB: ki. BA=pAC : CP z kat ki. Bb. AC—
pow. AB.CP. W ostatni¢j wartosci na bryt. ABC za-
miast ki. BA.AC mozna wzig$¢ pow. AB.CP, a zatem
pow. ABC= 1i pow. AB.CP.

2°. Podstawa BA przedtuzona przecina 0o$ w pun-
kcie 1) (fig. 337).

Bryla utworzona przez obrét tréjkata ABC okoto
osi MN, jest réznicg pomiedzy brytg utworzong obro-
tem trgj. 1)BC i.DAC, przeto bryt. ABC= 13/ma>.DB.
CP— Vspow. DA.CP=V*(/;om.DB—pow. DA) CP=%
pow. AB.CP.

3°. Podstawa réwnolegta do osi (fig. 338).

Z wierzchotkéw A i B prowadze linie Aa i BA pro-
stopadle do osi, to bryla utworzona obrotem tréjka-
ta ABC jest rownowazna walcowi utworzonemu przez

Solid. Ksiega U. >1
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obrot prostokgta Ab zmniejszonemu dwoma ostro-
kregami prostemi utworzonemi przez obrot tréj. pro-
stokatnych BCb i ACa, przeto: bryt. ABC—U. PC.ab
— VZkl. PC.aC-'/M PC.Cb<—k+.PC.ab-kLPC(aC+t
Ch)=/el. PC.ab—\3fAPC.ab=.%k+}.PC.AB. Lecz ki.
PC= 11.PC® pow. AB— 2JIPC.AB, przeto: Id. PC:
pow. AB—U.PC2 2ITPC.AB=PC: 2AB po zniesieniu
w drugim stosunku wspdlnego czynnika FT-PC,— z tej
proporcyi 2ki PC.AB = pow. AB.PC, wstawiwszy to
w ostatnig wartos¢ na bryt. ABC bedzie bryt. ABC=
% pow. AB.PC.

Uw. Potozenie wysokosci w zadnym z tych przy-
padkdw niezmienia dowodzenia.

4609. Tw. Brylowato$¢ bryty utworzonej przez
obrot czesci wielokata foremnego okoto osi przecho-
dzacej przez jego Srodek, réwna sie trzeciej iloczynu
z powierzchni utworzonej przez jego obwod, przez
promien kola wpisanego (fig. 339).

Bryta utworzona obrotem czesci wiel. for. OABCD
réwna sie summie bryt utworzonych przez obrot skia-
dajacych ja tréjkatéow, lecz ze wysokosci tych troj-
katéw sg sobie réwne (128. Wn. 1), przeto nazwa-
wszy je przez R bedzie: bryt. OABGD=V3/>0n?.AB.R
—{3pow. BC.R-\-Vzpow. CD.R=:13(/;an? AB-j-/;0i0.
BCA-pow. CD)R=y3jpoM: ABCD.R.

Wn. 1 Podobnie dowiedlibySmy ze bryta utwo-
rzona przez obrot pétwielokata foremnego parzyste-
go okoto osi odcinajacej tg potowe, réwna sie trze-
ciej czesci iloczynu z powierzchni utworzonej przez
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obwod polowy tego wielokgta, przez promien kola
wpisanego.

470. Tw. Bryléwatosé kuli réwna sie iloczyno-
wi z powierzchni kuli przez trzecia czes$¢ promienia.

Kula tworzy sie obrotem pdétkola okoto osi, a ze
przy dochodzeniu wielkosci okregu kota, zamiast o-
kregu bralisSmy wielokat na niem opisany o stoso-
wnej liczbie bokdw: zamiast potokregu tworzgcego
kule z tym samym przyblizeniem czyli tej samej wiek
kosci bierzemy pétwielokata' opisanego na temze po6t-
kolu; brytowatos¢ kuli, tak jak brylowatos¢ bryty
tworzonéj obrotem czesci wielokgta foremnego oko-
to osi, réwna sie powierzchni utworzonej obwodem
tego wielokata przez % promienia kota wpisanego;
a ze w tym przypadku obwo6d wielokgta réwna sie
obwodowi poétokregu, przeto brytowatosé kuli roé-
wna sie powierzchni kuli przez trzecig cze$¢ pro-
mienia. Oznaczywszy promien kuli przez R, pow.
kuli— 411R2 zas brytowato$¢ 41JR1 y3Rn=43TIR3

Uw. 2. Biorac walec opisany na kuli, ktéréj pro-
mien R, i ostrokrag majacy z walcem podstawe i wy-
sokos$¢ wspdlng, bedzie bryt. wal.— 11IR2 R = 2UR3
bryt. kuli — 43HR3 bryt. ostr. — \8IIR.2R= 23lIR3
przeto wal. kuli: ostr.==2:43:% = 6: 4:2.

Wn. 1 Brytowatos¢ wycinka kulistego réwna sie
trzeciej czesci iloczynu z powierzchni kuli obejmu-
jacej go przez trzecig cze$¢ promienia; jako bryla
utworzona obrotem czesci powierzchni wielokata fo-
remnego o stosownej liczbie bokéw, okoto osi prze-
chodzacej przez wierzchotek.
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Wn. 2. Brylowatos¢ odcinka kulistego, réwna sie
brytowatosci wycinka majacego z nim tez sama po-
wierzchnie kuli za podstawe, mniej brytowatoscig o-
strokregu majacego kola odcinka za podstawe, a
wierzchotek w $rodku kuli.

Wn. 3. Brylowatos¢ odcinka o dwoch podsta-
wach réwna sie brylowatosci wiekszego mniej bry-
towatoscig mniejszego odcinka.

471. Tw. Bryly podobne maja sie do siebie jak
szeSciany z wymiaréw odpowiednich.

1° Bownolegtosciany proste prostokgtne. Ozna-
czywszy przez Rir dwa réwnolegtosciany i przez
Did Sis Wiw ich odpowiednie wymiary, be-
dzie: bryt. R.AD.S.W, bryt. r.=:d.s.iv., przetobryt.
R:bryt. r.— D.SW:dsw, leczD:d=W:wiD:d
n=S:S i D:d/=\):d, to pomnozywszy te proporcye
bedzie: 1)3:¢3=S.W.D :s.w.d.; a tem sam¢m Bryl.
R:bryt. r — D3: d3

2° Ostrostupy trdjkatne majace podstawy podo-
bne, i wysokosci przez odpowiednie punkta podstaw
przechodzace proporcyonalne do bokéw podstaw,
maja sie do siebie jak iloczyny z trzech wymiardw.
Oznaczywszy przez P ip podstawy, W i w wysokosci,
K i k krawedzie podstaw czyli podstawy trdjkatéow
stuzacych za podstawy ostrostupom,—bedzie: Bryt.
ostr.=P.W, bryt. oslr. pw\ lecz P;/;=K2 A2i \V:w
— K:/f, z podobienistwa ostrostupéw, pomnozywszy
te dwie proporcye, mamy: P.W:pw = K3k3 czyli
Bryt, oslr : bryt. ostr. — N3 /r3

3" Inne bryty ptaskoscienne podobne, jako skia-
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dajace sie z ostrostupéw podobnych, maja sie wsio*
sunku tych ostrostupéw, czyli szeScianéw z wymia-
réw odpowiednich.

4° Walce.—bryt. TF«/=ilR2\Y, bryt. wal—Wr2 w,
przeto: bryt. WRI: bryt. wal— R2WV: r2v a ze R:r=
W:w, pomnozywszy poprzedniki przez R\z naste-
pniki przez 72 bedzie R3r3=R 2AV: ran, a zatem bryt.
Wal: bryt. wal— R3r3 To samo Scigga sie do ostro-
stupdw, jako trzecich czesci walcow, i klocdw ostro-
stupowych jako skladajacych sie z trzech ostrostu-
péw podobnych.

5° Kule. Bryl. Kuli = 43lIR3 bryt. bu li= 43Ur»
przeto: bryt. Kuli: bryt. buli= R3r3

472. Zd. Znale$¢ brylowatosé: a) réwnolcgho-
keianu prostego prostokatnego, ktérego diug. 5 tok.
szer. 3 Lok., wys. 6 Lokci;— za jedno$¢ do mierze-
nia tej bryly przyjety jest tokieé¢ szescien. gdyz wy-
miary sg mierzone tokciem, przeto tokie¢ szeScien.
tyle razy zawiera sie w bryle ile iloczyn z trzech wy-
miaréw ma jednosci (466), tj. 5.3=15, 15.6=90
razy zawiera sie tokieé¢ szescienny czyli brytowatosé
=90 ktok. szest.; b) réwnolcgtoscianu pochytego,
ktorego podstawa zawiera 30 cali kwad. a wysoko$¢
8 cali; liczba 30 wypadta z pomnozenia dwéch wy-
miaréw podstawy bedacych zarazem wymiarami bry-
ty, dtugoscia i szerokoscia, przeto pozostaje jg po-
mnozy¢ przez trzeci wymiar 8 dla otrzymania bryto*
watosei réwnolegtoscianu, ktéra réwna sie 30.8=
240, — podobnym sposobem wynajduje sie brylowa-
tos¢ gran.;—saznia szeSciennego, biorac za jednos¢
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stope szescienng; dtugos¢ saznia szesciennego jest
stop 6, podobnie szerokos$¢ i wysokos¢; przeto bry-
ta zawiera w sobie stép szesciennych 6.6=36, 36.6
216; na tej zasadzie miary szescienne wyzsze, zamie-
niajg sie na nizsze; i tak jeden sazen szeScienny ma
tyle np. stdp, ile szescian z liczby stop zawierajacych
sie w sazniu jednosci;—d) Ostrostupa, ktorego pod-
stawa ma 8 tok. a wysokos¢ 6; bryt, oslr.=V3.8
. 6=16 L. sze$. (466. Wn. 3);— e) graniastostupa
tréjkaOiego Scietego, ktdérego podstawa tr. tokci 15,
jedna wysokos$é 2 tok. druga 3 a trzecia 4 ; bryt.
=rv32-f£3-34) 15= ¥3.9. 156= 3. 15= 45 tok.
sze$. (466. Wn. 4);—f ) Ostrostupa Scietego, ktoére-
go podstawa dolna 20 Lok , gérna 12, a wysok. 6,—

bryt.=V.(20+12+J/20.12) . 6= W% (20 + 12+

15.811) . 6=y, .47.S11. 6= 47.811 .2=94.622
Sgz. szes. (466. Wn. 5);— g) Walca, ktérego pro-
mien podstawy 4 tok. a wysok. 10 tok., — bryt.
= 3It3. 42 10= Fy,3. 16 . 10=502W.,3(467); —
h) Oslrokregu, majac promien podstawy 3 Lok. a
wysoko$¢ S tok.,— bry. = W . 3In3.32. 8=Vs -
FH,3.9.S=Fm .3.8=57%3 Lok. szes. (467.
Wn. 1);— i) klocaostrokregowego, ktérego promien
podstawy dolnej 7 t., gornej 3 Lok. a wysokos$¢ 15
tokci,-brytow.=V3. Wu3(72 337 .3) .165=

Ii3.(49+9+21) .5=F,3 .79 .5= 124018m
tok. szescien. (467. Wn. 2);— k) bryty utworzonej
przez potowe szescio/rala for., opierajgcego sie na
osi sym. taczacej przeciwlegte wierzchotki obrotem
okoto tej osi, ktérego bok ma 6 tokci,— powierzchnia
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utworzona przez obrot obwodu szescidkagta réwna sie
okregowi kola wpisanego, przez o$ (417), lecz pro-
mien ten jest przyprostokatnig tréjkata prostokatne-
go, ktérego bok szesé., jako rowny prom. kola opi-
sanego, jest przeciwprostokglnia, za$ potowa tego
boku druga przyprostokatnig, tak ze R2=236—9=
25 aR=J/25=5 przeto pow. utworzona przez sze-
kiokgt=2.3u3 5. 12= 3m . 120=385.84., a
bryl.=\8. 3S5.5S4. 5=Y3. 1929.20= 643.06 tok.
sze$. (469. Wn.l); —/) kuli, ktor¢j promien 5 £ok.,—
bryt. = 43 .3 ,3.125= 4989 . 125 = n'soB=

523.59 tokci szesciennych (470);—m) Wycinka ku-
listego, ktorego promien kuli 10 tok. a wysokos¢
odcinka stuzacego za podstawe 3 tok.— powier. od-
cinka réowna 2 . 3n3 . 102. 3 — 230'm — 188.49
tokci kwadr. (418. Wn. 2), brytlowatosé wycinka=
\j . 188.49 . 10=628.30 tok. szcs. (470. Wn. 1)j —
n) Odcinka o jednej podstawie, gdy promien kuli
rowny 8 tok. a wysokos$¢ odcinka 2 tok.,— pow.
odcin. =2 . 3du3 .8 . 2= 100.53, brylowatosé wy~
cinka ktéremu on stuzy za podstawe=V3100.53 . 8=

268.08 tok. szes.,—wysokos$¢ ostrokregu majgcego
kolo odcinka za podstawe = 8—2= 6, promien zas
tego kota jest przyprostokatnia w trdjkacie prosto-
katnym, w ktdrym promien kuli jest przeciwprosto-
katnig a wysoko$¢ druga przyprostokatnig, przeto
r=]/61—36="/28=5.29 a brylowatos$d ostrokre-
gu=*A .3Fm .28.6= 3@N3.56= 157.92 tokci
sze$¢.,—a zatem brylowatosé odcinka, jako réznica
pomiedzy brylowatoseig wycinka i walca,=268.08—
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175.92=92.16 tokci szesciennych;— 0) Odcinka 0
jednej podstawie, gdy promien kuli réwny 8 tok.
za$ wysokos$¢ 12 tokci, —odcinek ten jest wiekszy
od pot kuli, przeto do brylowatosci wycinka trzeba
doda¢ brylowatos¢ osfrokregu.

Pow. wyciu. — 2 .3m .S. 12=523.539
Wys. ostrok. = 12— S= 4
Prom. pods. = ]/64—16= j/48 = 6.92

Bryl. wycinka = \8.523.539.8 =13. 4188.312=
1396.104 tok. szes.

. Bryl. ostrok. = % .3m .48.4= 3,3.16.4
=201.061 tok. szes.

Bryl. odcinka = 1195.043 tokci szesciennych.

Uw. Jesliby dana byta brytowatosé i dwa wymia-
ry, a szukalibySmy wymiaru trzeciego, to poniewaz
bryt. jest iloczynem trzech wymiaréw, przeto podzie-
lona przez iloczyn z dwoch wymiaréw' daje wymiar
trzeci.

473. Zd. Znales¢ trzy wymiary rownolegtoseia-
nu, ktéryby miat £ok. sze$. 405 i aby jego wymiary
byty w stosunku 1, 3, 5. Brylowato$¢ rdéwnolegto-
scianu majacego za wymiary 1, 3, 5 réwna sie 15 t.
sze$.; a ze bryly podobne majg sie jak szesciany
z wymiaréw odpowiednich, przeto

15:405= i3:x3 a8 27

15: 405 = 33:x3 xA 729

15 : 405 = 53:x3 233375
Przeto wymiary zadane sa 3, 9, 15.

474. Zast. Ciata majace ksztatt zblizony do bryt
jeometrycznych przyjmujg sie za jeometryezne i na
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t¢j zasadzie obrach owywa sie ich wielkos$¢, np. scia*
ny, belki za réwnolegtosciany proste prostokatne, klo-
ce drzewa za walce majace za podstawe Srodkowe
przeciecie kloca i t. d.;—ciata sktadajgce sie z czesci
majgcych ksztatt jeomelryczny, obrachowujasie przez
obrachowanie tych czesci;—ciato nie majgce ksztattu
podobnego do bryly, moze byé zmierzone w ten spo-
sob: kladzie sie je do naczynia walcowego i nalewa
sie woda lub zasypuje piaskiem—nastepnie wyjmuje
sie ciato i mierzy sie réznica wysokosci wody, to wa-
lec majacy za podstawe naczynie walca, a za wyso-
kos¢ réznice wysokosci, jest réwnowazny z mierzo-
nym ciatem.

475. Zast. Przy uzyciu prawd solidometrycznych
w zastosowaniu, zdarza sie potrzeba z wagi ciata
dojs$¢ brylowatosci; dla uskutecznienia tego wiedzie¢
potrzeba ze stopa szes¢, polska wody dystylowanej,
przy najwiekszej gestosci, wazy funt. 58,909090909,
ciezkos¢ zas$ wzgledna ciat pokazuje ile razy ciato
ciezsze od tej wody np. Ztoto 19,258,— Otéw 11,352,
— Srebro 10,474,—Miedz S,S95,— Mosigdz 8,395,—
Zelazo lane od 7,045 do 7,788, — Zelazo kute od
7,575 do 8,778.—Stal 7,707.— Cyna 7,264,—Cynk
6,862,—Marmur kararyjski 2717, —Granit Egipski,
2,76), — Gips od 1.87 do 2.29, — Drzewo dobowe
Swicie 0,93, suche 1,07,—Buk 0,85,—Sosna 0,55
i t d; azatem chcac wiedzie¢ 5000 fun. miedzi ile
ma stdp szesciennych uwazam: poniewaz miedz jest
8,895 razy ciezsza od wody, przeto woda tej samej
co miedz dana objetosci wazytaby 8,595 razy nmigj

Solid. Ksiega ll. 22
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tj. mHe&®= 562 fan., a ze fantow wody 5S.9 czyni
jedna szescienng stope pols., przeto funt. 562 czyni
stop tyle ile razy 58.9 zawiera sie 362 t . 5584 =
9393 stop szes.; ztad widziemy, ze dla otrzymania
liczby stop metalu, jego wage w funtach dzielimy
przez ciezkos¢ wzgledna i ciezar stopy sze$. wody;—
zadanie przeciwne, t.j. z objetosci dojs¢ ciezaru me-
talu, rozwigzuje sie, mnozac objetos¢ przez ciezkosé
wzgledna i wage wody.

476. Zt. Brylowatos¢ ziarna zsypanego w zasie-
kach obrachowywa sie podtug ksztattu zasieki i je-
dnostajnej lub niejednostajnej wysokosci warstwy
ziarna, tak ze warstwa ta moze miec¢ ksztatt réwno-
legtoscianu prostego prostokatnego, gran. Scietego
i t p. Zboza zsypanego w ksztalcie ostrokregu bry-
towatos¢ obrachowywa sie mnozac powierzchnie
podstawy przez Srednio-arytmetyczng wysokos$¢ z wy-
sokosci branych w réwnych odstepach np. o stope,
tokieé, tak ze te wysokosci przypadajg w wierzchot-
kach stdp, tokci kwadr, na ktére tym sposobem po-
dzielitaby sie podstawa zboza. Jakimkolwiek sposo-
bem obrachujemy brytowato$¢ zboza w miarach sze-
sciennych, potrzebuje zamieni¢ na wiasciwe miary
objetosci, Korce, Cwiercie, Garnce i t p. — W tym
celu wiedzie¢ potrzeba ze Garniec ma cali szescien-
nych 2S91% 4 Korzec zas— Calisze$. Q258'A=Cw.
sze$. 257 calil'A—Slép sze$. 64, Cwier. 1, CaliVU\
czyli Scisle zamiast 'A brac trzeba 74t

477, Zd. Obrachowac brytowatos$¢ beczki.

Iscy Spos. Przy dochodzeniu brylowatosci becz-
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ki elementarnie uwazamy ja za Srednio-arytmetycc.
nie proporcyonalna pomiedzy dwoma walcami opisa-
nym abcfgh majgcym $rodkowe kolo beczki za pod-
stawe i wpisanym w beczke ABCFHG majgcym dna
beczki za podstawe,—oba za$ 0$ beczki JK za wyso-
kos¢.— Oznaczywszy wiec bryt. beczki przez B, jej
wysokos$¢ przez w, promien kota srodkowego przez
R za$ dna przez r, mamy B= f2(nR2*-]-1IT2WW) —
/,nto(Ratra) = 18nio<4R*+- 4ra)=% n«>[(2R)at(2r)*]'
t j. brylowatos¢ beczki réwna sie potowie iloczynu
stosunku $rednicy do okregu przez wysokos¢, pomno-
zonemu przez summe kwadratéw z promieni dna naj-
wiekszej objetosci lub 6smej czesci iloczynu ze sto-
sunku $rednicy, przez wysoko$¢, pomnozonego przez
summe kwadratow ze Srednic.

2< Spos. Dla zmierzenia beczki potrzeba mierzy¢
brylowato$¢ dwoch walcéw, ktdra wyraza sie mia-
rami szeSciennemi a nie miarami objetosci — gar-
niec, kwarta i t p.— Do takiego wiec mierzenia wal-
ca najdogodni¢j wzigs$¢ za jednos¢ walec majacy ob-
jetosci garniec, kwarte i t. p.— Garniec jest to walec
majacy brylowatosci Cali sze$. 289'%t — IIR2W =
FHu3*16.W, biorac promien R réwny 4 calom; czyli
1%‘325—%6%9 W a thd wysokosc garnca majacego J
15625:113  176562;
54X5680 306720
czyli 5% cala z przyblizeniem mniej jak o 0.01

Biorgc drugi walec majacy ta samag wysokosé

5,7564... zawierajacy za$ dwa, trzy, cztery, pie¢ i
t. d. garncy i promienie ich oznaczywszy przez r, r',

cale za E)romieﬁ czvli W— 75(54
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iJ.... bedzie JIr2aw: IIR2W =2:1, O /W : HR"W2
=3:1; U/'2N: HR2VV=4: 1. H/"2W: HR*W =5:1
i t. d. czyli znoszac w pierwszym stosunku wspdélny
czynnik 1IW bedzie ra R2=2;1; r'd RE=3:1; ?:R2=
4:1; RZ=5:1 it d a zlad r2= 2R2= R4Ra
czyli promien walca zawierajacego dwa garnce jest
przeciwprostokalnig trdjkgta w ktérym przyprosto-
katnie sa promienie garnca; — / 23R 22R 2j-R2=
N2£R2 promien trzech garncy jest przeciwprostoka-
tnig trdjkata wktorym przeoiwprostokatnig i przypro-
stokatnie sg promienie dwdch i jednego garnca:—
?7"24R 23R 2-j-R2 | 2}-R2i t.d. od punktu (fig.341)
A do | odcinam 2R; do 2, 2/*; do 3, 2/; do 4, 2 do
5.2r" it d. i otrzymam Srednice walcéw 2, 3, 4, 5
i t d razy wiekszych od garnca przy réwnej z nim
wysokosci. Jesliby wysokosci nie byty réwne, to wa-
lec ktory przy réwnych wysokosciach zawiera 5 garn-
cy przy 6 razy wiekszej wysokosci zawiera 6 razy wie-
cej garncy tj. 5.6=30. Zamiast mierzy¢ zwyczajnie
walce wpisane i opisane mierzymy je nagarnce, kwar-
ty lub kwaterki, podtug tego jak podziatka zrobiona,—
mierzenie za$ tem jest Scislejsze im mniejszej miary
zrobiona podziatka,—i tak, jesli Srednica dna dolne-
go rowna A4, najwieksza AG, wysokos¢ B5, to becz-
ka — garncom \&(4.5-j-6.5)=% (4—{6).

477. Zd. Znales¢ ciezar zdolny zanurzy¢ todz-

Zamiast ciezaru drzewa todzi, biore ciezar wody
majacy z tem drzewem jednakowa objetos¢ i dodaje
do niego ciezar wody wypetniajgcej +6dz, a otrzymam
ciezar zd-dny t6dZz zanurzyé, jako réwny ciezarowi
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wody wypchnietej przez catg, +6dz przy j¢j zatapianiu
sie *). Przy robieniu todzi wazy sie uzyte drzewo,
albo po zrobieniu t6dz cata, ktora wazy 10,000 funt.
t6dz zawiera w sobie wody garncy 500,00i). Drzewo
sosnowe wazy 10,000, a 0.55 funtéw' tego drzewa
ma taka objetos¢, ze woda tej objetosci 1 funt by
wazyta; przeto woda objetosci drzewa wazy tyle fun-
toéw ile 0.55 funtéw zawiera sie w 10,000 funt. t j.
10,000:0.55= 18131.81... Garniec wody dystylowa-
nej wazy funtéw 9.S642, przeto garncy 500,000 waza
funtéw 4932100; a zatem statek zanurzy sie od funta
181S1.518...-{-4932100=4950281.SUS... Chcac wie-
dzie¢ brylowatos¢ tak drzewa uzytego na statek jako
tez objeto$¢ samego statku, trzeba wage wody po-
dzieli¢ przez 5S,909... gdyz kazde 5S,909 funtéw wo-
dy stanowi stope szescienna.

477. Zd. lle kosztowac powinien sgzen szescien-
ny drzewa sosnowego, gdy szlaka majaca dtugosci
stop 24, za$ Srednice w S$rodku diugosci 33 Cali,
kosztuje lis. 7.29.

Uwazajac sztuke za walec, wysokos$¢ jego jest 24

stopy=2S8 cali, tobryt.— .288="1089.288
= 24632(5 cali szescien.; lecz sgzen szescienny =

*) Z Fizyki wiemy: ze cialo tyle traci ze swego ciezaru ile
wazy wypchnieta woda, przeto jesli ciato Izejsze od wo-
dy, jaka jest t6dz napetniona powietrzem , to woda wy-
pchnieta czescig lodzi tyle wazy co t6dz cata i dla lego
czesc jej jest w wodzie, a cze$¢ nad woda czyli ona ply-
wa; lecz jesli eiezar todzi jest taki Ze sie réwna massie
wody wypchnietej przez calg 16dz, to 6dz dla wypchnieg-
cia tej wody musi sie zanurzyc.
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373248 caléw sze$. przeto 246326 :373248 = Rs

7.2fl:x=3» , N F11.04 Rs.
240020

Saznie szescienne drzewa leSne majg w sobie sg-
zen szescienny samego drzewa, miejskie zas sg drze-
wem ztozonym, zajmujgcym sai. sze$., a przeto od
8 do 12 procentdw potraca sie na nie Scistos¢ w skia-
daniu.

478. Zd. Znale$¢ powierzchnie i brylowatosc
/mli ziemskiej, ktoérej promiert wynosi 859 \2miljeogr.

Pow. =4Hfc4.7~1(839V 2)2r=9283050 mil kwadr.

Bry. ~ H r 3 43]](859.5)3-2659583000»i*7sz65.

Uw. I. Podziat miar szesciennych.
a) 1$3i.=215 £/A/;=:373248 Caléw= 644972544
Linii=51597 80352 Milim.
b) 1tok.—8 Sh=64 C~.=13821 23887873
Zm.— 191102976 mil.
c) 1 Stop= 1728 Cal.=29S59S4 /mi.=23887872»n.
Uw. 2. Zamiana miar objetoSci ciul sypkich na
szescienne.
a) 1Korzec — 9259%7 Caléw — 16000000 linii
— 128000000 milim.
b) 1 Cwieré = 23142j7 Caléw = 4000000 linii

— 32000000 mil.

c) 1 Garniec — 2S9K54 Caléw — 500000 linii
— 4000000 mil.

d) 1Kwarta — 72P6r> Calow == 125000 linii
— 1000000 mil.

(c \Kwaterka— Calow = 31250 linii

= 25000 mil.
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ROZDZIAL IV

Wzajemna zaleznos¢ wielkosci ksztattu
bryt.

479. Tw. Z réwnolegloscianéw majgcych pod-
stawy i icysohosci réwne, rownolegtoScian prosty
ma najmniejszg powierzchnie i nawzajem.

Z krawedzi podstawy, na $cianach réwnolegtoscia-
now prostego i pochytego wyprowadzam prostopa-
dte do tej wspdlnej krawedzi, to one sg wysokoScia-
mi prostokata i rownotegloboku stuzacych za Sciane
rownolegtoscianom prostemu i pochytemu (371), scia-
ny te sa w stosunku wysokosci, jako majgce podsta-
wy rowne (288. Wn. 2); lecz wysokos$¢ prostokata
jako prostopadta do podstawy dolnej (338. Wn. 1),
jest zarazem prostopadta i do podstawy gornej (345);
wysokosé réwnotegloboku w Scianie prostopadtej nie
jest prostopadta do podstawy dolnéj, a tem samém jest
pochytg do podstawy gérnej, a zatem wieksza od wy-
sokosci prostokata; przeto i summa $cian réwnole-
gtoscianu poctiytego jest wieksza od summy Scian
prostego.

I nawzajem: Oznaczam przez A i B dwa réwno-
legtosciany prosty i pochyty, majace podstawy i po-
wierzchnie réwne, a mam dowies¢, ze brytlowatosé,
czyli wysokos¢, rownolegtoscianu prostego A, jest
wieksza od brytowatosci rownolegtoscianu pochyte-
go B; na podstawie réwnolegtoscianu pochytego B
wystawiam réwnolegtoscian prosty C majacy z nim
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rowng wysokos$é, rownolegloscian ton C jest réwno-
wazny réwnolegtoscianowi B (455. Wn. 1), lecz po-
wierzchnia réwnolegloscianu G jest, podiug poprze-
dzajacego, mniejsza od powierzchni réwnolegtoscia-
hu B, atem samem i A, bo powierzchnie te sg sobie
rowne; a ze rownolegtosciany A i C sg oba proste,
maja podstawy réwne, a powierzchnia réwnoleglo-
écianu C, jako mniejsza od powierzchni réwnolegto-
Scianu B, jest mniejsza i od powierzchni réwnolegto-
Scianu A:—przeto i brytowatose roéwnolegloscianu C
jest mniejsza od brytowatosci réwnolegloscianu A, a
tem samem i brylowatose réwnoleglo$cianu B mniej-
sza od brytowatosci réwnolegloscianu A

Wn. Twierdzenie to Scigga sie i do graniastostu-
pow.

480. Tw. Z roéwnolegloscianéw prostych, maja-
cych réwng brytowatose i wysokos¢ a tem samem i
podstawy, ten ktéry ma za podstawe kwadrat, ma
najmniejsza powierzchnie.

Powierzchnie boczne réwnoleglosciandw prostych,
majacych wysokosci réwne, sg w stosunku obwoddw
podstaw, a ze z rownolegtobokéw rdwnowaznych
kwadrat ma najmniejszy obwdd (301. Wn. 2), przeto
i powierzchnia boczna réwnolegloscianu prostego ma-
jacego kwadrat za podstawe, jest najmniejsza.

481. Tw. Z réwnolegloscianéw prostych maja-
cych jednakowag wysoko$¢ i powierzchnie ten jest
najwiekszy ktéry ma za podstawe kwadrat.

Z réwnolegloscianéw prostych A i B jednakowej
wysokosci i powierzchni, pierwszy ma za podstawe
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kwadrat, drugi jakikolwiek inny rownolegtobok. Wy-
stawiam réwnolegtoscian C majacy za podstawe kwa
drat réwnowazny podstawie réwnolegtoscianu B, a
za wysokos¢, wysokosé tego réwnolegtoscianu, to:
rownolegtosciany B i C sg réwnowazne(455. Wn.lI),
powierzchnia réwnolegtoscianu C jest mniejsza od
powierzchni réwnolegtoscianu B (4S0), atem samem
od powierzchni réwnolegtoscianu A:—lecz réwnole-
gtosciany Ai C oba majg za podstawe kwadraty i wy-
sokosci réwne: przeto podstawa, a tem samem bryto-
watos¢ rownolegtoscianu A, wieksza od podstawy ro-
wnolegloscianu C. bo bez teg<» i pow. boczna niemo-
gtaby by¢ wieksza: a zatem brytowatos¢ réwnolegto-
Scianu A wieksza jest i od brytowatosci réwnolegto-
$cianu B réownego C.

482. Tw. gt Z réwnolegtoscianom majacych ro-
wna brytowatos¢, szeScian ma najmniejsza powierz-
chnig; i nawzajem, z roéwno/egloscia?iow majacych
rowng powierzchnig, szeScian ma najwiekszg bryto-
watoscC.

Kazda $ciana rownolegtoscianu, majgcego naj-
mniejszg powierzchnie, przy danej brytowatosci, dla
tego jest kwadratem, bo gdyby nim nie byta ktéra-
kolwiek ze Scian to wzigwszy ja za podslawre, rowno-
legloscian majacy zapodstawe kwadrat réwnowazny
tej Scianie, awysoko$¢ réwng z pierwszym réwnole-
gtoscianem, bytby z nim réwnowazny i miatby mniej-
szg powierzchnie (480). Odwrotna wtasnos¢ dowo-
dzi sie tak samo, tylko opiera sie na No 4Sl.

4S3. Tw. Z graniastostnpéw prostych majacych
podstawy réownowazne, a wysokosci réwne, ten ma
Solidom Ksiega II. 23
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najmniejszg powierzchnieg, ktérego podstawa ma bo-
ki réwne.

Powierzchnie boczne graniastoslup6w prostych je-
dnakowej wysokosci sg w stosunku obwodu podstaw
lecz wielokat réwnoboczny ma obwdéd mniejszy od
réwnowaznego mu nie réwnobocznego (29S.Wn.3),
przeto ipowierzchnia boczna graniastoslupa majace-
go len wielokat za podstawe, jest mniejszy od po-
wierzchni bocznej innego graniastoslupa.

Uw. Podobnie dowiedlibySmy ze: a) zgraniasto-
slupéw prostych jednakowej wysokosci, majacych
podstawy réwnowazne o jednakowej liczbie bokdw,
majaca podstawe foremng ma najmniejsza powierz-
chnie (301. Wn. 2); b) z majacych za$ podstawy
bedace wielokgtami foremnemi, ten ma mniejsza po-
wierzchnie ktérego wielokat ma wieksza liozbe bo-
kéw (301. Wn. 2).

4S4. Tw. Powierzchnia walca prostego jest, naj-
mniejszg z powierzchni graniastoslupéw prostych,
majacych z nim réwng wysokos¢ i podstawy réwno-
wazne.

Powierzchnie boczne graniastostupéw prostych i
walcow majacych réwne wysokosci, sa w stosunku
obwodu podstaw, y ze obwdd kota jest najmniejszy
z obwodow wielokatéw jemu réwnowaznych, przeto
i pow. boczna walca prostego jest najmniejszg z po-
wierzchni i t d.

485. Tw. Pomiedzy graniastostupami prostcmi,
jednakowej wysokosci powierzchni i liczby Scian,
majacy podstawe foremng , ma najwieksza objetosé.
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Oznaczam przez A graniastoslup z podstawg fore-
mna, przez B granias. z podstawa nieloremna. Wy-
stawiam graniastoslup C majacy z granias. B podsta-
wy réwnowazne o jednakowej liczbie bokdéw i ré-
wn¢j z nim wysokosci: to graniastoslup C ma mniej-
sza powierzchnie od gran. B, a tem samem i od gran.
A. Lecz graniastostupy A i C majg za podstawy wie-
lokaty foremne o jednej liczbie bokdéw; przeto, jesli
powierzchnia gran. C jest mniejsza od powierzchni
grn, A, to i brylowatos¢ A jest wieksza od brylowa-
tosci grn. C:—a tem samem od granias. b. znim roé-
wnowaznego.

Wn. 1. Z pomiedzy graniastostupéw prostych je-
dnakowej wysokosci, powierzchni i podstaw forem-
nych, ten ma najwieksza brylowatos¢, w ktdrego
podstawie jest najwiecej bokéw, — co sie podobnie
dowodzi jak twierdzenie.

Wn. 2. Walec prosty ma wieksza brytowatos¢ od
jakiegokolwiek badz graniastoslupa jednej z nim
wysokosci i powierzchni réwne;j.

48d. Tw. Brylowatos¢ graniastoslupa prostego
opisanego na takimie walcu, tak si¢ ma do brylowa-
losci tegoz watra, jak cala powierzchnia graniasto-
stupa, do catej powierzchni walca.

Brytowato$¢ walca igraniastoslupa opisanego ma-
ja sie w stosunku ich podstaw, gdyz wysokosci sg
jednakowe, zas podstawy sg w stosunku obwodéw,
albowiem promienie sg jednakowe: a zatem i bryto-
watosci sg w stosunku obwodow.

Powierzchnia krzywa walca i boczna graniastostu*
pa maja sie jak obwody podstaw, lecz i powierzchnie



podstaw sg w tymze stosuku: przeto cata powierz-
chnia walca i graniastostupa sa w stosunku obwodu
podstaw. Zatem stosunki brytowalosci i catych po-
wierzchni walca prostego i graniastostupa opisanego
na nim, sg réwne stosunkowi obwodoéw podstaw tych-
ze ciat. Przeto te stosunki sg réwne.

487. Tw. Pomiedzy walcami proslemi jednakowej
catej powierzchni, len ktérego wysokos¢ réwna jest
Srednicy podstawy,ma najwiekszg objetosé. | przeci-
wnie." Pomiedzy walcami proslemi rownemi, ten ktd-
rego wysokos$é réwna sie $rednicy podstawy, ma ca-
la powierzchnie najmniejszg.

I u Jesli walce proste opiszemy réwnotegtoscianami
prostego majacemi podstawy kwadratowe, to stosu-
nek brytowalosci walca réwnolegtoscianu na nim
opisanego, réwna sie stosunkowi ich powierzchni lub
tez stosunkowi obwoddéw podstaw, t j. stosunkowi
kwhdralu opisanego na okregu kota, do tegoz okre-
gu, ktory to stosunek jest staty.

Dla lego, walec bedzie najwiekszy kiedy bedzie
wpisany w najwiekszy rdéwnolegtoscian. Objetosé
rownolegtoscianu jest najwieksza, jesli on jest sze-
Scianem, lo jest jesli jego wysokos$¢ réwna sie Sre-
dnicy podstawy walca wen wpisanego zatem objetos¢
walca prostego, danej catej powierzchni jest najwie-
ksza, kiedy walec moze byé wpisanym w szescian.

2. Odwrotnie. Jesli dana jest objetos¢ walca, i ro-
wnolegtoscianu na nim opisanego: to stosunek po-
wierzchni tych ciat jest staly. Dla tego cata powierz-
chnia walca prostego bedzie najmniejsza, kiedy cala
powierzchnia réwnolegtoscianu bedzie najmniejsza,
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lo jel, kiedy réwnoleglosoian bedzie szescianem: |
tak wiec znowu wysokos$¢ walca bedzie réwna Sre-
dnicy jego podstawy.

4S8. Iw. Z ostrostupéw tréjkatnych prostych,
(fig 342.) jednakowej wysokosci ipodstaw réwno-
waznych, majacy trojkat foremny za podstawe, ma
najmnie/sza powierzchnte.

Oznaczam przez A ostrostup majacy za podstawe
tréjkat foremny, przez B majacy za podstawe trojU
nieforemny,—obwdd pierwszego przez o, drugiego
przez O; promien kola wpisanego przez Ki r, wyso-
kos¢ trojkatéow stuzacych za Sciany, A\ i w.

Srodki kél wpisanych sg spodkami wysokosci; po-
wierzchnia kazdej podstawy réwna sie obwodowi
przez potowe promienia, |l j.!/>0.B—%(). zkadmO
r: H czyli ze obwody sg w stosunku odwrotnym pro-
mieni. (4dyby powierzchnie boczne tych ostrostupow
byty sobie réwne, to o. \V—(). w. a z lad 0: O —
w: W; lecz o: O=zr: U, przeto iw: W = r: B. W tgj
proporcyi wyraz W jest za maty, gdyz tylko linie ré-
rownolegle dzielg sie na czesci proporcyonalne, za-
tem, wtedy tylko powierzctinia boczna o. W ostrostu-
pa majacego trojkat foremny za podstawe, rownataby
sie powierzchni bocznej ostrostupa nie majgcego troj-
kata foremnego za podstawe, gdyby W réwnato sie
rownolegtej W; lecz ze W jest mniejsze od W', lo
powierzchnia ta jest mniejsza od powierzchni ostro-
stupa niemajacego tréjkata foremnego za podstawe.

480. Tw. Z ostrostupéw tréjkatnych jednakowej
brytowalosci, foremny ma najmniejszg powierzchnie.

Bo gdyby ostrostup majgcy najmniejsza powierz-
chnie, nie miat za Sciane trdjkata foremnego, to ostro-
stup majacy z nim tez samg wysokosé, a za Sciany
trojkat foremny miatby niniejsza powierzchnie.



490. Tm. Z ostrostupéw réwnej wysokosci i pod-
staiv rownowaznych foremnych, ten ma mniejszg po-
wierzchnie, ktory ma wiekszg liczbg bokéw.

Dowodzenie jak Tw. 488.

Wn. A zatem ostrokrag ma najmniejszg powierz-
chnie ae wszystkich ostrostupéw réwnej wysokosci i
podstaw réwnowaznych.

Uw. gl. Podobnie jak w Planimetryi powierzchnie
tak tu kazda bryla da sie zamienié, za pomocg ptasz-
Czyzn symeiryi, na inng majaca z nig réwna brytowa-
tos¢, lecz mniejszg powierzchnie. Zamiana ta tem
jest predsza, im ptaszczyzny symetryi blizej rozdzie-
lajg katy na dwie réwne czesci, przecinaja sie w $rod-
ku ico do wielkosci zblizajg sie do siebie: a zatem,
im ciato ma wiecej ptaszczyzn symetryi, tem ma po-
wierzchnie mniejszg; jakoz wszystkie bryty foremne
majg mniejszg powierzchnie od bryt nieforemnyeh,
majacych z niemi jednakowg liczbe Scian i réwng ob-
jetos¢. A ze kula ma dowolng liczbe osi symetryi,
przeto ma najmniejsza powierzchnie ze wszystkich
ciat jednakowej z nig objetosci;—i nawzajem.

Chcacych blizej pozna¢ ten przedmiot odsytam
gtéwnie do dzieta Szymona Lhuiliera pod tytuteni:
De relatione mutua eapucil. et terminor. figurnrinn
geometrie considerata. Yarsa. i782. i do rozprawy
Von Steinera — Kinfache Heweise der isoperimelri-
scheri Hauptsal/e— W pismie czasowem. IWalhemali-
sefte Abhandl. der Kon. Akad. der Wissen. zu Berlin
z roku 1836.

KONIEC.

"tzZYPISEI

Przy wyktadzie mozna opusci¢ Nra: 432, 353. Wo. 2 i 4,
361, 363, 365 i 6, 402. Tam gdzie sie nie wyktada trygono-
melrya kulista mozna opusci¢ Nra 406 do 407, nadto Rozdziat:
o 'potaczeniu powierzchni krzywych z krzywe/ni Zwnleanicj
sLar0j metody opuszczajg Nra: 425, 0, 7, i 8, i 430 wraz
z wnioskami. 0 podobienstwie trzymajacy sie dawnego sysle-
matu wytozg podtug niego, chociaz go nie umieszczam.
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