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KSIĘGA II. SOLIDOMETRYA.
C z ę ś c  I.

Linie i powierzchnie uważane w  przestrzeni 
i ich połączenia.

R o z d z i a ł  I .

Powierzchnie uważane oddzielnie.

$ I. Wiadomości ogólne.

306. Jak Planimetrya dzieli się na dwie części: 
Liniometryą zajmującą się własnościami linii leżą- 
cych na płaszczyźnie i Planimelryą właściwą, zajmu- 
jącą się własnościami płaszczyzny ograniczonej tęmi 
liniami, będącą wypływem pierwszej, tak równie i 
Solidometrya, nauka linii, powierzchni i brył uważa- 
nych w przestrzeni pod względem kształtu i wielko- 
ści, dzieli się na naukę własności kształtu tych wiel- 
kości przestrzennych i ich połączeń i na naukę wła- 
sności, pod względem wielkości, przestrzeni, ograni- 
czonej temi powierzchniami.
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Lecz jak w księdze pierwszej wykrywaliśmy wła- 
sności połączeń dwóch tylko linii, prostej i okręgu 
kola, służących za zasadę do poznania wszystkich in­
nych linii, lak również i w solidometryi rozważać bę­
dziemy powierzchnie z tych tylko dwóch linii zrodzono 
i ich połączenia dające tylko linię prostą i okręg kola. 
Powierzchnie te jako utworzoneprzez linie nieograni­
czone, są także nieograniczone, ograniczają się zaś, 
podobnie jak linie, przecinając się z innemi powierz­
chniami.

 
I I . Płaszczyzna uważana oddzielnie.

307. Linie prosie bez przerwy po sobie idące, prze- 
chodzące przez dwie przecinające się linie prosie, sta­
nowią płaszczyznę (fig. 204). Z tego opisania pła­
szczyzny wynika:

1) Przez trzy punklą A, B, C, nieleiace na linii pro­
stej, jedna tytko ptaszę, przechodził' może (fig. 264); 
gdyż z.jedpego z tych punktów B poprowadziwszy 
przez dwa inne A i C linie prosto, każda z płaszczyzn 
przechodzących przez te trzy punkła jest szeregiem 
linii prostych, bez przerwy po sobie idących, prze­
chodzących przez linie BA i BC, a zalćin linie two­
rzące jedną z tych płaszczyzn tworzą i inne płaszczy­
zny, a tem samćm wszystkie te płaszczyzny są tylko 
jedną płaszczyzną. . (

2) Pr z ecięcie się dwóch płaszczyztij est linia prostą\ 
gdyż jeśliby którykolwiek punkt wspólny dla dwóch 
płaszczyzn (fig. 205) AG i AŁ z dwoma inpemi współ-
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nemi punktami A i B nie leżał na linii prostej, wtedy 
te dwie płaszczyzny tw orzyłyby jedną tylko płaszczy­
znę czyli przystawałyby we wszystkich punktach.

3) Płaszczyznę można zawsze położyć na drugą* 
tak aby miała z nią trzy punkla wspólne; położywszy 
płaszczyznę AE na AC tak aby z nią miała dwa pun- 
kia A i B wspólne, obracam ją około linii prostćj AB 
dopóki punkt jej E padnie na płaszczyznę AC w pum 
kcie F; wtedy te dwie płaszczyzny mają trzy punkta 
wspólne A , B , F; — a zatem wszystkie płaszczyzny 
są sobie równe, czyli przystają ilo siebie we icszyst- 
kich punktach, gdyż zawsze można położyć jedną fi-a 
drugą, tak aby miały trzy punkta wspólne, a mając t rży 
punkla wspólne, stanowią jedną tylko płaszczyznę.

4) Linia prosta mająca z płaszczyzną dwa punkta 
A i C wspólne (fig. 204), przystaje do tej płaszczyzny 
we wszystkich punktach, czyli jest linią lej płaszczyzny; 
gdyż przez dwa punkta A i C i jakikolwiek punkt trze­
ciej B danej płaszczyzny poprowadzona inna płaszczy­
zna, jest zbiorem linii prostych przechodzących przez 
linie BA i BC; a zalćm linia AC wchodzi w skład tej 
płaszczyzny, a tćm samem i danej jako przystającej 
do poprowadzonej we wszystkich punktach. Tę wła­
sność płaszczyzny przyjmowano za główną, mówiąo 
że płaszczyzna jest taka powierzchnia z którą linia 
prosta mając dwa punkta wspólne, cala leży na lej 
powierzchni:, lecz własność ta nie daje pojęcia o two­
rzeniu się płaszczyzny, nie przedstawiając jej jako 
szczególny przypadek powierzchni. Jeśliby powie­
rzchnie będące szeregiem linii bez przerwy po sobie
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idących, mających jednakową własność, odróżniały 
się jedne od drugich tćm , że do jednćj linia prosta, 
zaś do innej inna linia przystaje we wszystkich pun­
ktach , wtedy definicja ta płaszczyzny byłaby odpo­
wiednią całej nauce, łecz my odróżniamy powierz­
chnie jedne od drugich liniami tworzącemi te powie­
rzchnie, a następnie własnością łych linii, przeto win­
kiem uważaniu powierzchni, płaszczyzna tworzy się 
linią prostą, mającą tę własność, że przechodzi przez 
dwie przecinające się linie proste.

5) Płaszczyzna ograniczana jest zbiorem linii pro­
stych łączących punkta ograniczenia, inna zaś powie­
rzchnia jest zbiorem innych linii łączących też samo 
punkta; a że linia prosta jest najkrótszą ze wszystkich 
linij mających z nią końce wspólne, przeto i pluszczy* 
zna jest najmniejszą ze wszystkich, powierzchni ma­
jących to sumo ograniczenie.

30S. Widzimy więc, że własności płaszczyzny są 
odpowiednie własnościom linii prostej, przeto ona 
między powierzchniami zajmuje takie miejsce, jakie 
linia prosta między liniami. Położenie jćj oznacza się 
dwoma przecinającemi się liniami proslemi, albo trze­
ma punktami nieleżącemi w kierunku linii prostej, po­
dobnie jak położenie linii prostej dwoma punktami, 
tak że przez jeden punkt, dwa punkta, czyli linię pro­
stą, dowolna liczba płaszczyzn przechodzić może, zaś 
przez cztery punkta lub dwie dowolne linie proste 
płaszczyzna przechodzić nie może. Dwie linie prze­
cinające się lub równoległe oznaczają się trzema bun • 
kłami, gdyż przez punkt do linii, prostej jedną równo-
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legię poprowadzić można, tak na płaszczyźnie (78. 
Wn. 6 i 79) jako też i w przestrzeni jak później zo­
baczymy.

309. Zt. Płaszczyzna tworzy się posuwaniem się li­
nii prostej, jak przy stryćliowaniu zboża, robieniu ce­
gieł, heblowaniu, gdyż np. ostrze hebla jest linią pro. 
gtą. Na mocy tej własności że wszystkie płaszczyzny 
przystają do siebie, robi się płaszczyzna przy tynko­
waniu. Na zasadzie własności że płaszczyzna jest naj­
mniejszą ze wszystkich powierzchni mających to samo 
ograniczenie tworzy się płaszczyzna naciąganiem obić 
na bębnach, parawanach i t. p.

$ III. Powierzchnia walca.

310. Powierzchnię walca, stanowią linie prosie, 
bez przerwy po sobie idące, przechodzące przez pun­
ktu okręgu kota, i równoległe do prostej przechodzącej 
przez środek tego koła, zwanej osią walca. Z opisa­
nia pow. walca wynika:

i )  Powierzchnia walca tworzy się: a) posuwa­
niem się linii prostej, po dwóch okręgach równych i 
równoległych leżących na odmiennych płaszczyznach, 
równolegle do pierwotnego swego położenia; b) po* 
suwaniem się linii prostej równolegle i w jednakowej 
odległości od linii zwanćj osią walca, przeto prosto­
kąt obracany około jednego boku bokiem przeciwle­
głym, opisuje tę powierzchnię; tj posuwaniem się 
okręgu koła, mającego środek na linii prostej rowno?
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legie do pierwotnego swego położenia; d) posuwa­
niem się równoległem okręgu po trzech liniach pro* 
stych równoległych.

311. Zt. Przy toczeniu walca ostrze dłuta czyli li­
nia prosta, jest równoległo do linii prostej około któ­
rej obraca się toczone ciało; przy wydrążaniu pow. 
walca okrąg koła posuwa się równolegle i ma środek 
na linii prostej około którćj obraca się świder.

§  IV. Powierzchnia ostrokręgu.

312. Powierzchnię, osfrokręgu stanowią linie pro­
ste, bez przerwy po sobie idące, przechodzące przet 
punkt i okręg kola-, prosta łącząca ten punkt ze środ­
kiem okręgu koła zowie się osią. Z opisania pow. 
ostrokręgu wynika, że ona tworzy się: a) obrotem 
prostej około stałego punktu, lak aby dotykała się 
okręgu; przeto trójkąt prostokątny obracany około 
przyproslokąlniej, przet iwprostokątnią utworzy po­
wierzchnią oslrokręgu, gdyż koniec drugiej przyprO- 
stokątniej opisze okręg koła. b) Posuwaniem się ró- 
wnoieglem zmniejszającego się okręgu koła po trzech 
liniach prostych wychodzących z jednego punktu i 
nieleżących na jednój płaszczyźnie,

§ . V. Powierzchnia kuli.

313. Powierzchnią kuli są równe okręgi kol, bet 
prterwy po sobie idące, mające wspólny środek, twa-
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ny środkiem kuli. Ona więc tworzy się obrotem pół- 
okręgu koła około średnicy nieruchomej,

314. Uw. Płaszczyzna, powierzchnia walca i ostro* 
kręgu tworzą się linią prostą i dla lego należą do po­
wierzchni proslokreślnych; powierzchnia zaś kuli two­
rzy się linią krzywą i należy do powierzchni krzywo* 
hre&lnych, przyl^m dwie linie proste,trzech pierwszych 
powierzchni leżą na pł., przeto one są powierzchniami 
rozwija In emi t. j. mogą się rozwinąć na płaszczyźnie, 
tak pow. walca przecięta po linii prostej tworzącej, da­
je się położyć na płaszczyźnie, lak jak papier w trąbkę 
zwinięty,to samo ściąga się i do powierzchni ostrokrę- 
gu. Powierzchnia kuli należy do po wierzchni nieraz♦ 
tcijalnyeh, bo ani z płaszczyzny utworzyć jej nie mo­
żna, awi ona rozwiniętą na płaszczyźnie być nie mo­
ż e ;— przylem trzy ostatnie powierzchnie należą do 
powierzchnii obroiowych, bo każda z nich tworzy się 
obrotem linii około osi.

R O Z D Z I A Ł  II.

Połączenie płaszczyzny z Uniami i płaszczy*  

z na mi.

§ 1. Połączenie płaszczyzny z liniami.
A) Linie prostopadle do płaszczyzny.

315. Linia prosta może się przecinać lub niepr/.e- 
pinać z płaszczyzną ; przecinając się ma z nią tylko
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jeden punkt wspólny, gdyż mając dwa punkla przy­
stawałaby do płaszczyzny. Linia prosta AB przeci­
nająca, (fig. 2(j(i) z płaszczyzną MN nie ogranicza ani 
płaszczyzny — jak dwie proste przecinające się, ani 
przestrzeni— jak dwie przecinające się płaszczyzny, 
lecz z liniami leżącerni na płaszczyźnie BC, BD, BK, 
przecłiodzącemi przez punkt przecięcia się, tworzy 
kąty, będące części.} płaszczyzn ABC, ABI), ACK... 
które dla odróżnienia od innych kątów zowią się ką­
tami płaskiemi. A zatem linia z płaszczyzną nie two­
rzy kąta, t. j. połączenie linii z płaszczyzną nie daje 
żadnej ilości przestrzennej, przeto tylko oznaczyć na­
leży położenie linii względem płaszczyzny.

310. Położenie płaszczyzny zależy jedynie od po­
łożenia dwóch linii prostych przecinających, po któ­
rych jakkolwiek posuwana linia prosta utworzy pła­
szczyznę, położenie więc linii prostej względem pła­
szczyzny zależy od położenia lej linii względem dwóch 
linii prostych przecinających się wziętych na płaszczy­
źnie; lecz że linia prosta, co do położenia, oznacza 
się tylko dwoma warunkami, przeto linię prostą pro* 
slopadłą do dwóch linii Idących na płaszczyźnie 
w punkcie ich przecięcia się, zowiemy linią prosto­
padli do płaszczyzny, i nawzajem', płaszczyzna któ­
re/ dwie linie są prostopadle do linii ją  przecinają- 
cej, jest prostopadli do tej linii.

317. Tm. gł. linia prostopadła do dwóch linii 
przecinających się w je j  spodka, jest prostopadłą do
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wszystkich linii przechodzących przez jej spodek na 
płaszczyźnie dwóch pierwszych (fig. 266).

Z pupklu B linii AB wyprowadzam dwie linie pro­
stopadle BD i BC, leżące na dwóch odmiennych pła­
szczyznach przechodzących przez linię AB i mam do­
wieść że linia BK leżąca na płaszczyźnie MN dwóch 
lifiij BC i Bi), jest prostopadłą do linii AB.

Przedłużam linię AB lak, aby BA’=B A ; punkt C z D 
łączę linią prostą, przecinającą linię BE w punkcie E 
i punta C, I) i E z punktami A i A’ łączę liniami pro- 
stemi. Linia BC jest prostopadłą wyprowadzoną ze 
środka linii AA’ na pł. ACA’ przeto CA=CA’; dla po­
dobnej przyczyny i AD =  A’D; trójkąty więc ACD i 
A’CD jako mające po trzy boki równe są sobie ró­
wne, zatem i AE— A’E, bo te linie po przystaniu trój­
kątów przystają do siebie; a że punkla B i C leżą 
\v równej odległości od końców linii AA’, przeto 
znajdują się na linii BE prostopadłej do AA’ (44).

Wti. I. Punkla płaszczyzny MN prostopadłej do 
linii AA’ i przechodzącej przez jej środek, są w ró­
wnej odległości od je j końców A i A’, gdyż leżą na 
prostopadłych przechodzących przez środek tej linii; 
uunkt zaś wzięty nie na płaszczyźnie, nie jest równo 
oddalony od końców linii, dla tego, że nie leży na pro­
stopadłej przechodzącej przez środek linii.

Wn. 2. Jeiełi z punktu wziętego na linii, wypro­
wadzimy do niej prostopadłe, to one leżą na jednej 
płaszczyźnie; gdyż jeśliby linia BK nie leżała na pła­
szczyźnie MN dwóch innych hniii BC i BI), to popro-

2
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wadziwszy przez linie AB i BK płaszczyznę, la prze­
cięłaby pł. MN w kierunku linii BF. ledy linia AB 
jako prostopadła do dwóch linii BC i BD leżących na 
pł. MN, byłaby prostopadłą i do linii BF a zatem na pł. 
ABE dwie linie BF] i BF" prostopadłe do linii AB popro* 
wadzićby można, co być nie może (42).

Wn. 3. Z punktu B wziętego na pi. MN jedną tyl­
ko prostopadłą BA wyprowadzić można (fig. 207); bo 
gdyby można było wyprowadzić i drugą prostopadłą 
BD, to przez dwie linie przecinające się BA i BD po­
prowadzona płaszczyzna, przecięłaby się z płaszczy­
zną MN w kierunku linii BE, a żalem na płaszczyźnie 
ABE dwie linie BA i BD do linii BE wyprowadzićby 
można, co być nie może.

Wn. 4. Z punktu A wziętego nad pł. MN, jedną 
tylko prostopadłą AB wyprowadzić można (fig. 207 j; 
bo gdyby można było wyprowadzić i drugą prosto­
padłą AC, to przez dwie linie AB i AG poprowadzo­
na płaszczyzna przecięłaby się z płaszczyzną MN po 
linii CB, a tem samem z punktu A na pł. CAB dwie li­
nie AC i AB prostopadłe do CB wyprowadzićby mo­
żna, co być nie może (50).

31S. Tw. Jeżeli z punktu A wziętego nad pł. MN 
poprowadzimy do niej prostopadłą AB tudzież pochy­
le AC, AD, AE... to a) prostopadła Mi jest najkrót­
szą ze wszystkich pochyłych; b) dwie pochyłe AC i 
AE równo oddalone od spodka prostopadłej s<i sobie 
równe; c) pochyła AD bardziej oddalona od spodku 
prostopadłej AB jesl dłuższą od pochyłej A C (fig. 208).
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fl) Prostopadła AB jest krótszą od pochyłej AC, 
bo połączywszy punkt B z punktem C, na pł. BAC 
linia AB jest prostopadłą zaś AC pochyłą do linii BC 
(51); b) pochyłe AC i AK są sobie równe, jako leżą­
ce w trójkątach ABC i ABK mających po dwa boki i 
po kącie zawartym, jako prostym (317), równym; c) 
Pochyła Al) jest dłuższa od pochyłej AC mniej odda­
lonej od spodka prostopadłej, gdyż odciąwszy B H = 
BC, pochyła AH=AC, zaś AH -d Al) jako leżąca na 
płaszczyźnie BAl) w mniejszej odległości od spodka 
B prostopadłej AB.

Wn. 1. I nawzajem: a) pochyłe równe są równo 
oddalone od spodka prostopadłej; bo gdyby nie były 
równo oddalone, bardziej oddalona byłaby dłuższą;
b) pochyła dłuższa jest bardziej oddalona od spodka 
pro8lopvdlej\ gdyż nie może być tak samo oddalona, 
ani mniej jak pochyła krótsza, dla podobnej jak po* 
przednio przyczyny.

Wn. 2. Pochyłe równe AC, AE czynią z prostopa­
dłą AB kąty równe, dla równości trójkątów ABC i 
ABE; a że dopełnienia kątów równych są sobie ró­
wne, przeto kąty ACB i AEB zawarte między równe- 
mi pochyłem i a liniami łączącemi ich spodki ze spod­
kami prostopadłej, są sobie równe. Pochyla większa 
Al) czyni z prostopadłą AB kąt większy BAD od ką­
ta BAll jako, obejmujący od objętego, i dopełnienie 
pierwszego mniejsze od dopełnienia drugiego kąta.

Wn. ,3. Punkt A równo oddalony od trzech pun­
któw C, H, E, pł. leży na linii AB prostopadłej do tej 
płaszczyzny, przechodzącej przez środek koła ozna■
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clonego łerni trzema punktami: gdyż wszelka inna 
linia AG wychodząca z punkłu A do ph, nie może być 
prostopadłą dla tego, że pochyłe równe AC, Ali, AE 
byłyby równo oddalone od jej spodka G, co być nie 
może, bo przez trzy punkta C, H, E, jeden tylko prze­
chodzi okręg koła (175).

Ww, 4. Linki AB czyniąca z trzema liniami BC, 
BH, BE, leżącemi na pl. MN, kąty równe, jest do niej 
prostopadłą; gdyż odciąwszy BC=B1I=BE, linie AC, 
AH, AE są sobie równe, jako leżące w trójkątach ma­
jących po dwa boki i po kącie zawartym, z założenia 
równym, a zatem linia AB jest prostopadłą, bo punkt 
A jest równo oddalony od trzech punktów C, H, E, 
(Wn. 3).

319. Tw. Płaszczyzna ABC dwóch linii: jednej 
AB prostopadłej do pl. MN, i drugiej BC przechodzą­
cej przez j e j  spodek i prostopadłej do linii DE leia- 
iącej na tejże płaszczyźnie, jest prostopadłą do tej li­
nii DE (fig. 269).

Dla dowiedzenia że płaszczyzna ABC jest prosto­
padłą do linii DE, do którćj linia BC jest prostopa­
dłą, potrzeba dowieść, że linia AC leżąca na łćj pła­
szczyźnie, jest prostopadłą do linii DE. Odcinam CE 
= C D  i prowadzę linie BD, BP] tudzież AD, AR. Li­
nia BD— BE, jako równo oddalone od spodka C pro­
stopadłej BC do DE; linia AEmAI), jako równo od­
dalone od spodka B prostopadłej AB; a że punkta A 
i C są równo oddalone od końców linii I)E przeto li­
nia AC jest prostopadłą do tój linii.
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Wn. I. Jeżeli z punktu A wziętego nadpl. MN, po­
prowadzimy linię prostopadłą AB, i przez jej spodek 
B, linię BC prostopadłą do linii DE leżącej na pł., to 
linia AC, łącząca spodek tej prostopadłej z którym­
kolwiek punktem pierwszej prostopadłej, jest prosto­
padłą do linii DE leżącej na pł. MN.

Wn. 2 Jeśli do linii DE leżącej na płaszyczyznie MN 
z jakiegokolwiek punktu C poprowadzimy dwie linie 
prostopadłe; jedną CB na pł. MN, zaś drugą CA na 
innej płaszczyźnie przechodzącej przez tę linię DE, 
to prostopadła AB wyprowadzona z jakiegokolwiek 
punktu A drugiej proslo/)adłej na pierwszą, jest pro­
stopadłą do pł. MN; gdyż linia DE jest prostopadłą 
do płasz. ACB, a zatem ona z linią CB przechodzącą 
przez jej spodek i prostopadłą do linii AB leżącój na 
tójże pł. ACB, znajdują się na pł. MN prostopadłej 
do linii AB.

320. Zg. Poprowadzić płaszczyznę prostopadłą 
do linii AB (fig. 206).

a) Z punktu B danego na lej linii; z punktu B 
prowadzę dwie linie BD i BC prostopadłe do linii da­
nej AB, na dwóch odmiennych płaszczyznach prze­
chodzących przez tą linię, a płaszczyzna MN prze­
chodząca przez te dwie prostopadłe BD i BC jest żą­
daną (316); b ) z punktu D leżącego za linią-, na pł. 
przechodzącej przez punkt D i linię AB prowadzę li­
nię DB prostopadłą do AB, i z punktu B wyprowa­
dzam drugą linię BC prostopadłą do AB leżącą na in­
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nej płaszczyźnie przechodzącej przez AB, a płaszczy­
zna MN dwóch linii BI) i BG jest żądań;}.

321. Zg. Poprowadzić linię prostopadłą do pi. MN 
(fig. 2b6), Przez punkt dany prowadzę płaszczyznę 
AEB prostopadłą do linii DC leżącej na płaszczyźnie 
danej MN i na niej z punktu danego (B na płaszczy­
źnie lub A nad pł.) wyprowadzona linia prostopadła, 
do linii BE prostopadłej na płaszczyźnie danej do l)C, 
(320) jest żądaną, gdyż linia DC prostopadła do pł. 
ABE z linią EB przechodzącą przez jej spodek E, 
prostopadłą do linii AB leżącej na tejże płaszczyźnie, 
znajdują się na płaszczyźnie MN prostopadłej do linii 
AB (319).

322. Zt. W praktyce linia ustawia się prostopadle 
do płaszczyzny, na tej zasadzie że punkta linii prosto­
padłej do płaszczyzny są w równej odległości od 
trzech punktów tej płaszczyzny (318. Wn. 3); przeto 
jeśli jest punkt dany na płaszczyźnie, biorą się trzy pun- 
kla w równej od niego odległości, w tych trzech pun­
ktach przytwierdzają się trzy równt; linie proste, drą­
gi lub sznurki, a punkt zejścia się końców tych trzech 
linii, daje drugi punki żądanej prostopadłej: jeśli zaś 
punkt dany jest nad pł., w tym punkcie przytwierdza 
się linia i oznaczają się na płaszczyźnie trzy punkta, 
którym odpowiada koniec przytwierdzonej linii, a 
środek kola oznaczonego tem i trzema punktami jest 
drugim punktem żądanej prostopadłej.

R) Linia nachylona do płaszczyzny.
323. Linia przecinająca się z płaszczyzną, niepro-
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sfopadła, zowie się linią nachyloną ; jak oddalenie 
dwóch punktów mierzy linia prosta jako najkrótsza 
ze wszystkich innych linii, podobnie nachylenie linii 
do płaszczyzny, mierzy /rat zawarły między tą linią 
a linią łączącą spodek nachylonej ze spodkiem pro­
stopadłej wyprowadzonej z jej punktu na płaszczy­
znę, dla tego, że jest najmniejszy ze wszystkich ką­
tów które nachylona czyni z liniami płaszczyzny, prze- 
chodząeemi przez jój spodek: odciąwszy bowiem na 
innej linii Al) (fig. 270) linię AC łączącą spodki, i po* 
łączywszy punkt I) ztąd powstały z punktem 15 z któ­
rego wyprowadziliśmy proslopadłę BC, linia B D > 
BC (318), a tem samem i kąt BAD >  BAC (100).— 
Prostopadłe wyprowadzone z punktów pochyłej AB 
do ramienia AC kąta nachylenia, są prostopadle do 
płaszczyzny MN; gdyż ze spodka pochyłe; wypro­
wadzona prostopadła Gil do ramienia AC na pł.JY1N, 
jest prostopadłą i do pochyłej AB (319), a zatem 
prostopadła Eh' wyprowadzona z punktu pochyłej do 
ramienia jest prostopadłą do pł. MN (319. Wn. 1); 
wszystkie więc prostopadłe wyprowadzone z punktów 
pochyłej do pł., jako prostopadle do ramienia kąta 
nachylenia (317. Wn. 4), leżą na jednej płaszczyźnie.

324. Tw. Kąt DAG zawarty między dwoma po­
chylani DA i k?,, jest. mniejszy od kąta DBG zawar­
tego między liniami BI) i GB, łączącemi ich spodki ze 
spodkiem prostopadłej do p ł , wyprowadzonej z pun­
ktu ich przecięcia się A (fig. 209).

Ze spodka B prostopadłej AB wyprowadzam linię
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BC, prostopadłą do linii DE łączącój spodki pochy­
łych i łączę punkt C z punktem A przecięcia się po­
chyłych, to linia AG jest prostopadłą do ED (319); 
obracam trójkąt DAE około linii DE, to w czasie obro­
tu linia AC będzie także prostopadłą do DE a zalćm 
leżeć będzie na płaszczyźnie ACB prostopadłej do DE 
(317. Wn. 2), przeto gdy trójkąt DAE padnie na pł. 
MN, prostopadła AC padnie na prostopadłę CB, zaś 
punkt A padnie za punkiem B, gdyż AC >» CB, jako 
pochyła do linii AB; kąt więc DFE=DAE jest mniej­
szy od kąta DBE (101).

325. Zg. Przez punkt dany, poprowadzić linię na- 
chyloną do pł. MN pod kątem danym (fig. 269).

a) Punkt C na płaszczyźnie; przez punkt C pro­
wadzę dowolną linię DE i do niej w tym punkcie pro­
stopadłą płaszczyznę ACB (320), zaś na niej linię CA 
czyniącą z linią CB kąt dany. b) Punkt A nad pł.\ 
przez punkt A prowadzę płaszczyznę ABC prostopa­
dłą ]do dowolnój linii DE leżącej na danej płaszczy­
źnie MN i na nićj przez punkt A linię AC czyniącą 
z linią BC kąt dany.

326. Zt. W  praktyce linia AC nachylona do płaszczy­
zny, oznacza się długością linii BC, łączącój jój spo­
dek ze spodkiem proslopadłćj wyrażoną długością 
prostopadłej, i tak jeśli BC— AB to nachylenie się ró­
wna się 1; jeśli BĆ=24B to nach. 2; jeśli 3BC=7AB 
to nac.h.==*/T i w ogólności nach. — BC: AB.

C) Linia prosta równoległa do płaszczyzny.
327. Linia prosta nieograniczona niemająca pun-
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ktu wspólnego z nieograniczoną płaszczyzną zowie
się linią nieprzecinającą się z płaszczyznąj linią zaś 
równoległą do pł. zowie się linia, której wszystkie 
punktu są równo oddalone od płaszczyzny, jak linie 
prosie nieprzecinające się są względem siebie równo­
ległe, tak podobnie zobaczymy, że i linia nieprzecina- 
jąca się z płaszczyzną, jest względem niej równoległa.

32S. Tw. Jeżeli z dwóch linii CA i DB równole­
głych leżących na jednej płaszczyźnie, jedna CA jest 
prostopadłą do płaszczyzny MN, to i druga DB jest 
także prostopadłą (fig. 371).

Prowadzę FG prostopadłą do linii AB łączącej spod­
ki równoległych CA i DB, to pł. CAB jest prostopa­
dłą do linii FG (319), a tem samem i linia DB leżąca 
na tej płaszczyźnie jest prostopadłą do linii FG; a że 
linia I)B jest także prostopadłą i do linii AB jako ró­
wnoległa do linii CA, przeto DB jest prostopadłą do 
płaszczyzny MN.

329. Tw. Z  punktu A, wziętego nad linią prostą 
CD ic przestrzeni, jedną tylko linię do niej równo­
legli poprowadzić można (fig. 271).

Z punktu A na pł. DCA, prowadzę linię AB równo­
ległą do CD, i mam dowieść że oprócz linii AB, innej 
równoległćj być nie może. Z punktu A prowadzę li­
nię prostopadłą do Cl), która, jako wspólna prosto­
padła, mierzy odległość punktów linii CD od linii AB; 
jeśliby więc oprócz linii AB była inna linia równole­
gła do linii Cl), to odległość punktu A od linii CD i

3
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odległość punktu C od drugiej równoległej AE była­
by jednakową, a zatem i linia AE byłaby także pro­
stopadłą do linii CA, czyli linia ta leżałaby na pł. MN 
prostopadłej do linii CA; potrzeba więc dowieść że 
punkta linii CI) nie są równo oddalone od linii AE.

Prowadzę z punktu D linię DB prostopadłą do AB, 
to ona jest prostopadłą i do pł. MN (328), a zatem 
z punktu D ‘ wyprowadzona prostopadła DE do linii 
AE, jako pochyła do pł. MN jest dłuższa od DB=CA, 
a tem samem, punkta linii CD nie są jednakowo od­
dalone od linii AE, czyli te dwie linie nie są wzglę­
dem siebie równoległe.

Wn, 1. Dwie linie równoległe w przestrzeni leżą 
na jednej płaszczyźnie-, bo gdyby nieleżały na jednej 
płaszczyźnie, wtedy poprowadziwszy przez jedną 
z nich i punkt drugiój linii płaszczyznę, przez ten 
punkt moglibyśmy poprowadzić linię równoległą do 
pierwszej, a tem samem przez ten punkt dwie linie 
równolegle do pierwszej poprowadzićby można.

W7i. 2. Dwie linie CA i DB prostopadłe dopł. MN 
{fig. 271), sąwzględe7n siebie równoległe-, gdyż obie 
te linie są prostopadłe do linii AB łączącej ich spodki, 
i leżą na jednej płaszczyźnie CAB (78. Wn. 3), bo je­
śliby linia DB nie leżała na pł. CAB, to poprowadzi­
wszy na tej pł. z punktu B linię prostopadłą do AB, 
ona jako równoległa do AC, byłaby także prostopa­
dłą do pł. MN, co być nie może (3 27. Wn. 3),

W7i. 3. Dwie linie AB i EF równoległe do trzeciej 
DC, leżącej na odmie7inej płaszczyźnie, są względem 
siebie równoległe (fig. 272); gdyż poprowadziwszy
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pł. OP prostopadłą do linii trzeciej CD, ona będzie 
prostopadłą i do dwóch pierwszych linii AB i EF, a 
zatem te linie jako prostopadle do pł. OP, są wzglę­
dem siebie równoległe.

Uw. Linie nieprzecinające się w przestrzeni, albo 
są równoległe i wtedy lezą na jednej płaszczyźnie, 
albo są krzyżujące się i nie leżą na jednej płaszczy­
źnie; dawna więc definicja że linie nieprzecinające się 
na płaszczyźnie, są względem siebie równolegle, dla 
lego nawet nie może być definicją, że te same linie 
proste nieprzecinające się w przestrzeni, mogą być 
lub nie być równoległe, a nawet w szczególnym tyl­
ko przypadku, t. j. gdy leżą na jednćj płaszczyźnie 
są równoległe.

330. Tw. Linia CD prostopadła do linii CA pro- 
stodadłej do pl. MN jest równoległa do tej płaszczy 
zny (fig- 271).

Wyprowadziwszy na pł. ACD z punktu jej D linię DB 
prostopadłą do linii AB wspólnego przecięcia się płasz­
czyzn MN i ACD, linie AC i BD leżące na jednćj pła­
szczyźnie ACD i prostopadłe do linii AB są względem 
siebie równoległe, a zatem DB jest także prostopadłą 
do pł. MN. Linia I)B=CA jako równoległe zawarte 
między równoległemi CD i AB, gdyż AB-i CD są pro­
stopadle do AC i leżą na jednej płaszczyźnie ACD.

W?i. 1. Prostopadłe wyprowadzone z punktów li­
nii CD do -wspólnego przecięcia się AB płaszczyzn 
MN i ACD są prostopadłe do pł. MN, a zatćm nawza­
jem : prostopadle wyprowadzone do pł. MN z pun-

19
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kłów linii CD równoległej do tej płaszczyzny, mają 
swe spodki na linii AB, czyli leią na jednej płaszczy- 
ztiie ACI) (317. Wn. 4).

Wn. 2. Z punktu C wziętego nad pł. MN można 
poprowadzić dowolną Liczbę linii równoległych do 
płaszczyzny.; gdyż z punktu C do linii CA można po­
prowadzić dowolną liczbę linii prostopadłych.

Wn. 3. Linia CD równoległa do linii IIK leżącej 
na pł. MlV. jest rów?iolegtą i dopł. MN; gdyż wypro­
wadziwszy z punktu C linię CA prostopadłą do pląs. 
MN, i przez jej spodek A linię AB równoległą do 11K, 
ona będzie równoległą i do linii CD (320. Wn. 3) a 
tem samem linia CD jest prostopadłą do lini CA.

331. Tw. Jeżeli przez linię CD równoległą do pł. 
MN. poprowadzimy pł. DCII przecinającą się z pier­
wszą po linii HK, to przecięcie sie to, jest równoległe 
do pierwszej linii CD (fig. 271).

Linia CD, jako nieprzecinająca się z płaszczyzną MN, 
nieprzecina się z linią HK; a że leży znią na jednej pł., 
przeto jest względem niej równoległą (79).

Wn. I. Jeżeli przez pnukt II wzięty na pł. po­
prowadzimy linię HK równoległą do linii CD równo­
ległej do pł. MN, to linia ta leży na pł. MN; bo gdy­
by nieleżała na tej płaszczyźnie, wtedy płaszczyzna 
poprowadzona przez linię CD i punkt H przecięłaby 
pł. MN po linii równoległej do CD, a tem samem przez 
punkt H dwie równoległe do lini CD poprowadzićby 
można, co być nie może (329).
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Wn. 2. Dwie. lwie równolegle CA i DB, zawarte 
między linią, CD ipłaszcńzyzną MN do niej równole­
głą, są sobie równe; bo płaszczyzna poprowadzona 
przez dwie linie równoległe CA i DB przecina pł. MN 
po linii AB równoległej do linii CD, zaś linie równo­
ległe CA i DB zawarte między liniami równoległemi 
CD i AB są sobie równe (115, b).

Uw. Jak położenie dwóch linii prostych zależało 
od kątów które czynią ze wspólną poprzeczną, tak 
położenie linii względem pł., zależy od położenia tej 
linii względem linii tworzących płaszczyznę, a zatem 
opiera się na połączeniu linii prostych.

332. Zg. Przez punkt, dumy C poprowadzić linie 
równoległą do pł. MN (lig. 271).

a) Z punktu C prowadzę linię AC prostopadłą do 
pł. MN i drugą linię prostopadłą do tej płaszczyzny 
lub równoległą do linii AC, i odcinam DB=AC, a li­
nia Cl) jest żądaną; b) Prowadzę z punktu danego 
linię prostopadłą do pł. MN, i do tej linii, linię pro­
stopadłą w punkcie C (330); c) Przez punkt C pro­
wadzę płaszczyznę przecinającą pł. MN, a do ich prze­
cięcia się, przez punkt C, linię równoległą (330. Wn. 
3). d) Na płaszczyźnie danej prowadzę dowolną li­
nię, a przez punkt dany linię równoległą do lej linii.

333. Zg. Przez punkt lub linię daną poprowadzić 
płaszczyznę równoległą do linii danej. Przez punkt 
dany lub punkt linii danej, piowadzę linię równole­
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głą do linii danej, a płasz,czyzna przez nią przecho­
dząca jest równoległa do linii danej.

§, II. Połączenie płaszczyzn z płaszczyznami, 
nieograniczającemi przestrzeni.

A) Płaszczyzny prostopadle.
334. Dwie płaszczyzny w przestrzeni mogą się 

przecinać lub nieprzecinać; płaszczyzny przecinają­
ce się stają się stycznemi, gdy przystają do siebie, dla 
tego ze przystawanie jest przejściem z przecinania się 
do przecinania się, podobnie jak w liniach prostych 
(69); płaszczyzny zaś nieprzecinające się, są równo- 
ległemi gdy punkta jednej leżą w jednakowej odle­
głości od drugiej płaszczyzny czyli gdy linie proste 
jednój płaszczyzny są równoległe do drugiej, — jak 
linie proste nieprzecinające się na pł. są względem 
siebie równoległe (79), tak podobnie zobaczymy, że 
i płaszczyzny nieprzecinające się, są względem siebie 
równoległe.

335. Dwie płaszczyzny BI) i BF (f. 263) przecinające 
się ograniczają z dwócłi stron przestrzeń, która zowie 
się kątem dwuściennyrn EBAC; kąt więc dwuścienny 
\dko przestrzeń zawarta między dwoma przecinającemi 
się płaszczyznami^ pod względem kształtu wyraża nd- 
chylenie się jednej płaszczyzny do drugiej, pod wzglę­
dem zaś wielkości, pewną część nieograniczonej prze­
strzeni, tak ie poznać wielkość kąta dwu ścienne go, jest 
to dowiedzieć się jaką on jest częścią całej przestrzeni.
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Przecięcie się dwóch płaszczyzn zowie się krawędzią 
kąta, płaszczyzny zaś przecinające się, ścianami kąta. 
Kąty dwuścienne przyleglezowią się te które mają kra* 
wędź wspólną, jedną ścianę wspólną, zaś dwie ścia­
ny inne na jednej płaszczyźnie-, kąty wierzchołkiem 
przeciwległe, są te które mają krawędź wspólną, zaś 
ściany jednego kąta, są przedłużeniem ścian drugie­
go. Kąty dwuśc. są równe, gdy są jednakową czę­
ścią przestrzeni, i mogą być równe tylko przez przy­
stawanie, nie zaś przez symetryą, bo składają się 
z dwóch ścian. Kąty dwuśc. przyległe równe zowią 
się prosietni, płaszczyzna zaś czyniąca z drugą ką­
ty przylegle równe, zowie się prostopadłą. Kąt pła­
ski mający ramiona na ścianach kąta dwuścienne- 
go, prostopadłe do krawędzi tego kula, zowie się ką­
tem odpowiednim kątowi dwuściennemu.

336. Tw. Jeżeli kąty dwuścienne ABCD i abed są 
sobie równe, to i kąty płaskie im odpowiednie DBE 
i dbe, są także równe i nawzajem (fig. 273).

«) Przenoszę kąt abed na ABCD, iak aby punkt b 
padł na punkt 13, ramię bd padło na ramię BD, to ra­
mię bc padnie na ramie BC dla równości kątów pro­
stych dbc i I> 13C; płaszczyzna ba padnie na pł. BA 
dla równości kątów dwuściennych i linia be padnie 
na BE dla równości kątów ebe i CBE prostych, a za­
tem kąty odpowiednie dbe i DBE przystały do siebie.

b) Kąt dwuścienny abed przenoszę na kąt dwu- 
ścienny ABCD tak, aby punkt b padł na punkt B i 
ramię bd przystało do ramienia BD, to ramię be przy-
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sianie do ramienia RE dla równości kątów odpowie­
dnich dbe i DBE; krawędź bc przystanie do krawę­
dzi BC, gdyż pł. dbe przystała do DBE i punkt b do 
punktu B, przeto obie te krawędzie bc i BC są pro­
stopadłe do płaszczyzny DBE w punkcie B i są tylko 
jedną linią (317. Wn. 3), a tem samem i ściany ich 
przystały do siebie.

337. Tw. gł. Kały dwuscienne AB CD i abcd ma­
ją  sie do siebie jak odpowiednie im kały pł. DBE i 
dbe (fig. 274).

Przenoszę kąt dbe na kąt DBE,— t. j. kreślę kąt 
DBG, GBJ równy kątowi dbe, —  zawiera się w nim 
dwa razy i pozostaje kąt EBJ -C ebd; poprowadzi­
wszy przez linie BG, BJ, i krawędź BC płaszczyzny, 
otrzymamy kąty dwuścienne DBCG.GBC.J równe ką­
towi dwuścien. dbce a lemsamóm, ile razy kąt odpo­
wiedni dbe zawiera się w kącie DBE, tyle razy i kąt 
dwuścienny dbce zawiera się w kącie dwuściennym 
DBCE; podobnym sposobem dowiedlibyśmy, że ile 
razy kąt JBE zawiera się w kącie dbe, tyle razy i kąt 
dwuścienny dbce zawiera się w kącie dwuściennym 
DBCE i l. d ; przeto stosunek kątów pł. dbe i DBE 
tudzież kątów dwuśc. dbce i DBCE wyraża się jedna­
kową liczbą, czyli stosunki te są sobie równe i skła­
dają proporcję.

Wn. 1. Poprowadziwszy do wspólnego przecięcia 
się dwóch pł. płaszczyznę prostopadłą, przecięcia się 
jej z temi pł. są prostopadłe do krawędzi, a zatem ką­
ty zawarte między temi przecięciami są kątami odpo-

24
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wiedniemi kątom dwuściennym; ztąd wynika a) sum­
ma kątów przyległych dwuścierinych równa się TI 
dwuściennym; b ) kąty wierzchołkiem przeciwległe 
są sobie równe. Podobnie jak w kątach pł. kąt mniej­
szy od prostego zowie się ostrym, większy zaś roz­
wartym.

W?i. 2. Miarą kąta dwuściennego DBCE jest od­
powiedni mu kąt plaski DBE, gdyż ile razy jedność 
kąta płaskiego dbe zawiera się w kącie płaskim DBE, 
tyle razy jedność dbce kąta dwuściennego zawiera 
się w kącie dwuściennym DBCE; a zatem aby się do­
wiedzieć, ile razy jedność kąta dwuścien. dbce zawie­
ra się w mierzonym kącie DBCE t. j. aby zmierzyć 
ten kąt, mierzymy kąt plaski DBE jemu odpowiedni, 
jednością kąta płaskiego. Lecz mierząc kąt płaski 
DBE mierzymy łuk mu odpowiedni, i jeśli on zawie­
ra S5° czyli 85/ 3Go  części okręgu, to kąt DBE zawiera 
S5 kątów z których każdy jest 360° częścią pł., zwa­
nych stopniami kąta płaskiego, a tem samem kąt DBCE 
zawiera 85 kątów dwuściennych z których każdy jest 
360 częścią przestrzeni. Kąty więc dwuścienne wy­
rażają się stop., minut., sek., i t. d. podobnie jak lu­
ki okręgu lub kąty płaskie, bez dodania jakie są te 
stopnie. Wiedząc bowiem, że jedność jest jednako­
wego gatunku z mierzoną wielkością, wiemy tćm sa­
mem, że łuk jest częścią okręgu, jedność więc czyli 
stopień jest 300-tą częścią okręgu; kąt płaski jest 
częścią płaszczyzny, jedność więc czyli stopień jest 
360-tą częścią płaszczyzny; kąt dwuścienny jest czę*

4Solid. Część II.
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śeią przestrzeni, jedność więc czyli stopień jest 360tą 
częścią przestrzeni;— zaś minuty, sekun. i t. d. są czę­
ściami jedności,

338. Tw. Płaszczyzna OP przechodząca przez li- 
nię AB prostopadła do drugiej pł. MN, jest prostopa­
dłą do tej płaszczyzny MN (lig. 275).

Poprowadziwszy bowiem ze spodka B prostopa­
dłej AB, linię BC prostopadłą do wspólnego przech- 
cia się BP płaszczyzn, linia ta jest prostopadłą i do 
linii BC (31 (3 i 317), a tem samem kąt ABC jest prosty.

Wn. 1. Linia AB prostopadła do wspólnego prze­
cięcia się BP płaszczyzn prostopadłych, leżąca na j e ­
dnej z nich OP jest prostopadłą do drugiej MN; gdyż 
poprowadziwszy na drugiej pł. MN linię BC prosto­
padłą także do wspólnego przecięcia się BP w pun­
kcie B, kąt zawarty między liniami BA i BC jako od­
powiedni kątowi dwmściennemu tych pł., jest prosty, 
a lóm samćm linia AB prostopadłą do linii BC; a że 
ta linia z założenia jest prostopadłą do wspólnego 
przecięcia się BP, przeto jest prostopadłą i do pł. MN. 
I nawzajem: z punktu leżącego na wspólnem przecię­
ciu się dwóch pł. prostopadłych OP i MN, poprowa­
dzona linia AB prostopadła do jednej MN, leży na 
drugiej pł. OP; gdyż poprowadziwszy na drugiej pł. 
OP linię BD prostopadłą do wspólnego przecięcia się 
BP w punkcie B, podług poprzedzającego ona była­
by także prostopadłą do pierwszej pł. MN, co być 
nie może (317. Wn. 3).

Wn. 2. Przez linią BP daną na pł. MN, jedną tył-
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ho pl. OP do niej prostopadłą poprowadzić można; 
gdyż z punktu B tej linii, linia leżąca na pł. OP, pro­
stopadła do linii BP, jest prostopadła do pł. MN, zaś 
z punktu B do pł. MN jedną tylko linię prostopadłą 
poprowadzić można.

Wn. 3. Przez linię OA daną nad pl. MN, jedną 
tyllco pl. OP do niej prostopadłą poprowadzić można; 
gdyż jeśliby można było poprowadzić dwie pł. pro­
stopadłe, to na każdćj z nich z punktu A danćj linii, 
poprowadzona linia prostopadła do wspólnego prze­
cięcia się z pł. daną MN, byłaby prostopadłą do lej 
pł., a tem samóm z tego punktu dwie linie prostopa­
dłe dopł. MN poprowadzićby można, co być nie mo­
że (317. Wn. 4).

Wn. Ą. Linia AB przecięcia się dwóch pł. OP i QR 
prostopadłych do trzeciej MN, jest do niej prostopa­
dła (fig. 276); gdyż wyprowadziwszy z punktu B 
wspólnego dla przecięcia się dwóch pł. OP i QRz pł. 
trzecią MN linię prostopadłą do tej pł., ona leży tak 
na pierwszej jako i na drugiej pł. (33S. Wn. I), a za- 
tćm jest ich wspólnćm przecięciem się.

339. Zg. Przez linię daną AO, poprowadzić pł. 
prostopadłą do pl. danej MN. (fig. 276).

Z punktu A danćj linii prowadzę linię AB prosto­
padłą do pł. NA (321) a pł. przechodząca przez linie 
AO i AB jest żądaną (33S).

340. Zt. Aby belkę postawić prostopadle do pł. 
danej, przy zacięciu robimy krawędzie podstawy pro­
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stopadłe do bocznych krawędzi, wtedy każda boczna 
krawędź jest prostopadłą do dwóch linii podstawy, 
a zatem i ściany są prostopadłe do podstawy (338); 
postawiwszy więc podstawę belki na pł. danej, ścia­
ny jej są także prostopadle do tej pł. Chcąc usta­
wić belkę tak aby krawędzie jej boczne były piono­
we, podług pionu ustawiamy jedną, a następnie dru­
gą ścianę, a przecięcie się ich będzie pionowe (338. 
Wn. 4).

B) Płaszczyzny nachylone.

341. Tw. Płaszczyzna AD przechodząca przez 
krawędź AB i linią JF połowiącą kąt GJH odpowie­
dni kątowi dwusciennemu CBAE, połowi ten kąt (fig. 
277).

Kąty DBAE i CBAD mające odpowiednie kąty HJF 
i FJG równe są sobie.

Wn. 1. Punk ta pł. AD połowiącej kąt dwuscienny 
CBAE są równo oddalone od ścian tego kąta; popro­
wadziwszy bowiem z punktu F tćj pł. linie Fil i FG 
prostopadłe do ścian kąta CBAI ,̂ płaszczyzna GJH 
przechodząca przez te linie jest prostopadłą do obu- 
dwóch ścian (338), przeto krawędź AB, jako prze­
cięcie się dwóch płaszczyzn CA i AE prostopadłych 
do pł. GJH, jest prostopadła do tej pł. (338. Wn. 4), 
a zatem kąty HJF i FJG jako odpowiednie kątom 
dwuściennym (317) CBAD i DBAE, są sobie równe, 
a tóm samóm i prostopadłe FH i FG są sobie równe 
(102).
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Wn. 2. Punki K wzieiy zewnątrz pi. AD, połowią­
cej kąt (licu ścienny, nie jest równo oddalony od ra­
mion tego kąta', gdyż poprowadziwszy złego punktu 
linie KG i KL prostopadle do ścian kąta, pł. przez nie 
przechodząca jest prostopadłą do krawędzi AB, a 
zatem kąty HJF i F.JG jako odpowiednie kątom dwu- 
ściennym równym są sobie równe, punkt zaś K nie- 
leżąey na JF połowiącej kąt plaski GJH nie jest ró­
wno oddalony od ramion czyli KL >■ KG.

Wn. 3. Jeśli z punktu F poprowadzimy dwie linie 
FH i FG prostopadle do dwóch pł. AE i AD przeci­
nających się, to kąt GFH między niemi zawarły jest 
dopełnieniem kąta GJH odpowiedniego kątowi dwu- 
ściennemu tych pt.\ gdyż w czworokącie FJ, dwa ką­
ty są proste, przeto dwa inne spełniają się do dwóch 
kątów prostych.

342. Tm. Jeżeli przez linią nachyloną do pl. MN 
poprowadzimy pł. prostopadłą ABS, tudzież pochy­
le ABF, ABC, ABD..., to jeśli przecięcia BF i BC 
dwóch pl. ABF i ABC czynią z przecięciem BS pro­
stopadłej kały a) równe SBF i SBC, nachylenia się 
łych pl. do pl. MN, równie jak i kąty pl. zawarte 
między pochylą AB i z przecięciami się BF i BC są 
sobie równe', b) jeśli zaś nierówne, SBD >  SBC 
tworząca kąt większy, jest bardziej nachyloną do ]>ł. 
MN i Unia nachylona AB z je j przecięciem BD tworzy 
kąt większy ABD ^  ABC (fig. 278).

Z punktu A linii nachylonej AB prowadzę linię AS 
prostopadłą do przecięcia się BS pł. prostopadłej

www.rcin.org.pl



30

ABS, która jest zarazem prostopadłą i do pł. MN 
(338. Wn. I); przez spodek S tej prostopadłej AS 
prowadzę linie prostopadłe SF, SC, SD do przecię­
cia się płaszczyzn pochyłych z pł. MN i punkt A łą­
czę z ich spodkami, to linie AF, AC, AD... są także 
prostopadłe do tych przecięć (319), a tem samem 
kąty SFA, SCA, SDA... są odpowiednie kątom dwu- 
ściennym zawartym między pł. pochyłemi a pł. MN 
(335). A zatćm potrzeba dowieść a) jeśli kąt SBF= 
SBC, to kąt SFA=SCA i ABF=ABC. Trójkąty SBF 
i SBC mające przeciwproslokątnią BS wspólną i po 
dwa kąty równe, jedne jako proste a drugie z zało­
żenia, mają pozostałe części równe, SF=SC ; trój­
kąty więc prostokątne SAF i SAC mające bok AS 
wspólny, bok SF=SC, mają i pozostałe części równe 
(92) a tćm samóm kąt SFA=SCA, czyli nachylenia 
się pł. ABF i ABC do pł. MN są jednakowe.— Trój­
kąty prostokąta ABF i ABC mające przeciwprosto- 
kąłnią AB wspólną i bok AF— AC, jako leżące w trój­
kątach ASF i ASC, mają kąt ABF=ABC, czyli nachy­
lona AB czyni z przecięciami się pł. ABF i ABC z pł. 
MN, kąty równe.

b) Jeśli kąt SBC ^  SBD, to kąt SCA SDA i ABC 
<5 ABD. Linia SD >  SG, jako całość od części, zaś 
SG >  SC, jako pochyła od prostopadłej, przeto SD 
>■ SC a tem samem i AD>-AC (3IS), zatem i kąt 
SAD >■ SAC (318. Wn. 2), a dopełnienie pierwszego 
ADS <. ACS, czyli pł. ABD bardziej nachylona do pł. 
MN aniżeli pł. ABC.— Odcinam BH=BC, to AH >  DA 
p- AC; a zatem trójkąty ABH i ABC mające po dwa
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boki równe lecz bok trzecj AH >  AC, mają i kąt AB1) 
>  ABC (100), czyli linia nachylona AB czyni kąt wię­
kszy z AD aniżeli z AC.

TFw. 1. I nawzajem: 'przecięcia się pł. ABF i ABC 
z trzecią MN czynią z przecięciem się pl. prostopa­
dłej przechodzącej przez linię wspólnego ich przecię­
cia się kąty równe, jeśli nachylenie się tych płasz­
czyzn do trzeciej są jednakowe; gdyż jeśliby nie czy­
niły kątów równych, to i nachylenia nie byłyby je­
dnakowe i t. d.

343.  -Dwie pł. AacC i AadD przecinające się, prze­
cięte trzecią \)dcC dają krawędzie Aa, Dd, Cc albo 
równoległe, albo przecinające się w jednym punkcie 
(Gg. 284).

Krawędź Dd albo jest równoległą albo przecina pł. 
AacC; w pierwszym razie ona będąc równoległą do 
pł. AtfcC jest równoległą tak do krawędzi A a jako 
też i do cC (331), a zatem linie A a i Cc równolegle 
do trzeciej Dd, są równoległe (329. Wn. 3); w dru­
gim razie kwrawędź Dd przecina pł. AacC w punkcie 
B, punkt więc B leży naprzód na pł AacC, powlóro 
leży na pł. AadD i DdcC, gdyż krawędź Dd jako 
wspólne ich przecięcie się leży na tych pł.; punkt 
więc B jest wspólny dla trzech krawędzi i trzech pł. 
czyli te pł. przecinają się w jednym punkcie.

344. Zg. Pod kątem danym poprowadzić płaszczy­
znę do pl. danej MN (fig. 279).

a) Dowolną; na danój pł. MN prowadzę dowolną
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linię BC, i do niej pł. prostopadłą A SC (320); na nie j 
kreślę linię AC czyniącą kąt dany z linią CS przecię­
cia się pł. prostopadłej z płaszczyzną daną; a płasz­
czyzna przechodząca przez tę linię AC i poprowa­
dzoną dowolnie BC jest żądaną.

b) Przez punkt dany, jeśli punkt dany B, leży na 
pł. MN, przez ten punkt prowadzę dowolną linię BC, 
i postępuję jak poprzednio, jeśli zaś dany punkt A 
nad pi., to przez ten punkt A prowadzę linię AC po­
chyloną do pł. MN pod kątem danym (325) i do ramie­
nia SC kąta nachylenia, prowadzę na danej pł. MN, 
przez spodek C nachylonej, linię prostopadłą CB, to 
płaszczyzna przechodząca przez linię nachyloną AC i 
prostopadłą BC do ramienia kąta nachylenia, jest żą­
daną, gdyż kąt nachylenia ACS jest kątem odpowie­
dnim kątowi dwuściennernu MBCA zawartemu mię­
dzy pł. daną MN i poprowadzoną BCA. c) Przez li­
nie daną; jeśli linia dana AB jnachylona do pi. MN, 
1) przedłużam ją do przecięcia się z tą płaszczy­
zną w punkcie B, i przez punkt jej A prowadzę linię 
AC czyniącą z pł. daną MN kąt dany ACS; 2) z pun­
ktu A prowadzę linię AS prostopadłą do pł. MN i od­
ległością SC jej spodka od spodka pochyłej zakre­
ślam łuk na danej p ł , do którego z punktu B prowa­
dzę stycznę BE; 3) punkt A z punktem E łączę linię 
prostą, a pł. przechodząca pr/ez linie BE i AE jest 
żądaną; gdyż pochyłe AE, AC, jako równo oddalone 
od spodka prostopadłej AS, czynią z tą prostopadłą, 
kąty SAE i SAC równe (318. Wn. 2), przeto i kąty 
AES— ACS jako ich dopełnienia, czyli że linia AE
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jest nachyloną do pł. MN pod kątem danym; linia 
zaś BE jako styczna jest prostopadła do promienia 
SE, przeto i linia AE jest prostopadłą do BE (319), 
a zatem kąt AES jest. odpowiednim kątowi dwuścien- 
nemu MBEA zawartemu między płaszczyznami MN i 
BEA.—Jeżeli linia dana jest równoległa do pi. MN to 
linię styczną do okręgu S, prowadzę równolegle do 
danej linii, a płaszczyzna przechodząca przez linię 
pod kątem danym i tą równoległę, przejdzie przez li­
nię daną, gdyż dwie linie równoległe leżą na jednej 
płaszczyźnie.

C) Płaszczyzny równolegle.

345. Tw. Dwie pł. MN i OP prostopadłe do linii 
AB nieprzecinają się z sobą, i nawzajem: linia AB 
prostopadła do jednej z płaszczyzn nieprzecin aj ący c h 
się, jest prostopadłą i do drugiej MN (fig. 2S0).

a.) Dwie pł. MN i OP prostopadłe do linii AB, gdy­
by się, przecięły z sobą w kierunku linii CD,, to połą­
czywszy punkt E tej linii ze spodkami prostopadłej 
AB, otrzymalibyśmy linię BE jako mającą dwa punkta 
B i E na pł. OP, leżącą na tej pł., a zatem prostopadłą 
do linii AB; dla podobnej przyczyny linia AE leżałaby 
na pł. MN i byłaby prostopadłą do linii AB; —a zatem 
z punktu E do linii prostej AB dwie prostopadłe po- 
prowadzićby można, co być nie może.

b) Przez linię AB prostopadłą do pł. OP, prowa­
dzę płaszczyznę AG, przecinającą się z danemi po li­
niach BG i AF; linia BG jest prostopadłą do linii AB

5
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(316 i 317), przeto jeśliby linia AF niebyła także 
prostopadłą do AB to dwie linie BG i AF nie byłyby 
względem siebie równolegle, a zatem przecięłyby się 
z sobą na pł. AG, a że jedna z nich leży na jednej, 
zaś druga na drugiej pł., przeto punkt wspólny dla 
tych dwóch linii, byłby wspólnym dla pł. OP i MN, 
czyli te dwie pł. przecięłyby się z sobą, coby się 
sprzeciwiało założeniu,— a zatem linia AF jest pro­
stopadłą do AB. Poprowadziwszy przez linię AB dru­
gą pł. AJ, linia BJ jest prostopadłą do linii AB, a dla 
podobnej jak poprzednio przyczyny, linia AH jest 
także prostopadłą do linii AB, a tem samem pł. MN 
przechodząca przez dwie linie AF i Ali prostopadle 
do AB jest do niej prostopadłą (316).

Wn. 1. Dwie pł. MN i OP nieprzecinąjące się, są 
względem siebie równoległe’, poprowadziwszy z pun­
ktu A jednej pł., linię AB prostopadłą do drugiej, li­
nia ta jako ich wspólna prostopadła, mierzy odległość 
punktu jednej pł. od pł. drugiej; poprowadziwszy 
z drugiego punktu F linię FG prostopadłą do pł. OP, 
linia ta jest także wspólną prostopadłą dla tych dwóch 
pł. i jest równoległą do linii AB (329. Wn. 2), prze­
to one leżą na jednej pł. (329. Wn. 1), i są sobie ró­
wne, jako zawarte między liniami AF i BG, proslo- 
padłemi do AB a zatćm równoległemi;— punkta więc 
A i F jednój pł. MN, są równo oddalone od pł. OP 
drugiej.

Wn. 2. Dwie pł. MN i OP równoległe, przecięte 
jakąkolwiek pł. trzecią AG, dują przecięcia równole­
gle-, bo gdyby te przecięcia przecinały się z sobą, to

i
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i pł. MN i ÓP na których one Ieżo, takie przecięłyby 
się z sobą. Dwiepł. przecięte trzecią niednjące prze­
cięć równoległych, przecinają się z sobą; gdyż punkt 
przecięcia się tych linii jest wspólnym i dla pł.

Wn. 3. Linie równolegle BA i GF, zawarte mię­
dzy pl. równoległemi MN i OP, są sobie równe; dla 
tego że poprowadziwszy przez te linie pł. AG, ona 
się przetnie z pł. MN i OP po liniach AF i BG równo­
ległych, a linie równoległe zawarte między liniami 
równoległemi są sobie równe.

U 7i. 4. Jeśli Unia AB prostopadła do jednej pl. 
OP, nie jest prostopadłą do drugiej MN, to te dwie 
pl. przecinają się; gdyż poprowadziwszy przez tę li­
nię pł., ona się przetnie z dwoma pł. OP i MN po li­
niach czyniących z linią AB kąty jednostronne we­
wnętrzne nierówne II, a tórn samem po liniach prze­
cinających się, zaś punkt ich przecięcia się, jest wspól­
ny i dla pł. danych.

TVn. 5. Z punktu A danego nadpl. OP, jedną tyl­
ko pł- MN do niej równoległą poprowadzić można; 
gdyż poprowadziwszy z punktu A linię prostopadłą 
do pł. OP, pł. MN prostopadła do lej linii w punkcie 
A, podług Tw. jest równoległą, zaś pł. nieprostopa- 
dla nie jest równoległą (Wn. 4); a że z punktu A, 
do linii AB jedną tylko pł. prostopadłą poprowadzić 
można (317. Wn. 3), przeto i z punktu A do pł. OP 
jedną tylko pł. równoległą i t. d.

Wn. 6. Dwie pl. równolegle do trzeciej są wzglę­
dem siebie równolegle-, gdyż poprowadziwszy do trze­
ciej pł., linię prostopadłą, ona jest zarazem prosto­
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padłą do dwóch pierwszych (345, b ), a zatóm le dwie 
pł. jako prostopadłe do linii, są względem siebie ró­
wnoległe (345, a).

346. Tw. Dwa kąty BAC i EDF lezące na odmien­
nych pł. mające ramiona równolegle i skierowane 
w jedną stron?, są sobie równe (fig. 2S1).

Odcinam AB=DE i AC=DF i punkta B z C, E z F 
tudzież A z D , B zE , C z F  łączę liniami prostemi. 
Linia AB jest równa i równoległa do DE, przeto i AD 
jest równa i równoległa do BE (329. Wn. 1; 116. 4; 
115. b); dla podobnej przyczyny i AD jest równa i 
równoległa do CF; każda więc z dwóch linii BE i CF 
jest równa i równoległa do trzeciej AD, a zatem te 
linie BE i CF są równe i równoległe, a tem samem 
i linie BC i EF, łączące ich końce, są równe i równo­
ległe. Trójkąty ABC i DEF mające po trzy boki ró­
wne, mają i kąty równe czyli kąt BAC=EDF.

Wn. 1. Dwa kąty leżące na odmiennych pi., po­
dobnie i dla podobnej przyczyny jak kąty leżące na 
jednej pł., są sobie równe, gdy mają ramiona równo­
legle skierowane w przeciwne strony, są zaś kątami 
spełnienia, gdy dwa ramiona są skierowane w jedną, 
zaś dwa drugie w przeciwne strony.

347. Tw. Płaszczyzna MN przechodząca przez 
dwie linie przecinające się AB i AC równolegle do dru­
giej pł. OP, jest względem niej równoległą ( łig. 281).

Poprowadziwszy z punktu przecięcia się A linij ró­
wnoległych, linię AD prostopadłą d  ̂■ 1 OP.
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ona będzie zarazem prostopadłą do linii DF i DE wy­
nikających z przecięcia się płaszczyzn (>AD i BAD 
z płaszczyzną OP; a że te przecięcia się DF i DE, 
są równoległe do linii AC i AB (331), przeto te linie 
jako równolegle, do iinij prostopadłych są także pro­
stopadle do AD, a tem samem pł. MN, jako prosto­
padła do linii AD, jest równoległą do pł. OP (345, 
Wn. 1).

Wn. I. Dwie pi. prostopadle do trzeciej, przecho­
dzące przez dwie linie równolegle, nieprostopudte do 
tej pł., są względem siebie równolegle; gdyż popro­
wadziwszy na tych pł. linie prostopadłe do ich prze­
cięcia się z pł. trzecią, one jako prostopadle do tej 
pł. (33S. Wn. 1 ), są względem siebie równoległe, a 
zatem jedna z nich przechodzi przez dwie linie ró­
wnoległe do drugiej.

Wn. 2. Płaszczyzny przecinające się z trzecią po 
li7iiach równoległych i jednaisowo nachylone do tej 
pl., są względem siebie równoległe; gdyż poprowa­
dziwszy pł. prostopadłą do jednej linii wspólnego 
przecięcia się, ona jest także prostopadłą i do dru­
giej (32S), i przecina te dwie pł. po liniach równo­
ległych, jako czyniących z przecięciem się z trzecią 
kąty równe; a zatem dwie linie jednej pł. są równo­
legle do pł. drugiej.

Uw. Dwie pl. przecięte płaszczyzną trzecią, dają 
warunki odpowiednie warunkom przecinania się lub 
nieprzecinania się linii prostych, jeśli te przecięcia się 
są względem siebie równoległe; lak, że wtedy tylko 
równość lub nierówność kątów utworzonych przez
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te pł. ze wspólną przecinającą je pi. pociąga za so­
bą przecinanie się lub nieprzeeinanie się łych pła­
szczyzn.

348. Tw. Linie proste AC i DC przecięte pl. MN, 
OP. QR równolegle mi, są podzielone na części pro- 
porcyonalne (lig. 2>2).

Końce linii AC i DF łączę linią prostą DC przeci­
nającą się z pł. OP w punkcie G; przez linie CA i CD 
prowadzę pł. przecinającą się z pł. OP i MN po li­
niach równoległych BG i AD; przez linie DC i DF 
prowadzę pł. przecinającą się z pł. OP i QR po liniach 
równoległych GE i CF. W trójkącie ACD, linia BG 
równoległa do podstawy, dzieli boki trójkąta na czę­
ści proporeyonalne; przeto AB: BC=DGł GC podo­
bnie DG: GC==DE:EF, przeto stosunki AB:BC i DE: 
EF równe stosunkowi DG:GC, są sobie równe.

Wn. 1. Płaszczyzny równoległe (fig. 2S3) MN i 
OP, przecięte pł. SAE... dają przecięcia AE i ae ró­
wnolegle, a zatem, przecięte są w stosunku odcin­
ków SE, Sc., linii zbiegających się, rachowanych od 
punktu zbiegu S; jeżeli więc linia SA, SE, SD... wy­
chodząca z jednego punktu S, przetniemy pl. MN i OP 
równoległymi i połączymy punktu ich przecięcia się, 
to wielokąty ztąd otrzymana ABCDE i abeda są podo­
bne, gdyż stosunki odcinków linii wychodzących 
z punktu S są sobie równe, a przeto i boki ich będą­
ce w takim samym stosunku jak odcinki, są propor- 
cyónalne, kąty zaś są równe jako mające ramiona 
równoległe i skierowane w jedną stronę. Stosunek
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obwodów tych wielokątów równy stosunkowi boków, 
równa się takie stosunkowi odcinków linii wychodzą­
cych z jednego punktu lub stosunkowi odcinków pro­
stopadle,} wyprowadzonej z punktu zbiegu na pl. ró­
wnolegle, gdyż trzy ostatnie stosunki są sobie równe; 
stosunek powierzchni wielokątów xVBCED i abede ró­
wny stosunkowi kwadratów z boków, dla podobnej 
przyczyny równa się stosunkowi kwadratów z odcin­
ków linii wychodzących z jednego punktu, lub z od­
cinków prostopadłej poprowadzonej z tego punktu do 
pi. równoległych.

Wn. 2. Jeśli trzy linie proste, leżące po dwie na 
jednej pł. lub dwie nie Leżące na jednej pt. przecięte 
dwoma pt. równolegtemi, pł. trzecia dzieli na części 
proporcjonalne., to pł. ta jest równoległa do dwóch 
pierwszych-, gdyż poprowadziwszy przez te linie (fig. 
282) CA i ClJ pł. A CD, ona przetnie się z pł. OP po 
linii BG równoległej do AD (139. W. 2); podobnie 
linia GE jest równoległą do CF, tóm samem do pł. 
OR i do niej równoległej pł. MN, a zatem dwie linie 
BG i GE równoległe do pł. MN, przeto: jeśli i trzy 
linie wychodzące z jednego punktu, przez dwie pl. są 
podzielone na części proporcjonalne. , te dwie pl. są 
względem siebie równolegle, gdyż przez punkt zbie­
gu można wyobrazić pł. równoległą do jednej z pł. 
dzielących na części proporcjonalne.

Wn. 3. Jeśli dwa wielokąty podobne ABC DE i 
abede, leżą na pl. MN i OP równoległych, to linie 
A a, B b.. Liczące ich wierzchołki odpowiednie, scho­
dzą się w jednym punkcie S; gdyż dwie linie A a i

www.rcin.org.pl



40

Ee, przecinają się jako łączące końce linii równole­
głych AE i tle nierównych, przeto jeśli punkt przecię­
cia się A a z Ee oznaczymy przez S zaś przecięcia się 
Ee z Dd przez S-, to: AS:«S— SE: Sc, gdyż oba te 
stosunki równają się stosunkowi AE\ae (239. Wn. 5); 
podobnie S’E: S^^S^DrSW jako stosunki równe sto­
sunkowi ED’.ed\— lecz stosunek AE:fft=ED:<"(i,prze­
to i stosunki powyższych proporcyi są sobie równe 
czyli SE:Se =  S’E:S’e, ztąd SE — Sc:Sc=S ’E—SV: 
S’<? t. j. Etf:S,e=E.c:Sć?; a że poprzedniki są sobie ró­
wne, przeto S i S’ są jednym punktem.

349. Zg- Poprowadzić pl. równoległą do pl. da­
nej, a) dowolną; prowadzę z dowmlnego punktu dwie 
linie równoległe do pł. danej, a pł. przez nie prze­
chodząca jest żądaną (347); jeśli więc pł. dana prze­
cina się z dwoma pł. przecinającemi się, z punktu le­
żącego na linii ich przecięcia się, prowadzę linie ró­
wnoległe do przecięcia się pł. danej z dwoma pł., a pł. 
przechodząca przez te linie jest żądaną; b) przezpunht 
dany, dwie linie równoległe do pł. danej poprowadzo­
ne przez punkt dany leżą na żądanćj pł.— albo przez 
punkt dany prowadzę linię prostopadłą do pł. danej, 
i do tój linii przez ten sam punkt dwie linie prostopa­
dłe, one są równoległe do danćj pł. i leżą na żądanej 
pł. (345); c) przez linię daną, wtedy tylko można po 
prowadzić pł. równoległą do pł. danej,gdy ta linia jest 
równoległą do pł. danej, i wtedy przez punkt tój linii 
poprowadzona linia równoległa do pł. danej leży z da­
ną linią na pł. szukanój.
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350. Zg. Znaleźć najkrótszą odległość miedzy 
dwoma krzyżującemi się indami (nierównoległemi i 
nieprzecinającemi się).

Z punktu wziętego na jednej linii, prowadzę linię 
równoległą do drugiej, i przez te dwie linie popro­
wadzę pł., która jest równoległą do drugiej linii (330* 
Wn. 3); przez drugą linię prowadzę pł. prostopadłą 
do poprowadzonej pł. (339), a z punktu przecięcia 
się jej z daną pierwszą linią wyprowadzona linia pro­
stopadła do pł. równoległej, leży na pł. prostopadłej 
(33S. Wn. I ) i jest prostopadłą tak do pierwszej (317) 
jako też i do drugiej linii, jako prostopadła do linii 
poprowadzonej do niej równolegle; przeto mierzy 
ich najkrótszą odległość.

351. Zl. Podług N° 349 prowadzą się pł. równo* 
ległe w praktyce.

D) Płaszczyzny przecinające się w jednym 
punkcie — kąt bryłowy.

332. Trzy płaszczyzny przecinające się po dwie, 
dają krawędzie albo równoległe i ograniczają prze­
strzeń tak zwaną pryzmatyczną, albo przecinające się 
w jednym punkcie (343), i ograniczają przestrzeń 
zwaną kątem bryłowym, w pierwszym razie pł. ograni­
czone temi krawędziami są jakby równolegloboki cią­
gnące się bez końca, w drugim zaś, są to kąty płaskie 
schodzące się wierzchołkami w jednym punkcie. Pła­
szczyzny ograniczające przestrzeń zowiąsię ścianami,

Solid, lisięga lit (5
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ich przecięcia się krawędziami. W przestrzeni pry­
zmatycznej zależność ścian od kątów dwuściennych 
nie przedstawia nowych własności, gdyż przeciąwszy 
ją pł. prostopadłą do jednej krawędzi, ta będzie pro­
stopadłą i do innych, przeto da trójkąt w którym kąty 
są kątami odpowiedniemi kątom dwuściennym, zaś 
boki oznaczają położenie ścian; dla podobnej przy­
czyny i przestrzeń ograniczona ilukolwiek pł., mają- 
cemi krawędzie równoległe, nieprzedstawia szczegól­
nych własności. W kącie bryłowym ograniczonym 
trzema ścianami czyli trójściennym, mamy do uważa­
nia trzy kąty płaskie ograniczające kąt bryłowy i trzy 
kąty dwuścienne zawarte między jego ścianami; za­
leżność kątów płaskich i dwuściennych chociaż, jak 
zobaczymy, jest odpowiednią zależności boków i ką­
tów trójkąta, jednak nie sprowadza się wprost do nie­
go, gdyż pł. prostopadła do jednej krawędzi nie jest 
prostopadłą do innych, a zatem nie daje trójkąta któ­
rego by kąty były odpowiedniemi kątom dwuściennym. 
Przez jedenpunkt można poprowadzić dowolną liczbę 
płaszczyzn, przeto kąt bryłowy może być ograniczo­
ny ilukolwiek kątami pł.; kąt ten pod względem kształ­
tu, wyraża zależność kątów płaskich od dwuściennych 
i ich szczególne własności; a pod względem wielko­
ści pewną część przestrzeni, tak że poznać jego wiel­
kość, jest to dowiedzieć się jaką on jest częścią prze­
strzeni. Jeżeli kąt prosty dwuścienny przetniemy pł. 
prostopadłą do krawędzi, utworzą się dwa kąty trój­
ścienne zwane prostemi, przystające a tćm samem ró­
wne, a że kąt prosty dwuścienny jest czwartą częścią
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przestrzeni, przeto kąt prosty trójścienny jest ósmą 
częścią przestrzeni;— kąty proste dwnścienne przy­
stawały do siebie, przeto i kąty proste trójścienne 
są przystające; — kąt bryłowy mniejszy od prostego 
czyli zawierający przestrzeń mniejszą od Vg przestrze­
ni zowie się ostry, zaś większą od Vs, rozwarty. Kąt 
płaski razem z lukiem odpowiednim mógł być prze­
noszony na inny kąt płaski jemu nierówny, podobnie 
i kąt dwuścienny, przez przenoszenie odpowiedniego 
kąta płaskiego; a przeto pod względem wielkości 
miały tę własność, że kąty tak płaskie jako i dwu- 
ścienne równej wielkości miały kształt jednakowy 
czyli były równe, równoważność więc dla tych ką­
tów nie miała miejsca;— kąty zaś bryłowe równe 
mogą nie przystawać do siebie, a przeto mogą być 
równe albo przez przystawanie, albo przez symetryę, 
a przytem mogą być równoważne, tak że kąt będący 
% częścią przestrzeni może nie mieć żadnego kąta 
dwuściennego prostego, i taki kąt nie jest prostym 
ale tylko równoważny prostemu; podobnie kąt za­
warty iląkolwiek ścianami może zawierać % prze­
strzeni, chociaż ma kształt zupełnie różny od kąta 
prostego, a zatćm jest mu tylko równoważny.

353. Kąty bryłowe zowią się wierzchołkiem prze­
ciwległe, gdy kąty płaskie jednego są wierzchołkiem 
przeciwległe z kątami pł. drugiego; kąty te (fig. 285) 
SABG i Sabc są symetryczne, gdyż mają kąty płaskie 
równe, jako wierzchołkiem przeciwległe ASB— aSb, 
ASC~ffSc i BSC=óSc, i kąty dwuśeienne równe, ja-
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ko zawarte między tcmi samemi pł. CASB=c^SZ', 
ACSB=tfcS/z, ABSd— abSc,— lecz idące w przeci­
wnym porządku, tak że kąty te nieprzystają do siebie. 
Przeniósłszy bowiem kąt Saeb na SACB.tak aby ścia­
na aSb przystała do ściany ASB, jeśli położymy te 
ściany tak, aby odpowiednie krawędzie przystały do 
siebie Sa z SA i Sb z SB, co uskutecznimy obraca­
jąc ścianę bSd na jej płaszczyźnie ASI? około punktu 
S, to wtedy krawędź trzecia Sc nieprzestanie być pod 
pł. bSa i niepadnie na krawędź SC leżącą nad tą pł.; 
wtedy przy krawędziach SA i Si? znajdują się ściany 
równe SAC i SAc, SBC i SBc, co jest charakterysty­
cznym znakiem symetrycznóści. Jeślibyśmy zaś ścia- 
nę bSa położyli na ścianę ASB tak aby krawędzie SC 
j Sc. znajdowały się nad pł. ASB, wtedy krawędzie 
nieodpowiednie tych ścian przystałyby do siebie Sb 
do SA, Sa do SB i ściana Sbc nie przystałaby do SAC, 
gdyż nachylenie ścian nie jednakowe, podobnie i Sac 
nieprzyslanie do ściany SBC. Kąty bryłowe symetry­
czne trójścienne SABC, Subc wtedy tylko su sobie 
równe, gdy dwa kąty dwuścienne SAC i SBC są ró­
wne, gdyż wtedy ściany chociaż nieodpowiednie, przy­
stają do ścian drugiego kąta.

354. Kąt bryłowy zowie się biegunowym wzglę­
dem drugiego kuta gdy jego krawędzie są prostopa­
dłe do ścian tego kuta; zazwyczaj krawędzie te pro­
wadzą się z wierzchołka kąta. I tak (lig. 2S5): jeśli 
krawędź cS prostop. do ściany ASB, Szt do CSB i Sb 
do ASC, to ściana cSa jest prostopadła tak do ścia-
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ny ASB jako leż i do ściany CSB (338), a tem samem 
jest prostopadłą i do krawędzi SB (338. Wn. 4), a 
żalem i kąt. SABC jest biegunowym kąta Sabc, czyli 
dwa kąty są wzajemnie biegunowe. Kąty biegunowe 
mają tę własność, że kąty pł. jednego są dopełnie­
niami kątów odpowiednich kątom dwuściennym dru­
giego, jako kąty zawarte między liniami prostopadłe- 
mi do ścian tego kąta (341. Wn. 3).

355. Tw. W  kacie bryłowym, trójściennym SABC, 
summa dwóch kątów płaskich ASC i CSB, jest wię- 
ksza od trzeciego ASB (fig. 286).

Na kącie pł. ASB, przy krawędzi SB, kreślę kąt 
DSB=CSB, i odcinam SB =SC =SD , przez punkta 
BCi) prowadzę pł. przecinającą się ze ścianami kąta 
po liniach BA, BC i AC. Trójkąty BSC i BCD mające 
po dwa boki równe i po kącie zawartym między lemi 
bokami z wykreślenia równym, mają bok BD=BC; 
lecz BC-j-CA >■ I»D—j—I)A, to po odjęciu ilości równych 
BC i Bl) pozostaje CA >■ DA; trójkąty więc ASC i 
ASI) mające bok AS wspólny, bok SC— SD z wykre­
ślenia,^ bok trzeci AC >■ Al), mają i kąt ASC >  ASI.) 
I *00), dodając z pierwszej strony kąt CSB, a z dru­
giej kąt jemu równy DSB otrzymamy: ASC-|- CSB-^ 
ASD-fDSB czyli ASC-fCSB >  ASB.

Wn, 1. W bacie bryłowym trójściennym bal pła­
ski jest większy od różnicy dwóch innych bajów; gdyż 
od ilości nierównych ASC-j-CSB >  ASB odjąwszy 
kąt ASC pozostaje CSB >- ASB—ASC.

Wn. 2. W dwóch batach trójściennych SABC i
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SABD, mających ścianę SAB wspólną a krawędź 
przeciwległa SD jednego leżącą wewnątrz kąlą dru- 
giego, summa dwóch innych kątów płaskich pierwsze- 
go jest mniejsza od summy dwóch katów drugiego 
(fig.287). Przedłużam ścianę ASD do przecięcia się 
z ścianą BSC po prostej SE, to ASC+ C SE > ASD 
+ D S E i BSE+ DSD >BSD, dodając ilości większe 
do większych, zaś mniejsze do mniejszych, i odejmu­
jąc po kącie DSE, otrzymamy: ASC+ CSE+ BSE > 
ASD+ BSD, czyli ASC+ BSC >  ASD+ BSD.

Wn. 3. Jeżeli dwie pl. ASB i DSC przecinające 
się po linii SJ, przetniemy dwoma pl. DSA i BSC 
z przeciwnych stron linii SJ wspólnego przecięcia się 
i przechodzącemi przez punkt S tej linii, to summa 
ludów płaskich AS li i DSC płaszczyzn przecina ją­
cych się jest większa od summy kątów DSA i BSC le­
żących z przeciwnych stron Unii JS wspólnego prze­
cięcia się( fis?. 2s8). Summa kątów ASJ+ DSJ > DSA, 
tudzież JSB+ JSC > BSD przeto ASJ+ JSB+ DSJ+  
JSC >  DSA+ BSC czyli ASB+ DSC >  DSA+ BSC.

356. Tw. Summa katów płaskich składających kat 
bryłowy jest mniejsza od czterech kątów prostych (fig. 
289).

Prowadzę linię prostą SO wewnątrz kąta Bryłowe­
go i do niej pł. prostopadłą przecinającą ściany ką­
ta po liniach AB, BC, CD i t. d. i łączę spodek pro­
stopadły 0  zespodkami krawędzi przez linie OA.OB, 
Oli..; kąt AOB >  ASB, jako zawarty między liniami 
fączącemi spodek prostopadłej wyprowadzonej zpun-
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kin S przecięcia się pochyłych ze spodkami tych po­
chyłych (324), podobnie i kąt BOC >» 15S(2 i t. d. 
przeto summa kątów przy 0  jest większa od summy 
kątów pł. kąta bryłowego S, a że summa kąlów przy 
O równa się 211, przeto summa kątów przy S jest 
mniejsza od 211.

357. Tw. W kącie bryłowym trójściennym sum­
ma kątów dwuściennych jest większa od dwóch /ni­
tów prostych a mniejsza od sześciu.

W kącie bryłowym trójściennym kąty dwuścienne 
z kątami płaskiemi kąta biegunowego spełniają się 
do 11, a że tych kąlów jest trzy przeto trzy kąty dwu­
ścienne jednego kąta z trzema kątami płaskiemi kąta 
trójściennego biegunowego równają się 311; a że ką­
ty płaskie są mniejsze od 211, przeto dwuścienne są 
większe od 11 lecz mniejsze od 311 gdyż summa trzech 
kątów płaskich ma pewną wielkość.

Wn. Kąt bryłowy Wielościenny płaszczyznami prze- 
chodzącemi przez przeciwległe krawędzie, dzieli się 
na tyle kątów trójściennych ile ma ścian mniej dwie; 
a że summa kątów dwuściennych w każdym kącie 
trójściennym jest większa od 11, przeto w kącie wie­
lościennym summa kątów dwuściennych jest większa 
od li wziętych tyle razy ile jest ścian, mniej dwie; dla 
podobnej przyczyny summa kątów dwuściennych jest 
mniejsza od 3n , wziętych tyle razy ile wielokąt ma 
ścian, mniej dwie.

358. Tw. W kącie bryłowym trójściennym naprze•
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ci w ścian równych leią kąty dwuścienne równe, na 
przeciw ściany większej tezy hal dwuścienny większy, 
i nawzajem.

Gdyż ściany równo nachylone do ściany trzeciej 
przechodzą przez krawędź przeciwległą ścianie trze­
ciej, a zatem gdy nachylenia się są równe, to i kąty 
zawarte między linią nachyloną a przecięciami z pl. 
trzecią są sobie równe i gdy nachylenie się płaszczy* 
znyjest większe czyli jeśli czyni kąt większy ze ścianą 
trzecią, to i kąt zawarty między linią nachyloną i prze­
cięciem się jest większy (342. Wn.J. 1 nawzajem.

359. Tw. lszy Przyp . Kąty trójścienne mające po 
dwa kąty płaskie i po kącie dwuściennyrn między nie­
mi zawartym w tym Samym porządku równym mają 
i pozostałe części równe (lig. 290).

Zak. Kąt pl. ASC=asc, CSB— csb, i kąt dwuśc. 
ACSB—  aesb.

Przenoszę kąt dwuścienny sabc na SABC, tak aby 
punkt s padł na S, krawędź sc przystała do krawędzi 
SC i ściana sac przystała do odpowiedniej ściany 
SAC, to wtedy krawędź sa przystanie do krawędzi 
SA dla równości kątów asc i AS(3; ściana seb przy­
stanie do ściany SCB dla równości kątów dwuś. acsb 
i ACSB i krawędź sb przystanie do krawędzi SB dla 
równości kątów pł. csb i CSB,— a zatem i ściana asb 
przystaje do ściany ASB i pozostałe części kątów trój­
ściennych są sobie równe.

W n. Jeśliby ściany były w przeciwnym porządku 
to kąty trójścienne mają także pozostałe części ró-
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wne.gdyż kąt symetryczny z jednym, ma ściany równe 
z drugim w tym samym porządku—zatem ma z nim 
pozostałe części równe.

360. Tw. II. Pkzyp. Kąty trójścienne mające pO 
trzy kąty płaskie w tym samym porządku równe, ma­
ją i pozostałe części równe (fig. 290).

Kąt trójścienny sa'b'c’’ symetryczny z kątem sabc> 
ma z nim, a tem samem i z kątem SABC ściany równe 
lecz w przeciwnym porządku; położywszy więcścia* 
nę sa7>’ na SAB, tak aby krawędzie odpowiednie 
przystały do siebie, i przez krawędzie SC i Sc’ po* 
prowadziwszy pł., otrzymamy dwa kąty trójścienne 
SAC’c i SBCc mające po dwie ściany równe ASC—  
A Sc’ i CSB— c’SB; a że naprzeciwścian równych leżą 
kąty dwuśc. równe, przeto kąt zawarty między ścia* 
nami CSA i CSc’ równy kątowi zawartemu między 
ścianami c SA i c’SC,— podobnie kąt zawarty między 
ścianami c’SB i e-SC równy kątowi zawartemu mię* 
dzy ścianami c*SB i c’SC a tem samem i kąt dwuś. 
ACSB— Ac’SB;— kąty więc trójścienne SABC i SA Be’ 
mające po dwie ściany i po kącie zawartym między 
temi ścianami równym, mają i pozostałe części ró­
wne (360. Wni), przeto i kąty trójścienne SABC i 
Sabc mają pozostałe części równe, jako równe czę­
ściom kąta symetrycznego.

361. Tw. III. Phzyf. Pica kąty trójścienne. ma- 
,)ace n /ej samej kolei, po (licie ściany równe i po 
kacie dwuś. niezawartym odpowiednim równym, dni-

Solid. Księga it, 7
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gie zaś dwa kąty dwuś. niezawarte, oba ostre lub 
rozwarte t.j. niespdniające się, mają i pozostałe 
części równe, (lig. 293 ).

Z akt. kąt pi. AS !)=#$/>, CSB— csb i kąt dwnś. 
CASB=6Y/.s/> lecz BCSA \~bcsa nie— 11.

Przenoszę kąt trójścienny SACB na sabc tak aby 
kąt ASB przystał do kąta asb, to wtedy ściana ASC 
przystanie do ściany asc, dla równości kątów dwnś. 
CASB i easb i krawędź SC przystanie do krawędzi 
SC, gdyż nie może paść ani przed tą krawędzią jak 
sd,— bo wtedy kąty pł. csb i dsb, jako równe kątowi 
CSB pie rwszy z przeniesienia a drugi z założenia, 
byłyby sobie równe, a tem samem i dwuścienne im 
przeciwległe (35S), tak że kąt dwuścienny bcsd je­
dnego kąta trójściennego, jako równy kątowi cdsb, 
byłby dopełnieniem kąta bdsa drugiego kąta trójśc., 
co się sprzeciwia założeniu; —  ani za krawędzią sc 
dia podobnej przyczyny;— a zatem i ściana BSC przy­
staje do ściany bsc i pozostałe części są sobie równe.

302. Tw. IV. Przvi>. Kąty trójścienne mające po 
jednej ścianie i po dwa kąty dwuścienne przy niej 
leżące równe, mają i pozostałe części równe {fig.291).

Zakł. Ściana asb =  AS>, i kały dwnś. easb — 
CASB, cb sa = CBSA.

Przenoszę kąt trójścienny sacb na SACB tak aby 
ściana asb przystała do ściany ASB, to ściana asc 
padnie na ścianę ASC dla równości kątów dwuśc. 
easb i CASB, ściana bsc padnie na ścianę BSC dla 
podobnej przyczyny, a zatem i krawędź sc przystanie
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do krawędzi SC, gdyż płaszczyzny bsc i asc leżące 
na pl. BSC i ASC, przecinają się po lej samej, co i 
one, linii.

363. Tw. Vty P prz y p . Kąty trójścienne mające po 
jednej ścianie i po dwa kąty dwuścienne nie przy 
niej leżące, w tej samej kolei równe, lecz dwa inne 
kąty płaskie przeciwległe kątom dwuśc. równym, oba 
albo ostre albo rozwarte t. j. nie spełniające się— ma- 
ją  i pozostałe części równe ( fig. 290).

Zakł. Kąt pł. A S B = asb i kąty dwuśc. CBSA=  
cbsa, BCSA=bcsa lecz kąt pł. ASC+asc nie= I I .

W kątach bryłowych biegunowych, kąty płaskie 
są dopełnieniem kątów dwuściennych, przeto kąty 
SA’B’C’ i sa'b'c' biegunowe z danemi  mają kąt dwuś. 
A'C'SB'=a'c'sb i dwa kąty płaskieA’SC’= a ’sc’ i A’SB’ 
= a'sb'; lecz że kąty płaskie ASC+ a s c  nie=II przeto 
i kąty dwuś. A’B’Sc’+ a 'b 'sc '  dopełniające je czyli czy­
niące z nim 2II, nie równają się I I ; przeto kąty trój­
ścienne SA’B’C’ i sa'b c' mają części pozostałe równe 
(361), a tem samem i kąty trójścienne z nimi biegu­
nowe SABG i Sabc.

364. T 'w. VIty P rz y p . Kąty trójścienne mające 
po trzy kąty dwuścienne w tej samej kolei równe, 
mają i pozostałe części równe.

Kąty biegunowe kątów trójściennych mających ką­
ty dwuścienne równe, mają kąty pł. równe, a tem sa­
mem i kąty dwuś. równe(359), a że kąty płaskie da­
nych kątów trójściennych są dopełnieniem tych ką­
tów dwuścieennych, przeto także są sobie równe.
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Uiv. 1. Widzimy więc że przypadki równości trój­
kątów odpowiadają przypadkom w których kąty trój­
ścienne mają kąty płaskie i dwuścienne równe ztąd 
tylko różnica a) że w trójkątach równość dwóch 
kątów pociągnęła za sobą równość trzecich, co w ką­
tach trójściennych niema miejsca, przeto trójkąty 
mające po boku i po dwa kąty nie przy nim leżące 
równe, zawsze miały pozostałe części równe, kąty zaś 
trójścienne mające po ścianie i dwa kąty dwuścien­
ne nie przy niej leżące równe, wtedy tylko mają po­
zostałe części równe gdy drugie kąty płaskie leżące 
naprzeciw kątów dwuś. równych, oba są ostre lub 
rozwarte; b) że trójkąty mające po trzy kąty równe 
miały tylko kształt jednakowy, kąty zaś trójścienne 
mają i pozostałe części równe l. j. kształt i wielkość 
jednakową.

Uu). 2. W tych wszystkich sześciu przypadkach 
gdy części dane równe leżą w tym samym porządku, 
kąty trójścienne przystają do siebie: gdyby zaś czę­
ści równe leżały w przeciwnym porządku, pozostałe 
części byłyby sobie równe, gdyż symetryczny kąt trój­
ścienny z jednym ma z drugim części równe w tym 
samym porządku, a zatem i pozostałe części.

Uw. 3. Kąty bryłowe wielościenne, przez płaszczy­
zny wychodzące z jednej krawędzi do innych, dzieli 
się na kąty trójścienne i kąty wieloś. są sobie równe 
jeśli te trójścienne są sobie równe, gdyż po przysta­
niu kątów trójściennych w tym samym porządku i 
wielościenne przystają do siebie; tak, że jak ró­
wność kątów trójściennych odpowiada równości trój­
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kątów lak równość wielościennych odpowiada ró­
wności wielokątów.

365. Tw. Kały trój ściernie symetryczne SABC i 
sabc zawierają równą przestrzeń (fig. 292).

I) Odcinam na krawędziach tych kątów części ró­
wne SA==oSB=SC— Sa^SZ/=^Sc i prowadzę pł. ABC 
i abc, które są względem siebie równolegle jako dzie­
lące trzy linie wychodzące z jednego punktu na czę­
ści proporcyonalne (348. Wn. 2 ; A) Z wierzchołka 
S prowadzę iinię IM prostopadłą do tych pł., której 
spodki I) i d są równo oddalone od końców pochy­
łych równych (318. Wn. 3); oddalenia te dla jedne­
g o  spodka są takie jak i dla drugiego, gdyż trójkąty 
I)SP*i dsb mają bok SB— sZ* i dwa kąty jedne pro­
ste 1) i d drugie wierzchołkowe przeciwległe przy S, 
równe; 3) Przez prostopadłą 1)d i krawędzie pro­
wadzę pł. i tym sposobem otrzymam dla każdego ką­
ta trójściennego danego trzy kąty trójścienne, mają­
ce za ścianę jedną ze ścian kątów trójściennych da­
nych, a prostopadłą za krawędź przeciwległą tej ścia­
nie,— kąty te jak SL)BC mają dwa kąty pł.. równe 
BSD i DSC jako leżące w trójkątach mających po 
trzy boki równe. Kąty trójścienne SDCB i Sdcl) są 
symetryczne lecz zarazem i równe, gdyż ściana DSB 
z=zdSb=dSc, i)SC=MSó i kąt CSB=eS/z; podobnie 
kąt trójściennySDAB=Sć/a/> i SDAC— Sdac\ — przeto 
kąty trójścienne SABC i Sabc symetryczne zawierają 
równą przestrzeń jako złożone z kątów trójściennych 
równych.

53
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Gdyby prostopadła Dd padła na przedłużenie pła­
szczyzn ABC i abc (fig.293),to kąt trójś. SABC= S abc 
jako różnice ilości równych: SABC= S D A B+ SDBC-  
SDAC zaś Sabc= Sdbc+ Sdab— Sdac.

366. Tm. Kąt trójścienny SABC jest równowa­
żny połowie summy trzech swoich kątów dwuścien- 
nych, zmniejszonej kątem prostym dwuściennym(fig. 
285).

Niech proste A a, Bb, Cc wyrażają przecięcie się 
trzech pł. ABab, ACac, BCbc tworzących ośm kątów 
trójściennych, dla których mamy;

Kąty dwuśc. CAaB = k ąt dwuś. CAaB.
Kąty trójśc. SABC+ SAb c =kąt dwuś. ABbC.
Kąty trójsc. SABC+ SABc=kąt dwus. ACcB.
Dodając te ilości równe do siebie otrzymamy:

Kąt dwuś. CAaB+ (SAbC+ SABc)+ 2SABC = trzem 
kątom dwuściennym kąta trójściennego; zamiast ką­
ta SABc biorąc kąt z nim symetryczny SabC a na­
stępnie zamiast kątów bryłowych SAbC+ SabC ma­
jących ścianę CSb wspólną a za krawędzie przeciw­
ległe t ej ścianie SA i Sa, kąt dwuscienny CAab za­
warty między dwoma płaszczyznami, jedną przecho­
dzącą przez krawędź Aa i linię SC, drugfc przechodzą­
cą przez krawędź Aa i linię Sb  — otrzymamy: kąty 
dwusc. CAaB+-CAa b + 2 kąty trójsc. SABC =  trzem 
kątom dwusc. kąta trójściennego. Lecz kąty CAaB+  
CAab jako mające ścianę CAa wspólną, a dwi e inne 
ściany AaB i Aab na jednej pł., jako przechodzące
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jedna przez linię Aa i SB, druga przez tę samą linię 
Aa i linię Sb będącą przedłużeniem linii SB, a tem sa­
mem obie ściany przehodzące przez te same dwie li­
nie Aa i Bb  są przyległe i równają się dwom kątom 
prostym dwusciennym (335), przeto: dwa kąty proste 
dwvścienne powiększone dwa razy wziętym kątem 
trójściennym, równają się trzem kątom dwuściennym 
kąta trójściennego, to i ich połowy są równe, a za­
tem kąt trójścienny równa się i t. d.

Wn. 1. Kąt trójścienny mający trzy kąty proste 
równa się połowie kąta prostego dwuściennego, gdyż 
połowa trzech kątów prostych zmniejszona kątem 
prostym czyni połowę kąta dwuściennego.

Wn. 2. Kąt trojś. mający dwa kąty proste równa 
się połowie kąta dwuściennego nieprostego.

Wn. 3. Kąt trojś. mający jeden kąt prosty, równa 
się połowie summy kątów dwuściennyeh nieprostych 
zmniejszonych kątem trojś. prostym.

W a. 4. Kąt wielokąlny wypukły, równy połowie 
summy swych kątów dwuściennyeh, zmniejszonych 
tyloma kątami dwuśeienncmi prostami, ile jest ścian 
mniej (lwie; gdyż kąt wielościenny roskłada się na 
tyle kątów trójściennych, iloma kątów dwuściennyeh 
mniej dwa, przeto kąt wielościenny równa się sum­
mie tych kątów trójściennych, których kąty dwuścien- 
ne składają kąty dwuśeienne kąta wielościennego; a 
że każdy z kątów trójśc. równa się połowie summy 
swych kątów dwuściennyeh zmniejszonych kątem 
prostym dwuściennym, przeto kąt wielościenny ró­
wna się i I. d
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Wn. 5. Kąty wielościenne symetryczne są równe 
co do wielkości, gdyż ta zależy tylko od liczby i wiel- 
kości kątów dwuściennych , jednakowych dla obu 
kątów.

367. Zg. W kącie trój ściennym mając a) trzy 
kąty pl. oznaczyć kąty odpowiednie kątom da:nścien­
nym (fig. 295).

Odcinam w kącie trójściennym krawędzią równo 
SA =S B =SC  i do krawędzi SA prowadzę pl. pro­
stopadłą przecinającą się ze ścianami kąta trójśc. A, 
po liniach PM, PN i MN. Linie PM i PN prostopadle 
do krawędzi SA zawierają kąt odpowiedni kątowi 
dwuściennemu krawędzi SA (337. Wn. 1), przeto 
aby mieć ten kąt potrzeba wykryśl ć trój. MPN. Na 
ten cel kreślę kąty pl. dane: csri—C.SA, z/.v/z~ASB. 
bsc,=  ^SC, które nie zawierają całej pl. (350), i 
z wierzchołka S promieniem .$-ć:=SC  zakreślam luk , 
odcinający na ramionach kąta krawędzie kąta trój­
ściennego; trójkąty esa, asb i bsc są równe odpo­
wiednim trójkątom kąta trójściennego, a zatem i ca 
—;CA, tf/;r=Ał> i bc — BC; kreślę trójkąt abc” równy 
trójkątowi ABC. Aby mieć w naturalnej wielkości 
boki PM i PN trójkąta MPN, odcinam ap— AP i 
prowadzę linię nm prostopadłą do as to w// =  NP, 
gdyż trójkąty npa i NPA mają bok ap— Al’ i kąt pan 
=PAN, jako kąty trójkątów ASC i asc równych, apn 
=APN jako proste; dla podobnej przyczyny i bok 
pm— PM;— dla znalezienia boku MN oddeinam an’’—  
AN to »m’=MN, gdyż trójkąty NAM i nam mają po
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dwa I»oki i po kacio zawartym wî z?’=;MAN. Nare- 
ście aby mieć kąt równy kątowi MPN kreślę trójkąt 
mpn mający z trójkątem J\llłN trzy boki równe; a 
kąt nrpti" jest żądany.

b) Kały odpowiednie dwusciennym, oznaczyć ką­
ty płaskie. Kąty odpowiednie kątom dwusoiennym 
są dopełnieniami kątów płaskich kąta trójściennego 
biegunowego zdanym, przeto w kącie biegunowym 
oznaczywszy kąty odpowiednie dwuśc., dopełnienia 
ich są żądanemi kątami płas. kąta danego trójścien­
nego (354).

c) Dwa kąty płaskie ASC i A Sb i kąt dwuścienny 
miedzy nimi zawarty, znaleść trzeci kąt płaski. Od­
cinam krawędzie równe SA, SB, SC, jedną z nich za­
kreślam z punktu s luk, i kreślę kąty esa i asb równe 
kątom danym; prowadzę linię nm prostopadłą do 
krawędzi sa, a linia prn i pn są ramionami kąta od­
powiedniego kątowi dwuściennemu, jako prostopa­
dłe do krawędzi; z tych boków pn i pm i kąta dane­
go odpowiedniego kątowi dwuściennemu, kreślę trój­
kąt mpn", a następnie z boków am,mn'n i an trójkąt 
amn' odpowiedni trójkątowi ANM; tym sposobem 
otrzymamy kąt mcin odpowiedni kątowi NAM, a za­
tem możemy narysować trójkąt ać^b odpowiedni 
trójkątowi ACB;— pozostaje tylko nakreślić trójkąt 
bsc' równoramienny, mający za ramiona sb a za pod­
stawę bc", a kąt jego bsc jest żądany.

d) Dwa kąty dwuscicnne i kąt pł. zawarty między 
ich krawędziami,, oznaczyć pozostałe części; kąt trój­
ścienny biegunowy z danym, ma dwa kąty płaskie

Solid, l i  sięga II. $
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dopełniające kąty odpowiednie kątom dwuściennym 
danego, zaś kąt odpowiedni dwuściennemu zawar. 
temu między tćmi ścianami, jest dopełnieniem ką­
ta płaskiego; w tym więc kącie trójściennym biegu­
nowym znalazłszy pozostałe części, mamy zarazem 
i pozostałe części kąta danego (354;.

3dS. Zl. Na zasadzie zależności w kątach bryło­
wych kątów pł. z dwuściennemi, wyrabiamy w pra­
ktyce bryły podług danego rysunku.

§ . II. Płaszczyzny ograniczające przestrzeń.

3o9. Trzy płaszczyzny jakkolwiek przecinające 
się nieograniczają przestrzeni, gdyż dają przecięcia 
albo równoległe ograniczające przestrzeń pryzmaty­
czną, ciągnącą się jak same linie równoległe, bez gra­
nic,— albo przecinające się w jednym punkcie, czyli 
ograniczające kąt bryłowy trójścienny. Jeśli prze­
tniemy kąt trójścienny pł. przecinającą trzy jego ścia­
ny, to otrzymamy przestrzeń ograniczoną czterema 
ograniczoriemi pł., czyli trójkątami, zwaną czworo­
ścianem—i to jest najmniejsza liczba pł. ograniczają­
cych przestrzeń. Przestrzeń pryzmatyczną ograni­
czamy dwoma pł. rów nolegiemi, przecinającemu trzy 
jćj ściany, zwaną gnmiastmt-upem trójkątnym; czwo­
rościan i graniasloslup trójkątny, są d\$ie najprost­
sze bryły, na które bryły plaskościenne dają się po­
dzielić-.
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370. Jeżeli jakikolwiek kąt bryłowy, ograniczymy 
pł. przecinającą jego krawędzie, otrzymamy ostro­
słup wielościenny, wierzchołek kąta zowie się wierz­
chołkiem ostrosłupa, a ściana jego przeciwległa wie­
rzchołkowi, podstawą', ostrosłup ten zowie się trójką­
tnym, czworokątnym, pięciokątnym i t.d. podług tego 
czy jego podstawa jest trójkątem, czworokątem, pię­
ciokątem i t. d.; ostrosłup więc jakikolwiek otrzyma­
my prowadząc płaszczyzny przez punkt wzięty nie na 
płaszczyźnie wielokąta, i boki tego wielokąta, które­
go krawędziami są proste łączące punkt z wierzchoł­
kami wielokąta, — ostrosłup więc jest to bryła ma­
jąca za podstawę wielokąt, a za ściany trójkąty, ma- 
jare za podstawy boki wielokąta, a wierzchołki w je ­
dnym punkcie. Dzieląc podstawę ostrosłupa na trój­
kąty i prowadząc pł. przez wierzchołek i linie po­
działu podstawy, podzielimy ostrosłup na ostrosłupy 
trójkątne czyli czworościany. Jeżeli ostrosłup prze­
tniemy pł. równoległą do podstawy, bryła zawarta 
między tą pł. a podstawą zowie się klocem ostrosłu­
powym, podstawa ostrosłupa zowie się podstawą 
dolną, zaś pł. równoległa, podstawą górną', kloc 
ostrosłupowy jest więc różnicą między dwoma ostro­
słupami, mającemi wspólny wierzchołek a za podsta­
wy jeden podstawę dolną, zaś drugi podstawę gór­
ną kloca; — podstawa górna kloca, jest wielokątem 
podobnym podstawie dolnój (348. Wn. I), przeto je­
śli weźmiemy dwa wielokąty podobne leżące na od­
miennych pł. mające boki odpowiednie równoległe 
i skierowane w jedną stronę i przez ich boki odpo-
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Wiednie poprowadzimy płaszczyzny, lo otrzymamy 
kloc ostrosłupowy, którego krawędzie przedłużone 
przecinają się w jednym punkcie (349. Wn. 3); kra­
wędziami więc kloca są linie łączące wierzchołki od­
powiednie podstaw, ścianami zaś, trapezy; ostrosłup 
ścięty czyłi kloc ostrosłupowy, jest bryłą mającą za 
podstawy dwa wielokąty podobne mające boki równo­
legle i skierowane w jedną stronę a za ściany trapezy. 
Wysokością ostrosłupa jest prostopadła wyprowadza­
na z jego wierzchołka na podstawę, która jeśli pada 
na środek podstawy, ostrosłup zowie się prostym zaś 
każdy inny pochyłym. Ostrosłup prosty zowie się 
foremnym gdy podstawa jest wielokątem foremnym; 
a że środek wielokąta foremnego jest równo odda­
lony tak od wierzchołków jako też i od środka bo­
ków tego wielokąta (129. Wn), przeto krawędzie 
boczne ostrosłupa foremnego, jako równo oddalone 
od spodka prostopadłej, są sobie równe czyli ściany 
boczne ostrosłupa foremnego są trójkątami symetry- 
cznemi; wysokości tych trójkątów przechodzą przez 
środki podstaw, będących bokami podstawy, a że i 
środki boków wiek for. są równo oddalone od śro­
dka wielokąta, przeto wysokości ścian ostrosłupa fo­
remnego, jako równo oddalone od spodka wysoko­
ści ostrosłupa, są sobie równe. Wysokością kloca 
ostrosłupowego jest prostopadła wyprowadzona zje- 
dnej podstawy na drugą, która jest ich wspólną pro­
stopadłą.

371. Graniaslosłup trójkątny otrzymamy prowa-
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dząc płaszczyzny przez boki odpowiednie dwóch trój- 
kątów równych lezących na odmiennych płaszczy­
znach, mających ramiona równoległe i skierowane 
w jedną stronę, gdy/, krawędzie boczne, jako linie łą­
czące odpowiednie wierzchołki czyli końce równych 
i równoległych boków trójkątów, są równolegle, a 
ściany są równołegłubokami (116, 4); jeżeli zamiast 
trójkątów weźmiemy czworokąty, pięciokąty i t. d. 
równe leżące na pł. równoległych , mające boki ró­
wnoległe i skierowane w jedną stronę, i przez boki 
odpowiednie poprowadzimy płaszczyzny, to otrzy­
mamy graniastosłupy czworokątne, pięciokątne i t. d. 
których krawędziami są linie łączące odpowiednie 
wierzchołki a które płaszczyznami przechodzącemi 
przez linie dzielące wielokąty na odpowiednie rówme 
trójkąty, dzielą się na graniastosłupy trójkątne. Gra- 
niastoslup więc jest bryłą mającą za podstawy dwa 
wielokąty równe, mające boki równolegle i skierowa­
ne w jedną stronę a za ściany równolegloboki. W y­
sokością graniasto slup a jest prostopadła wyprowa­
dzona z jednój podstawy na drugą; — graniastosłup 
jest prosty, gdy jego wysokość równa się krawędzi 
t. j. gdy krawędzie są prostopadłe do podstawy (321). 
Wn.2 i 345. Wn.3);— w przeciwnym razie zowie się 
pochyłym;— granias. prosty mający za podstawę wie­
lokąt foremny, zowie się graniasloslupetn foremnym, 
W graniasloslupie prostym, krawędzie będąc prosto­
padle do podstawy, są zarazem prostopadłe i do bo­
ków podstawy, przeto ściany s<i prostokątami, (łru* 
niastoslup mający za podstawy równoległoboki, zo­
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wie się Ruwnołegłościanem; równoległościan jest  
prosty, gdy krawędzie są prostopadle do podstawy; 
zowie się prostokątnym, gdy podstawa jest prosto­
kątem, zaś prostym i prostokątnym, gdy podstawa 
jest prostokątem a krawędzie boczne do niój prosto­
padłe. Równoległościan prosty prostokątny, mający 
za podstawę kwadrat, zaś krawędzie równe bokowi 
tego kwadratu, zowie się sześcianem; mający zaś za 
podstawę kwadrat ukośny, a krawędzie boczne ró­
wne jego bokowi zowie się sześcianem ukośnym. Je­
żeli graniaslosłup przetniemy pł. nachyloną do pod­
stawy,' otrzymamy graniastosłnp ścięty (fig. 290) 
ACBac'b', który przecięty pl. acb równoległą do pod­
stawy i przechodzącą przez wierzchołek n najmniej­
szej krawędzi Aa, dzieli się na graniastosłup ABCabC 
i ostrosłup czworokątny acbb'c' mający za podstawę 
czworokąt cbb'c’ zaś wierzchołek w punkcie a.

372. Bryły wielościenne biorą nazwisko od li­
czby ścian, i zowią się czworościanem, pięciościa- 
nem i t. d.; one są foremne, gdy mają za ściany wie- 
loltuly forem, i równe, jednakowo nachylone; a za- 
tem w bryłach foremnych kąty bryłowe i krawędzie 
są sobie równe. 

373. Bryły są symetryczne gdy mają ściany ró- 
wne, jednakowo nachylone lecz idące w przeciwnym 
porządku; przeto kąty ich bryłowe są symetryczne. 
Płaszczyzną symetryi w bryle zowie się ta, która 
dzieli bryłę na dwie bryły symetryczne; przecięcie
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się płaszczyzn symetryi zowie się osią symetryi, któ- 
rych przecięcie się zowie się środkiem symetryi.

A) Bryły foremne.

374. Chociaż wielokątów foremnych jest liczba 
nieograniczona, jednak wielośeianów foremnych jest 
tylko pięć, dla tego że do złożenia kąta bryłowego 
potrzeba najmniej trzech kątów płaskich, których 
summa jest mniejsza od 2I1 (356); z tego powodu 
biorąc trójkąty foremne za ściany bryły foremnej, t'o 
złożenia kąta bryłowego możemy wziąć tylko trzy, 
cztery i pięć kątów trójkąta foremnego, gdyż sześć 
kątów, z których każdy jest 1/3II, czyniłoby 2II;— bio- 
rąc czworokąty foremne czyli kwadraty, do złożenia 
kąta bryłowego możemy brać trzy tylko kąty płaskie, 
bo cztery, równają się 2II;— biorąc pięciokąty fore­
mne, do złożenia kąta bryłowego możemy brać trzy 
tylko kąty, bo cztery jako większe, od kątów czwo­
rokąta foremnego, są większe od 2II; — sześciokąta 
trzy kąty równają się 2II a zatem z sześciokąta a 
tem bardziej wielokątów o większej liczbie boków, 
bryły foremnej złożyć nie można.

375. Bryły foremne mające za ściany trójkąty fo­
remne są: a) czworościan foremny ( Tetraeder) który 
otrzymuje się składając trzy trójkąty foremne równe, 
tak aby miały wierzchołki w jednym punkcie, i dwa 
po sobie idące, bok wspólny; podstawy tych trójką­
tów składają trójkąt foremny, równy pierwszym, ja-
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ko mający z nimi hoki równe. Koty bryłowe czwo­
rościanu for. są sobie równe, jako złożone z kątów 
pł. równych, a zatem i nachylenie się ścian jednako­
we. Czworościan foremny ma: kątów trójściennych 
4, gdyż w 4 trójkątach jest 12 kątów a z nich każde 
trzy składają kąt bryłowy; krawędzi 0, gdyż w 4ch 
trójkątach jest boków 12 a każde dwa składają kra­
wędź. Czworościan for. składa się z trójkątów w ten 
sposób, jak wskazano na fig. 297.

b) Aby otrzymać ośmiościtm foremny (0etacder) 
(fig. 298) wyprowadzam ze środka O kwadratu ABC!) 
proslopadłę OE i na pł. OEA przechodzącej przez tę 
prostopadłę z punktu A promieniem równym bokowi 
kwadratu ABCI), przecinam prostopadłę w punkcie 
E, linia EA równa się bokowi kwadratu, a że wierz­
chołki A, B, C, I) są równo oddalone od środka kwa­
dratu O, przeto linie EA, KB, EC i IiD są sobie ró­
wne i równe bokowi kwadratu a tćm samem AEl), 
DEC i t. d. są foremne i nachylenia się ścian jedna­
kowe dla równości kątów trójściennych nadpodsla- 
wnych;— podobnym sposobem wystawiwszy i drugi 
ostrosłup pod kwadratem ABCD, w którym nachyle­
nie ścian jest takie co w pierwszym, dla równości 
kątów przypodstawnych ostrosłupów czworościen- 
nych,— otrzymamy ośmiościan foremny. Kątów pł. 
w ośmiośc. jest 24 i tyleż boków trójkątów, a że 
cztery kąty pł. idą na jeden bryłowy, zaś dwa boki 
na jedną krawędź, przeto ośmioś. for. ma kątów bry­
łowych 6 a krawędzi 12.

c) Dla otrzymania Dwudzicstościunu foremnego
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( Icosacder) (fig. ‘200); 1) na pięciokącie foremnym 
BCJKD wystawiam ostrosłup ABCJKD mający za 
ściany trójkąty foremne, których boki są równe bo­
kom pięciokąta, nachylenie się ścian tego ostrosłupa 
są jednakowe, dla równości kątów trójściennych, 
leżących przy podstawie ostrosłupa; 2) przy wierz­
chołkach podstawy BCJKD z trójkątów for. równych 
pierwszych składam kąty bryłowe równe kątowi A 
a tóm samóm mające nachylenie się ścian jednako­
w e,— podstawy tych trójkątów składają pięciokąt 
LMGFE którego boki są sobie równe jako boki ró­
wnych trójkątów, i kąty są równe jako kąty pł. ką­
tów trójściennych mających z kątami trójścienneini 
pierwszego ostrosłupa ABCJKD pięeiokątnego, po 
dwa kąty pł., jako trójkątów foremnych równych, 
i po kącie dwuściennym zawartym między niemi, ró­
wnym;—pięciokąt więc LMGFE jest równy pięcioką­
towi BCJKD; 3) na pięciokącie LMGFE wystawiam 
ostrosłup SLMGFE równy ostrosłupowi ABCJKD i 
tym sposobem otrzymam dwudziestościan foremny, 
jako mający za ściany trójkąty foremne równe i na­
chylenie się tych ścian jednakowe. Trójkąty 1, 2, 3, 
4, 5 złożone razem tworzą ostrosłup pięciokątny 
ABCJKD, podobnie trójkąty 16, 17, 18, 19,20 ostro­
słup SLMGFE, pozostałe zaś dopełniają kąty trój­
ścienne pierwszego do kątów pieciościennych. Dwa- 
dziestokąt foremny ma kątów płaskich 60 i tyleż bo­
ków trójkątów, a że pięć kątów płaskich idzie na 
każdy kąt bryłowy, a dwa boki na jedną krawędź, 
przeto ma kątów bryłowych 12 a krawędzi 30.

Solid. Księga II. . . 9
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376. Bryła for. mająca za ściany kwadraty, zo­
wie się sześcianem ( Cubus) (fig. 300), którą otrzy­
mamy składając na kwadracie ABCD cztery równe 
mu kwadraty i z wierzchu kładąc kwadrat EFGH ; 
on jest foremny, bo wszystkie kąty bryłowe trój­
ścienne składają się z równych kątów płaskich. Bry­
ła ta ma kątów pł. 24, przeto zawiera 8 kątów bry­
łowych a krawędzi 12.

\

377. Bryła foremna mająca za ściany pięciokąty 
for. zowie się Dwimastościanem foremnym (Dode- 
haćder) (fig. 301). Jeżeli na bokach pięciokta for. 1, 
ustawiemy pięć równych mu pięciokątów, tak aby 
dwa po sobie idące miały bok wspólny, podobnie i 
na bokach pięciokąta 8, równego pięciokątowi 1, pięć 
takichże pięciokątów, to kąty trójścienne A, B, C, D, E 
i a, b, c, d, e są sobie równe jako mające po trzy ką­
ty pł. równe, przeto nachylenie się ścian jest jedna­
kowe;— dwie te niedopełnione bryły zestawiając w je­
dną zupełną bryłę t. j. kładąc kąty pięciokątów prze­
ciwległe bokom pięciokątów 1 i 8 na kąty zawarte 
między bokami pięciokątów 7, 9, 10, 11, 12, i 2, 3, 4, 
5, 6 leżącemi przy bokach przystających, czyli two­
rzących krawędź; — gdyż kąty te są równe kątom 
pięciokąta, jako tworzące kąty trójścienne mające 
z kątami A, B, G... po dwa kąty pł. i po kącie dwu- 
ściennyrn zawartym równym; — otrzymamy dwuna- 
stościan foremny. W dwunastościanie torem, jest ką­
tów płaskich i boków 60, przeto kątów bryłowych 
jest trzy razy mniój t.j. 20, a krawędzi 30.

www.rcin.org.pl



67

378." Tw. W wielościanic foremnym prostopadle 
wyprowadzone ze środka ścian są sobie równie i 
przecinają się w jednym punkcie (fig. 301).

Miech będzie dwunastościan for. Db, uważam jego 
ściany DA, DK i DO tworzące kąt bryłowy D i mam 
dowieść że prostopadłe wyprowadzone ze środków 
r ,  f  i r”  tych ścian przecinają się w jednym punkcie 
i są sobie równe. Prowadzę pł. rur’ prostopadłą 
do środka krawędzi DC, przecinającą się ze ściana­
mi po liniach ur i ur\ prostopadłych do środka tej 
krawędzi, a tem samóm przechodzących przez śro­
dki wielokątów r  i r '  (I2S. Wn. 1); wyprowadzi­
wszy więc na pł. prostopadłej rur’ do ścian bryły, 
tworzących krawędź DC, ze środków, linie rS i r ’S 
prostopadłe do linii ur i ur’ przecięcia się tój pł. ze 
ścianami, one są prostopadłe do tych ścian (33S. 
Wn. ł) i przecinają się w punkcie S (78. Wn. S), 
tworząc kąt rS?’’ dopełniający kąt rur’’ odpowiedni 
kątowi dwuściennemu ścian DA i DK ; prostopadłe 
te są sobie równe, gdyż linia Sm połowi kąt rur , trój­
kąty bowiem prostokątne Sru i Sru  mają przeciw- 
prostokątnią Su wspólną i bok ru=r'u  jako linio od­
powiednie równych wielokątów DA i DK (252. Wn.) 
Przez punkt r prowadzę drugą pł. prostopadłą do kra­
wędzi ED, która przechodzi przez środek w tej kra­
wędzi, gdyż prostopadła wyprowadzona ze środka 
r wiel. for., do jego boku, połowi bok (12S. Wn.);— 
pł. rwr” prostopadła do krawędzi ED jest prostopa­
dłą do ścian DA, DO i przecina ścianę DO po linii 
wr” prostopadlój do środka boku ED; a tćm samem '
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przechodzącej przez środek r”  lego wielokąta;— li­
nia 7’S leży na pł. rw r'\  jako prostopadłej do ściany 
DA (33S. Wn. 1). Połączywszy więc punkt S z 
otrzymamy linię Sr”  prostopadłą do środka wieloką­
ta DO i równą linii Sr;— gdyż kąty dwuścienne któ­
rych krawędziami są DC i DE są sobie równe jako ką­
ty brył foremnych, przeto i kąty odpowiednie ru f—  
r u r " ,  lecz kąt Swr— Sur jako leżące w trójkątach 
Sur i Stor mających po dwa boki i po kącie r mię­
dzy nimi zawartym równym ( I2S. Wn. 2), przeto li­
nia Sm) połowi kąt rwr” i trójkąty Stor i Swr'” ma­
jące po dwa boki i po kącie 10 między niemi zawar­
tym równym mają Sr”= S r  i kąt Sr^— Sr"w czyli 
linia Sr”  jest prostopadłą do w r ' a tem samem i do 
ściany DO (33S. Wn. I). Podobnym sposobem do­
wiedlibyśmy że linia łącząca punkt S ze środkiem 
ściany EF jest do niej prostopadła i równa prosto­
padłej Sr.

Wti. 1. Linie łączące środek brył for. S z wierz­
chołkami wielokątów i ze środkami krawędzi są so­
bie równe, jako pochyłe równo oddalone od spodka 
prostopadłych wyprowadzonych z tego punktu na 
ściany.

W j i . 2. Pł. przechodzące przez środek bryły i kra­
wędzie, połowią kąty dwuścienne, jako przechodzące 
przez linie Sm, Sm> połowiące kąty im odpowiednie 
(341).

B) Graniaslosłupy.

379. Tw. Przecięcie graniasto słup a płaszczyzną.
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równoległą do podstawy, jest wielokątem równym 
podstawie.

Wielokąty te howiem mają: 1) kąty równe, jako 
mające ramiona równoległe i skierowane w jedną 
stronę; 2) boki równe, jako linie równolegle zawar­
te między krawędziami równoleglemi.

380. Tw. Płaszczyznami symetryi grania sto słu­
pa prostego są, płaszczyzny, a) przechodzące przez 
odpowiednie osie symetryi podstaw, b) równolegle 
i równo oddalone od jego  podstaw (fig. 302).

a) Płaszczyzna AahW dzieli graniasloslup Ac, na 
dwa graniastosłupy symetryczne, gdyż podstawy ich 
są symetryczne, ściany równe, jako prostokąty ma­
jące podstawy i wysokości równe, \e z Ab, Kd z Bc, 
GA z Ck, idą w przeciwnym porządku;— kąty dwu- 
ścienne zawarte między odpuwiedniemi ścianami są 
sobie równe.

b) Graniastosłupy AD’ i A d są symetryczne, gdyż 
podstawy ich górne ABCDK i abcde są symetryczne, 
przeto ściany ich równe, jako prostokąty mające pod­
stawy i wysokości równe, idą lak jak boki podstaw 
w przeciwnym porządku.

Wn. 1. Płaszczyzny symetryi przechodzące przez 
osie symetryi podstaw, przecinając się z sobą, dają 
jedną oś symetryi łączącą środki symetryi podstaw, 
zaś przecinając się z pl. sym. równooddaloną od pod­
staw, dają tyle osi symetryi ile jest tych płaszczyzn. 
Osie więc sym. przecinają się w jednym punkcie t.j. 
środku symetryi bryły.
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381. Tw. W równoległościanie a) ściany prze­
ciwległe są sobie równe i równoległe; b) pł. prze­
chodzące przez krawędzie równoległe są równoległo- 
bokami przecinającemi się w jednym punkcie równo- 
oddalonym od ścian przeciwległych', c) kąty bryłowe 
przeciwległe są symetryczne, zaś pł. przechodząca 
przez krawędzie przeciwległe, dzieli równoległościan 
na dwa graniastosłupy trójkątne symetryczne (fig. 
303).

a) Równoległobok Ab=D c, jako mające po dwa 
boki i po kącie zawartym równym (253. Wn.4), bok 
AB=DC jako boki równoległoboku AC, bok A a—  
I)d jako boki równoległoboku Ad i kąt AB— d\)C 
jako mające ramiona równoległe i skierowane w je­
dną stronę (346); przytem ściana Ab. równoległa do 
ściany Dc, jako przechodząca przez dwie linie Aa i 
AB równoległe do linii Dcii DC ściany drogiej (347).

b) Płaszczyzna B/;c/D jest równoległobokiem, bo 
ma dwa boki Bb i !)d równe i równoległe (116, 4), 
jako równe i równoległe boku Aa. Przekątnie Bc/ i 
DZ> równoległoboku BMD, przecinają się w środku 
jego przekątni Bd t. j. w punkcie S, podobnie prze­
kątnie Bd i Ca równoległoboku Bc/c/C przecinają się 
w punkcie S, jako środku przekątni Bd\ przekątnio 
Ac i Ca równoległoboku AacC, przecinają się w pun­
kcie S jako środku przekątni Ca i l d. a zatem wszy­
stkie linie łączące wierzchołki przeciwległe przecina­
ją się w jednym punkcie S, przeto i pł. przekątnie na 
których one leżą przecinają się w tem samem pun­
kcie. Poprowadziwszy z punktu S linię prostopadłą
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do ścian przeciwległych Dc i Ab, linia ta w punkcie 
S dzieli się na dwie równe części, gdyż części te są 
przyprostokątnemi w trójkątach, mających przeciw- 
prostokątne, jako połowy przekątniej, równe— i ką­
ty przy S, jako wierzchołkiem przeciwległe równe.

c) Kąt trójścienny A jest symetryczny z kątem trój­
ściennym e; gdyż kąty pł. są równe: aAB— dcC,— 
gdyż tfAB— abB, jako kąty przeciwległe równoległo- 
boku Ab, zaś abB=dcC, jako mające ramiona ró­
wnoległe skierowane w jedną stronę— przeto i «AB 
ć/cC;-podobnie dowiedlibyśmy że kąt BADrrr/>cć/ i zzAi> 
bcC. Kąty te idą w przeciwnym porządku, bo przedłu­
żywszy krawędzie kąta trójściennego C otrzymujemy 
kąt trójścienny cc'd'b\ przystający do kąta A, a sy­
metryczny z kątem trójściennym c. Płaszczyzna BbdB, 
dzieli równoległościan Ac na dwa graniastosłupy trój­
kątne symetryczne; gdyż bryła ABl) abd jest grania- 
stosłupem, bo ma za podstawy trójkąty ABl) i abd ró­
wne i równoległe,— dla podobnej przyczyny i bryła 
BDCZ>c/cjest także graniastosłupem;— graniastosłupy 
te mają ściany odpowiednie równe: Db wspólną, Ab=z 
\)c,Ad=Bc, tudzież AB D=cdb, abd—  (JDB, jako trój­
kąty równych równoległobów, będące ścianami kątów 
symetrycznych A i c, —lecz ściany te idą w przeci­
wnym porządku, co okazuje symetryczność kątów.

Wn. Z «) wynika że w równoległościanie każdą 
ścianę można wziąść za podstawę.

3S2. Tw. W  równoległościanie prostym prostoką­
tnym Ac, kwadrat z przekątnie) Bd równa się summie
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trzech kwadratów, z krawędzi składających kąt bry­
łowy D (Gg. 303).

Figura Db jest prostokątem, gdyż boki Bb i Y)d 
będąc prostopadle do podstawy AG są zarazem pro­
stopadle i do linii BD, przeto: Md — bl) -|-IM ; w trój­
kącie zaś prostokątnym CBD, BŁ)2=BC -f-CD , czyli 
zamiast BC2 biorąc DA2, BD = D A  -fA)C2; — *wsta- 
wując więc w wartości na B̂ / zamiast BD jego war­
tość, mamy Bć/2— DA^-f-DC'2-}- )̂*/2.

Wn. 1. Trzy krawędzie każdego kąta trójścienne­
go są sobie równe, przeto i przekątnie, jako równe 
pierwiastkowi z summy ich kwadratów są także ró­
wne.

Wn. 2. W sześcianie krawędzie są sobie równe, 
przeto kwadrat z przekątni sześcianu, równa się po­
trójnemu kwadratowi z krawędzi.

C) Ostrosłupy.

383. Tw. W  ostrosłupie trójkątnym płaszczyzny. 
a) prostopadłe do podstawy i przechodzące przez kra­
wędzie; b) połowiące kąty dwuścienne kąta bryło­
wego,—przecinają się po jednej linii.

a) Poprowadziwszy z wierzchołka linię prostopa­
dłą do podstawy, płaszczyzny przechodzące przez 
krawędź i tą linię są prostopadłe do podstawy, i 
mają tę prostopadłą wspólną.

b) Linia przecięcia się dwóch pł. półowdących dwa 
kąty dwuścienne, ma wszystkie punkla równo odda­
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lone od ścian tego ostrosłupa, przeto leży na pł. po­
łowiącej kąt trzeci.

354. Zgr Znaleść icysohokć ostrosłupa trójkątne­
go za pomocą jego krawędzi (304).

Poprowadziwszy wysokość ostrosłupa SO i przez 
jćj spodek linię OD prostopadłą do krawędzi AC, to 
pł. tych dwóch linii jest prostopądłą do krawędzi AC 
(310), podobnie poprowadziwszy pł. prostopadłe do 
dwóch innych krawędzi AB i BC otrzymamy trzy li­
nie Ol), OK i OK prostopadle do boków podstawy, 
przecinające się w spodku O wysokości SO, będące 
przyprostokąlniemi, trójkątów prostokątnych, któ­
rych przeciwproslokątniami są wysokości ścian, a 
trzecim bokiem szukana wysokość. Jeśli więc z 3ch 
krawędzi podstawy wyrysujemy trójkąt abc równy 
podstawie, zaś z krawędzi ścian, trójkąty sac, s”cb, 
sba równe ścianom, to wysokości sd ,se , s " f  trójką­
tów odpowiednich ścianom, przetną się na trójkącie 
podstawy w jednym punkcie, gdyż trójkąty sac... są 
ścianami ostrosłupa-SABC poio/.enemi na pł. podsta­
wy ABC, na której linie St) i DO, jako prostopadłe 
wyprowadzone z jednego punktu do linii AC, są je­
dną linią prostą. Tym sposobem otrzymaliśmy rze­
czywistą wielkość przeciwprostokątni s” f  \ przypro- 
Stokątni fo , pozostaje tylko wyrysować trójkąt pro­
stokątny sfg, którego przyproslokątnia S"g jest żą­
daną wysokością.

355. Zd. Mając dany stosunek >n\n boków pod*
Solid. Księga II* łłł
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staw ostrosłupa ściętego i jego wysokość a, znaleść 
wysokość całego ostrosłupa II.

Oznaczywszy wysokość odciętego ostrosłupa przez
h, mamy II: h— m.n (34S. Wn. 1) przeto H—h czyli 

. an .
a :\ i~ m —n:n a ztąd H — — - t. j. iloczynowi z wy­
sokości kloca przez krawędź podstawy górnej, po­
dzielonemu przez różnicę, między odpowiednią kra­
wędzią podstawy dolnej a tą krawędzią.

D) Powierzchnie brył płaskościennych.

3S6. Powierzchnia bryły płaskościennej, jest sum­
mą powierzchni wielokątów ograniczających tę bry­
łę; w graniaslosłupach i ostrosłupach tak całych ja­
ko też ściętych powierzchnią boczna zowiemy, sum­
mę samych ścian bocznych bez podstaw. Z własno­
ści niektórych brył wynikają sposoby łatwiejszego 
obrachowania ich powierzchni, które tu wyłożemy; 
w innych zaś potrzeba dochodzić powierzchni doda­
niem wynalezionych powierzchni ścian.

387. Tw. Powierzchnia boczna graniasto slup a 
prostego, równa się iloczynowi z obwodu podstawy 
przez krawędź.

Pow. bocz. grn. prostego składa się z prostokątów 
mających za podstawę krawędzie podstawy a za wy­
sokość krawędzie boczne graniastosłupa; a że po­
wierzchnia prostokąta równa się iloczynowi z pod­
stawy przez wysokość, a wysokości w tych prosto-
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katach są sobie równe i równe wysokości grn., prze­
to pow. bocz. grn. prostego równa się summie ilo­
czynów wysokości przez boki jego podstawy, który 
iloczyn wypadł z pomnożenia wysokości przez sum­
mę boków podstawy, czyli obwód podstawy.

Wn. Pow. bocz. tównolegloscianu prostego pro- 
slohątnego, równa się iloczynowi z wysokości przez 
podwójną summę dwóch boków przy sobie leżących, 
podstawy,— gdyż boki przeciwległe podstawy są so­
bie równe.

388. Tw. Powierzchnia boczna graniasloshipci 
pochyłego, równa się iloczynowi z krawędzi przez 
obwód przecięcia prostopadłego do krawędzi.

Ściany boczne graniastosłupa pochyłego, są ró- 
wnoleglobokami, mającemi za podstawy krawędzie 
boczne, a za wysokość, prostopadłą wyprowadzoną 
z jednej podstawy na drugą; a że krawędzie boczne 
są sobie równe, przeto pow. bocz. grn. pochyłego ró­
wna się summie iloczynów z krawędzi, przez prosto­
padłe wyprowadzone z każdej krawędzi na następną, 
a ten iloczyn otrzymuje się mnożąc krawędź przez sum­
mę tych prostopadłych; lecz summa tych prostopa­
dłych, równa się obwodowi przecięcia pł. prostopa­
dłej do krawędzi, bo la będąc prostopadłą do wszy­
stkich krawędzi (32S) przecina się ze ścianami po li­
niach do krawęd/i prostopadłych,— pieto pow.it.d.

Uw. Powierzchnię całego graniastosłupa otrzyma­
my dodając do pow. bocz., podwójną powierzchnię 
podstawy.
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380. Tm. Powierzchnia boczna ostrosłupa fore­
mnego równa się iloczynowi z obwodu podstawy, 
przez wysokość jednej ze ścian bocznych.

W ostrosłupie foremnym podstawa jest wielo. for. 
a wysokość pada na środek podstawy, a że środek 
wiel. for. jeskrówno oddalony od wierzchołków i od 
środka boków (128. Wn.), przeto krawędzie i linie do 
ich środków poprowadzone, jako pochyłe równo od­
dalone od spodka wysokości, są sobie równe; ściany 
więc boczne są trójk. symetr. równemi, których wy­
sokościami są linie łączące wierzchołek ze środkiem 
podstawy (90. Wn. 3). Powierzchnia ściany równa 
się iloczynowi z podstawy przez połowę wysokości, 
a zatem pow. bocz. oslr. for. równa się summie ilo- 
czynów.z boków podstawy przez połowę wysokości 
któregokolwiek trójkąta, który iloczyn powstał z po­
mnożenia summy boków podstawy przez połowę wy­
sokości jednego z trójkątów.

Wn I. Powierzchnia ostr. pros. mającego za pod­
stawę wielokąt mogący się opisać na kole, równa się 
iloczynowi z obwodu podstawy przez połowę wyso­
kości któregokolwiek trójkąta; gdyż wysokości tych 
trójkątów, jako równo oddalone od spodka wysoko­
ści oslrosł. (319. Wn.), są sobie równe.

Wn. 2. Powierzchnia cała grn. for. jako summa 
powierzchni bocznćj i powierzchni wielokąta pod­
stawy, równa się summie iloczynów: z obwodu pod­
stawy przez półowę wysokości trójkąta i z obwodu 
podstawy przez półowę promienia koła wpis. w wie­
lokąt, która summa wypada z pomnożenia obwodu
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podstawy przez połowę summy wysokości trójkąta i 
p rumienia.

Wn. 3. Powierzchnia boczna kloca ostrosłupa for., 
równa sic iloczynowi z połowy siany obwodu dwóch 
jego podstaw, przez wysokość jednej ściany, gdyż 
oznaczywszy podstawę dolną ściany przez P, górną 
przez p, wysokość trapeza przez w, liczbę ścian przez 
//, powierzchnia kloca ostr. for. jako składająca się 
z równych trapezów, równa się powierzchni ściany

{ w> pomnożonej

«  M  » = ( * + $

przez liczbę ścian n t. j.
71P i n p

W— — -— »W czyli iloczy­

nowi z połowy i t. d. Albo- iloczynowi z przecięcia 
równo oddalonego od dwóch podstaw przez wysokość 
ściany, gdyż każdy bok tego przecięcia równa się 
połowie summy podstaw ściany.

390. Zt. Mury zazwyczaj mają kształt równole- 
głościanów prostych prostokątnych, i ich powierz­
chnia dochodzi się podług Nu 3!S7. Wn. Dachy za­
zwyczaj są albo złożone z dwóch prostąkąlów ró­
wnych, albo z dwóch trapezów symetrycznych, ich 
więc powierzchnia równa się podwójnej powierzchni 
jednej z tych figur.
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R O Z D Z I A Ł  III.

Powierzchnie krzywe połączone z pła­
szczyznami.

5 1. Powierzchnia walca.

301. Koło po którego okręgu posuwając się li­
nia prosta zrodziła, pow. walca zowie się podstawą 
walca. Walec jest prosty, jeżeli oś jest prostopadłą do 
podstawy, w przeciwnym razie zowie się pochyły.—  
Płaszczyzna mająca z powierzchnią wulca jedną li­
nię prostą tworzącą wspólną, jako będąca przejściem 
od pł. przecinającej do przecinającej, zowie sic sty­
czną. Graniastosłup którego podstawy są wieloką­
tami wj isanemi lub opisanemi na podstawie walca, 
zowie się Graniustosłupem wpisanym lub opisanym 
na walcu.

302. Tw. Płaszczyzna przechodząca przez oś wal­
ca lab do niej równoległa, przecina go po liniach 
prostych równoległych do osi.

Płaszczyzna przecinająca walec i równoległa do 
osi dla lęgu przecina go po linii równoległej, gdyż 
przez punkt przecięcia się poprowadzona linia ró­
wnoległa do osi, leży na tej płaszczyźnie (331. Wn. 
1), i jest zarazem linią prostą w chodzącą w skład 
powierzchni walca (3 ID); przeto jako wspólna dla 
powierzchni i pl. jest ich wspólnym przecięciom się; 
podobnie i druga linia przecięcia się jest równoległą
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do osi, a tem samem i do pierwszej linii prostej prze­
cięcia.

393. Tw. Przecięcie pow. walca płaszczyzną ró­
wnoległa do podstawy, jest holem równym podsta­
wie (fig. 305).

Pł. FH przechodząca przez oś FE, walca, przecina 
płaszczyzny równolegle AHB i CJD po liniach EH i 
FJ równoległych (345. Wn. 2), które jako zawarte 
między liniami Jłi i FE równoległemi (392), są sobie 
równe; przeto wszystkie pnnkta linii przecięcia się 
C.ID, lak jak podstawy, są równo oddalone od jedne­
go punktu, przeto przecięcie jest okręgiem, równym 
pierwszemu, jako mającym z nim równe promienie.

Wn. 1. Linie tworzące pow. walca zawarte mię­
dzy podstawą a linia do nie i równoległą, są sobie 
równe (345. Wn. 3)!

Wn. 2. TE powierzchni walca płaszczyzna nieró- 
wnolegla do podstawy, przecina ją  nie po okręgu-, 
gdyż poprowadziwszy przez oś walca płaszczyzny 
O A i Oli one w ogólności przecinają tą pl. i podsta­
wę po liniach nierównoleglych OP z EH, OM z AE, 
które zawarte między liniami równolcgłemi w ogól­
ności są nierówne. Przecięcie pł. nierównoleglą wte­
dy tylko jest kołem, gdy płaszczyzna ta leży symetry­
cznie z podstawą, względem jakiejkolwiek pl. prosto­
padłej do osi t. j. gdy punkta przecięcia z punktami 
okręgu podstawmy leżą na prostopadłych do tej pł. 
w równej od niej odległości;— wtedy bowiem przecią-
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wszy walec przez oś otrzymamy trapezy symetryczne, 
mające boki nierównolegle, równe.

Wn. 3. Przestrzeń ograniczona pł. podstawy i 
pow. walca, a pł. do niej równoległą,— zowie się Wal­
cem, którego wysokością jest prostopadła wyprowa­
dzona z jednej podstawy na drugą, a która w walcu 
prostym równa się osi. Przestrzeń zawarta między 
pl. podstawy a pł. do niej nierównoległą zowie się 
klocem walca, lecz że pl. ta nie jest kołem, t. j. linią 
będącą przedmiotem Jeomelryi Elementarnej, przeto 
i sama bryła nie jest jej przedmiotem.

394. Tw. Płaszczyzna JUR przechodząca przez 
linię 11R styczną do podstawy pow. walca i linię pro­
stą JH tworzą tę powierzchnię, przechodzącą prz<z 
punkt dotknięcia, jest styczną do tej powierzchni, i 
nawzajem (305).

Jeśliby pl. JHR, oprócz punktów tworzącej Jłl mia- 
ł(a jakikolwiek punkt C wspólny z powierzchnią Wal­
ca, to przez ten punkt poprowadzona linia CA równo­
legła do JH leżałaby na lej pł. i byłaby linią tworzą­
cą pow. walca, a tem samórn byłaby wspólną dla pł. 
i powierzchni, a przeto przecięcie sięlinii CA z styczną 
HR1 eżałoby na powierzchni walca, czyli na podstawie, 
zatóm linia H'R nie bylaby styczną. Pł. styczna do po­
wierzchni walca przecina pł. podstawy po linii sty­
cznej do okręgu tej podstawy, gdyż jeśliby linia prze­
cięcia 11R nie była styczną, lecz miała z okręgiem 
podstawy punkt A'wspólny, wtedy tworząca prze­
chodząca przez punkt A, jako równoległa do HJ, Ic-
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żałoby na tej pł., przeto ta pł. przecinałaby walce, bo 
miałaby z nim dwie wspólne tworzące.

Wn. 1. Jeśli pł. JHR styczną do powierzchni wal­
ca AD ob racam po tej powierzchni tak, aby nieprze- 
stała być styczną, to linie proste tworzące tę powie­
rzchnię kolejno przystają do pł., tak że skoro ona po­
wróci do tworzącej JH, to cała powierzchnia walca AD 
rozwinie się na lój płaszczyźnie. W walcu pochyłym 
linie proste tworzące, z liniami stycznemi do podsta­
wy, czynią kąty nierówne, a że tworzące są wzglę­
dem siebie równoległe, przeto styczne te W czasie roz­
wijania się podstawy czyniąc z równemi i równoległe- 
mi tworzącemi coraz inne kąty, bez przerwy zmieniają 
swój kierunek, tak że podstawa AHB po rozwinięciu się 
z walcem na pł., jest liniąkrzywą;— przeciwnie w wal­
cu prostym (fig. 30fi) Ab, linie proste tworzące po­
wierzchnię walca, będąc prostopadłe do pł. podstawy, 
są zarazem prostopadle i do stycznych CK... przeto 
styczne te przy rozwijaniu powierzchni walca, jako 
prostopadle do linii prostych równoległych i równych 
są na jednej linii prostćj prostopadłej do linii tworzą­
cych prostych,— także powierzchnia ta rozwinięta jest 
prostokątem CfcE, mającym za wysokość wysokość 
walca a podstawę równą okręgowi podstawy walca; 
podstawa lego prostokąta wyraża oddalenie się prostej 
tworzącćj pow. walca, na którą ona posunęła się od 
pierwotnego swego położenia, aby utworzyć tą po­
wierzchnię. Dla tćjwięc powierzchni wiemy wielkość 
linii prostćj tworzącćj i jej oddalenie się, a zatem /W- 
wierzchnia walca prostego jako równa powierzchni

Solid. Iisięga f(. 1 1
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prostokąta, r ó w n a  się iloczynowi z okręgu podstawy 
przez wysokość, a że okręg podstawy równa się 2FIR, 
przeto oznaczywszy wysokość walca przez W., pow. 
wal.prost.=2I1RW. Przeciwnie dla walca pochyłego 
wiemy wielkość linii tworzącej, lecz linia wyrażająca 
oddalenie się, jako prostopadła do tworzącej jest ob­
wodem przecięcia prostopadłego do osi, przeto nieró­
wna się okręgowi podstawy i nie jest okręgiem (393. 
Wn. 2), a tóm samem obrachowanie tej powierzchni 
nie należy do Jeom. Elem.

5 11. Powierzchnia ostrokręgu.

395. Okręg koła po którym posuwając się linia 
prosta, przechodząca przez punkt słały, tworzy pow. 
ostrokręgu , zowie się jego podstawą; ona jest pro­
stą gdy oś jest prostopadłą do pł. koła podstawy i 
ostrokrąg czyli przestrzeń ograniczona zawarta mię­
dzy powierzchnią ostrokręgu a pł. podstawy zowie 
się wtedy ostrokręgiem prostym, w innym razie zo­
wie się pochyłym. Jeśli ostrokrąg przetniemy pł. ró­
wnoległą do podstawy, bryła ztąd utworzona, zawarta 
między tą pł. a pł. podstawy, zowie się klocem ostro- 
kręgowym, który jest prosty lub pochyły, podług le­
go jakim był ostrokrąg z którego on powstał. Pła­
szczyzna mająca z oslrokręgiem jedną tylko tworzą­
cą wspólną, jako przejście z przecinającej do prze- 
cinającćj, w czasie obrotu około tworzącej, zowie się 
pł. styczną ostrokręgu. Ostrosłup mający z oslrokrę­
giem wierzchołek wspólny, a za podstawę wielokąt
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się ostrosłupem wpisanym lub opisanym na ostro- 
kręgu.

39(5. Tw. Płaszczyzna przechodząca przez wierz­
chołek ostrokręgu, przecina go po liniiprostej(R. 307).

Połączywszy wierzchołek S z punkiem E przecię­
cia się tej pł. z okręgiem podstawy, linia prosta SE 
ma z pł. przecinającą dwa punkta wspólne, przeto 
leży na tój pł., a jako przechodząca przez wierzcho­
łek i okrąg podstawy, jest jedną z linii tworzących po­
wierzchnię ostrokręgu czyli leży na lej powierzchni,— 
a tem samem jest wspólną dla pł. przecinającej i pow. 
ostrokręgu czyli jest ich wspólnym przecięciem się.

397. Tw. Płaszczyzna abc równoległa do podsta­
wy, przecina oslrokrąg po okręgu koła (fig. 307).

Pł. równoległa abc dzieli tak linie tworzące oslro­
krąg SA, SC, SB... jako i oś SI.) w jednakowym sto­
sunku, tak że stosunki SA: Sar, SB: SA... SD:Sć/ są 
sobie równe; lecz stosunki te równają się stosunkom 
DAxda, DC:dc, DB'-db... przeto i te stosunki są także 
równe, a że w tych stosunkach, poprzedniki, jako pro­
mienie, są sobie równe— przeto i następniki da, dc, db 
są także równe czyli linia acb jest okręgiem.

Wn. Pł. nicrównolcgla do podstawy przecina o- 
strohrąg nie po okręgu kola-, pł. nierównoległe prze­
cięte pł. przeehodzącemi przez wierzchołek dają prze­
cięcia nierównoległe, które nie są proporcyonalne do 
promieni podstawy, a przeto nie są sobie równe.
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398. Tw. Płaszczyzna SEE przechodzącą przez 
linię EF styczną do okręgu podstawy i linię prostą 
SE tworzącą ostrokrąg przechodzącą przez punkt E 
tlothnięcia się stycznej, jest styczną do powierzchni 
ostrokręgu, i nawzajem (fig. 307).

Jeśliby pł. SEE, oprócz punktów linii SE, miała ja­
kikolwiek punkt b wspólny z pow. ostrokręgu, to 
poprowadziwszy przez wierzchołek S i punkt b linię 
prostą S13 tworzącą ostrokrąg, linia ta jako mająca 
z pł. SEF dwa punkta wspólne S i b, leżałaby na lej 
pł., a jako leżąca na ostrokręgu byłaby wspólnym 
przecięciem się pł. SEF z ostrokręgiem, przeto i punkt 
B leżałby na linii EE czyli byłby wspólny dla stycznej 
EF i okręgu AEB co być nie może. Jeśliby pł. sty­
czna SEF przecięłaby się z pł. podstawy po linii EE 
przecinającej okręg lej podstawy, to linia łącząca 
punkt przecięcia z wierzchołkiem ostrokręgu, jako 
tworząca—-leżałaby na lej powierzchni,— a jako ma­
jąca z pł. styczną dwa punkta wspólne, leżałaby na tej 
pł.; przeto byłaby ich wspólnym przecięciem i pł. SEE 
nie byłaby styczną.

Wn. 1. Jeżeli pł. SEF styczna do pow. ostrokrę­
gu SAEB, obracamy po tój powierzchni, tak aby w na­
stępnych położeniach była styczną, to linie proste ro­
dzące tą powierzchnię kolejno przystają do pł., tak, 
że po powróceniu pł., do tworzącej SE, cała powierz­
chnia ostrokręgowa rozwinie się na tej pł. W czasie 
tego rozwijania się wierzchołek S pozostaje niezmien­
ny, a końce tworzących SA, SE, SB... rozwiną pod­
stawę, albo po luku okręgu koła jeśli są sobie równe,
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albo po linii krzywej jeśli nie są sobie równe; w pier­
wszym razie p o w ie r z c h n ia  o s t r o k r ę g u  rozwinięta jest 
wycinkiem koła mającego za promień tworzącą, a któ­
rego łuk równa się okręgowi podstawy; a zatem r ó ­

w n a  s ię  i l o c z y n o w i  z  o k r ę g u  p o d s t a w y  p r z e z  p o ło w ę  

t w o r z ą c e j ,  przeto oznaczywszy promień podstawy 
przez r, rodzącą przez R, okręg podstawy =  2IIr/2- a 
p o  w . o s t r .  p r o s . = SWr R/2 =  IIr R.

W drugim razie, okręg podstawy rozwinięty jest 
linią nienależącą do Jeom. Elem., a tem samem i pow. 
ostr. pochył, nienaleźy d-» tej nauki.

IVn. 2. W czasie rozwiania się okręgu podstawy 
ostrokręgu prostego, okręg przecięcia równoległego 
do podstawy rozwinie się po łuku współśródkowytn 
z rozwiniętą podstawą równym okręgowi przecięcia 
równoległego od podstawy, a zatćm powierzchnia klo­
ca ostros. prostego równa się powierzchni pasa zawar­
tego między dwoma lukami kół współśrodkowych ma­
jących za promienie tworzące oslrokręgów całego i od­
ciętego. Oznaczywszy promień podstawy dolnej przez 
R górnćj przez r. tworzącą kloca oslrokr. prosi, przez 
W, a oslrokr. odciętego przez a, tworząca, więc ostro­
kręgu całego będzie\V-|-<z; przeto pow. kloca, jako ró­
żnica wycinków kołowych równa się 211R. (W -f  a ) —

2Jb‘ - =  IIR;*( W-j-ff)— Trra, potrzeba więc tylko wy­
naleść wartość na a. Promienie podstaw są w sto­
sunku tworzących przeto: R : r =  W-j-tf : a, a ztąd 
lb/— t'\\Ą-ra, odejmując od tych ilości równych po 
ra będzie: Ra— ra~/W  czyli (R—r)a— /W , dzieląc
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rWzaś te ilości równe przez R—r będzie —^.W war­
tości na pow. wstawiwszy zamiast a równą ino ilość, 

mamy: Pow.bocz.hl.osLpro.— W ^^l-Ą - 1̂ —̂ —
rWw nawiasie zamieniając całość W z ułamkiem - —-

, , , , • rrn  /RW—r\V+rW\ IIr9Wułamek, będzie: iIR t-------- --------- J— _ =\ R — r I  R— r
na
IJR.RW—n?>2\v l f ( R 2 _ ?.2)W

,, — , lecz różnica kwadratów
R2— r'2 z dwóch linii, równa się prostok. mającemu za
podstawę, summę a za wysokość różnicę tych linii
(278) t.j. R2—r‘2̂ = ( R -(-/■) (R—r ) przeto: Pow. bocz.
. .  . H(R+r)(R—r)W  , „ rkl. ostrkrę. prost.=— ----------- =JT(R-}-/’ )W —
( łfR-f-Tlr)\Vr. A że R wyraża połowę okręgu pod­
stawy dolnćj, zaś JT/’ połowę okręgu podstawy gór­
nej, przeto pow. bocz. równa się połowic summy okrę­
gów dwóch podstaw kloca, pomnożonej prz<z linię 
prostą tworzącą. Jeżeli pow. kl.ostrokr. przetniemy 
pł. równo oddaloną od podstaw, i oznaczymy pro­
mień tego okręgu przez R’ to R’==V2(R-j-r) czyli 2R’ 
= R  -f-r, jako linia łącząca środki dwóch boków nie- 
równoległych trapeza, mającego za podstawy promie­
nie okręgów podstaw, a za boki nierównoległć wy­
sokość i linię tworzącą kloc; przeto Pow. bocz. kio.

R’\V, t. j. iloczynowi z okręgu kola równo od­
dalonego od dwóch podstaw, przez linię prostą two­
rzącą.

Dodając do pow. bocz. kloca ostrokręgu prostego 
powierzchnię dwóch podstaw IIli2 i II/'2, otrzyma-

www.rcin.org.pl



87

my całą powierzchnię =  II(R2-j- /'2+  2R'W) all>o
n(R2+ r 2+(R-fr)W).

399. Zt. Powierzchnię dachów baszt, stogów 
ostrokręgowych i t. p. obrachowywamy tak jak po- 
wierzchnię ostrokręgu.

§ 111. Powierzchnia kuli.

A) Płaszczyzna połączona z hula.

400. Płaszczyzna z powierzchnią kuli może mieć 
punkta wspólne i wtedy jest albo przecinającą, gdy 
rozdziela pow. kuli na dwie części, albo styczną, gdy 
ma z nią jeden punkt wspólny, bo wtedy ta płaszczy­
zna jest przejściem od przecinającej do przecinają­
cej, przy obracaniu płaszczyzny o koło jednego z pun­
któw wspólnych ; —  pł. nie mająca punktów wspól­
nych z pow. kuli, zowie się oddzielną i nie przedsta­
wia szczególnych własności — ona nie może być ró­
wnoległą do kuli, bo powierzchnia równoległa do pł., 
sama jest płaszczyzną. Pow. kuli tworzy się obrotem 
półokręgu około osi (313), przeto jój położenie wzglę­
dem pł. oznacza się podobnie jak położenie okręgu 
względem linii prostej (172), t. j. gdy pł. jes t prze­
cinającą, styczną lub oddzielną, odległość je j od środ­
ka kuli, jest mniejszą, równą lub większą od promie­
nia',— i nawzajem.
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401. Tw. Przecięcie się powierzchni folii z pła­
szczyzna, jest okręgiem kola (fig. 308.).

Poprowadziwszy zc środka kuli linię prostopadłą 
do pł. przecinającej, i linie prosie do punktów prze­
cięcia A, C, B... linie te, jako promienia kuli są sobie 
równe, a jako równe, równo oddalone od spodka 
prostopadłej DE (318. Wn.),— a zatem spodek pro­
stopadłej jest równo oddalony od puuktów linii prze­
cięcia się, przeto ta linia ABC jest okręgiem.

Jeśli pł. przecinająca przechodzi przez środek ku­
li, to oddalenia środka kuli od punktów linii wspólne­
go przecięcia, jako promienie kuli, sąsobie równe i to 
przecięcie jest okręgiem.

Wn. 1. Prostopadła wyprowadzona ze środka kuli 
na pł. koła przechodzi przez środek tego koła, prze­
to la prostopadła wypełnia trzy warunki a) przecho­
dzi przez środek kuli, b) przez środek koła; c) jest. 
prostopadłą do pł koła; a że do oznaczenia linii pro­
stej potrzeba tylko dwóch warunków, przeto, linia 
prosta wypełniająca dwa z tych warunków, wypełnia 
i trzeci t. j. I ) linia łącząca środek kuli ze środkiem 
kola, jest prostopadłą do pl. tego kola; 2) prostopa­
dła wyprowadzona ze środka koła, przechodzi przez 
środek kuli,. Własność ta jest odpowiednią własności 
cięciwy w kole (173. Wn. 1); podobnie jak tamta 
służy do oznaczenia środka kuli, lub poprowadzenia 
kuli przez cztery punkla dane nie na jednej pł. Dla 
oznaczenia powierzchni kuli potrzeba najmniój czte­
rech punktów dla tego że jak linia prosta oznacza się 
dwoma punktami a tem samem dwie linie proste mo«
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zna poprowadzić najmniej przez trzy punkta,— tak 
okrąg kola oznacza się trzema punktami, a zatem 
dwa okręgi kola można poprowadzić najmniej przez 
cztery punkta t, j przez trzy punkta jeden okrąg, a 
przez dwa z tych punktów i czwarty, drugi;— cztery 
te punkta nie mogą leżeć na jednej pl., gdyż wtedy 
linie prostopadle do ich środków byłyby równolegle, 
a przeto nieprzecinałyby się z sobą i nie dałyby środ­
ka kuli. Jeśli dwa kola A i'B (fig. 309) nie leżą na 
jednej pl., to prostopadłe AC i BC wyprowadzone 
z ich środków A i B przecinają się z sobą, gdyż po­
prowadziwszy promienie prostopadłe do wspólnej 
cięciwy l)K, one spotkają się w jćj środku F a pł. 
przez nie przechodząca, jako prostopadła do wspól­
nej cięciwy, jest zarazem prostopadłą do płaszczyzn 
kół A i B, jako przechodzących przez cięciwę DE 
prost. do pł. AFB (338), a zatem linie prostopadłe 
AC i BC leżą na (ej pl. (338 Wn. 1) a jako prosto­
padłe do linii Al"' i BF przecinających się, przecinają 
się z sobą..

Wn. 2. Kolo przechodzące przez środek kuli zo­
wie się holem wielbieni kuli, zaś nie przechodzące przez 
środek, holem małym, dla tego że hoło przechodzące 
przez śśódeh, Jest najwięhze ze wszystkich hol kuli-,—* 
hoło małe tem jest większe im bliższe środka hali.— Na­
przód hola małe równo oddalone od środka kuli są so­
bie równe, gdyż ich promienie jako przyprostokątnie 
w trójkątach prostokątnych, mających za przeciwpro- 
stokątnio promienie kuli, a za przyprostokątnie pro­
stopadle równe, poprowadzone ze środka kuli na pl*

Solid, lttlfóa fI. 1^
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ich kół, —są sobie równe ;— położywszy więc w kuli 
koła tak, aby ich pł. były względem siebie równolegle’ 
i przeciąwszy kołem wielkiem prostopadle do tych 
płaszczyzn, ona jako przechodząca przez linię prosto­
padłą wyprowadzoną ze środka kuli do ich pł., t. j. 
przez pł. nieprzechodzącą przez ich środki, przecina 
te kola po średnicach, które są cięciwami kola wiel­
kiego przecinającgo; a że w kole wielkiem prostopa- 
dłem przecięcie koła wielkiego równoległego do ma­
łych jest średnicą, zaś kół małych cięciwami które 
są dla bliższych środka, bliżej środka koła wiel. prze­
cinającego, a zatem większe, zaś powierzchnie kół są 
w stosunku kwadratów z swych średnic, przeto: a) 
koło wiel. jest największe bo ma średnicę największą; 
b) koło małe bliższe środka jest większe od kola 
dalszego, bo ma średnicę większą od średnicy lego 
koła.

Uw. Koła małe równoległe w kuli zowią się ró- 
wnoleinikami, a koło wielkie do nich równoległe ró­
wnikiem (ekwratorem), linia wyprowadzona ze środ­
ka kuli do pł. tych kół, przechodząca przez ich śro­
dek (Wn. 1) zowie się osią kuli, a kolo wielkie prze­
chodzące przez oś, a zalóm prostopadle do równika 
jpołudnikiem. Do oznaczenia południka potrzeba jel 
dnego punktu, gdyż dwa t. j. końce osi są dane; po­
dobnie do oznaczenia równoleżnika potrzeba jedne­
go punktu, gdyż pr/ez punkt jedną pł. prostopadłą 
do osi poprowadzić można. Końce osi tak równika 
jako też i równoleżników, zowią się biegunami, bo 
one jako leżące na prostopadłćj wyprowadzonej ze

www.rcin.org.pl



91

środka koła, są równo oddalone od okręgu (318). 
Przecięcie się równika z południkiem jest ich wspól­
ną średnicą do którój oś kuli jest prostopadłą, przeto 
okrąg południka, przez te dwie średnice do siebie 
prostopadłe dzieli się na cztery części równe, zwane 
kwadr anta mi, tak że odległość bieguna od okręgu 
równika, na każdym południku zawiera 90°. Łuki 
południka zawarte między biegunem a równoleżni­
kiem są sobie równe, bo ich cięciwy t. j. linie po­
prowadzone z bieguna do okręgu równoleżnika, są 
sobie równe, podobnie łuki południka zawarte mię­
dzy równoleżnikami są sobie równe, jako różnice 
łuków równych zawartych między południkiem a ró­
wnoleżnikami.

Część powierzchni kuli zawarta między dwoma 
równoleżnikami zowie się strefą, a część powierz­
chni kuli zawarta między dwoma południkami pasma 
czyli pasem albo dwukąlem kulistym.

402. Tu>. Funkia A, C, B, F... równo oddalone 
od punktu G powierzchni kuli D leżą na okręgu kola 
(fig. 308).

Prowadzę przez trzy punkla A, C, B pl. przecina­
jącą powierzchnię kuli I) po okręgu ACB, i z punktu 
G prowadzę linię GE prostopadłą do tej pł. przecho­
dzącą przez środek E koła ACB (318. Wn. 3), a tem 
samem i przez środek kuli D (401. Wn. 1). Potrze­
ba dowieść źe punkt F leży na okręgu ACB i trójką­
ty GFD i GAL) maja bok Gl) wspólny, GA=GF z za­
łożenia i DA=DF jako promienie kuli, przeto kąt
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FDG=ADG;— trójkąty DAE i DFE mają więc po 
dwa boki i po kącie zawartym D równym, mają bok 
EA=EF i kąty przy E równe, przeto linia EF jest 
prostopadłą do DE', leży więc na jednej pł. z liniami 
EA, EB (317. Wn. 2), a punkt F leżący w odległo­
ści promienia od środka, leży na okręgu ABC.

Wn. Jeśli z punktu wziętego na pow. kuli jako 
z bieguna roztwartością 90° koła wielkiego kuli, na 
jej powierzchni zakreślimy linię krzywą, to ona bę­
dzie kołem wiel. tej kuli, gdyż promień kuli z linią 
łączącą biegun ze środkiem kuli, czyni kąt mający za- 
miarę 90°, a tem samem pł. koła przechodzi jako 
prostopadła do osi, przez środek kuli. Zakreśliwszy 
z bieguna łuk otwartością mniejszą od 90l>koła wiel. 
kuli, otrzymamy koło małe.

403. Tw. Płaszczyzna prostopadła do promienia 
przechodząca przez jego koniec, jest styczna.

Linie poprowadzone ze środka kuli do tej pł. ja­
ko pochyłe, są dłuższe od prostopadłej, t. j. promie­
nia kuli, a przeto ich końce leżą za pow. kuli.

Wn. I nawzajem: pł. styczna jest prostopadłą do 
promienia, gdyż jeśliby prostopadła do tej pł. wy­
prowadzona ze środka kuli nie była promieniem, to 
byłaby albo większą od promienia, przeto spodek 
jej byłby za pow. kuli, a tem bardziej spodki pochy­
łych poprowadzonej do pł., przeto pł. nie miałaby 
punktu wspólnego z pow. kuli; jeśliby zaś linia pro­
stopadła była mniejszą od promienia, to jej spodek 
były wewnątrz kuli i pł. byłaby przecinającą.
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40-1. Tw. Powierzchnie Icul równych promieni 
przystają do siebie.

Położywszy środek kuli na środek kuli , okręg* 
tworzące tych kul mają środki wspólne, a tem samem 
przystają do siebie.

405. Zt. 1) W rzemiosłach kula wytacza się za 
pomocą hebla półkołowego stałego, a ciało toczone 
obraca się około linii równoległej do średnicy hebla; 
hebel ścinający stopniowo nierówności ciała zbliża 
się do osi obrotu i skoro oś ta przystanie do średni­
cy półkola hebla, ciało toczone jest kulą. 2) Pow. 
kuli nie należy do rozwijalnyeh, przeto nie można 
przyłożyć do niej pł.; przy robieniu więc globu, aby 
na kulę nakleić papier, papier wykraja się w wązkie 
dwukąly kuliste i tym sposobem nakleja się. 3) Po­
łudniki, równiki i równoleżniki, kreślą się. na globie 
na zasadzie N° 402 Wn.

Dwu kąt kulisty.

406. Prowadząc dwie pł. ADBC i AFBE przez 
środek kuli G, otrzymamy dwa kola wielkie, których 
linia przecięcia się jako przechodząca przez środek 
G jest średnicą kuli i tych kół; okręgi więc tych kół 
w punktach A i B połowią się, czyli te okręgi prze­
cinają się w odległości 180!). Okręgi ADBC i AFBE 
dzielą powierzchnię kuli na cztery części: AD BI*1, 
AFBC, ACBE i AEBD, każda z nich zowie się dwu-

www.rcin.org.pl



94

kątem kulistym odpowiednim kątowi dwuściennemu 
zawartemu między pł. kół.

407. Tw. W  kuli albo w kulach równych kątom 
dwuściennym równym odpowiadają dwukąty równe, 
i nawzajem'. (fig. 311).

Przenoszę kąt dwuśeienny AB na ab tak, aby kra­
wędź AB przystała do równej jej krawędzi ab i pł. 
ADB przystała do pł. adb, jako półokręgi równe le­
żące na jednej pł. i mające średnice wspólne; 2) pł. 
A OB przystanie do pł. acb, dla równości kątów dwu- 
ściennych AB i ab, i 3) półokręgu ACB przystanie 
d > półokręgu acb] 4) powierzchnia dwukąta ADBC 
przystanie do dwukąta adbc, gdyż kule E i e mają 
środki wspólne, a że i ich ograniczenia przystały do 
siebie, przeto te dwukąty przystają we wszystkich 
punktach.

/  nawzajem'. 1) Przenoszę kulę E na e tak, aby oś 
AB przystała do ab, to wtedy i środek E przystanie 
do e dla równości promieni AE i ae\ 2) Obracam 
kulę E około wspólnej osi ab lak, aby półokrąg ADB 
przystał do równego mu półokręgu adb, wtedy i pół­
okrąg ACB przystanie do półokręgu acb dla równo­
ści dwukątów ADBC i adb W,— a zatem i pł. kół przy­
stały do siebie i kąty dwuś. AB i ab są sobie równe.

40S. Tw. gl. Stosunek dwukątów kuli lub kul ró­
wnych, równa się stosunkowi odpowiednich im kel­
tów dwuściennych (fig. 312).
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Przenoszę kąt dwuś. acbd na ACBD tak, aby kra­
wędź ab przystała do równej krawędzi AB i pół­
kole acb do półkola ACB, półkole adb weźmie po­
łożenie AEB; następnie przenoszę kąt dwuśc. acbd 
na AEBD tak, aby półkole acb przystało do półko­
la AEB i t. d. dopóki niepozostanie kąt AGBD mniej­
szy od acbd; to wtedy kąty dwuśc. ACBE, AEBE i 
t. d. są równe kątowi acbd przeto i dwukąty ACBE, 
AEBE i t. d. są równe dwukątowi acbd t. j. ile razy 
kąt dwuś. cbad zawiera się w kącie CBAD, tyle razy 
i dwukąt acbd zawiera się w dwukącie ACBD. Po­
dobnie dowiedlibyśmy że ile razy reszta pozostała 
od przenoszenia kąta dwuś. zawiera się w tym kącie, 
tyle razy i reszta pozostała od przenoszenia dwukąta 
acbd zawiera się w tym dwukącie i t. d.; przeto sto­
sunki kątów dwuś. i dwukątów, jako wyrażające się 
jednakową liczbą, są sobie równe (14).

Wn. 1. Stosunek kątów dwuś. równa się stosun­
kowi odpowiednich im kątów płaskich, ten zaś osta­
tni stosunek równa się stosunkowi łuków odpowie­
dnich, przeto jeśli ze środka kuli poprowadzimy pro- 
mionie prostopadłe nc i nd tudzież NC i ND na ścia­
nach katów dwuściennych, lub z punktów b i B linie 
styczne do półokręgów, stosunek kątów dnc i DNC 
lub libi i HBJ równa się tak stosunkowi kątów dwuś. 
jako też stosunkowi dwukątów. Jeśli promieniem 
nc i NC zakreślimy luki odpowiednie cd i CD kątom 
cnd i CND, to stosunek tych łuków równa się stosun­
kowi dwukątów, jako równy stosunkowi kątów cml 
> CND;— zląd wynika, że miarą dwukąta jest albo kąt
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pł. zawarty między stycznemi wyprowadzonemi d<» 
półokręgów z punktu jch przecięcia się, albo luk za­
kreślony z wierzchołka w odległości 90°, ł. j. luk ró­
wnika, zawarty między półokręgami.

Kąty zawarte między stycznemi, przez oba wierz­
chołki poprowadzonemi, są sobie równe, jako mają­
ce ramiona równolegle ^skierowane w jedną stronę; 
przeto którekolwiek można wziąć za miarę.

U w. Dwukąt kulisty jest rzeczywiście kątem kuli­
stym, gdyż jak kąt plaski jest płaszczyzną zawartą 
między dwoma liniami prostemi tworzącemi pł., tak 
podobnie kąt kulisty jest częścią powierzchni kuli za* 
wartą między dwoma przecinając ćmi sic okręgami 
kol wiel. tworzących pow. kuli. Różnica kąta kuli­
stego od płaskiego wynika zląd, że okręgi kół wiel­
kich na powierzchni kuli przecinają się w dwóch pun­
ktach, a tym sposobem ograniczają ze wszystkich 
stron część powierzchni kuli między niemi zawartej, 
kiedy linie proste na pł. przecinając się w jednym 
punkcie nie ograniczały płaszczyzny. Wielkość kąta 
kulistego nie zależy od długości ramion, bo te wyo­
brażamy przedłużone do przecięcia się;—za przecię­
ciem się powierzchnia kuli zawarta między przedłu­
żeniami ramion, nie należy do kąta, podobnie jak ką­
ty wierzchołkiem przeciwległe są odclzielnemi kąta­
mi. Punkt przecięcia się półokręgów zowie się wierz­
chołkiem kąta kulistego, a półokręgi ramionami- 
kąt kulisty zowie się prostym, ostrym lub rozwartym, 
podług tego jakim jest odpowiedni kąt płaski zawar­
ty między stycznemi do jego ramion Z własności
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kątów pł._ wynika że summa kątów kulistych przyle­
głych równa się II, a kąty wierzchołkiem przeciwle­
głe są sobie równe.

ę . %
C) Trójkąty i wielokąt kulisty.

409. Po w. kuli (fig. 310) przeciętej dwoma pl. 
BDAC i BFAĘ d zieli się na cztery dwukąty czyli ką­
ty kuliste (406), jeśli ją przetniemy pł. trzecią prze­
chodzącą przez środek G, i przecinającą pićrwsze 
dwie pł., to każdy kąt podzieli się na dwie części, a 
zatem powierzchnia kuli podzieli się na ośm części 
zwanych trójkątami kutistemi. Trójkąt więc kulisty 
jest częścią powierzchni kuli, zawartą między lukami 
kół wielkich, z których dwa po sobie następujące ma­
ją końce wspólne; luki zawierające trójkąt kulisty 
zowią się jego bokami,— ich przecięcia się wierzchoł­
kami,—  a pcw. kuli zawarta między bokami, zowie 
się kątem trójkąta kulistego. Kąt trój ścienny (fig. 313) 
DABC zawarty między pl. boków trójkąta kulistego 
ABC, zowie się kątem bryłowym odpowiednim trój­
kątowi’,— buki AB, BC i AC trójkąta są lukami odpo* 
wiedniemi kątów pl. Ai)B, BBC i ABC kąta trój­
ściennego, zaś kąty trójkąta są odpowiednie kątom 
dwuściennym kąta trójściennego DABC,— przeto dwa 
trójkąty ABC i abc kuli lub kul równych mające kąty 
trójścienne DABC i da be równe, mają boki i kąty od­
powiednie równe, a nawet przystają do siebie po 
przystaniu kątów trójściennych im odpowiednich.

Solid. Księga II. 13
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Wielokątem kulistym zowie się część pow. kuli za­
warta między ilukolwiek lukami kot wielkich, z któ­
rych dwa po sobie idące mają końce wspólne; od licz­
by kątów, wiel. kulisty zowie się czworokątem, pięcio­
kątem i t. d. Trójkąt lub wielokąt kulisty mające ką­
ty i boki równe w przeciwnym porządku, zowią się 
symetrycznemi, przeto i kąty bryłowe im odpowie­
dnie są także symetryczne. Jeżeli z wierzchołka trój­
kąta lub wielok. kulistego w odległości 90" zakreśli­
my łuki, to utworzy się trójkąt lub wielokąt biegu­
nowy z danym. Kąty bryłowe odpowiednie trójką­
tom lub wiel. biegunowym, są biegunowemi kątów 
bryłowych odpowiednich danym trójkątom lub wie­
lokątom, gdyż (fig. 314) dla trójkąta ABC nakreśli­
wszy trójkąt biegunowy abc i odpowiedni mu kąt 
trójścienny Sabc, krawędź Sc jest prostopadłą do 
pł. ASB, gdyż kąty ASc i BSc jako mające za miarę 
łuki 90" (punkt c od A i B leży w odległości 90") 
są proste,— podobnie i krawędź Sb jest prostopadłą 
do ściany ASC, Sa do BSC.

411. Kąty pł. kąta bryłowego odpowiedniego 
trójkątowi lub wiel. kulistemu, są taką częścią pła­
szczyzny, jaką częścią okręgu koła są boki tych 
figur; kąty zaś trójkąta lub wielokąta są taką czę­
ścią powierzchni kuli jaką kąty dwuś. są całej prze­
strzeni, przytćm trójkąty i wielokąty kuliste przysta­
ją do siebie, gdy odpowiednie im kąty bryłowe przy­
stają do siebie, przeto: 1) W trójkącie kulistym sum­
ma dwóch boków jest większa od trzeciego (355); 2)
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w wid. kulistym summa boków jest mniejsza od okrę­
gu koła, a bok trójkąta, a tem samem wiel. jest mniej­
szy od potokręgu kola, ho gdyby był równy to z sum­
mą innych boków od niego większą, czyniłby więcej 
od okręgu koła; 3) w trój. kulistym summa kątów jest 
mniejsza od trzy razy wziętej półkuli, a większa od 
półkuli, w wielokącie zaś, jako dzielącym się, przez 
okręgi kół wielkich poprowadzonych z jednego wie­
rzchołka do innych, na tyle trójkątów ile ma boków 
mniój dwa,— summa kątów zawiera się między po- 
przedzającemi wielkościami tyle razy wzięlemi, ile 
wielokąt ma boków mniej dwa (357. Wn.); 4) wtrój- 
kąeie kulist. na przeciw boków równych leżą i kąty 
równe, na przeciw boku większego L ży i kąt wię­
kszy, i nawzajem (35SJ; 5) trójkąty kuliste są ró­
wne, czyli mają boki i kąty odpowiednio równe, gdy 
mają równe: a) dwa boki i kąt zawarty (859), b) 
trzy boki {360), c) po dwa boki i kącie niezawar- 
tym , a dwa inne kąty przeciwległe bokom równym, 
oba ostre lub rozwarte (301); d) po boku i dwa ką­
ty przy nim leżące (302), po boku i dwa kąty nie 
przy nim leżące, lecz dwa inne boki przeciwległe ką­
tom równym oba ostre lub rozwarte (363), f) po trzy 
kąty (364). 5) Wielokąty kuliste składające się z ró­
wnej liczby trójkątów równych i jednakowo położo­
nych są sobie równe (364. Uvv. 3).

412. Tw. Łuk JLK kola'wielkiego kuli wyraża 
najkrótszą odległość na powierzchni kuli między dwo­
ma punktami J, K (fig. 30S).
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Jeśli przez punkta J, K poprowadzimy kolo wiel­
kie JLK i małe JMK, pł. tych kól przetną się po linii 
JK będącej ich wspólną cięciwą; obracając pi. koła 
małego około wspólnej cięciwy JK, gdy położymy 
ją na pł. koła wielkiego, otrzymamy dwa koła prze­
cinające się i łuk JM’K koła małego (złój strony środ­
ka kuli, z której leży cięciwa JK) obejmuje łuk koła 
wielkiego JLK i dla podobnej przyczyny jak linie ła­
mane, jest od niego większy; przeto łuk koła małe­
go nie może wyrażać najkrótszej odległości punktów 
J i K.

Linia krzywa poprowadzona od punktu J do K na 
po w. kuli, jest dłuższą od luku JLK koła wielkiego 
kuli; gdyż przez punkta po sobie idące tej krzywej 
poprowadziwszy Juki kół wielkich, summa ich jest 
większa od łuku JLK, dla podobnej przyczyny jak li­
nią łamana obejmująca jest większa od objętćj,— 
gdyż summa dwóch boków trójkąta kulistego jest 
większa od boku trzeciego.— A zalćm łuk kola wici. 
JLK, jako najkrótszy ze wszystkich linii poprowadzo­
nych na pow. kuli między dwoma punktami, wyraża 
ich najkrótszą odległość.

413. Tw. Łuki odpowiednie kg, ed, ki hutom trój­
kąta kulistego ABC z bokami przcciwleglemi b ó j kąta 
biegunowego czynią ISO0, i nawzajem (lig. 314).

Łuk bc jest zakreślony na pow. kuli z punktu A 
w odległości 90°, podobnie łuk ac z punktu B w od­
ległości 90°, przeto punkt ich przecięcia się e jest 
oddalony od punktu A i B o 90", rzelo i od wszy-
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slkich punktów okręgu dABh, a zatem punkt c jest 
biegunem boku A ii; i luki ch i cd zawierają 90°;— dla 
podobnej przyczyny i punkt b jest biegunem boku 
AC i luki bg i bk zawierają po 90', punkt a jest bie­
gunem boku BC i łuki ai i ae zawierają po 90°. Trój­
kąty więc ABC i abc są wzajemnie biegunowe a za­
tem potrzeba tylko dowieść, że luki odpowiednie ką­
tom trójkąta ABC z bokami przeciwiegłemi trójkąta 
abc spełniają się do 180°. Łuk h c = 90°, dodawszy 
do niego luk bh, otrzymamy bok bc trójkąta biegu­
nowego abc, t. j. bc=9 0 °+ bh , dodając zaś z obu 
stron po luku hg odpowiednio) kątowi A, mamy: 
bc+ h g = 9 0 ° bh + hg, lecz bh + h g = 90° przeto bc 
+ h g =  90 0+900=ISO0— podobnie dowiedlibyśmy 
że i ac+ d e = 1 8 0°, ab+ k i= .90.

Uw. Własność la jest odpowiednią własności ką­
tów trójściennych (354).

414. Tw. Trójkąty kuliste symetryczne są jedna­
kową częścią powierzchni kuli czyli są sobie równe 
( fig. 315). ‘

Koła małe przechodzące przez wierzchołki trójką­
tów ABC i abc sa równolegle, gdyż linie SA, SB, SC, 
Sa, Sb, Sc są sobie równe (348. Wn. 2), poprowa­
dziwszy więc ze środka kuli S linię prostopadłą po 
pl. tych okręgów, ona przetnie powierzchnię kuli 
w punktach I) i d będących biegunami tych kół ma­
łych (402. Wn.). Poprowadziwszy przez bicgiTny 1) 
i d i wierzchołki trójkątów kola wielkie, trójkąty sy- 
melr. podzielą się na trójkąty równoramienne, gdyż
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kąty pł. T)SA i OS 15 są sobie równe jako utworzone 
przez pochyle SA i SB równo oddalone od spodka 
linii SI) prostopadłej do pł. koła małego ABC (318. 
Wn. 2), przeto i łuki im odpowiednie l)A i I)B są so­
bie równe; trójkąty więc ABJ) i a b d  są sobie równe, 
jako mające po trzy boki równe w tym samym po- 
rzą dku (411,4, ó ): AB— ab jako odpowiednie kątom 
wierzchołkiem przeciwległym, \ i a d —

A D =B l),— podobnie trójkąt D!>C— d b c  i DAC— dac. 
Trójkąty więc kuliste ABC i a b c  są sobie równe jako 
złożone z trójkątów równoramiennych równych.

415. Tw. Powierzchnia trójkąta kulistego, równa 
się połowie, summy powierzchni s idy eh katom zmniej­
szonej kątem prostym kulistym. (fig. 310). .

W trójkącie kulistym EAC kąt A =  EAC-j-EBO, 
kąt C — ECA-f-EDA i kąt. E=rAEC•-}-• AFC, gdyż okrę­
gi kół wielkich zawierających ten kąt przecinają się 
w końcach średnicy EF. Dodając te ilości równe, 
otrzymamy; kąty kuliste A-^-C-f-E^EAC-f-EBC-j- 
ECA-f-EDA-fpAEC-f-AFC. Zamiast EA(’-f-EBC bio- 
rąc BEACB, zamiast KDA-J-AFC czyli EI)A-}-DFB, 
gdyż trójkąty Ai C i EDB mające wierzchołki A z B, 
1' z E i C z ł) na przeciwnych końcach średnic ja­
ko symetryczne są sobie równe (413),— biorąc kąt 
kulisty AEBDA otrzymamy: kąt kulisty BEACB-f- 
AEBDA-f-i trójkąty AEC—kątom "kulisi. A -j-C-f-D, 
lecz kąty przylegle BEACB j AEłiDA składające pół­
kuli,' 'równają się dwóm kątom prostym kulistym, 
przeto: 2 kąt. pros. kuli-j-2 trój AEGmtrzem ką­
tom trójkąta kulistego: — a zatóin dwa razy wzięty
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trójkąt kulisty, równa-się trzem swoim kątom zmniej­
szonym dwoma kątami prostemi, czyli trójkąt kulisty 
równa się połowie trzech swoich kątów zmniejszo­
nych kątem prostym kulistym.

fl7n. Wielokąt kulisty składa się z tylu trójkątów 
kulistych ile ma kątów, mniej dwa, i kąty tych trój­
kątów składają kąty wielokąta, przeto powierzchnia 
wielokąta kulistego równa się połowie summy jego 
kątów zmniejszonej tylu kątami prostemi, de wielo­
kąt ma kątów, nmiej dwa.

41(5. Tw. Miarą kąta bryłowego jest odpowiedni 
mu wielokąt kulisty.

Kąt wielościenny równa się połowie summy swych 
kątów dwuściennych zmniejszonej tylu kątami dwu- 
ściennemi prostemi, ile ma ścian, mniej dwie (36(5. 
Wn. 4 );  przeto kąt wielościenny jest taką częścią 
przestrzeni, jaką częścią jest przestrzeni summa je­
go kątów dwuściennych, zmniejszona tylu kątami pro­
stemi ile ma ścian, mniej dwie, albo jaką jest częścią 
płaszczyzny summa kątów odpowiednich kątom dwu- 
ściennym, które są zarazem odpow iednie kątów kuli­
stym wielokąta, odpowiedniego kątowi bryłowemu 
(408.Wn. 1 i 40ł>), a że wielokąt kulisty jest taką czę­
ścią po w. kuli, jaką jej częścią jest summa jego kątów 
kulistych zmniejszona tylu kątami prostemi ile jest 
boków, mniej dwa, albo jaką częścią płaszczyzny jest 
summa kątów płas. odpowiednich kątom kulistym, 
zmniejszona tylu kątami prostemi, ile ma wielokąt 
boków mniej dwa, przeto wielokąt kulisty jest taką
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częścią kuli, jaką kąt bryłowy jemu odpowiedni jest 
częścią przestrzeni, a przeto aby wiedzieć jaką czę­
ścią kąt bryłowy jest przestrzeni, potrzeba się do­
wiedzieć jaką częścią pow. kuli jest odpowiedni mu 
wielokąt kulisty, czyli potrzeba zmierzyć ten wielo­
kąt i nawzajem; a przeto kąt bryłowy ma za miarę 
odpowiedni mu wielokąt kulisty.

D) Obrachowanie powierzchni kuli.

417. Powierzchnia utworzona obrotem połowy 
symetrycznej A11CDEF wielokąta- forem, parzystego 
około osi AF, równa się iloczynowi z okręgu koła 
wpisanego w ten wielokąt, przez os łączącą przeciw* 
ległe wierzchołki (fig. 316).

Z wierzchołków 13, C, D, E połowy wielokąta po­
prowadziwszy linie prostopadłe na oś obrotu AF, li­
nie te w czasie obrotu nieprzeslaną być prostopadle, 
a tćm samem leżeć będą na jednej pł. (317. Wn. 2) 
ograniczonej okręgiem kola, mającego za promień 
pmstopadłę. Powierzchnia więc utworzona obro­
tem połowy A13CDEF wielokąta około osi AF, skła­
da się z powierzchni oslrokręgu prostego mającego, 
za wysokość A a, a za promień podstawy 13/7;— po­
wierzchni kloca oslrokręgowego prostego, mające­
go, mającego za wysokość ab a za promienie pod­
staw 13rt i Cb;— powierzchni walca prostego mające­
go za wysokość be, a za promień podstawy Dc i t.d. 
a zatem poprowadziwszy ze środków boków linie 
prostopadłe na oś i nazwaws-zy pow. bryły utworzo-
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nćj obrotem połowy ABCDEF wielokąta przez P, ma- 
my: P=2SIBzz. LA4+ 2 IIMć. CB+21 !ON.DC-f21lWg. 
DE-f-2łIEd. PF— 2[](B«. L A + M ć. C B + O N .D C +  
Wg.DE-j-Ef/.PF). Trójkąty BA« i OAL prostokątne 
mające kąt A wspólny, mają boki proporeyonalne, 
Ba:Aa=OL:LA a ztąd Ba.LA— OL.Aa, podobnie 
Eć/.PF=OP.F</; —  trójkąty CB/a i OMe mające boki 
prostopadle dają CB: BA =  MO : Mtf, to M^.BC =  
MO. B/ ,̂ podobnie Wg. DE— WO. E/f. Wstawiwszy 
wynalezione wartości, otrzymamy* P— 211(OL.Aa 
- f  OM. B/z-f-ON. CD-f-OW. E/f+OP. Fd); w tej war­
tości OL, OM, ON, OW, OP są promieniami koła 
wpisanego w wielokąt, który oznaczywszy przez r, 
i jako wspólny czynnik wynosząc za nawias, otrzy­
mamy: P=n2Br(Aa-[-BA-(-CD-f-/tE-[-F</); lecz BA= 
ab, CD— be, E/f— cd zas Aa- -̂~ab~J—bc—j—cd~j—■z/Ł1 — Al' 
przeto P=n»*AF.

Wn. Podobnie pow. utworzona przez obrót części 
BCDE pół wielokąta for. równa się okręgowi koła 
wpisanego przez część osi ad, zawartą między pro- 
stopadłemi, wyprowadzonemi z końców tćj części na 
oś, sym. łączącą wierzchołki półwielokąta.

418. Tu). Powierzchnia buli równa się iloczyno­
wi z okręgu koła wielkiego kuli, przez średnicę (fig. 
316).

l szy Sposób. Powierzchnia utworzona przez obcot 
półwielokąta około osi symetryi AF, łączącej wierz­
chołki wielokąta, tóm jest większą, im liczba boków 
wiel. parzystego jest większa, dla tego że oś syme­
tryi AF pozostaje ta sama a promień kola czyli pro 

Solid. Księga II. 14
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stopadła do boku powiększa się z powiększaniem się 
liczby boków, gdyż cięciwa mniejsza bardziej jest 
oddalona od środka koła; a zatem powierzchnia u- 
tworzona przez obrot połowy wiel. for parzyst., jest 
mniejsza od powierzchni utworzonej przez półkol opi­
sany na tym wielokące, dla tego że powierzchnia ta nie 
może być ani równią, ani większą od pow. utworzonej 
przez półokręg; w pierwszym bowiem razie jeśliby po­
wierzchnia utworzona przez obrot wiel. ABCEF, była 
równa, to utworzona przez obrot wielokąta o podwój­
nej liczbie boków, byłaby mniejszą od pow. utworzonej 
przez okręg i tem mniejszą, im wielokąt bardziej zbli­
żałby się do koła, a ta powierzchnia do pow. koli, co być 
nie może,—w drugim razie jeśliby powier. utworzona 
przez obrot wiel.ABCDEF była większą od pow. kuli, 
to utworzona przez obrot wielokąta o dw7a razy wię- 
kszćj liczbie boków, jako mniejsza od pow\ utworzo­
nej przez poprzedzający wiel. mniejby się różniła od 
kuli pow. i z czasem stałaby się jej równą,— co podług 
pierwszego przypuszczenia miejsca mieć nie może.—  
Ztąd wynika,że powierzchnia utworzona obrotem pół­
wiek for. tćm bardziej zbliża się do pow. kuli utwór, 
obrotem półkola opisanego na wielokącie, im len wiek 
bardzićj się zbliża do okręgu koła. A że przy obra- 
chowaniu wielkości półokręgu koła, z powodu jego 
niewspółmierności z promieniem, zamiast jego wiel­
kości bierzemy wielkość wielok. wpis., do tylu cyfr 
dziesiętnych do ilu liczba wyrażająca tą wielkość nie 
różni się od liczby wyrażającej wielkość obw. wiek 
opis. o tćj samej liczbie boków,— dowiedlibyśmy zaś,
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że pow. utworzone przez obroty półwiel. i koła co do 
wielkości mają tę własność wielokąt i koło,— przeto 
biorąc za półokręgu koła pół obw. wiel. wpis. o tylu 
bokach ile ścisłość rachunku wymaga, bierzemy za­
razem zamiast pow. kuli, powier. utworzoną przez 
ten wielokąt która równa się okręgowi przez połowę 
średnicy.

2br‘ Sposób. W obrachowaniu wielkości półokręgu 
koła, zamiast półokręgu braliśmy półwielokąta wpis. 
w koło o tylu bokach ile wymagała ścisłość rachun­
ku; a zatem zamiast półokręgu koła tworzącego po­
wierzchnię kuli biorąc półwielokąta wpis. o wielkićj 
liczbie boków, otrzymamy z tem samem przybliże­
niem z jakiem jest ten wiel. do koła, powierzchnię 
kuli, która równa się, tak jak pow. obrotowa wielo­
kąta, średnicy przez okręg koła wpis. w wielokąt, 
czyli przez okręg koła tej samej średnicy, gdyż licze­
bna wielkość okręgu wpis. do żądanej liczby cyfr 
dziesiętnych, nie różni się tak od okręgu opis. jako i 
wpis. w ten wielokąt (2G6).

W71. 1. Powierzchnia kuli równa się więc 2n?’ )( 
2 /— 4!1;'2, a że powierzchnia koła = I l r a, przeto pow. 
kuli równa się pow. czterech kol wielkich.

Wn. 2. To co powiedzieliśmy o pow. utworzonćj 
przez obrot połowy wielokąta, ściąga się i do pow. 
utworzonej przez część wielokąta, gdyż w ilu cyfrach 
dziesiętnych okręg nie różni się od obwodu wielok. 
opisanego, w tyluż cyfrach nie różnią się i jednakowe 
ich części, a przeto powierzchnia odcinka, czyli czę­
ści powierzchni odciętej kołem, równa się okręgowi

www.rcin.org.pl



1 0S

kuli przez jego wysokość, powierzchnia odcinka o 
dwóch podstawach, czyli części pow. koli zawartej 
między dwoma kołami równoleglemi, równa się okrę­
gowi kola wielkiego kuli przez wysokość.

Wn. 3. Powierzchnia taśmy, dwu kąta czyli kata 
kulistego, równa się takiej części powierzchni kuli, 
jaką częścią okręgu kota jest luk odpowiedni kątowi, 
przeto jeśli luk ma a° to 300°: a(>—  41 Ir2: x a ztąd

4Ur2a°
360°

Wn. Ą. Powierzchnia trójkąta kulistego jest taką 
częścią powierzchni kuli, jaką częścią okręgu kola jest 
summa luków odpowiednich jego kątom zmniejszo­
na pólokręgiem,— przeto oznaczywszy luki odpowie­
dnie kątom przez a'\ b{), c°, mamy 360° :

C°— 1800̂ =4rir2: x, a ztad x:
411 r 2(a°+  £>°-ł-c°— 180° 

' 360”

Wn. 5. Powierzchnia wiek kulistego, jest laką 
częścią powierzchni kuli jaką summa jego kątów 
zmniejszona tylu pólokręgami, ile wielokąt ma boków' 
mniej dwra, jest okręgu koła; przeto oznaczywszy 
n kątów wielokąta przez a", I)°, cn, dn. .. mamy: 360": 

.—  [?i— 2 ) lS0(— 4lJr2: x, ztąd x=i 
4n r2(a°+i°-»-c0+rf0+... (?i— 2)180°)

360°

R O Z D Z I A Ł  IV.
Powierzchnie krzywe z krzywemi•

119. Tw. Powierzchnie dwóch icalców, mających 
osie równolegle, przecinają się po dwóch prostych 
tworzących.
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Przez punkt wspólny dla tych dwóch powierzchni 
poprowadziwszy dwie pł. równolegle do ich podstaw, 
one przetną powierzchnie po okręgach równych pod­
stawom; okręgi te jeśli leżą na jednej pł., jako mające 
punkt wspólny przecinają się w dwóch punktach, 
przez które poprowadzone linie proste równolegle 
do osi, są wspólnemi tworzącemi powierzchnie wal­
ców, a przeto są ich wspólnem przecięciem się, któ­
rych to przecięć jest tylko dwa dlatego, że okręgi 
przecinają się tylko w dwóch punktach,—jeśli okręgi 
przecięć nie leżą na jednej pł., to pł. ich przecinają 
się po linii przechodzącej przez punkt okręgów, a za­
tem okręgi i w tym razie mają tylko dwa punkta wspól­
ne, a tem samem pow. walców dwie proste tworzące.

Wn. 1. Jeśli pow. jednego walca obracać będzie­
my około linii prostej wspólnej tworzącej, to druga 
będzie się do niej zbliżała, nie przestając być równo­
ległą, a gdy zleje się z nią, pow. walców staną się sty- 
cznemi, a zatem ducie powierzchnie walców mających 
osie równolegle są styczne, gdy mają jedną prostą 
tworzącą wspólną. Jeśli powierzchnie styczne dwóch 
walców prostych mających osie równoległe, obracają 
się około osi, to one w czasie obrotu nie przestają 
być stycznemi, podobnie jak okręgi ich podstaw le­
żące na pł. prostopadłej do osi. Jeżeli przez punkt 
dotknięcia się podstaw, lub okręgów do nich równo­
ległych przechodzących przez punkt wspólny, popro­
wadzimy linię prostą, wspólną ich styczną, to pł. prze­
chodząca przez styczną i wspólną tworzącą, jest pł. 
wspólną styczną pow. walcowych.
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Wn. 2. Podobnie dowieść można, że dwa ostrokr.
mające wierzchołek wspólny, przecinają się po dwóch 
liniach prostych tworzących, i w tym razie mając je­
dną tylko tworzącą wspólną są stycznemi; wspólna 
ich pł. styczna przechodzi przez linię prostą wspólną 
styczną ich podstaw i wspólną tworzącą. Dwa ostro- 
kręgi proste styczne po linii prostej tworzącej obra­
cając sie około osi nieprzestają być stycznemi, dla 
tego że i okręgi ich podstaw w czasie obrotu około 
osi są styczne.

Wn. 3. Pow. walca są styczne, gdy mają jedną 
tworzącą wspólną, t. j. gdy mają wspólną styczną 
płaszczyznę.

Wn. 4. Pow.walcowe niemające osi równoległych 
jako i ostrokręgowe niemające wierzchołków wspól­
nych mogą być styczne tylko w jednym punkcie, lecz 
ten przypadek nie przedstawia szczególnych własno • 
ści i jest przejściem do przecinania się tych powie­
rzchni po liniach nie należących do Jeom. Eleni.

420. Tw. Powierzchnie walca i ostrohręgu pro­
stegoi, mające oś wspólną, przecinają się po hole 
(fig 317). ‘

Przez punkt A wspólny dla powierzchni walca i 
ostrokręgu, poprowadziwszy pł. prost. do osi SI), 
ona jako równoległa do pł. podstaw przetnie tak je ­
dną jaką i drugą pow. po kole wspólnem, gdyż oba 
te koła leżąc na pł. prostopadłej do osi w punkcie D, 
mają środek D i promień AD wspólny.
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421. Tw. Powierzchnia walca prostego, mające- 

go oś przechodzącą przez środek kuli, przecina pow. 
kuli po kole. ;.y ^/oduKsi >*- i

Poprowadziwszy przez punkt wspólny tych pow. 
pł. prostopadłą do osi walca, pł. ta przecina tak je­
dną jak i drugą po kole, którego środkiem jest prze­
cięcie się pł. z osią, koła te są sobie równe, jako ma­
jące równe promienie, a zatem są jednem tylko kołem, 
gdyż trzy warunki; punkt wspólny, środek i prosto­
padłość pł. koła do osi walca, zupełnie oznaczają 
koło.

Wn. 1. Jeśli promień walca prostego będzie się 
powiększał, to dwa okręgi przecięcia się z kulą będą 
się także powiększały, a tem samem jako wieksze. bę­
dą bliżej leżały środka kuli,—tak że gdy promień wal­
ca stanie się równy promieniowi kuli, okręgi te, zleją 
się w jeden okręg koła wielkiego, prostopadłego do 
osi walca i walec będzie styczny, tak że w tym przy­
padku styczność walca jest przejściem od przecina­
nia się do nieprzeeinania się.

Wn. 2. Podobnie dowieść można że pow. ostro- 
kręgu prostego, którego oś przechodzi przez środek 
kuli, przecina tę powierzchnię po dwóch kolach, tak 
że proste tworzące ostrokręgu są siecznemi do kół 
poludnikowyh, względem punktów przecięcia się osi 
ostrokręgu z pow. kuli. Jeśli z punktu wziętego za 
kulą, poprowadzimy linię przechodzącą przez oś kuli, 
i linię styczną do południka kuli przechodzącego przez 
bieguny utworzone przez tę oś, to ona jest tworzą­
cą pow. ostr. prostego stycznego do powierzchni kuli,
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gdyż. półkole tego południka obracane z linią styczną 
około osi, utworzy kulę, a punkt dotknięcia się koło 
równoleżnikowe, będące podstawą ostrokręgu.

U w. 1. Położenie wzajemne kul, jako utworzo­
nych obrotem półkola, oznacza się temi samemi wa­
runkami co i położenie kół.

Uw. 2. Walce proste mające osie wspólne, są ró­
wnoległe, dla tej samej przyczyny co i kola ich pod­
staw.

Uw. 3. Ostrokręgi proste mające osie na jednej 
linii prostej a wierzchołki, nie wspólne, albo się prze­
cinają po kole, albo są równolegle, podług tego czy 
dwie proste ich tworzące są przecinające się lub ró­
wnoległe, gdyż proste tworzące czynią z osią kąty 
równe.

422. Zt. Własności połączeń pow. krzywych mają 
obszerne zastosowanie w konstrukcyi maszyn i tak: 
walce styczne po prostej, w maszynach do walcowa­
nia, ostrokręgi styczne po prostej w zamianie ruchu 
około jednej osi na ruch około innej nie prostopadłej 
i nierównoległej. Ostrokręgi przecinające się po ko­
le, w konstrukcyi młynów, w wyrabianiu zatyczek 
i t. p. kule styczne do walca przy kalibrowaniu i t.d.

KONIEC CZĘŚCI PIERWSZEJ.
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SOLIDOMETRYI CZEŚĆ IŁ
Własności brył.

R O Z D Z I A Ł  I.

Równość.

$ 1. Przystawanie.

423. W części pierwszej uważaliśmy tworzenie 
się brył głównych przy połączeniu powierzchni ogra­
niczających przestrzeń i z własności tych połączeń 
wynikły własności ograniczeń brył, płaszczyzn je 
przecinających, co następnie podało sposób obracho- 
wywania powierzchni brył. W części drugiej uważać 
będziemy własności samychże brył, któro są kształ­
tem i wielkością w jedni, a przeto uważać będziemy 
warunki przy których bryły są: a) równe t. j. mają 
kształt i wielkość jednakową; b) podobne t. j. mają 
tylko kształt jednakowy; c) równoważne t. j. mają 
wielkość jednakową; lecz że jednakowa wielkość jest

Solid. HJ>N,ga II. l a
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tylko szczególnym przypadkiem stosunku wielkości, 
przeto przechodząc od szczegółu do ogółu, uważać 
będziemy łącznie stosunek wielkości bryt, z którego 
wynika sposób obrachowania wielkości brył, biorąc 
jedną z nich za jedność i wskazując stosunek jej do 
innych, d) Nareszcie zależność wielkości od kształtu 
brył czyli jakiego kształtu bryły przy równym ogra­
niczeniu mają wielkość największą lub w bryłach je­
dnakowej wielkości jaki kształt daje najmniejsze ogra­
niczenie.

424. Bryły równe, jak powiedzieliśmy, są te któ­
re mają wielkość i kształt jednakowy, takiemi są albo 
a) przystające, które włożone jedna w drugą zlewają 
się, czyli przystają we wszystkich punktach, t. j. ich 
ograniczenia przystają do siebie,—albo b) symetrycz­
ne, jakiemi są dwie ręce, lub dwie rękawiczki, części 
odpowiednie maszyn, statków wodnych, budowli i t.p.

425. Przystawanie brył płaskościennych uskute­
cznia się przenoszeniem jednej na drugą, ściany ich 
bowiem, jako wielokąty przystają gdy są sobie ró­
wne; płaszczyzny ścian przystają gdy kąty dwuścien- 
ne są równe, krawędzie przystają gdy kąty bryłowe 
są równe, wierzchołki kątów przystają gdy krawę­
dzie są sobie równe. Lecz przenoszenie brył niepła- 
skościcnnych nie może uskutecznić się podług powyż­
szych zasad, przeto jak w planimetryi przy przeno­
szeniu figur płaskich braliśmy linie główne odpowie­
dnie, wynikające z własności samychźe figur (240),
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i inne czyniące z nimi kąty równe,— tak w Solidome- 
tryi w dwóch danych bryłach d<> przenoszenia bierze­
my po dwie linie główne odpowiednie z własności 
brył, a inne wyznaczające z nimi kąty trójścienne, 
równie: w ogólności w dwóch bryłach, linie wyzna­
czające z dwoma Uniami odpowiedniemi tych brył, 
Irąfy trójścienne równe, zowią się nachylonemi od- 
powiedniemi bryt, zaś wierzchołek kątów trójścien­
nych punktem nachylenia. Główne linie odpowie­
dnie brył są: krawędzie dwóch ścian równych — 
linie łączące wierzchołki kątów równych — linie od­
powiednie ścian równych, wysokości w ostrosłupach, 
osie w walcach, ostrokręgach i t. p. Nachylone od­
powiednie przecinając się z ograniczeniami bryły lub 
z sobą, dają punkta odpowiednie. Bryłami przystają- 
cemi mogą być tylko bryły tego samego nazwiska: 
graniastosłupy trójkątne, czworokątne i t. d.— ostro­
słupy, walce, ostrokręgi i kloce tych brył i t. p. gdyż 
takie tylko bryły pod względem kształtu mają jedna­
kową główną własność, a tćm samem i odpowiednie 
główne linie.

426. Ta\ gł. Gdy nachylone odpowiednie są sobie 
równe, to i oddalenia odpowiednich punktów są je ­
dnakowe ( fig. 3 18).

Zak. Cl) m cd, CAm-.ca, CE — re,... Tw.
A E =  ae, EF —  ef,... Oddafenia odpowiednich pun­
któw DA, da; AE, ar; EF, ef,.. są sobie równe, jako 
boki trójkątów DAC, dac; AEC,aec; EFC, efc,... ma­
jących z założenia po dwa boki i po kącie C i c za­
wartym między tcmi bokami równym.
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Wn. Kąty zawarte między liniami lączącemi od• 
powiędnie punkta są sobie równe, jako kąty trójką­
tów mających po trzy b*»ki równe.

427. Tw. od. Gdy oddalenia odpowiednich pun- 
htów C, D, A, E, F... i ci d, a, e, f.... są jednakowe, 
to linie łączące te punktu z którymkolwiek z nich G i 
c lub z punktem jednakowo oddalonym od trzech pun­
któw odpowiednich,— są nachylone odpowiednie (fig. 
318).

1° W bryłach CDABEFKGH i cdabefkgh linie łą­
czące punkta odpowiednie G i e z  innemi odpowie- 
dniemi punktami z założenia są sobie równe, i zawie­
rają kąty równe (426. Wn.) przeto są nachylone od­
powiednie (425) a punkta C i C punktami nachylenia.

2° W bryłach DABEFGK i dabefgk biorąc punkta 
G i C jednakowo oddalone od trzech punktów odpo­
wiednich D, A, B i d, a, b,— t. j. biorę punkt C do­
wolny i na trójkącie dab ustawiam trójkąty równe 
trójkątom D\C, ABG i DBC tak, aby po dwa miały 
wspólną krawędź, wierzchołki ich tak jak w ostrosłu­
pie CD AB zejdą się w jednym punkcie C odpowie­
dnim punktowi C:— łączę je z odpowiedniemi punkta­
mi brył liniami CD, GA, GB, GE,,., cd, ca, cb, ce,... i 
mam dowieść że linie te są nachylone a odpowiednie, 
zaś punkta C i c punktami nachylenia. Linie Gl), CA, 
(41 i cd, ca, cb z wykreślenia są nachylone odpowie­
dnie. Kąty trójścienne DKAC i deac mające kąt EDA 
— eda jako zawarte między liniami łączącemi odpo­
wiednie punkta— kąt A DC ~adc  jako kąty trójkątów

www.rcin.org.pl



117

CDA i cda z wykreślenia równych— i kąty dwuścienne 
zawarte między pł. EDA, A DC i edn, ode równe jako 
summy kątów dwuśc. EDAB — edab w kątach trójśc. 
Di',AB i deab i BADC— badc w kątach trójśc. DABC 
i dabc, mających po trzy kąty pl. równe— mają kąt 
CDE=cde, a tem samem trójkąty EDC i edc mające 
po dwa boki i po kącie między nimi zawartym ró* 
wnym, mają bok EC~ e c  i kąt KCD=ecd, kąt zaś ECA 
—.ecn jako leżące w trójkątach mających po trzy boki 
równe: CA= c a  z wykreślenia, CE— ce z poprzedza­
jącego dowodzenia i AE— ae jako linie łączące od­
powiednie punkla, przeto linie CE i ce są nachylone 
odpowiednie równe. Linie CF i cf są nachylone od­
powiednie; gdyż trójkąty CEK i cef mające bok CE 
— ce, EF= c f  jako linie łączące odpowiednie pun- 
kta, i kąt między nimi Zawarty CEK— cef jako mię­
dzy liniami odpowiedniemi, mają bok FC—fc i kąt 
FCE= f c e y— kąt zaś FCA—fen jako leżące w trójką­
tach mających po trzy boki równe i t. d.

42S. Tw. gl. Gdy nachylone odpowiednie są sobie 
róirne bryty przystają do siebie i nawzajem ( fig.318 )•

Przenoszę bryłę dg na DG tak aby punkt nachyle­
nia c padł na punkt nachylenia C, nachylona cd pa­
dła na nachyloną Cl), to wtedy nachylona ca padnie 
na nachyloną CA dla równości kątów dca i f)C\,—  
nachylona cc padnie na nachyloną CE dla równości 
kątów trójściennych cdte i CDAK,— cf padnie na CF 
dla równości kątów trójściennych caef i CAEF i t. d.j 
a że one są równe, przeto końce ich przystają do siebie.
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/ nawzajem' po przystaniu brył dg i DG gdy z ja­
kiegokolwiek punktu poprowadzimy linie nachylone 
do punktów brył, one są wspólne dla ich obu, a prze­
to i po oddzieleniu brył one nie przestaną być równe 
i czynić z sobą kątów równych.

Wn. I. Bryły składające się z równej liczby ostro­
słupów trójkątnych równych jednakowo położonych, 
i mających wierzchołek wspólny są sobie równe i 
nawzajem.

U w. I. Dowiedliśmy, źe gdy nachyl, odpowiednie 
są równe, bryły są sobie równe, i mają oddalenie od­
powiednich punktów jednakowe ( I 2G), i nawzajem; 
przeto równość linii łączących odpowiednie punkta 
pociąga za sobą równość brył.

U to'. 2. W bryłach płaskościenych odpowiednie na­
chylone prowadzą się tylko do wierzchołków, gdyż 
skoro te przystają do siebie, to tem samym krawę­
dzie, a następnie ściany przystają do siebie.

420. Tio. Bryły płaskoscienne ABCDEFKGH i 
abcdefkgh przy utają <lo siebie gdy znają ściany w tym 
samym, porządku równe, i nachylenie się ścian ró­
wnych jednakowe (fig. 318).

Bo położeniu ściany ABC!) na równą jej ścianę 
abcd, ściany je ograniczające przystaną do siebie dla 
równości kątów dwuśeiennych i t. d.

Wn. Z podobnego przenoszenia wynika, że bryły 
płaskościenne są równe gdy mają ściany i kąty dwu- 
ścienne równe, oprócz jednej i kątów dwuśc. przy 
niej leżących.
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430. Tw. Ostrosłupy trójkątne mające po kącie 
bryłowym i jego krawędzie równe, są sobie równe.

Biorąc wierzchołek kala za punkt nachylenia, kra­
wędzie są nachylone odpowiednie, a że one są sobie 
równe, przeto i ostrosłupy przystają do siebie (42'?).

Wn. kąty trójścienne w sześciu przypadkach są 
sobie równe 359 do 361, przeto ostrosłupy trójkątne 
są sobie równe: gdy w tym samym porządku mają 
równe trzy ściany, gdyż kąty trójścienne złożone 
z trzech kątów pł. równych, są sobie równe, krawę­
dzie zaś jako boki trójkątów ró.wnych są także równe; 
2) trzy kuty dwuśc. /nitów trójśc. wierzchołkowych i  
krawędzie tych kątów, 3) dwie ściany i kąty dwu ścien­
ne między nimi zawarte-, 4) jedną ścianę i dwa kąty 
dwuś. przy niej Idące, tudzież krawędzie przeciwległe 
tej ścianie-, 5) dwie ściany i po kącie dwuś. przeciwle­
głym odpowiednim ścianom równym,—kąty zaś dwuś. 
przeciwległe drugim ścianom równym nie spełniające 
się do łl; 6) jedną ścianę i dwa kąty dwuś., jeden przy 
niej leżący zaś drugi przeciwległy, zaś kąty pł. prze­
ciwległe drugim kątom dwuś. nie spełniające się do II, 
— przylem krawędzie przeciwległe tej ścianie równe.

431. Tm. Ostrosłupy wu lokątne są sobie równe 
gdy mają kąty bryłowe wierzchołkowe i ich krawędzie 
równe.

Biorąc wierzchołki ostrosłupów za punkta nachy­
lenia , krawędzie tych kątów są nachylone odpowie­
dnie, gdyż kąty bryłowe równe składają się z kątów 
trójś. równych (364. Uw. 3), a te nachylone z zało­
żenia są sobie równe.

1 1 9
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Wn. I. Kąty bryłowe są sobie równe gdy mają 
wszystkie kąty pł. i dwuś. równe, oprócz dwóch pi. 
i dwuś. między niemi zawartego, lub dwóch dwusc. 
i kąta pł. zawartego między ich krawędziami; pł. zas 
podstaw ostrosłupów przystają do siebie, gdy koń­
ce trzech krawędzi bocznych przystają do siebie (307), 
przeto ostrosłupy wiełokątne są sobie równe, gdy ma­
ją po dwie ściany i kącie dwuś. między nimi zawar­
tym równym, tudzież kąty bryłowe przy wierzchoł­
kach równe.

Wn. 2. Ostrosl. wiełokątne są sobie równe gdy 
mają podstawy i wysokości przechodzące przez od­
powiednie punktu równe; biorąc bowiem końce wy­
sokości za punkla nachylenia, linie poprowadzone 
z tego punktu do odpowiednich wierzchołków pod­
staw są sobie równe, jako przeciwprostokątnie w trój­
kątach mających przyprostokątnie równe, kąty zaś 
zawarte między temi nachyleniami są sobie równe, 
jako leżące w trójkątach mających po trzy boki ró- 
wfne, dwie nachylone i linie łączące odpowiednie 
punkta podstaw. Ostrosłupy więc forem, są równe, 
gdy mają podstawy i wysokości równe, gdyż w yso­
kości przechodzą przez środki podstaw.

Wn. 3. Ostros. wiek są równe gdy mają podsta­
wy i kąty trójścienne przy nich leżące równe, gdyż 
przeniósłszy ostrosł. lak, aby ich podstawy przystały, 
ściany boczne przystaną dla równości kątów dwuśc. 
przy podstawie, a tem samem krawędzie, jako prze­
cięcia się ścian przystających i wierzchołki jako prze­
cięcia się przystających krawędzi, przystaną do siebie.
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432. Tir. Grania stoshipy są sobie równe gdy ma­

ją po irzy ściany równe, zawierające kąty bryłowe A 
i a (fig. 319).

Kąty bryłowe A i a są sobie równe, jako składające 
się z kątów pł. równych. Przenoszę graniast. a ina AJ 
tak, aby podstawa abcde przystała do równój sobie 
podstawy ABCDK, wtedy ścianazrg przystanie do ścia­
ny AG dla równości kątów dwuśc. przy krawędziach 
ab i AB; ściana ak przystanie do ściany AK dla równo­
ści kątów dwuś. przy krawędziach ae i AE, krawędź 
af przystanie do AK gdyż pł. ag i ak leżące na pł. AG 
i AK, przecinają się tak jak one po linii AF; równole- 
głobok ag przystał do równego z nim równoległobo- 
ku AG, gdyż dwa boki ab, AB i af, AF przystały do 
siebie, — podobnie i równoległobok ak przystał do ró- 
wnoległoboku AK,— a zatem w ielokąty fi i FJ równe, 
jako równe podstawom, przystają do siebie, gdyż bo­
ki fg i fk przystały do boków FG i FK,—a tem samem 
i graniastosłup ai przystał do graniastosłnpa AJ.

Wn. Graniast. proste przystają do siebie gdy ma­
ją  podstawy i icysokości równe; gdyż ściany ich bo­
czne jako prostokąty mają wtedy podstawy będące 
bokami podstaw i wysokości będące wysokościami 
graniaslosłupa, równe; a zatem takie graniastoslupy 
mają po trzy ściany równe zawierające kąt trój­
ścienny.

433. Tw. Bryły foremne są sobie równe, gdy ma- 
ją  po jednej krawędzi równej.

Ściany brył foremnych są sobie równe, jako wielo-
Solid. Księga II. l(j
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kąty for. mające po boku równym; kąty bryłowe są 
sobie równe, gdyż jeśli są trójścienne, składają się 
z kątów pł. równych,— jeśli zaś wielościenne są s o ­
bie równe, jako kąty wierzchołkowe ostrosłupów 
for. mających podstawy i kąty bryłowe przy podsta­
wie równe; w ośmiościanie, ostrosłupy te mają za 
podstawę kwadrat, w dwudziestościanie pięciokąt for. 
(375. b i c).

434. Tm. Walce przystają do siebie gdy mają 
podstawy i osie równe, tudzież nachylenie się osi do 
podstaw jednakowe (fig. 3 2 0 ).

Przez osie CH i ch prowadzę pł. FB i fb prostopa­
dłe do podstaw walców, to kąty CHG i chg mierzące 
nachylenie się osi do podstaw są sobie równe. Prze­
noszę podstawę fkg na jój równą podstawę FKG, tak 
aby średnica fg przystała do średnicy FG, i żeby 
okręg fkg przystał do okręgu FKG,— wtedy pł. fb 
przystanie do FB, gdyż po przeniesieniu obie są pro­
stopadłe do pł. FKG i przechodzą przez linię FG 
(33S. Wn. 2), a że kąt g^c=GHC, przeto i oś hc 
przystała do FIC, i punkt c padł na C dla równości 
osi, pł. koła C przystała do pł. koła C, gdyż obie 
z nich po przeniesieniu przechodzą przez punkt C i 
są równoległe do pł. FKG (345. Wą. 5), a że okręgi 
c i G jako równe podstawom są sobie równe, a po 
przeniesieniu środki ich i pł- przysłały do siebie, prze­
to podstawa górna c przystała do podstawy górnćj 
C, czyli że walec fb przystał do walca FB.

Wn. Walce proste przystają do siebie gdy mają

www.rcin.org.pl



123

podstawy i osie równe, gdyż osie ich prostopadłe 
czynią z podstawami kąty równe.

435. Tw. 0 sir okręgi przystają do siebie, gdy ma­
ją  podstawy i osie równe, tudzież nachylenie się osi 
do podstaw jednakowe.

Poprowadziwszy przez osie płaszczyzny prostopa­
dłe do podstaw, i przeniósłszy jeden ostrokręg na 
drugi, tak aby podstawy i płaszczyzny do nich pro­
stopadłe przystały, osie przystaną do siebie dla ró­
wności kątów nachyleń, a wierzchołki ostrokręgów 
dla równości osi; a że ostrokręg oznacza się wierz­
chołkiem i podstawą, przeto gdy te przystały do sie­
bie, to i ostrokręgi przystały we wszystkich punktach.

lVn. Ostrokręgi proste przystają do siebie gdy 
mają podstawy i osie równe, gdyż osie prostopadłe 
są jednakowo nachylone.

436. Tw. Kule są równe, gdy mają promienie ró­
wne.

Biorąc środki kul za punkta nachylenia, a dwa pro­
mienie czyniące kąty równe, za główme nachylone, 
jakikolwiek promień poprowadzimy w jednej kuli, 
zawsze w drugiój możemy poprowadzić promień tak, 
aby kąty trójścienne wyznaczone temi promieniami 
w obu kulach były sobie równe; promienie te są więc 
nachylone odpowiednie, a że z założenia są sobie ró­
wne, przeto i kule przystają do siebie.

Wn. Odcinki i wycinki kul rówmych promieni są 
sobie równe, gdy koła służące za podstawę odcinko­
wi lub części pow. kuli służącćj za podstawę wycin*
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kowi są sobie równe;— odcinki o dwóch podstawach 
są sobie równe, gdy kola służące im za podstawę są 
sobie równe i oddalenia ich jednakowe; gdyż po­
prowadziwszy promienie kul do okręgów podstaw 
odcinków, czyniące kolejno w obu kulach kąty ró­
wne, one czynią i z promieniami prostoslopadleini do 
kół podstaw kąty równe, jako leżące W trójkątach 
prostokątnych mających przeeiwprostókątnie i przy- 
prostokątnie równe; przeto one są nachylone odpo­
wiednie, a z założenia równe;— dla podobnej przy­
czyny i promienie kul poprowadzone do okręgów kół 
przecinających odcinki równolegle do podstaw i prze­
chodzących przez odpowiednie punkta promieni pro­
stopadłych, są nachylone odpowiednie i równe.

437. Zt. Podług warunków przystawania brył wy­
rabiają się bryły równe danym.

§ 11. Symetrycznośó.

438. Bryły symetryczne są te, które mają odda­
lenia odpowiednich punktów jednakowe, lecz idące 
w przeciwnym porządku, przeto nachylone odpo­
wiednie w tych bryłach są sobie równe, lecz także 
idą w przeciwnym porządku; a zatem w bryłach pła- 
skościennych symetrycznych ściany są symetr., kąty 
dwuś. są równe w przeciwnym porządku także two­
rzą kąty bryłowe symetryczne.

439. T/v. Bryły symetryczne płaskoseienne ze­
stawione równemi ścianami, mają wierzchołki odpo-
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Wiednie na linii prostopadłej do pi. ściany wspólnej, 
w równej od niej odległości (fig. 32 J).

Bryły płaskościenne symetryczne maja nachylone 
odpowiednie równe, lecz idące w przeciwnym po­
rządku; przeto jeśli za punkt nachylenia weźmiemy 
jeden z wierzchołków, a za dwie główne nachylone 
odpowiednie, dwie nachylone odpowiednie ściany 
leżącej przy tym wierzchołku,— obie bryły symetrycz. 
ne składać się będą z ostrosłupów symetr. mających 
podstawy na ścianie leżącćj przy punkcie nachylenia, 
a wierzchołki w wierzchołkach bryły, czyli ohie skła­
dać się będą z ostrosłupów trójkątnych sym. wyzna­
czających wierzchołki tych brył. Zestawiwszy te bry­
ły ścianami odpowiednierai, na których leżą podsta­
wy ostrosłupów wyznaczających wierzchołki, pod­
stawy te przystaną do siebie, gdyż dolną część poło. 
żyliśmy na dolną, a zatem potrzeba tylko dowieść, 
że wierzchołki ostrosłupów symetrycznych zestawio­
nych podstawami, leżą na linii prostopadłej do pł. 
podstaw w równej od niej odległości. Dwa ostrosłu­
py symetryczne DABC i ć/ABC zestawiam równemi 
podstawami, wierzchołki ich D i d łączę linią prostą 
Dd, i prowadzę linie z jej środka O do wierzchoł­
ków podstawy. W trójkącie sym. DAć/,—jako mają­
cym boki Al) i Ad, będące krawędziami ścian syme­
trycznych, równe— linia AO poprowadzona do środ­
ka podstawy Dd jest do niój prostopadłą (91. Wn. 
3), podobnie w trójkątach DBd i DCd, linie BO 1 
CO są prostopadłe do Dć/, przeto te trzy linie leżą 
na jednej płaszczyźnie prostopadłej do linii Dć/ wpun*
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kcie O (217. Wn. 2), a że pł. ła przechodzi przez 
punkta A, B, C, przeto jest płaszczyzną podstawy
ABC(3:>7. 1).

Wn. 1 Bryły mające wierzchołki odpowiednie na 
linii prostopadłej do pł. i w równej od niej odległo­
ści zowiąsię bryłami symetrycznie połoionemi wzglę­
dem, lej płaszczyzny, zaś pł. płaszczyzną symetryi; 
płaszczyna symetryi może nie być ścianą wspólną, 
gdyż jeśli podstawy, nie zmieniając ich położenia, od­
dalać będziemy tak aby były równoległe, i poprowa­
dzimy płaszczyznę w równej od nich odległości, to 
ta pł. jest pł. symetryi, albowiem prostopadłe do pod­
staw nie przestaną być równe, a przedłużenia ich od 
podstaw do pł. sym. są także równe. Lecz bryły sy­
metryczne mogą nie być symetrycznie położone, prze­
to dawna definicja: „bryły symetryczne są te, których 
odpowiednie wierzchołki leżą na linii prostopadłej 
do pł. w równej od niej odległości,” jest fałszywą 
jako ściągająca się do szczególnego położenia brył.

Wn. 2. Bryły nie płaskościenne symetryczne wzglę­
dem pł. symetryi mają punkta odpowiednie na linii 
prostop. do tej pł. w równej od niej odległości; gdyż 
biorąc punkt nachylenia zewnątrz brył i przez ten 
punkt i dwie nachylone odpowiednie prowadząc pł., 
tak w jednej jako i w drugiej, te dwie nachylone od­
powiednie z linią łączącą odpowiednie punkta wy­
znaczone temi nachyleniami, tworzą trójkąty będące 
podstawą ostrosłupów wyznaczających punkta brył: 
ostrosłupy te wyznaczające punkta odpowiednie są 
symetryczne, a przeto zestawiwszy podstawy tych
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ostrosłupów, względem pł. ich podstaw, punkta od­
powiednie leżą na linii prostopadłej do tój pł. będą­
cej pl. sym. w równej od niej odległości.

440. T w .  o d . B r y ł y  p l a s k o s c i e n n e  m a ją c e  w i e r z ­

c h o ł k i  o d p o w ie d n ie  n a  l i n i i  p r o s t o p a d ł e j  d o  p l .  w  r ó ­

w n e j  o d  n i e j  o d l e g ł o ś c i ,  s ą  s y m e t r y c z n e  (fig. 322).
Oznaczam przez a ,  b ,  c ,  d . . .  i a ' b ' c ’ d ' . . .  wierz­

chołki brył leżące na liniach a a  b b ' c c . . .  prostopa­
dłych do pł MN, w równej odległości od tój pł., a 
mam dowieść że ściany tych brył są równe przez sy- 
metryą, i kąty bryłowe symetryczne.

Linie łączące odpowiednie wierzchołki są sobie 
równe: a b — a "b ' jako boki przeciwległe trapezu sy­
metrycznego a 'b , mającego AB za oś symetryi, zaś 
linie te równe łączące odpowiednie wierzchołki idą 
w przeciwnym porządku, bo są bokami trapezów sy­
metrycznych. Trójkąty zawarte między trzema odpo- 
wiedniemi liniami są równe przez symetryą, jako ma­
jące w przeciwnym porządku po trzy boki równe: trój­
kąty a b c — a 'b ' c  , a d c — a ' d ' c . . .  przeto ściany i kąty są 
symetryczne; gdyż jeśli trójkąty abc i acd leżą na je­
dnej pl. to i trójkąty â b'ć  i dćd ' leżą także na jednej 
płaszczyźnie; kąt b c a = b ' ć a ' , a c d =  a ' c d '  z symelry- 
czności poprzedzających trójkątów i b c d = z b 'c 'd ' zsy- 
metryczności trójkątów b d c  i przeto jeśli b c a Ą -

a e d — b e d  to i b', c 'a '- ^ - a yć ’ d '— b ' ć ,d ' i ściany symetry­
czne, jeśli zaś kąty przy c  składają kąt trójścienny t.j. 
b c a - \ - a c d ^ > b c d  to dla podobnej jak poprzednio przy­
czyny i kąty b ' ć $ - \ - a ' c ' < t > b ' ć & *  zatćm dają kąt trój-

www.rcin.org.pl



123

ścienny, symetryczny z pierwszym jako składający się 
z kątów pł. równych idących w przeciwnym porządku.

Wn. Bryły niepłaskościenne mające punkta na li­
niach prostopadłych do pł. w równaj od niej odległo­
ści są symetryczne, gdyż mając odległości odpowie­
dnich punktów równe w przeciwnym porządku, ma­
ją i nachylone odpowiednie równe w przeciwnym po­
rządku.

441. Zł: Warunki symetryczności brył, a szcze­
gólniej symetrycznego ich położenia (440), używają 
się w budowli maszyn, statków wodnych i t. p. dla 
rozłożenia ich ciężaru jednakowo względem pł. sy- 
metryi.

R O Z D Z I A Ł  II.

Podobieństwo.

§ 1. Podobieństwo proste.

442. Jak bryły równe są te w których odległości 
odpowiednich punktów są jednakowe (427; 428), 
tak podobnemi są le w których odległości odpowie­
dnich punktów są proporcjonalne; one są tylko ró- 
wno-kształtne i tem się różnią od brył równych że 
w nich stosunek wielkości jest dowolny, kiedy w rów­
nych jest stały t. j. równy jedności. Jak bryłami ró- 
wnemi tak i podobnemi mogą być tylko bryły tego 
samego nazwania.
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Równe bryły mogą być albo przystające, albo ró­
wne przez symełryą, podług lego czy punkta odpowie­
dnie leżą w tym samym lub przeciwnym porządku;— 
również i bryły podobne mogą mieć punkta odpo­
wiednie leżące w tym samym lub przeciwnym porząd­
ku i podług tego może zachodzić podobieństwo prosie 
łub odwrotne czyli podobieństwo przez symetryę—ta­
kie jest podobieństwo obrazu przedstawiającego się 
w zwierciadle zmniejszającem lub powiększającym ze 
swym przedmiotem.

443. Tw: Jeieli nachylone odpowiednie są w je­
dnakowym stosunku, to i oddalenia odpowiednich 
punktów są w tymże samym stosunku (fig. 323.)

Linie łączące odpowiednie punkta AB i ab są bo­
kami trójkątów podobnych, mających po kącie ró­
wnym ADB — adb, jako zawarte między nachylonemi 
odpowiedniemi, i dwa boki zawierające te kąty z za­
łożenia proporcyonalne,— a przeto są w tym samym 
stosunku co i nachylone.

Wn. 1. Kąty zawarte między-liniami łączącemi 
odpowiednie punkta lub linią łączącą odpowiednia 
punkta z nachyloną przechodzącą przez jej koniec, 
są sobie równe jako leżące w trójkątach mających 
po trzy boki proporcyonalne.

Wn. 2. Bryty są podobne gdy nachylone odpo-1' 
Wiednie są proporcyonalne, gdyż wtedy i oddalenia 
odpowiednich punktów są w tymże samym stosunku .

444. Tw. od. Gdy oddalenia odpowiednich pun- 
Solid. Księga u*

www.rcin.org.pl



130

któw są w jednakowym stosunku, to linie łączące te 
punkta z którymkolwiek z nich, lub z punktem pro- 
porcyonalnie oddalonym od trzech odpowiednich, są 
nachylonemu odpowiedniemi proporcyonahiemido li­
nii pierwszych (fig. 323).

1° W dwóch bryłach ABCDEF... i abcdcf... łączę 
punkta D i d odpowiednie zinnemi punktami, a mam 
dowieśćie  DA, DB, DE... i da, db, de... są w tymsa­
mym stosunku co i linie łączące odpowiednie pun­
kta, AB, BF... i ab bf... i są nachylone odpowiednie. 
Punkta D i d są punktami odpowiedniemi brył, przeto 
linie DA, DB, DE.*, i da, db, de jakolinie łączące od­
powiednie punkta, podług założenia są z innemi li­
niami w jednakowym stosunku; a że kąty zawarte mię­
dzy liniami łączącemi odpowiednie punkta są sobie 
równe (443. Wn. 1), przeto i kąty trójścienne których 
te linie są krawędziami są także równe (300), a zatem 
one są nachylone odpowiednie.

2° Zewnątrz bryły ABCDEEGKH mającej z bryłą 
abcdefgkh oddalenia odpowiednie!) punktów w jedna­
kowym stosunku biorę dowolny punkt D i prowadzę 
linie DA, DB, DC, DE... do punktów tej bryły; kreślę 
kąt trójścienny dabc—  DABC i biorę w nim krawę­
dzie, będące z krawędziami DABC kąta w stosunku 
linii odpowiednie!), to kąt ten ma podstawę ubc po­
dobną trójkątowi ABC, gdyż inaczej ściany adb i ADB, 
bdc i BDC, adc i ADC, niebyły sobie podobne, a one 
mają z wykreślenia po dwa boki proporcyonalne i 
po kącie między nićmi zawartym równym; punkt d 
z punktami e, f\ g, h, k odpowiedniemi punktom E,
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F, G, FI, K, łączę liniami prostemi, i mam dowieść że 
linie DA, DB, DC, DE... i da, db, dc, de, są nachylo- 

, ne odpowiednie i że są między sobą w takim stosun­
ku, w jakim i linie łączące odpowiednie punkta.

Linie DA, DB, DC i da, db, dc, są z wykreślenia na­
chylone odpowiednie w stosunku żądanym. Kątdwuś. 
przy krawędzi AB, mający ściany BAC i BAD, równa 
się kątowi dwuśc. przy krawędzi ab, mającemu za ścia- 

, ny bac i bad,—gdyż kąty trójścienne ABCD i abcd, skła­
dają się z trzech kątów pł. równych: BAD=Z>rt</, CAD 
— cad, jako leżące w trójkątach podobnych, będących 
ścianami kątów trójś. D i d, zaś HXC—bao jako zawar­
te między liniami odpowiedniemi;—kąt dwus. przy kra­
wędzi AB, mający za ściany BAE i BAC równa się ką­
towi dwus. przy krawędzi ab, mającemu za ściany bae 
i bae, gdyż kąty trójśc. ACBE i acbe, mają po trzy ką­
ty l)ł- równe, jako kąty zawarte między liniami łączą* 
cemi odpowiednie punkta,— a zatem kąty dwuśc. 
EABÓ i eabd będące ich summą lub różnicą, są sobie 
równe; kąty więc trójśc. AEBD i aebd mające po* 
dwa kąty pł. i po kącie dwuś. między niemi zawartym 
z poprzedzającego dowodzenia równym, mają kąt pł. 
DAE— dae,— trójkąty więc DAE i dae mające po dwa 
boki proporcyonalne i po kącie zawartym równym, 
mają boki 1)E i de w tym samym stosunku co i linie 
AE i ae tudzież kąt EDA— eda\— lecz kąt EDB— edb 
jako leżące w trójkątach EDB i edb mających po trzy 
boki proporcyonalne, przeto linie DE i dc są nachy­
lone odpowiednie. Linie DK i db są nachylone od­
powiednie, gdyż trójkąty DElv i dek są podobne, ja-
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między niemi zawartym równym: kąt DEK=rfe/f (443. 
Wn. 1) i t. d.

U ~n. 1. W bryłach podobnych nachylone odpo­
wiednie są proporcyonalne.

Wn. 2. Wielokąty zawarte miedzy liniami łączą* 
cemi odpowiednie punk ta są podobne, i czynią z so­
bą kąty bryłowe równe; gdyż trójkąty zawarte mię­
dzy liniami łączącemi odpowiednie punktd są podo­
bne, jako mające po trzy baki proporcyonalne. prze­
to mają kąty równe; zatem jeśli trójkąty EFG i ECH 
lezą na jednej pi., to i trójkąty efg i egk leżą także 
na jednej pb, bo kąt FG\l—fge, \\VA\~egk, FCłl— 
fgh (443. Wn.), przeto jeśli l GE-J-EGH— FGH, to i 
f ‘ge,-\-egk=f’gh i wielokąty FH i fłi jako składające 
się z trójkątów podobnych są podobne; kąty bryłowe 
są sobie równe, bo kąty trójścienne je składające, ja­
ko mające po trzy kąty pb równe, są sobie równe. 
Bryły więc płaskościer.ne podobne, mają ściany po­
dobne i kąty bryłowe równe.

445, Tw. Bryły płaskosciemie są podobne gdy 
mają ściany podobne i kąty bryłowe równe ( fig 323).

Z wierzchołków kątów równych I) i d prowadzę 
linie do wszystkich innych wierzchołków. Linie Ci), 
CA, CB i ód, ca, cb są nachylone odpowiednie i pro­
porcyonalne, jako leżące W wielokątach podobnych 
AC i ac. Linie DL i da są nachylone odpowiednie 
proporcyonalne, jako leżące w wiel podobnych Ali i 
uh, przytem kąt EDli^zedb, jako lezące w trójkątach
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EDB i edb mających po trzy boki proporcyonalne. 
Kąt FBC—fbc, CBD — cbd, i nachylenia się ich pł. 
z założenia jednakowe, przeto i kąt FBD— fbtl, trój­
kąty więc FBD i fbtl mające po dwa boki proporcyo­
nalne i po kącie między niemi zawartym równym, ma­
ją kąt FI)B —fdb, i boki Fl) i fil w takim samym jak 
dwa inne stosunku; przytem kąt Yl)V,=fde jako leżą­
ce w trójkątach mających po trzy boki proporcyonal­
ne, a zatem linie Dl1' i tlf czyniące z dwoma nachylo- 
nemi DF, DB i tle, tlb kąty równe, są odpowiednie, 
a zarazem proporcyonalne do krawędzi ścian. Kąt 
dwuśc DAEF— tlaef jako zawarte między odpowie­
dniemu ścianami, podobnie kąt dwuś. FE VK^fettk, 
przeto i kąty dwuś DAEK i dach będące ich summą 
są sobie równe, kąty więc trójścienne EKi)\ i ekdu, 
mające pó dwa kąty pł. równe: KEA — kett, AEl)— 
aćd i kąty dwuś. między niómi zawarte równe, mają 
kąt pł. KEI) —ked,—-trójkąty więc KK1) i kett mające 
po dwa boki proporcyonalne KE : /re~ ED : etl i po 
kącie między niemi zawartym równym, mają kąt KDE 
— kile i linie DK i tik w takim jak dwa inne boki sto­
sunku, przytem kąt l\\)Y=kdf jako leżące w trójką­
tach mających po trzy boki proporcyonalne,— a za­
tem linie 1)K i dk są nachylone odpowiednie propor- 
eyonalne i t. d. A że nachylone odpowiednie są pro­
porcyonalne, przeto bryły są podobne (143. Wn. 2).

446. Tu). Ostrosłupy trójkątne są podobne, gdy 
maju po kącie bryłowym równym i krawędzie tych 
kątów proporcyonalne.

W  Sposób. Biorąc wierzchołki kątów trójsc. ró*
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wnych za punkla nachylenia, ich krawędzie są nachy­
lone odpowiednie, a że są proporcjonalne, przeto 
bryły podobne; 2 s» Sposób. Biorąc kąty równe za 
wierzchołki, ściany boczne są podobne, jako mające 
po dwa boki proporcyonalne i po kącie zawartym 
równym, przeto i krawędzie podstaw jako icli Boki 
są także proporcyonalne, a tem samem podstawy po­
dobne, przytem kąty trójśc. w obu ostrosłupach są 
sobie równe jako składające się z kątów pł. równych, 
a zatem ostrosłupy jako mające ściany podobne i ką­
ty bryłowe równe, są podobne (445).

W ji. Odpowiednio warunkom równości kątów 
trójśc., ostrosłupy są podobne gdy mają: I) trzy 
ściany podobne; 2) trzy kąty dwuś. równe a ich kra­
wędzie proporcyonalne; 3) dwie ściany podobne i 
kąty dwuś. między niemi zawarte równe; 4) po jednej 
ścianie podobnej, kąty dwuś. przy nich leżące równe, 
i krawędzie przeciwległe ścianom podobnym propor­
cyonalne z krawędziami ścian podobnych; 5) Dwie 
ściany podobne i kąty dwuśc. przeciwległe jednej 
z nich równe, zaś przeciwległe drugiej nie spełniają­
ce się do U; 6) po dwa kąty dwuś. i po ścianie prze­
ciwległej jednemu z nich podobnej, zaś kąty pl. prze­
ciwległe drugiemu nie spełniające się do ] [ ,  Unjzież 
krawędzie przeciwległe ścianom podobnym w tym 
samym co i krawędzie tych ścian stosunku.

U w. Również bryły są podobne gdy mają nachy­
lone odpowiednie proporcyonalne i nawzajem, przeto 
bryły podobne składają się z ostrosłupów trójkątnych 
podobnych i podobnie położonych— i nawzajem.
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447. Tw. Ostrosłupy wielohąlne są podobne, gdy 
mają huty bryłowe przy wierzchołkach równe i ich 
krawędzie proporcyonalne.

Ściany boczne są podobne jako mające po dwa 
boki proporcyonalne i po kącie między niemi zawar­
tym równym , a że nachylenia tych ścian z założe­
nia są równe, przeto kąty trójśc. przy podstawach 
mające po dwa kąty pł. równe, jako kąty trójkątów 
podobnych, i po kącie dwuś. między niemi zawartym 
równym są równe i mają kąty trzecie pł. równe, a 
zatem podstawy ostrosłupów są podobne, gdyż mają 
kąty równe, a boki proporcyonalne, jako boki trójką­
tów podobnych.

Uw. Ostrosłupy wiel. są także podobne gdy mają: 
1) Podstawy podobne i wysokości przechodzące przez 
odpowiednie punkla podsiaw, proporcyonalne; gdyż 
wtedy krawędzie boczne są proporcyonalne jako bo­
ki trójk. prostokątnych podobnych, mających przy- 
prostokątnie proporcyonalne, ściany boczne są po­
dobne, jako mające po trzy boki proporcyonalne, 
nachylenie się ich jednakowe, bo kąty trójśc. nad- 
podstawne mają po trzy kąty pł. równe, przeto i ką­
ty przy wierzchołkach są równe; 2) podstawy podo­
bne i kąty trójśc. przy nich leżące równe, gdyż wtedy 
ściany boczne są podobne, jako mające po dwa kąty 
równe, nachylenia ich są jednakowe, a tem samem i 
kąty bryłowe przy wierzchołkach są rów ne. Ostrosłu­
py więc foremne są podobne, gdy mają wysokości pro- 
porcyonulne do boków podstaw, gdyż podstawy jako
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wiel. for. o równćj tóczbie boków są podobne, zaś 
wysokości przechodzą przez ich środki.

448. Tm. Graniasto slupy są podobne gdy mają 
po trzy ściany podobne, zawierające hal trójścienny 
(fig. 324).

Zuk. Ściany AD, AG, AK podobne ścianom ad, 
ag, ak. Kąt bryłowy A— a jako mające po trzy ką­
ty ph równe, przeto kąt dwuś. FABV.~fabe, kąt bry­
łowy B = ó  jako mające po dwa kąty pł. równe GBA 
■=zgba i ABC— abc z założenia i nachylenie się tych 
ścian jednakowe z poprzedzającego dowodzenia,— 
przeto równoleglobok BH podobny równolegloboko- 
wi bh, gdyż mają po dwa boki proporcyonalne zawie­
rające kąt GBC— gbc (262. Wn. 4) i t. d.

Podstawy górne FJ i fi są podobne jako równe 
podstawom dolnym, kąty zaś trójścienne przy tych 
podstawach są sobie równe, jako mające po trzy ką­
ty pł równe. A zatem gran. AJ i ai są podobne (445).

Wn. Graniastoslupy proste są podobne gdy mają 
podstawy podobne i wysokości proporcyonalne do 
boków podstaw7, gdyż ściany jako prostokąty są po­
dobne gdy mają po dwa boki przy sobie leżące pro­
porcyonalne (362. Wn. 4), jednym zaś z tych boków 
jest wysokość a drugim bok podstawy.

440. Ta. Bryły foremne jednakowego nazwania 
są podobne.

Ściany ich są podobne jako wielokąty foremne te­
go samego nazwania, mające boki proporcyonalne
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a kąty równe. Kąty bryłowe są sobie równe,— gdyż je* 
śli są trójścienne składają sję z kątów pł. równych,— 
jeśli zaś wielościenne są sobie równe, jako kąty wierz­
chołkowe ostrosłupów mających podstawy podobne 
i kąty trójścienne przy podstawie równe , jako ma­
jące po trzy kąty pł. równe (447. Uw. 2). W ośmio- 
ścianie ostrosłupy te mają za podstawy kwadraty;,— 
w dwunastościanie pięciokąty for. (375. b i c).

450. Tw. Walce są podobne, gdy mają osie j e ­
dnakowo nachylone do podstaw, i proporcyonalne do 
promieni (fig. 325).

Biorę środki O i o osi walców za punkta nachyle­
nia i prowadzę linie OE i oe do końców promieni GE 
i ge będących ramionami kątów OGE i oge nachyle­
nia osi do podstaw górnych. Trójkąty OEG i oeg ma­
jące po dwa boki z założenia proporcyonalne i po ką­
cie między niemi zawartym równym EGO= eg o , mają 
boki trzecie OE i o a w takim samym jak dwa inne sto­
sunku i kąt EOG= eog . Browadzę w kołach promie­
nie odpowiednie Gil i gh czyniące kąt EGH=gg^, to 
linie EH i eh łączące odpowiednie punkta okręgów 
są proporcyonalne do ich promieni, a że linie EH, EO 
i eh, eo są odpowiednie dla walców, przeto kąt HEO 
=zzheo (443. Wn.) i trójkąty HEO i heo mające po dwa 
boki proporcyonalne zawierające kąty równe, mają bo­
ki OH i oh w takim samym jak dwa inne stosunku, i kąt 
HOE—hoe\ przytem kąty HOG i hog są sobie równe, 
jako leżące w trójkątach mających po trzy boki pro- 

Solid. Księga Ir. 1S
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porcyonalne, a zatćm kąt trójśc. OEHG=roehg czyli 
krawędzie ich są nachylone odpowiednie, a podług 
dowodzenia proporcyonalne. A że linie OH i oh są 
dowolne, zatem to ściąga się do wszystkich linij łą­
czących punkta nachylenia z odpowiedniemi punktami 
okręgów podstaw, a nawet okręgów równoległych 
do podstaw przechodzących przez odpowiednie pun­
kta osi GC i gc, gdyż jednakowe części osi są w tym 
samym co i cale osie stosunku. Przeto nachylone je­
dnego walca, mają odpowiednie w drugim i są pro­
porcyonalne; a zatem walce te są podobne(443.Wn.2j.

Wn. 1 . Walce proste są podobne gdy mają osie 
proporcyonalne do promieni podstaw, gdyż kąty na­
chylenia tych osi, jako proste, są sobie równe.

Uw. Takim samym sposobem można dowieść, że 
oslrohręgi pochyle są podobne, gdy mają osie jedna - 
howo nachylone do podstaw i proporcyonalne z ich 
promieniami, proste zaś gdy mają osie proporcyonal­
ne do promieni podstaw,—biorąc za punkta nachyle­
nia ich wierzchołki, lub odpowiednie punkta osi.

451. Tw. Kule są sobie podobne.
Biorę środki kul za punkta nachylenia, jeśli popro­

wadzimy w nich dwa promienie pod jednakowym ką­
tem i przyjmiemy je zp główne nachylone, wtedy ja ­
kikolwiek promień trzeci poprowadzimy w jednej kuli, 
zawsze w drugiej można poprowadzić promień tak, 
aby kąt trójścienny wyznaczony przez promienie pićr- 
wszej kuli, równał się kątowi trójśc. wyznaczonemu 
promieniami drugiej kuli; przeto te promienie są na­
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chylone odpowiednie; a że są w jednakowym stosun­
ku, przeto bryły są podobne.

Wn. 1. Trójkąty i wielokąty kuliste są podobne 
w tych wszystkich przypadkach w jakich były równe 
(411), tylko zamiast równości boków trzeba wziąć 
ich proporcyonalność, t j. powinny zawierać jedna­
kową liczbę stopni...; gdyż w tych wszystkich przy­
padkach odpowiednie im kąty bryłowe są sobie ró­
wne, bo lukom jednakowej liczby stopni odpowiadają 
kąty pł. równe,— krawędzie więc tych kątów są na- 
chylonemi odpowiedniemi, a że jako promienie są 
proporcyonalne, przeto i t. d.

Wn. 2. Odcinki kul mające 'promienie swych pod­
staw proporcyonalne do promieni kul, są podobne-,— 
gdyż biorąc środek kuli za punkta nachylenia, promie­
nie kul poprowadzone do okręgu podstaw tak, aby 
kolejno czyniły kąty równe, są nachylone odpowie­
dnie,— gdyż i z promieniem przechodzącym przez śro­
dek okręgu, czynią kąty równe, jako leżące w trójką­
tach prostokątnych mających z założenia po dwa bo­
ki proporcyonalne i po kącie przeciwległym bokowi 
większemu równym jako prostym (401. Wn. 1, i 262. 
Wn. 3, c). Poprowadziwszy w tych dwóch odcin­
kach przez odpowiednie punkta promieni, przecho­
dzących przez środek okręgu podstaw, kolejno okrę­
g i , - -  promienie kuli poprowadzone do tych okręgów 
czyniące z sobą kolejno jednakowe kąty są także na­
chylone odpowiednie, gdyż nie tylko kolejno z sobą, 
ale i promieniem przechodzącym przez środki okrę­
gów czynią kąty równe, jako leżące w trójkątach pro­
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stokątnych mających po dwa boki proporcyonalne, 
promień kuli i prostopadłę, i po kącie prostym prze­
ciwległym bokowi większemu równym (262. Wn.3, c); 
a że te nachylone są proporcyonalne, przeto odcinki 
są podobne. Podobnie dowiedlibyśmy że: odcinki o 
dwóch podstawach, mające swe podstawy z jednej, 
albo z przeciwnych stron środka, i ich promienie pro­
porcyonalne do promieni kul, są podobne; wycinki 
mające za podstawy odcinki podobne, są podobne.

Uw. 1. Tak jak w bryłach równych, mających ścia­
ny z powierzchniami przystającemi, równość zależała 
od przystania ograniczeń ścian, tak podobnie w bry­
łach podobnych mających za ściany powierzchnie po­
dobne— których jest tylko dwie: płaszczyzny które 
jako zawsze przystające mają kształt jednakowy i po­
wierzchnie kul,— podobieństwo zależy od podobień­
stwa ograniczeń tych ścian i proporcyonalności linii 
głównój ograniczenia do linii głównej bryły, i dla te­
go w bryłach płaskościennych nachylone prowadzą 
się tylko do wierzchołków kątów.

Uw. 2. Podobieństwo przez symetryą, czyli podo­
bieństwo odwrotne, jest wtedy gdy nachylone odpo­
wiednie idą w przeciwnym porządku, wtedy ściany 
są podobne przez symetryą i kąty symetryczne; lecz 
ten rodzaj podobieństwa nie przedstawia szczegól­
nych własności. Jak bryły podobne składają się z o- 
strosłupów trójkątnych podobnych i podobnie poło­
żonych (446. Uw.), tak też i bryły symetryczne skła­
dają się z ostrosłupów trójk. sym. i symetrycznie po­
łożonych. '
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452. Tw. Powierzchnie brył podobnych mają się 
do siebie jak kwadraty z linij odpowiednich.

a) Oznaczywszy powierzchnię jednej kuli przez Q, 
drugiej przez q, promień jednej przez R drugiej przez 
r, to pow. Q=4IIR2zaś pow. q=AWr2,, przeto pow.Q: 
pow. <7= 4 11R2: 4L1 r2 czyli pow. Q:pow. ę= R 2: r2.

b) Oznaczywszy powierzchnię walca przez P jego 
promień podstawy przez R, wysokość przez W,— po­
wierzchnię zaś walca z nim podobnego przez p, pro­
mień jego podstawy przez r, wysokość przez w, ma. 
my P=2IIRW i p=2\\rw, przeto P:/v=2IIRW; 211 rw 
czyli P: /;=R\Vt rw; lecz w walcach podobnych R: r 
— W: w (450), to pomnożywszy poprzedniki przez W 
zaś następniki przez w, mamy R W :/*?/;=W2: w2, —  
przeto zamiast stosunku RW; rw można wziąść sto­
sunek jemu równy W2: w'2 a tem samem P; p = W 2. w2. 
Podobne dowodzenie ściąga się do ostrokręgów.

C) W bryłach podobnych plaskościennych, ściany 
są wielokątami podobnemi (444. Wn. 2), a że wielo­
kąty podobne mają się jak kwadraty z linii odpowie­
dnich (201), przeto i ich summy czyli powierzchnie 
brył płaskościen. podobnych mają się jak kwadraty 
z linii odpowiednich.

453. Zt. Prawdy wyłożone w tym rozdziale służą 
do wyrabiania z modeli brył zmniejszonych lub powię­
kszonych tak, aby odpowiednie linie były w danym 
stosunku, przeto w rzemiosłach mają obszerne zasto­
sowanie. Maszyny służące do wyrabiania brył podo­
bnych danym, opierają się także na tych prawdach.
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R O Z D Z I A Ł  III.

Równoważność i stosunek brył.

5 1. Równoważność brył.

454. Tw. Dwa ostrosłupy trójkątne mające pod- 
stawy równoważne i wysokości równe, 1° dają prze­
cięcia równooddalone od podstaw równoważne; 2°, 
są sobie równoważne (fig. 326).

1° Jeżeli ostrosłup SABC przetniemy pł. równole­
głą do podstawy ABC, trójkąt ztąd otrzymany abc jest 
podobny podstawie i stosunek tego trójkąta do pod­
stawy równa się stosunkowi kwadratów wysokości 
odciętego i całego ostrosłupa (348. YVn. 1) t. j. abc: 
ABC=Sg2: SG2, podobnie def\ DEF— ó*/*2: sil2; jeśli 
więc Sg— sh, czyli jeśli przecięcia ostrosłupów są 
w jednakowej odległości od podstaw, to drugie sto­
sunki tych proporcyi, jako składające się z równych 
wyrazów są sobie równe, a tem samóm pierwsze skła­
dają proporcyę abc: W)C— def: DEF;— w tćj propor­
cyi następniki ABC i DEF z założenia są sobie równe, 
przeto i poprzedniki abc i def są także równe czyli 
w ostrosłupach mających wysokości równe a podsta­
wy równoważne, przecięcia równoodalone od podstaw 
są równoważne.

2° Ostrosłup SABC otrzymamy, jeśli podstawa ABC 
posuwać się będzie równoodległe od pierwotnego po­
łożenia, zmniejszając się tak, aby wierzchołki miała 
na krawędziach SA, SB i SC; a zatem wielkość ostro­
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słupa SABC zależy tylko od wielkości podstawy, i od 
odległości SG na którą się ona posunęła dla utworze­
nia ostrosłupa,— gdyż od tej odległości, jak widzieli­
śmy, zależy wielkość tworzącego trójkąta w każdem 
położeniu,—podobnie wielkość ostrosłupa sDKF za­
leży tylko od wielkości podstawy DEF i wysokości 
sli,— a że w tych dwóch ostrosłupach podstawy są 
równoważne a wysokości równe, zkąd zarazem wy­
nika, że wszystkie trójkąty tworzące je, równooddalo- 
ne od podstaw są równoważne,— przeto i same ostro­
słupy są równoważne.

Wn. Ostrosłupy trójkątne symetryczne są równo­
ważne, bo mają podstawy równe i wysokości; a za- 
tćm tak ostrosłupy symetryczne jakiekolwiek, jako też 
wszystkie bryły symetryczne są równoważne, jako 
składające się z ostrosłupów trójkątnych symetrycz­
nych, (451. Uw. 2). Ztąd wynika, że dwa gran. trójk. 
na które dzieli się równoległościan pł. przekątnią, 
(3S1, c) są równoważne.

455. Tw. Dwa równoległościany DF i DK mające 
podstawy wspólne, zaś podstawy górne na jednej 
płaszczyźnie, zawarte między dwoma liniami równo- 
legiami— są równoważne (fig. 327).

Bryła IIDMEAJ jest graniastosłupem, gdyż podsta­
wa HDMb=EAJ jako trójkąty mające po dwa boki i 
po kącie między nićmi zawartym równym: AE=DH? 
AJ=1)M (1 15, b) i kąt HDM— EAJ (340),— podobnie 
bryła GCLFBK jest także graniastosłupem,— grania- 
stosłupy te trójkątne są sobie równe, jako mające
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po trzy ściany zawierające kąty bryłowe DAHM i 
CBGL równe: HDM— GCL bo mają po dwa boki i po 
kącie MDM i GCL miedzy niemi zawartym równym 
(3-16), ściana AH=BG i AM— BL (3S1, a),— przeto 
od całej bryły AL jeżeli odejmiemy pierwszy czy 
drugi graniastoslup, reszty będą jednakowe czyli ró- 
wnoległościan DF jest równoważny równołegłościa- 
nowi DK.

Wn. 1. Ilównoleglościany (fig. 328) DF i DK ma­
jące podstawy wspólne i wysokości równe są równo- 
ważne; wysokości równoległościanów są sobie ró­
wne, przeto ich podstawy górne jako równoległe do 
podstawy dolnój i będące w równej od niej odległo­
ści leżą na jednej pł. (345. Wn. 5);— przedłużam bo­
ki przeciwległe EF i HG równoległoboku 1IF do prze­
cięcia się z przedłużonemi bokami JM i KL równole­
głoboku MK i tym sposobem utworzy się równole- 
głobok db równy równoległobokowi DB, gdyż bok 
ad jako przedłużenie boku JM jest równoległy od Al) 
a tem samórn i do FG i dla tego równy bokowi FG—  
AD (115, b ),— podobnie bok dc jest równy i równo­
legły do boku DC,—równoległościan więc \)b podług 
twierdzenia jest równoważny tak równoległościanowi 
DF jak i DK, a zatem równoległościany DF i DK są 
równoważne.

Wn. 2. Każdy równoległościan można zamienić 
na prosty prostokątny mający z nim podstawę ró­
wnoważną a wysokość równą, a) Kównoległościan 
(fig. 328) DK zamieniam na prosty, wyprowadzając 
z wierzchołków podstawy prostopadłe AE, Dli, BF,
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CG równe wysokości równoległościanu danego i do- 
kończając na nich równoleglościan. b ) Równoległo - 
ścian prosty DF (fig. 329) zamieniam na prosty pro­
stokątny, biorąc prostokąt AF służący za ścianę ró- 
wnolegloś. DF za podstawę i wyprowadzając z jej 
wierzchołków prostopadłe do spotkania się z przedłu­
żoną ścianą przeciwległą. Równoległościan więc KM 
jest prosty prostokątny, bo wszystkie ściany są prosto­
kąty— i jest równoważny równoległościanowi DF, ma­
jącemu z nim tę samą podstawę AF i wspólną wyso­
kość,— równoległość, zaś DFjest równoważny dane­
mu równoległoś. I)K, przeto i równoległoś. DK jest 
równoważny prostemu prostokątnemu KM mającemu 
z nim podstawę równoważną i Wspólną wysokość,

450. Tw. Grnniastoslup trójkątny AE jest równo­
ważny prostemu ae, mającemu z nim krawędzie ró­
wne AX)=ad, a za podstawę przecięcie abc prostopa­
dle do krawędzi (fig. 330).

Przedłużam ściany graniastosłupa pochyłego AE, 
prowadzę pł. abc prostopadłą do przedłużonej kra­
wędzi DA tak aby krawędzie ad— AV), cf—  CF i be—  
BE były zewnątrz gran. AE. Gran. prosty ścięty acb- 
ACB jest równy takiemuż gran. dfel)FE, gdyż krawę­
dzie ich odpowiednie są sobie równe: aA=z\)d, cC=z 
fV  i AB“ ćE, przeto postawiwszy podstawę acb na 
podstawie dfc, krawędzie jako prostopadle przystaną 
do siebie, a że są równe, przeto i wierzchołki odpo­
wiednie podstaw górnych przystają do siebie; a za- 
łćm czy od pierwszego, czy od drugiego gran. pro- 
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stego ściętego, odejmiemy granias. ścięty dfeACB im 
wspólny, reszty pozostaną równe t. j. gran. poch. AE 
równoważny prost. ae.

Wn. 1. Podobnym sposobem dowiedlibyśmy że 
wszelki gran. poch. jest równoważny prostemu ma­
jącemu z nim krawędzie równe a za podstawę prze­
cięcie prostopadle do krawędzi.

Wn. 2. Dwa gran. trójkątne pochyłe, mające kra­
wędzie i przecięcia pł. prostopadłą do krawędzi ró­
wne, są równoważne, gdyż każdy z nich jest równo­
ważny gran. prostemu mającemu te przecięcia za pod­
stawę a za wysokość krawędź pochyłych gran. Ró- 
wnoległościan, przez pł. przekątnią, dzieli się na dwa 
gran. trójk. sym. (381, c), pł. prostopadła do krawędzi 
równoległościanu jest równoległobokiem (345.Wn.2) 
przez którego przekątnię przechodzi pł. prostokątnie, 
a zatem przecięcia prostopadłe do krawędzi dla obu 
granias. sym. są sobie równe, a że i krawędzie tych 
gran. są także równe, przeto dwa gran. sym. na które 
dzieli się równoleglościan przez pl. przekątnią. , są 
równoważne.

457. Tw. Graniastoslup trójkątny jest równowa­
żny równoleglościanowi, mającemu z nim tą samą 
wysokość a podstawę równoważną.

Dokończam równoległościanu na danym gran. trój­
kątnym, to gran. dany jest połową tego równoległo­
ścianu, a jego podstawa, połową podstawy równole­
głościanu; jeśli więc nakreślony równoległościan, po­
dzielimy na dwa równe równoległościany, podstawy
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ich będą połowami podstawy całego równoległościa- 
nu, a każdy z nich jest równoważny danemu gran.;— 
lecz że równoleglościany mające podstawy i wyso­
kości równe są równoważne, przeto gran. trój. jest 
równoważny każdemu równoleglościanowi mającemu 
z nim równą wysokość i podstawę równoważną.

Wn. Gran. wielokątny jest równoważny równo­
leglościanowi, mającemu z nim podstawę równowa­
żną i wysokość równą; gdyż podzieliwszy gran. wiek 
na gran. trójk., kreślę równoleglościan równoważny 
pierwszemu, przy nim pod tymże samym kątem i mię­
dzy temi samemi dwoma ścianami przeciwległemi dru­
gi równoleglościan równoważny drugiemu trój. grn. 
i t. d. a tym sposobem otrzymam równoleglościan ró­
wnoważny gran. wiel. i jego podstawa jako składająca 
się z równoległobów kolejno równoważnych podsta­
wom gran. trójk. jest równoważna podst. gran. wiek 
a wysokość równa wysokości.

458. Tw. Dwa jak iekolwieh grania sto slupy ma­
jące podstawy równoważne a wysokości równe, są 
równoważne.

Kreślę równoleglościan równoważny pierwszemu 
gran. t. j. mający z nim podstawę równoważną i ró­
wną wysokość, to on zarazem jest równoważny i dru­
giemu gran. (457. Wn. 1), a zatem graniastosłupy te 
są równoważne.

Uw. Za pomocą tego twierdzenia można dowieść 
że ostrosłupy trójkątne, mające podstawy równowa­
żne a wysokości równe są równoważne (454). (fig.
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326, a). Ostrosłupy SABC i .sDEF są równoważne, 
bo nie mogą się różnić żadną brylowością; gdyż je­
śliby się różniły bryłowatością graniast. mającego za 
podstawę ABC a wysokość dowolną, wtedy wysoko­
ści ostrosłupów dzielę na równe części mniejsze od 
tej wysokości, prowadzę przez punkta podziałów pł. 
równoległe do podstawy, to trójkąty abc i def, ikl i 
pqr, inno i tuW równo oddalone od podstawy są ró­
wnoważne (454, 1 °); przeto jeśli w ostrosłupie SABC 
na trójkątach ABC, abc... jako na podstawach dol­
nych wystawiemy granias. mające jedną krawędź na 
krawędzi SB, to one wychodzą z ostrosłupa SABC i 
obejmują go;— jeśli zaś w ostrosłupie sI)EF na trój­
kątach tuw,pqr, def jako na podstawach górnych wy­
stawiemy grn. mające jedną krawędź na krawędzi sE, 
to one są objęte przez ostrosłup sl)EF bo każdy trójkąt 
niższy jest większy od wyższego; przeto różnica mię­
dzy summą tych gran. jednego i drugiego ostrosłupa, 
jest mniejsza od różnicy samych ostrosłupów, a ta ró­
żnica jest grn. stojący na podstawie ABC bez ostrosłu­
pa stu W gdyż inne gran. mające za podstawy trójkąty 
równoważne, kolejno idące od wierzchołka, są równo­
ważne; a że sam gran. mający za podstawę ABC jest 
mniejszy od grn. mającego być różnicą bryłowatości 
danych ostrosłupów, przeto te ostrosłupy nie mogą się 
różnić przypuszczonym gran., a że On miał wysokość 
dowolną, przeto nie mogą się różnić żadną bryłowa­
tością, a tem samem są równoważne,

459. Tui. Ostrosłup trójkątny jest trzecią częścią
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gran. trójkątnego mającego z nim tą samą podstawę 
i wysokość (fig. 331).

Przez puńkta A, F, B prowadzę pł., która odetnie 
od gran. trójkątnego ABCDEF ostrosłup trójkątny 
FABC mający z gran. podstawę ABC wspólną i wy­
sokość, gdyż wierzchołek znajduje się na podstawie 
górnej; po odjęciu gran. FABC pozostaje ostrosłup 
czworoboczny FABED, — przez punkta A, F, E pro­
wadzę pł. która podzieli ostr. FABED na dwa ostro­
słupy równoważne FADE i FABE jako mające pod­
stawy i Wysokości równe,— lecz W pierwszym z tych 
ostrosłupów FAł)E, można wziąść za podstawę ścia­
nę DFE a wierzchołek w punkcie A, przeto ma zgrn. 
CD podstawę i wysokość wspólną, wszystkie więc 
trzy ostrosłupy są równoważne;—a zatem ostr. FABC 
jest trzecią częścią gran. CD mającego z nim i t.d.

Wn. Ostrosłup wiel. jest trzecią części/i grn., ma- 
JąCcgo z nim równą podstawę i wysokość; dzielę ich 
podstawy na trójkąty przez linie wychodzące z od­
powiednich wierzchołków, trójkąty podstaw odpo­
wiednie są sobie równo, przeto jeśli ostrosłup wiel. 
podzielimy na Ostrosłupy trój. mające te trójkąty za 
podstawy, zaś grn., na grn trójkątne mające odpowie­
dnie trój. za podstawy, to biorąc kolejno, ostrosłup 
pierwszego z grn. drugiego mają podstawy i wyso­
kości równe, a zatem każdy z ostr. trój. jest trzecią 
częścią odpowiedniego grn. trój. a tćm samem i sum­
ma ostr. trój. czyli ostr. wiel., jest trzecią częścią sum­
my grn. trój. czyli grn. mającego z ostr. wiel. pod­
stawę i wysokość równą.
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460. Tw. Graniaslosłup trójkątny ścięty ABCDEF, 
jes t równoważny trzem ostrosłupom mającym zapod- 
stawę podstawę grani a sto slup a a za wysokość każdy 
inną z trzech wysokości graniasto slup a (fig. 332).

Prowadzę płaszczyzny CDB i CDE dzielące gran. 
ścięty na trzy ostrosłupy DABC, BCDE i CDEF. Pier­
wszy ma za podstawę ABC a wierzchołek w punkcie 
D; drugi można uważać że ma za podstawę BCE, a 
wierzchołek w punkcie D,jest więc równoważny ostro­
słupowi mającemu tę samę podstawę a wierzchołek 
w punkcie A, gdyż punkta 1) i A leżą na linii AD ró­
wnoległej do pł. podstawy (330. Wn. 3), ten zaś osta­
tni można uważać że stoi na podstawie ABC a ma 
wierzchołek w punkcie E;— trzeci ostrosłup CDEF 
można uważać jako mający za podstawę CEF a za 
wierzchołek I), on więc jest równoważny ostrosłu­
powi, mającemu tą samą podstawę a wierzchołek 
w punkcie A, który można uważać że stoi na podsta­
wie ACF a ma wierzchołek w punkcie E. W końcu 
ostrosłup EACF jest równoważny ostrosłupowi ma­
jącemu z nim tą samą podstawę ACF a wierzchołek 
w punkcie B, który można uważać że stoi na podsta­
wie ACB a ma wierzchołek w punkcie F.

461. Tw. Ostrosłup trójkątny ścięły ABCDEF, jest 
równoważny trzem ostrosłupom mającym z nim ró­
wną wysokość a za podstawy, jeden podstawę górną, 
drugi dolną a trzeci średnio jeom. proporcyonalną 
między tani podstawami (fig. 333).

Prowadzę płaszczyzny CDB i CDE, które podzielą

www.rcin.org.pl



151

ostr. ścięty na trzy ostrosłupy: DABC, CF.FD i CEBD. 
Pierwszy ma za podstawę podstawę dolną kloca a 
wierzchołek w punkcie 1); drugi można uważać że 
stoi na podstawie FDE a ma wierzchołek w punkcie 
C; trzeci zaś mający za podstawę trójkąt CBE a wie­
rzchołek w punkcie D jest równoważny ostrosłupowi 
mającemu z nim tą samą podstawę a wierzchołek 
w punkcie G na linii DG równoległej do krawędzi 
EB a tem samóm i do pł. podstawy (330. Wn. 3), 
który to ostrosłup można uważać że stoi na podsta­
wie CGB a ma wierzchołek w punkcie E. Podstawa 
CGB jest średnio jeom. proporcjonalna między pod­
stawami kloca, gdyż poprowadziwszy G.I równoległe 
do DF otrzymamy trójkąt JBG równy DEF jako ma­
jące bok GB— DE i kąty równe (34(5); trój. ABC:CGB 
= B A  : BG (288. Wn. 3), podobnie CGB:JGB=BC:BJ, 
lecz linia GJ równoległa do DF jest równoległą i do 
AC a przeto BA: B G =B C : BJ, a zatem drugie stosun­
ki tych dwóch proporeyi są sobie równe, przeto i pier­
wsze, jako równe, złożą proporcyą: ABC:CGB =  
CGBrJGB.

Ww. Kloc ostrosłupowy wid. jest równoważny 
trzem ostrosłupom mającym z nim wysokość wspól­
ną, a za podstawy jeden podstawę dolną, drugi gór­
ną a trzeci średnio-jeom. proporcjonalną między te- 
mi podstawami. Ostrosłup wiel. jest równoważny 
trój. mającemu z nim podstawę równoważną a wyso­
kość równą, gdyż każdy z nich jest trzecią częścią 
grn. mającego tą samą podstawę a wysokość równą 
(459. Wn.), graniastosłupy zaś mające podstawy ró«
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wnoważne a wysokości równe są równoważne (458); 
jeśli więc dwa ostrosłupy mające podstawy równo­
ważne a wysokości równe,— przetniemy pł. równo­
ległą od podstawy, przecięcia ztąd otrzymane w obu 
ostrosłupach są równoważne (454, 1"), a przeto tak 
całe jako i odcięte ostrosłupy są równoważne, a tem 
samem i klocy mające wysokości równe a podstawy 
równoważne są równoważne; a że kloc ostrosłupa 
trój. jest równoważny trzem ostrosłupom, przeto i 
wielok. jest także równoważny odpowiednim trzem 
ostrosłupom, gdyż ostrosł. tych dwóch kloców, ma­
jące za podstawy podstawy dolne, górne i średnio- 
jeom proporcyonalne są sobie równoważne.

402. Zt. Na zasadzie prawd tego § możemy je­
dne bryły zamieniać na inne im równoważne.

§ 11. Stosunek brył i dochodzenie ich 
bryłowatości.

463. Tw. Dwa grani a sto słupy DG i MP prosie 
prostokątne mające podstawy równe, mają się w sto- 
guńku wysokości (fig. 334).

Przenoszę wysokość JN na AE zawiera się w nićj 
dwa razy i pozostaje eE<MN; jeśli przez punkta po­
działów a i e poprowadzimy pł. równolegle do pod­
stawy AC, to otrzymamy równoległośęiany Ab i a f 
równe równoległościanowi MP (432. YVn.); a zatem 
ile razy wysokość JN zawiera się w wysokości AK,
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tyle razy i równoległnścian MP zawiera się w równo- 
ległościanie 1)G;— resztę cE przenoszę na linię JN, od 
której przenoszenia ona wypadła,— zawiera się dwa 
razy i pozostaje wN<CcE; jeśli przez punkta r i m 
podziałów, poprowadzimy pł. równoległe do podsta­
wy JL, to otrzymamy ró.wnoległościany M* i rn ró­
wnoważne równoległościanowi hF będącemu resztą 
i t. d. przelo ilorazy wypadłe, od przenoszenia wyso­
kości i równoległościanów są jednakowe, tóm samem 
stosunki ich wyrażają się jednakową liczbą, a zatem 

,  są sobie równe.

i  - . . .
ć 4f>4. Tw. Dwa rownoleglosciany Ac i Ge proste 
prostokątne, mające wysokości Ce równe, maja się 
dĄ siebie jak podstawy AC i GE (fig. 335).

Rówmoległościan Ge zestawiam z równoległościa- 
nem $C, tak aby krawędzie Cc i ściany GC i Dc przy­
stały do siebie, to ściany ich Bc i Ce leżą na jednój pł., 
gdyż koty dwuś. które te ściany czynią ze ścianą Dc, 
równają się II (337. Wn. 1 ). Przedłużam ścianę Gf  
wewnątrz równoległościanu Ac, która podzieli go na 
dwa równ. Ag. i Hc, Równoleglościany Ac i Hc ma­
jące podstawę Cb wspólną, mają się jak wysokości, 
t. j. Ac: l i c — CD: CG; podobnie równoległość,iany 
Hc i Gcijające podstawę Gc wspólną, dają: Hc:Gc 
= C B :C f ł  pomnożywszy te dwie proporcye, mamy: 
Ac.Hc: Hłr. Gc— CD.CB: CG. CE,— podzieliwszy pier­
wszy stosunek przez Hc, widzimy że Ac:Gc— CD.CB: 
CG. CE;— a Że Ac i Gc są prostokąty, przeto te iloezy-

Solid. Księga II. 20

C.-I
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ny z podstawy przez wysokość wyrażają powierz­
chnię ich podstaw.

465. Tw. Dwa równoległościany proste prostoką­
tne, mają się do siakie jak iloczyny z trzech wymia­
rów.

Oznaczam jeden równolegiościan przez R, jego 
długość, czyli długość podstawy przez I),—jego sze­
rokość czyli odległość na którą linia D posunęła się 
dla utworzenia podstawy, przez S,—wysokość, czyli 
odległość na którą posunęła się podstawa dla utwo­
rzenia równoległościanu, przez W;— drugi r.ównole- 
głościan przez r, jego długość przez d, szerokość 
przez s, wysokość przez w. Wystawiam równoległo- 
ścian prosty prostokątny R' mający długość D, sze­
rokość S, zaś wysokość w, t. j. mający podstawę 
pierwszego a wysokość drugiego. Równoległościa- 
ny R i R' mające równe, podstawy, są w stosunku wy­
sokości R:R'=W:.«o; równoległościany zaś R' i r ma­
jące wysokości równe, mają się do siebie jak podsta­
wy R ': ;— D.S: d.s; mnożąc te dwie proporcye otrzy­
mam: R.Ęt':R'.r==:p.S.W: d.s.Wj po zniesieniu zaś 
w pierwszym stosunku wspólnego czynnika R' pozo­
staje R :7*z=D.S.W:ć/.s.m>.
*. . i » ‘ . i  \ 1 i, !  5

466. Tw. Brylowalość równoległościanu proste­
go prostokątnego równa się iloczynowi zttrzęch wy­
miarów , czyli iloczynowi z powierzchni podstawy 
przez wysokość.

Zmierzyć równolegiościan R, znaczy'dowiedzieć
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się ile razy równoległościan przyprostokąłny r wzię- 
ty za miarę zawiera się w mierzonym, równoległo* 
ścianie. Tego przez proste nakładanie uskutecznić 
nie można, nie tylko w przypadku niewspółmiernośei 
wymiarów, ale nawet gdy wymiary równoległ. r nie 
mieściły się zupełnie w wymiarach równoległościanu 
R. Oznaczmy przez D i d liczbę jedności li.nijnych 
zawierająca się w długościach (długości tak jak inne 
odpowiednie wymiary są mierzone jednakową Unij­
ną miarą), S i s w szerokościach i przez W i w, li­
czbę jedności linijnych zawierających się w wyso­
kościach równoległościanów Ri r, to R ; / ’= [ ) . S. W: 
d.s.w (465) a zatem równoległ. r przyjęty za jedność 

.tyle razy zawiera się w mierzonym równoległością- 
nie R ile razy iloczyn d.s.w wypadły z pomnożenia 
liczb wyrażających wymiary jedności r , zawiera 
ic podobnym iloczynie D.S.W liczb wyrażających wy­
miary mierzonego równoległościanu R.

Zazwyczaj do mierzenia brył używamy równole- 
glościanu prostego prostok. r, \t którym d, s i w ró­
wnają się jedności linijnej t. j. bieżącej, łokciowi, 
ćwierci, calowi i t.p. równoległościan taki jest sześciu- 
nem, który w tym razie zowie się łokciem sześciennym, 
ćwiercią, calem sześciennym i t. p. a przeto w nim 
d ~  1 , S— \, ic—  1 , a tem samem i iloczyn d.s.w=\\ 
jednością tą linijną mierzymy I), S i YV mierzonego 
prostokąta, przeto iloczyn d.s.w czyli 1, zawiera się 
w iloczynie D.S.W tyle razy, ile ten iloczyn majedn§» 
ści,— a tem samem i sześcian r, w mierzonym równo- 
ległościanie R, zawiera się tyle razy ile iloczyn D.S.W*
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ma jedności. A zalćm aby zmierzyć równoległościan 
R sześcianem, r nie mierzymy równ. R l.j. nie zapełnia, 
my sześcianem czyli nie nakładamy sześcianu r,— ale 
mierzymy w równoległ. R, długość, szerokość i wyso­
kość, krawędzią tego sześcianu, gdyż liczba jedności 
iloczynu D.S.W. pokazu je ile razy zawiera się sześcian. 
Aby więc mieć wielkość równoległ.prostego prostok., 
potrzeba trzy razy mierzyć za każdym razem inną li­
nię, dla tego on jak inne bryły, zowie się wielkością 
trzy-wymiarową,— zaś długość, szerokość i wysokość 
zowią się jego wymiarami, raz dla tego że je wymie­
rzać potrzeba, powtóre, że od nich miara czyli wiel­
kość bryły zależy.

Uw. 1. Wyrażenie: brytówatośćrównoleglościanu' 
prostego prostokątnego, równa się iloczynowi z trzech 
wymiarów albo z powierzchni podstawy przez wyso­
kość jest skróceniem tego wyrażenia: w równoległo- 
ścianie prostym proślokątnym, tyle razy zawiera się 
sześcian, ile jedności ma iloczyn z trzech wymiarów 
równoleglościanu, zmierzonych krawędzią kwadratu.

Uiv. 2. Sam wyraz brylowatość, znaczy liczbę kwa­
dratów zawierających się w bryle, czyli wielkość 
bryły.

Wn. 1. Brylowatość równoleglościanu, równa się 
iloczynowi z powierzchni podstawy przez wysokość; 
gdyż równoległościan jest równoważny równoległo- 
ścianowi prostemu prostokątnemu, mającemu z nim 
podstawę równoważną i wysokość równą (435. Wn. 
2 ), przeto ile kwadratów zawiera się w równoległo- 
ścianie prostym prostokątnym, tyleż zawiera się i w ró-
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wnoległościanie danym, t. j. ile jest jedności w ilo­
czynie z powierzchni podstawy przez wysokość ró­
wnoległościanu danego,—bo zamiast podstawy rów. 
prost. prostokątnego, można wziąć równoważną jej 
podstawę równoległościanu danego, a wysokości są 
równe.

Wn. 2. Brylowało U graniastoslupa równa się ilo- 
czynowi z powierzchni podstawy przez wysokość; 
gdyż gran. jest równoważny równoległościanowi ma­
jącemu z nim podstawę równoważną a wysokość ró­
wną (457. Wn.), przeto ile zawiera się kwadratów 
w równoleglościanie, tyle i w gran., t. j. ile jest je* 
dności w iloczynie z podstawy przez wysokość,— bo 
zamiast podstawy równoległościanu, można wziąć 
podstawę graniastosłupa.

Wn. 3. Brylowatość ostrosłupa równa się trzeciej 
części iloczynu z podstawy przez wysokość, gdyż 
ostrosłup jest trzecią częścią gran: mającego z nim 
tę samą podstawrę i wysokość (459. Wn.).

W n. 4, Brylowatość graniastosłupa G trójkątne­
go ściętego, równa się iloczynowi z trzeciej części 
podstawy, przez summę trzech wysokości. Oznaczam 
podstawę gran. przez P, wysokość jedną przez W, 
drugą przez W', trzecią przezW";-—grn.G jako równo­
ważny trzem ostrosłupom mającym z nim podstawę 
P wspólną a za wysokości: jeden W, drugi W', trzeci 
W" (460), zawiera w sobie tyle sześcianów ile te trzy 
ostrosłupy razem t. j. %P W +  %P W’- f  «/,P W V , P
(W +W '4-W ").

W n. 5. Brylowatość S ostrosłupa ściętego równa
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się iloczynowi z trzech jego podstaw: dolnej P, gór­
nej p i średnio proporcyonalnćj między temi podsta­
wami, przez trzecią część wysokości. Ostrosłup ścię­
ty jest równoważny trzem ostrosłupom mającym z nim 
równą wysokość W, a za podstawy każdy inną z trzech 
podstaw (461. Wn.); przeto zawiera tyle kwadratów 
iłe te ostrosłupy razem t. j. S =  ł/ 3 PW -j- ‘ApW-j-
l/Ą/VĆp. W— 'A W (P + p l l / P ^ ) .

467. Tw. Brytowatość walca równa się iloczyno­
wi z powierzchni hola służącego za podstawę przez 
wysokość.

Biorąc wielkość koła, bierzemy ją do pewnój liczby 
znaków dziesiętnych, przeto do tej liczby znaków 
dziesiętnych obwód odpowiedniego wielokąta fore­
mnego opisanego na kole, nie różni się co do wiel­
kości od okręgu (26(5, a) a tem samem do tylu zna­
ków dziesiętnych i pow. koła nie różni się od powie­
rzchni wielokąta opisanego, gdyż pow. wiek równa 
iloczynowi z obwodu przez promień koła wpisane­
go; z tego to powodu przy obrachowaniu bryłowato- 
ści walca, czyli przy wyrażeniu jego wielkości liczbą, 
zamiast koła służącego za podstawę walcowi, bierze­
my stosowny wiek for. opisany, a tem samem zamiast 
walca bierzemy gran. mający za podstawę ten wiek; 
przeto bryłowatość walca, tak jak grn. równa się ilo­
czynowi z powierzchni podstawy grn.,— równej pow. 
koła,— przez wysokość. Oznaczywszy promień pod­
stawy walca przez U, wysokość przez W, bryt. wal- 
6tt=llR2\V.
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Wn. 1. Dla podobnej przyczyny przy wyrażeniu 
wielkości ostrokręgu liczbą, zamiast koła jego pod­
stawy bierzemy wielokąt for. na nim opisany, o licz­
bie boków odpowiedniej ścisłości rachunku; po­
wierzchnie kola i wielokąta, do żądanej liczby zna­
ków dziesiętnych, są sobie równe, a zatem bryłowa- 
iość ostrokręgu lak jak ostrosłupa mającego ten wie­
lokąt za podstawę, równa się. iloczynowi z powierz­
chni podstawy przez trzecią część wysokości. Ozna­
czywszy promień podstawy ostrokręgu przez R, wy­
sokość przez W,— bry. os/r .=y3nR2W.

Wn. 2. Do żądanej liczby znaków dziesiętnycłi 
bryłowatość ostrokręgu nie różni się od bryłowatości 
ostrosłupa, mającego za podstawę stosowny wiek for., 
przeto do tej liczby znaków, kloc ostrokręgu nie ró­
żni się od kloca tego ostrosłupa równćj z nim wyso­
kości, przeto brylowałość kloca ostrokręgowego tak 
jak ostrosłupowego równa się iloczynowi z trzeciej 
części wysokości przez summę trzech podstaw. Ozna­
czywszy wysokość przez W, promienie podstaw R i 
r, bryt. kloca ostrokręgowego —  V3VV(i 1.R2—j—Il7*2—[-.
|/HR2.iD'a[ = y 3w ( i iR2+ r ir 2+ }/T F R  V ) W ( i ir2 
—{—II/*2—|—11 Rr)— V3 riW(R2- f  r %*/•).

Uw. Nie można w ogólności uważać koła za wie­
lokąt for., tćm bardziej za wiek for. o nieskończonej 
liczbie boków, gdyż o liczbie nieskończenie wielkiej 
w niższej matematyce nie mamy jasnego pojęcia; zaś 
przeciwnie z opisania koła i wielokąta wiemy że to 
są dwie różne rzeczy;—ztąd wynika że walca za grn., 
ostrokręgu za ostrosłup, uważać niemożna bez popeł­
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nienia błędu przeciw ścisłości matematycznej; wy­
rażając liczbą wielkość koła, nie możemy jej wyra­
żać do nieskończonej liczby znaków dziesiętnych, 
bo to jest niemożliwem,—  lecz wyrażamy ją do pe­
wnej liczby znaków dziesiętnych, do której to liczby 
znaków dziesiętnych, obwód wiel. for. wpis. i opis.
0 stosownej liczbie boków zupełnie nie różni się od 
okręgu, a powierzchnia wiel. for. opis., od pow. koła,
1 dla tego w tym szczególnym przypadku t. j. przy 
mierzeniu, jedno za drugie ze wszelką ścisłością ma­
tematyczną może być wzięte; następnie zaś przymie­
rzeniu walców i ostrokręgów, biorąc zamiast podstaw, 
nieró/.niące się od nich wielokąty, będziemy mieli gra- 
niastostosłupy i ostrosłupy do żądanej liczby znaków 
dziesiętnych nie różniące się od walców i ostrokrę- 
gów.

468. Tw. Bryłowalość bryły utworzonej obrotem 
trójkąta około osi przechodzącej przez wierzchołek 
na jego płaszczyźnie, równa się. trzeciej części ilo­
czynu z powierzchni utworzonej przez obrot podsta­
wy tego trójkąta, czyli przez bok przeciwległy temu 
wierzchołkowi—przez wysokość padającą na tę pod­
stawę (fig. 330, 337 i.33S).

Położenie trójkąta ABC względem osi MN może 
być trojakie:

1° Oś MN przechodząca przez wierzchołek C przy­
staje do boku trójkąta (fig. 336).

Prowadzę wysokość CP i z wierzchołka B przeciw­
ległego osi, linię do niej prostopadłą; oznaczam
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pow. AB, powierzchnię utworzoną przez podstawę 
AB, w czasie obrotu trójkąta ABC około osi MN,— 
MBA, powierzchnia kola mającego za promień Bb, 
brył. ABC, brylowatość bryły utworzonej przez obrót 
trójkąta ABC około osi MN, i t. p.; mamy: brył. ABC 
z=zbrył. ABb-^brył. bBC; lecz trójkąty prostokątne 
w czasie obrotu około ramienia kąta prostego, two* 
rzą ostrokręgi proste, przeto biorąc ich wartość bę­
dzie: brył. ABC^'AMBA. AA-j-y3M Bb.bC=%kł. BA 
(A6-f-ZiC)= yjU. BA. AC. Lecz -pow. AB =  11 BA. AB 
(398. Wn. 1) kł. BA=±I1BA\ przeto, pow. AB:kł. BA= 
II.BA. AB: U.BA2— AB: Bb po zniesieniu w drugim sto­
sunku wspólnego czynnika LI-BA,— trójkąty prosto­
kątne ABA i ABC mające kąt wspólny są podobne, to 
drugi stosunek ostatniej proporcyi AB; BA= AC: CP, 
a zatem pow. AB: kł. BA=pAC : CP z kąt kł. Bb. AC —  
pow. AB.CP. W ostatnićj wartości na brył. ABC za­
miast kł. BA.AC można wziąść pow. AB.CP, a zatem 
pow. ABC= 1/;i pow. AB.CP.

2°. Podstawa BA przedłużona przecina oś w pun­
kcie I) (fig. 337).

Bryla utworzona przez obrót trójkąta ABC około 
osi MN, jest różnicą pomiędzy bryłą utworzoną obro­
tem trój. l)BC i.DAC, przeto brył. ABC= 1/3 /ma>.DB. 
CP— Vspow. DA.CP=V*(/;0m;.DB—pow. DA) C P = % 
pow. AB.CP.

3°. Podstawa równoległa do osi (fig. 338).
Z wierzchołków A i B prowadzę linie Aa i BA pro­

stopadle do osi, to bryła utworzona obrotem trójką­
ta ABC jest równoważna walcowi utworzonemu przez 

Solid. Księga U. > 1
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obrót prostokąta Ab zmniejszonemu dwoma ostro- 
kręgami prostemi utworzonemi przez obrót trój. pro­
stokątnych BC b i AC a, przeto: bryt. ABC—Ul. PC .ab
— Vzkl. PC .aC-'/M  PC.Cb<— kł.PC.ab-kLPC(aC±  
Cb)=/el. PC. ab—V3/fA PC.ab=.%kł.PC.AB. Lecz ki. 
PC =  11. PC®, pow. AB — 2JIPC.AB, przeto: Id. PC: 
pow. AB—U.PC2: 2ITPC.AB=PC: 2AB po zniesieniu 
w drugim stosunku wspólnego czynnika FT-PC,— z tej 
proporcyi 2ki PC.AB =  pow. AB.PC, wstawiwszy to 
w ostatnią wartość na bryt. ABC będzie bryt. ABC= 
% pow. AB.PC.

Uw. Położenie wysokości w żadnym z tych przy­
padków niezmienia dowodzenia.

469. Tw. Brylowatość bryty utworzonej przez 
obrót części wielokąta foremnego około osi przecho­
dzącej przez jego środek, równa się trzeciej iloczynu 
z powierzchni utworzonej przez jego obwód, przez 
promień kola wpisanego (fig. 339).

Bryła utworzona obrotem części wiel. for. OABCD 
równa się summie brył utworzonych przez obrot skła­
dających ją trójkątów, lecz że wysokości tych trój­
kątów są sobie równe (128. Wn. I), przeto nazwa­
wszy je przez R: będzie: brył. OABGD=V3/>0 m?.AB.R 
—{—1/3pow. BC.R-\-Vzpow. CD.R=:1/3(/;om?. AB-j-/;oio. 
BCĄ-pow. CD)R=y3jp0M>. ABCD.R.

Wn. 1. Podobnie dowiedlibyśmy że bryła utwo­
rzona przez obrót półwielokąta foremnego parzyste­
go około osi odcinającej tą połowę, równa się trze­
ciej części iloczynu z powierzchni utworzonej przez
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obwód połowy tego wielokąta, przez promień kola 
wpisanego.

470. Tw. Brylówatośó kuli równa się iloczyno­
wi z powierzchni kuli przez trzecią część promienia.

Kula tworzy się obrotem półkola około osi, a że 
przy dochodzeniu wielkości okręgu koła, zamiast o- 
kręgu braliśmy wielokąt na niem opisany o stoso­
wnej liczbie boków: zamiast półokręgu tworzącego 
kulę z tym samym przybliżeniem czyli tej samej wiek 
kości bierzemy półwielokąta' opisanego na temże pół­
kolu; bryłowatość kuli, tak jak bryłowatość bryły 
tworzonćj obrotem części wielokąta foremnego oko­
ło osi, równa się powierzchni utworzonej obwodem 
tego wielokąta przez % promienia koła wpisanego; 
a że w tym przypadku obwód wielokąta równa się 
obwodowi półokręgu, przeto bryłowatość kuli ró­
wna się powierzchni kuli przez trzecią część pro­
mienia. Oznaczywszy promień kuli przez R, pow. 
kuli—  411R2 zaś bryłowatość 4IJR1. y3Rn=4/3TlR3.

Uw. 2. Biorąc walec opisany na kuli, którój pro­
mień R, i ostrokrąg mający z walcem podstawę i wy­
sokość wspólną, będzie brył. wal.—  11R22 R =  2UR3, 
bryt. kuli —  4/3łlR3, brył. ostr. —  V3IIR.2R =  2/3llR3, 
przeto wal. kuli: ostr. == 2 : 4/3 : % =  6: 4:2.

Wn. 1. Bryłowatość wycinka kulistego równa się 
trzeciej części iloczynu z powierzchni kuli obejmu­
jącej go przez trzecią część promienia; jako bryła 
utworzona obrotem części powierzchni wielokąta fo­
remnego o stosownej liczbie boków, około osi prze­
chodzącej przez wierzchołek.
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Wn. 2. Bryłowatość odcinka kulistego, równa się 
bryłowatości wycinka mającego z nim tęż samą po­
wierzchnię kuli za podstawę, mniej bryłowatością o- 
strokręgu mającego kola odcinka za podstawę, a 
wierzchołek w środku kuli.

Wn. 3. Bryłowatość odcinka o dwóch podsta­
wach równa się bryłowatości większego mniej bry­
łowatością mniejszego odcinka.

471. Tw. Bryły podobne maja się do siebie jak  
sześciany z wymiarów odpowiednich.

1° Bównoległościany proste prostokątne. Ozna­
czywszy przez R i r dwa równoległościany i przez 
D i  d, S i .s, W i w ich odpowiednie wymiary, bę­
dzie: brył. R.^D.S.W, brył. r.=:d.s.iv., przeto b r y t .  
R : brył. r. —  D.S.W: d.s.w, lecz D : d = W :  w i D : d 
n=S : S i D : d/==\) : d, to pomnożywszy te proporcye 
będzie: I)3: ć/3=S.W .D : s.w.d.; a tem samćm Bryl. 
R : brył. r —  D3: d3.

2° Ostrosłupy trójkątne mające podstawy podo­
bne, i wysokości przez odpowiednie punkta podstaw 
przechodzące proporcyonalne do boków podstaw, 
mają się do siebie jak iloczyny z trzech wymiarów. 
Oznaczywszy przez P i p podstawy, W i w wysokości, 
K i k krawędzie podstaw czyli podstawy trójkątów 
służących za podstawy ostrosłupom,—będzie: Brył. 
ostr.=P.W, brył. oslr. p.w.\ lecz P ; / ;= K 2: A2 i \V:w 
— K :/f, z podobieństwa ostrosłupów, pomnożywszy 
te dwie proporcye, mamy: P.W: pw =  K3: k3, czyli 
Brył, oslr : brył. ostr. —  Iv3: /r3.

3" Inne bryły płaskościenne podobne, jako skła­
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dające się z ostrosłupów podobnych, mają się wsio* 
sunku tych ostrosłupów, czyli sześcianów z wymia­
rów odpowiednich.

4° Walce.— bryt. TF«/=ilR2.\Y, brył. wal— Wr2. w, 
przeto: bryt. WTa l : brył. wal— R'2W: r2w a że R : r =  
W: w, pomnożywszy poprzedniki przez R\z nastę­
pniki przez 7'2, będzie R3: r3= R 2\V: r2w, a zatem brył. 
Wal: brył. wal —  R3: r3. To samo ściąga się do ostro­
słupów, jako trzecich części walców, i kloców ostro­
słupowych jako składających się z trzech ostrosłu­
pów podobnych.

5° Kule. Bryl. Kuli =  4/3IIR3, brył. b u l i = 4/3Ur» 
przeto: brył. Kuli: brył. buli =  R3: r3.

472. Zd. Znaleść bryłowatość: a) równolcgłó- 
keianu prostego prostokątnego, którego dług. 5 Łok. 
szer. 3 Łok., wys. 6 Łokci;— za jedność do mierze­
nia tej bryły przyjęty jest łokieć sześcien. gdyż wy­
miary są mierzone łokciem, przeto łokieć sześcien. 
tyle razy zawiera się w bryle ile iloczyn z trzech wy­
miarów ma jedności (466), t. j. 5.3=15, 15.6=90 
razy zawiera się łokieć sześcienny czyli bryłowatość 
= 9 0  Łok. sześć.; b) równolcgłościanu pochyłego, 
którego podstawa zawiera 30 cali kwad. a wysokość 
8 cali; liczba 30 wypadła z pomnożenia dwóch wy­
miarów podstawy będących zarazem wymiarami bry­
ły, długością i szerokością, przeto pozostaje ją po­
mnożyć przez trzeci wymiar 8 dla otrzymania bryło* 
watośei równoległościanu, która równa się 30 .8=  
240, — podobnym sposobem wynajduje się bryłowa­
tość gran.;— sążnia sześciennego, biorąc za jedność
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stopę sześcienną; długość sążnia sześciennego jest 
stóp 6, podobnie szerokość i wysokość; przeto bry­
ła zawiera w sobie stóp sześciennych 6.6=36, 36.6 
216; na tej zasadzie miary sześcienne wyższe, zamie­
niają się na niższe; i tak jeden sążeń sześcienny ma 
tyle np. stóp, ile sześcian z liczby stóp zawierających 
się w sążniu jedności;— d) Ostrosłupa, którego pod­
stawa ma 8 Łok. a wysokość 6; brył., oslr. = V 3 . 8 
. 6=16  Ł. sześ. (466. Wn. 3 ) ;— e) graniasto słup a 
trójkąOiego ściętego, którego podstawa tn?. łokci 15, 
jedna wysokość 2 Łok. druga 3 a trzecia 4 ; brył. 
=rV3(2—f-3—J—4) 15 =  */3 . 9 . 15 =  3 . 15 =  45 Łok. 
sześ. (466. Wn. 4);—f ) Ostrosłupa ściętego, które­
go podstawa dolna 20 Łok , górna 12, a wysok. 6,—
brył.=V.(2 0 + 1 2+J/20.12) . 6 =  Vs (20 +  12 +  
15.811) . 6 = y ,  . 47.S11 . 6 =  47.811 . 2=94 .622  
Sąż. sześ. (466. Wn. 5 ) ;— g) Walca, którego pro­
mień podstawy 4 Łok. a wysok. 10 Łok., — brył. 
= 355/lt3 . 42. 10 =  355/,,3 . 16 . 10=502W.,3(467); —  
h ) Oslrokręgu, mając promień podstawy 3 Łok. a 
wysokość S Łok.,— bry. =  V3 . 355/n3 . 32 . 8 = V s  • 
355/ „ 3 . 9 . S = 355/m . 3 . 8 = 5 7 % 3  Łok. sześ. (467. 
Wn. 1);— i) kloc aostr okręgowego, którego promień 
podstawy dolnej 7 Ł., górnej 3 Łok. a wysokość 15 
Ł ok c i , -b ry łow .= V 3 . 355/u3(72+ 3 3+ 7  . 3) . 15 =  
355/i.3 . (4 9 + 9 + 2 1 )  . 5 = 355/„3 . 79 . 5 =  I240105/m 
Łok. sześcien. (467. Wn. 2);— k) bryły utworzonej 
przez połowę sześcio/rąla for., opierającego się na 
osi sym. łączącej przeciwległe wierzchołki obrotem 
około tej osi, którego bok ma 6 łokci,— powierzchnia
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utworzona przez obrót obwodu sześciókąta równa się 
okręgowi kola wpisanego, przez oś (417), lecz pro­
mień ten jest przyprostokątnią trójkąta prostokątne­
go, którego bok sześć., jako równy prom. kola opi­
sanego, jest przeciwprostokąlnią, zaś połowa tego 
boku drugą przyprostokątnią, tak źe R2= 3 6 —9 =  
25 a R = J / 2 5 = 5 przeto pow. utworzona przez sze- 
k iok ą t=  2 . 335/ u 3 • 5 . 12 = 355/m . 120=385.84., a 
b r y l .= V3 . 3S5.S4. 5=Y 3 . 1929.20 =  643.06 Łok. 
sześ. (469. Wn.l); —/) kuli, którćj promień 5 Łok.,— 
brył. =  4/ 3 . 355/ „ 3 . 125 =  ,42%39 . 125 =  n ‘50% 33 =  
523.59 Łokci sześciennych (470);—m) Wycinka ku­
listego, którego promień kuli 10 Łok. a wysokość 
odcinka służącego za podstawę 3 Łok.— powier. od­
cinka równa 2 . 355/ n3 . 102 . 3 —  21300/m —  188.49 
Łokci kwadr. (418. Wn. 2), bryłowatośó wycinka= 
Vj . 188.49 . 10=628.30 Łok. szcś. (470. Wn. l)j —  
n) Odcinka o jednej podstawie, gdy promień kuli 
równy 8 Łok. a wysokość odcinka 2 Łok.,— pow. 
odcin. = 2  . 335/u3 . 8 . 2 =  100.53, bryłowatośó wy~ 
cinka któremu on służy za podstawę=V3100.53 . 8 =  
268.08 Łok. sześ.,— wysokość ostrokręgu mającego 
kolo odcinka za podstawę = 8 — 2= 6 , promień zaś 
tego koła jest przyprostokątnią w trójkącie prosto­
kątnym, w którym promień kuli jest przeciwprosto- 
kątnią a wysokość drugą przyprostokątnią, przeto 
r = | / 6 l —-36=^/28=5.29  a bryłowatośó ostrokrę­
gu =*A . 335/m . 2 8 . 6 = 355/n 3 . 56 =  157.92 Łokci 
sześć.,— a zatem bryłowatośó odcinka, jako różnica 
pomiędzy bryłowatośeią wycinka i walca,=268.08—
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175.92=92.16 Łokci sześciennych;— o) Odcinka o 
jednej podstawie, gdy promień kuli równy 8 Łok. 
zaś wysokość 12 Łokci, — odcinek ten jest większy 
od pół kuli, przeto do bryłowatości wycinka trzeba 
dodać bryłowatość osfrokręgu.
Pow. wyciu. —  2 . 355/m . S . 12=523.539 
Wys. ostrok. =  12 — S =  4
Prom. pods. =  ] / 6 4 — 16 =  j/48 =  6.92 
Bryl. wycinka =  V3 . 523 .539.8 = 1/3 . 4188.312 =  

1396.104 Łok. sześ.
. Bryl. ostrok. =  % . 358/m . 48 . 4 = 355/ „ 3 . 1 6 . 4  

=201.061 Łok. sześ.
Bryl. odcinka =  1195.043 Łokci sześciennych.

Uw. Jeśliby dana była bryłowatość i dwa wymia­
ry, a szukalibyśmy wymiaru trzeciego, to ponieważ 
brył. jest iloczynem trzech wymiarów, przeto podzie­
lona przez iloczyn z dwóch wymiarów' daje wymiar 
trzeci. '

473. Zd. Znaleść trzy wymiary równoległośeia- 
nu, któryby miał Łok. sześ. 405 i aby jego wymiary 
były w stosunku 1, 3, 5. Bryłowatość równoległo- 
ścianu mającego za wymiary 1, 3, 5 równa się 15 Ł. 
sześ.; a że bryły podobne mają się jak sześciany 
z wymiarów odpowiednich, przeto

!5 : 405 =  i 3 : x3; a>3=  27 
15 : 405 =  33 : x3; x A=  729 
15 : 405 =  53 : x3; z 3=3375 

Przeto wymiary żądane są 3, 9, 15.
474. Zast. Ciała mające kształt zbliżony do brył 

jeometrycznych przyjmują się za jeometryezne i na
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tćj zasadzie obrach o wy vva się ich wielkość, np. ścia* 
ny, belki za równoległościany proste prostokątne, klo­
ce drzewa za walce mające za podstawę środkowe 
przecięcie kloca i t. d.;—ciała składające się z części 
mających kształt jeomelryczny, obrachowująsię przez 
obrachowanie tych części;—ciało nie mające kształtu 
podobnego do bryły, może być zmierzone w ten spo­
sób: kładzie się je do naczynia walcowego i nalewa 
się wodą lub zasypuje piaskiem—następnie wyjmuje 
się ciało i mierzy się różnica wysokości wody, to wa­
lec mający za podstawę naczynie walca, a za wyso­
kość różnicę wysokości, jest równoważny z mierzo­
nym ciałem.

475. Zast. Przy użyciu prawd solidometrycznych 
w zastosowaniu, zdarza się potrzeba z wagi ciała 
dojść bryłowatości; dla uskutecznienia tego wiedzieć 
potrzeba że stopa sześć, polska wody dystylowanej, 
przy największej gęstości, waży funt. 58,909090909, 
ciężkość zaś względna ciał pokazuje ile razy ciało 
cięższe od tej wody np. Złoto 19,258,— Ołów 11,352, 
— Srebro 10,474,—Miedź S,S95,— Mosiądz 8,395,— 
Żelazo lane od 7,045 do 7,788, — Żelazo kute od 
7,S75 do 8,778.— Stal 7,707.— Cyna 7,264,—Cynk 
6,862,—Marmur kar aryjski 2717, — Granit Egipski, 
2,76), — Gips od 1.87 do 2.29, —  Drzewo dobowe 
świcie 0,93, suche 1,07,—Buk 0,85,— Sosna 0,55 
i t. d.; a zatem chcąc wiedzieć 5000 fun. miedzi ile 
ma stóp sześciennych uważam: ponieważ miedź jest 
8,895 razy cięższa od wody, przeto woda tej samej 
co miedź dana objętości ważyłaby 8,S95 razy nmiej 
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t. j. mo%89» =  562 fan., a że fantów wody 5S.9 czyni 
jedną sześcienną stopę pols., przeto funt. 562 czyni 
stóp tyle ile razy 58.9 zawiera się 362 t. j. 562/ 584 =  
9319/389 stóp sześ.; ztąd widziemy, że dla otrzymania 
liczby stóp metalu , jego wagę w funtach dzielimy 
przez ciężkość względną i ciężar stopy sześ. wody;—  
żądanie przeciwne, t.j. z objętości dojść ciężaru me­
talu, rozwiązuje się, mnożąc objętość przez ciężkość 
względną i wagę wody.

476. Zt. Bryłowatość ziarna zsypanego w zasie­
kach obrachowywa się podług kształtu zasieki i je­
dnostajnej lub niejednostajnej wysokości warstwy 
ziarna, tak że warstwa ta może mieć kształt równo- 
ległościanu prostego prostokątnego, gran. ściętego 
i t. p. Zboża zsypanego w kształcie ostrokręgu bry- 
łowatość obrachowywa się mnożąc powierzchnię 
podstawy przez średnio-arytmetyczną wysokość z wy­
sokości branych w równych odstępach np. o stopę, 
łokieć, tak że te wysokości przypadają w wierzchoł­
kach stóp, łokci kwadr, na które tym sposobem po­
dzieliłaby się podstawa zboża. Jakimkolwiek sposo­
bem obrachujemy bryłowatość zboża w miarach sze­
ściennych, potrzebuje zamienić na właściwe miary 
objętości, Korce, Ćwiercie, Garnce i t. p. — W tym 
celu wiedzieć potrzeba że Garniec ma cali sześcien­
nych 2S9l% 4 Korzec zaś—Cali sześ. Q25§'A=Cw. 
sześ. 257 calil'A—Slóp sześ. 64, Ćwier. 1, CaliVU\ 
czyli ściśle zamiast 'A brać trzeba 7/4t.

4 7 7 . Zd. Obrachować bryłowatość beczki.
ls«y Spos. Przy dochodzeniu bryłowatości becz-

www.rcin.org.pl



171
ki elementarnie uważamy ją za średnio-arytmetycc. 
nie proporcyonalną pomiędzy dwoma walcami opisa­
nym abcfgh mającym środkowe kolo beczki za pod­
stawę i wpisanym w beczkę ABCFHG mającym dna 
beczki za podstawę,— oba zaś oś beczki JK za wyso­
kość.— Oznaczywszy więc brył. beczki przez B, jej 
wysokość przez w, promień koła środkowego przez 
R zaś dna przez r , mamy B =  f/2(n R 2̂ -|-IlT2M>2) ===
,/,nto(Ra+ra) = 1/8nio<4R*+- 4ra)=%n«>[(2R)a+(2r)*]'
t. j. brylowatość beczki równa się połowie iloczynu 
stosunku średnicy do okręgu przez wysokość, pomno­
żonemu przez summę kwadratów z promieni dna naj­
większej objętości lub ósmej części iloczynu ze sto­
sunku średnicy, przez wysokość, pomnożonego przez 
summę kwadratów ze średnic.

2s< Spos. Dla zmierzenia beczki potrzeba mierzyć 
brylowatość dwóch walców, która wyraża się mia­
rami sześciennemi a nie miarami objętości —  gar­
niec, kwarta i t. p.— Do takiego więc mierzenia wal­
ca najdogodnićj wziąść za jedność walec mający ob­
jętości garniec, kwartę i t. p.— Garniec jest to walec 
mający bryłowatości Cali sześ. 289‘%ł — IIR2 W =  
355/u3*16.W, biorąc promień R równy 4 calom; czyli
15625 5680 \ir , i . . |-gj——-j-p7 .W: a ztąd wysokosc garnca mającego 4

15625:113 176562; 75(54
306720

cale za promień czvli W—  ,
1 - 54X5680

czyli 5% cala z przybliżeniem mniej jak o 0.01.
Biorąc drugi w7alec mający tą samą wysokość 

5,7564... zawierający zaś dwa, trzy, cztery, pięć i 
t. d. garncy i promienie ich oznaczywszy przez r, r',
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iJ" . ... będzie JIr2W: IIR2W = 2 : 1; O /W :  HR"W2 
= 3 : 1 ;  U / ' 2W: HR2VV=4: 1: H /"2W: H R * W = 5 :1
i t. d. czyli znosząc w pierwszym stosunku wspólny 
czynnik IIW będzie r2i R2= 2 ; I ;  r'2i Rł= 3 : l ;  ?":R2=  
4:1; R2= 5 : l  i t. d. a zląd r2 =  2R2 =  R4+Ra
czyli promień walca zawierającego dwa garnce jest 
przeciwprostokąlnią trójkąta w którym przyprosto- 
kątnie są promienie garnca; — / 2= 3 R 2= 2 R 2-j-R2=  
'̂2—f—R2, promień trzech garncy jest przeciwprostoką- 

tnią trójkąta wktórym przeoiwprostokątnią i przypro- 
stokątnie są promienie dwóch i jednego garnca: — 
?’"2= 4 R 2= 3 R 2-j-R2= / 2-}-R2 i t.d. od punktu (fig.341) 
A do I odcinam 2R; do 2, 2/*; do 3, 2 / ;  do 4, 2 do 
5 ,2r'" i t. d. i otrzymam średnice walców 2, 3, 4, 5 
i t. d. razy większych od garnca przy równej z nim 
wysokości. Jeśliby wysokości nie były równe, to wa­
lec który przy równych wysokościach zawiera 5 garn­
cy przy 6 razy większej wysokości zawiera 6 razy wię­
cej garncy t.j. 5.6=30. Zamiast mierzyć zwyczajnie 
walce wpisane i opisane mierzymy je na garnce, kwar­
ty lub kwaterki, podług tego jak podziałka zrobiona,— 
mierzenie zaś tem jest ściślejsze im mniejszej miary 
zrobiona podziałka,— i tak, jeśli średnica dna dolne­
go równa A4, największa AG, wysokość B5, to becz­
ka — garncom V> (4.5 -j- 6 .5 )=%  (4—{—6).

477. Zd. Znaleść ciężar zdolny zanurzyć łódź- 
Zamiast ciężaru drzewa łodzi, biorę ciężar wody 

mający z tem drzewem jednakową objętość i dodaję 
do niego ciężar wody wypełniającej łódź, a otrzymam 
ciężar zd-dny łódź zanurzyć, jako równy ciężarowi
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wody wypchniętej przez całą, łódź przy jćj zatapianiu 
się *). Przy robieniu łodzi waży się użyte drzewo, 
albo po zrobieniu łódź cała, która waży 10,000 funt. 
łódź zawiera w sobie wody garncy 500,OOi). Drzewo 
sosnowe waży 10,000, a 0.55 funtów' tego drzewa 
ma taką objętość, że woda tej objętości 1 funt by 
ważyła; przeto woda objętości drzewa waży tyle fun­
tów ile 0.55 funtów zawiera się w 10,000 funt. t. j. 
10,000:0.55 =  18131.81... Garniec wody dystylowa­
nej waży funtów 9.S642, przeto garncy 500,000 ważą 
funtów 4932100; a zatem statek zanurzy się od funta 
18 IS1.S 18...-{-4932100=4950281.SUS... Chcąc wie­
dzieć brylowatość tak drzewa użytego na statek jako 
też objętość samego statku, trzeba wagę wody po­
dzielić przez 5S,909... gdyż każde 5S,909 funtów wo­
dy stanowi stopę sześcienną.

477. Zd. Ile kosztować powinien sążeń sześcien- 
ny drzewa sosnowego, gdy szlaka mająca długości 
stóp 24, zaś średnicę w środku długości 33 Cali, 
kosztuje lis. 7.29.

Uważając sztukę za walec, wysokość jego jest 24 
stopy=2S8 cali, to bryt.— .288=^1089.288 
=  24632(5 cali sześcien.; lecz sążeń sześcienny =

*) Z Fizyki wiemy: że ciało tyle traci ze swego ciężaru ile 
waży wypchnięta woda, przeto jeśli ciało lżejsze od wo­
dy, jaką jest łódź napełniona powietrzem , to woda w y­
pchnięta częścią lodzi tyle waży co łódź cała i dla lego 
częsc jej jest w wodzie, a część nad wodą czyli ona pły­
wa; lecz jeśli ęiężar łodzi jest taki źe się równa massie 
wody wypchniętej przez całą łódź, to łódź dla wypchnię­
cia tej wody musi się zanurzyć.
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373248 calów sześ. przeto 246326 : 373248 =  Rs 
7 .2 f l :x = 3̂ , ^ J=11 .04  Rs.24oo2o

Sążnie sześcienne drzewa leśne mają w sobie są­
żeń sześcienny samego drzewa, miejskie zaś są drze­
wem złożonym, zajmującym sąi. sześ., a przeto od 
8 do 12 procentów potrąca się na nie ścisłość w skła­
daniu.

478. Zd. Znaleść powierzchnię i brylowatośc 
/mli ziemskiej, której promień wynosi 859 V2 miljeogr.

Pow. = 4 H f c 4 .^ ! ( 8 3 9 V 2)2r= 9283050 mil kwadr.

Bry. ^ H r 3= 4/3J|(859.5)3=26595830OO»i*7sześ.
U w. I. Podział miar sześciennych.

a) 1 $ąi.=215 £/ń/;=:373248 Calów =  644972544
Linii=51597 80352 Milim.

b) 1 Łok.— 8 Sń=64 C ^ .=  l3821 2388787 3
Zm.— 191102976 mil.

c) 1 Stop= 1728 C al.=29S59S4 /mi.=23887872»m7. 
Uw. 2. Zamiana miar objętości ciul sypkich na

sześcienne.
a) 1 Korzec —  9259%7 Calów —  16000000 linii

—  128000000 milim.
b) 1 Ćwierć =  231422/j7 Calów =  4000000 linii

—  32000000 mil.
c) 1 Garniec —  2S9l9/54 Calów —  500000 linii

—  4000000 mil.
d) 1 Kwarta —  727%ir> Calów == 125000 linii

—  1000000 mil.
(c \ Kwaterka— Calów =  31250 linii

=  2500O mil.
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R O Z D Z I A Ł  IV.

Wzajemna zależność wielkości kształtu 
brył.

479. Tw. Z równoleglościanów mających pod- 
stawy i icysohości równe, równoległościan prosty 
ma najmniejszą powierzchnię i nawzajem.

Z krawędzi podstawy, na ścianach równoległościa­
nów prostego i pochyłego wyprowadzam prostopa­
dłe do tej wspólnej krawędzi, to one są wysokościa­
mi prostokąta i równołegloboku służących za ścianę 
równoległościanom prostemu i pochyłemu (371), ścia­
ny te są w stosunku wysokości, jako mające podsta­
wy równe (288. Wn. 2); lecz wysokość prostokąta 
jako prostopadła do podstawy dolnej (338. Wn. 1), 
jest zarazem prostopadłą i do podstawy górnej (345); 
wysokość równołegloboku w ścianie prostopadłej nie 
jest prostopadła do podstawy dolnćj, a tem samćm jest 
pochyłą do podstawy górnej, a zatem większa od wy­
sokości prostokąta; przeto i summa ścian równole- 
głościanu pocłiyłego jest większa od summy ścian 
prostego.

I nawzajem: Oznaczam przez A i B dwa równo- 
ległościany prosty i pochyły, mające podstawy i po­
wierzchnie równe, a mam dowieść, że bryłowatość, 
czyli wysokość, równoległościanu prostego A, jest 
większa od bryłowatości równoległościanu pochyłe­
go B; na podstawie równoległościanu pochyłego B 
wystawiam równoległościan prosty C mający z nim
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równą wysokość, równoleglościan ton C jest równo­
ważny równoległościanowi B (455. Wn. 1), lecz po­
wierzchnia równoleglościanu G jest, podług poprze­
dzającego, mniejsza od powierzchni równoległościa- 
hu B, a tem samem i A, bo powierzchnie te są sobie 
równe; a że równoległościany A i C są oba proste, 
mają podstawy równe, a powierzchnia równoleglo- 
ścianu C, jako mniejsza od powierzchni równoległo- 
ścianu B, jest mniejsza i od powierzchni równoległo- 
ścianu A:—przeto i bryłowatośe równoleglościanu C 
jest mniejsza od bryłowatości równoleglościanu A, a 
tem samem i bryłowatośe równoleglościanu B mniej­
sza od bryłowatości równoleglościanu A.

Wn. Twierdzenie to ściąga się i do graniastosłu- 
pów.

480. Tw. Z równoleglościanów prostych, mają­
cych równą bryłowatośe i wysokość a tem samem i 
podstawy, ten który ma za podstawę kwadrat, ma 
n aj mniej sza powierzchnię.

Powierzchnie boczne równoleglościanów prostych, 
mających wysokości równe, są w stosunku obwodów 
podstaw, a że z równoległoboków równoważnych 
kwadrat ma najmniejszy obwód (301. Wn. 2), przeto 
i powierzchnia boczna równoleglościanu prostego ma­
jącego kwadrat za podstawę, jest najmniejsza.

481. Tw. Z równoleglościanów prostych mają­
cych jednakową wysokość i powierzchnię ten jest 
największy który ma za podstawę kwadrat.

Z równoleglościanów prostych A i B jednakowej 
wysokości i powierzchni, pierwszy ma za podstawę
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kwadrat, drugi jakikolwiek inny równoległobok. Wy­
stawiam równoległościan C mający za podstawę kwa 
drat równoważny podstawie równoległościanu B, a 
za wysokość, wysokość tego równoległościanu, to: 
równoległościany B i C są równoważne(455. Wn.l), 
powierzchnia równoległościanu C jest mniejsza od 
powierzchni równoległościanu B (4S0), a tem samem 
od powierzchni równoległościanu A:— lecz równole­
głościany A i C oba mają za podstawę kwadraty i wy­
sokości równe: przeto podstawa, a tem samem bryło­
watość równoległościanu A, większa od podstawy ró- 
wnoleglościanu C. bo bez teg<» i pow. boczna niemo- 
głąby być większą: a zatem bryłowatość równoległo­
ścianu A większa jest i od bryłowatości równoległo­
ścianu B równego C.

482. Tw. gł. Z równoległo ścianom mających ró- 
wną bryłowatość, sześcian ma najmniejszą powierz­
chnię; i nawzajem, z równo/eglościa?iow mających 
równą powierzchnię, sześcian ma największą bryło­
wa to ść.

Każda ściana równoległościanu, mającego naj­
mniejszą powierzchnię, przy danej bryłowatości, dla 
tego jest kwadratem, bo gdyby nim nie była która­
kolwiek ze ścian to wziąwszy ją za podslawrę, równo- 
leglościan mający za podstawę kwadrat równoważny 
tej ścianie, a wysokość równą z pierwszym równole- 
głościanem, byłby z nim równoważny i miałby mniej­
szą powierzchnię (480). Odwrotna własność dowo­
dzi się tak samo, tylko opiera się na No 4SI.

4S3. Tw. Z graniastosłnpów prostych mających 
podstawy równoważne, a wysokości równe, ten ma 

Solidom. Księga II. 23

www.rcin.org.pl



178

najmniejszą powierzchnię, którego podstawa ma bo­
ki równe.

Powierzchnie boczne graniastoslupó w prostych je­
dnakowej wysokości są w stosunku obwodu podstaw 
lecz wielokąt równoboczny ma obwód mniejszy od 
równoważnego mu nie równobocznego (29S.Wn.3), 
przeto i powierzchnia boczna graniastoslupa mające­
go len wielokąt za podstawę, jest mniejszy od po­
wierzchni bocznej innego graniastoslupa.

Uw. Podobnie dowiedlibyśmy że: a) z graniasto- 
slupów prostych jednakowej wysokości, mających 
podstawy równoważne o jednakowej liczbie boków, 
mającą podstawę foremną ma najmniejszą powierz­
chnie (301. Wn. 2); b ) z mających zaś podstawy 
będące wielokątami foręmnemi, ten ma mniejszą po­
wierzchnie którego wielokąt ma większą liozbę bo­
ków (301. Wn. 2).

4S4. Tw. Powierzchnia walca prostego jest, naj­
mniejszą z powierzchni grania stoslupów prostych, 
mających z nim równą wysokość i podstawy równo­
ważne.

Powierzchnie boczne graniastosłupów prostych i 
walców mających równe wysokości, są w stosunku 
obwodu podstaw, y że obwód koła jest najmniejszy 
z obwodów wielokątów jemu równoważnych, przeto 
i pow. boczna walca prostego jest najmniejszą z po­
wierzchni i t. d.

485. Tw. Pomiędzy graniastosłupami prostcmi, 
jednakowej wysokości powierzchni i liczby ścian, 
mający podstawę foremną , ma największą objętość.
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Oznaczam przez A graniastoslup z podstawą fore­
mną, przez B granias. z podstawą nieloremną. Wy­
stawiam graniastoslup C mający z granias. B podsta­
wy równoważne o jednakowej liczbie boków i ró- 
wnćj z nim wysokości: to graniastoslup C ma mniej­
szą powierzchnię od gran. B, a tem samem i od gran. 
A. Lecz graniastosłupy A i C mają za podstawy wie­
lokąty foremne o jednej liczbie boków; przeto, jeśli 
powierzchnia gran. C jest mniejsza od powierzchni 
grn, A, to i bryłowatość A jest większa od bryłowa- 
tości grn. C:—~a tem samem od granias. b. z nim ró­
wnoważnego.

Wn. 1. Z p o między graniastosłupów prostych je­
dnakowej wysokości, powierzchni i podstaw forem­
nych, ten ma największą bryłowatość, w którego 
podstawie jest najwięcej boków, —  co się podobnie 
dowodzi jak twierdzenie.

Wn. 2. Walec prosty ma większą bryłowatość od 
jakiegokolwiek bądź graniastoslupa jednej z nim 
wysokości i powierzchni równej.

48d. Tw. Bryłowatość graniastoslupa prostego 
opisanego na takimie walcu, tak się ma do bryłowa- 
lości tegoż watra, jak cala powierzchnia graniasto- 
słupa, do całej powierzchni walca.

Bryłowatość walca i graniastoslupa opisanego ma­
ją się w stosunku ich podstaw, gdyż wysokości są 
jednakowe, zaś podstawy są w stosunku obwodów, 
albowiem promienie są jednakowe: a zatem i bryło- 
watości są w stosunku obwodów.

Powierzchnia krzywa walca i boczna graniastosłu* 
pa mają się jak obwody podstaw, lecz i powierzchnie
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podstaw są w tymże stosuku: przeto cała powierz­
chnia walca i graniastosłupa są w stosunku obwodu 
podstaw. Zatem stosunki bryłowalości i całych po­
wierzchni walca prostego i graniastosłupa opisanego 
na nim, są równe stosunkowi obwodów podstaw tych­
że ciał. Przeto te stosunki są równe.

487. Tw. Pomiędzy walcami proslemi jednakowej 
całej powierzchni, len którego wysokość równa jest 
średnicy podstawy,ma największą objętość. I przeci­
wnie.’ Pomiędzy walcami proslemi rownemi, ten któ­
rego wysokość równa się średnicy podstawy, ma ca­
la powierzchnię najmniejszą.

l u Jeśli walce proste opiszemy równołegłościanami 
prostego mającemi podstawy kwadratowe, to stosu­
nek bryłowalości walca równoległościanu na nim 
opisanego, równa się stosunkowi ich powierzchni lub 
też stosunkowi obwodów podstaw, t. j. stosunkowi 
kwTadralu opisanego na okręgu koła, do tegoż okrę­
gu, który to stosunek jest stały.

Dla lego, walec będzie największy kiedy będzie 
wpisany w największy równoległościan. Objętość 
równoległościanu jest największa, jeśli on jest sze­
ścianem, Io jest jeśli jego wysokość równa się śre­
dnicy podstawy walca weń wpisanego zatem objętość 
walca prostego, danej całej powierzchni jest nąjwię- 
ksza, kiedy walec może być wpisanym w sześcian.

2. Odwrotnie. Jeśli dana jest objętość walca, i ró­
wnoległościanu na nim opisanego: to stosunek po­
wierzchni tych ciał jest stały. Dla tego cała powierz­
chnia walca prostego będzie najmniejszą, kiedy cala 
powierzchnia równoległościanu będzie najmniejszą,
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lo jel, kiedy równoleglośoian będzie sześcianem: I 
tak więc znowu wysokość walca będzie równa śre­
dnicy jego podstawy.

4S8. Iw. Z ostrosłupów trójkątnych prostych, 
(fig 342.) jednakowej wysokości i podstaw równo­
ważnych, mający trójkąt foremny za podstawę, ma 
n aj m n ie/szą po w ierzch n tę.

Oznaczam przez A ostrosłup mający za podstawę 
trójkąt foremny, przez B mający za podstawę trój U. 
nieforemny,— obwód pierwszego przez o, drugiego 
przez O; promień kola wpisanego przez K i r, wyso­
kość trójkątów służących za ściany, A\ i w.

Środki kól wpisanych są spodkami wysokości; po­
wierzchnia każdej podstawy równa się obwodowi 
przez połowę promienia, l. j.!/>o.B —%(). zkądmO
r: H, czyli że obwody są w stosunku odwrotnym pro­
mieni. (4dyby powierzchnie boczne tych ostrosłupów 
były sobie równe, to o. \V— (). w. a z ląd o: O — 
w: W; lecz o: O =zr: U, przeto i w: W =  r: B. W tej 
proporcyi wyraz W jest za mały, gdyż tylko linie ró- 
równolegle dzielą się na części proporcyonalne, za­
tem, wtedy tylko powierzcłinia boczna o. W ostrosłu­
pa mającego trójkąt foremny za podstawę, równałaby 
się powierzchni bocznej ostrosłupa nie mającego trój­
kąta foremnego za podstawę, gdyby W równało się 
równoległej W ; lecz że W jest mniejsze od W’, lo 
powierzchnia ta jest mniejsza od powierzchni ostro­
słupa niemającego trójkąta foremnego za podstawę.

480. Tw. Z ostrosłupów trójkątnych jednakowej 
bryłowalości, foremny ma najmniejszą powierzchnię.

Bo gdyby ostrosłup mający najmniejszą powierz­
chnię, nie miał za ścianę trójkąta foremnego, to ostro­
słup mający z nim tęż samą wysokość, a za ściany 
trójkąt foremny miałby niniejszą powierzchnię.
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490. Tm. Z ostrosłupów równej wysokości i pod- 
.staiv równoważnych foremnych, ten ma mniejszą po­
wierzchnię, który ma większą liczbą boków.

Dowodzenie jak Tw. 488.
Wn. A zatem ostrokrąg ma najmniejszą powierz­

chnię ae wszystkich ostrosłupów równej wysokości i 
podstaw równoważnych.

U w. gl. Podobnie jak w Planimetryi powierzchnie 
tak tu każda bryła da się zamienić, za pomocą płasz­
czyzn symeiryi, na inną mającą z nią równą bryłowa- 
tość, lecz mniejszą powierzchnię. Zamiana ta tem 
jest prędsza, im płaszczyzny symetryi bliżej rozdzie­
lają kąty na dwie równe części, przecinają się w środ­
ku i co do wielkości zbliżają się do siebie: a zatem, 
im ciało ma więcej płaszczyzn symetryi, tem ma po­
wierzchnię mniejszą; jakoż wszystkie bryły foremne 
mają mniejszą powierzchnię od brył nieforemnyeh, 
mających z niemi jednakową liczbę ścian i równą ob­
jętość. A że kula ma dowolną liczbę osi symetryi, 
przeto ma najmniejszą powierzchnię ze wszystkich 
ciał jednakowej z nią objętości;—i nawzajem.

Chcących bliżej poznać ten przedmiot odsyłam 
głównie do dzieła Szymona Lhuiliera pod tyłułeni: 
De relatione mutua eapucil. et terminor. figurnrinn 
geometrie considerata. Yarsa. i 782. i do rozprawy 
Von Steinera — Kinfache Heweise der isoperimelri- 
scheri Hauptsal/e— W' piśmie czasowem. IWalhemali- 
sełte Abhandl. der Kon. Akad. der Wissen. zu Berlin 
z roku 1836.

K O N IE C .

!’ It Z Y P I S E Ii
Przy wykładzie można opuścić Nra: 432, 353. W o. 2 i 4, 

361, 363, 365 i 6, 402. Tam gdzie się nie wykłada trygono- 
melrya kulista można opuścić Nra 406 do 407, nadto Rozdział: 
o 'połączeniu powierzchni krzywych z krzywe/ni Zwńleanicj 
s Lar oj metody opuszczają Nra: 425, 0, 7, i 8, i 430 wraz 
z wnioskami. 0  podobieństwie trzymający się dawnego sysle- 
matu wyłożą podług niego, chociaż go nie umieszczam.
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