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PRZEDMOWA,

Na wspotdziataniu zdolnosci teoretycznej i pra-
ktycznej, na polaczeniu tych dwoch kierunkow,
opiera si¢ postep kazdej umiejetnosci, zatem ideo-
metryi. Umyst badajacy oczyszcza i przeswietla
metny chaos faktéw i wlasng mocg wykrywa no-
we prawdy,—a powszechne koniecznoscig kiero-
wane prace, skrzetne kombinacye praktycznego
cztowieka, wskazujg nowe widoki tam, gdzie ogra-
niczone warunki myslacej indywidualnosci siggac
nie pozwalaja. Na pracach takg podwdjng splo-
dzonych droga, powstaje system wszechstronny,
stapiajacy w pewnym momencie cato$¢ prawdy,
w ktérym nauka staje si¢ peing i praktyczng, a
empirya rozumng i konieczng.

Do utworzenia takiego systematu w Jemnetryi
dazy tcm. O ile wymaganiu zatozonemu uczynitem
zado$¢, Swiatly czytelnik oceni; uwazam wszakze
stosow nem wskaza¢ na te pjinkta, ktére mi si¢ zda-
waly] stanowi¢ wtasno$¢ i zastuge mego pogladu.

Przedewszystkiem, w rozwijaniu pojec jeome-
rrycznych, staralem si¢ zachowa¢é nieprzerwany at
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jednostajny ciag i apodyktyczne nastgpstwo my-
$li, mianowicie w szczeg6lnych traktatach nauki,
nie cofatlem si¢. do ulubionego punktu wyjscia:
wilasnosci trojkatow, ale rozpoczynajac catosé
od prawd oczywistych, z nich i z poznanych juz
wlasnosci tigur, wyprowadzitem nowe prawdy.
Stusznie bowiem pow iedzial Kant, ze jesli dladoj-
$cia do celu potrzeba bedzie czgsto wraca¢ do pun-
ktu, od ktéregosSmy zaczgli, zeby nowa przedsig-
wzigé droge, to z tego mozna wnosié, ze nauka da-
leka jest od drogi pewmej, ktérej szuka tylko po oma-
cku, ale jej nie znajduje; jednem stowem ze nie ma
nauki; a przedewszystkiem o nauke idzie, o pra-
wulg nie o0 uzytek. W pracy mej niechciatem si¢ po-
chtonac jednostronnie pojetym pedagogicznym ce-
lem: poczynienia utatwien dla uczacych si¢,—zwy-
kle bowiem takie ulatwienia dziejg si¢ nie inaczej
jak kosztem nauki samej; kosztem myslacej i two-
rzacej zdolnosci uczacego si¢; nauka zamieniasie
w aggregat faktow, dogodnie zastosowanych dla
pamieci, w kupe wmlng catosci i zwigzku; przy-
czem nawet wuizny pedagogiczny cel: wszech-
stronnego rozwinigcia wladz poznawania, nalezy-
cie osiggnictym by¢ nie moze. To jest wreszcie
najlatwiejsze, co najlogiczniejsze, najprostsze.
Tak tedy, podtug najlepszej wiedzy mojej, urza-
dzitem czcigodny budynek przeszlosci; wazniejsze



zmiany wzgledem zwyklego rzeczy traktowania,
zawieraja si¢ w traktatach: odwoch liniach prostych
lezacych na ptaszczyznie, o réwnosci, podobien-
stwie i syinetryczno$ci figur, tudziez o zaleznosci
wielkosci figur rownoobwodowych do ich ksztattu.

Dotaczone, odpowiednio rozwini¢ciu teoryi, za-
gadnienia i zastosowania, objasniajac prawdy po-
dane i wskazujac sposéb w jaki one stosowanemi
by¢ winny,dopetniaja catosci nauki i mojej ksigzki.

Przez taczne objecie tak zasad jak i zastosowan,
mianowicie: traktujgc Jeometry¢ elementarng juz
jako izagogike Jeometryi wyzszej, juz jako nau-
k¢ pomocniczg w Matematyce stosowanej, tudziez
przewodniczaca w rzemiostach; a przeto odpowie-
dnio wymaganiom tak realnego jak i ogdélnego u-
ksztaicenia, zatem rownie wlasciwa dla szkol re-
alnych, jako i filologicznych (opuszczajac tylko
w ostatnich zastosowania), sadzilem ze zadosyc¢
czyni¢ wymaganiom teoretycznym i praktycznym
potrzebom.

Oddaje prace mojg pod bezstronny sad publi-
czny w przekonaniu, ze w dzisiejszym stanie lite-
raturymatematycznej krajowej, nie b¢dzie ona bez
pozytku, gotow zawsze stangé w zapasy za prze-
konanie, dobra wiarg i pracag bez uprzedzen zdo-
byte, a podda¢ si¢ wszechstronniejszemu, jakie

w rozwoju nauki jest konieczne.



WSTEP

I.  Wszystko co dziala na nasze zmysly zowie si¢
cialem.

Ciala mogg by¢ uwazane pod trzema wzglgdami:

a) pod wzgledem ksztaltu, moga by¢ kuliste, Wie
loscienne i t. p.

0) pod wzgledem wielkosci,—moga by¢ rowne,al-
bo jedno wigksze od drugiego;

t) pod wzgledem jakos¢i, czyli sktadu wewnetrz-
nego;—moga by¢ ztozone z jednakowej, lub tez
niejednakowej materyi.

Dwa jakiekolwiek ciata jednakowego ksztaltu, mo-
ga si¢ rozni¢ wielko$cig;,—jednakowego ksztattu i
wielko$ci, moga si¢ r6zni¢ co do jako$ci;— majace
za$ wszystkie trzy wlasnosci jednakowe, zupetnie nie
ro6znig si¢ od siebie lak, ze jedno za drugie moze by¢
wzigtem;—przeto te trzy wlasnoSci wyczerpuja zu-
pelnie ist"le ciala; i dla (ego ciala moga by¢ uwazane
tylko pod temi trzema wzgledami.

II. Jezeli wezmiemy za przedmiot poznania na-
szego ksztalt i wielko$¢ cial, to do ich poznania nie
mozemy doj$¢, za pomoca rozwazania sarnychze ciat,
po-lsze, z przyczyny nieograniczonej ich liczby; po-
2gie, ze codzienne potrzeby zycia wymagaja nadawa-




nig ciatlom ciaggle odmiennego ksztattu, stosownie do
celn na jaki sq przeznaczone: a w tym wzgledzie ist-
nigjace ciata nie nastr¢czaja przyktadu.

IlI. Zastanowiwszy si¢ nad jakimkolwiek ciatem,
widzimy Ze ono ma granice oddzielajace je od innych
cial, i te granice zowia si¢ powierzchniami. Krawg-
dzie czyli przecigcia si¢ tych powierzchni, zowig si¢
liniami. Krawedzie czyli linie, ograniczaja si¢ przez
spotkaniesi¢ zdrugiemi liniami lub tez powierzchnia-
mi: granice za$ ke zowia si¢ punktami. Zlad wynika:
ze powierzchnia, jest granicg ciata; linia, powierzchni;
punkt za$, granicg linii.

Powierzchnia przecinajac (dato, przecina zarazem
niektére z ograniczajacych je powierzchni z icn kra-
wedziami; tym sposobem na powierzchniach tworza
si¢ linie, a na liniach, punkla. Lecz podzielnos¢ jest
gtowng wilasnoscia ciatl, przeto na powierzchni mo-
zna poprowadzi¢ dowolng liczbe linii; na linii Za$,
wzig¢ mozna dowolng liczb¢ punktow.

W kazdem miejscu powierzchni, mozna poprowa-
dzi¢ przecinajace si¢ linie, ich przecigcie si¢ zowie
si¢ punktem: i dla lego kazde miejsce powierzchni
zow ie si¢ punktem.

IV. Niema nawet dwoch cial majacych ksztalt zu-
petnie jednakowy, jednak wiole jest ciat co do ksztal-
tu do siebie podobnych: jak kuliste, graniaste i t. p.
Dla oznaczenia tego podobienstwa, a tern samem i sa-
mego ksztaltu cial, potrzeba przyja¢ za staly taki
ksztalt, do ktorego najbardziej zbliza si¢ ksztatt ciat
podobnych do siebie; taki to ksztalt jest cialem wyo-
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brazalnem czyli jeometrycznem. [ tak: w ciatach ku.
listycli spostrzegamy, ze réznica mi¢dzy odlegloscia-
mi punktéow ich powierzchni od punktu wewnatrz
wzietego w jednych jest wigksza, anizeli w drugich,
i dla tego za staly przyjmujemy taki ksztalt, w ktorym
te odleglosci sg jednakowe, i ktory to zowie si¢ kulg.
Zadne cialo nie ma takiego ksztattu, lecz tylko ksztatt
icli zbliza si¢ do kuli. Podobnym sposobem docho-
dzimy do pojecia innych jeometrycznych ciat czyli

V. Roéznica migdzy bryla a cialem jest ta, ze pier-
wsza jako wyobrazalna «) niema jakosci czyli skta-
du wewngetrznego, a przeto moze by¢ tylko uwazana
pod wzgledem ksztaltu i wielkosci; b) ze ona bez
przerwy moze si¢ powigksza¢ i zmniejszaé, ciata zas
choc¢by si¢ i zmniejszaty z powodu dzielenia, to w tein
zmniejszaniu si¢ zawsze sg przerwy.

VI. Powigkszanie si¢ i zmniejszanie bryl nie ma
granic. Stopniowe powickszanie si¢ bryl doprowa-
dza nas do pojecia przestrzeni, stopniowe za$ zmniej-
szanie si¢ do pojecia punktu. Przestrzen i punkt ma-
ja ksztalt nieoznaczony, czyli sg bezksztattne, gdyz do
ich pojecia przychodzimy z rozwazania jakiejkolwiek
bryty; pod wzgledem za$ wielkosci: przestrzen jest
nieskonczenie wielka, punkt za$ nieskonczenie matym,
dla tego, ze pierwsza jest wigksza, a drugi mniej-
szym, od wszelkiej ograniczonej wielkosci.

VII. Ograniczenia ciata zowig si¢ powierzchnia,
linig, punktem (1'l), z tego powodu i granica bryly
zowie si¢ takze powierzchnig, granica lej powierz-
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chni linia, granica linii punkiem. One sa tylko wyo-
brazalne, i razem z bryla moga si¢ powigkszaé lub
zmniejszaé, ograniczenia za§ ciatla podpadaja pod
zmysly, i tak jak samo &alo ani powigksza¢ sig, ani
zmniejsza¢ nie moga.

VII. W bryle, podobnie jak w ciele, mozna po-
prowadzi¢ dowolng liczbe powierzchni, ktére zrodza
na powierzchniach bryty dowolna liczbe linii, za§ na
liniach taka sama liczbe punktéw (III); i dla tego bry-
f¢ mozna uwazaé, za powierzchnie; powierzchnig, za
linie; lini¢ za punktu,—bez przerwy po sobie nastepu-
jace. Z tego,to powodu tworzenie si¢ tych wielkosci
przedstawiamy w nast¢pujacy sposob:

Droga przez punkt przebiezona, jako szereg pun-
ktow' bez przerwy idacych, zowie si¢ liniag. Dla lej
sam¢j przyczyny droga przebiezona przez lini¢ zowie
si¢ powierzchnig” przebiezona za$ przez powierzchnie,
bryla.

* ¢ .

IX. Linia jako nieprzerwany szereg punktow jest
tylko wyobrazalng. Pojecie o niej powinno by¢ ozna-
czone, inaczej bowiem nie moglibySmy wykry¢ szcze-
gblnych jej wlasnosci. Linia w mys$li wtenczas tylko
jest oznaczong, gdy przedstawimy sobie tworzace jg
punkta jako majace jedng gtowna wlasnosé. Z tego to
powodu linie, pod wzgledem ksztattu, sq to punktu bez
przerwy po sobie idgce, mujuce jednakowg witasnosé
glfowng. np. linia prosta, jest to szereg nieprzerwany
punktow jednakowo potozonych ze wszystkich stron,

2
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wzgledem dwoch jakichkolwiek jej punktéw. Dla
tej samej przyczyny pod wzgledem ksztattu powie-
rzchnie sq to linie bez przerwy po sobie idgce, majg-
ce jedng wlasnos¢ wspdlng', np. plaszczyzny, sa to
linie proste bez przerwy po sobie idace, przecinajace
si¢ z dwoma zbiegajacerni si¢ prostemi. Bryty, sqto
powierzchnie ograniczone, bez przerwy po sobie idg-
ce, majgce gtowng wiasnos¢ wspolng. Powierzchnie
tworzace bryle dlatego sg ograniczone, gdyz inaczej
otrzymaliby$Smy pojecie bryly nieograniczonej, czyli
przestrzeni.
U

¢ ¥

X. Ze sposobu tworzenia si¢ wielkosci przestrzen-
nych, otrzymalismy ich wlasno$ci $ciaggajace si¢ do
ksztalttu; wilasnosci za$ co do ich wielkosSci sa:

1) Pod wzglgdem wielko$ci punkt jest nieskoncze-
nie maty (VI), a tern samem nie moze by¢é zmierzo-
nym; i dlatego linia, jako droga przez punkt przebie-
zona ma tylko jeden wymiar, zalezacy od wielko$ci
drogi przebiezonej, zwanej diugoscig. Dla zmierze-
nia linii trzeba tylko zmierzy¢ j¢j dlugosc¢; i dla tego
dhugos¢ zowie si¢ wymiarem linii — /inia zas, wielko-
Scig przestrzenng jednowymiarowq-, czyli rozcigglo-
Scig uwazang pod jednym wymiarem diugosci.

2) Wielko$¢ i stosunek powierzchni, jako drogi
przebiezongéj przez linig, zalezy tylko od diugosci tej
linii, zowigcej si¢ w tym razie diugoscig powierzchni,
—1 od odlegtosci, na ktérg ona oddalita si¢ od pier-
wiastkowego swego potozenia. Odlegloscia mierzy si¢
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linig zwana szerokoscig powierzchni. Ztad wynika ze:
1) powierzchnie, majace rowne dhugosci i szerokosci,
sg sobie rowne; 2) przy rownych dlugos$ciach, jedna
powierzchnia tyle razy jest wicksza od drugiéj, ile razy
szeroko$¢ pierwszej, jest wicksza od szerokosci dru-
giej powierzchni, czyli powierzchnie te sg w stosunku
szeroko$ci—i nawzajem powierzchnie majace rowne
szerokos$ci, majg si¢ do siebiec w stosunku dtugosci;
3) w ogoélnosci za§ powierzchnie maja si¢ do siebie
jak iloczyny z dtugosci przez szerokosé; czyli jedna
powierzchnia tyle razy zawiera si¢ w drugiej powierz-
chni; ile razy iloczyn z dtugosci, przez szerokos¢ pier-
wszej, zawiera si¢ w podobnym iloczynie drugi¢j po-
wierzchni. Za jedno$¢ do mierzenia powierzchni za-
zwyczaj przyjmujemy taka powierzchnig, ktor¢j diu-
g0$¢ i szeroko$¢, rownaja si¢ jednosSci przyjetdj za
jedno$¢ do mierzenia linii; iloczyn wigc z liczebnej
warto$ci z dlugosci przez szeroko$¢, dla powierzchni
przyjetej za jednos¢, réwna si¢ takze jednosci licze-
bnej: przeto jedno$¢ powierzchni tyle razy zawiera
si¢ W mierzonej powierzchni, ile zawiera jednosci ilo-
czyn z liczebnej wartosci diugosci, przez szerokosc
mierzonej powierzchni. Zlad wynika, ze dla mierze-
nia powierzchni, mierzymy tylko jej dtugos¢ i szero-
kos¢, ktore z tego powodu zowia si¢ wymiarami po-
wierzchni,—powierzchnie zas nazywamy wielkoscig
przestrzenng dwuwymiarowq} czyli rozciggloscig w-
waiarig pod dwoma wymiarami, diugosci i szerokosci.

3) Wielko$¢ i stosunek bryt zalezy od tworzacdj
ograniczonej powierzchni, przeto od j¢j dlugosci i



szeroko$ci, zowigcycb si¢ w tym przypadku dfugo-
sciq i szerokoscig bryly, i od odlegtosci, na ktorg
oddalita si¢ ta powierzchnia, od pierwotnego swego
potozenia, mierzonej linia zwana wysokosciq, gru-
boscig, albo glebokoscig bryty. Powierzchnia przeto
tworzaca, wzgledem bryly takie zajmuje miejsce, ja-
kie, tworzaca linia, wzgledem powierzchni; a zatem
bryly I) majace powierzchnie i wysokosci rowne,
majg wiclko$¢ jednakowa; 2) majace powierzchnie
rowne, maja si¢ do siebie jak wysokoS$ci; i nawzajem
majace wysokosci réwne, maja si¢ d< siebie jak two-
rzace powierzchnie; 3) w ogolnosci za§ s3 w sto-
sunku iloczynow z podstaw, przez wysokosci, czyli;
jedna bryla tyle razy zawiera si¢ w drugiej, ile razy
iloczyn z liczebnej wartosci dlugosci, szerokosci i
wysokosci pierwsz¢j, zawiera si¢ w podobnym ilo-
czynie drugiej bryty. Dla mierzenia bryt zazwyczaj
przyjmujemy za jednos$¢ taka brylte, ktorej dtugosé,
wysokos$¢ i szeroko$¢ rownaja si¢ jednosci przyjetej
do mierzenia linii: iloczyn wiec z liczebnej wartosci
dhugosci, szerokos$ci i wysokosci dla téj jednosci bryt,
rowna si¢ liczebnej jednosci; a zatem jednos$¢ bryl, ty-
je razy zawiera si¢ w mierzonej bryle, ile jedno$ci za-
wiera w sobie iloczyn z liczebnej wartosci dtugosci,
szerokosci i wysokosci lej bryly. Z tego to powodu
dla zmierzenia bryly, mierzymy jej dtugo$¢, szerokosé,
j wysokos¢, ktore dla tego, zowig si¢ wymiarami bryty;
bryla zas wielkoscig przestrzenng trzechwymiarowgq.’,
czyli., rozcigglosciq uwazang pod trzema wymiarami
dtugosci, szerokosci i wysokosci.
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XI. Wtiasnosci kszlatlu i wielkosci linii, powierz-
chni i bryt, jako zlewajace si¢ w tych ilo$ciach, zaleza
jedne od drugich—i lak: linia pod wzgledem ksztal-
tu, jest nieprzerwanym szeregiem punktow majacych
jednakowa wilasno$¢ (IX); pod wzgledem wielkosci,
moze by¢ wyobrazang jako nieskonczona (VII): lecz
lini¢ wtedy ty Iko mozna wyobrazi¢ jako nieskonczenie
wielka, gdy oprécz jej punktow majacych jednakowa
wlasnosé, niema innych punktéw majacych te sama
wlasno$¢; w przeciwnym razie chocbysmy pod wzgle-
dem wielkosci, wyobrazili liniag wigkszg od wszelkiej
oznaczonej dhlugosci, to z przyczyny niezupetnosci
ksztatt u.punkta nielezace na tej linii, lecz majace z pun-
ktami lej linii jednakowg wtasno$¢, utworzylyby takze
linie, bedaca przedluzeniem pierwszej, uwazanej za
nieskonczenie wielka; a ktora w tym razie niebylaby
taka, jako mniejsza od tej, ktorg mozemy wyobrazic.
Linia wiec niezawierajgca wszystkich punktow maja-
cych jednakowa wtasnos$é, nie moze powigkszy¢ si¢ do
nieskonczonosci—a przeto nie bylaby jeomelryczna.
Ztad wynika, ze linia jest to nieprzerwany szereg
wszystkich punktow, majqcych jednakowqg wiasnosé
wspolng, linia za$§ niezawierajaca wszystkich punktow,
jest tylko czescig czyli odcinkiem Unii np. luk. Z lego
to powodu linia moze by¢ ztozong z dwoch oddziel-
nych czgéci: czyli moze mie¢ odnogi, ktorych punkta
maja jednakowa wilasnos¢.—Tosi¢ odnosi rownie do
powierzchni i do bryly.

XII.Poznawszy wlasnos$ci linii, powierzchni i bry.
ly. odnoszace si¢ tak co do ksztattu, jako tez i wielko-
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sci widzimy ze 1) linia jest to szereg nieprzerwany
wszystkich punktow jednakowej wiasnosci, majgcy
Jjeden tylko wymiar;, 2) powierzchnia jest nieprzer-
wany szereg wszystkich linii jednakowej wiasnosci,
majgcy dwa wymiary, 3) Bryla jest, nieprzerwany
szereg ograniczonych powierzchni jednakowej wila-
snosci, majgcy trzy wymiary.

% i %

XIIl. Jeometrya jest nauka majgca za przedmiot
poznanie ilosci przestrzennych', linii, powierzchni i
bryly, pod wzgledem ich ksztattu i wielkosci.

XIV. Zalezno$¢ wielko$ci przestrzennych wskazu-
je nam droge, ktoéra powinnis$my postepowac dla po-
znania ich wilasnosci. | tak: widzielisSmy 1) ze od
ksztattu czyli sposobu tworzenia si¢ zalezy wielko$¢
ilodci przestrzennych; 2) ksztalt i wielkos¢ powie-
rzchni zalezy od linii; ksztalt i wielko$¢ bryt zalezy od
ograniczonych powierzchni; przeto powinniSmy roz-
wija¢ dla kazdej z iloéci przestrzennych 1) naprzod
wlasnosci ksztaltu, a potem wielko$ci; —2) naprzéd
poznaé te wilasnosci linii, potem powierzchni, a na
koncu bryl, z czego si¢ tworza trzy czeséci Jeometryi:
a) Nauka, o liniach, Liniomctrya; b/ nauka o powie-
rzchniach, Planimetr)a, i c¢) nauka o brylach czyli
Solidometrya.

XV. Zasady Jeometryi czyli Elementarna Jeome-
tria ma za przedmiot;

I) W Linioinetryi lini¢ prosta i okrag kota t.j.
nieprzerwany szereg wszystkich punktéw lezacych
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na plaszczyznie w jednakow¢j odleglosci od punktu
tej plaszczyzny zwanego $rodkiem kota.—Lecz ze te
linie leza na plaszczyznie, za§ same lub ich potacze-
nia ograniczaja plaszczyzne, ktorej wielkos¢ i ksztalt
zalezy od tych linrtii;— przeto w Elementarnej Jeo-
metryi prosta, okrag kola i ich polagczenia uwazaja
si¢ na plaszczyznie, razem z wilasno$ciami ograniczo-
nej plaszczyzny, co stanowi jej czes¢ zwang Planime-
tryg;—2) w nauce o powierzchniach uwaza si¢ wiec
tylko takie powierzchnie, ktore si¢ tworzg linig prostg
i okregiem kota i nie przedstawiaja linij nie wchodza-
cych w zakres lej nauki, a zatem tylko powierzchni¢
a) plaska, b) walca tj. szereg prostych rownole-
glych, przecinajgcych si¢ z dwoma rownemi i rowno-
leglemi okregami', c) ostrokregu t.j. szereg prostych
wychodzgcych zjednego punktu, przecinajgcych sig
z okregiem.', dj kuli t.j. miejsce rownych oki egow,
majgcych wspolny srodek. | ich potaczenia takie,
z ktorych wynikajg linie proste lub okregi.— Lecz
ksztatt i wielkos$¢ bryly czyli przestrzeni ograniczo-
nej powierzchniami, zalezy od ksztattu i wielkosci
tych powierzchni, a tern samem od wtasnosci ich
potaczen; przeto w Elementarnej Jecmetryi, wlasno-
$ci powierzchni i ich potaczen, wyktadaja si¢ razen;
z wlasno$ciami bryl, i to stanowi jej cze$¢ druga zwa-
ng Sobdometrig.
*

XVI. Stosownie do sposobu uwazania ilo$ci prze-
strzennych, lak Planimelrya, jako 16z i Solidometrya
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dzieli si¢ na dwie czgsci,—w pierwszej uwazajg si¢
wilasnosci co do ksztaltu, w drugiej zas co do wiel-
Kosci

CzesS¢ Isza

Ksiggi Iszej Planimelriji i Ksiegi Hej Solidoniebiji.

Jeometryczne wielko$ci naprzod uwazaé nalezy sa-
me w sobie czyli oddzielnie, i dla tego: Rozdziat t

«) w Planimelryi, linie: 1) prosta, 2) tamana ja-
ko zlozona z czedci linii prostej, i 3) okrag kotla.

b) w Solidometryi : powierzchnie 1) ptaska, 2)
walcowa, 3) ostrokregowa i 4) kulista.

Poznawszy wlasnosci kazdej z jeometryczn-ych
wielkosci , nastgpnie mozemy poznaé¢ wlasnosci ich
polaczen, i dla tego; Rozdzial ligi.

a) w Planimelryi: potaczenia linii prostych.

Linie lezace na ptaszczyznie, a nawet jakiekolwiek
linie mogg mie¢: 1) jeden tub kilka punktow wspol-
nych, i wtedy zowia si¢: a} przecinajatemi sig, /)
sbjczneini, gdy punkta przeciecia si¢ zlewaja sie w je-
den, tak ze w ogolnosci jedna linia lezy zewnatrz
drugiej. Linie styczne sa tylko szczegdlnym przy-
padkiem przecinajacych , przejscie za$ od przecina-
nia si¢ do styczno$ci przedstawia si¢ nam w ten spo-
sob: jesli przecinajaca obracasi¢ okoto jednego z pun-
ktow wspdlnych, to inne stopniowo zblizajg si¢ do
tego punktu i gdy jeden zleje si¢ z nim, wtedy prze-
cinajgca staje si¢ styczng. Gdyby linia nie przestata-
by si¢ obracal, to punkt przecigcia si¢ oddalatby si¢
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od punktu obrotu; i znowu linia bylaby przecinajaca.
Dla tego to przejscie z przecinania si¢ do przecinania
si¢ zowie si¢ styczno$cia; 2) moga nie mie¢ punktow
wspdlnych i wtedy zowig si¢: a) oddzielnemi, b) ro-
wnoleglemi. gdy punkta jednej linii sg jednakowo od-
dalone od linii drugiej®

Uwazajac linie lezace na plaszczyznie , zwracamy
uwage na zalezno$¢ od nich ograniczonej ptaszczy-
zny. | tak: jesli dwie proste przechodzg przez jeden
punkt, to one z dwoch tylko stron ograniczajg pta-
szczyzne, zowiaca sie kgtem. Przeto kat pod wzgle-
dem ksztattu, jest nachyleniem si¢ dwoch prostych
przecinajacych sig, pod wzglgdem za$ wielkosci jest
czescig nieograniczonej plaszczyzny. Prosta spoty-
kajac druga lini¢ prosta czyni z nig rowne lub tez nie-
rowne katy przylegte—i podlug tego zowie si¢ pro-
stopadtag lub pochyta.— Potozenie linii zalezy od ka-
tow, tak, ze potozenie dwoch prostych na plaszczy-
znie, oznacza si¢ za pomoca katéw, ktore one czy-
nig z przecinajaca je linig prosta czyli poprzeczng.
Proste-nieprzecina jace si¢ s3 wzgledem siebie réwno-
legle; przecinajace si¢ za$ tworza z poprzeczng trzy
odcinki, i trzy katy zawarte miedzy temi odcinkami;
te trzy odcinki rownie jak i ptaszczyzna zawarta mig-
dzy temi odcinkami zowig si¢ trojkatem, ktéry ma te
wlasno$¢, ze trzy z jego czgsci wyznaczaja wielko$¢
lub stosunek trzech innych. Z potaczenia przecina-
jacych sie z rownoleglemi wynika proporcyonalnoso
linii, z ktérej wynika wlasno$¢ ogdlnego potaczenia
prostych

3
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b) w Solidometryi potaczenie plaszczyzny J) z li-
niami prostemi, B) z plaszczyznami nieograniczaja-
cemi lub tez ograniczajacemi przestrzen.

Plaszczyzna jest miejscem linii prostych, przeto
wlasnosci polaczenia prostej z ptaszczyzna, zasadza-
ja si¢ na wlasnosciach potaczania linii prostych, tak,
ze warunki prostopadtosci, pochylosci, rownoleglo-
$ci prostej do plaszczyzny, sprowadzaja si¢ do wa-
runkéw odpowiednich polaczen linii prostych. Linia
pochyla czyni nieograniczong liczbe katow z proste-
mi tworzacemi plaszczyzng, przechodzacemi przez
spodek pochylej, z ktérych najmniejszy wyraza naj-
mniejsze, a tom samom prawdziwe nachylenie si¢ linii
do ptaszczyzny.

Dwie ptaszczyzny, podobnie jak linie moga byc
przecinajgce lub nieprzecinajgce si¢, prostopadte, po-
chyte, albo réwnolegte. Wzajemne ich potozenie za-
lezy od przestrzeni zawartéj miedzy dwoma przeci-
najacemi si¢ plaszczyznami, zwanej kgtem dwuscien
nym, kat ten pod wzgledem ksztattu jest nachyleniem
si¢ plaszczyzn, pod wzgledem wielkosci jest czeScia
nieograniczonej przestrzeni. Stosunek za$ tych ka-
tow rowna si¢ stosunkowi odpowiednich im katow
ptaskich.

Przestrzen ograniczona wigcej anizeli dwoma pta-
szczyznami przechodzacemi przez jeden punkt, zowie
si¢ kgtem brylowym. Uwazajac ten kat pod wzgle-
dem ksztattu, wyrazamy zalezno$¢ miedzy jego ka-
tami plaskiemi i dwusciennemij pod wzgledem za$
wielkosci, wyrazamy jaka czgScia catej nieograniczo-
nej przestrzeni jest przestrzen tego kata.
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Nakoniec uwazajac potaczenie ptaszczyzn ograni-
czajacych przestrzen, wskazujemy wlasnosci powie-
rzchni ograniczajacych bryly, a tern samem i bryly,
szczegoblniej co do ich tworzenia si¢, symetryi, fore-
mnosci.

Poznawszy wlasnosci potaczenia linii prostych i
plaszczyzn, pozosfaje wskaza¢ te wtasnosci dla po-
laczen linii prostéj z krzywemi t. j. okregami kot tu-
dziez ptaszczyzny z powierzchniami krzywemi, i dla
tego: Rozdziat IIL

a) w Planimetryi: polaczenie linii prostych i wie-
lokatow z okregami;

b) w Solidometryi: potaczenie ptaszczyzny z po-
wierzchniami walca, ostrokregu i kuli, przeto wta-
snosci trojkata i wielokata kulistego.

Poczém pozostaje tylko uwaza¢ wlasnosci pota-
czen linii krzywych z krzywemi, powierzchni krzy-
wych z takiemiz powierzchniami, i dla tego Rozd. IV.

«) w Planimetryi, polaczenie okregéw w ktorych
zwracamy uwage na punkta sprzezone z linig $rod-
koéw (centre de similitude directe et inverse), kola
potegowe (cercles radicaux), o$ i $rodek tych kot
(axe et centre radical), obopolne okregi (cercles re-
ciprogues) i t. p.

b) w Solidometryi: potaczenie krzywych powie-
rzchrti.

Czes 1L
Ksiegi Iszej Planimetryi i Ksiegi llej Solidometryi.

Wilasnosci plaszczyzn ograniczonych liniami i wia-
sno$ci bryt ograniczonych powierzchniami.
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Powierzchnie réwnie jak bryly, moga mie¢ jedna-
kowy ksztalt i wielkos¢, albo jednakowy ksztalt przy
roznej wielkosci t.j. przy jednakowym ksztalcie sto-
sunek linii taczacych odpowiednie punkta, moze by¢
rowny lub nieréwny jedno$ci;—podobnie figury uwa-
zane co do wielko$ci bez w?gledu, na ksztalt, moga by¢
rowne lub w pewnym stosunku;—i nakoniec przy ro-
wnej wielko$ci ograniczen, moga mie¢ w ielkos$¢ jedna-
kowa lub niejednakowa,—a ztad tak Planimetrya jako
tez i Solidometrya (Slereometrya) rozdziela si¢ na:

Rozd. 1. Rownosé.

Rozd. 1l. Podobienstwo.

Rozd. Ill. Réwnowaznosé i sfosuneh wielkosci.

Rozd. IV. Izoperymetrycznosé czyli rownoobwo-

dowosc.

XVII. Techniczne wyrazy uzywane w Jeometryi,
poznamy w ciagu t¢j nauki, gdyz tam poznamy tylko
wlasciwe ich znaczenie, tu za$ wylozymy $ciagajace si¢
do samego jej wyktadu:

1° Pewnik jest prawda przyjeta za oczywista, bez
Zadnego dowodzenia.

2° Twierdzenie jest to prawda stajaca si¢ wido-
czng za pomocg dowodzenia.

Twierdzenie sktada si¢ z dwoch czesci: z zalozenia,
tego co przypuszczamy, albo co wiemy ze tak jest;
i z wlasciwego twierdzenia, czyli lego, czego na mo-
cy zalozenia dowies¢ mamy. Tak, ze kazde twier-
dzenie da si¢ wyrazi¢ w ten sposob: Zakladam ze...,
a mam dowies¢ ze ...—

Odrézniamy w twierdzeniach nast¢pujace przypadki:
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a) Twierdzeniem odwrotnym nazywaé bedziemy
takie, w klérém za zlozenie stuzy to, co dowiedliSmy
w poprzedzajagcym twierdzeniu, a dowie§¢ mamy te-
go ¢ bylo zatozeniem,

b) Twierdzenie glowne, w ktorem dowodzimy gto-
wnej wlasnosci figury, a przeto takiej, na ktorej opie-
ra si¢ dowodzenie prawie wszystkich innych wtasno-
sci lego ksztattu.

.3° Czgsto dowodzac twierdzenia dowodzimy zara-
zem i innej wilasnosci lej figury, ktora dla proszcze-
nia twierdzenia nie byla w niem umieszczona. Te to
prawdy po twierdzeniu umieszczajg si¢ jako Wnioski.

Whioskiem zowie si¢ takze prawda, cliociaz nie
dowiedziona dowodzeniem twierdzenia, jednak bez-
posrednio z niego wyplywajaca.

4° Uwaga jest jakoby wnioskiem wynikajacym
z poréwnania kilku twierdzen.

5° Zagadnienie ma za przedmiot oznaczenie, za-
zwyczaj co do fornty, kilku ilo$ci nieznanych, za po-
moca rysunku , uskutecznionego na zasadzie prawd
jeometrycznych.

6° Zadanie ma za przedmiot oznaczenie, zazwy-
czaj co do wielkosci, jednej lub kilku ilosci niezna-
nych, za pomoca rachunku ; ono wigc nalezy tak do
Jeomelryi, jak i do Arytmetyki lub Algebry.

XVIII. Dowodzenia sg pigciorakie:

1° Zbiorowe (syntetyczne) ida od znanych do nie-
znanych, to jest: biorg w pomoc dowiedzione poprze-
dnio prawdy, lak, ze w koncu z nich wypadnie &
piiato by¢ dowiedzionemu Zasada tego dowodzenia



jest to: Zze z prawd wyprowadzone nastgpstwa same
sg prawdami.

Dowodzenia tego rodzaju przyprowadzajg droga ro-
zumowg do prawdy, a tym sposobem najbardziej uta-
twiajg tak przyswojenie dowodzenia, jako tez i samej
prawdy, czyniac ja dalszym rozwojem juz znanych—
s3 wigc najwlasciwsze w elementarnych naukach.

2° Rozbiorowe (analityczne) postepujg od niezna-
nych do znanych, tojest: uwazaja ze to, czego dowies¢
potrzeba jest rzeczywiscie prawda. Zasada tego do-
wodzenia jest to: ze tylko prawda do prawd prowa-
dzi. Dowodzenia tego rodzaju, wyprowadzaja pra-
wde w sposob oddzielny od poprzedzajacych, i dla
tego unika¢ ich potrzeba w elementarnej matematyce.

3° Przez przypuszczenie (apagogiczne) przypu-
szczamy ze to czego mamy dow ie$¢ jest nieprawda, i
na zasadzie prawd poprzedzajacych wywodzg si¢ na-
stepstwa, niezgodne z prawdami juz dowiedzionemi;
a zatem okazujemy, ze przypuszczenie nasze bylo fal-
szywe, a tern samém to co twierdzilismy jest prawda.
Zasada tego dowodzenia jest to: ze z falszu prawda
nie moze by¢ wyprowadzong.

4° Przez prawdopodobienstwo(indukcya). Z kilku
przypadkdéw, w ktorych twierdzenie pokazuje si¢ pra-
wdziwym, wnosi si¢ o wszystkich. Dowodzenia te-
go rodzaju, wiasnie dla tego ze tylko sa prawdopo-
dobne, nie maja matematycznej $cistosci. Nabieraja
jej dopiero, kiedy tak si¢ urzadzi dowodzenie, iz
w kazdym dowiedzionym pojedynczym przypadku,
lezy zaraz dowod nastepnego przypadku.

5° Przez przyblizenie (aproximacya), kiedy rézni-
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ca migdzy dwoma wielko$ciami jest mniejsza od do-
wolnie wzietej ilosci, wtedy one sg rowne. Dowo-
dzenia te miejsca mie¢ niepowinny w elementarnej
matematyce, gdyz zasada ich: Ze ilo$ci rdznigce si¢
o ilo$¢ nieskonczenie mata, t. j. mniejszag od wszel-
kiej dowolnej ilosci sa sobie rowne, dowodzi si¢ do-
piero w wyzszej matematyce.

XIX. Pewniki.

1) Kazda ilos¢ jest sobie sam¢j réwna.

2) Czg$¢ mniejsza jest od catosci, a catos¢ wig-
ksza od swojej czesci.

3) Cato$¢ jest rowna wszystkim czg¢sciom swoim.

4) Dwie iloéci roéwne trzeciej sg mi¢dzy sobg rowne.

5) Jezeli jedna ilo$¢ nie jest rowna drugiej, wtedy
jest od niej wigksza albo mniejsza.

6) Jesli ilos¢ ani jest mniejsza, ani wigksza od dru-
giej, wtedy musi jej by¢ rowna; kiedy linia prosta nie
moze pas¢ ani pod, ani nad linia, to padnie na ta linie.

7) Kiedy jedna ilo$¢ jest mniejsza od drugiej, a ta
mniejsza od trzeciéj, to pierwsza tém bardziej mniej-
sza jest od trzeciej; a tern samem jesli ilo$¢ trzecia
jest wieksza od drugiej,a druga wigksza od pierwszej,
to tern bardziej trzecia jest wigksza od pierwszej.

8) Jesli dwie iloSci sg sobie rowne, a jedna z nich
mniejsza lub wigksza od trzeciej to i druga jest taka
samg wzgledem trzeciej.

9) Dodajac ilosci wigksze do siebie i ilosci mniej-
sze do siebie, summa pierwszych bedzie wigksza od
summy drugich.

10) Gdy do ilosci réwnych dodamy lub odejmie-
my ilo$ci rowne, wypadki beda rowne.
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[T) Do dwbch ilosci réwnych dodawszy ilosci nie-
réwne, ta summa bedzie wigksza, gdzieSmy wigcoj
dodali, a ta mniejsza gdzieSmy mniej dodali —tudziez
od dwoch ilosci rownych, odjawszy czgsci nierowne,
tam zostanie wiecej gdzieSmy mniej odjeli, a lam mniej
gdziesmy wigcej odjeli,

XX. Znaki i skrocenia.

36. Znak-< pokazuje ze ilo$¢ przy wierzchotku
napisana jest mniejsza od napisanej przy rozwarto$ci.

Znak — pokazuje, ze iloéci z obu stron tego zna-
ku napisane sa rowne co do wielkosci.

T/o. znaczy T wierdzenie.

Tio. od. Twierdzenie odwrotne.
Tio. gt. Twierdzenie gléwne.
Wh. Whniosek.

Uw. Uwaga.

zZg. n Zagadnienie.

Zd. n Zadanie.

Zt. Zaslososowanie.

38. Rysunek jeomelryczny powinien Wskazywac

sposoéb kreslenia i dla lego:

1° Linie dane proste lub krzywe prowadza si¢ cien-
ko ciagnione.

2° Linie otrzymane z zadania prowadza si¢ grubiej
ciagnione.

3° Linije sluzace do rysunku, do dowodzenia, pro-
wadzg si¢ cienko; przerywane, przerwy i linijki cia-
gnione powinny by¢ rowne. Gdy ich jest wiele, linio
jednego od drugiego gatunku odrdzniaja stawiajac
w przerwach jeden, dwa i id. punktow.

4° Linie dane w rysunku, lecz zakryte innemi cze-
Sciami rysunku, lub czesci ich zakryte oznaczajg si¢
punktami.



WSTEP SKROCONY.

. Widzac jakiekolwiek cialo mozemy go wyo-
brazi¢ wtedy gdy juz nie widzimy, — albo chcac wy-
robi¢ jakie ciato: kostke, kule, walec i t. p., potrzeba
wprzdd je wyobrazi¢:—takie wyobrazalne ciato, czy-
li przedstawione w mysli, zowie si¢ brylq.

2.  Bryle wyobraza¢ mozna albo wigksza, albo
mniejsza, — jesli bryle wyobrazaé¢ bedziemy ciagle
zmniejszajaca si¢, to najmniejsza brytka przy tym
zmniejszaniu si¢, czyli granica zmniejszania si¢ bryt
zowie si¢ punktem. Punkt wigc nie jest niczem, bo
jesli np. wezmiemy potoweg bryly, nastepnie /<, '4,
fis i t. d. czes¢ bryly, to nieprzyjdziemy do tego,
aby ktoérakolwiek czes¢ byla niczem; lecz cze§¢ naj-
mniejsza jest tylko mniejszg od kazdej wyobrazonej
brytki:—ztad wynika, Zs punktu mierzy¢ nie mozna
gdyz jakkolwiek wyobrazilismy go matym, zawsze
mozna wyobrazi¢ mniejszym,i dla tego punkt nie ma
zadnego wymiaru. «
* ¢

3. Punkta bez przerwy po sobie idgce zowiq sie
linig. Chcac wiedzie¢ wielko$¢ linii mierzymy tylko
jej dlugosé, gdyz w zadnym kierunku poprzecznym
mierzyC jej nie mozemy, bo punkt nie ma wymiaru.
Linie zowig si¢ wielko§ciamijednowymiarowemi, dla
tego ze chcac poznaé ich wielkos¢ robimy jeden wy-
miar, czyli raz tylko mierzymy.

4. Linie réznig si¢ od siebie tylko polozeniem
punktéw, i tak: w linii prostej, leza one wjednym
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kierunku, wzgledem dwoch punktow, zaden nie lezy
ani z prawej, ani z lewej strony,—dla tego to przy
prowadzeniu linii prostej na gruncie ustawiamy dwie
tyki inne za$ stawiamy tak aby wzgledem tych dwoch
tyk nie staty ani z prawej ani z lewej strony w okregu
kola}punkla sktadajqgcego sq rowno oddalone od pun-
ktu zwanego srodkiem kola i t. p.

5. Linie proste sq to punktu bez przerwy po so-
bie lezgce w jednym kierunku. A ztad:

a) liniaprostajest najkrotszq odlegloscig zjedne-
go punktu do drugiego, gdyz idac po linii prostej z je-
dnego punktu do drugiego, nie zbaczamy w Zadna
stron¢ postgpujac po punktach lezacych w jednym
kierunku, a przeto przechodzimy do drugiego pun-
ktu najkrotsza droga;—dla lego to mierzac odlegtosc
miedzy dwoma punktami, mierzymy lini¢ prostg tg-
czaca te punkta. Przeto, linia prosta jest najkrotszq
ze wszystkich linii majgcych z nig konce wspolne.

b) Dwie linie proste majgce dwa punkta wspolne
przystajq do siebie-, gdyz punkta lezace miedzy wspot-
nemi punktami, jako tez zewnatrz tych punktow, le-
73 w jednym kierunku z temi dwoma wspdlnemi
punktami; — przeto, przez dwa punkta jedna tylko
linia prosta przechodzié¢ Toz'e.

% * .

6. Linie bez przerwy po sobie idgce zowig si¢ po-
wierzchniqg.? owierzchnie w ogdlnosci tworza si¢ po-
suwaniem linii po dwoch innych, stosownie do linii
posuwajacej sig, czyli tworzacej powierzchnig; i sto-
sownie do rodzaju linii po ktdérych si¢ posuwa’ linia
tworzaca. Wielko§¢ powierzchni zalezy od wielko$ci
posuwajacej sie¢ linii, i od odleglo$ci na ktoérg posu-



nela si¢ la linia. Wielkos¢ posuwajgcej sie linii zo-
wie sie dlugosciq. powierzchni, odleglos¢ zas na kto-
rq posuneta sie, szerokoscig. Dla poznania wielko$ci
powierzchni potrzeba mierzy¢ ja, dwa razy: raz dtu-
gos¢, drugi raz szeroko$¢. Powierzchnie dla tegozo-
wig sie wielkosciami dwuwymiarowcmi,ZQ chcac wie-
dzie¢ ich wielkos$¢ uskuteczni¢ potrzeba dwa wymiary.

7. Powierzchnia utworzona posuwaniem sie linii
prostej, po dwoch liniach prostych przecinajgcych si¢
zowie sie plaszczyzng. Plaszczyzng wiec nazywamy
linie proste bez przerwy po sobie idgce i przechodzg-
ce przez dwie przecinajgce sig¢ linie proste. 7 opisa-
nia plaszczyzny wynika:

a) Linia prosta majgca z plaszczyzng dwa pun-
ktu wspolne, cata lezy na tej plaszczyznie: albowiem
przez te dwa punkla przechodzi¢ moga dwie linie
przecinajace sig, po ktorych posuwana linia prosta
utworzyla powierzchni¢: — a zatem linia majaca te
dwa punkta wspdlne z plaszczyzna jest linig tej pla-
szczyzny, a tern samem cala na niej lezy.

*

* *

8. Powierzchnia posuwajgc si¢ tworzy bryle:
bryla wigc,jest zbiorem powierzchni bez przerwy po
sobie lezgcych. Wielko$¢ bryty zalezy od wielkoSci
powierzchni posuwajacej sig, t. j. od jej dlugosci i
szerokosci i od odlegtosci na ktorg powierzchnia po-
suneta sig¢. Odlegtos¢ t¢ nazywamy wysokoscia bryly;
a zatem wielkos¢ bryly zalezy odjej diugosci, szero-
kosci i wysokosci. Chcgcjqg poznaé, potrzeba te trzy
Unie zmierzy¢, ktore dla. tego zowiq sie wymiarami
bryt, brytu zas wielkoscig trzywymiarowq.

9. Jeometrya ma za przedmiot poznanie linii, po-

wierzchni i bryly pod, wzgledem ksztattu i wielko-
sci.

*) Tu zawartem wstep i § | o linii prostej, tak, ze po tym
wstepie przystepuje si¢ od § 2 o /linii lamanej.
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Wszystkie czg$ci Jeometryi elementarnej niettioga by¢ wylo-
zonemi w zaktadach publicznych z powodu ograniczonosci czasu,
wyktada si¢ zazwyczaj glowny zarys Nauki, bedacy z sobg w nie-
przerwanym zwiazku; czeg$ci za$ zewnatrz stojace opuszczaja sie,
chociaz, nieuslegpuja innym pod wzglgdem teorylyczuym lub za-
stosowan.

Wylozywszy z jednakowym rozwinigciem wszystkie czgsci
Jeometryi elementarnej wskaza¢ wniem powinienem, gtowny zarys
tej Nauki przedstawiajac co moze by¢ opuszczonem.

Z czgsci samej Jeometryi:

a) Linie poprzeczne od str. 142—155, stronic 14.
b) Potaczenie okregu kola z linia prosta zewnetrzng od sir.

175 — 178, sir. 3.

¢) Punkta sprz¢zone z linig srodkow od sir. 192 — 197, str 5.
d) Linie potggowe od str. 197 — 203, str. 6; od sir. 203 do

218 opuszczaja si¢ Nra: 232, 234, 235. 239, 240, sir. §
e) Zalezno$¢ wielkosci figur od ich ksztattu od str. 274 — 284.

Przy krétszem rozwinigciu pozostalych czgsci opuszczone lub
zmienione by ¢ moga nastgpne Nra: 11, 12, 13 i 14 wy ktadaja si¢
jako wstep pro,orcyonalnosci linii str. 115. Do Nru 2\ dodaé:
Vw. Dwa punkta 151 D albo B i F lezqce nad linig AC, sq
w jednakowej odleglosci od tychze samych koncow tej linii
gdyz w pierwszym razie dla réwnosci AB z AD i CB z CD linia
obejmujaca ABC rownataby si¢ objetej ADC, co by¢ nie moze;
w drugim, dla réwnosci AB z AF i CF z CB, linie przecinajace si¢
AB-j—CF rownatyby si¢ liniom AF+CB taczacym ich konce, co
takze by¢ nie moze. Nra 23 i 24 opuszczaja si¢.

Nra 25 przechodzimy do opisania w ten sposob: Okregi kot row-
nych promieni przystaja do siebie, gdy srodek i ptaszczy zng jednego
okreggu potozony m na $rodek i ptaszczyzne drugiego okregu, dla tego
ze punkta obu okregéw leza na jednej ptaszczyznie w jednakowej
odlegtosci od wspolnego srodka

Nr. 26 od pigtego wiersza dowodzenia zmienia sie w ten
sposob; okregi wigc AiC maja dwa punkta wspolne, potrzeba
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tylko dowies¢, ze wigeej punktow wspdlnych nie maja i ze jeden
z nich lezy nad linig, drugi za$ pod linia AC taczaca srodki kot.

Oba puukla wspolne nie moga leze¢ na linii $rodkow AC, bo

wtedy promienie kota A lub C do tych punktow poprowadzone nie
bylyby sobie réwne, przeto jeden z punktéw wspolnych B lezy
nad linig AC. Gdyby oprocz punktu B, wspolnego dla dwoch okre-
gow, znajdowat si¢ nad linia AC drugi punkt wspolny F, to AF
—AB, CF—CB jako promienie jednego kota, co by¢ nie moze
gdyz dwa puukla B i F lezace nad linia AC nie moga by¢ w jedna-
kowej odleglosci od tychze samych koncow linii AC (21 Uw.)
Gdyby punkt wspolny lezal na linii AC, wtedy la linia prosta
sktadataby' sic z dwoch promieni i rownataby si¢ linii tamanej
ABC, co by¢ nie moze. Dla podobnej przyczyny! i pod linig AC, ta-
czaca $rodki, jest tylko jeden punkt wspodlny.

INn. numeru 2fo jako umieszczony przy Nrze 21 opuszcza
sig; dodaje si¢ za$ do Nru 26-Uw. Jezeli summa promieni AB i
BC, jest wigksza od linii AC lgczqcej srodki kol; i zarazem
linia AC Igczqca srodki, zjednym z promieni Mi} jest wigksza
od drugiego promienia (jako linia tamana od prostej majace;j)
z nig konce wspolne), to okregi kot przecinajq sig i nawzajem.

Jt*n. | Nr?z 28 dowies¢ mozna w ten sposob: obracam pot-
okrag IIOS okoto $redniey RS i ktade na potokrag RKMS, to wszy-
stkie ptiukta pierwszego potokr.ggu przystang do drugiego potokre-
gu, jako réwno oddalone od $rodka kota F.

Nr.-32 wylozyé po 14 za pomocg proporcjonalnosci linii.

Nr. 44. opuscié¢ i z niego zrob¢ INn. 2. Tw. 45, dowodzacy
si¢ w ten sposob; prostopadta wyprowadzona ze S$rodka linii AC
przechodzi przez punkta B iE, gdyZz inaczej one niebyly by rowno
oddalone od koncow' linii.

Nr. 46 mozna dowies¢ w ten sposob: Katy Przy legte CEF
i FEI) zajmuja ta sama plaszczyzng¢ co i katy proste CEB i BED,
przeto summa pierwszych roéwna si¢ summie drugich.

N° 54 odnies¢ do mierzenia innych k itow t. j. pod N° 17>

Nra 71, 72, 73, li, jako stuzqce do zupeilnego naukowego
rozwiniecia teoryi linii rownoleglych, przy wyktadzie szkol-

nym opuszczonemi by¢ winny.
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J7e JJ'n. Nr.~Q po wierszu drugim doda¢: i lak, GJD>
GHB, lecz ze GJD—GIH (48), przeto CJH-" GUB czyli kqty nu-
przemianlegle wewnetrzne niesq sobie rowne i kaly naprzemian-
legle zewngtrzne nie sg sobie rowne; gdyz &ID  Gl1IB, za§ GIIB—
F1IA, przeto GID"FIIA. Kgty jednostronne wewnetrzne nie
rownajq si¢ 11, gdyz GJID> GHB, a ze GJD+DJF—U, to GHB-j-
DIF<Hit d

Po pigqtym wierszu Jfin. 1, N. 78 przed;—dodac: co podo-
bnie dowiedliby$my jak wNo76. Wn., ktadac zamiast znaku nie-
rownosci znak réwnosci.

ZjP#t. 2 i Uw w N. 79. opuscic.

JI/n. 4 N. 91. opuscié.

N° 93 na miejsce 92 i nawzajem. U] takim razie Nr. 93 do-
wiedzie si¢ w ten sposob:

Przenosz¢ trojkat ABC na DEF, lak aby punkt A padina 1),
bok AC padt na bok DF, to punkt C paduie na punki F, dla rowno-
$ci tych dwoch bokow; punkt B padnie na punkt E:— gdyz inaczej
nad linia EF znajdowatlyby si¢ dwa punkt.a B iE jednakowo odda-
lone od odpowiednich jej koncow, co bydz nie moze (21 Liw.); — to
i bok AB padt na DE i CB naFE.

Uw. \.Nru 98 opuscié.

LJn. 2, N u 102 opuscic.

N° 101, 105, 106, 107, z wnioskami opuscic.

120 opuscic.

N° 130, opuscic.

Przed  138. dodaé: Proporcyajeometryczna linii, nie zawiera
w sobie wprost linii, ale wielko$¢ ich wyrazong w jednosci, do kto-
rej dodaliSmy dwa rowne stosunki w liczbie lub jednosci, ktora si¢
ograniczamy w przypadku niewspolmiernosci

N° 138 opusci¢ JJ'n.

Po JJm. 8, N° 139. umiesci¢ z JKn. 3, Nru 262 b) i c)
w ktorej zamiast fig. 126, powinna by¢ fig. 89; lecz w niej
litery zmieni¢ nalezy w ten sposob: za F, D; za G, E; za I, F;
zal), G; za E, IL

JPn. 4, Nru 141. opuscié.

N° 150. opuscic.
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JP Nrze M2. nawzajem, a tem samem w dowodzeniu 2,
opuscic.

JP Nrze 174 opusci¢ JPn. 1. 1 JPn. 2.

JP Nrze 183 opusci¢ JPn. 2.

Ner 204. opuscic.

JJ Nrze 216. JPn. 2. opuscié.

Czesé BL

TIL 2Vr«e 251, opusci¢ w dowodzeniu 2°

JP Nrze 253, opusci¢ JPn. 5.

Symetrycznos¢ od sir 226 — 230 opusci¢ mozna w razie
zupelnego braku czasu.

JP Nrze 261 opusci¢ w dotoodzeniu 2° a tem samem w twier:
lub z punktem oddalonym od dwoch odpowiednich.

7z Nrze 262. opusci¢ JPn. 2., zas we JPn. 3. opuscié¢ dowo-
dzenie b) i ¢) jako umieszczone przy proporcyonalnoscifigur.

JP Nrze 265. we JPn. 2. zamiastfig. poprawiéfig. 230.

JP Nrze 259, na miejsce JPn. 5. przenies¢ JPn. 6. ktory sig
wyrazi w ten sposob:

Powierzchnia wici. for. rowna iloczynowi z obwodu przez po-
towe promienia kota wpisanego, gdvz wiel. for. przez promienie
kota opisanego dzieli si¢ na tyle trojkatow ile ma bokow: powierz-
chnia za$ kazdego trdjkata roéwna iloczynowi z podstawy przez
potowe wysokosci, lecz ze wysokosci sa sobie rowne, jako promie-
nie kota wpis., przeto zamiast kazda oddzielnie podstawe mnozy¢
przez jednakowa wysoko$¢, mnozymy summe podstaw, czyli ob-
wod przez ta Jvysokos¢.  JPn. 5. mozna dowies¢ drugim sposo-
bem: Wielkos¢ okregu kota do jakiejkolwiek liczby znakéw dzie-
sigtnych nie r6zni si¢ od obwodu stosownego wielokata for., lecz ze;
i wielko$¢ powierzchni kota mozemy bra¢ tylko do pew nej liczby
znakow dziesi¢tnych, zatem przy dochodzeniu wielkosci kola bio-
rac zamiast okregu, obwod wielokata for. opis o stosownej liczbie
bokow, otrzymamy zamiast kota wielokat foremny, ktorego po-
wierzchnia réwna si¢ iloczynowi z obwodu wiel przez potowe pro-
mienia kota mierzonego, czyli z okrggu przez potowe promienia.

Trzeci sposob dowodzenia, czemu si¢ rowna powierzchnia
kola; Jesli w kolo wpiszemy i opiszemy wielokaty foremne o je-
dnakowej liczbie bokéw', to pow. wiel. w pisanego jest mniejsza,
za$ opisanego w icksza, od pow. kola, jako cato$¢ od czgsci; a za-
lem roéznica migdzy powierznia wiel. opisanego a powierzchnia
kofa jest mniejsza od réznicy migdzy pow- wielokata opisanego i

pisanego. Przeto od ilu znakoéw dziesigtnych nie roznia si¢ po-

) mp 357 5~7 51-300 5; i nawzajem.
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wierzchnie tych wielokatow, to tein bardziej od ty lu znakow dzie-
sigtnych nie roézni si¢ pow- wielokata opis, odjjow . kota, czyli do
lu znakéw dziesigtnych checeiny obliczy¢ pow. kola, do tej liczby
znakéw dziesigtnych obliczy¢ potrzeba pow. wiel. opis for. lin
wielokaty beda o wigkszej liezbie bokow, tein ich powierzchnie
beda si¢ zgadzaé w wigkszej liczbie znakow dziesigtnych; ze za$
powierzchni kola nie mozemy obrachowywaé¢ do nieskonczonej li-
czby znakéw dziesigtnych; przeto zawsze zamiast powierzchni ko-
la, obrachowywamy powierzchni¢ wiel. for. na nim opisanego o
stosownej liczbie bokow.

Zwolennicy Euklidesa co do definicji figur podobnych posta-
pia w len sposob: a) opuszcza § O przystawaniu sir. 218, za$
w Czworokqtach, umieszcza Nru 253. \Vn. 4, i w wielokqtach
Whn. 5 tego samego numeru Definicjg¢ rownosci w yrazoug. W Nrze
253. przenies¢ do opisania przy trojkatach—zagadnienia § Przy-
stawanie pozostaja te, ktore na mocy prawd wylozonych daja
si¢ uskuteczni¢, b) Opuszcza § Podobienstwo proste zamiast
tego na koncu proporcjonalnosci dodadza; 1) przed twierdze-
niami definici¢ podobienstwa: wielokgty sq podobne gdy majg
kaqty rowne a boki odpowiednie proporcyonalne. 2) Tw. Wie-
lokgty podobne skiadajq si¢ z rownej liczby trojkqtow podo-
bnych i podobnie potozonych: i nawzajem (fig. 224).

Z wierzchotkow odpowiednich A i a prowadze przekatnie:—
trojkaty ABC i abc sa podobne bo maja po dwa boki i po kacie
migdzy niemi zawartym b i b 7 zalozenia roOwnym—trdjkaty GAD
i cad sa podobne; gdyz katy AGD i acd sa sobie rowne jako ro-
znice katow z zatozenia rownycii BCD ~bcd za$§ BCA~6c¢ca z po-
dobienstwa poprzedzajacych trojkatow'. Boki zawierajace te katy
sg proporcyonalne, gdyz AG: ac~BC: be z poprzedzajacych tréj-
katow, za$ BG: 6c~Gl): cd z zalozenia, przeto i AG:uc—GD: cd.
i nawzajem-. 1° Katy sa sobie row ne, gdyz kat Arza jako skta-
dajace si¢ z czterech katow rownych, bedacych katami trojkatow
podobnych:—kat Bzzo jako katy trojkatow ABG i abe podobnych
kat Czze jako skladajace si¢ z katow rownych BGA—ocaiACD
—acd it.d. 2 Boki sa proporcyonalne: stosunek bokow AB: ab
rowny stosunkowi bokow BG, be: jako lezacych w  trojkatach po
dobnych ABG i abc,—stosunek za$ bokéw BC: be réwny  stosunko-
wi bokow t.D.cc/, Im kazdy z tych stosunkow rowna si¢ stosunko-
wi AC ae, pierwszy z podobienstwa trojkatoéw ABG i abc, drugi
z podobienistwa nastepyj cli po nich trdjkatowi L. d.

Tw. Wielokqty foremne tego samego nazwania sq podobne.

Boki ich sa proporcyonalne, bo w kazdym z nich sg sobie rowne;
katy sa sobie rowne bo summailiczba katéw w obu wielokatach
jednakowa.

Warszawa, dnia 18 lutego 1848
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KSIEGA 1. PLANIMETRYA.
| CImsO L
Linie uwazane na plaszezyznie i ich-p‘pl@czenia.-

ROZD?]AL 1.

(Linie wwazane oddﬁse!me.
| $1. Linia prosta.

1. Linia pr cosla jest miejscem wstysthich mm?riow
bez przerwy po sobie idgeych, Jf*dnafmwo polozonych
wzgledem dwdeh jakichkolwiek jéj punktowb.

Jesliby punle (fig. 1.) uwazany 6d punktuAkuB,

znajdowal si¢ z lewé] strony tych punktéw, to uwa-
“zany od punktu B ku A, lezalby z prawéj strony, a

tém samem nie na prosté], ktordj punktami’ sa A '

B Wdﬂ()lnoqm jesli punkt Clezy zboku punktow
A, B, to dwaiany od punktu A leiy z_]ednéj strony,

tlwmahy za$ od punktu B leiy z przeciwnd strony, a
zalém nie ;ednakowo _]est pulomny wzgledem pun-

“ktow A B

1

WWA q.p



Jesli punkt C uwazany z dotu lezy nad punktami A
i B, to uwazany z gory lezy pod temi punktami, a tern
samem nie lezy na linii prostej, ktorej punktami sa pun-
kta A i B, gdyz nie jest jednako potozony wzgledem
tych punktow. Wogoblnosci, je$li uwazajac z jakiej-
kolwiek strony punkta A i B, punkt C lezy z boku
tych punktéw, to uwazany z przeciwnej strony, lezy
z przeciwnego boku tych punktow, przeto niejedna-
kowo wzgledem nich jest potozony, i nicjest punkiem
prostej, ktorej punktami sg punkta A i B.

2. Tw. Jedno tylko jestjednakowe polozenie pun-
ktow, wzgledem dwoch innych jakichkolwiek.

Uwazajac od punktu A do B, punkt C o tyle lezy
z lewej strony tych punktdéw, o ile uwazajac od B do
A lezy z prawej ich strony; gdyz lewa strona w od-
wrotnem uwazaniu staje si¢ prawa. Jesli wigc punkt
C posuwac si¢ bedzie ku prawej stronie, to oddale-
nie jego w pierwszem uwazaniu w lewa, a w dru-
giem w prawg stron¢ zmniejsza¢ si¢ bedzie jedna-
kowo, tak, ze stanie si¢ u C' jednakowo oddalonym
w obie strony, czyli nieb¢dzie oddalony w zadngstro-
ng; a przeto potozenie jego bedzie jednakowem wzgle-
dem punktéw Ai B .Jesliby ten punkt posuwat si¢jesz-
cze dalej w prawo, to polozenie jego u C”, wzgledem
punktow Ai B staloby si¢ niejednakowem, gdyzmwaza-
jac od A do B punkt C", bylby z prawej zas od B dmpun-
ktowAi Bzlew(¢j strony, a zatem w jednémlylko poto-
zeniu punkt, moze leze¢ jednakowo wzglgdem dwoch
punktow. To samo $ciagasi¢ i do innych potozen uwa-
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zanych z gory i z dotu, ku prawej i ku lewej stronie
punktéw A i B. A ze kazdy punkt w jednem tylko
potozeniu lezy jednakowo wzgledem punktow A i B,
przeto jeden jest tylko szereg punktéw po sobie le-
zacych, jednakowo polozonych wzglgdem tych pun-
ktow.

Uw. Linia prosta pod wzgledem ksztattu jest miej-
scem punktow bez przerwy po sobie idacych jedna-
kowo potozonych wzglgdem dwdch swoich punktow,
pod tym wiec wzgledem wyraza kierunek w jakim
si¢ punkt posuwa, i wzglegdem niej uwazamy zbocze-
nia tego punktu.

3. Tw. Linia prosta jest najkrotszq odlegloscig
miedzy dwoma punktami na niej wzietemi. (lig. 1).

Punkta prostej przechodzacej przezpunkta AiBnic
zbaczaja w zadng strong: przeto punkt A posuwajac
si¢ po linii AB do punktu B nie zboczy w zadna stronge.
Droga przez ten punkt przebiezona jest najkrotsza ze
wszystkich, jakieby punkt A przebiegl, dla dojscia do
punktu B, bo na kazdsj innej robilby zboczenia dla
tego, ze tylko jeden jest szereg punktow, bez przerwy
po sobie idacych i nie majacych zadnych zboczen —
przeto linia prosta jest najkrétsza odleglosciag dwoch
punktow.

Wn. 1. Zmierzy¢ odlegtos¢ miedzy dwoma pun-
ktami, jest to zmierzy¢ linig prostg zawartq migdzy
temi punktami, gdyz ona jako najkrétsza, jest pra-
wdziwa odlegloscia.

Whn. 2. Jesli miedzy dwoma punktami poprowa-
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dzimy lini¢ prosta i inne jakiekolwiek linie, to prosta
jest najkrotsza ze wszystkich tych linii — i to jest
gltowna jej wlasnos¢ pod wzgledem wielkosci.

4. Tw. Linie prosie CB i FE sq sobie réowne czyli
Jedna polozona nad drugq, przystaje do niej we
wszystkich punktach, (fig. 2).

Przenosze prosta CB pa FE, tak aby jakikolwiek
punkt A prostej CB padt ga punkt D prostej FE. Obra-
cam lini¢ CB bgdaca wtem nowem polozeniu okoto
punktu D, poki jakikolwiek jej punkt B gie padnie na
punkt E linii FE. Wtedy linie DB i DE, be¢da miaty
dwa punkta E i D wspdlne, przeto wszystkie punkta
prostej DB padng na pposta DE, gdyz punkta obu
tych linii sg jednakowo polozone migdzy punktami
D i E, 3 jeden tylko moze by¢ szereg takich pun-
ktow bez przerwy po sobie idacych (2),

Wzz. 1. Poniewaz linie proste przyslaja do siebie,
przeto maja wielko$¢ i ksztalt jednakowy, czyli sa
sobie réwne i podobne.

W/z. 2. Dwie proste majace konce wspolne przy-
Staja do siebie, czyli przez dwa punkta jedna tylko
linia prosta przechodzi¢ moze. Dwie wigc proste,
moga mie¢ tylko jeden punkt wspdlny, t. j, przeci-
naja si¢ w jednym punkcie, bo majac dwa lub wigcej
punktéw wspolnych zlewaja si¢ wjedna lini¢ prosta.

Whn. 3 Przez jeden punkt dowolna liczba pro-
stych przechodzi¢ moze, gdyz przez ten punkt i jaki-
kolwiek punkt drugi moze poprowadzi¢ lini¢ prosta;
przez trzy punkta dowolnie wzigte A, C, B, niepiozng



poprowadzié prostej; (fig. 3), gdyz poprowadziwszy
przez kazde dwa z tych punktéw, proste AB, AC,
CB, to: linia AB jest prosta, przeto linia ACB nie mo-
ze by¢ prosta, gdyz przez dwa punkta A i B niemo?
zna poprowadzi¢ dwoéch prostych (Wn, 2), — Dla
podobnej przyczyny przez cztery i t. d. punktow do-
wolnie wzigtych niemoze przechodzi¢ linia prosta.
Przeto przez dwa tylko punkta zawsze poprowadzi¢
mozna prostg i tylko jedna, a zatem dwa punkta o-
znaezajq potozenie linii prostej, i dla tego ona si¢
czyta tylko dwoma punktami.

Wn. 4. Konce dwoch prostych AB 1 Cbjednakowo
diugichprzystajq do siebie (fig. 4). Przenoszg¢ prosta
AB na CD tak aby punkt A padi na Ci linia AB przy-
stata do linii CD (4). Mam dowie$¢ ze punkt B padnie
na punkt D; gdyby punkt B niepadl na punkt D, to
padlby albo przed punktem D w punkcie F, albo za
punktem D w E. W pierwszym przypadku linia AB
rownataby si¢ linii CF, — a Zze z zalozenia réwna si¢
linii CD, przeto dwie ilosci CD i CF réwne trzeciej
AB, bylyby sobierowne, co by¢ niemoze; bo ca-
tos¢ CD réwnataby si¢ jednej ze swych czgséci CF;
a tern samem punkt B nie njoze pas¢ przed pun-
ktem D. Dla podobnej przyczyny punkt B nie moze
pas¢ za punkiem D, przeto pada na ten punkt. —
W przenoszeniu wiec figur punkt pada na punkt dla
rownosci linii prostych.

+ Un. Jezeli na prostdj nieograniczonej obierzemy
punkt, to czesci tej prostej rachowane od tego pun-
ktu w jedna i drugg stron¢ zowia si¢ odcinkami linii,
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ktére sa takze nieograniczone. Jesli na jedndj z tych
czgéci AB, wezmiemy punkt B, to takze utworza si¢
dwa odcinki (fig. 2) jeden BA ograniczony, a drugi
BF nieograniczony. Kazda wigc linia ograniczona,
jest tylko odcinkiem linii nieograniczonej. Jesli na
linii ograniczonej CD (fig. 4) wezmiemy punkt F, to
oba odcinki FC i FD sg ograniczone i zawsze zawie-
rajg si¢ miedzy punktem wzictym F a koncami linii
Ci D, tak ze jesli punkt E wzielibySmy na przediu-
zeniu prostej ograniczonej CD, to odcinki przez ten
punkt utworzone sa EC i ED. — Srodkiem prostej
ograniczonej (fig. 1) AB zowie si¢ laki punkt ktéren
dzieli ja na dwa rowne odcinki CA i CB; przeto linia
prosta AB moze mie¢ tylko jeden $rodek, gdyz je-
§liby oprocz srodka C, miala jeszcze $rodek D to:
CA=CB i DA=DB a e CA > DA to CB > DB co
by¢ nie moze.

5. Zg. Nakreslic¢ linig prostqg, zapomocq liniatu.

Uskuteczniamy to na tej zasadzie, ze linie proste
przystaja do siebie (4), a tém samém ze linia przy-
stajaca do prostej, sama jest prosta. Uwazajac wigc
krawedz liniatlu za prosta, staramy si¢ nakresli¢ taka
linie, ktora przystawataby do krawedzi. Dla tego,
przyktadamy do krawedzi otowek, grafion i t. p.
ostrze jego uwazane za punkt kladziemy na ptaszczy-
znie, na klor¢j lezy linial. Posuwajac wiec oldowek
przy krawedzi, punkt ten utworzy szereg punktow
bez przerwy po sobie idacych, ktore sktadajg linig
przystajaca do krawedzi, a zatém prostg.
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Ztad widzimy, ze nakre$lona linia tém bardziej
zbliza si¢ do wyobrazalndj, im bardziej ostrze ktd-
rem kre§limy zbliza si¢ do punktu, czyli im jest deli-
katniejsze. Jesli przy kresleniu zmienialiSmy potoze-
nie otéwka, to ostrze jego robilo zboczenia w jedna
lub druga strong, i nakre§lona linia nie jest prosta.
Dla uniknienia tego btedu przykltadamy otéwek przy
cal§j ptaszczyznie kantu, i prowadzimy go od po-
czatku do konca ta sama strona

6. Zg. Przez punkt dany poprowadzic prostq.
Ostrze narzedzia ustawiamy na punkcie danym, i
postepujemy jak w N. 5.

7. Zg. Przez dwa punkta dane poprowadzicprostq

Przyktadamy tak liniat przy tych punktach, aby
ostrze oldwka przylegajacego do calej krawedzi, zje-
dnaj strony padato (fig. 4) na punkt A. z drugiej za$
na B, i postepujemy jak w N 5.

8. Zg. Znalesc¢ linig rowng dwom lub ilukolwiek
liniom danym (fig. 5).

Kresle lini¢ nieograniczong AB, bior¢ w cyrkiel li-
ni¢ m i przenosz¢ ja od punktu A do C, to linia m ro-
wna si¢ linii AC, jako majaca z nig jednakowa diu-
g0s¢ (4 wn 4); biorg w cyrkiel lini¢ 7 i odcinam ja od
C do 1), to linia n rowna si¢ linii AD. Przeto linia AD
rowna si¢ linii m wigcéj n gdyz AD=AC-|-CD—rw-f-zj.

9. Zg. Znales¢ prostg rowngq roznicy dwoch linii.
(fig- 5).
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Niech AD bedzie wigksza od 77, odcinam n na AD
od punktu D do C, to prosta AC bedzie szukang;
gdyz AC=AD—CD=AD—.

10. Zg. Dang linig¢ prostqg pomnozy¢ przez liczbe
calq.

Na prost¢j nieograniczonej AB, odcinam w jednym
ciagu, lini¢ dang n tyle razy, ile jest jednosci w liczbie
danej 3. To kazda z linii AC, CD i DE réwna si¢ linii
danej n. Prosta AE—AC-|-CD-|-DE=:n-|-n4-n=:3n.

11. Zg. Dangjednosciq CA) zmierzyélinie prostg
AB (fig. 7).

Przenosz¢ jednos¢ CD na prosta AB od A do E, od
Edo Fiod F do G, i pozostaje jeszcze linia GB
mniejsza od CD. Gdyby przy przenoszeniu nie zo-
stalo reszty, to linia AC rownataby si¢ trzem liniom
CD czyli trzem jednosciom; lecz ze postata reszta GB,
przeto trzeba si¢ dowiedzie¢ jaka czeécia jednosci
CD jest ta reszta, gdyz linia AB oprocz trzech jedno-
sci AE, EF, FG, zaWiera jeszcze linia GB mniejsza od
jednosci, czyli linig bedaca pewng czeécia jednosci CD.

Aby si¢ dowiedzie¢ jaka czescia jednosci jest GB,
potrzeba wiedzie¢ ile razy ona zawiera si¢ w jedno-
Sci, jesli zawiera si¢ dwa razy jest polowa, jesli
trzy razy, jest trzecig czgscig i t. p. W ogolnosci za$
ta czg$¢ wyraza si¢ utamkiem majacym za licznik je-
dno$¢ a za mianownik liczbe pokazujaca ile razy
W CD zawiera si¢ GB t. j. 1. Przenosz¢ wigc GB na

CI)
GB |
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CD, miesci si¢ raz tylko od CdolT, i pozostaje reszta

HD mniejsza od GB; przeto g[iia tern samem

Dla dowiedzenia si¢

ile razy w GB zawiera si¢ HD, przenosz¢ HD na
GB, i zawiera si¢ raz jeden, pozostaje za$§ JB, przeto

Dla do-

wiedzenia si¢ ile razy w HD zawiera si¢ 1B, przeno-
sz¢ IB na HD i zawiera si¢ w niej 4 razy bez reszty,

przeto

Ztad widzimy, ze dla zmierzenia linii przenosi si¢
jednos¢ na te¢ linig, reszta pozostata na jedno$¢ i tak
nastepnie, kazda reszte na t¢ lini¢, od ktorej przeno-
szenia wypadta. Liczba za§ wyrazajaca wielko$¢ linii
Czyli stosunek joj do linii przyjetej za jednosé, skta-
da si¢ z tylu jedno$ci, de razy linia przyjeta za je-



10

dno$¢ miescita si¢ w mierzon¢j linii, i utamkowi cig-
glemu, wyrazajacemu jaka cz¢sécig jednosci jest reszta
pozostala od jej przeniesienia. Wutamku tym mianowni-
ki ogniw wyrazaja kolejno ile razy kazda zreszt zawiera
si¢ wprostej od przenoszenia ktérej wypadla ta re-
szta. Tak zejesli jednos¢ w mierzonej linii zawiera
si¢ 5 razy, pozostata reszta w jednosci 3 razy, reszta
ztad pozostata w poprzedzajacej reszcie zawiera si¢
4 razy i t. d, to wielko$¢ mierzonej linii czyli stosu-
nek jej do jednosci rowna si¢ 5-1-1------

3-1-1

4 it d.

12. Uw, 1. Jesli przenoszgc tyle razy ile si¢ daje
linig mniejszqg CD (fig. 7) na wigkszqg AB, reszte
GB na linie przenoszong CD i tak nastepnie HD na
GB,.IB na HD, ofrzymujemy reszte 1B mieszczqcg sie
zupeinie w linii HD, od ktorej przenoszenia wypa-
dla,to ta reszta, 1B a) jest wspolng miarq dwoch linii
danych AB 1 CD czyli przeniesiona na te linie zawie-
ra si¢ w nich bez reszty b) zadna linia od niej wig-
ksza nie zawiera si¢ w dawnych liniach bez reszty,
czyli ta reszta GB jest najwickszqg wspolng miarg
linii AB i CD. I tak:

a). IB zawiera si¢ bez reszty w liniach CD i AB,
gdyz IB zawiera si¢ bez reszty w HD, przeto zawie-
ra si¢ takze wHD-1-IB=GB; zawiera si¢ wigc tak-
ze wGB-|-HD=CD, a Urn samem wCD-}-CD-f-CD-f-
GB = AB. Znalaztszy wsp6lng miare IB mierzymy
nig tak lini¢ CD, jako tez i AB, co mozemy uskule-
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czai¢ bez przenoszenia wspolndj miary IB naobiedwie
linie, bo HD = 4 IB;—GB— HD+1B — 4 IB+ 1B=
51B;—CD =GB+ HD — 51B4-4 1B=9 IB;—AB=—

AR
3 CD+GB=3XIJIB+51B =32 IB; ¢atem ——

32 IB 32

= 3% jak wyzej
9B 9 0 Ak Wy

b) Prosta IB jest najwicksza wspolna miarg linii
CD i AB. Gdyz jesliby linia p q > IB, zawierala si¢
bez reszty wobudwu tych liniach, to zawierajac si¢
bez reszty w CD, zawierataby si¢ takze w rownych jej
liniach AE, EF, FG czyli w AG, a ze zawiera si¢ bez
reszty i w AB=— AG4-GB przeto zawiera si¢ i w GB;
zawierajac si¢ w CH — GB iw CD = CH-{-HD zawiera
si¢ i w 11D, zawierajac si¢ w (il=111) i w GB =
GI-J-IB, musi si¢ zawiera¢ i wIB. Prosta p q z za-
lozenia wicksza od IB, nie moze si¢ wni¢j zawierac
a tein samem i w liniach AB i CD.

13. Uw. 2. Jezeli mierzaclini¢prosta, linig przyjeta
zajednosé, czyli szukajgc stosunku dwoch linii, otrzy-
mujemy reszt¢ zawierajaca si¢ zupeinie w linii od
przenoszenia ktorej wypadla, (o ta reszta miesci si¢
zupelnie w mierzonej linii i jedno$ci, przeto otrzyma-
my zupetnag jej wielkosé, czyli stosunek tych dwoch
linii—i dla tego linia mierzona zowie si¢ wymierng, ze
jednoscia mozna zmierzy¢, lub wspotmierng z jedno-
scig; ze majg wspolng miar¢ zawierajacg si¢ zupetnie
w tych liniach. Jesli za$ nieolrzymujemy takiej reszty,
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wtedy niemozemy ze wszelka Scislo$cia zmierzy¢
linii, gdyZ niemozemy otrzymaé utamku ciaglego skon-
czonego, wyrazajacego, jaka czescia jednosci jest
reszta pozostala od jéj przeniesienia (11), a tern
samem nie mozemy liczebnie wyrazi¢ stosunku mie-
rzonej linii do jedno$ci. Linia mierzona wtedy zowie
si¢ niewymierng, czyli linia mierzona i przyjeta za
jednos$¢ sa niewspolmierne, gdyz wsp6lng ich miarg
jest reszta, ktorej niemozemy otrzymaé¢. Lecz wiel-
kos$¢ linii mierzonej, czyli stosunek jej do jednosci wy-
razi si¢ tylko przez przyblizenie, i ta warto$¢ moze by¢
wieksza lub mniejsza od rzeczywistej a zarazem do-
ni¢j zblizong podtug upodobania; co wynika z wia-
snosci utamkow' ciagtych.

14. Uw. 3. To cosmy powiedzieli o wynajdywa-
niu stosunku liczebnego dwoch prostych (1lii 12),
Scigga sie¢ do wszystkich ilosci jeometrycznych, ma-
jacych te wlasnosé, zo przeniesione przystaja do sie-
bie; gdyz prawda ta wrylacznie wyplywa z tej wlasnosci
linii prostych. Stosunki za§ wielkoscijeometrycznych
sq sobie rowne gdy liczebne ich wyrazenia sq je-
dnakowe-, bez wzgledu na to czy wyrazaja si¢ liczbg
cala, z utamkiem zwyczajnym, ciaglym skonczonym
lub nieskonczonym, w zwyczajnej formie lub w formie
niewymiernego arytmetycznego wyrazenia. Przeto
aby dowies¢ ze stosunek dwoch wielkosci jeometry-.
eznych, rowna sie stosunkowi dwoch innych, wyraza®
my obadwa testosunki liczbg, zazwyczaj w ksztalcie u-
lamku ciaglego — i potrzeba clowies¢ ze utamki ¢ig-.
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glu bedg jednakowe, czyli ze reszty odpowiednie Be
dq sie zawieraly jednakowgq liczbe¢ razy w ilosciach
od przenoszenia ktorych wypadty.

Na t0j zasadzie dowodzi si¢ réwnos¢ wszelkich
stosunkow jeometrycznycli, i chociaz ona wypada
czasem z wlasnosci figur, jednak wlasno$¢ ta figur
byla wyprowadzona z réwnosci stosunkéw dowie-
dzionych na powyzsz¢j zasadzie: t.j. ze wyrazaja si¢ je-
dnakowa liczba.

15. ZI. Na t¢j zasadzie ze linie proste sa sobie ro-
wne czyli przystaja do siebie, opiera si¢ sposob spra-
wdzenia linialu.  Prowadzimy przy sprawdzonej
krawedzi na plaszczyznie, linig, przyktadamy te kra-
wedz z drugiéj strony poprowadzonej linii, jesli ona
w tem nowem potozeniu przykrywa poprowadzong
linig, to linia ta i krawedz sprawdzana, sa prostemi—
W przeciwnym razie nie sa proste, gdyz nie maja wla-i
sno$ci przystawania (4).

Rzemieslnicy sprawdzaja liniat innym sposobem.
Umiesciwszy liniat tak, aby oko byto na przedtuzeniu
krawedzi, patrza na tg krawedz; jesli ona wydaje si¢
punktem, to linialjest prosty, gdyz punkta jego nie-
zbaczaja w zadng strone (1). Ten sposob jako zale-
zacy od wprawy oka jest tylko przyblizony.

16. Zt. Ogrodnicy, mularze, brukarze prowadza
prosta za pomocag sznuru przytwierdzonego do tyk;
lecz sznur powinien by¢ jaknajbardziej wyprezony,
gdyz prosta jest najkrotsza odlegloscia dwoch pun-
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ktow, za§ naciagajac sznur zmniejszamy jego dhu.
go$¢ miedzy tykami.

Cieéle do prowadzenia dlugich prostych uzywaja
sznura natartego kreda, okra (farba zotta) lub sadza
rozpuszczong w oliwie. Taki sznur przyktada sig¢
dwoma punktami do koncéw majacoj si¢ prowadzié
prostdj, naciaga si¢ i przytrzymuje si¢ mocno; po
srodku sznur podejmuje si¢ prosto nad plaszczyzng
i puszcza si¢ go. Slad utworzony na plaszczyznie tern
bardziej zbliza si¢ do prostej, im bardzi¢j sznur byt
naciagniety. Jesli pt. jest pozioma (jak powierzchnia
spokojnie stojacéj wody) to sznur podnosi si¢ w kie-
runku pionowym (nici na koncu z ci¢zarkiem) i wte-
dy slad ten jest prawio linig prosta. Sposob takowy
opiera si¢ na tej samoj zasadzie co i poprzedzajacy.

17. Zt. W zdejmowaniu plandéw, podziale gruntu
np. na morgi, oznaczajg si¢ tylko konce prostych.
Dla oznaczenia innych punktow tych prostych, mig-
dzy dwoma tykami stojacemi na koncach pionowo,
ustawiamy inne, tak, aby patrzac przez jedng z kon-
cowych na druga, Srodkowe zastanialy druga, czyli
zakrywaly ja; wtedy bowiem tyki nie zbaczajg w Za-
dna strong, a ich punkta sa na prostej(l).

18. Pm. Plaszczyzna jest miejscem prostych prze-
cinajagcych si¢ z dwoma zbiegajacemi si¢ prostemi.
Ztad wynika:

1" Proata majgca z plaszczyzng dwa punkta
wspolne cala lezy na tej plaszczyznie, gdyz te dwa
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punkta mozna wzia$¢ za punkta, przez ktore prze-
chodza dwie zbiegajace si¢.

2° Plaszczyznyprzechodzgceprzez trzy punkta sq
tylko jedng plaszczyzng, czyli przystaja do siebie
we wszystkich punktach; gdyz potaczywszy jeden
z tych punktow C, z dwoma innemi A i B, kazda z pta-
szczyzn przez nie przechodzacych jest miejscem pro-
stych przecinajgcych linie zbiegajace si¢ AC i CB;
proste wigc przecinajace sa wspolnemi dla tych pta-
szczyzn, a zatém te plaszczyzny, sg tylko jedna pla-
Szczyzna.
Dwiejakiekolwiek proste przechodzqce przez
Jeden punkt, tudziez proste przecinajgce si¢ zniemi
lezg na jednej ptaszczyznie.

§ 1l. Linia tfamana.

19. Linia tamana jest to linia zloZona z czgéci linii
prostych, z ktorych kazde dwie po sobie idace maja
konce wspodlne. Jezeli koncowe proste maja konce
wspolne, to tamana zowie si¢ zamknigtg, w przeci-
wnym razie otwartq, i wtedy konce prostych skraj-
nych, zowig si¢ koncami linii tamane;.

Linia tamana zowie si¢ wypukilg, gdy z prosta nie-
ograniczong moze mie¢ tylko dwa punkta wspoélne,
W przeciwnym razie zowie si¢ zygzakowatq. Kazda
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z tych linii czyta si¢ gtoskami postawionemi u kon-
cow linii prostych , zwanych bokami linii tamanych;

Wiasnoséci odnoszace si¢ do ksztattu linii tama-
hych, naleza do potaczen prostych, tu tylko wskaze-
my glowna wilasno$¢ odnoszaca si¢ co do ich wiel-
kosci.

20. Tw. Zlinii tamanych wypuklych, majgcych
konce wspolne, obejmujqca jest wieksza od objetej.

10 Jesli famane sktadajg si¢ z dwoch prostych(fig. 8)
Przedluzam AD do przecigcia si¢ z BC, zatem AB 4 BE
> AD-|-DE (3) tudziez DE-[-EC> DC, do ilosci nie-
rownych dodawszy ilosci nieréwne, wicksze do wie-
kszych za$ mniejsze do finiejszych summa fierw
szych bedzie wigksza od summy drugich, przeto AB-f-
BE4DE4EC > AD4DE4DC; odejmujac z obu
stron DE, bedzie AB-|-BE-t-EC> AD-j-DG czyli AB
-pBC> AD 4 DC.

2° Jakiekolwiek tamane (fig. 9). Przedluzam AE i
EF do spotkania si¢ z tamana obejmujaca w punktach
Gi H. Uwazam ze AB4BG> AE-|- EG(3), EG-j-GG
4-CH > EF-J-FH, i FH-}-HD>FD. Summa ilo$ci
wiekszych jest wicksza od summy iloSci fniejszych
przeto AB+ BG4-EG—+ GC+ CH4-FH4 HD > AE-j-
EGd-EF 4FH4FD. Odejmujac z obu stron EGi FH
otrzymujemy AB -]-BG4GC4-CH4 UD > AE4 EF-f-
FD czyli linia famana ABCD > AEFI).

Wn. Linia famana wypukta zamknicta obejmujaca
jest wigksza od objetej (fig. 11).
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Przedluzam GF i HI do przecigcia si¢ z obejmuja-
ca w punktach L i M. Podlug Tw. LB-t-BC-f-CD-|-
)M > LF4FG4GH4H14 IM, podobnie IM4 ME4-
EA4AL4LF > IK4-KF, wi¢gc LB4-BC4-CD4DM
4 IMAME4EA4AL + LF > LF4-FG4GH4-HI14-
IM4IK4KF. Odejmujac po obu stronach FL i IM,
bedzie LB4BC4 CD4 DM4ME4-AE4AL> FG4-
GH4HI4-IK4EF c/yli tamana AKCDE > FGHIK.

21. Tw. Summa dwoch prostych przechodzgcych
przezjeden punkt, jest wigksza od dwoch linii {g-
czqcych ich konce (fig. 10) AB4CD > AD4 CB.

Uwazam ze AE4-ED > AD (3); EB4EC> BC»
Dodaje¢ odpowiednie wyrazy i bedzie AEAEB4DE
+ EC> AD4BC czyli AB41)C > AD4BC.

§ II. Okrag kota.

22. Okrgg kolajest to linia krzywa Zamknieta,
ktorej punktu lezq na jednes plaszczyznie, w jedna-
kowej odlegtosci od punktu tej plaszczyzny zwanego
srodkiem kola.

Proste, taczace $rodek kota z punktami okregu, zo-
wiag  promieniami. Odleglosci $rodka kota od pun-
ktow okregu s3 sobie réwne, i mierza si¢ promienia-
mi (3 Wn. 1), przeto promienie kola sa sobie ro-
wne (4 wn. 4.)

Okrag kola czyta si¢ albo jedna gloskg bedaca
w jego $rodku, albo trzema, lezacemi na samym o-
kregu, dla odréznienia od prostej, ktora si¢ oznacza

3
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dwoma punktami. Po6zniej zobaczymy, ze jak dwa
punkta oznaczaja prosta, tak trzy oznaczaja zupehie
okrag kofta.

Kazda cz¢s¢ okregu kota zowie si¢ tukiem. Luk
czyta si¢ trzema gloskami z ktorych dwie leza na je-
go koncach.

Prosta taczaca dwa konce luku zowie si¢ cieciwg.
Cieciwa przechodzaca przez srodek kola zowie si¢
Srednicg, a luki przez nig podparte: polokregami.

Srednica przechodzi przez $rodek kota, zatem kaz-
dy z niej dwoécli odcinkdéw (4Uw'.)» zawartych migdzy
srodkiem kota a jej koncami, jest promieniem, prze-
to $rednica rowna si¢ dwom promieniom, a tern sa-
mem $rednice w kole sg sobie rowne. Przytem $re-
dnica jest najwicksza ze wszystkich cigciw, gdyz
kazda cigciwa jest mniejsza od dwoch promieni po-
prowadzonych do jej koncéow (3 (Jw. 2), $rednica
za$ réwna si¢ summie dwoch promieni.

23. Tw. Jesli punkt lezy wewngtrz okregu kola,
na okregu, lub zewngtrz niego-, to odleglos¢ tego
punktu od srodka, jest mniejsza, rowna lub wigksza
od promienia tego kola (fig. 12.)

jo Prowadzg¢ przez punkt B promien AC, prosta
AB mierzaca odlegtos¢ punktu B od $rodka kola,
jest mniejsza od promienia jako czgs¢ od swojej ca-
losci (Praw. oczy).

2° Jesli punkt D lezy na okregu kota, to prosta
AD, mierzaca odlegtos¢ lego punktu od srodka kota
jest promieniem.



3° Punkt E lezy zewnatrz kola, lacze¢ prosta EA
ze $rodkiem kota, ktoéra przetnie ten okrag w pun-
kcie D, gdyz okrag kota jest linia zamknigtg. Prosta
EA mierzaca odleglo§¢ punktu E od $rodka kota,
jest wicksza od promienia AD, jako cato$¢ od swojej
czescl.

24. Tw. od. Jesli odlegltos¢ punktu od srodka kola
jest mniejsza, rowna lub wieksza od promienia,
wtedy ten punkt znajduje si¢ wewngtrz, na okregu
lub zewngtrz okregu kola (fig. 12).

l« Punkt B nic moze si¢ znajdowac ani na okregu
kota, ani zewnatrz niego, gdyz w pierwszym razie
odlegtos¢ tego punktu od $rodka rownataby si¢ pro-
mieniowi, w drugim za$ razie bytaby wigksza od pro-
mienia, coby si¢ sprzeciwialo zalozeniu; a zatem
punkt B lezy wewnatrz okregu kota.

Podobnym sposobem mozna dowie$¢ i dwoch in-
nych przypadkow.

Whn. Okrgg kola jest miejscem wszystkich pun-
ktow jednakowo oddalonych od srodka gdyz kazdy
punkt jednakowo oddalony od $rodka kota lezy na
okregu kota.

25. Tw. gl. Okregi kol rownych promieni sq so-
bie rowne, czyli przystajg do siebie we wszystkich
punktach. (fig. 13.)

Przenosz¢ okrag kota F na A, tak aby $rodek F
padt na $rodek A, i ptaszczyzna pierwszego okregu
przystata do ptaszczyny drugiego okregu (18). Pun-
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kta okregu F znajduja si¢ w odlegtosci promienia od
srodka A, gdyz z zatozenia promienie tych kot sa so-
bie rowne, przeto znajduja si¢ na okrggu kola A (24.
Przytem wszystkie punkta okregu F przystaja do
okregu A, gdyz jesliby ktorykolwiek punkt okregu
F nie przystat do takiegoz punktu okregu A, wtedy
okrag A, niezawieratby tego punktu, pomimo Ze on
jest w odlegtos$ci promienia od jego srodka.

26. Tw. Dwa okregi kot przecinajgce sie, majg
tylko dwa punkta wspolnej jeden nad prostq a drugi
pod prostq lgczgceq ich srodki, (fig. 14.)

Okrag kota C przecinajac okrag kota A w punkcie
B wchodzi wewnatrz tego okrggu: lecz ze oba okre-
gi sa liniami zamknig¢temi, przeto okrag kota C wy-
chodzac z okregu A przecina go takze w punkcie E.
Punkt B jest punktem wejscia, zas E wyjscia okregu
kota C z okrggu A, przeto ani nad punktem B ani
pod punktem E okregi te nie maja wspdlnego pun-
ktu, potrzeba wiec tylko dowie§¢ ze niema punktu
wspolnego tym dwom okregom migdzy punktami B i E.
Jesli punkt I) lezacy nad linig $rodkow AC bytby
wspolny dla tych okregdw, to poprowadziwszy pro-
mienie do punktéw B i D, AB—AD i CB—CIl) zatem
i AB4-BC=AD-4-DC co by¢ niemoze (20), przeto
punkt wspolny nie moze znajdowac si¢ nad linig AC.
Niemoze si¢ takze znajdowac¢ na linii srodkow, gdyz
AC—AB+BC(3); przeto oprocz punktu B niema
innego punktu wspolnego tym dwom okrggom nad
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liniij AC. Dla podobnej przyczyny jeden tylko punkt
E jest wspolny dla tych okregéw’ pod linig AC.

Wn. Jeden tylko jest punkt nad prostq w danej
odleglosci odjej koncow. Wszystkie punkta lezace
w danej odleglosci (fig. 11) AB od konca A prostej
AC, leza na okregu kota opisanego z punktu A pro-
mieniem AB, (21 Wn.); wszystkie punkta lezace
w oddaleniu CB od konca C leza na okrggu kota za-
kreslonego z punktu C,a zatem punkt lezacy nad linig
AC; oddalony od A na AB a od C na CB lezy na
wspolnérn -przecigciu sie tych okregdéw. Lecz okregi
te przecinajg si¢ w jednym tylko punkcie nad linig
AC, przeto jeden jest tylko punkt nad linia w danein
oddaleniu od koncow tej linii.

27. Tw. Wkole albo wkolach rownych, cigciwy
rowne podpierajq lukirowne, (fig. 13)

Zaktadam, 7ze okrag kola F réwny okregowi kota
A, i cigciwa KM—GL Twierdze, luk KLM==GHI.
Posuwam okrag F na ptaszczyznie rysunku, tak aby
punkt K padt na G, prosta KM na prosta GI, zatem
punkt M padnie na punkt I, dla réwnosci tych
dwoch linii (4 Wn. 4); a ze promienie tych kot sa
sobie réwne (25), przeto punkt F rownie jak i A
znajduja si¢ od konca G i I w odleglosci promienia,
sg wiec jednym tylko punkiem (26 Wn ), czyli punkt
| padl na punkt A; azatéin okrag kola F przystal do
okrggu kota A, i tuk KLM do luku Gili; ze za$ te lu-
ki maja konce wspolne, zatem przystaja do siebie we
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wszystkich punktach czyli sg sobie rowne; to samo
$ciaga si¢ i do tukow KOM i GCIL.

Jesliby cigciwy KM i PQ réwne, nalezaty do jedne-
go kota, wtedy w okrggu A rownym okregowi F,
poprowadziwszy cigciwe GI—KM a tem samem i cig-
ciwie PQ, tuki KLM i POQ), jako réwne podlug twier-
dzenia tukowi GHI, beda sobie roéwne.

Uw. Na tej wilasnosci tukoéw okregow rownych,
mozemy na okrggu, odcia¢ tuk rowny tukowi da-
nemu.

28. Tw. od. Wkole glbo w kolach rownych, tuki
rowne majq cieciwy rowne, (fig. 13).

Zak. Okrag F= okrggowi A i tuk KLM — tukowi
GHI. Tw: Cigciwa KM ——cieciwie GI.

Przenosz¢ okragF na A, tak aby ich $rodki i ptasz-
czyzny przystaly do.siebie, zatem i okrag F przysta-
nie do okregu A. Obracam okrag F na plaszczyznie
lak, aby punkt K padt na punkt G, luk KLM poszedt
po tuku GHI, to punkt M padnie na punktI dla ré-
wnosci tych dwoch tukow a tem samem cigciwa KM
przystaje do cigciwy GI i jest jej roOwna.

Jesli tuki rowne KLM i POQ naleza do jednego ko-
fa, wtedy poprodziwszy cigciwe GI, rdwna cigciwie
PQ, luk POQ bedzie rowny lukowi GHI, a tem sa-
mem i tukowi KLM, przeto podlug poprzedzajace-
go, cieciwa KM = GI, zas§ GI~PQ z odciecia, wicc
i KM — PQ.

Wzz. Srednica RS dzieli okrag kota F na dwie ro-
wno czgéci, gdyz poprowadziwszy w okregu A ro-
wnym okregowi F §rednice NT, poniewaz cigciwa



23

RS =NT, wigc luk RLS = NGT, bo po przeniesieniu
$rednic i $rodki ich kot przystaja do siebie (4 Uw.).
Dla podobnej przyczyny i ink ROS===NGT, przeto
luk RLS—KOS (Praw. oczy), i dla tego one zowig
si¢ potokrggami.

Wn. 2. Cigciwa KM dzieli kolo na dwie nieréowne
czesci, czyli tuk KLM »< KOM, pierwszy bowiem jest
mniejszy, a drugi wigkszy od pdtokregu kota.

29. Zg. Nakreslic¢ okrgg kola.

Jezeli na ptaszczyznie wezmiemy jeden punkt, za$
drugi na tej plasczyznie posuwac begdziemy tak, aby
odleglo$¢ tego punktu od wzigtego na plaszczyznie
niezmieniala si¢, to on opisze okrag kota (22).

Narzgdzie wige stuzace do kreslenia okregu kota,
powinno mie¢ dwa punkta, ktorym nadana odlegtos¢
niezmieniataby sig, i gdy jeden zostaje w spoczynku;
zeby drugi mogt swobodnie posuwac si¢ po plaszczy-
znie. Punkta te sa to ostrza, przeto im beda delika-
tniejsze, tembardziej zbliza si¢ do punktu, a nakre-
slony okrag kota do wyobrazalnego.

Btedy w kresleniu okregu z dwoch przyczyn po-
chodzi¢ moga: 1) jesli punkt okolo ktoérego obraca-
my, zmieni swoje potozenie; gdyz wtedy punkta krzy-
wej opisanej beda rowno oddalone nie od jednego
punktu; 2) Gdy w czasie obrotu zmieni si¢ odleglos¢
punktow; gdyz wtedy punkta krzyw¢j nie beda ro-
wno oddalone od punktu majacego by¢ srodkiem.

Narzedzia do kreslenia kola sg roézne, podiug te-
go jak wielki ma by¢ okrag kota. Itak: 1. Cerkiel
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metalowy lub drewniany. 2. liniat ze szpicem ru-
chomym i nieruchomym (fig. 15). Miejsce liniatu
zastgpi¢ moze tyka lub sznur.

30. Zg. Na okregu danym, odcigé luk, rowny lu-
kowi danemu (fig. 13).

Stawiam jedng noézke cerkla w jednym koncu G
luku danego GHI, za$ drugg w I, drugim koncu te-
go luku i przenosz¢ otwarto$¢ cerkla na okrag da-
ny jednakowego promienia F, od K do M. Luk KLM
= GHI (27). Jesli punkt K bylby dany na okregu F,
od ktorego odciaé¢ potrzeba luk GHI, wtedy przeno-
szac roztwartos$¢ cerkla, jedng nézke stawiamy w tym
punkcie K.

31. Zg. Obrotem plaszczyzny nakresli¢c okrqg
kola.

Plaszczyzny przystaja do siebie we wszystkich
punktach (1S), przeto jesli potozymy jedng ptaszczy-
zng na drugiej, i na ni§j bedziemy obracali okoto
punktu statego, to kazdy punkt obracan¢j ptaszczy-
zny, posuwac si¢ bedzie w jednakowej odlegtosci
od punktu obrotu i opisze okrag kota (22).

Jesli obracajac pi¢rwsza ptaszczyzne okoto pun-
ktu stalego, na drugiej plaszczyznie w pewnej odle-
glosci postawimy ostrze stale, to wszystkie punkta
pierwszoj ptaszczyzny, oddalone jednakowo z ostrzem
od punktu obiotu, przystawac¢ beda do konca ostrza
(4 Wn. 4), a ze punkta plaszczyzny jednakowo odda-



lone od jednego punktu sktadajg okrag kola, przeto
ostrze zakresli na plasczyznie okrag kota.

32. Zg. Stosunek dwoch lukéw réwnych promieni
wyrazié¢ liczbg, (fig. 17)

Luk mniejszy GD Przeniesiony ni wigkszy AB, za-
wiera si¢ w nim dwa razy od A do F i pozostaje FB
—i CD. Przenosz¢ FB na CD zawiera si¢ wnim 4
razy od C do K, i pozostaje KD < FB; przenosz¢
KD na FB, zawiera si¢ trzy razy od F do N i pozo-
staje NB -< KD.—Jezeli narzgdzie nie pozwala prze-
nosi¢ NB na KD, albo $cistos¢ rachunku lego niewy-
maga, opuszczamy NB i uwazamy ze KD miescilo si¢
bez reszty 3 rdzy.

3
blad jest mniejszy od A — L (¥)

Jesli tuk CD przyjmujemy za jedno$¢ do mierzenia
luku AB to 2713 wyraza ile razy jedno$¢ zawiera si¢
w AB czyli wielko$¢ tego tuku w danej jednosci.

(*) Wlasno$¢ utamkow ciaglych jest ta, ze biorac pierws$zA
przyblizona warto$¢ czyli pierwsze ogniwo %, druga przyblizong

tilamy blad mniejszy od jednosci podzielonej przez iloczyn mia-
nownika tej warto$ci przez mianownik wartos$ci poprzedzajacej
1

13X* _
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33. Uw. Podzial okregu kola dawny i nowy, mie-
rzenie. luku.

Podlug dawnego podziatu, bardziej uzywanego,
caly okrag kota jest podzielany na 360 cz¢Sci rownych
zwanych stopniami, stopien dzieli si¢ na 60 czgsci
rownych zwanych minutami, minuta na 60 czesci 16-
wnych zwanych sekundami i t. d., i podziatu tego
zazwycza] uzywamy tylko do sekund. Luk wyraza
si¢ przez liczbe zawierajacych si¢ w nim stopni mi-
nut i sekund. Stopnie oznaczajg si¢ zerem napisa-
nem z prawej strony nad liczba, minuty jedna kre-
ska, sekundy dwoma kréskami, tercye trzema kreska-
mi i t. d. np. 25°,3' 46"

Podtug nowego podziatu okrag kola dzieli si¢ na
400 cze$ci rownych zwanych stopniami, stopien na
10 czesci réwnych zwanych minutami i t. d. tak zZe
stopien jest 400 czeS$cia okregu, minuta dziesigta
czescig stopnia, sekunda dziesiatg czeScig minuty,
czyli setng stopnia, tercya dziesigta czgscig sekundy
czyli tysiaczng czedcig stopnia it. d. Jesli wiec tuk
podlug tego podziatu wj razimy liczba,stopnie beda li-
czbg cala, minuty za$ sekundy i tercye dziesi¢tnemi, se-
tnemi i tysigcznemi czg¢$ciami calo$ci, tak ze luk ozna-
czy si¢ w stopniach liczba calg z utamkiem dziesig-
tnym.

Dogodno$¢ pierwszego podzialu jest ta, ze wigcej
czesci okregu kota wyraza si¢ liczba cata stopni,
anizeli podtug drugiego, to samo $ciaga si¢ do liczby
czes$ci stopni wyrazajacych si¢ zupelnie w minutach,
czgsci minut wyrazajacych si¢ w sekundach i t. d.
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gdyz 360 =2X 2X2 X3 X3X5 za§ 400 =
2x 2x 2x 2x «Ix 5. Podlug pierwszego wi¢c podzia-
hu 3cie, 6te, gte, i t. d. czgdci wyrazaja si¢ calg liczba
stopni, za$ podlug drugiego nie, gdyz nie wchodzi
czynnik 3; tak Zze podlug pierwszego 23 czesci okre-
gu wyraza si¢ calg liczba stopni t. j. potowa, trzecia
cze$¢, czwarta, piata i t. d. podtug drugiego tylko
14cie. Co do cze¢sci stopnia 60—2. 2. 3. 5; 10=2. 3
t. j. podtug dawnego, osrn czesci stopnia wyraza si¢
calg liczbg minut, a podlug nowego trzy tylko czesci.
Do mierzenia prostych, mogli§my wzia¢ za je-
dnos¢ jakakolwiek linj¢ prosta, gdyz wszystkie te
linje przystaja do siebie; okregi za$ przystaja tylko
wtenczas, gdy maja promienie rowne; przeto tuk
mozna tylko mierzy¢ lukiem tego samego promienia,
czyli tukiem tego samego okrggu kota. Zmierzy¢ tuk
jestto dowiedzie¢ sig¢, jaka on jest czescig swego
okregu kola. Ogolny sposdb (32), chociaz S$cisty,
jest zadhtugi, i dla tego tuki si¢ mierzg stopniami, mi-
nutamiit. d. Podlug dawnego podziatu za jednos¢ do
mierzenia luku bierzemy 360ta cze¢$¢ jego okregu
kota. JeslibySmy przeniesli ten stopien na tuk mie-
rzo ny, tyle razy, ile si¢ on w nim zawiera, czyli do-
pokad reszta nie bedzie mniejsza od stopnia, jezeli
wtenczas stopien zawiera si¢ 5 razy, to luk zawiera
w sobie 5 stopni i jesztze tuk mniejszy od stopnia.
Dla dowiedzenia si¢ jaka cze$cig stopnia jest ten tuk,
zamiast przenosi¢ go na stopien (11), przenosimy
na t¢ resztg¢ 60l cze$¢ stopnia; jesli ona zawiera sig
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3 razy, to tuk mierzony zawiera 5. stopni, 3 minuty
i jeszcze luk mniejszy od minuty. Dla poznania jaka
czg$¢ minuty tuk ten stanowi, przenosimy nan 60la
cze$¢ minuty,na len tuk dopoki reszta nie bedzie mniejr
sza od tej czeSci; jesli sekunda zawierasi¢ 4 razy, to
luk mierzony zawiera 5°3'4” i jeszcze luk mniejszy
od sekundy, i t. d. Przeto: gdy poprzestaniemy na sa-
mych stopniach, opuscimy luk mniejszy od stopnia,
i warto$§¢ wynaleziona bedzie mniejsza od rzeczywi-
stej o mniej nizeli stopien czyli /ilo okregu; jezeli
poprzestaniemy na stopniach i minutach, to opusci-
my huk mniejszy od minuty, i warto$§¢ jego bedzie
rnnic¢jszg od rzeczywistej o mniej, anizeli minuta, czyli
60 SO 65 X365 360%60 21600 O°°

gu; poprzestajgc na sekundach, dla podobn¢éj przy-
czyny, popetniamy blad mniejszy od. —_ —

1
1296000

Luk wiec 5"3'4" =JL + 3 4 L

360 21600 129600

gu, jest summg utamkoéw, ktorych jednostki sa je-
dna od drugiej o 60 razy mniejsze; biorac za$ pier-
wszy, dwa pierwsze, trzy pierwsze utamki, otrzy-
mujemy pierwsza, druga i trzecig przyblizong wartos¢
luku i btad jest coraz o 60 razy mniejszy.

Mierzac tym sposobem luk, przyktadany do niego
tluk jemu rowny podzielony na stopnie, lub na sto-
pnie iminuty, albo na stopnie minuty i sekundy, ituk

okregu i t.
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ten zowie si¢ przenosnikiem, a ile stopni, minut fse
kund zawiera luk przenosnika rowny mierzonemu,
tyle stopni, minut i sekund zawiera luk mierzony.

34 Uw. Przenosnik, (fig. 16)

Narzgdzie to zazwyczaj miedziane sktada si¢ zpot-
kola wydrazonego, i liniatu EG bedacego jego $redni-
ca, wyciecie za§ D oznacza jej $rodek; wyjecia A i C
stuza do dokladnego przykladania wewnetrznego
brzegu liniatu do $rednicy mierzonego kota. Brzeg
okregu dzieli si¢ na stopnie, ktore czgsto bywajg po-
dwdjne, aby zarazem tuk mozna bylo czyta¢ z pra-
wej 1z lew¢j strony. Chcgc zmierzy¢ luk z wszelka
doktadnos$cia, kladziemy wewnetrzng strong liniatu
przy $rednicy mierzonego luku, przechodzacej przez
jeden z jego koncow, srodek D przyktadamy do $ro-
dka kota, ktérego tuk jest czescia. Liczba stopni od-
powiadajaca drugiemu koncowi, wtenczas gdy pier-
wszemu odpowiada zero,jest liczba stopni mierzone-
go luku.

35 Zt. Na tej zasadzie ze $rednice w kole sg so-
bie rowne (22), sprawdzajg si¢ wydrazenia kotowe.
Wktada si¢ najwigkszy liniat jaki moze wejs¢ w wy-
drazenie, a ktory jest jego Srednica, jako najwickszy
ze wszystkich cieciw, probuje sie czy w kazdym kie-
runku jednakowo przylega do $cian wydrazenia
w tern tylko razie, poniewaz §rednie sa sobie réwne,
wyprezenie jest okregiem

36 ZI. Kola rownych promieni, majace Srodki
wspolne i lezace na jednej plaszczyznie, przystajg od



siebie w kazdem potozeniu (25); przetojesli naryso-
wawszy koto na tekturze, wytniemy je z tektury o-
strem 1 cienkiem narzgdziem, to otrzymamy dwa
okregi rowne, zewnetrzny, wycietego kota, i wewne-
trzny, otworu pozostatego w tekturze. Krazek wy-
ciety bedzie si¢ mogt obracaé w otworze, przylega-
jac do niego we wszystkich punktach. Ta wiasnos¢
wylacznie nalezaca do okregu kola, ma liczne zastoso-
wania w rzemiostach. Na tej zasadzie robig si¢ krany,
zatyczki w karafkach i t. p., ktorych dokladno$é¢ za-
lezy od rownosci promieni kot wypuktych i wydrazen.

W odlewaniu ciat okragltych, wydrazenie modelu
powinno mie¢ promien zupelnie réwny promieniowi
zadanego odlewu; aby za$ nie bylo nieréwnosci, przy
odlewie w piasku, wybiera si¢ piasek bardzo miatki;
jezeli zas model wyrabia si¢ w ziemi, to wydrazenie
wylewa si¢ ptynng gling. Przed wyjeciem odlewu
obracamy go w jedng i drugg stron¢ dla zréwnania
jego powierzchni.

Jezeli na ptaszczyznie mamy nakresli¢ tuk réwny tu-
kowi modelu danego w naturalnej wielkosci, wtedy
jesli srodek tuku niemiesci si¢ na danej plaszczyznie
wycinamy ten tuk z modelu z jego cigciwa, kreslimy
na plaszczyznie prosta majgcg podpierac tuk zadany,
przyktadamy cieciwe tuku wycietego z modelu do lej
prostej, 1 przy brzegu zewngtrznym kreslimy lini¢ kto-
ra bedzie tukiem zadanym (35 i 27). Ten sposob jest
zwykle uzywany przy wyrabianiu ornamentow.

Garncarze i tokarze kresla kola zapomoca obro-
tu plaszczyzny.



ROZDZIAL 1L
Linie proste polgczone z prostemi.

§ 1. Prosta uwazana z poprzeczng

37. Wszelka linia prosta AB, (fig. 10) dzieli pta-
szczyzng na dwie czeéci. Jedli ja przetniemy druga
prosta, zwana wzgledem niéj poprzeczng, to ta prze-
tnie prosta AB w jednym punkcie (4 wn 4), i rozdzie-
li obie czgéci plaszczyzny utworzone przez AB na
dwie czgSci. Plaszczyzna wigc dwoch prostych AB
i CD (18), zostala przez te linie podzielona na czte-
ry czesci, DEB, BEC, CEA i AED.

Odcinki nieograniczone ED, EB, EC, EA prostych
AB i CD, rachowane od punktu przeci¢cia si¢ E, zo-
wia si¢ liniami zbiegajgcemi sie, punkt przecigcia si¢
E, punktem zbiegu.

3S. Czesé ptaszczyzny DEB, zawarta miedzy dwo-
ma prostemi ED 1 EB zbiegajgcemi sie, zowie sig
kgtem.

Pod wzgledem ksztattu kat jest nachyleniem si¢
dwach linii zbiegajacych si¢i dla tego mowigc o ksztal-
cie wylacznie t¢ wlasno$¢ w kacie uwaza¢ bedziemy.
Pod wzgledem wielko$ci kat jest pewna czgécig ca-
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16j ptaszczyzny: i dla tego zmidrzy¢ jtlgo wielkos¢
Jest to wyrazi¢ jaka on stanowi cze$¢ plaszczyzny ¥,

Punkt zbiegu E zowie si¢ wierzchotkiem kqta,z\rie~
gajace si¢ ED i EB, jego ramionami. Jezeli kilka ka-
tow maja wierzchotek wspdlny, kat czyta si¢ trzema
literami, jedna begdaca w wierzchotku a dwoma na ra-
mionach, wymawiajac w $rodku wierzchotek tym
sposobem czytamy oba ramiona BE i El); jesli za$
katy niemajg wierzchotkow wspolnych czytaja si¢ je-
dna ploska, polozong przy wierzchotku. Wielko$¢
kata nie zalezy od dtugosci ramion, bo te sa nicogra-
hiczone i oznaczaja si¢ jakiemikolwiek swemi dwo-
ma punktami (4 \vn. 3): jednym wspdlnym dla obu
ramion, a drugim lezacym na ramieniu o ktore nairi
idzie.

30 Luk zakres$lony z wierzchotka kata i zawarty mig-
dzy jego ramionami, zowie si¢ lakiem odpowiednim.
Luki odpowiednie dwoch katow maja rowne pro-
mienie.

40. Katy CBA i FED, (fig 18) zowig sie rownef
jezeli potozywszy plaszczyzne kata CBA na plaszczy,
zn¢ kata FED taki aby wierzchotek Bj padt na wierz-
cholek E i ramie BA na ED, drugie ramie BC przysta-
je do EF.

*) Rozbioér definicyi kala znajduje si¢ w Przegladzie Nauko-
wym z roku 1847, za miesiac Wrzesien w rozprawie: o dwdch
liniach prostych lezgcych na ptaszczyzZnie.
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Kat GED jest wiekszy od kata ABC, czyli ABC jest
mniejszy od GED, jezeli po przeniesieniu drugie ra-
mie BC pada wewnatrz kata GED. I nawzajem.

Zlad widzimy ze linie przystajg do linji dla ro-
wnosci kgtow—rownie linia pada wewngtrz lub ze-
wnqtrz kqta, z przyczyny nierownosci keltow.

41. Katy utworzone przez poprzeczna CD (fig 10.)
z prostg AB, lezg albo z jednej strony poprzecznej,
DEB i BEC, albo tez z przeciwnych jej stron. BEC i
AED. W pierwszym razie zowia si¢ przyleglemi,
w drugim zas, wierzchotkiem przeciwleglemi albo
Przeciwleglemi.

Kuty wigce, przylegle sq te ktore majq Wierzcholek
E wspolny, jedno ramie¢ EB, wspdlne, a dwa inneich
ramiona ED i EC stanowiq jednq linie prostg DC.
W ogdlnosci katy przylegle DEB i BEC nie sa rowne;
a ramie ich Wspolne BE zowie sie linia pochylg do
linji dwoch ramion tych katow t. j. linii CD. Im wig-
ksza réznica migdzy katami BED i BEC, tern linia BE
jest bardziej pochylong do CD. W tym szczegdlnym
przypadku w ktorym (fig. 19) katy przyleglte DEB
i BEC sa sobie rowne, katy te zowia si¢ prostemi, a
ramie ich wspolne BE—Ilinig prostopadig do dwoch
innych ramion, t. j. do linii CD.

Kqty BEC i AED (fig. 10) wierzchotkiem przeciw
legie sq te, ktore majq wierzchotek E wspolny,
a ramiona jednego sq przedtuzeniem ramion dru-
giego” EA przedtuzeniem BE za§ ED przedluze-
niem EC.

5
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42. Tw. Z punktu E wzietego na linii Cl), jedng
tylko prostopadtq EB do tej linii poprowadzi¢ mo-
zna (fig. 19.)

Jezeli oprécz linii BE prostopadiej do CD, bytaby
inna linia EF do niej prostopadia, to kat CEB =
BED i CEF==FED. Lecz kat CEB < CEF, prze-
to i kat rowny pierwszemu, bylby niniejszy od
kata rownego drugiemu, czyli BED FED co
by¢ nie moze. A zatem kat CEF nie moze by¢ rowny
katowi FED, a tern samem ani linia FE prostopadia
do CD.

43. Tw. Wszystkie kqty proste sq sobie réwne',
GEB—GKI, BED=IKH, (fig. 20.)

1) Odcinam EC=KG; 2.) przenosz¢ plaszczyzne
liniit GHilKna ptaszczyzne drugich dwoch linii (1S),
tak aby punkt G padt na punkt C, prosta GH poszia
po prostej CD, zatem punkt K padnie na punkt E,dla
rownosci linii GK z linia CE (4 wn. 4). Po przystaniu
tych dwoch plasczyzn linia KI padnie na EB, gdyz
z punktu E jedna tylko prostopadla do CD poprowa-
dzi¢ mozna.

44. Tw. gl. Punkta E i B, rowno oddalone od kon-
cow linii AC, lezq na prostopadtej EB przechodzqcej
przez D srodek tej linii AC. (fig. 21 )

Zak= AE=EC i AB=BC. Tw. z¢ kat CDB=BDA
i CD=AD.

Obracam plaszczyzng BDC (18) okoto linii BD az
poki nie padnie na ptaszczyzng ABD. Wtedy oba
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punkta A i C leza z jedndj strony linii BE w jednako-
wej odlegtosci od jej koncéw B i E, przeto lezg w je-
dnym punkcie (26 wn.); czyli punkt C padl na A i li-
nia DC przystata do DA (4 Wn. 2); a zatem kat
CDB —BDA i linia BD jest prostopadia do AC (41),
tudziez DC=DA czyli punkt D jest $rodkiem linii
AC (4. Uw.)

45. Tw. odw. Kazdy punkt B prostopadiej BDwy-
prowadzonej ze srodka linii AC, jest rowno oddalo-
ny odjej koncow, czyli BC= BA (fig. 21.)

Obracajac plaszczyzng BD, klade jg na pt. BDA, linia
DC padnie na DA, dla réwnosci katow CDB i BDA
prostych z zatozenia, punkt C padnie na punkt A,
dla rownosci linii DC i DA, linie wige BC i BA ma-
jace w tern polozeniu konce wspolne sa sobie rowne.

Wzz. Punki ¥ wziety nie na prostopadtej BD wy-
prowadzonej ze srodka linii AC, nie jest rowno odda-
lony od koncow tej linii, bo potaczywszy punkt F z kon-
cami linii A i C; jedna z nich przetnie prostopadla
w punkcie B. Punkt B z drugim koncem C, prostdj AC,
faczg linig prosta. Unia FB + BC> FC (3. wn. 2);
lecz BC—BA przeto i FB-|-BA> FC czyli FA> FC.

46. Pw. Summa kqtow przyleglych CEF i FED,ro-
wna sie dwom katom prostym (fig. 19).

Jezeli katy CEF i FED nie sa sobie rowne t. j. pro-
ste, wtedy z punktu E wyprowadziwszy prostopadia
EB, kat CEF = CEB-1-BEF; dodawszy wigc po kacie
FED, mamy CEF-j-FED = CEB-{-BEF-I-FED; leca
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kat DEB=DEF 4-FEB, jesli wi¢gc dodamy do obu
stron po kacie BEC, otrzymamy DEB -j- BEC =
DEF-f-FEB4-BEC. Przeto tak katy przylegte CEF4-
FEl), jak i dwa katy proste DEB4-BEC, rownaja si¢
sumnie trzech katow CEB4-BEF4-FED, a zatem sum-
ma katéw przyleglych rowna si¢ dwom katom pro-
stym.

EE71. Summa kqtow po sobie idgcych, utworzo-
nych z jednej strony linii prostej, réwna sie dwO77i
kqtom prostym', dla tego ze sktada dwa katy przylegle.

W/z. 2. Przedluzenie fig. 20.) KL prostopadiej IK
Jjest takzeprostopadle do linii GH; summa bowiem ka-
tow przylegltych IKH4-HKL rowna si¢ dwom katom
prostym, a zeIKH jest prosty, przeto i HKL jest prosty;
dla podobndj przyczyny kat LKGjest prosty przeto ro-
wny katowi LKH i LK jest prostopadta do GH (41).

TFw. 3. Linia prosta dzieli ptaszczyzn¢ na dwie
rowne czegsci, gdyz tak z jednej jak i z drugiej jej
strony summa katéw rowna si¢ dwom katom prostym,
cata za$ plaszczyzna okolo jednego punktu zapeinia
si¢ czterema katami prostemi, tak, ze kat prosty jest
czwarta czgscig plasczyzny.

UW. i. Kat mniejszy od prostego zowie si¢ ostrym,
wickszy za$ od prostego rozwartym.

Uw. 2. Kat czynigcy z danym kat prosty zowie si¢
jego spetnieniem. Wszystkie katy proste sg sobie
rowne juz to podtug Nr. 43, lub jako czwarte czesci
ptaszczyzn, a ktore sa sobie rowne (18); przeto
jesli kqty sq rowne, to i ich spetnienia sqrowne,kq-
ta zas wigkszego spetnienie jest mniejsze. Kat czy-
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nigcy z danym dwa katy proste zowie si¢ jego dopet-
nieniem. Katow wigc rownych dopelnienia sa rowne,
kata za$ wickszego dopelnienie jest mniejsze.

Uw. 3. Dla krotkosci, wielkos¢ kata prostego ozna-
czymy przez R, dwoch katéw prostych przez II; prze-

to R wyraza czwarta cz¢$C plasczyzny T, potowge pta-
szczyzny.

47. Tio. od. Jezeli summa dwoch kqtow majgcych
Jednoramie wspolne, rowna sie dwom kgtom prostym,

to ramiona ich zewnetrzne sktadajq jedng linie pro-
stg (lis?. 19.)

Za/f. CEF-|-FED=n. Tw. CE i ED skladaja jedna
lini¢ prosta CD.

Gdyby linia ED nie byla przedluzeniem prostej CE,
to przedtuzeniem tern bytaby linia EM wtedy; CEF-|-
FED—CEF-1-FEM; gdyz pierwsze z zalozenia, dru-
gie jako przylegle z przypuszczenia zréwnaja si¢ 1.
Odejmujac po kacie wspdlnym CEF, mamyFED—
FEM, co by¢ nie moze, a zatem przedluzenie prostej
CE nie moze by¢ pod linig ED ani. dla podobnej przy-
czyny, nad tg linig, wigc linia ED jest przedtuzeniem
CD; czyli te dwie linie sktadaja jedna lini¢ prosts.

48.Tw. Kqty wierzcholkiem przeciwlegle BED i
AEC sg sobie rowne (fig. 10).

Kat BED-|-DEA —II. jako przylegte (46); dla po-
dobnej przyczyny i kat CEA-|-AED =11, przeto kat
BED4-DEA=CEA-1-AED. Odjawszy po kacie AED
mamy BED=>CEA.
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49. Tw.odw. Kqty/'owwgBEDi CEA »»/{#WM>«erz«
chatek E wspolny, ramigjednegoEB naprzediuzeniu
ramienia drugiego CE, a dwa inne ramiona z prze-
ciwnych stron linii pierwszych ramion', sq kqgtami
przeciwlegtemu. (fig 17.)

Gdyby ramie EA nie bylo przedluzeniem ramienia
EB, to przedluzywszy rami¢ BE do F,katBED rownat
by sie kipowi CEK, jako przeciwlegtemu, z zatozenia
za$ jest rowny katowi CEA, przeto kat CEF ro-
wnalby si¢ katowi CEA, co bym nie moze.

50. Tw. Z punktu C wrzigtego nad prostqg AB, je-
dnq tylko prosto padlg CE do tej liniipoprowadzié?no-
zna (Cig. 22)

Jezeliby mozna bylo poprowadzi¢ i drugg CF,
to przedtuzenia ich bylyby takze prostopadie do li-
nii AB. Obracajac ptaszczyzng CEF okoto linii EF,
gdy potoze ja na plaszczyzne ADB, prostopadle
CE i EF padng na swoje przedtuzenia, dla rownosci
katow prostych (40); lecz ze z przypuszczenia pro-
stopadle schodza si¢ w jednym punkcie C, wigc i ich
przedluzenia, schodzityby si¢ wjednym punkcie I); co
by¢ nie moze, gdyz przez dwa punkta C i [) mozna
tylko poprowadzi¢ jedna lini¢ prosta (4 wn 2); a za-
tem z punktu C nie mozna poprowadzi¢ dwodch pro-
stopadtych do linii AB.

Uwaga. 7 poprzedzajacych twierdzen widzimy ze
1. W jednem tylko potozeniu poprzeczna jest jedna-
kowo nachylona do obudwdch przez nig utworzonych
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odcinkow linii (42, 46 wn. 2, 50.) 2. Wtdm potoze-
niu poprzeczna jest miejscem wszystkich punktow,
jednakowo oddalonych od koncow rownych sobie
odcinkow linii (41, 45). 3. Nachylenie si¢ odcinkow
jakiejkolwiek poprzecznej, do odcinkdéw linii, jest je-
dnakowe (48). Te wlasnosci poprzecznej odnosza
si¢ gtownie do joj potozenia.

S1. Tw. Jezeli z punktu A wzigtego nad prostg, po
prowadzimyprostopadlqg AB, tudziezpochyle AC, AD i
AE to 1. Prostopadia Wijestnajkrotszqg ze wszystkich
pochylych. 2. Dwiepochyle rowno oddalone odspodka
prostopadlej sq sobie rowne. 3. Zdwdochpochylyehta

Jest dluzszq, ktorajest bardziej oddalona od spodka
prostopadiej.fig. 29.)

Na dowiedzenie tego przedluzam prostopadta AB
tak, aby jej przedtuzenie BE, réwnato si¢ samej linii
AB. Przedluzenie to jest prostopadie do EB (46 wn.
2); przeto BEjest prostopadla wyprowadzona ze §rod-
ka linii AF.

1°. Polaczywszy punkt 1) z F, linia AD=DF MS5).
Lecz AD-|- DF > AB-j-BF (3. wn. 2); wigc i AD >
AB, gdyz pierwsza jest polowa AD-f-DF druga zas
potowa AB-f-BF.

2°. Jezeli BD—BC to i AD=AC, gdyz ABjest pro-
stopadia do $rodka linii DC (45).

3°. AE i> AD. Polaczywszy punkt E z F, AE—FEF
jako mierzace oddalenie punktu prostopadtej BE od
koncow linii AF. Lecz AE-J-EFr AD-F DF, przeto
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polowa pierwszych jest wigksza od potowy drugich,
czyli AE > Al).

Wn. 1. Prostopadta, jako najkrotsza ze wszystkich
pochytych, wskazuje najkrotsze a przeto prawdziwe
oddalenie punktu A od linii EC. Oddalenie punktu od
linii, mierzyprostopadla wyprowadzona z lego pun-
ktu do linii.

Wn. 2. Dwie tylko pochyte rowne, mozna popro-
wadzi¢ z punktu do linii, gdyz linia prosta ma tylko
jeden $rodek (4. Uw.)

52. Tw. gl. Kgtom rownym odpowiadajg luki ro-
wne (fig. 23,)

Posuwam kat 1) po plaszczyznie, lak aby punkt I)
padl na A, rami¢ DF poszio po AC, tedy punkt F pa-
dnie na punkt C, dla rbwnoéci tych ramion (4 wn. 4)
Rami¢ DE przystanie do ramienia AB, dla réwnosci
kata D z katem A, i punkt E padnie na B, dla réwno-
sci ramion DE i1 AB; a ze srodki A i D, i konce
tukéw réwnych promieni FE i BC przystaly do siebie
przeto i luk FE przystal do BC(25) i jest jemu rowny.

Wn. Gdy katGDF > BAC, to i tJukFG> CB;gdyz
rami¢ DG po przeniesieniu padnie zewnatrz ramienia
AB (40) i tuk FG=CH jest wigkszy od tuku CB.

53. Tzzh od. Kqty odpowiednie lukom rownym sq
sobie rowne (fig. 23).

Posuwam tuk EF po plaszczyznie, tak aby $rodek I)
padt na $rodek A, i promien DF poszedt po promieniu
AC; zatem punkt F padnie na punkt C, dla réwno-
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$ci promieni (4. wn. 4), tuk FE przystanie doCB (25)
a ze luki te z zatozenia sg sobie rOwne, przeto i punkt
E padnie na B; zatem ramie DE padnie na AB i kat
1) rowny katowi A.

Wn. Kat GDF odpowiedni tukowi GF > CB jest
wigkszy od kata BAC, gdyz koniec G, tluku GF po
przeniesieniu padnie za koncem B w punkcie H,atern
samem i ramie DG, padnie w kierunku AH, zewnatrz
ramienia AB; przeto kat FDG” CAB.

54. Tw.gl. Stosunekkqtow rowna sie stosunkowi lu-
kéw im odpowiednich (fig. 24).

Przenoszg luk DF na AB, zawiera si¢ on w nim trzy
razy i pozostaje tuk iB <DF. Poprowadziwszy pro-
mienie do punktow g, h, i, katy ACg, gCh, liCi, sa r6-
wne katowi DEF (53), kat za$ iCB mniejszy od DEF
(53 wn); przeto i kat DEF zawiera si¢ W kacie ACB
trzy razy i pozostaje kat iCB<DEF, przenosze tuk
iB na DF 2awiera $i¢ on w nim dwa razy od D dom
1 pozostaje tuk mF <iB;—zatem kat iCB zawiera si¢
w kacie DEF dwa razy i pozostaje kat mEF <iCB.
Podobiiym sposobem przenoszac tuk mF na iB, to ile
razy on bedzie si¢ zawierat w iB, tyle fazy i kat od-
powiedni tukowi mF, zawiera¢ si¢ bedzie w kacie od-
powiednim lukowi iB; a zatem Stosunck katow ro-
wna si¢ stosunkowi tukow odpowiednich (14).

Wzz. \.Miarg kqtajest lukjemu odpowiedni. Stosu-
nek katow réwna si¢ stosunkowi odpowiednich tukéw,
czyli, kat zawiera si¢ w kacie tyle razy ife tuk Odpor
wiedni zawiera si¢ w tuku. Zmierzy¢ kat, jest to do-
wiedzie¢ si¢ ite razy kat wzigty za jedno$¢ zawiera
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si¢ w mierzonym kacie;dla zmierzenia wigc kata mierzy-
my luk mu odpowiedni, tukiem odpowiednim jednosci
kata, i dlatego tuk odpowiedni zowie si¢ miarg kata-

Kat jednak nie jest wielko$cig jedno-wymiarowa,
gdyz wielko$¢ jego zalezy nietylko od dlugosci luku
odpowiednego, ale i od dlugosci ramion; a ze ra-
miona, we wszystkich katach,jako linie proste nieo-
graniczone sg sobie rowne (4); przeto katy, tak jaki
wszystkie powierzchnie majace jeden wymiar rowny,
sa w stosunku drugiego wymiaru, czyli luku.

Uw. 1. Tworzenie si¢ kata jest takie jak ka-
zd¢j powierzchni: odcinek, linii prostej nieograniczo-
nej, majacy koniec w $rodku tuku, posuwajac si¢ po
tym tuku. utworzy kat. Kgt wigc, niezaleznie od pla-
szczyzny, jes/ miejscem prostych, bez przerwy po so-
bie idgcych, wychodzqcych ze srodka luku i przecina-
Jagcych sig z lukiem.

Uw. 2. Wyobraziwszy okrag kotla podzielony na sto-
pnie, minuty sekundy i l. d.,jezeli ze $rodka kota po-
prowadzimy linie do koncow pierwszych podzialdow,
t.j. stopnicata ptaszczyzna podzieli si¢ na 360 katow
rownych, jako odpowiednich lukom réwnym (sto-
pniom). Kazdy wiecz tych katdéw jest 360ta czescia pta-
szczyzny; a ze wielko§¢ wszystkich plaszczyzn jest je-
dnakowa (1S), przeto 360-ta czg$¢ plaszczyzny ma
wielko$¢ stala i kat ten zo wiemy stopniem kata. Popro-
wadziwszy promienie do podziatéw stopnia okregu,
stopien kata podzieli si¢ na 60 czesci rownych, zwa-
nych minutami bgdacych 60-ta czgécia stopnia katowe-
go, czyli 360x60°°21600-t3 czescia plaszczyzny.—
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Dla podobnej przyczyny sekunda kata jest 60-ta czeScia
minuty kata czyli 21600x60— 1296000-ng czgscia
plaszczyzny. Porownywajac wielkos¢ kata z cala pta-
szczyzng zwang Ifgtem pelnym, bedzie on taka cze-
$cia plaszczyzny, jaka cze$cig catego okregu kota
jest tuk jemu odpowiedni; a ze jednostki katow
maja za tuki odpowiednie, jednostki okregu kota
zmniejszajace si¢ o 60 razy, przeto dla zmierzenia
kata mierzymy tuk mu odpowiedni, i ile on zawiera
stopni, minut, sekund i t. d. okregu, tyle kat mierzo-
ny zawiera stopni minut i sekund kata. Stopnie te
minuty, sekundy i t. d. tak samo oznaczaja si¢ jak
w tuku, i to niemoze nas w blad wprowadzi¢ dlate-
go, ze ta wielko$¢ kata jest wyrazona w jego jedno-
$ci, jedno$¢ zas jest jednakowego gatunku z mierzona
iloscia, a przeto jednoscig w kacie nie jest tuk, ale kat.
Kat prosty jako czwarta czes¢ ptaszczyzny ma 90°,
ostry mniej, a rozwarty wiecej od 90°.

Uw. 3. Luki odpowiednie kqtom rownym, niero-
wnych promieni zawierajq jednakowaq liczbe stopni
it d'gdyz kazdy z nich jest takg czgscig okregu ko-
la, jaka kat ptaszczyzny; a ze katy réwne sa jedna-
kowa czescia plasczyzny, przeto i huki sg jednakowsa
czgsciag okregow kol, czyli zawieraja jednakowsq li-
czbe stopni i t. d.

Uw. 4. Linie proste i luki okregéw rownych mo-
glismy dodawaé, odejmowac i mnozy¢ przez liczbe
cala; podobne dziatania odbywaé mozemy i z kata-
mi, i kat jest summga dwoch innych, jesli luk mu od-
powiedni jest summg odpowiednich lukéw i t. p.
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55. Zg. Z punktu D danego na prostej AC wypro-
wadzi¢ do niej prostopadiq (fig. 21.)

Odcinam DA—DC, z punktu A promieniem wig-
kszym od potowy linii AC zakre$lam tuk, i ta3 sama
otwarto$cig z C przecinam tuk w B. Prosta BD jest
zadang; gdyz punkt B,jako réwno oddalony od kon-
cow linii AC, lezy, na prostopadlej przechodzacej
przez $rodek tej linii, czyli przez punkt iezacy na li-
nii AC, rowno oddalony od koncow (44).

56. Zg. Dang linie prostg AC podzieli¢ na dwie
rowne czesci (fig. 21.)

Wynajduje dwa punkta B i E rowno oddalone od
koncow linii danej AC, one leza na linii prostopadiej
do AC, przechodzacej przez jej $rodek szukany
D. (44).

57 Zg. Z punktu B danego nad prostq, wyprowa-
dzi¢ do niej prostopadlg (fig. 21.)

Znajduje¢ dwa punkta linii AC, jednakowo oddalo-
ne od punktu B, (zakreslajac z tego punktu tuk prze-
cinajacy te lini¢ w punktach A i C,) punkt jakikol-
wiek E rowno oddalony od Ai C lezy z punktem B,
na szukanej prostopadlej. (44.)

58. Zg. KqtdanylDH wyrazi¢ w stopniach (fig. 16)

Ktad¢ wewnetrzng krawedz linialu przeno$nika
(34) przy ramieniu DH, 3 liczba stopni odpowiadaja-
ca ramieniowi DJ, jest liczba stopni kata IDH (54,
Wn. i Uw. 2).
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59. Zg. Przez punkt dany na prostej poprowadzi¢
prosta pod kqtem danym.

Jo. Zapomocq cerkla (fig. 23.) Miedzy ramionami
kata danego EDF zwierzcholka D zakreslam tuk, tym
§amym promieniem z punktu danego A przy linii da-
nej AC zakreslam takze luk i odcinam na nim luk CB r6-
wny tukowi FE (30),—CAB jest kalem zadanym (53.)

20. Za pomocg wegielnicy z ruchomom prawidiem
(fausse-equerre)( fig. 25 (.Wegielnica taka jest to cerkiel
ktorego nozki sa linialami. Roztwieram liniaty tak aby
ich wewnetrzne krawedzie czynity kat zadany. Przeno-
sz¢ je w tern potozeniu nézek na linie¢ dang AB, wewne-
trzny brzeg liniatu przyktadam do tej linii i posuwam,
dopdki przecigcie si¢ krawedzi wewnetrznych linia-
tow nie padnie w punkcie A. Przy drugiej krawedzi
poprowadzona linia AC czyni z dang AB kat zada-
ny (40.)

30. Jesli kat dany jest w stopniach (fig. 16.) przy-
ktadam przenosnik iprzy podziale jego, odpowiednim
danej liczbie stopni, stawiam punkt K. a tinia DK be-
dzie zadang (54 wn.)

60. Zg. Przez punkt dany C nad linig AB, popro-
wadzi¢ linig pod kqtem danym, (fig. 25.)

Ustawiam wegielnice z ruchomém prawidtem pod
katem danym, przykladam ja do linii danej i posu-
wam dopoki drugie rami¢ wegielnicy, lub linial be-
dacy na jego przedtuzeniu, nie padnie na punkt dany
C; linia poprowadzona przy krawedzi tego liniahu,
czyni z linig dang kat dany.
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2™ 7fl pomocgprzenoiniha (fig. 16.) Przykladam
przenosnik do linii danej, tak, aby podziat odpowie-
dniej liczby stopni padt na punkt dany. Srodek prze-
nosnika jest wierzchotkiem Zzgdanego kata.

61. ZI. Prowadzenieprostopadlych w rzemiostach-

W rzemiostach, w rysunkach nawetarchitektonicz-
nych, prostopadte zazwyczaj prowadza si¢ za pomo-
ca wegielnicy rysunkowej. (equerre), to jest narze-
dzia w ktorem dwa przylegle boki spotykaja sie pod
katem prostym. Jest kilka rodzajow wegielnie:

a.) Ciesielska, uzywana u kamieniarzy, sktada sig¢
z dwoch liniatow zelaznych, spojonych koncami w ten
sposob, ze krawedzie spotykajac si¢ tworza katypro-
ste (fig. 26.)

b.) Rysunkowa, deska gltadka, jednakowej grubo-
sci (fig. 27.)

c.) Stolarska, z listwa dozwalajaca jej przytykaé
si¢ do dwoch $cian desek.

Te wszystkie ekierki uzywaja si¢ prawie jednako-
wym sposobem: przyktadajac jedng z prostopadtych
krawedzi do linii, za§ przy drugiej prowadzac linig
kat migdzy temi liniami jest prosty, jako rowny kato-
wi prostemu. Je§li mamy dany punkt, przez ktory
ma przechodzi¢ prostopadta, rami¢ drugie lub liniat
przy niem potozony, powinno przezen przechodzic.

62. Zt. Sprawdzenie dokiadnosci weygietnicy ry-

sunkowej.

Prowadzi si¢ prostopadta do linii, i jesli oba katy
przystaja do kata ekierki, wtedy te katy sa sobie ro-
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wne jako rowne katowi ekierki, a tern samem proste
(41.) a zatem i kat ekierki jako im rowny (40) jest
takze prosty.

63. ZI. Poziom mularski ijego sprawdzenie (fig30.)

Linia w ktorej kierunku spada swobodnie pada-
jace cialo, a ktorej kierunek oznacza ni¢ z zawieszo-
nym w koncu ci¢zarkiem zowie si¢ pionowgq, wszel-
ka linia do niej prostopadia zowie si¢ poziomg. Pla-
szczyzna zawierajaca w sobie linie poziome zowie
si¢ plaszczyzng pozioma, do ktdrej siezbiiza powierz,
chnia spokojnie stojacej wody.

W poziomie mularskim (fig. 30) potrzeba ozna-
czy¢ lini¢ prostopadlg do nici Cl) z zawieszonym cig-
zarkiem, i konce liniatow rownych CA i CB, bedg le-
zaly na tej linii, wtenczas, gdy ni¢ przechodzi przez
srodek linii AB, czyli przez punkt D linialu EF. (44).

Doktadnos$¢ tego narzedzia wymaga, aby dlugosé
ramion byla niezmierna. Dla tego konce A i B podbi-
jaja si¢ blacha.

Narzgdzie to sprawdza si¢ w ten sposob:

Na jakimkolwiek liniale 1K ustawiam narzedzie i po-
dnosz¢ koniec K, dopdki sznurek z cigzarkiem nie
padnie na wyzlobienie D. W pewnej odleglosci usta-
wiam linial, patrz¢ w kierunku linialu AB, i nazna-
czam odpowiedni punkt G na liniale GH. Potem sta-
wiam narzedzie przeciwng strong;—jesli ni¢ z cigzar-
kiem nie pada na wyzlobienie D,to poziom jest falszywy.
Podnosze lub znizam konce liniatu K, pdki ni¢ nie
padnie w D, i uwazam jaki punkt liniatu HG jest w kie-
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runku linialu AB; odleglo$¢ za$ jego od punktu G,
oznaczy wielkos¢ falszywosci fiarzedzia

64. Z/. Znalezé rolnice w odleglosciach punklou)
wzietych na gruncie, od danego poziomu, (fig. 28.)
Najprostsze narzedzia uzywane w tern celu sa:

1°. Poziom wodny. Jest lo rurka blaszana po obu
koncach zakrzywiona pod katem prostym w tych Kon
cach osadzajg si¢ rurki szklanne. U spodu rurki bla-
szanej w jednakowej odlegtosci od koncow, znajdu-
je sie rurka metaliczna, stuzaca do osadzenia narze-
dzia na tréjnogu. Linia przechodzaca przez powierz-
chnie wody bedacej w rurkach jest pozioma.

2°. Zerdz biata, podzielona na stopy, cale, linie,
lub inne jednostki miar dtugosci, z tarcza posuwalng
pot biatg a pot czarng.

Aby oznaczy¢ réznice migdzy odlegtosciami pun-
ktow A i B od linii poziomej, w jednakowej odlegto-
$ci od tych punktow stawiam poziom wodny w G i
tarczg naznaczam, na zerdzi stojacej pionowo w pun-
kcie A, punkt a, lezacy w kierunku linii poziomej
mn;—podzial odpowiedni punktowi ¢ wskazuje na
ile punkt A jest oddalony od linii poziomej an (5L
Wn. 1.) np. Aa—7 stop. Ustawiajac zerdz w B, znaj-
de podobnym sposobem oddalenie punktu B od
linii pozornej fn Jesli oddalenie to Bb=2 stop, to
roznica migdzy oddaleniami punktoéw A i B od pozio-
mu jest 5 stop, czyli punkt A lezy o 5 stop nizej od
punktu B.—Podobnym sposobem mozna oznaczy¢ o
ile wyzej lezy punkt C od B, a tém samem od A it. d-
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65. Zt. Posuwanie data po linii prostopadlej do
do linii danej AC. (fig 21.)

Jezeli cialo B chcg posuwaé w kierunku BD, przy-
mocowywani do tego ciata dwa sznury rowne BA i
BC, ktére posuwam po punktach A i C tak aby si¢
skracaly jednakowo.

Jesli za$ ciato E, nalezy posuwac¢ w kierunku EB,
to przytwierdzam do niego dwa dragi ktorych czesci
EA i EC, sg sobie rowne, i posuwam po punktach A
i C tak aby te czeSci powigkszaly si¢ jednakowo.—
Wobu razach posuwajace si¢ cialo bedzie w jedna-
kowej odleglosci od koncoéw linii AC. a przeto znaj-
dowac si¢ bedzie na linii do niéj prostopadte;.

66. Zt. Zmierzyc kqt miedzy dwomaprzedmiotami.

Linia prosta na gruncie, jest to linia wyobrazalna
laczaca dwa punkta lezace na gruncie. Jezeli z pun-
ktu, zwanego stanowiskiem przedstawiemy sobie dwie
proste, poziome do dwoch przedmiotow, kat zawar-
ty migdzy niemi, zowie si¢ kqtem zawartym miegdzy
dwomaprzedmiotami. Kata tego nie mozna zmierzy¢
czyli zdja¢ zapomoca wegielnicy rysunkowej z rucho-
mém prawidlem, ani zapomoca przenosnika,gdyz do
narze¢dzi, wyobrazalnych jego ramion niemozna przy-
lozy¢ tych ale nalezy ramiona oznaczy¢ dotykalnie,
t. j. majacwierzcholek oznaczy¢ po jednym punkcie
na ramionach kata.

Jesli na ptaszczyzniepoziomdj (63) wezmiemy punkt
lezacy z punktem stanowiska na jednej i tejze samej
pionowej, to on zowie si¢ odpowiednim temu punk-
towi\ potrzeba wiec tylko na lej plaszczyznie pozio-

7
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mdj oznaczy¢ po jednym punkcie, lezacym na linijach
laczacych punkt odpowiedni stanowisku z przedmio-
tami.

Kat zawarly miedzy przedmiotami mozna albo wy-
rysowac na plaszczyznie poziomej, albo wyrazi¢ go
w stopniach.

W pierwszym przypadku, w punkcie odpowiednim
stanowisku wbijamy cienkie ostrze np. igle, przykla-
damy do niej brzeg liniatu zwanego Dioptrg, opatrzo-
nego w koncach pionowemi linialami. Jeden z tych
liniatbw ma wazki podtuzny otwor, z wlosem przez
jego s$rodek przechodzacym, w drugim za$ znajduje
si¢ szczelina, w takiem potozeniu, ze wlos pierwszego
liniatu lezy z nig nad krawedzig liniatu dioptry. Obra-
camy dioptr¢ okoto igly, dopoki wlos, szczelina i
przedmiot nie beda na jednej linii prostej (17) a wten-
czas i krawedz dioptry znajdzie si¢ na tejze prosléj,
tém sam¢m i linia nakre$lona przy krawedzi dio-
ptry. Poprowadziwszy na plaszczyznie poziomej li-
nie w kierunku obudwdch przedmiotow, nakre§limy
kat zawarty migdzy dwoma przedmiotami.

W drugim przypadku, kiedy chcemy kat wyrazié¢
w stopniach, uzywamy do tego wegielnicy mierniczej
zrachomemprawidlem{"Y ktorej dwa liniatyopatrzo-
ne sg dioptrami. Linie odpowiednie dioptrom, przeci-
naja si¢ w punkcie obrotu liniatlow, drugie za$ ich
punkta oznaczajg si¢ na tych liniatach strzatkami. Pra-
widto nieruchome przechodzi przez zero przeno$nika
majgcego srodek w punkcie obrotu prawidta ruchome-
go. Narzedzie to zowie si¢ /r*o?nzam«(Graphometre.)
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Jesli postawimy narzedzie poziomo i punkt obrotu
zgodzimy ze stanowiskiem a prawidlo nieruchome
z jednym, ruchome za$§ z drugim przedmiotem, to
strzatka ruchomego prawidla wskaze na przeno$niku
liczbe stopni mierzonego kata, gdyz strzalki leza na
jego ramionach.

67. ZI. Do ustawienia plaszczyzny poziomo stu-
zy Libella t. j. rurka szklanna, nieco wypukta, umie-
szczona na podstawie. Rurka ta napelnia si¢ woda,
zostawujac nieco powietrza, i zatyka si¢ szczelnie
z obu koncow’.

Powierzchnia wody jest plaszczyzna pozioma (63),
przeto gdy podstawka Libelli lezy na ptaszczyznie fo
ziomej, to powierzchnia wody jest do niej rownole-
gla, a przeto powietrze znajduje si¢ posrodku rurki
wypukte;j.

68. ZI. Bussola. Jest to czworograniasta pusz-
ka z igla magnesowsa, majaca kierunek zblizony do
poinocno-potudniowego. Jesli prawidlo nieruchome
zgodzimy z kierunkiem igly magnesowej, to ruchome
oznaczy kat zawarty miedzy przedmiotem a kierun-
kiem igly magnesowej. Gdy z jednego stanowiska
zdejmujemy kilka takich katéw, to bussola pokaze
nam, czy narzgdzie nie zostalo zruszone w czasie ro-
boty, gdyz wtedy igla magnesowa jako majaca state
potozenie nic bedzie w kierunku zruszonego nieru-
chomego prawidta.
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§. 1l- Dwie linie proste nieograniczone uwazane ze
wspolna ich poprzeczna.

69. Dwie linie proste, nieograniczone, lezace na
jednej ptaszczyznie, albo majg jeden punkt wspdlny
(4 wn. 2), czyli przecinajq si¢, albo tez niemaja za-
dnego punktu wspolnego czyli nieprzecinajg sie.

Jesli obracamy jednag z przecinajacych si¢ okoto
punktu przecigcia, to oba jej konce naprzod zblizajg sie
do drugiej i przystang do niej, a nastepnie znowti linie
stang si¢ przecinajagcemu Przejscie z przecinania sie
do przecinania si¢ zot.de sig stycznosciq, przeto przy-
stawanie linii prostych jest ich stycznoS$cia, czyli /i-
nia prosta jest styczng wzgledem samej “iebie.

Linie sqrownolegle wtenczas, gdypunktajednej Unii
znajdujq si¢ wjednakowej odleglosciodlinii drugiej, a
zatdm réwnoleglos¢ jest tylko szczegdlnym przypad-
kiem nieprzecinania sig.

70. Jesli uwaza¢ bedziemy na plaszczyznie dwie
proste ze wspolng poprzeczng, spostrzezemy, ze ka-
zda tworzy cztery katy, bedace dwoma parami przy-
legtych, lub dwoma przeciwlegtych. O$m tych ka-
tow wzgledem poprzecznej, sa albojednostronne al-
bo naprzemianlegle, to jest: po dwa brane lezg z je-
dnoj, lub z przeciwnych stron poprzecznej. Katy tych
dwoch rodzajow, moga by¢ trojakie: a) wewnetrzne
b) zewnetrzne i ¢) odpowiednie, podlugtego czy oba
leza wewnatrz, zewnatrz albo jeden wewnatrz a dru-
gi zewnatrz linji przez poprzeczng przecigtych. Zka-
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zdej strony linji sa dwa katy, przeto katéw tak we-
wnetrznych jako i zewnetrznych sg dwie pary; odpo-
wiednich za$ jako laczacych po dwa, wszystkie o$m
katow, sa cztery pary.—lI tak (fig; 31 lub 32).

J) Katy jednostronne, «) wewngtrzne: 1) AHJ
z HJC, 2) BHJ z HID; /») zewnetrzne: 1) FHA z CJG,
2) FHB z DIG; c) odpowiednie: zewnetrzne wzgle-
dem AB z wewngetrznemi wzgledem CD, 1) AHF zCJH,
2) FHB z HID; — wewngtrzne wzgledem AB z ze-
wnetrznemi wzgledem CD, 3) AHJ z CIG, 4) BHJ
z DJG.

B) Katy naprzemianleglet a) vewnetrzne 1)AHJ
z HID, 2) BHJ z HIC: b) zewngtrzne: I)FHA z DIG;
2) FHB z CIG, c) odpowiednie: zewnetrzne wzgle-
dem AB z wewngetrznemi wzgledem CD, 1) FHA z HID,
2.) FHB z HJC,— wewng¢trzne wzgledem AB z ze-
wnetrznemi wzgledem CD 3) AHJ z DJG, 4) BHJ
z CJG. W kazdym wiegc rodzaju katow jesto$m par,
j one stanowig 16 warunkoéw przecinania si¢, lubnie-
przecinania si¢ dwoch linji prostych.

71. &  Kutyjednostronne wewnetrzne, zewne-
trzne i naprzemianlegle odpowiednie majg te wia-
snosé, ze kazda para jednych z parqg drugich, czyni
cztery kqty proste (fig. 31 Iub 32).

Kat wewnetrzny AHJ z zewnetrznym AHF, jako
przylegle wzglgdem poprzecznej FG, utworzone przez
lini¢ AH, spetniaja si¢ do dwoch katow prostych;—
dla podobnej przyczyny, drugi kat wewnetrzny HIC,
z drugim zewnetrznym CJG, speiniajg si¢ takze do
dwodch katow prostych; przeto katy wewnetrzne AHJ
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4-HJC z zewnetrznemi AHF-J-C.IG czynig cztery ka-
ty proste. Podobnie katy wewngtrzne AHJ -|- HIC
z naprzemianlegltemi odpowiednierni FHA-t- HID sa ro-
wne 2 H,— bo AHJ zFHA, réwnie jak HIC z HID sa
katami spetnienia (46). Whasno$¢ ta stuzy dla wszy-
stkich katéw tych trzech gatunkéw, gdyz tak jedno-
stronne zewnetrzne AHF, CJG, jak i naprzemianlegle
odpowiedniec AHF, HID réwnaja si¢ drugiej parze we-
wnetrznych BHJ, HID (45), ktéra w ich miejsce moze
by¢ wzieta.

Uw. Te trzy gatunki katow, jako majace jednako-
wy charakter, nazwiemypzerwsz”" grupg katow utwo-
rzonych przez poprzeczng z dwoma liniami prostemi
na plaszczyznie.

Wn. Poniewaz jedna para katéw pierwszej grupy
z drugg para czyni cztery katy proste, przeto jesli
jedna para réwna si¢ dwom katom prostym, to ika-
zda z pozostatych rowna si¢ takze dwdém katom pro-
stym,—tudziez jesli jedna para nie réwna si¢ dwom
katom prostym, to i kazda z pozostatych takze nie ro-
wna si¢ dwom katom prostym. Tak wigc pierwsza gru-
pa katow daje albo o$m réwnosci, albo tez o$m niero-
wnosci, podlug tego czy mamy jedng rowno$¢ lub
nieré6wnosc.

72. Kqgty naprzemianlegle wewnetrzne, zewnetrzne
i jednostronne odpowiednie, majq t¢ wlasnosé, zeje-
$li kqty jednej pary sq sobie rowne, to i kqty kazdej
z pozostalych par sq takze sobie rowne', jesli zas kq-
ty jednej pary sq nierowne, to i w pozostalych pa-
rach sq nierowne (fig 31 lub 32).
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Katy jednostronne odpowiednie FHA i HIC, dopet-
niaja druga par¢ jednostronnych odpowiednich FHB
1 HID, tudziez AHJ i CJG, za$ wzglegdem BHIJi DJGkaty
FHA i HIC sa przeciwlegte, przeto gdy katy jedno-
stronne odpowiednie jednej pary sa sobie rowne
albo nierébwne; to takiemizsa i katy pozostatych par.
Katy naprzemianlegte BHJ, HIC pojedynczo wzigte
rownaja sigjednostronnym odpowiednim FHA i HIC,
gdyz BHJ z FHAsa przeciwlegte, podobnie AHJ4-
HID—FHB + HID; a zewnetrzne GJD 4- AHF=CJH 4-
AHF i GJC4 BHF—DJH4-BHF zatem taz sama wta-
snos¢ $ciaga si¢ i do katow naprzemianlegtych.

Uw. Katy jednostronne odpowiednie, tudziez na-
przemianlegle, wewnetrzne i zewnetrzne jako maja-
ce jedna wlasnos¢, nazwiemy drugg grupq.

Ta grupa daje albo o$m réwnosci, albo o$m nie-
rownosci, podlug tego, czy katy jednej jej pary sg
sobie rowne lub nierowne.

73. Tw. Jesli kqty jednostronne-wewnetrzne spet-
niajq sie., tojednostronne-odpowiednie sq sobie ro-
wne'. jesli zas wewnetrzne nie spelniajq sig, to i od-
powiednie nie sq rowne (fig. 31 lub 32).

I« Zk. ze kat AHJ 4- HIC=II. Tw. ze kat FHA=
HIC.

Kat FHA4-AHJ—II jako przylegle, z zatozenia za$
kat AHJ4 11JC=11, przeto FHA4- AHJ=AHJ4-HJC.
Od tych iloéci’ rownych odjawszy kat AHJ, pozosta-
nie FHA==HIJC.
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2° Zk. ze kat AHJ-f-HJC nie=H. Twier. kat
FHA nie=HJC.

Kat FHA-f-AHJ—n, z zalozenia mamy kat AHJ-f-
HJC nie=Il, przeto kat FHA 4-AHJ nie=katowi AHJ
-4-HJC. Od tych nieréwnych katow odejmujac kat
AHIJ, pozostang reszty nieréwne kat FHA nie—kato-
wi HIC.

Wn. Poniewaz katy, tak pierwszej jako i drugiej
grupy, dajg osSm réwnosci albo o$m nierdwnosci,
podhug tego czy jedna rowno$¢ lub niaré6wno$¢ ma
miejsce (71 Wn. i 72 (Jw.),przeto jesli katy ktorej-
kolwiek pary pierwsz¢j grupy sg katami spetnienia,
albo tez niespelniaja si¢, to katy w kazdej parze dru-
giej grupy sa sobie rowne lub nieréwne, A zatem kg-
ty utworzone przez poprzeczng dajq albo 16 rowno-
Sci, albo 16 nierownosci, podtug tego, czy pierwsza
grupa daje jedng rownosc¢ lub nieréownosé.

74. Tw. odw. Jesli z kqtow jednostronnych, od-
powiednie sq sobie rowne, to wewnetrzne spetniajg
sig do dwoch kqtow prostych-, jesli zas odpowiednie
nie sq rowne, to i wewnetrzne nie spetniajq sie do
do dwoch prostych.

Zak. FHA=HIJC, Tw. AHJ+ HIC—II.

Kat FHA4-AHJ=zH jako przylegle, aze kat FHA—
HIC z zatozenia, przeto zamiast FHA biorac HIC,
mamy kat HIC-pAHJ=I1.

Zak. FHA nie—HIJC; Tw. AHJ-f-HJC nie=Il.

Kat AHF-|-AHJ=II, biorac wigc zamiast kata AHF
kat nieréwny jemu HJC, otrzymamy kat HJC-|-AHJ
nie=n.



Katy utworzone przez poprzecznag daja 10 rowno-
$ci lub nierownosci, podlug tego, czy druga grupa da-
daje jedng réwnos¢ lub nier6wnosc.

Uw. Z poprzedzajacych dwoch wnioskéw widzi-
my: ze kqty utworzone przez poprzeczng dwoch linji
prostych na ptaszczyznie, dajq zawsze albo 16 ro-
wnosci, albo 16 nierownosci, podiug tego Czy jedna
rownos¢ lub nierownos¢ ma miejsce.

75. Tw. Dwie proste czynigce z poprzeczng kqty
Jednostronne odpowiednie nierowne, przecinajq sie
z tej strony poprzecznej, i ktorej kqtzewnetrzny wie-
kszy od wewnetrznego, (fig. 31).

Niech poprzeczna FG przecina dwie linie proste
nieograniczone AB i CD.—Zk. kat DJG>- BHG. Tw.
linia AB przecina CD nad poprzeczng FG.

Poniewaz katy jednostronne BHG i DIG tnaja po
jedném ramieniu HG i JG na poprzecznej FG, a dru-
gie ich dwa ramiona HB iJD, znajdujg si¢ nad poprze-
czng FG; przeto: je$liby rami¢ HB kata wewngtrzne-
go BHG nie przecinato, czyli nie wychodzito za ra-
mie JD kata zewngtrznego DJG, to kat BHG obejmu-
jac kat DJG niebylby 6d niego mniejszy; coby si¢
sprzeciwialo zatozeniu.

Katy GJC i GHA lezace z drugiej strony poprzecz-
nej FG, sg spetnieniami katéw GJID i GHB; przeto u
spodu poprzecznej, kat zewnetrzny GJC, jest mniej-
szy od wewnetrznego GHA, a proste rozchodza sig.

76. Tw. od. Dwie prosie przecinajqce si¢ uwaza-
8
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ne i poprzeczng, czyniq kqty jednostronne-odpowie-
dnie nierowne—tak, ze od strony przeciecia sie, kqt
zewnetrzny wigkszy od wewnetrznego. (fig. 31.)

Kat zewnetrzny GID, wigcej ptaszczyzna HEJ ogra-
niczona odcinkami trzech przecinajacych si¢, réwna
si¢ katowi wewnetrznemu GHB wiecéj katem BED,
jako czgséci sktadajace jedna plaszczyzng DEBHG.
Jezeli od dwoch ilosci rownych DJG-Ppt. HEJ=GHB
-|-BED odejmierny ilosci nieréwne: z pierwszojstro-
ny pl. HEJ, za$ z drugiej kat BED, jako rowny kato-
wi AEC (48), wickszy od lej ptlaszczyzny, bedacdj
czesScia kata AEC, zostanie kat DIG wigkszy od
kata GHB; bosSmy mniej odje¢li z pierwszej anizeli
z drugiej strony. ¥

Wn. Nieré6wno$¢ katow jednostronnych odpowie-
dnich, pociaga za soba wszystkie 16 nierownosci (74.
Uw.); przeto linie proste przecinajg si¢, gdy ktore-
kolwiek z katow jednostronnych-wewnetrznych, ze-
wnetrznych; rownie jak i naprzemianlegtych-odpo-
wiednich nie spelniajg si¢ do dwodch katow prostych
lub lez jakiekolwiek z katow naprzemianlegtych-we-

*) Dla okazania tego przybierano twierdzenie: ze jakkolwiek
maty ni bytby kat, zawsze on zawiera si¢ w ptaszczyznie tyl-
ko ograniczong liczb¢ razy; a nastgpnie ze plaszczyzna ogra-
niczona zawsze jest mniejsza od kata; jak Vincent wCo-
urs de Geometrie, adopte par L'Universite No 69 i 94-. Dru-
giego wydania. Leczjesli plaszczyzna podzielong zostanie
na nieskonczenie wielka liczbg czgéci, roéwnych, przez linie
wychodzace z punktu na niej wzigtego, a nawet na nieskon-
czongq liczbe czesci, to te beda katami, niczawierajacemi si¢
ograniczong liczbg razy w plaszczyznie.
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wnetrznych i zewngtrznych, lub jednostronnych od-
powiednich, sa sobie nier6wne i odwrotne.

77. Tw. Dwie proste czynigce z poprzeczng kqty
Jjednostronne odpowiednie rowne, nie przecinajq sie
(fig. 32.)

Jesliby te proste przeciglty si¢ z sobg z ktorejkol-
wiek strony poprzecznej, to katy jednostronne byty-
by nierowne, coby si¢ sprzeciwialo zatozeniu.

78. Tw. od Dwie proste nieprzecinajqgce si¢ czyniq
kqty jednostronne odpowiednie rowne.

Gdyby kat zewnetrzny nie byt rowny wewnetrz-
nemu, to bylby od niego albo wigkszy, albo mniej-
szy,—w obu razach proste przecielyby si¢ z tej stro-
ny poprzecznej, z ktorej kat zewnetrzny wigkszy od
wewngtrznego (75), coby si¢ sprzeciwiato zatozeniu.

Ww. 1. Réwno$¢ katow jednostronnych odpowie-
dnich pocigga za sobg rownos¢ katow naprzemianle-
glych-wewnelrznych i zewngtrznych; tudziez spetnia-
niesi¢ jednostronny/!) wewnetrznych i zewnetrznych,
rowniejak i naprzemianleglych odpowiednich;—ana-
wet wynika z kazdej z tych réwnosci (74. Uw.)—
przeto: warunkiem nieprzecinania sig prostych jest
kazda z powyzszych szesnastu rownosci, i nawzajem,
linie rownolegle dajq szesnascie rownosci.

Wn. 2. Dwie proste AB i CD nieprzecinajgce sie
z trzecig KL (fig. 32.) nie przecinajq si¢ zsobg, gdyz
katy 1'HB i FID jako réwne kalowiFML (73), sa so-
bie rowne; a zatem proste nieprzecinaja si¢ (77).
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Wn 3. Proste EG i W, prostopadle do trzeciej CD
(fig. 33.) nieprzecinajq si¢-, gdyz czynia katy jedno-
stronne DHF i DGE, rowne, jako proste.

Ww. 4. Prosta HF nie przecinajgca si¢ z prosto-
paditq EG samajest prostopadlg, gdyz kat DHF jako
rowny katowi DGE jest prosty.

Whn. 5. Prostopadia CD dojednej z nieprzecina-
Jacych si¢ GE,jestprostopadlq i do drugiej FH; dla
rownosci katoéw DHF i DGE, z ktorych drugi jest
prostym.

Wn. 6. Przez punkt H, (fig. 32.) dany nadprostg
CD.jedna tylko nieprzeeinajgcajg Unia prosta AB
przechodzi¢ moze-, w przeciwnym razie kat jedno-
stronny HJD réwnalby si¢ kazdemu z odpowiednich
mu katow FfIB i FHP nierownych sobie.

Wn. 7. Pochyla FH (fig. 32.) do jednej z nieprze-t
cinajgcych sig AB, jest pochylg i do innych CD i KL.
ppzez punkt bowiem H, jedna tylko linia AB nieprze-
cinajaca si¢ z dwoma innnemi nieprzecinajacemi si¢
CDiKL przechodzi¢ moze (Wn.6.) przeto linia FH
przecina linie CD i KL.Przytem linia FH jest do nich
pochyta, gdyz katy FHB, FJD, FML sa sobie rowne
(75); ze za$ kat FHB nie jest prosty z zalozenia, za-?
tern takiemi sa i katy FID i FML.

© Wn. 8. Prostopadle (fig. 31.) HL i MJ] do przed-

*) Podlug tego wniosku pochyta HNdo AB nie przecinajacej si¢
z CD, przecina CD, co stanowi twierdzenie: ze kgt MON. je'st
wigkszy od ptaszczyzny AIlIC zawartej miedzy rowno-
legltemi AH1JC.
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najacych sie¢ AB i CD, same si¢ przecinajq, gdyz ka-
zdy z katéw jednostronnych wewngtrznych LHJ i
MIJH, utworzonych przez poprzeczng HJ taczaca ich
spodki, jest niniejszy od kata prostego; a zatem ka-
ty te LHJ i MJH nie spehiaja si¢ do dwoch katow
prostych.

Wn. 9. Kqgty majgce ramiona nieprzecinajgce sie
skierowane wjedng lub przeciwne strony, sq sobie
rowne, kqty zas majgce pare ramion skierowanych
wjedng, zas drugq pare w przeciwne strony, spetnia-

Jja sie do dwoch kqtow prostych (fig. 34).

a) ABC=xFED, gdyz kazdy z nich rowna si¢ ka-
towi EGB, jako naprzemianlegle wewnetrzne, pier-
wszy wzgledem ramienia AB, drugi zas wzgledem EG.

b) ABC=HEK, bo kazdy z nich rowny katowi
EED.

¢) ABC-1-DEK=n, gdyz kat ABC=FED (46).

Wn. 10. Kagty majizce wierzchotek wspolny (fig.
35.), a ramiona AO z CO i BO z DO prostopadle sq
sobie rowne, gdy jeden z tych kqgtow lub jemu prze-
ciwlegly nie. obejmuje drugiego: w przeciwnym razie
Spetniajq sie,

a) AOB"DOC, jako reszty pozostate z odje¢cia ka-
ta BOC od katow prostych AOC i BOD,

b) AOB4COd=ll, gdyz kat AOB~COD.

Katy wige jakiekolwiek, majace ramiona prostopa-
dte, albo sg rowne, albo speiniaja sie, podlug tego,
czy przez wierzcholek jednego z nich poprowadzo-
ne nieprzecinajace si¢ do ramion drugiego kata, bedac
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prostopadlemi( Wn. 4.)—czynig katy rowne lub spet-
nienia.

Podobnym sposobem dowiedliby$my ze wlasnos¢
ta shuzy i dla katéw, w ktorych ramiona jednego sa
jednakowo nachylone do ramion drugiego kata.

79. Tw. Dioieprostenieprzecinajgce sie sq wzgle-
dem siebie rownolegle, czyli punkta jednej sqjedna-
kowo oddalone od prostej drugiej, (fig. 33.)

Biorg¢ dowolne dwa punkta E i F na jednej z nie-
przecinajacych si¢ AB, i z tych punktow, réwnie jak
ze $rodka prostej niemi ograniczonej EF, wyprowa-
dzam FH, JK i EG prostopadle do CD, a mam do-
wiesC: ze prostopadie FH i EG sa sobie réwne.

Uwazam ze prostopadie FH, JK i EG s3 zarazem
prostopadle do obu nieprzecinajacych si¢ (78 Wn.5.)
Obracam ptaszczyzng BIKD okoto prostopadiej JK i
ktade ja na plaszczyzne AJKC, zatem odcinek JF
przystanie do odcinka JE, 11K do KG dla réwnosci
katow prostych FJK z KJE, tudziez HKJ zZJKG,punkt
F padnie na E dla rownosci JF z JE; prostopadia Fil
przystanie do prostopadiej EG, dla réwnosci katow
prostych F i E; a ze prosta KII przystala do KG i
Fil do EG, przeto i punkt IJ padt na punkt G, gdyz
proste KG i EG, z ktoremi zlewaja si¢ proste KII i
FH, przecinaja si¢ w jednym tylko punkcie. Przeto
prostopadte Fili EG, z dowolnych punktéw wypro-
wadzone, sgsobie réwne, czyli ze dwa dowolne punkta
jednej linii, sg jednakowo oddalone od drugiej nie-
przecinajacej si¢. Wszystkie wigc punkta linji AB, ja-
ko jednakowo z punktem E oddalone od liniji CD
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sg w rownaj odlegtosci od téj linji; a zatém linie pro-
ste nieprzecinajace si¢ sa wzgledem siebie réwno-
legte.

Wn. 1. Z punktu, wzigtego nad linig prosta, je-
dng tylko nieprzecinajacag poprowadzi¢ mozna (78
Wn. 6), przeto: nie moze by¢ nteprzecinajgcej sie,
ktoraby nie byla rownoleglq.

Wn. 2. Linia prosta rownolegta do drugiej, jest
miejscem wszystkich punktow jednakowo oddalonych
od tej linji.

Punkta A i E lezag na AE rownoleglej do CD, po-
trzeba dowies$¢, ze punkt jakikolwiek F jednakowo
z niemi oddalony od prostej CD, lezy na roéwnole-
glej AE.

Punkta E i F tacz¢ prosta EF, ze $rodka Gil wy-
prowadzam KIJ prostopadla do CD. Obracam JFHK
okoto JK i ktade na pt. EJKG, wtedy KII przystanie
do KG, Fil do EG i punkt F padnie na E, gdyz pro-
stopadle Fil i EG sa réwne z zalozenia, przeto JF
padto na JE, a katy przy J przystajace i przylegte sa
proste; linia wigc EF jest réwnolegla do Cl), bo ka-
ty jednostronne wewnetrzne, J i K oba proste, spet-
niaja si¢ do Il.—Jesliby linia EF, nie zlewala si¢ z li-
nig AE, to z punktu E dwie réwnolegte EFiAE, czy-
li nieprzecinajace si¢ z CD, poprowadzi¢by mozna.
Dla podobnej przyczyny wszystkie punkta z punktem
E jednakowo oddalone od linji Cl), leza na jedncj
rownolegtej do tej linji.

Uw. Jezelikat F1IB, (fig. 32). posuwac bedziemy po
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ptaszczyznie, tak, aby ramie jego Fil, posuwalo si¢ po
linii FG, gdy wierzcholek II padnie na wierzcholek
I kata HID, to i ramie HB, przystanie do ramienia
ID, gdyz ono posuwajac si¢ nieprzestalo by¢ réwno-
legtem (77) czyli wszystkie jego punkta sgjednakowo
oddalone od linii Cl) (79 wn. 2); zatem gdy jeden
punkt IT padt na lini¢ CI), to i wszystkie punkta pa-
dna na ta lini¢. Katy wiec F1IB i FID sg sobie ro-
whe (40), gdyz ramiona ich przystajg do siebie we
wszystkich punktach, kat wigc FHB nie jest czg-
scig kata FID, lecz kazdy z nich jest jednakowa cze-
Scig swojej plaszczyzny t. j. plaszczyzny dwoéch zbie-
gajacych si¢ Fil zIIB i FJ z ID, ktore sa sobie ro-
wne (1S).

80. Tw. Summa trzech kqtom EHJ, HJE, JE11, z z-
wartych miedzy ogrdni¢zonemi odcinkami 11E, EJ,
JH dwdéch przecinajgcych sie AB, DC i poprzecznej
FG, rowna si¢ dwom kqtom prostym, (fig. 31.)

Na dowiedzenie tego przez punkt J prowadzg N,
rownolegla do AB. Kat IIEJ=E.IN jako katy naprz¢-
mianlegle wewnetrzne, dwoch rownolegtych AB i JN
wzgledem poprzecznej DC (78 Wn. 1.), kat EIlJ™t
NIJG, jako jednostronne odpowiednie tych samych
rownoleglych, wzgledem poprzecznej FG—przeto kat
HEJ 4- EIIJ=EJN-4-NJG;—a ze summa dwoéch dru-
gich katow EIN-I-NJG z katem EJH spehlia si¢ do
I, (46 Wn. 1.), zatem i summa pierwszych z tymze
katem EJH, spetnia si¢ takze doli, gdyz summa pier-
wszych, za summe drugich, moze by¢ wzigta.
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Wn. 1. Kqt zewnetrzny EIG rowna si¢ summie
dwoch kqtow wewnetrznych JI1E i HEJ jemu nie-
przyleglych.

Wn. 2. Jesli jeden z kqgtow wewnetrznych JHE,
HEJ i EJH, jest prosty lub rozwarty, to dwa inne
kqty sq ostre-, gdyz summa ich jest rowna lub mniej-
sza od kata prostego.

Wn. 3. Majgc dwa kqty wewnetrzne, gdy summe
ich odejmiemy od dwoch kqtow prostych, otrzymamy
kqt trzeci.

81. Zg. Przez punkt dany nad linig poprowadzi¢
do niej rownoleglg.

lo. Na zasadzie No 79, Wn. 2 (fig. 33). Z punktu da-
nego E prowadze prostopadla EG, i odcinam na do-
wolnej prostopadtej HF do linii danej CD, czg$¢ 11F—
GE, a linia EF jest zadana.

2°. Na zasadzie No. 77, (fig. 32.) Przez punkt da-
ny II prowadze¢ HJ przecinajaca lini¢ dang CD, i przy
punkcie H kresle kat FIIB—IF1ID (59), a linia HB
jest zadana.

Na zasadzie Wn. 1. No. 8 Kresle kat J11A=I1JD
zakreslajac dla pierwszego luk z punktu H, promie-
niem 111, za$§ dla drugiego z J promieniem HJ.

30. Za pomocqg wegielniey rysunkowej (61.)
(lig. 36.)

Przyktadam wegielnice najwigksza jej strona do li-
nii dandj AB. za$§ przy drugidj stronie przykladam li-
niat i wegiejnice z liniatem posuwam po linii dandj
AB, dopodkibrzeg liniatu nie padnie na punkt dany

9
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C;—wtedy nie ruszajac linialu, posuwam po jego
krawedzi wegielnice, az poki najwickszy jej bok
nie padnie na punkt C;—bok ten, a tern samem linia
przy nim nakreslona jest rownolegta do linii danej,
gdyz czynig z krawedzig linialu katy jednostronne
odpowiednie réwne sobie, jako rowne katowi we-
gielnicy. Sposob ten nie zalezy od doktadnosci we-
gielnicy. To samo mozna uskuteczni¢ innym sposo-
bem (fig. 37): przykladam krawedz jedndj wegielni-
cy ACB do linii danej EF, i do najwigkszej krawedzi
AB przyktadam najwigkszg krawegdzigdruga, jej rowna,
wegielnice ADB. Krawedzie AC i DB sa réwnolegle,
dla rownosci katoéw CAB i ABD, jako nalezacych do
rownych wegielnie. Posuwam wegielnice ADB po
krawedzi AB az krawedz DB padnie na punkt dany, a
linia przy niej nakre$lona jest zadang. Ten sposob
zalezy od réwnosci wegielnie, i mniej wymaga wi pra-
wy od poprzedzajgcego.

Obadwa te sposoby korzystnie uzywaja si¢ przy
prowadzeniu wielu rownolegtych do linii dane;j.

82. Z punktu danego nad prostq, poprowa-
wadzi¢ linig pod kqtem danym (fig. 32.)

Przez punkt dany II prowadz¢ réwnoleglta AB do
linii danej CD (81;, i przy punkcie It linii AB, kresle
kat FHB, réwny danemu (59). Linia FlI jest zadana
gdyz przechodzi przez punktH i czyni z linia CD kat
F.JD, ktéry jako réwny katowi F11B (78), jest rowny
katowi danemu.

Albo jesli do linii 'G mamy poprowadzi¢ przez
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punkt B lini¢ pod katem danym, to przez punkt dowol-
ny J wzigty na t¢j linii, prowadzimy linig ID czy-
niaca z linig dang kat dany DIF, za$ przez punkt da-
ny B prowadzimy réwnolegla Bll)do linii DJ. Katy
DJF i BHF sa sobie rowne (78).

83.Zt. Przez punkt dany poprowadzi¢ na grun-
cie linig rownoleglg do linii danej.

le. Jezeli grunt jest rowny, mozna prowadzi¢ li-
ni¢ rownoleglta tak, jak w rysunku (81, 1°, 2°); luki
si¢ kreslg za pomoca sznura (29), i dostatecznem jest
wyznaczy¢ ich konce. Lecz btad popetlniony wielce
wplywa na polozenie linii, przeto tego sposobu uzy-
wa¢ mozna tylko przy prowadzeniu linii niewielkiej
dtugosci.

2e. Jesli grunt jest nierdwny, to tuk nakreslony
nie lezy na plaszczyznie (fig. 32.), a przeto nie jest
lukiem okregu kota (22). Postepujac podiug sposo-
bow podanych w No81 doprowadzenia linii nachy-
lonych pod katem zadanym, uzywamy narzedzi stu-
zacych do zdejmowania kata na gruncie (60), i zdja-
wszy z punktu [ linii danéj CD, kat 11JD zawarty miedzy
punktem danym II a punktem 16j linii D; z punktu
danego II jako ze stanowiska, wytykamy za pomoca
tego narzedzia lini¢]IB, czyniaca kat JIIB dopehia-
jacy kat IUD do II; t. j. ustawiwszy nieruchome
prawidto w kierunku linii HJ ustawiamy ruchome
wzgledem pierwszego pod katem JHB, i w tym kie-
runku wytykamy lini¢ prosta 1B i ta jest zadana.

3e.W braku narzedzi do zdejmowania kata na grun-
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cie, prowadzi si¢ rownolegta zapomoca dwoch zer-
dzi, przecinajacych si¢ pod jakimkolwiek katem (fig.
38). Ustawiam kot z przecinajacemi si¢ zerdziami
CA i CB na linii dan¢j Cl) (fig. 32.) w punkcie I, tak
iaby w poziomem potozeniu jedna z nich CA, padata
na lini¢ JD, a druga CB na lini¢ .11l przechodzacg przez
punkt dany H; nastgpnie w punkcie H ustawia si¢ na-
rzedzie, zerdz CA zgadza si¢ z UJ a linia HA %y
tknigta w kierunku zerdzi BC, jest zadanag.

4e. Zapomocgwegielnicyt. | dwoch prawidet (linia-
16w) przecinajacych si¢ pod katem prostym, frawa
dzi si¢ linia rownolegta do danej, albo uzywajac jej
podobnie jak poprzedzajacego narzedzia, tak,aby kat
zdejmowany (fig-33), IIGE i kat GEA pod ktérym
prowadzimy lini¢, byly brane miedzy temi samemi li-
niatami;—wtedy btad narzg¢dzia nie wptywa na ypro
wadzong lini¢ EA, gdyz katy 1IGE i GEAjako rowne
kalowizawartemumigdzy temi prawidtami sg sobie ro-
wne, albo prowadzimy dwie rowne prostopadle jedna
GE przechodzaca przez punkt dany E, drugg za$joj ro-
wng dowolng HF; konce Ich E i F leza na zadanej linii
(79 Wn.2). Przytem dwie ostroznos$ci zachowac nalezy:
1) aby odlegtos¢ migdzy prostopadiemi byla jak naj-
wicksza, gdyz wtedy niedoktadno$¢ w mierzeniu pro-
stopadltych mniej wplywa na jednakowos$¢ oddalenia
punktow linii EF od linii CD; 2) aby linie GE i Fil byty
prowadzone podiug jednego itegoz samego kata we-
gielnicy t.j. aby katy DIIF i 1IGE, byly réwne jednemu
i temuzsamemu katowi wegielnicy, gdyz wtedy, jesli
dla niedoktadnos$¢ i narzgdzia katy DilF i L)GE nie beda
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proste, to przynajmniej beda rowne, a linie IIF i GE
rownolegle; co jak zobaczymy nie pocigga za soba
bledu.

Zapomocg Bussoli (68). (fig. 39). Ustawiam
narzgdzie w punkcie A, i uwazam jaki kat z igla ma-
gnesowa NM czyni linial zgadzajacy si¢ z linia dang
AB; ustawiam narzedzie w punkcie danym C, i po-
dtug liniatu, taki sam kat z igla magnesowa czyniace-
go, wytykam lini¢ CD i ta jest zadana; gdyz katy NAB
i NCD sa sobie roéwne, a ze ramiona NA i NC sg r6-
wnolegte i skierowane w jedng strone¢, przeto i ra-
miona CD i AB (78 Wn. 9 ) takze sa rownolegte.

6te. W praktyce mozna uwazaé za réwnolegle
dwie takie linie, ktére si¢ przecinaja w bardzo wiel-
kiej odlegtosci, dla tego, ze nie da si¢ oceni¢ rdznica
miedzy odleglosciami punktow jodnej linii od drugie;.

Na lej zasadzie jesli z dwoch punktoéw zapomoca
lunety lub dioptry, wytkniemy lini¢ w kierunku gwia-
zdy statej, lub widzianego w odlegto$ci przedmiotu,
to mozna je uwaza¢ za rownolegle.

Cien przedmiotéw pada w kierunku ciata i punktu
Swiecacego, przeto jezeli z rana lub w wieczor, gdy
cien jest najwickszy, wytkniemy dwie linie wspodlcze-
$nie w kierunku cienia tyk pionowych, wysokich i do§¢
grubych, to linie te, dla powyzszdj przyczyny, mo-
zna uwazac¢ za rownolegle.

84. ZI. Punkta ciata posuwajacego si¢zostajg w je-
dnakowej odlegtosci, a tern samem kreslg linie 16-
wnolegte. Jesli wigc punkt ciala posuwa si¢ po linii
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prostej, to wszystkie punkta posuwaja po liniach do
niej rownolegtych i jej réwnych. Z tego to powodu
e Jesli cialo majace jakakolwiek powierzchnig po-
trzeba posuwa¢ w wyzlobieniu, to dla kazdego pun-
ktu powierzchni w wyztobieniu, znajdowacé si¢ powin-
na linia rownolegla. 2. Chcac narysowac linig, rowna
danej, przez punkta jej prowadzimy proste réwno-
legte rownej wielkosci, a ich konce leze¢ bedg na li-
nii rownej linii dandj; bo jesli dana linia posuwa si¢
punktami swemi po prostych rownoleglych, to kiedy
jeden punkt padnie na koniec swdj prostej, wtenczas
i wszystkie j¢j punkta przyjda do koncoéw swych ro-
wnolegtych, gdyzjednakowo oddalaty si¢ od pierwo-
tnego potozenia. Tym sposobem przy robienia stat-
kow rzecznych przerysowuja sie na deskach linie mo-
delu, podtug ktorych obciosujg si¢ te deski.

85. Zt. Przerysowywanie, linii krzywych (fig. 40)

1. Punkta linii krzyw¢j taczymy z punktami do-
wolnéj prostej AG liniami réwnolegltemi, i zarazem
prostopadtemi do prostej AG (78 Wn. 5).—2) Na
dowolnej prostej odcinamy ab=AB, bc=BC i t. d.
i z punktow a, b, ¢ i t. d. prowadzimy prostopadie
do linii ag, rowne odpowiednim prostopadtym, ah=
AH, bi—BI i t. d., punkta h, i, k it d. leza na linii
rownej linii danej GJK...O; gdyz potozywszy ag na
AG, prostopadte ah, bi i t. d. padna na AG, Bl it. d.
(49) i konce ich przystana do siebie (4 Wn. 4).

Podobnym sposobem mozemy narysowac krzywa,
majac liczebng wielko$¢ i wzajemne oddalenie pro-
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stopadtycb. I tak: szukajac réznicy miedzy odlegto-
$ciami punktow A i F wzietych na gruncie, od przyje-
tego poziomu (fig. 28), gdy punkta A, B, C, D, E, F,
sa w kierunku linii prostej (17), mozemy oznaczy¢
ksztalt i wielko$¢ linii krzywej lezacej na gruncie i
przechodzacej przez punkta A, B, C, 1), E, F. Jesli
przyjety poziom jest w odleglosci 30 stop od punktu
A (5 Wn. 1.), to punkt B lezacy o 5 stop blizej te-
go poziomu, jest od niego oddalony na 25 stop,
punkt C lezacy o jednag stope blizej tego poziomu
anizeli punkt B, jest od niego oddalony o 24 stop
i L d. Zmierzywszy odlegto$¢ po linii prostej pozio-
mej miedzy tykami pionowemi A, B, C it. d., otrzy-
mamy dlugos¢ linii MN, NO il.d. (79. Wn. 3. i 51.
Wn. 1.); gdy zatem na linii nieograniczonej odetnie-
my linie rowne liniom MN, NO i t. d. i wyprowadzi-
my prostopadle, zawierajace jednakowa liczbe sto-
pni z odpowiedniemi sobie prostopadiemi, otrzyma-
my punkta lezace na krzywej, rownej krzywej beda-
cej na gruncie.

86. Zf- Hysowanie pochyli/ch konturow zprostych
modeli (fig. 41).

I. Z punktéw modelu prostego prowadze linie
prostopadle do prostd] XY, réwnolegtej do osi AB,
a przez ich spodki linie rownolegle czyniace z XY
kat spelnienia z katem zadanej pochylosci: 2). pro-
wadze o$ pochylego konturu ab réwnolegla do XY,
i odcinam cd—<CI), ef—EF; gh—GH i t. d. ktore si¢
dzielg przez o$ ab na dwie rowne czesci. Punkta c,
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d,e f, g h, it d. sgpunktami zadanego konturu,
odpowiedniemi punktom C, D, E, F, G, G, i. t. d.
modelu.

§. III. Potaczenia linii prostych ograniczonych.

A.) Odcinki dwoch linii prostych przecinajgcych
sie, uwazane z odcinkiem poprzecznej, czyli-, trojkqt.

87. Dwie linie proste nieograniczone przecinajace
si¢ (fig- 31.) AB i CD, przeciete poprzeczna FG, two-
rzg trzy odcinki ograniczone Eli, EJ, i HJ, lezace na
plaszczyznie linii przecinajacych si¢ AB i CD
sktadaja lini¢ famang, zamknieta, ztozong z trzech f
nii prostych, zwang trojkqtem. Tréjkat HEJ ograni-
cza czg$C plaszczyzny linii przecinajacych si¢ ABiCD
ktora to plaszczyzna takze zowie sig trojkatem.

Trojkgtem wigc zowiq sie albo trzy linie ograniczone
z ktorych dwie po sobie idgce majq konce wspdlne-,
albo-, trojkqtjest to plaszczyzna ograniczona trzema
liniami, po dwie przecinajgcemi si¢. — W tej czesci
uwazajqc tylko wlasnosci polgczenia linii, okreslamy
trojkgt jako polgczenie linii. Linie HE, EJ 1 JH,s/t/rt-
dajgce trojkqt, zowig sie bokami trojkqta. Kuty JHE.
HEJ i EJ1I zawarte miedzy bokami, wyrazajace wza-
jemne ich wzgledem siebie polozenie, zowig si¢ kg-
tami wewnetrznemi trojkqta, lub tez kqtami tréjkgta-,
wierzchotki za$ tych katow H, E, I, wierzchotkami
trojkata. Kgt EHI zawarty miedzy bokiem El trojkq-
ta a przedtuzeniem JO boku HJ z nimprzecinajgcego
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sie, iowiy si¢ kqtem iewnetrznym trojkgta HEJ. Je-
§li boki trojkata przedtuzymy w jedng strong, jak
sa przedtuzenia JG, ED i HA. utworzg si¢ trzy katy
zewngtrzne GJE, DEH i AHJ; przedluzywszy zas
w druga strone, jak JC, HF i EB, utworzg si¢ takze
trzy katy zewnetrzne CJII, FHE i BEJ, ktére sa ro-
wne pierwszym, jako wierzcholkiem przeciwlegte:
GJE z CIJII, DEH z BEJ i EHF z AHJ; moéwiac wigc
o katach zewnetrznych rozumie¢ bedziemy albo trzy
pierwsze, albo trzy dlugie katy.

Kat zewnetrzny jest dopetnieniem kata wewnetrz-
nego, majacego z nihi wspolny wierzchotek; zatem
wielkos¢ katéw zewnetrznych zalezy od wielko$ci
katéw wewnetrznych i dla tego w trojkacie uwazamy
tylko katy ¥ewngtrzne

Przy kazdym wierzchotka kat wewnetrzny z ze-
wnetrznym czynig II, przeto w trojkacie summa ka-
tow wewnetrznych z zewnetrznemi réwna si¢ 3n; a
ze summa katow wewnetrznych réwna 11 (80), wiec
summa zewngetrznych réwna 211, czyli czterem katom
prostym.

88. W trojkacie glownie zwracamy uUage ha je-
go boki i katy i w tym wzgledzie mamy do uwaza-
nia sze$¢ rzeczy: trzy boki i trzy katy. Co do bokoéw
tréjkat moze by¢ a) rozmnobocztiy, gdy zaden z bo-
kéw niema sobie rownego; 0) rownoramienny (Sy-
metryczny), gdy ma dwra boki #fowne a bok trzeci
zowie si¢ podstawa; c) rownoboczny foremny) gdy
wszystkie boki sg sobie rowne. Co do katow trojkat

10
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moze by¢: fl) ostrokgtny, gdy wszystkie katy sa ostre;
b) prostokqtny, gdy jeden kat jest prosty.(80 wn. 2);
bok lezacy naprzeciw kata prostego zowie si¢ prze-
ciwprostokgtng, za$ przy kacie prostym, przyprosto-
kgtng (rami¢ kata prostego); c¢) rozwarlokgtny, gdy
jeden z katéw jest rozwarty; bok lezacy naprzeciw
kata rozwartego zowie s\eprzeciwrozw arlokalng, zas
przy kacie rozwartym, przyrozwartokqtng (ramig ka-
ta rozwartego). Wielkos¢ katow w trojkacie zalezy
od bokéw przeciwleglych i dla tego co do katow
nieuwazamy przypadkow, odpowiednich pierwszym
trzem rodzajom trdjkata.

W dwoch trojkatach, boki lezace naprzeciw katow
rownych, lub katy lezace naprzeciw bokow rownych,
zZowig si¢ odpowiedniemi.

S9. Prostopadta poprowadzona z wierzchotka ka-
ta na bok przeciwlegly, lub jego przedluzenie, zowie
si¢ wysokoscig trojkata, za$ bok na ktéry pada pro-
stopadta, jego podstawa.

Linia dzielaca trojkat na dwa inne, majace katy i
boki jednakowe, lecz potozone w przeciwnym po-
rzadku, zowie si¢ osig symetryi\ przecigcie si¢ osi
symetryi zowie si¢ Srodkiem symetryi-, to samo $cig-
ga si¢ i do innych figur.

Punkt lezacy wewnatrz figury, majacy te wlasnos¢:
ze odcinki prostych przezen przechodzacych, utwo-
rzone przez boki, dziela si¢ w nim na dwie réwne
czgsci, zowie si¢ Srodkiem figury.
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Linia przechodzaca przez srodek boku, zowie si¢
linia polowigcg bok, a linia dzielaca kat na dwie réwne
czesci, zowie si¢ linig polowigeq kqgt. Jeden jest Sro-
dek linii (4 kw.), podobnie jedna jest tylko linia pro-
sta polowigca kat.

90. Tw. W trojkgcie lo naprzeciw bokow ro-
wnych AB i BC lezg kqty rowne A.i C; 2° naprze-
ciw boku wigkszego AF od FC lezy kgt wigkszy C od
A (fig. 21).

Ze $rodka D trzeciego boku AC wyprowadziwszy
prostopadta:

1° Prostopadta przejdzie przez punkt B, jako ré-
wno oddalony od koncéw linii' A i C (44). Obra-
cajac trojkat BBC okoto BD, rami¢ DC padnie na ra-
mie DA, dla rownosci katow przy 1), jako prostych,
wierzchotek C padnie na wierzchotek A, dla réwnosci
linii DC i DA i rami¢ BC przystanie do AB, gdyz ma
z niem dwa punkta A i B wspdlne, a zatem katy A i C
sg sobie réwne. (40)

2° Prostopadia przetnie bok wickszy AF w pun-
kcie B, gdyz punkt F lezy z tej strony prostopadtej,
z ktorej mniejsze jest jego oddalenie od konca boku
AC (45 Wn ). Potaczywszy punkt B z C, bok BC—
AB (45), przeto i katy A i BCA sa réwne, lecz ze kat
BCA < FCA, a zatem i kat A < FCA.

91. Tw. od. W tréjkgcie 1© naprzeciw kqtow ro-
wnych A i BCA Z¢za boki rowne AB i BC; 2° naprze-
ciw kgta FCA wigkszego od A, lezy bok AF wigkszy
od FC.
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Jo Bok AB nie moze by¢ wigkszy od BC, gdyz kat
BCA bylby wigkszy od kata A, réwnego mu z zatoze-
nia; bok AB nie moze by¢ mniejszy od BC, gdyz kat
BCA bytby mniejszy od kata A, a zatem bok AB jest
rowny bokowi BC.

2° Bok AF nie moze by¢ réowny bokowi FC, gdyz
kat A rownatby si¢ katowi FCA, wigkszemu od sie-r
bie z zalozenia: bok AF nie moze by¢ mniejszym od
boku CF, gdyz kat A bylby wickszy od kata FCAj—a
zatem bok AF > FC,

Wn. 1. W trojkacie prostokatnym, kat prosty jest
najwigkszy ze wszystkich katow (80 Wn, 2), przeto
przeciwprostokatna jest najwicksza ze wszystkich bo-
kéw? podobnie w trojkac ie rozwarlokalnym, prze-
ciwrozwartokatna jest najwigksza ze wszystkich bo-
kow,

Wn. 2, Jezeli tr6jkat ma dwa boki réwne, to ma
takze i dwa katy réwne, jesli trzy boki réwne, to ma
zarazem 1 trzy katy rowne, czyli trojkat rownobocz-
ny jest zarazem rownokalnym i nawzajem.—Trdjkat
rownoboczny dla tego zowie si¢ foremnym, zerna bo-
ki i katy rowne, a takie figury zowia si¢ foremnemi.

Wn. 3. W trojkacie rownoramiennym ABC, pro-
stopadta wyprowadzona ze $rodka podstawy,jest osig
symefiyi, gdyz rozdziela go na dwa trojkaty BBC i
DBA, majace boki i katy rowne, lecz przeciwnie po-
tozone, buk DC i DA, kat C i A i katy przy 1), lak
ze katy ich rowne nie przystaja do siebie przy posu-
waniu jednego z trojkatéw BDC po linii AC, zawiera-
jacej w sobie dwa réwne boki DA i DC, t. j, po fio
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fozeniu spodnidj strony trojkata BDC na wierzchnig
trojkata ABD, lecz po polozeniu wierzchniej na wie-
rzchnig, lub spodnidj na spodnia, co uskuteczniamy
obracajac trojkat KDC okoto osi symetryi,— przytem
wierzchotki odpowiednie A i C leza na jednej linii
AC, prostopadlej do osi symetryi BD, w jednakowej
od niej odlegtosci, gdyz inaczoj wierzchotek C troj-
kata BDC, w czasie obrotu okoto osi BD, nie padiby
na wierzchotek A, bo linia pada na lini¢ dla rowno-
$ci katow (40), a katy przylegte CDB i BDA nie be-
dac prostemi, nie mogg by¢ sobie rowne; za$ punkt
C pada na punkt A, dla rownos$ci linii prostych (4.
Wn. 4).—O0s§ symetryi BD, jak widzieliSmy 1) prze-
chodzac przez bok AC potowi go i jest do niego
prostopadta; 2) przechodzac przez wierzchotek B,
potowi kat przy tym wierzchotku lezacy. — Trojkat
rownoramienny zowie si¢ symetrycznym, dla tego ze
ma jedng o$ symetryi.

Wn. 4. Trojkat foremny (fig. 42) ABC, ma trzy
osie symelryj: BD, CE i AF, gdyz kazde dwa jego
boki sg sobie rowne, przeto kazdy bok mozna wzig$c
za podstawe. Prostopadle BD i EC przecinaja si¢
w G (78. Wn. 8); lecz ze punkta prostopadiej DB,
wyprowadzonej ze $rodka linii AC, sa rowno odda-
lone od koncow A i C (45), za$ punkta prostopadicj
EC sa réwno oddalone od koncow A i B, przeto
wspolny ich punkt G, tak jest oddalony od punktu A
jak od C i od punktu A jak od B, czyli linia GA=GC
I GA=GB, wigc GCr=GB; zatom linia tgczaca Sro-
dek F boku BC z punkiem G jest prostopadia do te-
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go boku i przechodzi przez wierzchotek A, réwno
oddalony od koncéw B i C (44), czyli trzecia o$ sy-
metryi przechodzi przez punkt przeciecia si¢ dwoch
pierwszych i wszystkie trzy przecinajg si¢ w jednym
punkcie G, $rodku symetryi. Srodek symetryi G jest
rowno oddalony od wierzchotkéw trojkata, gdyz CG
=AG—BG. Zarazem widziemy, ze w trojkacie fo-
remnym; I) linic potowigce katy trojkata; 2) prosto-
padle wyprowadzone ze §rodka bokéw; 3) prostopa-
dle wyprowadzone z wierzchotkdéw na buki przeciwle-
gte, i 4) linie taczace wierzchotki ze §rodkami bokow
przeciwleglych bedac wszystkie osiami symetryi, prze-
cinaja si¢ w jednym punkcie. Ta ostatnia wlasnosé¢
jak zobaczymy, wspoélna jest wszystkim trojkatom.

W jakich przypadkach trojkaty maja wszystkie
boki i katy odpowiednie, rowne.

92. Tw Ifzy Przyp. Dwa trojkqty M3C i ma-
Jjagce po dwa boki rowne AB=DE, BC'=EF i po kqgcie
miedzy niemi zawartym rownym B=E, majg pozo-
staly bok i dwa kqty odpowiednie rowne (lig. 43),
AC—DF i kat A—EIF, C=EFI).

Przenoszg trojkat ABC na DEF, tak, aby punkt A
padl na punkt D, bok AB poszedl po boku DE, to:
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punkt B padnie na punkt E, dla rownosci tych dwoch
bokéw (4. Wn. 4); bok BC poéjdzie po boku EF, dla
rownosci kata B z katem E (40> i punkt C padnie na
punkt F, dla rownosci bokow BC i EF; a ze punkt
A padt na Di C na F, przeto bok AC przyslaje do
boku DF i jest mu réwny; kat za§ A—D i C—F,
gdyz ramiona ich przystaja do siebie.

Wzz. Trojkaty prostokatne majace dwie przypro-
slokatne rowne, maja pozostate boki i katy réwne.

93. Tw. 2fd Przyp. Dwa trojkqty ABC | BVA:, ma-
Jjagce po trzy boki rowne AB—DE, BC—EF i AC=
DF, majq i kqty odpowiednie rowne (fig. 43./

Przenosze trojkat ABC na plaszczyzne trojkata DEF,
tak, aby b"k AC przystat do rownego sobie boku DF,
zatem punkt B padnie w jakimkolwiek punkcie b.
Lacze punkt E z punktem b\ trojkat EDO jest 16w no-
ramienny, gdyz boki ED i D> pierwszy z zatozenia,
za$ drugi z przeniesienia réwne bokowi AB, s3 sobie
rowme, przeto kat DE6—DOE (90); dla podobne;j
przyczyny kat FEo=FOE, przeto i kat DEF—DOoF;
ze za$ kat DOF—ABC z przeniesienia, zatem, i kat
ABC—DEF, i tréjkaty ABC i DEF, majace po kacie
i po dwa boki zawierajace go, rowne, maja i pozo-
state czgéci rowne, t.j. kat A—EDF i C=EFD.

94. Tw. 3ci Przyp. Dwa trdjkqty ABC i DFA? ma-
Jjagce po dwa boki rowne AB—DE i BC=EF i po kqg-
cie przeciwleglym bokowi wigkszemu rownym, kat
C—F a bok AB > BC a tern samom i DE > EF, ma-
Jjq i pozostate czesci rowne, (fig. 43).
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Przenosze trojkat DEF na ABC, tak, aby wierzcho-
tek kata F' padt na wierzcholek réwnego mu kata C,
bok FE poszedt po boku BC, to punkt E padnie na
punkt B, dla réwnosci tych bokow; bok FD pojdzie
po boku CA, dla réwnosci kata F Z katem C, a mam
dowies¢ ze punkt D nie padnie ani przed punktem A,
w punkcie G, ani za punktem \ w punkcie H, a za-
tem padnie na punkt A. W pierwszym razie, boki
BA i BG bylyby sobie rowne, gdyz pierwszy z za-
lozenia, za$§ drugi z przeniesienia rownalby si¢ boko-
wi DE, wigc i kat A=BGA (90), a ze kat BGA > C
(80. Wn. 1), to i kat A> C, przeto i bok BC byltby
wigkszy od AB (90), co sprzeciwia si¢ zalozeniu,
W drusrim razie, dla rownosci bokéw BA i BH, ré6-
wnych bokowi DE, kat BHA rownatby si¢ katowi
BAH, wickszemu od kata C, przeto bylby wigkszy od
tego kata, a tern samem i bok BC bylby wiekszy od
boku BH, rownego bokowi AB, coby si¢ sprzeciwia-
fo zalozeniu.

Punkt wigc D pada na punkt A, a zatem bok F1)=
AC, kat A—D 1 B—I2, gdyz po przeniesieniu przy-
stajg do siebie.

Wn. 1. Trojkaty prostokatne majace po przeciw-
prostokatnej i po boku réownym, maja i pozostale
czesci réwne. (91. Ww. D).

95. Tw. 4ty Przyp. Dwa trdjkqty ostrokgtne ABC
i EFG, lub rozwarlokglne ABD i EFH, majgce po
dwa boki rowne AB=EF, BC=:FG lub BD—FH, i

po kqcie lezgcym na przeciw boku mniejszego, ro-
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ilbnym, kat A=E i bok AB > BC i BD, a téin sam¢ém
FE > FG i FH, majq i pozostale czesci rowne. Jezeli
zas jeden tylko trojkqt ABC jest ostrokqtny, to drugi
EFHjgs/ rozwartokfytny, i kqtjego rozwarty H jest
dopetnieniem kqta ostrego C, lezgcego na przeciw
boku wigkszego AB (lig. 44);

Przenoszeg troéjkat EFG na ABC, tak, aby wierzcho-
fek kata E padt na wierzchotek réwnego .-nu kata A,
rami¢ EF poszto po ramieniu AB, to punkt F padnie
na punkt B, dla rownosci tych bokéw, bok EG pa-
dnie na AG dla réwnosci kata E z katem A, za$ bok
FG maja¢ jeden koniec w B, ttla drugi na linii AC$ a
zatém m”ze mie¢ tylko dwa polozenia: albo padnie
na bok BC=zFG, lub na BD—BC, gdyz z punktu B
jedng tylko pochyta BD rowng pochylej BC, a za-
tém i pochyt¢j FGj poprowadzi¢ mozna (51- Wn. 2);
lecz ze trojkaty 2 zatozenia sa ostrokatne, przeto
FG nie padnie ria BD, gdyz wtedy kat BDA, jako do-
pelnienie kata BDC| réwnego katowi BCD ostremu,
bytby rozwarty a tein samém nierowny katowi ostre-
mu G;—a zatem i pozostale Czesci trojkatow sa sobie
rowne. Jezeliby trojkaty ABD i EFH byly rozwarto-
katne, wtedy FH mogloby pas¢ albo na bok BD, lub
téz na lini¢ BC réwng temu bokowi. Na lini¢ za§ BC
pas¢ nie moze, gdyz kat C, jako rowny katoWi BDC,
bedacemu dopetnieniem kata rozwartego BDA. byl-
by ostry | nieinogltby si¢ rownaé katowi rozwartemu
FHE, a zatem bok FH pada na bok BD, i pozostate
czesei trojkatow sa sobie rowne. Jezeli trojkat ABC
jest ostrokatny, za$ tréjkat EFH hie jest ostrokatny,

11 x
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to bok FH nie padnie na bok BC, bo wtedy kat H,
jako rowny katowi G bylby ostry, ale pada na lini¢
BD, réwna temu bokowi, i kat FHE jako rowny ka-
towi BDA, bedac dopetieniem kata BDC, rownego
katowi C, jest dopetnieniem kata C ostrego, przeciw-
legtego bokowi wigkszemu AB, i pozostale czgsci
trojkatow nie sa rowne 1. j. AC> Eli i kat ABC >
EFII.

96. Tw. 5ty Przyp. Dwa tréjkqty ABC i DEF ma-
Jjagce po jednym boku rownym. AC=DF ipo dwa kq-
ty przy nim lezgce rowne A=D i C=F, majq i pozo-
state czesci rowne-, bok AB=DE, BC=EF i kgt B=
E, (fig. 43).

Przenoszg¢ trojkat DEF na ABC tak, aby wierzcho-
fek F padt na C i bok FD poszedt po beku CA, to:
wierzchotek D padnie na A, dla réwnosci bokow DF
j CA, bok FE padnie na CB, dla réwnosci kata C z ka-
tem F i bok DE padnie na AB dla rownosci katow A
i D, a zatem i wierzchotek E padnie na B, gdyz linie
FE i DE, lezace na liniach CB i AB, przecinaja si¢
w tym samym punkcie B jak i linie BC i AB; pozosta-
te wigc czesci trojkatow, jako przystajace sa sobie
rowne.

97. Tw. 6fy Przyp. 7wz tréjkgty ABC i DEF ma-
Jgce po jednym boku rownym AC==DF, i po dwa kq-
ty, z ktorych jeden przeciwlegly temu bokowi, rowne’.
C—F i B—E, majq i pozostale czesci rowne (fig.43).
Katy B-|-C dopelniaja si¢ katem A do II; a ze ka-
ty B-4-C z zalozenia réwnaja si¢ katom E-f-F, przeto

¥
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i dopetnienia ich, czyli katy A i D sg sobie rowne (46.
Ul 2). Tréjkaty wigc ABC i DEF majace po jednym
boku AC=DE i po dwa katy przy nim lezace, rowne,
C—F, z zatozenia za§ A=D z poprzedzajacego dowo-
dzenia, maja i pozostale czgsci rowne (96).

98. Tw. Dwa tréjkqty majgce boki odpowiednie
prostopadle lub rownolegle, majq i kqty odpowiednie,
rowne, (fig. 46 i 47).

Katy majace ramiona rownolegle lub prostopadle,
albo sg rowne, albo si¢ dopelniajg (78. Wn. 9 i 10);
przeto dowies¢ tylko potrzeba, ze katy odpowiednie
nie mogg by¢ katami dopetnienia. Rzeczywiscie katy
A, B i C nie moga by¢ dopehlieniem odpowiednich
sobie katow, gdyz summa katow w tych dwoch tréj-
katach réwnalaby si¢ 311, co by¢ nie moze (80); dwa
katy jednego trojkata A i B, nie moga by¢ dopehie-
niem odpowiednich im katéw drugiego trojkata, gdyz
wtedy summa czterech tylko katow w tych trojkatach
row nataby si¢ 211, co by¢ nie moze. Przeto dwa katy
jednego trojkata, sa rowne odpowiednim katom dru-
giego trojkata, a témsam¢m i kat trzeci rowny kato-
wi trzeciemu. (80. Wn. 3).

Uw. 1. Katy majace ramiona jednakow'0 wzglgdem
siebie naclijlone, maja t¢ sarm¢ wilasnos¢ jak i katy
majgce ramiona prostopadle (78. Wn. 10), przeto
trojkaty, majace boki jednakowo nachylone, maja ka-
ty rowne; i nawzajem (fig. 46), gdyz jesli kat A~a,
B—b i C—=c, to jesliby nachylenie boku BC do bc
niebylo takie, jak nachylenie boku AC do ac i AB do
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ab, wtedy przez punkta b i ¢, poprowadziwszy linie
czyniace z bokami AB i AC lakie katy, jak bok cb
z bokiem CB, katy a’cb i a’bc, podobnie jak katy
trojkata ¢ i b, jako rowne katom C i B drugiego trdj-,
kata, bylyby sobie rowne, co by¢ nie moze.

Uw. 2. Rownos$¢ katow nie pocigga za sobg rowno-
Sci bokow, lecz tylko oznacza jednakowos$¢ ich po-
lozenia tak, ze gdy trojkaty maja katy rowne, to gdy
jeden z bokéw jest prostopadly lub réwnoleglty da
odpowiedniego sobie, takiemizsai pozostate boki.

Uw. 3, W szesciu tylko przypadkach, z ktorych
czwarty jest szczegdlnym (gdyz $ciaga si¢ tylko do
trojkatow ostrokatnych albo rozwartokatnych), trdj-
katy majace po trzy czgSci réwne, maja i pozostate
trzy cze$ci rowne, za§ réwnos¢ katow nie pocigga
rownosci bokéw. Do ztozenia wige trojkata nie mo-
zna mie¢ 6c¢iu tych rzeczy dowolnie danych, choéby
nawet summa katow réwnatla si¢ 11, a summa kazdych
dwoéch bokow byta wieksza od trzeciego, gdyz wiel-
kos¢ trzech pierwszych, wyznacza zupehie wielkosé
trzech pozostatych tak, ze majac dwa boki i kat za-
warty, tern samém wyznaczamy bok trzeci, i katy

99. Tw. Dwa trojkqty ABC i DEF lub DE'F lub
DE”F majgce po dwa boki rowne AC=DF i AB ~I)E
lub DE’ Iub DE” i kgt A zawarty miedzy lemi boka-
mi pierwszego trojkqta, wigkszy od kqta 1) zawarte-
go miedzy odpowiedniemu bokami drugiego trojkgta,
majq bok trzeci BC w pierwszym trojkqcie, wigkszy
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od boku trzeciego EF lub E F Iub E”F w drugim troj-
kqcie. (fig- 45)

Przenosze trojkat ABC na drugi trojkat lak, aby
wierzchotek C padt na F, i bok CA poszedt po boku
DF, to punkt A padnie na punkt I), dla réwnosci tych
bokéw, bok AB padnie zewnatrz odpowiedniego bo-
ku w drugim trojkacie, gdyz kat A zawarly miedzy
bokiem AC i AB w pierwszym trojkacie, jest wigkszy
od odpowiedniego kata w drugim trojkacie; bok zas
trzeci CB padnie albo zewnatrz boku trzeciego FE,
jak dla tréjkata DEF, albo na boku, jak dla tréjkata
DEF, albo przed bokiem trzecim jak dla trdojkata
DEF.

W lIszym przypadku bok DE-1-EF «< DB+ BF(20),
odjawszy z pierwszej strony DE a z drugiecj DB=DE
z zalozenia, zostaje EF << BF.

W 2¢>m przypadku E’F < BF jako czg$¢ od swojej
catosci.

W 3¢m przyp. DB-1-FE>>< DE”+FB (21), odja-
wszy z pierwsz¢j strony DB a z drugiej DE”= BD
z zalozenia, zostaje FE” s< FB.

100. Tw. od. Dwa trojkqty ABC i DEF majgce po
dwa boki rowne AC=DF, AB=DE i bok trzeci BC
pierwszego trojkqgta, wigkszy od boku trzeciego FE
w drugim trojkgcie, majqg kgt A zawarty miedzy bo-
kami rownemi w pierwszym trojkqcie, wigkszy od od-
powiedniego kgta D w drugim trojkqcie (fig. 45).

Kat A nie moze by¢ rowny katowi D, gdyz wtedy
bok BC bytby réwny bokowi EF (92), mniejszemu
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od siebie z zalozenia, kat A nie moze by¢ mniejszy
od kata I), gdyz wtedy bok BC bylby mniejszy od
boku EF (9S), co rdwniez sprzeciwialoby si¢ zatoze-
niu; a zalém kat A jest wickszy od kata I).

101. Tw. Jezeli z punktu D wzigtego wewngtrz,
trojkgta poprowadzimy linie do koncow jednego z bo-
kow AC, to kqt 1) miedzy niemi zawarty jest wigkszy
odkuta B przeciwlegtego temu bokowi AC (fig. 4S).

Przedluzam lini¢ Al) do spotkania si¢ z bokiem
BC w punkcie E, to: kat I) > )EC jako zewngtrzny,
jest wickszy od kata wewngtrznego przecinajacych
si¢ CE i Cl) wzgledem poprzecznej AE (76); dla po-
dobnej przyczyny kat DEC > B, a zatem kat D tern
bardziej jest wickszy od kata B.

102. Tw. 1° Punkt 1) wziety na linii BD polowig-
cej kgt ABC, jestjednakowo oddalony od ramion tego
kgta BA i BC. 2° Punkt E wziety nie na potowigce
ten kqt, niejestjednakowo oddalony odjego ramion.
(fig- 49)

[ Prowadz¢ z punktu D prostopadle do ramion
kata (57); trojkaty DBC i DBA majace bok BD wspdl-
ny, katy przy B rowne z zatozenia i kat C=A jako
proste, maja i pozostate czgéci rowne (97) przeto DC
=1)A.

2° Z punktu E wyprowadzam prostopadte EC i EF
do ramion kata; —z punktu I) przecigcia si¢ jednoj
z prostopadtych EC z linig potowiaca BD, wyprowa-
dzam prostopadta DA do ramion BF;— punkt E z A
taczg prosta EA;—wtedy EF < EA, za§ EA < ED-p



87

DA,—biorac za DA prostopadla DC, linia EA < EC
a tern samem EF «< EC.

W/z. 1. 1 nawzajem: punkt rowno oddalony odra-
mion lezy na polowigcej, gdyz w przeciwnym razie
nie bylby réwno oddalony od ramion; punkt niero-
wno oddalony od ramion nie lezy na potowigcej,
w przeciwnym bowiem razie bylby rowno oddalonym
od ramion. Polowigca x\\ec jest miejscem wszystkich
punktow jednakowo oddalonych od ramion kqta.

W/z. 2. Prostopadte wyprowadzone z punktu po-
lowiacej 1), odcinaja na ramionach odcinki réwne
BA i BC, przeto jezeli z punktéw A i C wyprowadzimy
prostopadle Al) i CD, to punkt ich przecigcia sig I)
lezy na potowiagcej kat B; trojkaty bowiem BDA i
BDC, majace przeciwprostokalna wspdlng i przypro-
stokatne BA i BC rowne z zalozenia, maja i katy przy
B réwne (94. Wn. 1).

103. Tw. Linie AF, BI) i GE polowigce kqty A,
BiC trojkqta MiC,, przecinajgsie w jednympunkcie
G, rowno oddalonym od bokow AB, BC i CA tego tréj-
kata (fig. 42).

Linie AF i BD, potowiace katy A i B, czynig ze
wspolng poprzeczng AB katy jednostronne wewng-
trzne, mniejsze od II, gdyz summa katéw A i B dwa
razy od nich wigkszych, jest mniejsza od 1l (80), prze-
to linie te przecinaja si¢ w punkcie G (76. Wn.). Punkt
G, jako lezacy na polowiacej AF, jest rowno oddalo-
ny od ramion AC i AB (102); zalom prostopadia wy-
prowadzona z lego punktu na bok AC réwna si¢ pro-
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takze na polowiacej BD, przeto prostopadia wypro-
wadzona z tego punktu na bok AB, rowna si¢ prosto-
padiej wyprowadzonej do boku BC; a zatom prosto-
padte wyprowadzone z punktu G do bokéow AC i BC,
jako réwne prostopadltej do boku AB, sa sobie ro-
wne; a przeto punkt G lezy na potowiacej kat trzeci
C (102. Wn. D, czyli trzy potowigce przecinajg sig
w jednym punkcie G i ten punkt jest rowno oddalony
od bokéw trojkata, czyli: prostopadte Wyprowadze
ne z tego punktu na boki, s3 sobie roéwne.

104. Tw. Prostopadle DG, EG i FG wyprowadzo-
ne ze srodka bokow trojkgta ABC przecinajq si¢ wje-
dnym punkcie, rowno oddalonym od wierzchotkow
A, B i C trojkqta (fig. 50;.

Prostopadte 1)G i EG przecinajg si¢ z sobag w pun-
kcie G GS. Wn. S); punkt G jako lezacy na prosto-
padtej DG jest rowno oddalony od koncéw linii(45)
B i A, czyli GA—GB, dla podobnej przyczyny GB —
GC, przeto GA=GC jako rowne linii GB; punkt wiec
G lezy na prostopadtej, przechodzacej przez srodek
linii AC czyli, linia taczaca punkt G ze srodkiem linii
AC, jest prostopadla do tej linii, a zatem prostopadie
wyprowadzone ze $§rodka bokéw przecinajg si¢ w je-
dnym punkcie G i ten punkt jest rowno oddalony od
wierzchotkéw

105. Tw. W trdjkqcie ABC prostopadle BE, CFiAD
poprowadzene z wierzcholkow kqtow na boki prze-
ciwlegle> przecinajq siew jednym punkcie H (fig. 51).
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Prowadzg przez wierzchotki trojkatow linig GK,
KJ i JG, rownolegte d<» bokdéw przeciwlegltych, kto-
re zarazem s3 prostopadle do linii BE. CF i AD (78.
Wn. 5). Dla dowiedzenia ze prostopadle wyprowa-
dzone z wierzchotkéw trojkata ABC na boki przeciw-
legle przecinajg si¢ w jednym punkcie, potrzeba oka-
za¢, ze one dla trojkata GKJ sg prostopadlemi, wy-
prowadzonemi ze §rodkéw' bokow (104). Uwazam,
ze trojkaty BCK i BCA majace bok BC w$polny i ka-
ty przy nim lezace, jako naprzemianlegte, rowne (78.
Wn. I), maja bok BK—AC; dla podobn¢j przyczyny
i bok GB=AC, przeto BK==BG czyli punkt B jest
srodkiem boku GK. Podobnym sposobem dowiedli-
$my, ze punkt A jest $rodkiem boku G.I za§ C s$rod-
kiem JH, a zatem i prostopadle BE, AD i CF przeci-
naja si¢ w jednym punkcie.

106. Tw. W trojkgcie prostokgtnym ABC srodek

od trzech wierzchotkow A, B i C (fig. 52).

Przy punkcie A linii AB kres$le kat BAD=B (59),
to i kat DACz+=C, gdyz kat A=B -+ C (80); trojkat
BDA jest rownoramienny <91), przeto BD—DA; dla
podobndj przyczyny DA=I)C a zatem BD~DC, czyli
punkt D jest srodkiem przeciwpi ostokatnej i jest ro-
wno oddalony od wierzcholkow trojkata.

1172. 1. W trojkacie prostokatnym linia lgczaca
wierzchotek kata prostego ze §rodkiem przeciw'pro-
stokatnej, dzieli ten trojkat na dwa tréjkaty réwno-
ramienne, majace za podstawy ramiona kata prostego.

12
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Whn. 2. Linie lgczgce Srodek przeciwprostokgtnej
ze srodkami przyprostokgtnych sq do nich prostopa-
dlg, gdyz przechodza przez dwa punkta réwno odda-
lone od ich koncow (44).

107. Tw. od. Jesli w trojkqcie ABC, srodek D je-
dnego boku BC jest rowno oddalony od wierzchol-
kow trojkqgta, to trojkgt ten jest prostokgtny, a Srodek
boku, rowno oddalony od wierzchotkow,jest srodkiem
przeciwprostokgtnej. (fig.52).

Lacze punkt D z wierzcholkiem A kata przeciwle-
glego, i tym sposobem utworzyly si¢ dwa trojkaty
rownoramienne BDA i ADC, gdyz z zatozenia DB—
DA=DC; przeto kat B~BaD i C—CAl) (99), zatem
katB —BAD pDAC czyli katowi A. Lecz kat A-f-
B-{-C—ri (80), a ze A—B )-(j, przeto tak kat A, jak
i B-f-C roéwnaja si¢ katowi prostemu czyli trojkat
ABC jest prostokatny przy A.

Wh. 1. Jezeliby kat B=600o, to kat BAD, jako je-
mu rowny z wykreslenia, rowna si¢ takze 60°, a za-
tém i kat D—60» (80. Wn. 3), trojkat wiec BAD jest
rownoboczny (91. Wn. 2), i rami¢ BA kata B rowna
si¢ polowie przeciwprostokatne;j.

Wh. 2. Jezeli w trojkgcie jeden z kqtow B ma 60%
ijednojego ramie BA jest polowg drugiego ramie-
nia BC, to trdjkgt ten jest prostokqmy, zas ramie
wieksze BC, jest przeciwproslokgtng-, gdyz AB—BD
przeto i kat B)A—BA1), a ze summa ich rowna si¢
1SO“~1-60°, zatem kazdy z nich ma po 60°; trojkat
wigc BAD jest réwnobocznym i BD=DA; lecz BD ~
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DC, zatem punkt D jest rowno oddalony od trzech
wierzchotkow trdjkata.

10S. Zg. Majgc dica kqty d i f trojkgta, wynalezé
kqt trzeci. (fig. 53).

Przy dowolnej linii BC, przy punkcie A, kresle kat
B\E=d, i kat DAC—, to kat EAD jest zagdanym, ja-
ko dopetniajacy katy dane do H.

109. Zg. Nakreslic¢ trojkqt (fig. 54) majgc’.

1° dwa boki a, b i kgt e miedzy niemi zawarty.

Na linii nieograniczonej CA, kresle kat ACB=e
(59), i odcinam CA=a i CB=b, punkt A z B lacz¢
prosta AB, a tréjkat ABC jest zadanym.

2° trzy boki a, b, c.

Na linii nieograniczonej odcinam AC=a, z punktu
C, promieniem rownym bokowi b, zakre$lam tuk,
z punktu A, promieniem réwnym bokowi c, przecinam
ten tuk w punkcie B; punkt B z punktami A i C 1a-
cz¢ liniami prostemi, a trojkat ABC jest zadanym.

3° Dwa boki b, ¢ i kgt f przeciwlegly bokowi wie-
kszemu b.

Przy linii nieograniczonej AC kresle kat C'AB=f,
odcinam AB réwne bokowi mniejszemu ¢ i z punktu
B promieniem réwnym bokowi wigkszemu b, przeci-
nam lini¢ AC w punkcie C, a trojkat ABC jest zada-
nym.

4° dwa boki b, ¢ i kgt e przeciwlegly bokowi mniej-
szemu ¢, nakresli¢ trojkgt 1) ostrokatny, 2) rozwar-
tokglny.
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Kresle kat ACB rowny e, odcinam CB rowne bo-
kowi wigkszemu b; z punktu B. promieniem réwnym
bokowi mniejszemu c, zakreslam tuk, ktory przetnie
rami¢ CA w dwoch punktach, gdyz z punktu B dwie
rowne pochyle BA i BA' poprowadzi¢ mozna, ktoce

rowno oddalone od spodka prostopadiej BI),prze-
to jako mniejsze od pochylej BC, obie leita przed ta
pochyla. — Zadanym trojkatem 1) os/ro/rzfm/w jest
ABC, gdyz kat A < BDC zewnetrznego; 2) rozwar-
tokqlny jest trojkat A BC gdyz kat zewnetrzny BA’C
> BDAproslego.

S« jeden bok a i dwa kuty przy nim lezgce e i f.

Na linii nieograniczonej odcinam AC==a i kresle
kat ACB—e za§ CAB=:(; ramiona tych katow prze-
tng si¢ w punkcie B, gdyz summa katéw wewnetrz-
nych A i C, jako rownych katom e i f, mniejsza od II
(80); a trojkat ABC jest zadany.

60 jeden bok a i dwa kqty', f lezgcy przy tym boku,
zas d przeciwlegly temu bokowi.

Na linii nieograniczonej odcinam AC—a, kresle
kat CAB—fi kat ACB rowny dopehieniu katow da-
nych fid do II (108), a tréjkat ABC jest zadany.

110. Zg. Dany kgt podzieli¢ na dwie rowne czesci,

a) Gdy wierzcholek A znajduje si¢ na rysunku.

Odcinam AB—AC (fig 55), i zpunktéow B i C wy-

prowadzam prostopadte do ramion, a punkt ich prze-

cigcia si¢ D lezy na potowiacej kat A (102. Wn. 2),
przeto AD jest linig Zadana.
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AI>0" odcinam AB=AC, trojkat wigc BAC jest sy-
metryczny, a prostopadta do BC polowi kat A (91.
Whn. 3), przeto z punktu A prowadze prostopadta do
BC (57).

b) Gdy wierzchotek kqta nie znajduje sie. nu pla-
szczyznie rysunku, (fig. 56).

1) Miedzy dwiema linijami AB i CD prowadz¢ do-
wolng lini¢ EF, 2) prowadze¢ lini¢ Fil polowiaca kat
CFE i Eil potowiaca kat AEF, to punkt 1l ich prze-
cigciasig jest tak oddalony od linii FC jak i od FE, za$
od FE tak jak od EA (102); przeto punkt ii jest ro-
wno oddalony od ramion FC i EA danego kata i le-
zy na polowigcej ten kat (102. Wn. 1). Podobnym
sposobem wynajduje drugi punkt G lezacy na poto-
wiacej, a li-ma 11G jest zadang.

111. Zg. Z konca linii CA wyprowadzic¢ prostopa-
dig. (lig. 52).

Z punktu dowolnego 1) odlegloscia tego punktu
od punktu zakreslam okrag kola, przecinajacy sie
z dang linia w punkcie C, przez punkt C prowadze
srednice CI), a koniec joj B potaczony z danym pun-
ktem A, daje prostopadle zadana BA; gdyz trojkat
BAC jest prostokatny. (107)

U2. Zt. Dany kqt BAC podzieli¢ na trzy rowne
czysci, (fig. 57).

Z wierzchotka kata A, na jednem z ramion BA do-
wolnym promieniem zakreslam polokregu kota, na
liniale odcinam DE roéwne promieniowi, i przyktadam
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liniat lak, aby on przechodzac przez punki C, pun-
ktem D padl na okrggu kota, za$ punktem E na prze-
dhuzeniu $rednicy; wtedy kat I)EA ktory on czyni z Sre-
dnica jest trzecia czgécia kata danego A; gdyz kat A
=a-|-b, jako zewng¢trzny, a=b4-DAE=2b (90) ja-
ko réowny katowi CDA; przeto A=2b4-b”=3b.

B) Odcinki czterech linii prostych przecinajgcych sie
czyli] czworobok. i

113. Czworobokiem zupelnym zowiemy odcinki
czterech prostych (fig. 58) FA, FD, EA, EB lezacych
na plaszczyznie, przecinajacych si¢ po dwie, tudziez
samg plaszczyzne ograniczong terni odcinkami. On
si¢ czyta ABFCDE. Czgéci jego ograniczajgce pla-
szczyzng zowig si¢ takze czworobokami, i tak: 1)
ABCD zowie si¢ wypuklym albo czworokgtem, od li-
czby katow; 2) FAEC wklestym i 3) FBCED po-
dwojnie wklestym. Gloéwnie zajmowaé si¢ bedziemy
czworobokiem wypuktym. Czworokgtem takim zo-
wiemy cztery linie proste ograniczone, !ktorych dwie
po sobie idgce majq konce wspdlne, lub 10z plaszczy-
zne ograniczong lemi prostemi. Linie te podobnie
jak w trojkacie zowig si¢ bokami—boki przeciwlegle
sa te ktore nie maja koncow wspodlnych, a kqgty prze-
ciwlegle”™ ktore niemaja ramienia wspolnego. Odcinek
wspolndj poprzecznej dla dwoch par bokow, czyli li-
nia tgczaca wierzchotki katéw przeciwleglych zowie
si¢ przekgtnig czworokata lub 16z czworoboku, i tak:
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1) Czworobok zupelny ABFCDE ma trzy przekatnie:
dwie wewnetrzne AC i BD, a trzecig zewngtrzng FE;
2) wypukly ABCD ma dwie przekatnie wewngetrzne:
AC i BD, kazda z nieb dzieli czworokat na dwa troj-
katy, przeto summa jego katow réwna si¢ 211; 3)
wklesty AFCE ma jedna przekatng wewnetrzng AC,
za§ druga zewnetrzng FE. i 4) podwoéjnie w klesty
FBCED ma dwie przekatne zewngtrzne: BD i FE.
Czworobok wypukly zowie si¢ jeszcze czworobokiem
pierwszego rzedu\— \eie\l boki jego przeciwlegle
przedtuzymy do spotkania si¢ z sobg AD z BC w pun-
kcia E, AB z DC w punkcie F, otrzymamy czworobok
drugiego rzfylu AFCE; ta sama wdasno$¢ stuzy i dla
wielokatow.

114. Ilownoleglobok jest to czw orokat w ktérym
boki przeciwlegle sa réwnolegle? Romb jest czwo-
rokat majacy boki rowne; prostokqt\e&\. czworokat
majacy katy proste; kwadrat jest prostokat majacy
dwa boki przy sobie lezace réwne. Trapeijest czwo-
rokat majacy dwa boki rownolegle, a dwa drugie nie-
rownolegle. Wysokoscig tych figur jest prostopadia,
spuszczona z jednego boku na bok do niego réwno-
legly. Boki roéwnolegle w trapezie zowia si¢ jego
podstawami————majacy boki jednakowo nachy-
lone do podstawy zowie si¢ symetrycznym, majacy
za$ jeden bok prostopadty do postawmy, prostokgtnym.

115. W rownoleglobokw. a) kqty przeciwlegle sa
sobie rowne, b) boki przeciwlegle sq sobie réibrie,
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c) przekqtnie dzielg si¢ na dwie rowne czesci', d)
naprzeciw kala wigkszego lezy przekqtna wigksza.
(fig. 59).

a) Kat B=£D i kat A=tiC jako majace ramiona ro-
wnolegle i skierowane w przeciwne slrony(18. Wn.9).

A) Bok BC=AD i bok AB—DC, gdyz trojkaty
BDA i BDC majg bok BD wspélny i dwa katy przy
nim lezace jako naprzemianlegle réwne (96).

¢) Odcinek przekatnej EB=ED i EC=EA, gdyz
tréjkaty BEC i AED maja bok BC=AD i katy przy
nich lezace jako naprzemianlegte, rowne.

d} Jezeli kat A B to BI)AC: gdyz trojkaty
BDA i ACB maja dwa boki réwne AB wspdlny, AD
—BC a kat A zawarty migdzy lemi bokami w pier-
wszym trojkacie, mniejszy od kata B zawartego mig-
dzy odpowiedniemi bokami w drugim tréjkacie (99).

116. 7Ve. Czworokgt jest rownoleglobokiem gdy,
1) kqty przeciwlegle sq sobie rowne', 2) boki prze-
ciwlegle sq sobie rowne', 3) przekgtnie dzielg si¢ na
dwie rowne czesci', 4) dwa boki przeciwlegle rowne
i rownolegte-, 5) dwa kqty przeciwleglerowne, a dwa
boki przeciwlegle rownolegle (fig. 59).

1) Zuk. Kat A=£=C, kat B ~D; uwazam ze kat A-|B
4- CA- D=211, przeto 2A-|-2B=211 a tom samem A-f-
B—mn i linia Al) rownolegta doBC, gdyz z poprzeczna
AB czynia katy jednostronne wewnetrzne dopelnia
jace si¢ (78. Wn. 1); dla podobnej przyczyny i AB
rownolegte do DC.
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2) Zak. Bok AB=DC i BC=AD. Trojkaty BDA
i BBC majace po trzy boki rowne, maja kat ADB—
DBC i kat ABD—BDC (93), przeto linia AD rowno-
legta do BC i AB do DC, jako czyniace katy naprze-
mianlegle réwne.

3) Zak. EB=ED i EA”EC. Trojkaty AED i BEC,
jako majgce po dwa boki réwne z zatozenia i katy
miedzy nimi zawarte rowne jako przeciwlegle, maja
kat EDA—EBC a tern samem i AD rownolegle do BC;
dla podobnej przyczyny i AB rownoleglte do DC.

4) Zuk. Bok BC réwny i réwnolegly do boku AD.

Trojkaty BDC i BDA majace po dwa boki réwne i
po kacie zawartym réwnym t. j. bok BD wspoélny,
bok BC—AD 7z zatozenia i kat CBD—BDA jako na-
przemianlegle, maja kat BDC—DBA , przeto DC ré-
wnolegte do AB.

5) Zak. Kat C—A i bok DC réwnoleglty do AB.
Trojkaty BDC i BDA majace bok BD wspolny, kat
C—A zzalozenia i kat BDC=DBA, jako naprzemian-
legle, maja kat i)BC—BI)A (973 przeto DA réwno-
legle do CB, gdyz czynia z BD katy naprzemianlegle
rowne.

Wn. llornb jest réwnoleglobokiem, bo ma boki
przeciwlegle réwne; prostokqt jest rownoleglobo-
kiem, bo ma katy przeciwlegle, jako proste rowne;

jest rowniez rownoleglobokiem, bo ma katy

przeciwlegle rowne, jako proste: przytem ma wszy-

stkie boki réwne, gdyz boki przeciwlegle w rowno-

legloboku sg sobie rowne. Wtasno$ci wigc rownole-
13
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gltobokéw Sciagajg sie do rombow, prostokatow i
kwadratow.

117. Tw. Wrombie przekqtne sq do siebie pro-
stopadle (fig. 60 .

Trojkaty ACE i CED majace po trzy boki rowne AE
—.El). jako w rowntdegloboku (115. c.), EC wspol-
ny i AC—CD z zalozenia, maja i kat AEC~CED; a ze
te katy sa przylegle i rbwne, wigc sg proste a prze-
katnia CB prostopadta do AD.

W/z. Przekqtnie w rombie polowig jego kuty, gdyz
kat ACE=ECD i sg jego osiami symetryi, gdyz troj-
kat CDB obracany okoto CB, przystanie do trojkala
CAB, prostopadia bowiem ED padnie na swoje prze-
dhuzenie dla rownosci katow prostych DEC i CEA,
za$§ punkt D padnie na A, dla réwnosci linii ED z EA.
Punkt E przecigcia Si¢ osi jest srodkiem symetryi,
lecz ze osie sg prostopadle, przeto on jest zarazem
i-Srodkiem figury. | tak linia GH polowi si¢ w pun-
kcie E, gdyz potozywszy ADB na ADC, EB przysta-
nie do EC i EH padnie na EH’ tak, ze kat BEH—
CEH’; potozywszy CBD na CBA, EH' padnie na EG
dla réwnosci katow H'EC i CEG rownych katowi HEB;
a z2¢ EH—EH’ z przeniesienia, za§ EH'—GE z przy-
stawania, przeto EH—EG.

118. Tw. W prostokgcie przekqtne sq sobie ro-
wne (fig. 61). P
Troéjkaty ACB i BDC majace po dwa boki i po ka-
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cie zawartym rownym, bok AB—CD i BC wspolny,
a katy zawarte proste, maja i bok AC=BI).

Wn. 1. Prostopadle HK i FG poprowadzone z pun-
ktu E przecigcia si¢ przekatnych do bokéw rowno-
legtych, przechodza przez srodki tych bokow, jako
prostopadte tréjkatow roéwnoramiennych AED i BEC
tudziez DEC i AEB (90. Wn. 3), i sa osiami syme-
tryi prostokata, gdyz HCDK obracane okolo HK
przystaje do IIBAK, podobnie i FBCG do FADG.
Osie te sa wzgledem siebie prostopadle, jako réwno-
legle, do linii AB i BC prostopadtych, przeto punkt
ich przeciecia si¢ jest srodkiem symetryi i srodkiem
figury czyli wszystkie linie przez punkt E przecho-
dzace potowig si¢ w nim.

Wn. 2. Kwadrat ma wszystkie boki rowne i wszy-
stkie katy proste, przeto jest czworokatem foremnym
a zarazem rombem i prostokatem, ma wigc cztery
osie symetryi: dwie przekatne (fig. 62) AD i BC, jak
w rombie; dwie za$§ rownoleglte do bokow HK i FG,
jak w prostokacie 1. j. liczba osi symetryi rowna licz-
bie bokow.

119. Tw. W trapezie AC linia FE {qczqgc(f.srodki
F i E boltom nierownoleglych AB i CD, rowna si¢ po-
lowie sarniny dwoch jego podstaw BC i AD ijest do
nich rownolegla (fig. 63).

Prowadze przez punkt E lini¢ 1IG réwnolegla do
AB: trojkaty CGE i I1ED majace po boku rownym,
CE=ED)]i po dwa katy przy nim lezace rowne CEG
=11ED, jako przeciwleglte i GCE=EDH, jako naprze-
mianlegte, maja 11D=CG i GE—EH; a zatom GE=
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BE jako potowy bokow przeciwlegltych réwnolegto-
boku AG (115, 6.) i linia EE réwnolegta do BG (116,
4.)— Summa podstaw AD-{-BC=AH4-BG, gdyz od
pierwszej AD odjelismy tyle, ile dodaliSmy do drugiej
podstawy BC; a ze linia FE laczaca $rodki bokow
nierownoteglych, réwna si¢ tak linii AH jak i BG
(115, 6.), przeto jest rowna potowie ich summy, a
tern samem i polowie summy podstaw.

Uw. Jezeli trapez AC jest symetryczny, to prosto-
padita KL wyprowadzona ze $rodka podstawy BC na
druga podstawe, jest jego osig symelryi. Kat A—D
to i kat B—C, jako dopelnienia; obracajac trapez pro-
stokatny KCDL okoto KL, przystanie on do trapeza
KBAL, gdyz KC przystanie do KB i t. d.

120. Tw. W czworokgcie AC majgcym kqty prze-
ciwlegte W\ 1 C proste, srodek E przekgtnej BD lgczg-
cej dwa inne kqty, jest rowno oddalony odjego wierz-
chotkow A, B C, D (fig. 64).

Punkt E jako $rodek przeciwproslokatnej BD, jest
rowno oddalony od wierzchotkéow B, C, D i D,A, B,
przeto od wszystkich wierzchotkow czworokata
ABGD.

" (1/ 138 innAt

121. Zg. Wykresli¢ a) Kownolegtobok: 1) majgc
dwa boki i kgt miedzy niemi zawarty, 2) majgcprze-
kgtne i kgt miedzy niemi zawarty (tig. 5.9),

1) Kreslg kat dany BAD, na jednem ramieniu od-
cinam jeden bok dany AD, na.drugiem za$ drugi bok
dany AB; przez koniec pierwszego boku D prowadze
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DC réwnolegla do boku drugiego AB, za$ przez ko-
niec drugiego boku B, prowadze¢ BC rownolegla do
pierwszego boku AD, a figura AECD jest zadanym
rownolegtobokiem (114).

2) Kresle kat dany AEB, na ramieniu BE. odcinam
potowe jednej przekatnej, na drugiem ramieniu poto-
we drugio] przekatnej, i przedtuzam je za wierzcho-
tek E o ich wielko$¢, punkta A, B, C, D tacze proste-
mi i otrzymam rownoleglobok zadany (116, 3.).

b) Homlr. 1) majgc bok i kqt', 2) ducie przekgtne
(fig. 60).

1) Kresle kat dany, na obu ramionach odcinam
bok dany i postepuje jak z rownoleglobokiem; 2)
kresle linie AD i BC pod katem prostym, od punktu
E ich przecigcia si¢ na pierwsza przenoszg, w obie
strony potowe pierwsz¢j przekatnej, zas na druga, po-
loweg drugiej przekatnej, a linie taczace punkta A, C,
D, B daja romb zadany.

c) Prostokgt, 1) majgc dwa boki, 2) przekgtng
i kat hiiedzy niemi zawarty (fig. 61).

1) jak w rownolegloboku; tylko ze kat zawarty
miedzy bokami danemi jest prosty; 2) ze przekatne
s3 rowne.

d) Trapez symetryczny, majgc wysokos¢ i podsta-
wy (fig. 63).

Na linii nieograniczonej odcinam wysokosé KL,
z punktow K i L prowadzg prostopadle BC i AD a
z obu ich stron odcinam potowe podstaw; punkt A
z B i C z D facze proslemi, a figura jest zadang (78.
Wn. 3).
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122. Zt. Klucze sklepienia (fig. 65) plaskiego,
ciosane z kamienia, w przeci¢gciu pionowem majg
ksztalt trapezow. Srodkowy jest trapezem symetry-
cznym, koncowe za$ prostokgtnemu

123. ZI. Za pomocg romnole"loboku motlma rlich
postepowy i wsteczny po prostej zamieni¢ na ruch
postepowy i wsteczny po kole t. j. na ruch wahadfo-
wy i nawzajem, (fig. 66).

Niech promieniem ruchu wahadlowego bedzie AE,
a przestrzen przebiegana ruchem po prostej dd’ 1. j.
drag jakikolwiek podnosi si¢ i opada w ten sposob,
ze koniec jego przebiega ta linie. Chcac za pomoca
tego ruchu, nada¢ ruch wahadlowy przez $rodek |
prost¢j dd' prowadze prostopadla JE, na ktorej od
dowolnego punktu A’ odcinam A’E, réwne danemu
promieniowi i tym promieniem z E kresle tuk AA’A”,
za$ promieniem mniejszym EB’ z tego samego $rod
ka, tuk BB’B’. Z punktem d i d prowadze¢ prosto-
padie do dd’, az do spotkania si¢ z lukiem AA’A”
w punktacji A i A ido tych punktow prowadze pro-
mienie EA i EA” przecinajace tuk BB’B” w B i B”.
Na prostych rownych sobie, jako réznice rownych
promieni. AB, A’B i A”B” kre$le rownolegloboki,
ktorych bok drugi, rowny prostej AD, lak, aby jego
koniec znajdowal si¢ na linii dd’. Roéwnolegloboki
te majg boki rowne, przeto gdy boki te s3 ruchome
okolo wierzchotkéw, rownoleglobok B’’I)” posuwa-
jac si¢ z promieniem EA”, majac wierzchotek D”
na dd’, zamieni si¢ na réwnolegtobok B’D’, skoro
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promien EA” przyjmie potozenie E V', za$ na rowno-
legtobok BI), wtenczas gdy promien przyjmie poto-
zenie EA.

Umiesciwszy wigc, na dragu obracajacym si¢ oko-
fo E, rowndlegloboK i przytwierdziwszy jego wierz-
chotek do konca podnoszacego si¢ draga dd’, drag
(en przy podnoszeniu si¢ swojem podnosi¢ bedzie
drag A”E opisujacy koncem A” tuk A A A.

W czasie tego ruchu wierzchotek C” opisuje tuk
C1CC, ktorego srodek jest w G. Chcac wige ruch
wahadlowy po A”A’A zamieni¢ na ruch po prostej
dd’, przytwierdzamy drag GC”, a w czasie obrotu
promienia EA” po luku A”A’A, wierzchotek 1) po-
suwac si¢ bedzie po prostej dd'—Cigciwa AA” tuku
wahadlowego réwna si¢ prostej dd’ (115, 6).

124. Zt. Za pomoca rombu mozna zamieni¢ ruch
po prostej Gil, na ruch po prostej EE, prostopadiej
do jej srodka fig. 67). Przez dowolny punkt I) pro-
stej EE, i konce prostej GH prowadze linie, na kto-
rych odcinam 1)C~I)A i dopetniam rombu, ktoérego
wierzchotek B znajduje si¢ takze na EE (117). Boki
rombu swobodnie mogg si¢ obraca¢ okoto wierzchot-
kow, przyblizajac wigc konce Gi Il do $rodka tej li-
nii, wierzchotek B posuwac si¢ bedzie po prostopa-
dtej EE.

Aby ruch wahadtowy po tuku GFH (fig. 6S), zamie-
ni¢ na prosty 1)b, po prostopadlej do $rodka cigciwy
lego tuku; punkt I) przytwierdzam nieruchomie, to
w czasie przyblizania si¢ punktu G i II do E romb
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AC zwezy si¢ i punkt B posunie si¢ w gore po Db
prostopadtej do GIL

125. Zt. Jezeli boki kwadratu (fig. 69), podzieli-
my na rowne czgsci i poprowadzimy linie réwnole-
gle do bokéw, to kwadrat podzieli si¢ na kwadraci-
ki, ktorych przekatnie stanowia jedng lini¢ AD, gdyz
one polowig katy kwadracikéw. Podobnie przeka-
tne prostokatow, utworzonych z dwoch kwadracikow,
majacych katy przeciwlegle, stanowia jedna prosta
jak TR; to samo $cigga si¢ do prostokatow ztozonych
z trzech kwadracikéw i t. d. Dla tej to przyczyny po-
dobna szachownica uzywa si¢ przy zasadzaniu ogro-
dow spacerowych, drzewa bowiem zasadzone w pun-
ktach przecigcia si¢, w kazdym kierunku stanowia gest-
szg lub rzadsza aleje. Szczotki druciane do czesania
welny robia si¢ w podobny sposob.

C) Wiasnosci wielokgtow.

126. Wielokatem wypuklym zowie si¢ linia tama-
na wypukla, lezaca na plaszczyznie, lub czg$¢ pta-
szczyzny, ograniczonej ta linig tamang. Trojkat i
czworokat sg takze wielokatami, jeden o trzech, za$
drugi o czterech bokach. Nazwiska: kat, boki, prze-
katnia, maja toz samo znaczenie jak w czworokacie.
Wielokatbierze nazwisko od liczby bokow lub katow,
i tak zowie si¢ pieciokqtem lub pieciobokiem gdy ma
pie¢ bokow a tém samem i pig¢ katow, szesciokglem
it d. Wielokaty te sa wielokatami pierwszego rzg-
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diii jezeli ich boki oddzielone; jednym bokiem, przel
dluzymy do spotkania si¢ z soba, otrzymamy wielo-
kat drugiego rzedu; gdy przedtuzymy boki oddzielo-
ne dwoma bokami do spotkania si¢ z $obg &trzyma
my wielokat trzeciego rzedu i t d. Stad ¥Widzimy ze
boki wielokatow sa odcinkami ograniczonymi pro-
stych lezacych na ptaszczyznie Wielokaty zowig sie
foremne, gdy maja wszystkie boki i katy sobie rowne.
Widzieli§my juz trdjkat i czworokat foremny—troj-
kat rownoboczny byt zarazem i rownokalny, czworo-
kat mogt by¢ réwnoboczny nie bedac réwnokatny
jak romb. W kazdym gatunku wielokatéw jest jeden
foremny i taki otrzymamy pig¢ciokat foremny zesta-
wiajac wierzchotkami pig¢ trojkatow Fownoramien
nych rownych.ktorych katy przeciwlegte podstawie sa
piata cze¢sciag 211—podobnie otrzymamy foremny sze-
Scio-kat, siedmiokat i #.

Wielokat zowie si¢ parzystym, gdy ma parzysta fi
czbe bokdéw, w przeciwnym razie zowie si¢ niepa-
rzystym. Wielokaty drugiego, trzeciego i t. d. rzedu
otrzymane z wielokatow foremnych, zowia si¢ gwia-
zdzislemi. O$ symelryi tak jak w tréjkacie i czworo-
kacie, jestlo linia dzielagca wielokat na dwie czgsci,
przystajace w czasie obrotu jednej z nich okoto t¢j
linii, t. j. majace boki i katy rowne w przeciwnym po-
rzadku.

127. Tw. Summa kgtow w wielokgcie rowna sie
tyle razy wzietym dwom kqtom prostym, ile on ma

wigcej bokow od dwoch.
14
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Poprowadziwszy bowiem z wierzchotka jednego
z katow przekatnie do wierzchotkow nielezacyph przy
ramionach tego kata, wielokat podzieli si¢ na tyle troj-
katéw, ile ma bokow, mniej dwa; a ze w kazdym tréj-
kacie summa katow rowna si¢ dwom katom prostym,
przeto we wszystkich trojkatach czyli w wielokacie
summa katow rowna si¢ dwom katom prostym , tyle
razy wzigtym ile wielokat ma bokéw mniej dwa.

Whn. 1. Summa kqtow zewnetrznych wielokqta ro-
wna si¢ 2T1;—gdyz przy kazdym wierzchotku kat we-
wnetrzny z zewnetrznym rowna si¢ dwom katom pro-
stym, przeto summa katow wewnetrznych z zewne-
trznemi rowna si¢ dwom katom prostym, tyle razy'
wzietym, ile wielokat ma bokow; a ze wewngtrzne
rownaja sie Il wzigtemu tyle razy ile wielokat ma bo-
kéw bez dwoch, przeto na zewngtrzne pozostaje 1l
wzigte dwa razy, czyli cztery katy proste.

Wn. 2. Jezeli katy w wielokgcie sg sobie réwne,
to wielko$¢ kazdego otrzymuje si¢ dzielac summe
wszystkich katow przez ich liczbe. I tak w trojkacie
summa katow rowna si¢ Il raz wzigtemu, to kat troj-
kata réwnokatnego réwna si¢ % kata prostego, kwa-
dratu =1 katowi prostemu, pigciokata, (5—2)2=6

5 5
kata prostego, szesciokata, (6—2)X2=8 kata pro-
stego i t. d 6 6

128.Tw. W wielokgcie foremnym ABCD... Unie
AO, BO, CO... potowigce kqty A, B, C... sq sobie ro-
wne i przecinajq si¢ wjednym punkcie 0. (lig. 70).
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Prowadzg¢ linie AO i BO potowiace katy A i B, one
prze Ing si¢ w punkcie O, gdyz summa katow jedno-
stronnych wewngtrznych, jako rowna katowi wieloka-
ta, jest mniejsza od 11, linie te sg sobie rowne, jako
lezace naprzeciw katéw rownych (91). Punkt O tacze
z wierzchotkiem nastgpnego kata C, trojkaty AOB i
BOG majace po dwa boki i po kacie zawartym ro-
wnym,—OB wspdlny, ’A=BC jako boki wielok. for.,
katy przy B réwne z wykre$lenia,—maja i kat O
OGB, a ze O\B jest potowa kata A, wigc i OGB jest
potowa kata C rownego katowi A, czyli linia OC po-
towi kat (i i jest rowna linii OA. Podobnym sposobem
dowiedliby$my, ze linie Ol), OE... polowiagkaty
i s3 rowne liniom OA, OB...

W/?. 1. Punkt O lezy na potowiagcych katy wieloka-
ta, przeto jest rowno oddalony od jego bokow (102!
czyli prostopadle wyprowadzone z punktu O na boki
wielokgta sq sobie rowne, przytern prostopadle te po-
towiq boki, jako w trojkatach symetr. (91. Wn. 3).

W/z. 2. Katy zawarte miedzy liniami polowigcemi
katy wielok. sg sobie rowne, gdyz leza w trojkatach
majacych po trzy boki réwne; prostopadle za$ na bo-
ki potowia te katy jako osie symetrycznych troj. (91
Wn. 3), zatom katy zawarte miedzy liniami po sobie
idacemi, polowiacemi katy a prostopadlemi polowia-
cemi boki sg sobie rowne a tern samem i katy zawar-
te migdzy prostopadlemi sa takze rowne. Przytem
katy te sa czescia 211 wyrazong przez liczbe bokow.

129. Tw.od. 'W/elokgtjest foremny, ~dy linie po-
towigce jego kqty sq sobie rowne i schodzq sie¢ w je-
dnym punkcie (fig. 70).

Linie OA i OB sa sobie rowne, przeto kat OAB=
OBA, a ze one sg potowami katow A i B, przeto kat
A—B, podobnym sposobem dowiedliby$my ze i wszy-
stkie katy sa sobie rowne. Trojkaty AOB i BOG ma-
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jace hok OB wspdlny, kaly przy B rowne z zaloZenia
i kat 0AB=0CB. jake polowy katéw A i € rownyeh,
maga bok AB=BC(97): podobnym sposohem dowie-
dlibysmy Ze i pozoslale boki sa sobie rowne.

130, W wielolacie foremuym liczba osi symelryi
rawna si¢ ficzhie bokow.

12 W wiel. parzystym linie polowiace kaly prze-
ciwlegle. stanowia jedny linig prosta, bo liczba kytow.
zawarlych migdzy idacemi po sobie liniami poloywiy-
cemi katy, z obu stron tych finii jest jednakowa, gdyi
przeciwlegle wierzeholki sa oddzielone z obu stron
jednakowa liczha bokows a ze te kaly sy sobie rowne,
przetoisnmmy ich z obu stron hinii polowigeych prze-
ciwlegle kily sq sobie rOwne 1 vOwnaja si¢ I1; linia
ta jest osig symelryi, bojedna polowa welokala obra-
cana okoto niéj przysiaje do drugiéj; liczba tyeh osi
rowna sie polowie liczby bokéw. Linie prosiopadle
do srodkow bokow przeciwleglych dla podané) pray-
czyezny skladaja jedng linig prosty bedyeq osiy sy-
mielryi. i liczba ich vownasic liczbie poprzedzajacych.

200 W wiel. n‘iel:arz_vstym.linin'pdlnwiqca kat'z pro-
slopadly do srodka boku przeciwleglego; stanowig
jedna linig prosta, gdys liczba Katow zawartych mig-
dzy liniami po sobie idacemi polowigcemi kyty a pro-
stopadleni do Srodka hokdow jest jednakowa—onesy
osiami symelryi a liczba ich rowna sig¢ liczbie wierz-
cholkow. . ' ' el ,

131. Zg. Narysowac na dunym bokw wielokal fo-
remny (g T0). _ : e |

Wynajduje kal wewnelrzny wiolokata foremnego
i przy boku danym AB prowadze linie BG, pod tym
katen: odeinam BC==AB i przy punkeie € kresle kat
rowny katowi Bii 1. dy _ afd 1811

V32, Zu. Nu danym wielokqeie ABCD.. opisac wie-
okl 'o pudivéjnéj licabie bokew (fig. 700 if

’

g-pl
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Przedluzam prostopadte OL, OK i t. d. tak aby
one z przedhuzeniem réwnaly si¢ liniom potowigcym
katy wielokata, i koniec ich tacz¢ z wierzchotkami
wielokata, tym sposobem utworzy si¢ wielokat fore-
mny, o podwdjnej liczbie bokow Wielokat NEP..jest
foremny, gdyz linie NO,EO,PO i t, d. réwne z wykre-
Slenia potowig katy N, EP. i t. d.; trojkaty bowiem
NLF i NLE tudziez NLE i EPK majace po dwa boki
i po kacie zawartym prostym: pierwsze maja katy
przy N réwne, a drugie kat NEL—PEK (129).

133. Zg. Wdary wielokqt foremny ABCD... wpisac
1) wielokqt o tej samej, 2) 0o podwojnej i 3) a dwa ra-
zy mniejszej liczbie bokow (fig 71).

1) Konce linii potawiacych boki racze liniami pro-
stemi, i otrzymam wielokat zadany; linie bowiem Oa,
Ob... potowigkaty a, b... i s3 sobie réwne, gdyz tréj-
katy fOa i Oab majace po dwa boki: Oa wspolny, Of—
Ob i katy migdzy nimi zawarte rowne, majg i kat Oaf
=QOab.

2). Na liniach potowiacych katy, odcinam linie Og,
Oh, réwne liniom potow igcym boki i konce ich tacze
z koncami linii polowigcych boki, a tym sposobem
otrzymam wielokat zadany; linie bowiem Oa, Og Ob, sg
sobie rowne zwykreslenia i potowia katy a, g, b...bo
trojkaty Apa, aBg, gBb, pierwszy z drugim maja kat
paA=zgaB, za$ drugi z trzecim katy przyg roéwne (92)

3). Laczg wierzchotki linii potowiacych katy, opu-
szczajac jeden, i otrzymam wielokat zadany; gdyz
w trojkatach BAF i FED bok BF—FD (92 ); w trojka
lach FOB i FOD kat OFB—OFD (93),czyli linia FO
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pitowi kat F, dla podobnej przyczyny OD potowi kat
1) za$ le linie s3 sobie réwne.

134. Z<r. Nadanym boku narysowac SMSciokqt fo-
remny (fig 70).

Kat szesciokata foremnego = 2— kata prostego

czyli %_7%0 —120°, kat zas trojkata ioremne-
g0=t60°, jezeli wigc narysuje sze$¢ tro jkatow forem-
nych na danym boku, majacych wierzchotek wspodlny
otrzymam szes$ciokat zadany.

Albo na boku (fig 72) AB, trzy razy wigkszym od
boku danego, kresle trojkat foremny ABC i na kazdy
bok jego przenoszebok szeSciokata trzy razy; podzia-
Iy odpowiednie lgcze proslemi, i otrzymam sze$cio-
kat zadany. Boki jego sa sobie réwne, z foremnosci
trojkatow Aaf eCd, Bbc; katy zas sa rowne, jako ro-
wne dwom katom trojkata foremnego.

135. Zg. W dany kwadrat ABCD wpisac osmio-
kqtforemny (fig. 73).

Prowadze przekatnie AC i DB, i na kazdym boku
odcinam potowe przekatnej,zakreslajac nig tuk z kaz-
dego wierzchotka; punkta podziatléw:1z H, Gz Ei t. d.
tacze prostemi i otrzymam wielokat zadany.

Trojkaty prostokatne EDG, FCMit. d. s3 rownora-
mienne, gdyz przyprostokatne sg réznicg miedzy bo-
kami kwadratu a potowa przekatniej, przeto katy ich
ostre maja po 45° katy wigc G, E, F... wiclokata ja-
ko katy zewnetne tych trojkatow prostokatnych ro-
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wnajg si¢ 45®==135°, sa wigc katami o$miokata
foremnego Linie OA, OD., potowia katy kwadratu
przeto kat OAG=450,w trojkacie wiec AOG, bok AO
-~AG zwykreslenia, przeto kat O=G, a ze summa ich
rowna 180°—45° (80. Wn. 3)t. j. 135° przeto kat
HGO rowna si¢ potowie kata HGE,a zatem linia OG po-
towi len kat, dla podobnej przyczyny linia OE poto-
wi kat E i t. d. Trojkaty OGE,OEF i l. d. sa rowno-
ramienne, gdyz katy ich OGE, OEG jako potowy ka-
tow wielokata G, E.. rownych, sa sobie rowne, wigc
linie OG, OE .. sg takze rowne; aze one potowig ka-
ty i przecinaja si¢ w jednym punkcie O, przeto wie-
lokat GEFM.. jest foremny (129).

136. Zg. Z danego wielokgta foremnego naryso-
wac wielokgt gwiazdzisty” 3°,1 t. d. rzedu, (fig. 74)

Przedtuzam boki opuszczajgc jeden i otrzymam
wielokat 2° rzedu a’ b’ ¢ d ... opuszczajac dwa otrzy-
mam wielokat 3] rzedu a” b” ¢’ d ‘... i t. d Z o$mio-
kata wiec abc... mozna otrzymaé dwa tylko wielo-
katy; gdyz opuszczajac trzy boki bedziemy mieli bo-
ki fe zab i t. d. rbwnolegtle, a tern samem nieprzeci-
najace si¢; liczba wigc wielokatow gwiazdzistych,
tworzacych si¢ z wielokatéw foremnych jest ograni-
czona.

137. ZI. Rysowanie taflowychposadzek zapomo-
cq wielokgtow foremnych i czworokgtow.

Gdybysmy miejsce okoto jednego punktu, zapetnié¢
chcieli katami wielokatow foremnych, mogliby$my
wzia¢ katy tylko pewnej liczby tych wielokatow,
gdyz dlazapelnienia miejsca, potrzeba najmniej trzech
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katéw, a ich summa powinna si¢ rownac 214. Zapeh
ni¢ wigc mozemy tylko katami trojkata, kwadratu i
szesciokata, kat bowiem pigciokata ma 108° (127.
Whn. 2); przeto 3 czynig mniej od 2111.j. 324°. Za$ cztery
wigcoj t.j. 432°; trzy katy siedmiokata, atein bardzidj
wielokaty o wiecej bokach; czynig wige¢j od 211. Lecz
uzywajac katow, niejednego wielokata, do zapetnienia
miejsca okoto punktu, w wigkszej liczbie przypadkow
mozemy zapehi¢ to miejsce. To nam sluzy za zasa-
de do uktadania taflowych posadzek z wielokatow
foremnych, i tak:

a) Z trojkatow foremnych (fig. 75)

1). Na linii nieograniczonej przenosz¢ od A do B
bok Ah trojkata, majacego by¢ tafla, dowolng liczbe
razy t.j. 5:na tej linii krysle tréjkat foremny ACB
(109, 2")i na boki Ac i BC przenosze ten sam bok
Ah. 2) Punkta odpowiednie podzialéw tacza liniami
prostemi: h zpunktami a, i, i zpunktem bit. d. a otrzy-
mam posadzke zadang. Trojkaty bowiem Aih, cCa,
bBk, sg foremne gdyz bok Ah=Ai przeto kat i—h;
a ze kat A—o60", jako kat trojkata foremnego BCA
(91. Wn. 2), wiec kat i 4 h=180"—60"=120", czyli
kazdy z nich ma po 60".Bok Ah=ca, jako bok troj,
katow foremnych Aih i cCa, majacych bok Ai=cC?
linia Ac=ha, gdyz kazda z nich zawiera w sobie
4 razy bok tafli, przeto czworokat Acah jest rowno-
leglobokiem (116,2) zatem ma boki réwnolegte, dla
podobnej przyczyny i czworokaty Cahi, aCkb, caBk
bBhi, bkAi sa rownoleglobokami, imajaboki réwno-
legte. Lecz ze trojkat hil jest foremny, jako rowny
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trojkatowi Aih, gdyz czworokat Al jest rownoleglo-
bokiem (114); i trojkat lid jest takze foremny,
jako majacy boki id i il rowne, kat zas i=A (78)
jest katem trdjkata foremnego. Podobnym sposobem
dowiedlibysmy, ze i drugie z porzadku lini¢ sg ro-
wnolegte do bokow trdjkata it. d., przeto boki utwo-
rzonych trojkatow sa rowne bokom trojkata Aih, idl
it d., jako réwnolegle zawarte miedzy rownolegle-
mi (115, b). Posadzka taka jest nietrwala, gdyz
szescig katami zapelniamy miejsce okoto jednego

Czworokaty Ailh, iled... sag rombami, gdyz prze-
katnia Al prostopadta do przekatnie] ih (91. Wn. 4);
przeto checac pokry¢ posadzke taflami majacemi ksztatt
rombu, taczymy podziaty h z a.... i z b...; lub z rom-
bami niezawartemi mi¢dzy rowno liniami legleuii jak
lillg i dile, i wtedy faczymy h z i....1 z b...

Szesciokat defghi jest foremny, jako sktadajacy
si¢ z szesciu trojkatow foremnych (126); otrzymamy
posadzke zlozonag z tafli sze$ciokatnych, gdyz boki
trojkatow zrysowanych otdwkiem, naprowadzimy tu-
szem, opuszczajac dwa.

Posadzka taka jest trwata, gdyz w niej najmniejsza
liczba katow wchodzi do zapelnienia miejsca okoto
jednego punktu.

Z tychze trojkatow otrzymamy posadzke ztozong
z sze$ciokatow i trojkatow (fig.76), i miejsce okoto
jednego punktu zapetniaé¢ si¢ bedzie dwoma katami
szesciokata i dwoma trdjkata: jezeli opuszczajac je-
den, naprowadzimy boki trojkata, szesciokat kagbhi

15
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z trojkatami bhl ihib. Przytem mozemy jeszcze otrzy-
maé w srodku posadzki szeSciokat gwiazdzisty abcdef.

Otrzymajmy za$ posadzke ztozona z szesciokatow
i rombow (fig. 77): jezeli opuszczajac jeden bok
trojkata inne naprowadzimy tuszem tak, aby boki na-
prowadzane lezaty nad sob3. Miejsce przy jednych
punktach c, d.. zapelia si¢ trzema katami, a przy
drugich b, e.. czterema. *

b) Zkwadratow, prostokqtow i rombow.

1) Przenosze¢ potowe boku kwadratu na dlugosé,
za$ caty bok kwadratu na szeroko$¢ prostokata BAC
( 78), majacego si¢ zapeli¢ kwadratami; przez
podziaty szerokosci AC prowadzg linie ciaggnione, ro-
wnolegle do AB, za$ przez podziaty dtugosci AB prze-
rywane, rownolegle do AC i utworzy si¢ posadzka
zadana, gdyz czworokaty utworzone przez te linio
maja boki réwne z odcigcia i katy proste, jako ro-
wne katom prostokata (78. Wn. 9).

2) Z prostokqtow. Albo: podobnie jak z kwadra-
tow, przenoszac polowe podstawy na AD (fig. 79),
za§ wysoko$¢ na AB. Albo: jezeli prostokaty maja
i8¢ w zygzak (fig. 89), na prostokacie ABC!) maja-
cym si¢ pokry¢ prostokacikami, odcinam DF i CE
rowne wysokosci DC, to czworokat FDCE jest kwa-
dratem a przekatnie jego FC i DE sa prostopadle
(11S. Wn. 2). Od punktu G, przecigcia si¢ przeka-
tnich, przenosz¢ na nie w obie strony wysoko$¢ pro-
stokata, bedacego taflg, a przez punkta ztad otrzy.
mane jednej, prowadze otdwkiem linie rownolegte
do drugiej; tym sposobem prostokat ABCD podzieli
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si¢ na kwadraciki, majace za bok wysoko$¢ tafli—Na
przekatnie FC przenosze podstawe tafii i przez pun-
kta ztad utrzymane prowadzg Oli, JK... rownolegle
do Al). Proste rownolegle do przekatniej FC, napro-
wadzam tuszem az do prostej OH, poprowadzonej
otowkiem; proste rownolegte do El), naprowadzam
tuszem od prostych poprzednio naprowadzonych gf,
hi... do JK it d. Lecz w takim kre§leniu podstawa
tafii powinna by¢ dwa, trzy it. d. razy wicksza od
wysokosci, inaczej proste 011, JK.. niebylyby prze-
katniemi kwadracikow, a tern samém nie lezalyby na
nich katy prostokatéw. W tym przypadku naprowa-
dzamy tuszem proste rownoleglte do El), zawarte
mig¢dzy Al) i OH, a nastgpnie przez punkta e, f, g, h,i..
prowadzimy rownolegle do FC, zawarte miedzy li-
nig lezacg pod punktami f, i., a prostg JK; i t. d.

3) Z rombow. Kre$le oldwkiem posadzke, ztozo-
ng z trojkatow foremnych , majacych bok tafli rom-
bowej a potem naprowadzam boki tuszem,opuszcza-
jac trzeci (fig. 81); posadzka ta jest zarazem gwia-
zdzista, gdyz romby po sze$¢ schodza si¢ w jednym
punkcie F, G, J... i jest zarazem zlozona z sze$cio-
katow, ktore mozna uwidoczni¢ przy uktadaniu tafli.

¢) Zosmiokqtoic\kwadralo w'”. 82). Na podstawie
i wysokos$ci prostokata AC, majacego zapetni¢ si¢ ta-
flami, odcinam o$ symetryi tafli, taczaca $rodki bokow
rownoleglych, i przez punkta ztad otrzymane jedne-
go boku, prowadze linie rownolegle do boku drugiego,
tym sposobem otrzymatem kwadraty, w ktore po wpi-
sywac nalezy o$miokaty foremne (135). Dla gkroce
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nia roboty, po wpisaniu w pierwszy kwadrat AK,
os$miokata aefMo... przenosz¢ lini¢ Aa w obie strony,
od kazdego wierzchotka kwadratu F,H...q,f i punkta
czg, dzh i t. d. laczeprostemi przerywanemi tak,aby
ciggnione byly zawarte mig¢dzy lezgcemi przy sobie
bokam-i kwadracikow.

d) Z dwunastokqta i trojkatow foremnych (fig.
83). Na boku danym dwunastokata AC, kresle troj-
kat foremny ABC, prowadzg¢ o$ jego symetryi DB, i
na jej przedluzeniu odcinam BE=AC i EF—BD.
Z punktu E wyprowadzam HG prostopadta do EF, i
odcinam FG i FH réwne potowie AC a trojkat EDG,
jesttakze foremny, jako przystajacy po potozeniu pod-
staw do trojkata ABC i t. d. Wielokat tym sposobem
utworzony eBEg...jest f>remny, gdyz z wykreslenia
ma boki rowne, katy za$ jego B, D... rownajg si¢ Il
bez potowy kata trojkata foremnego 1. j. 180°—30<>=
1500, jak w dwunastokacie.

D) Odcinki zbiegajgcych si¢ polgczonych z #ownole
gletni czyli proporcyonalnosé linii.

138. Tw. linie rownolegle EF,GM,][{ dzielgceje-
dnq ze zbiegajgcych si¢ AB. na odcinki EG i Gl ro-
wne, dzielg takze i drugg CD na odcinki rowne Fil i
1K (fig. 84).

Przez punkta E i G prowadz¢ EL i GM, rownole-
glte do CD (81), to EL=FH i GM=HK (115 b),
Troéjkaty GEL i JGM majace EG—GI, kat EGL—GIM
jako jednostronne wzgledem poprzecznej AB, réwno--
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leglych GIT i IK; kat GEL.—IGM. jako jednostronne,
rownolegltych EL i GM (78 Wn 2), wzgledem tej
samodj poprzecznej;—maja i bok EL—GM, a tern sa-
mem FH=HK.

Wn. Jezeli odcinek BG > GI, to i odcinek CII >
IIK. Prowadz¢ réwnolegle BN=CH i GM—IIK,bn»-
r¢ GE=GI i prowadz¢ EF roéwnolegle do Gil, to EL
=FH jest mniejsze od CH, aze EL—GM=IJIK, prze-
to 1 IK < Cii. Rownolegle wigc dzielgc jedng ze
zbiegajgcych sie AB na czesci nierowne, dzieta takie
i druga tak. ze naprzeciw wigkszego odcinka jednej,
lezy odcinek wigkszy drugiej.

139. Tw. gl. Odcinki EG, Gl FH, IIK zbiegajgcych
si¢ AB i CD, utworzone przez rownolegle EF, Gil i
IK sg proporcyonalne, czyli stosunek odcinkow EG
i Gl jednej linii, rowna si¢ stosunkowi odcinkowYH
i IK drugiej linii CD (fig. 85).

Odcinki EG i GI nie sg rowne i odcinek EG > GI,
wigc i odcinek Fil > IIK (138. Wn). Przenosz¢ od-
cinek IG na EG; zawiera si¢ on w nim od G do L
cztery razy i pozostaje LE <- Gl, przez puukla a,b.c,
powstate z przenoszenia odcinka G’ prowadzg ro-
wnolegte do Gil, az do przecigcia si¢ z druga linia.
CD w punktach a', p’, ¢’, odcinki Ga. ab, bc i cL ro-
wnaja si¢ odcinkowi IG, przeto i odcinki Ha’, a’b’,
b’c’, ¢M roéwnaja si¢ odcinkowi IIK (138), lecz ze od-
nek EL < GI, wigc i odcinek FM <j IIK 138. Wn.),—
a zatem ile razy odcinek IG zawiera si¢ w GE, tyle
taxy i odcinek IIK zawiera si¢ w odcinku HF. Odci-
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nek LE przenosze na IG i zawiera si¢ w nim dwa ra-
zy od I do e; przez punkta d i e prowadze rownole-
glte do HIK: odcinki Id, de rownaja si¢ odcinkowi EL
przeto i odcinki Kd’; d’e’ sg rowne odcinkowi ME,
odcinek za§ eG <l EL to i €1l ME,—a zatem ile ra-
zy reszta LE zawiera si¢ w linii GI od ktorej przeno-
szenia wypadta, tyle razy ireszta MF zawiera si¢
w linii KH od ktoréj przenoszenia wypadta,... i t. d.
Stosunek wigc odcinka GE do JG taka sama wyraz
si¢ liczba jak i stosunek odcinka HF do kH( 11), prze-
to stosunki te sg sobie rowne (14) i sktadaja propor-
cya: EG: GI—FH: IIK.

W??2. 1. Punkt zbiegu jest dowolny, przeto moze
by¢ albo na jednej ze skrajnych rownolegtych (fig.
86;, albo na $rodkowej (lig. 87 : w pierwszym ra-
zie (fig. 86) stosunek odcinkéw JG i GB réwna si¢
stosunkowi odcinkow KH i HB, czyli te odcinki sg
proporcyonalne, co si¢ wyrazi, w trojkgcie 1BK linia
GH rownolegta dopodstawy, dzieliboki 1B i KB troj-
kgta na czesci proporcyonalne JG: GB—KH: HB, co
mozna wprost dowies¢ podobnie jak dowiedli$my
twierdzenie,—w drugim razie (fig 87) stosunek od-
cinkéw IB i BF rowna si¢ stosunkowi odcinkow BK
i BE, co si¢ wyrazi: jezeli dwie linie zbiegajqce sie
przelniemi dwoma liniami rownoleglemi, z przeci-
wnych stron punktu ich zbiegu, to one podzielg si¢ na
czesci proporcyonalne 1B: BF—KB: BE, co wprost
mozna dowie$¢ prowadzac FL réwnolegle do EK.bo
podiug pierwszego przypadku IB: BF= LII: HF, za$
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Wn. 2. 1 nawzajem: W trojkqcie (Rg. 86) IBKZ/Wrt
Gil dzielgca boki trojkgta na czesciproporcjonalne
Jjestrownolegta do podstawy W. Jesliby linia GN by-
fa rownolegta do 1K, to BG:G1=BN:NK, lecz z zato-
zenia BG;GI=BH:I1K, w tych préporcyach pierwszo
stosunki sa sobie roéwne, wigc i drugie jako im réwne,
bylyby-takze sobie réwne t. j. BN: NK—Bil: HK, co
by¢ nie moze, gdyz BN > BU za$ NK <§ HK; azatem
linia GN nie moze by¢ rownolegla do JK. Podobnie
linie Lezgce z przeciwnych stron przecigcia si¢ dwoch
Unii dzielgce te linie na czesci proporcyonulne, sq
wzgledem siebie rownolegle..

Wn. 3. W trojkacie (fig. 86) JBK, linia Gil réwno-
legta do podstawy, dzieli boki trojkata na czesci pre-
porcyonalne t. j. JG: GB=KH: HB; w proporcyi lej
mozna robi¢ odmiany tak co do miejsca, jako tez co
do wartos$ci, mianowicie przez dodawanie, przeto:
BG: GJ=BH: HK lub tez BG; BH=G.I: HK;-tudziez
BGj-GJ: JG—KH+HB: HK, czyli JB: JG—KB: KII
t. j. boki majg si¢ do siebie jak odcinki, i t p. W pro-
porcyi twierdzenia EG;GJ=FH:11K mozna robi¢ po-
dobne przemiany, tak co do miejsca, jako tez i co do
wartoSci.

Wn. 4. W tréjkgcie ABD linie LM, JK, GH rowno-
legle do podstawy, dzielg boki trojkqta na czesci pro-
porcjonalne, gdyz stosunek BG do BH réwna si¢ sto-
sunkowi GJ do HK (Wn. 2), a len ostatni rowna si¢
stosunkowi JL do KM i t. d., przeto wszystkie stosun-
ki s sobie rowne i sktadajg proporcya ciagla BG:BH
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—GlJ: IIK—I1L: KM=LA:MD czyli BG;GJ:J1:LA=
Bil: HK: KM: MD.

TF/z. 5. Odcinki JK i GH rownoleglych sq propor
cyonalne do odleglosci ich koncow J, G lub K, I od
punktu zbiegu B, lub tez do odlegtosci RB i PB sa-
mych rownoleglych JK i Gil od tego punktu B( fig.86).

Co do pierwszego'. Prowadzg réwnolegla GO do
BK, to JK: OK = JB:GB: zamiast OK biorgc GH
(115,6)i otrzymuje¢ JK:GH=JB: GB.—-Jesliby punkt
zbiegu B byl miedzy rownoleglemi (fig. 87), to po-
prowadziwszy FL réwnolegle do EK, mamy: JK:KL
=JB:BF; zamiast KL biorgc EF bedzie JK: EF=JBi
BF. Co do drugiego’ Prowadz¢ z punktu zbiegu B
prostopadta BR (fig. 86) do réwnolegltych JK i GH
(78. Wn. 7), to stosunek linii BR do BP réwna si¢
stosunkowi linii JK do GH gdyz kazdy z nich réwna
si¢ stosunkowi BJ do BG, a przeto zloza proporcyg
JK ,GH=BR: BP.

Wn. 6. Linie rownolegle AB i CD dzielg sic na
czesci proporcjonalne, przez poprzeczne EA, Ea, Eb,
EB wychodzgce zjednego punktu E (fig. 88); stosu-
nek linii Aa i Ca’, rownie jak i stosunek linii ab i a’b’,
jako rowne stosunkowi linii Ea i Ea’, sg sobie rownej
podobnie stosunek linii ab i a b’ jest rowny stosun-
kowi bB ib’D, gdyz kazdy z nich rowny stosunko-
wi Eb do Eb’; a zatem trzy stosunki Aa do Ca’, ab
do a’b’ i bB do b D s3 sobie rowne i sktadaja propor-
cya ciagla Aa: Ca'=ab: ab—bB: b D.

Wn. 7. Dwa trojkqty ABC i FGIf majqgce po kqcie
rownym i po dwa boki zawierajgce ten kgt propor-
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cyonalne, BA: GF=BC: GH, majq i pozostate kaly
lezqce naprzeciw bokow proporcjonalnych, réwne
A—F i C=H, tudziez boki trzecie AC i FH w tym sa-
mym co dwa pierwsze stosunku (fig.S9); przenidstszy
bowiem trojkat FG11 na ABC, tak aby kat G przystat do
kata B réwnego sobie, punkta F i It padng na bokach
AB i BC w punktach I) i E; trojkat 1)BE z trojkatem
FGH maja boki i katy rowne (92), przeto BA:BD=
BC: BE i linia DE jest rownolegta do AC (Wn. 2), a
tern samem kat BDE"A i BED—C (18), tudziez AC:
DE=AB: BD (Wn. 5).

Whn. 8. Trojkgty ABC i FGH majgce kqty rowne
B=G, A=F, C=H majq i boki naprzeciw tych kg-
tow lezgce proporcjonalne AC: FH—BC: GH—AB:
FG fig. S9); przenidstszy bowiem trojkat FGH na
ABC tak, aby katy rowne przystaty do siebie, punkta
F i Il padng na boki tego trojkata w D i E, i trdj-
katy 1)BE i FGH majace po kacie i po dwa boki z prze-
niesienia rowne, maja wszystkie boki i katy réwne(92);
lecz ze kat A—F ~BI)E, przeto linia DE rownolegta
do AC (77), a zatem AC- DE=BC: BE=AB: BD (Wn.
5), DE—FH, BE—GH, BD—GF; wstawiajac za I)E,
BE, BI) rowne im linie, bedzie: AC: FH—BC:GH—
AB: FG.

Uw. Ztad widzimy, ze jezeli jakakolwiek liczba
zbiegajacych si¢ przecina si¢ z rownoleglemi, to od-
cinki ztad wynikte tak zbiegajacych sig, jako i rowno-
legtych, sa wzgledem siebie proporcjonalne; odcinki
za$ rownoleglych sa zarazem proporcyonalne do od-
legtosci ich koncow od punktu zbiegu.

16
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140. Tw. od: Jezeli dwie zbiegajgce si¢ AB i CD
przeciete dwoma rownoleglemi EF i GH, przetniemy
linig trzeciq JK tak, ze odcinkiJG i HK przez nig utwo-
rzone sq proporcyonalne, do odcinkow zawartych
miedzy rownoleglemi, to linia ta JK jest rownole-
glq do dwoch pierwszych EF i GH (fig. 85).

Gdyby linia JK nie byta rownolegta do GH to by-
laby inna linia JN rownolegla, przeto EG. GJ=FH:
HN a ze z zatozenia EG: GJ=FH: HK przeto HN ro6-
wnatoby si¢ HK, co by¢ nie moze.

141. Tw. Przeciwprostokgtnia BC przez prostopadle
KYiwyprowadzong z wierzchotka kqtaprzeciwleglego
dzielisie na dwa odcinki, takze: 1) ramiona kqta pro-
stego sq Sredniojeometrycznie-proporcyonalne mig-
dzy przeciwprostokqtniq a odcinkami przylegltemi t.j.
BC: AC=AC: CD; 2) prostopadia AD jest srednio-

Jeometrycznie-proporcyonalna pomiedzy dworna od-
cinkami t.j. CD: AD=AD: DB, 3) przeciwprostokg-
tnia tak si¢ ma do jednego z ramion jak drugie ra-
mie do prostopadiej (fig. 90).

1) Trojkaty prostokatne ABC i ADC, maja kat C
wspolny, przeto jako rownokatne majg boki propor-
cyonalne i BC: AC—AC; CD (40 Wn. 8), boki pier-
wszego stosunku lezg naprzeciw katow prostych(43),
drugiego za$ naprzeciw katéw réwnych B i DAC spet-
niajacych kat C (46. Uw. 2).

2) Trojkaty prostokatne BAD i I)AC majace katy
rowne (gdyz kat B=I)AC), maja i boki proporcyo-
nalne t.j. CD: DA=DA: DB; boki sktadajgce pier-
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wszy stosunek lezg naprzeciw katow réwnych DAG i
B, za§ drugi, naprzeciw katow rownych C i DAB,
jako spehiajacych pierwsze.

3) Trojkaty BAC i DAG rownokatne majg boki
odpowiednie proporcyonalne, przeto BC: AC=
BA: AD, boki pierwszego stosunku leza naprzeciw
katow prostych, za$ drugiego naprzeciw kata wspol-
nego C.

Whn. 1. Kwadrat z liczebnej warto$ci przyprosto-
kgtniej AC rowna si¢ iloczynowi z liczebnych warto-
sci przeciwprostokglniej GB przez odcinek CD lezgcy
przy tym boku t.j. ACl=BC.DC, gdyz w proporcyi
BC: AC—AC: CD iloczyn $rednich rowna si¢ iloczy-
nowi skrajnych; podobnie AB =BC»BD;—~zat¢ém AG
4-AB)=BC.DCH-BC.BD czyli AC2+AB =BC(DC +

BDJ—BC.BC=BC t. j. kwadrat z liczebnej wartosci
przeciwprostokglniej rowna si¢ summie podobnych
kwadratow z ramion kqta prostego.

Whn. 2. Kwadrat z liczebnej warto$ci prostopadtej
naprzeciwprostokgtniq, rowna sig iloczynowi z licze-
bnych wartoSci odcinkéw przeciwprostokglniej, gdyz
w proporcyi CD: AD—AD: BD iloczyn $rednich ro-
wny iloczynowi skrajnych t. j. Al))=CD.BD.

Whn. 3. Kwadraty z liczebnej wartosci przyproslo-
kglnich majq sie do siebie jak odcinki im przylegle;
gdyz AB —BC.BD i AC —BC.DG przeto AB : AC —
BC.BD: BC.DC czyli AB": AC)=BD: DC. Kwadrat

z przeciwprostokqglniej tak sie ma do kwadratu z przy-
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prostokglniejjakprzeciwprostokqtnia do odcinkaprzy.

leglego temu bokowi, w proporc-yi bowiem AB TK(%

=BD:DC,aB24-AG2 AC)—BD-j-DC: DC czyli BO-
AC>=BC: DC.

Wn. 4. Kwadrat z odcinka, tak si¢ ma do kwadra-
tu z prostopadltej, jak ten odcinek do drugiego odcin-

ka, gdyz AD —CD.DB i CD =CD.CD, przeto AD »
CD —CD.DB: CD.CD czyli AD2: CD)=BD: CD.

142. Tw. trojkgcie BAC linia AD potowigca
kgt A wewnetrzny lub zewnetrzny, dzieli bok prze-
ciwlegly BC na dwa odcinki BD i DC proporcyonal-
ne do bokow AB i AC przy nich lezgcych AB: AC—
BD: DC (fig. 91).

1) Prowadze z wierzchotkow B i C prostopadle
BE i CF na polowiaca AE, trojkaty prostokatne BAE
i ACF, majace katy rowne przy A z zatozenia, maja
boki proporcyonalne; AB: AC—BE: CF (139. Wn. 8),
dla podobndj przyczyny trojkaty BED i DFC majg bo-
ki proporcyonalne t. j. BE: CF — BD: DC; w tych
dwoch proporcyach dwa stosunki sg réwne, przeto i
dwa drugie sa takze réwne i skladajg proporcya AB:
AC=BD: DC.

2) Linia AD polowigca kgt. zewnetrzny (0A.C, dzieli
takze podstawe na dwa odcinki D B i D'C proporcyo-
nalne do bokow im przylegtych AB i AC. Summa ka-
tow BAC i CAG réwna dwom katom prostym, prze-
to polowa ich D tC-4-CAD—katowi prostemu, czyli
potowiaca AD kat zewnetrzny, jest prostopadia do
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potowiacej AD kat wewnetrzny, polowigca wiec AD’
wtedy tylko nie przetnie si¢ z przedtuzeniem podsta-
wy BC, kiedy polowigca AD kat wewngtrzny A jest
prostopadla do podstawy, gdyz kity jednostronne
D AD i D’L)E, jako proste bylyby réwne (75), t. j.
gdy tréjkat ABC jest réwnoramienny (9i. Wn. 3);
w kazdym za$ innym razie potowigca AD’ przecina
przedtuzona podstawe BC w punkcie D’. Z dwoéch
innych wierzchotkéw B i C prowadze prostopadle
BE' i CF' na ED’ potowiaca kat zewngtrzny GAC;
trojkaty ABE' i ACF' majace katy rowne, maja boki
proporcyonalne t.j. AB: AC—BE’; CF’, podobnie troj-
katy ED'B i F’D C daja: BE; CF—D’B; D'C, aze
dwa stosunki sg jednakowe, przeto dwa drugie, jako
im rowne, sg sobie rowne i zlozg proporcyg AB; AC
—D'B: DC.

143. Uw. Stosunek bokoéw trojkata rowna sie sto-
sunkowi odcinkow podstawy, utworzonych lak przez
Al) polowiacg kat wewnetrzny BAC, jak i przez AD'
potowiaca kat zewnetrzny GVC, przeto stosunek pier-
wszych odcinkéw rowna si¢ stosunkowi drugich, czyli
odcinki te s3 proporcyonalne t.j.DB: DC—D’'B: D’C.
Punktal) i D’ dzielgce linie BC na odcinki proporcyo-
nalne,zowiq si¢ punktamisprzgionemi, linia za$ BC jest
podzielona harmonijnie przez punkta D i D’ i propor-
cya DB: DC=D’B: D’C zowie si¢ harmonijng i w téj
proporcyi biorgc poprzednik do.poprzednika, za$ na.
slepnik do nastepnika, bedzie BD: BD'= CD; CD’ li-
nia wigc DD’przez punkta B i C jest podzielona har-
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monijnie, czyli punkta B, C, D, D' sa harmonijne.
Linie zbiegajgce si¢ wjednym punkcie AB, AC, AD
1 AD’ i dzielgce lini¢ BC harmonijnie, zowiq sig pro-
mieniami harmonijnemi, AD wzglgdem kata BAC>
za$ AC wzgledem kata DALY, wszelka linia przeci-
najgca promienie harmonijne, jest podzielona har-
monijnie, gdyz warunkiem harmonii byto to, aby AD
potowito kat BAC, zas AD' byto do niej proslopadtem,
co i przy kazdej innej podstawie ma miejsce.

Jezeli promien harmonijny AD potowi kgt BAC, to
promien z nim sprzezony AD’ jest do niego prosto-
padly.

144. Zg. Dang lini¢ prostq AB podzieli¢ na ile-
kolwiek czesci rownych np. na pigc (fig. 92).

10. Przez koniec A danej linii prowadze prosta AG
i przenosz¢ na nig dowolng linig pie¢ razy od A do
G; punkt E z B tacze prosta GB, za$ przez punkta F,
E, 1), C prowadze réwnoleglte FH, EJ., do GB, kt6-
re dzielg lini¢ dang na czesci rowne (13S).

Sposob ten jest dogodny gdy rownolegle prowa-
dza si¢ zapomocg wegielnicy rysunkowej (81, 3).

Jre. Odcigwszy na linii AG czg$ci rowne, przez
punkt B prowadze BP réwnolegla do AG i przenosze
od punktu B lini¢, rowna przenoszonej na AG; pun-
kta podzialéw polaczone prostemi FM, EP i t.d. da-
ja linie réwnolegte do BG, gdyz czworokaty EB, EM
sa rownoleglobokami (116), przeto linia AB jest po-
dzielona w punktach 11, | K, L na czgsci rowne.
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3%. Do linii dan¢j AB (fig. 93) prowadza #owno
legta CD, i odcinam na niej od C do D pig¢¢ czesci
rownych, koniec danej linii AB z koncami linii CD 13-
cz¢ proslemi, ktore przetng si¢ w punkcie J,jesli AB
nie jest rowna CD (116,4); linie taczace punkt J z po-
dzialami linii CD, dziela AB na czgsci rowne, gdyz
w jakim stosunku sg odcinki linii CD, w takim samym
stosunku sa odcinki linii AB ( 139. Wn 6), aze odcin-
ki linii CD sg sobie réwne, przeto i odcinki AK,KL..
linii AB sg sobie rowne.

4te. Dang lini¢ AB podzieli¢ na trzy réwne cze$ci
(fig, 94). Prowadzg lini¢ ACi odcinam na niej od pun-
ktu A do C cztery czgéci rowne t. j. o jedng wigcej
anizeli linia AB ma mie¢ czeéci, koniec ostatniego
podziatu z drugim koncem danej linii tacze prosta
CB i przenosze na jej przedhuzenie od punktu B lini¢
CB trzy razy tj. tyle, na ile czgsci ma by¢ podzielo-
na linia AB; punkta odpowiednie linii CA i CK tacze
proslemi, a te podziela lini¢ AB na réwne czgsci, gdyz
linie 1LJ, MG i NA sg rownolegte jako dzielace linie
CA i CN na czgsci proporcyonalne, — przeto linie BA
i BN sa przecigte rownoleglemi H.I, MG i NA. a ze
linia BN jest podzielona na czg$ci BH, HM i MN ro-
wne, wigc i linia BA jest takze podzielona na czesci
BL, LK i KA réwne (138).

145. Zg. Przez punkt'dany C poprowadzié linie
rownoleglg do AB, nieuzywajgc /ta/dw( fig.95).

Punkt C z punktem A taczg linig prosta, przez srodek
E tej linii prowadzg prosta EB, przecinajaca dana linig
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w B, i na joj przedtuzen'!] odcinam E1)—EB, a linia CD
jest zadang, gdyz linie AC i DB sg podzieclone na cze-
$ci proporcyonalne (139. Wn. 2).

Podobnym sposobem prowadzi si¢ réwnolegla na
gruncie.

146. Zg. Do trzech linii danych \, B, C znales¢
czwartq proporcyonglhg t. j. oznaczy¢ wielko$¢ nie-
znanej linii x takiej aby A: C—B:x (fig. 96).

Prowadz¢ dwie zbiegajace si¢ DE i 1)F, na jedna
przenosze linig A od D do G, linig¢ B od GH, na
drugiej za$, linie C od I) do J; punkt G z J taczg pro-
sta GJ i przez punkt H prowadz¢ do niej réwnolegta
HK a linia JK jest zadang, gdyz DG:GH_DIJ:JK (139.
Wn. 3), czyli A: B—C;JK, przeto Xr=JK.

Jesliby linia szukana nie byla czwartym wyrazem
proporcyi, to za pomoca zmiany miejsca W proporcyi,
mozemy zrobi¢ jg czwartym wyrazem.

B. C

Proporcya A. B=C: x daje x przeto znaj-

dujac x wykreslimy stosunek iloczynu dwoch linij

do linii trzeciej, stosunek ten jest linig, gdyz stosu-

nek —gQ jest liczba, przez ktoérag pomnozone C (10)
daje lini¢ zadang x, i tak jesli x=-C, to linig C
podzieliliby$Smy na 3 czesci, a pigé tych czgsci byto-
by linia zadang X.

Jezeli linia B=C, to tym sposobem do dwoch linii
A i B zngjdziemy trzecig proporcyonalng (fig. 97).
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147. Zgi Dang prostq AC podzieli¢c w stosunku
danym (fig. 95).

Przez kofice A i C danej prostej AC prowadze
dwie réwnolegle AB i CD w przeciwnym kierunku;
jezeli stosunek jest dany w liniach, to jedna z nich
przenosze od A do B, a drugg od C do D, jezeli za$
w liczbach np. 3:2 na AB przenosze dowolna lini¢
trzy razy od A do B, a na CD t¢ samg lini¢ dwa razy
od C do D, punkt B z D tacz¢ prosta BD i ona po-
dzieli linig AC w stosunku zadanyin, gdyz AE: EC4=p
AB: Cl) (139. Wn. 5), przeto stosunek linii AE i EC
rowna si¢ albo stosunkowi linii danych, albo stosun-
kowi 3 i2,bo AB ma takich linii trzy jakich CD dwie

(12).

148. Zg. Dane proste a, b, ¢ podzieli¢ razeih nd
trzy czesci roicne (fig. 99).

Na linii AB wigkszej od kazdej z linji danych &d
cinam trzy réwne czgsci od A do B i kresle trojkat
foremny (109.2°); od punktu Cna dwodch innych Bo
kach odcinam linie dane CF=CJ=a, CE=CH=bD,
C)—CG~—c; linie wiec FJ, EH i DG sa rownolegle,
gdyz w trojkacie CEll, linia DG dzielaca boki tréj-
kata na czg$ci proporcyonalne jest rownolegla do pod-
stawy (139; Wn. 2), podobnie EH réwnolegta do FJ
za§ FJ do AB. Linia FJ réwna si¢ linii a, gdyz AB:
AC=FJ: FC (139. Wn. 5); aze AB=AC z wykreslenia
przeto i FJ=FC, lecz FC—a to i FJ=a, podobnie EH
=b, DG——c. Punkt C z punktami K i L tacze proste-
mi, a linie rownolegte dzielg si¢ przez nie na czegSci

17
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proporcjonalne do odcinkéw linii AB (139. Wn. 6), a
tern samem na cze$ci rowne.

149. Zg. Przez punki dany A w kgcie BCD popro-
wadzi¢proslg potowigcg si¢ w tym punkcie (fig. 100).

Przez punkt A prowadza linig AE réwnolegla
do jednego z ramion Cl), przecinajaca si¢ z drugiem
ramieniem w punkcie E, odcinam EF—EC, a linia FA
jest zadana, gdyz réwnolegle GC i AE dzielagc jednag
zbiegajaca si¢ EF na czgéci rowne, dzielg takze i dru-
ga FG( 138).

150. Zg. W trojkgcie rownoramiennym BAC po-
prowadzi¢ rownoleglq tak, aby odleglos¢ konca jej
odcinka od kornca odpowiedniego podstawy, réwnala
sig odcinkowi rownolegtej (fig. 101.)

Przedtuzam podstawe BC tak, aby to przedtuzenie
CD réwnato si¢ ramieniowi AC, punkt A zD tacze li-
nig prosta AD i przez wierzchotek C prowadze do
niej réwnolegla CE, a ona na drugim boku wyznacza
punkt E, przez ktéry poprowadzona réwnolegta EF
EF jest zadana; poprowadziwszy FG rownolegle do
AD, linia EF—CG, jako réwnolegle zawarte migdzy
rownolegtemi ( 115, 6); lecz CD—CA z wykreslenia,
przeto CG—CI'; aze AC—AB zatozenia wigc i FC—
EB (139. Wn- 3), odcinek za§ CF=CG—EF przeto
odcinki te rowne odcinkowi EF réwnolegle;j.

151. Zg. Do dwoch danych a i b znalezé srednio-
Jeometrycznie-proporcyonalng (fig. 102).
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Na linii nieograniczonej odcinam lini¢ a od B do
I) zas§ b od D du C, z punktu D wyprowadzam pro-
stopadla, ktora ma przechodzi¢ przez wierzcholek
trojkata prostokatnego, lecz ze wierzchotek trojkata
prostokatnego znajduje si¢ od Srodka przeciw pro-
stokatnej BC w taki¢j odleglosci, jak konce Bi C
(107), przeto ze srodka S prostej BC zakreslam tuk
przecinajacy prostopadla w A i linia DA jest zadana
gdyz w trojkacie prostokatnym BAC mamy, BD= DA
=DA: DC (141. 2).

152. Z(r. Dang lini¢ prostqg BCpodzieli¢ harmonij-
nie (fig. 91).

Na linii dan¢j BC kresle trojkat nierbwnoramienny
BAC, potow i¢ kat A i do potowiacej DA, przez punkt
A prowadze prostopadia AD’, a punkta DiD’sasprze-
zone i dzielg harmonijnie lini¢ BC (143).

153. Zt. Wprzerysowywaniu figur czesto potrzeba
je zmniejsza¢ lub powigkszaé, przyczem linie proste,
taczace odpowiednie wierzcholki narysowane lub wy-
obrazalne, powinny by¢ jednakowo powigkszane lub
zmniejszane.

Stosunek linii przerysowanej figury lub przedmio-
tu do linii kopii, moze by¢ liczebny lub linijny, b)
niewiele lub wiele rozniacy si¢ od jednosci. Dla zna-
lezienia kadej linii kopii odpowiedniej linii figury
potrzeba by do dwocli linii wyrazajacych stosunek i
do kazdej z linii figury, szuka¢ czwartej jeometry-
cznie proporcjonalnej. Dla uniknienia tego, jezeli da-
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ny stosunek nie bardzo rézni si¢ od jednosci, uzy»
wamy.

1° Kgta przywiedzenia (angle de réduction). Je-
zeli potrzeba aby linie proste figury do linji kopii by-
ly w stosunku prostych a; b lub liczby 5:2 co na je-
dno wychodzi, gdyz wtedy linia ¢ zawieralaby 5 ta-
kich czegsci, jakich b dwie;—to na linii nieograniczo-
nej od A do I) (fig, 103) odcinam lini¢ g, z punktu D
promieniem b zakreslam tuk, za§ z punktu A promie-
niem a przecinam ten luk w punkcie C, linia wigc b
nie moze by¢ dwa razy wigksza od linii a, gdyz kota nie
przecigtyby si¢; punkt C z punktami A i D aczg pro-
stemi i kat CAD jest katem przywiedzenia. Odcinki
AD i AC sa sobie réwne, przeto i odcinki AE i AF
utworzone przez wszelka rownolegla EF do CD, ja-
ko bedace w tym samym co odcinki AD i AC stosun-
ku, sa sobie réwne. Dla znalezienia linii odpowie?
dniej prostej n figury, przenosze t¢ linie od wierz-
chotka A na ramiona kqta CAD przywiedzenia, a
drugie ich konce F i E sq koncami linii szukanej-,
gdyz linie AE i AF, takjak linie AD i AC, sg sobie ro-
wne przeto stosunki ich jako rowne jedno$ci sg jedna-
kowe i one skladaja proporcye, a tern samem linie DC
i EF sa rownolegltej 139. Wn. 2); a zatem stosunek
prostych AD i DC réwna si¢ stosunkowi prostych AE
iEF czyli linia EF jest w danym stosunku do linii 7,

2re Zeby nie rysowaé za kazdym razem kata przy-
wiedzenia, uzywamy w tym celu certolq proporcjonal-
nego. Narzedzie to sklada si¢ z dwoch metalicznych
firdatéw ztaczonych zawiazka, na ktérych sa popra-
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wadzone dwie linie proste przecinajace si¢ w srodku
sztyfcika, okoto ktérego obracaja si¢ te linialy; proste
te sa podzielone na czesci, z ktorych tylko dziesiagte
oznaczaja si¢ liczbami.— Uzycie cerkla proporcyo-
nalnego jest takiez same jak i kata przywiedzenia,
ktorego ramionami sa proste poprowadzone na linia-
tach; na te linie od punktu ich przecigcia si¢ przeno-
simy lini¢ figury, i roztwieramy corkiel tak, aby odle-
glos¢ miedzy drugiemi ich koncami rownata si¢ linii
kopii. Gdy stosunek jest liczebny np, 5:6, roztwie-
ram cerkiel tak, aby odlegtos¢ migdzy 5<leini podzia-
tami prostych bedacych na liniatach, réwnata si¢ 60
podzialom, wtedy te linie sa ramionami kata przy-
wiedzenia.

3cie Kat przywiedzenia, réwnie jak cerkiel propor-
gyonalny, uzywa si¢ tylko do pomniejszania przery-
sowywanego przedmiotu; do powickszania wtedy tyl-
ko shuzy¢ moga, gdy stosunek jest mniejszy od dwoch,
Narzedzie zaréwno stuzace do powigkszania i zmniej-
szania, zowie si¢ ec¢rklem czterokoTtczastijm. Urzadza
si¢ na lej zasadzie, ze stosunek rownolegltych beda-
cych z przeciwnych stron punktu zbiegu, réwna si¢
stosunkowi odlegtosci ich koncow od tego punktu.
Jesli linig EK (fig. 87) podzielimy w danym stosunku
w punkcie B i z tego punktu promieniem BK zakre-
slimy luk, za§ z punktu K promieniem réwnym linii
przedmiotu, przetniemy ten luk w punkcie J, punkt
J z B polaczymy prosta .IB i przedtuzymy ja tak,
aby BE—BE, to linia EF jest rownolegta do JK, gdyz
stosunki odcinkéw JB, BK i BF, BE jako réwne je-
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dnosci sg sobie rowne:—przeto stosunek linii JK:EF
rowny stosunkowi KB:BE, czyli te linie sg w stosun-
ku danym; a zatem: linii prostej figury zaw arlej mie-
dzy jednemi dwoma koncami JK, odpowiada w kopii
linia zawarta miedzy drugiemi dwoma koncami EF-
Cerkiei czterok<mczasty sktada si¢ z dwoch liniatow
rownsj dlugosci majacych podtuzne wyzlobienie
w ktorém znajduje sigsztyfcik posuwajacy si¢ razem
w obu wycigciach: obraczka obejmujgca oba liniaty
laczy je z soba. Z bokdéw tego wycigcia przechodzg
linie zakonczone ostrzami cerkla, podzielone na roé-
wne cze$ci. Dla ustawienia ndzek przy danym sto-
sunku, lini¢ EK rowna dlugosci prostej liniatu dzieli-
my w tym stosunku (47), od ostrza przenosimy od-
cinek BK na prostg cerkla i jesli ona pada na 60ly
podzial, to sztyft ustawiamy w przecigciu si¢ GOtych
podziatow linii prostych cerkla; wtedy odcinki z kazdej
strony punktu przecig¢cia si¢ sa sobie réwne, linio
przez ostrza przechodzace sa réwnolegle i znajduja
si¢ w danym stosunku.

4 Przerysowywane proste, moga by¢ tak diugie,
ze nie mozemy uzy¢ zadnego z powyzszych sposo-
bow. np. linie proste wyobrazalne wyrazajace odle-
gtos¢ poziomg miedzy pionowemi liniami, przecho-
dzacemi przez punkta wzigte na gruncie; do zmniej-
szania ich w jednakowym stosunku uzywamypodzial-
ki czyli skali. Linie te nie zmniejszajg si¢ wprost jak
poprzedzajace, ale naprzod ich dlugos¢ wyraza sie
w sznurach i przy zdejmowaniu planu, niewymaga-
jacego wielkiej Scisto$ci§ mierza si¢ sznurem lub
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potsznurem czyli tancuchem. Sznursktada si¢ z dzie-
sieciu  pretow, pret z dziesigciu precikow, precik
z dziesigciu tawek rownajacych si¢ trzem ¢wierciom
lokcia; sznur przeto ma tokci 75=¢wierci 300" cali
1800. Stosunek linii poziomej zawartej miedzy dwo-
ma przedmiotami do linii prostej rysunku, wyraza
si¢ liczbg. Dla zmniejszenia linii poziomej w danym
stosunku zmniejszy¢ tylko potrzeba lini¢ przyjeta za
jedno$¢ do j¢j mierzenia czyli sznur; np. gdy lini¢ A
dtuga 5 sznurow (za$ sznur jest linig prosta, diuga
75 tokci) trzeba zmniejszy¢ o 12 razy, wtedy bio-
rac 5 razy dwunastg cze¢$¢ sznura, otrzymamy lini¢
12 razy mniejsza od linii danej, gdyz stosunek mozna
mnozy¢ przez jednakowa liczbe, czyli: w jakim sto-
sunku zmniejszymy wszystkie czesci linii poziome;j,
w takim samym zmniejszy si¢ i cala linia. Skala
wigc stuzy do tego aby tak jedno$¢ przyjeta do
mierzenia , jako tez ijej jednostki, czyli czesci je-
dnosci, zmniejszy¢ jednakowa liczbg razy, t.j. aby
lini¢, dang liczbe razy mniejsza od linii przyjetéj za
jednos$¢, podzieli¢ na takie czesci na jakie podzielo-
na ta jedno$¢ np. tokie¢ jest podzielony na cztery
czeSci zwane C¢wierciami, ¢wieré na sze$¢ czeSci
zwanych calami; podobnie sznur na 10 czgsci r6-
wnych zwanych pretami, pret na dziesigé czesci ro-
wnych zwanych precikami.

Jezeli lini¢ prosta ograniczong, zwang sznurem,
chcemy zmniejszy¢ o 900 razy, to biorgc 900Inn czgsé¢
dlugosci tej linii wyrazondj np w calach, otrzymamy
dtugosé linii 0 900 razy mniejszej od sznura . j. dwa
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Cale (fig. 104): Linia AB w rysunku wyraza szriuf,
dziele ja na dziesig¢ czesci rownych B 1,12... to kazda
z nich w rysunku wyraza¢ begdzie pret, gdyz jest 900
razy mniejsza od dziesigtej Czgsci sznura: dla otrzy-
inania dziesiatej czesci linii BI, odpowiadajacej dzie-
sigtej czgsci preta, z przyczyny malej dlugosci tej li-
nii niemozemy jej dzieli¢ wprost na 10czgsci rownych,
gdyz podzialy zlewatyby si¢ z sobg, ale uskutecznia-
my to na zasadzie proporcyonalnosci linii. Na linii AB
rysuje¢ prostokat AE lub réwnoleglobok (121, a
lub c), ktorego bok BE dowolny, bok BE i jemu
przeciwleglty AF dziele na 10 cze$ci rownych, bok FE
przeciwlegly bokowi AB dziele takze na 10 czeSci
rownych; punkt pierwszego podziatu linii AB z punk-
tem drugiego podzialu linii FE lacze linig firosta
drugiego AB, z trzecim—boku FE it. d. punkta za$ od4
powiednie podziatlow dwoch drugich przeciwleglych
bokoéw tacze liniami proslemi. Linia ac jest dziesigtg
czgscig linii DE a tern sarném i rownej jej linii BI,
gdyz linia Bce jest dziesiata cze$cig linii BE (J39.VVn.
5), a przeto odpowiada w rysunku dziesigtej czgsci
preta, czyli precikowi; podobnie linia bd jest, dwoma
dziesigtemi czgéciami lini BI—DE, gdyz linia Bd za-
wiera dwie dziesiate czeSci: Bc i cd, linii BE, przeto
odpowiada w rysunku dwom precikom; linia 3e trzem
precikom, 4f czterem precikom i L &

Jesli wige przerysowana linia zawiera w sobie szhur
1, pretow 5, i precikéw 4, to linia odpowiednia j¢j
w rysunku bedzie KL, gdyz K4 jest 900 razy mnigj-
sza od sznura fL—B5 (115, 6), jest 900 razy mniej-
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feza 6d pieciu pretow, zas 4f od 4 precikow, a zatom
KL jest 900 razy mniejsza od zamierzonej linii na
gruncie. Punkt L jest przecieciem si¢ linii przecho-
dzacych przez podzialy odpowiednie liczbie pretow
5 i precikow 4.

Skala zazwyczaj robi si¢ na metalu lub kosci, zeby
si¢ nie zniszczyla przez czeste uzywanie. Gdy skala
jest zrobiona, dla znalezienia stosunku zmniejszania,
mierzymy dlugo$¢ linii wyrazajacej sznur i szukamy
ile razy jej dlugo$¢, wyrazona w liczbie, jest niniej-
sza od podobnie wyrazonej dtugosci sznura, np; jesli
rowna si¢ 15 linijkom, to poniewaz sznur zawiera
w sobie linijek 12X ISOu = 21600, a 15 linijek od
21000 linijek jest mniejsze 1440 razy, przeto za po-
mocg tej skali zmniejszymy linie brane na gruncie
1440 razy.

5te Podobnym sposobem robimy podzialke do
zmniejszania w danym stosunku i innych miar, i tak
jesli obcielibysmy podzieli¢ linie¢ prosta AB, 72 razy
mniejszg od saznia t. j. dtuga na cal na czesci odpo-
wiednie stopom i calom, czyli na sze$¢ czesci rownych
a jedna z tych czeSci na dwanascie Czgsci rownych,
lini¢ te (fig. 105), dzielimy na sze$¢ czegsci rownych
BE, EF... i rysujemy na ni6j prostokat All lub réwno-
leglobok,—bok Bil lezacy przy AB i jetnu przeciw-
legty AF dzielimy na 12 cze$ci rownych, podziaty bo-
kéw AB i FH taczymy prostemi BJ..; za$ podzialy
bokéw BH i AF taczymy odpowiednio, a linia ab jest
dwunasta czgscig linii JI—EB, gdyz B« jest takaz
czescig linii BH (139; Wn; 5;, podobnie c¢d stanowi

18
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dwie dwunaste czesdci linii JH=EB, gdyz Br zawie-
ra dwie linie B« i ac begdace dwunasta czg¢scig linii
BH it. d. Chcac mie¢ lini¢ 72 razy mniejsza od saz.
2, stop. 3, cali 8, od punktu K przecigcia si¢ prostych
przechodzacych przez podzialy odpowiednie liczbie
stop i cali t. j. trzeci linii BA i 6smy linii BH, bierze-
my lini¢ KL rownolegla do AB az do linii [)M prze-
chodzacej przez drugi podzial D, otrzymany z prze-
niesienia linii AB na swoje przedluzenie, linia KL jest
72 razy mniejsza od saz 2—stop. 3—cali 8, gdyz li-
nia 8L jest 72 czgécig 2 saznie, Ko—3B takaz cze-
$cig stop 3, za$§ oS, cali 8miu.

154. ZI. Przez dwa punkta A i B (fig. 106) pro-
wadzac lini¢ prosta AB, gdy popetimy btad np. o
piata czgs¢ linijki t. j. linia AB przechodzac przez
punkt A przechodzi z boku punktu B w odlegtosci
/5 linijki (51. Wn. 1) przez punkt C, to przedtuzajac
te lini¢ omytka si¢ powicksza tak, ze jesli lini¢ AC
przedtuzymy o sto cali, omytka powigkszy si¢ sto ra-
zy, czyli koniec E linii AC bedzie w odlegtosci /5§ li-
nii X 100—25 lin. od linii AB gdyz linie DE i BC sa
w stosunku odlegltosci ich koncow odpowiednich od
punktu zbiegu A (139. Wn.5).I)la zmniejszenia wigc
btedu potrzeba prowadzi¢ prosta przez koncowe, nie
za$ przez §rodkowe jej punkta, np. w kresleniu ska-
li, przez podzialy bokow przeciwlegtych prostokata
lub réwnolegloboku.

155. ZL Mierzenie linii prostej AB za pomocg po-
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dziatu linii CD, przyjetej zajednosé¢ na czesci rowne
(fig- 107).

Przenosze lini¢ CD na AB, zawiera si¢ w niej 3 ra-
zy od A do a i pozostaje linia «B 1< CD;—dla dowie-
dzenia si¢ jaka czgscig «B jest jednosci CD zamiast
przenosi¢ aB na CD (11), przenosz¢ polowe jednosci
Cc na «B zawiera si¢ raz od a do b i pozostaje bB
mniejsze od Cc; przeto linia AB=A«-p™d*“*B—3
jednosciom CD + potowie jednosci i wigcej linia bB;
dla dowiedzenia si¢ jaka czg$cia linia bB jest jedno-
$ci, przenosze trzecig cze$¢ jednosci, Cd na />B: jesli
ona jest wigksza od Z/B, to przenosz¢ czwarta czeS$¢
jednosci Ce, jesli i ta jest wigksza od B, przenosze
piata czes¢ jednosci Cf, ktora jesli jest niniejsza od
bB, to zawiera si¢ w niej raz tylko od b do g, gdyz /4 c
%, i t. d—azatem linia CD —3-f-% jednosci
CD, gdzie pierwsza przyblizona wartos¢ jest 3, dru-
ga 3-1-2, trzecia 3 -plk i t. d. Jezeli tym sposobem
otrzymamy jakgkolwiek cze$¢ jednosci zawierajaca
si¢ zupelie w reszcie, to linia AB jest wymierzona
wzgledem jednosci'CD, w przeciwnym razie jest nie
wymierng. Tym sposobem starozytni wyrazali sto-
sunki wielkosci.

Na tej zasadzie robia si¢ wszelkie miary, i uskute-
cznia si¢ za pomocag ich mierzenie, i tak: mierzac
sgzniem, przenosimy go na lini¢ mierzona, za$ na re-
szte ztad pozostata potowe tokcia, czyli stope=/ saz.

na reszt¢ ztad otrzymana, ¢wieré”"|? sgz.—nastepnie

cal=gLJ 7% S3z. &1n1€;—— A=A 1t d MIGI‘ZE}C
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wigc sgzniem lub inng miarg, nie przenosimy jej &z¢
sci kolejno po sobie idgcych t. j. /2, /3, Ait. d. ale
tylko niektore czesci jak w sazniu %, /6, Yia,

przeto linia niewymierna przy tém mierzeniu sazniem
moze by¢ wymierna np. % saznia, gdyz liczby 3, 6,
12, 72... niezawieraja czynnika 5. Podziat wigc miary
dtugosci na jednostki tern jest lepszy, im wigcej ma
czynnikow, gdyz wigcej czgsci jednosci przenosimy
na mierzong lini¢, a tern samem wigksze prawdopo-?
dobienstwo, ze linia wymierna da si¢ zupelnie zmie-
rzy¢ jednoscia. Liczba 72=2 2 2.3.3, za$ 100—2.2.
5.5 i dla tego podziat dziesiatkowy lubo dogodniej-
szy przy rachunku, przy mierzeniu jest niedogodny,
gdyz trzecia cze$¢ jednosci podlug niego nie da si¢
zmierzy¢. Przy dzieleniu miary na jednostki, na trzy
rzeczy zwracaé powinnismy uwage: «) aby liczby wy-
razajace czesci z jak najwigcej sktadaty si¢ czynnie
kow 0) aby czynniki poczatkowe 2, 3. 5. wich sklad
wchodzity C) aby liczba podziatéw byta jak naj-
mniejsza;—wszystkich tych warunkow razem usku-
teczni¢ niemozna, lecz rachunek wskazuje jaki po-
dhug nich najdogodniejszy jest podziat; dawny po-
dziat okrggu kota, pickny tym wzgledzie przedstawia
przyktad.

Dla rachunku dogodniejszy jest ten drugi sposob
mierzenia linii, lecz przy mierzeniu dogodniejszy jest
pierwszy (11), chociaz prawie nieuzywany nawet przy
najscislejszym mierzeniu; tatwiej bowiem przengsjé
linig, anizeli ja dzieli¢ na réwne czgsci.
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156. Zt, Zmierzy¢ wysokos¢ pionowego przed
miotu (fig. 10S).
1° Jezeli grunt przy podstawie jest prawie pozio-
my w pewnej odlegtosci dwie tyki CF i DE pionowo
w kierunku linii prostéj AD i patrzac przez wierzcho-
tek E drugi$j tyki DE na wierzcholek B mierzonego
przedmiotu AB, naznaczony na pierwszej tyce punkt
F lezacy na wyobrazalnej prostej EB; mierzymy wy-
sokos$¢ tyk DE i CF do punktu F, tudziez proste po-
ziorpe CD i CA. Wyobraziwszy prosta EH pozioma
ta na przedmiocie AB odetnie AH=ED (115. Wn. 2)
odcinki BH i GF rownoleglych sa w stosunku odle-
gtoéci ich koncéw II i G do punktu zbiegu E (139
FG HF

Wn. 5), przeto HB:FG=HE: GE; aztagdBll—

dodawszy do wynalezionej warto$ci wysokos$¢ tyki
mniejszej ED; otrzymamy wysoko$¢ AB mierzonego
przedmiotu.

2°. Jezeli grunt nie jest poziomy, lub mierzenie wy-
maga wigkszej Scistosci (fig. 109), ustanawiam tyki
DE i CF;—oznaczam roéznice odleglosci punktow
AF.1)iC zD od poziomu (64), mierz¢ linic poziomo
gh i Af zerdzig ustawiang poziomo za pomocg po-
ziomu mularskiego (63) lub libelli (67), podobnie jak
poprzednio wynalazlszy wysoko$¢ wB, dodawszy do
niej Ac—cn, otrzymamy wysoko$¢ AB—Przylem trze-
ba uwaza¢ ze od wysokosci zerdzi CF, odejmuje si¢
lub dodaje si¢, roznica odlegtosci punktow Ci D od
poziomu, podiug tego czy punkt C, jest bardziej od-
dalony, lub blizej lezy poziomu a nizeli punkt D.
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E) Odcinki dowolnego polqczenia prostych, czyli
linie poprzeczne.

157. Tw. Wirojkgcie BAC poprzeczna ED prze-
cinajgca boki lub ich przedtuzenia, dzieli te boki na
szes¢ odcinkow tak, ze iloczyn z trzech odcinkow nie-
majgcych koncow wspolnych EA, FC i DB rowna sie
iloczynowi trzech pozostalych (fig. 110).

Poprzeczna ED przecinajac bok, dzieli go na dwa
odcinki rachowane od punktu przeciecia si¢ do kon-
cow boku (4.Uw),przeto trzy boki trojkata dzielg sie
na sze$¢ odcinkow; biorac z kazdego boku kolejno
po jednym do wierzchotkéw po sobie idacych z bo-
ku BA do wierzcholka A, odcinek EA, z boku AC do
wierzchotka C odcinek FC, z boku CB do wierzchot-
ka B odcinek DB, otrzymamy trzy odcinki nie maja-
ce koncoéw wspolnych; biorac za§ wierzchotki w prze-
ciwnym porzadku otrzymamy trzy inne odcinki; EB,
DC; FA—pozostaje tylko dowies¢ ze iloczyn z trzech
pierwszych odcinkdéw rowna si¢ iloczynowi z trzech
drugich.

Przez punkt C prowadze CG réwnolegle do AB;
stosunek odcinkow réwnoleglych réwna si¢ stosun-
kowi odlegtosci ich koncow od punktu zbiegu (139
Wn.5), przeto: EA:CG=FA: FC tudziez CG: EB=DC:
DB; pomnozywszy te dwie proporcye, bedzie EA. CG
CG. EBj=FA.DC;t C.DB; dzielagc pierwszy stosunek
przez CG, i biorgc iloczyny s$rednich i skrajnych,
otrzymamy: EA. FC. DB=EB. CD. FA ]

Wn. W trojkacie EAF uwazajac BD za poprzeczng
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mamy: BA.CF.DEe=BECA.DF; poprzeczna AC troj-
kata CFD daje; BD. EF. AC—BC. ED. AF. poprze-
czna AC trojkata BDE daje: AE. I'D. CB=AB.1 E. CD.

15S. Tw. od. Jezeli trzy punkta E, F, D lezgce na
trzech bokach trojkgta lub ich przedluzeniu, dzielg
te boki na takie odcinki, ze'. iloczyny z trzech niema-
Jaeych wspolnych koncow sq sobie rowne EA. FC. 1)B
—EB. FA. DC, to trzy te punkta lezq najednej linii
prostej ED.

Gdyby punkt F nie lezat na prost¢j ED, toby ona
przecinata bok AC winnym punkcie H, a wtedy podtug
poprzedzajacego twierdzenia EA. HC. DB=EB. HA.
DC. lecz z zatozenia mamy: EA. FC. DB-=tEB. FA. DC,
przeto; EA.IIC. DB: EB. ITIA. DC=EA. FC. DB:EB.
FA. DC; dzielac poprzedniki przez EA i DB, za$ na-
stepniki przez EB i DC, otrzymamy: 11C: H.A=tFC:
FA; a ze poprzednik IIC wigkszy od poprzednika FC
wiec i nastepnik HA powinien by¢ wigkszy od naste-
pnika FA co by¢ niemoze.

159. Tw. Jezeli z punktu D wzietego na plaszczy-
znie trojkgta ABC, poprowadzimy linie do jego wierz-
cholkow A, B,C, to one podzielg boki na takie odcin-
ki ze iloczyn z trzech niemajgcych koncow wspolnych
rowna sie iloczynowi podobnych trzech innych od-
cinkéw, EA. GC. FB=EB. GA. FC. (fig. U lub 12).

Uwazam dwa trojkaty BAF i FAC, na ktore dzieli
si¢ dany trojkat ABC przez jedna z poprzecznych AF,
za§ dwie inne poprzeczne bior¢ za poprzeczng tych
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trojkatéw; to trojkat BAF z poprzeczna CE dajc EA.
DF. CB—EBi DA. CF (157); trojkat FAC z poprze-
czng BG daje: GC. DA. BF*GA. DF. BC, iloczyny
ilosci rownych sg sobie réwne, mnozg¢ te réwnosci
tak, aby linie jednakowo byly z przeciwnych stron ro-
wnosci: EA. DF. CB. GC. DA. BF=EB. DA. CF. GA.
DF.BC; dzielac obie strony przez DF. CB. DA. otrzy-
mamy: EA. GC. BF=CF. AG.

W/h 1. Wzgledem trojkata BDC linii AB, AD,.
AC sa poprzeczne, przeto: GB. FC. ED—GD. FB
EC; i t. p.

Wzz. 2. Jezeli by poprzeczna (fig. 113.) BG prze-
chodzita nrzez §rodek boku AC t. j. AG—GC, 1" wro-
wnosci EA. GC. FB=EB. GA. FC podzieliwszy pier-
wsza strong przez GC za$ z druga przez AG, otrzy-
mamy: EA. FB=EB. FC. gdyz ilorazy ilosci rownych
sg sobie rowne; czyli AE : EB=FC: FB, wie¢c linia
EF réwnolegla do AC (139. Wn. 2); a zatem: jezeli
Jjedna poprzeczna BG przechodzi przez srodek boku
AC to konce dwoch innych dzielg dwa pozostate bo-
ki na czesci proporcyonalne, i lezq na linii #owno
leglej do boku pierwszego', | nawzajem: jezeli dwie
poprzeczne AF i CE dzielg boki AB i BC na czesci
proporcyonalne, to punkt ichprzeciecia si¢ D lezy na
poprzecznej potowigcej bok AC; gdyz zatozenia ma-
my ze BE: EA=BF: FC czyli BE. FC=EA. BF a
podhug twierdzenia BE. FC. GA=EA. BF. GC. prze-
to podzieliwszy pierwsza stron¢ przez BE. FC za$
druga przez EA. Bt, zostaje GA=GC. Jezeli z kon-
cow boku AC prowadzimy linie do koncow linii do
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niego rownoleglych e'f EF, ef, topunkta ich przecie-
cia si¢ d’; D. d, lezii na linii BG {gczgcej Srodek tego
boku AC z punkiem przecigcia sie dwoch innych bokow
AB i CB; linia la GB potowiac bok AC potowi zarazem
i rownolegte e’f, EF, ef, gdyz linie rownolegle dziela
si¢ przez linie wychodzace z jednego punktu B na cze-
§ci proporcyonalne (139. Wn. 6). Z tej przyczyny
w trapezie prosta faczaca srodki podstaw przechodzi
przez punkt przecigcia si¢ bokow nierownoleglych.

160. Tw. od. Linie AF, BG i CE przechodzgce
przez wierzcholtki trojkqta ABC iprzecinajgce boki
lub ich przediuzenia tak. ze iloczyny z trzech odcin-
kow niemajgcych koncow wspdlnych sq sobie rowne,
EA. GC. FB=EB. FC. GA przecinajq si¢ wjednym
punkcie 1) (fig. 111).

Gdyby linia AF nie przechodzita przez punkt D
przecigcia si¢ dwoch innych poprzecznych BG i CE,
to linia przechodzaca przez ten punkt D nie przeci-
nataby boku BC w punkcie F, lecz w innym punkcie
II, przeto AE. GC. HB—EB. HC. GV (159), z zalo-
zenia za$ EA. GC. FB:—EB. FC. GA a zatem: AE.CG.
11B: EB 11C. GV=EA. GC. FB: EB. FC. GA; dzielac
poprzedniki przez AE. GC za$ nastepniki przez EB.
GA, otrzymamy: 1IB: 1IC=FB: FC, c¢q by¢ nie moze,
gdyz 11B <FB za$§ HG > FC.

Wn. 1. Linie proste FA, CE i BG poprowadzone

7 wierzchotkow trojkqta ABC do srodkow bokow prze-

cinajq si¢ wjednym punkcie 1) tak, ie odleglosc lego
19
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punktu odsrodka podstawyjest dwa razy mniejsza od
odlegloscido wierzchotka, czyli punkt przecigcia si¢ jest
w odlegtosci jednej trzeciej od podstawy, a) Linie te
przecinaja si¢ w jednym punkcie, gdyz odcinki kazdego
boku sg sobie rowne z zatozenia, a ze jeden wchodzi
do jednego iloczynu trzech odcinkéw, drugi za$ do
drugiego, przeto te iloczyny sa sobie rowne, 0) Linia
DA jest dwa razy wigksza od DF, gdyz wr trojkacie
FAC poprzeczna BG daje: AG. GB. FD —CG. Al).
FB, a ze AG=CG przeto: CB. FD™AD. FB, czyli
CB: FB—AD: DF; bok CB jest dwa razy wigkszy od
swojej potowy FB, to i AD dwa razy wigksze od DF.

161. Tw. Wczworoboku zupetnym ADECFB, pun-
kta przecieciasie G i G' dwoch przekginich AC, BD
z trzecig \:\0sgjej punktami sprzezonemu. GE: GF—
GE: GT (fig. 114).

W trdjkacie AEF poprzeczna G’B daje: AB. FG’. ED
—Al). EG' FB( 157); w tym samym trdjkacie poprze-
czne CA, CF, CE wyprowadzone z punktu C do wierz-
chotkéw daja: AD. EG. FB=AB. FG. ED; iloczyny
ilosci rownych sa sobie réwne, przeto: AB. F G. ED.
AD. EG.FB=AI). EG’. FB. AB. FG. ED; podzieliwszy
obie strony przez AB. ED. Al). FB otrzymamy: FG'.
EG=EG’. FG czyli GE: GF=G’E: G'F.

~Wn. 1. Podobnie G”’C: G'A=,GC: GA i G”’BG")
— CB: G’D. Punkta sprz¢zone G i G” jednej przekatniej
AC maja t¢ wlasnos$¢, ze przecigcie si¢ dwoch innych
przekainich EF i DB jest ich wspolnym punktem sprze-
zonym dla punktow' G i G”, wzgledem tychze prze-
kalnich.
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Wn. 2. Jeden tylho by¢ mole, punkt G tptzeiony
z punkiem G’ wzgledem linii EF; bo gdyby oprocz
punktu G byt punkt g, to GE: GF—GE: GE i &
G'F=gE: gF, przeto GE: GF=gE: gF; lecz GE> gE
za$ GF < gF, co by¢ nie moze.

Whn. 3. Punkt G linii EF dla ktérego szukamy pun-
ktu sprz¢zonego, nie moze leze¢ w $rodku tej linii,
gdyz wyrazy pierwszego stosunku bylyby sobie réwne »
za$ w drugim stosunku nie mogg by¢ sobie rowne .
jezeli GE »< GF. to punkt sprzgzony G' lezy ze strony
konca E, gdyz G’E powinno by¢ mniejsze od G’F.

Wn. 4. Polaczywszy wierzchotek A z punktem G’
przecigcia si¢ przekatnich FE i BD, otrzymamy czte-
ry promienie harmonijne: AF, AG, AE, AG’, dzielace
lini¢ G’F harmonijnie; promienie te podobnie jak nro
143 dzielg harmonijnie kazdg prostq g'b wzgledem
nich poprzeczng, gdyz poprowadziwszy przez punkt
G’ lini¢ G B’ rownolegly dog’’>, i dopeliwszy czwo-
roboku zupelnego AlYEC’FB’ przez linie I)’F i B’E,
linie te przetna si¢ na linii AG; gdyz jesliby si¢ prze-
ciely nie na tej linii, to AG' nie bylaby przekatnia te-
go czworoboku, i przekatnia jego databy inny punkt
sprze¢zony g z punktem G’ wzgledem linii EF, co by¢
nie moze (Wn. 2), a ze linia G’B’ dzieli si¢ harmonij-
nie, wigc podobnie si¢ dzieli i linia g'b do niéj ro-
wnolegta (139. Wn. 6).

162. Zg. Za pomocq liniatu przez punkt dany E,
poprowadzi¢ linie rownoleglg do linii danej AC (fig.
113).
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W trojkacie gdy jedna z poprzecznych przechodza-
cych przez wierzchotek potowi bok przeciwlegly, dru-
gie dwie dzielg dwa inne boki na czeSci proporcyo-
nalne (159. Wn. 2), przeto biorg lini¢ AC za bok przez
ktorego srodek G ma przechodzi¢ poprzeczna, przez
punkta A i E prowadze drugi bok AB, trzeci zas BC
dowolnie; kresle poprzeczng BG przez srodek G bo-
ku AC i poprzeczng CE, ta poprzeczna trzecia, AD
podzieli bok BC w tym samym stosunku, w jakim
punkt E podzielit bok AB, a t¢m samem linia EF jest
rownolegla do AC (139. Wn. 2).

163. Zg. Ze srodka linii prostej ograniczonej AC
wyprowadzi¢ prostopadiq (fig. 113).

Prostopadta ze srodka linii AC wyprowadzona ma
wszystkie swe punkta rowno oddalone od koncow linii
AC (44); potozenie prostej oznacza si¢ dwoma jej pun-
ktami;—jeden z nich znajdziemy kreslac na linii AC
trojkat rownoramienny przez poprowadzenie linii AB i
CB pod jednakowemi katami (91), na zasadzie n°59
lub 66; drugi za$§ znajdujac $rodek linii AC. W tym
celu przez punkt dowolny E prowadze EF rownole-
gla do AC, tak jak w n° 162 Iub SI, S3, 115, a prze-
cigcie si¢ poprzecznych AF i CE daje punkt D lezacy
na linii BG przechodzacej przez srodek boku AC (159.
Wn. 2), a tern samem prostopadtej do linii AC

164. Zg. Znalez¢é punkt sprzezony z punktem G
lezgcym na prostej ograniczonej EF (lig. 114).
Punkt dowolny A tacze z punktem danym G i z kon-
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carni linii danoj; uwazajac wigc EF, AG za przekatnie
czworoboku zupetnego, ktorego bokami sg linie AE
i AF dla znalezienia trzeciej przekatniej, dopelniam
czworoboku prowadzac linie FD i EB przecinajace
si¢ na przekatniej AG, a linia DB taczaca ich konce
jest trzecig przekatniag czworoboku i przetnie prze-
katnig EF w punkcie zadanym G' (161).

165. Zg. Znalezé dwa punkta lezgce na przediu-
Zeniu prostej danej AB (fig. 116).

Chcac znalez¢ dwa punkta lezace w kierunku AB,
bior¢ na tej linii punkt G ze strony k<»ica B (161.Wn.
3), to punkt z nim sprzgzony lezy na przedhuzeniu tej
linii od konca B. Dla znalezienia punktu sprzezonego
z punkiem G, prowadz¢ DB, DGi DA i dopelniam czwo-
roboku przez linie Ba i Ab, ktore dajg trzecia przekat-
nig ab, przechodzacg przez punkt sprzgzony z G,—
dopelniwszy czworoboku przez inne linie Ba' i Ab’ o-
trzymamy przekatnia db’ ktéra przechodzi takze przez
punkt sprzezony, przeto przekatnie ab i a'b' przeci-
naja si¢ w punkcie sprzezonym G’, ktdry jest na prze-
dhuzeniu linii AB. Podobnym sposobem biorac drugi
punkt g blizej konca Ba nizeli A, otrzymamy drugi
punkt g z nim sprze¢zony, a tym sposobem begdziemy
mieli dwa punkta G'ig' lezace na przedtuzeniu linii AB.

163. Znalez¢ punkt lezqcy na prostejprze< hodzg-
cej przez punkta przecigcia sig bokow przeciwleglych
czworokgta ABCD,g" punktaprzeciecia sie tych bo-
kow nie sq dane (fig. 117).
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Punkta przecigcia si¢ bokdéw przeciwleglych AB z CD
i AD z BC sg wierzchotkami czworoboku zupetnego, u-
tworzonego z tego czworokata, a linia taczaca te wierz-
cholki jest jego przekatnia zewnetrzng; poprowadzi-
wszy wiec dwie przekatnie wewngtrzne AC iBD, te
przelna przekatniag zewnetrzng w punktach sprze¢zo-
nych,—trzeba wicc tylko znalez¢ drugg lini¢ przecho-
dzaca przez punkt sprz¢zony zewnetrzny, a ta przecina-
jac si¢ z przekatnig BD, oznaczy punkt zadany, lezacy
na przekatniej zewnetrznej. Punkt szukany jest zara-
zem sprzgzonym punktu G” przekatniej wewnetrznej
(IGI. Wn. I); dopetniwszy wiec czworoboku przez
linie B¢Z i D/>, przekatnia wewngtrzna db’ przejdzie
przez ten punkt, a przeto przetnie przekatnia BD
w punkcie szukanym G’.

167. Zg. Przez punkt dany Y poprowadzic linig
przechodzgcq przez punkt przecigcia si¢ dwoch pro-
stych danych BD i bd ?iie majgc tego punktu prze-
ciecia sie G’ (fig. 117).

W czworoboku zupelnym przekatnia wewngtrzna
z wewngetrzng przecinaja si¢ w punkcie sprz¢zonym
zewnetrznym, ktory jest ich wspolnym punktem sprze-
zonym wzgledem punktow ich przecigcia si¢ z trze-
cig przekatnig(161. Wn. | ); jedng lini¢ dana BD bio-
r¢ za przekatni¢ wewngtrzng czworoboku zupelnego,
ktory otrzymuje sie: prowadzac dowolne zbiegajace
si¢ AY i AD i taczac punkta ich przecigcia si¢ z linia-
mi danemi, B z d i I) z b't linia Acjest trzecig przeka-
tnig tego czworoboku. Punkt Y bior¢ za wierzcho-
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lek drugiego czworoboku zupetnego przez ktory prze-
chodzi przekatnia jego zewnetrzna, a ktorego dwoma
bokami sa linie AY i Al) za$§ przekatniami wewngtrz-
nemi BI) i Ac; linia YD taczaca punkt Y z punktem
przecigcia si¢ boku AD z przekatnig BD, daje bok
trzeci, czwarty za§ BC przechodzi przez punkt Bi
punkt C przecigcia si¢ boku trzeciego YD z przeka-
tnia AC; bok czwarty YC przecinajac si¢ z bokiem
przeciwleglym AD daje punkt X, przez ktéry prze-
chodzi linia zadana YX. Linia ta bowiem przecho-
dzi przez punkt G’ przecigcia si¢ linii danych DB i
</A, gdyz on jest punktem sprz¢zonym punktow G” i
g przekatnie!) 1>1) i bd czworoboku A/»BcDé/, tudziez
punktem sprzezonym wzglegdem punktow G” i G
przekatnie!) BD i YX czworoboku BDYCXD.

16S. Zg. Spolowickql zawarty miedzy dwoma da-
liemi liniami EB i FC (fig. 113).

W tréjkacie rownoramiennym linia taczaca wierz-
chotek kata ze $rodkiem podstawy, potowi kat tego
trojkata (91. Wn. 3), tudziez jesli w trojkacie dwie
poprzeczne przechodzace przez wierzchotki dziela
boki na czgéci proporcyonalne, to trzecia przechodzi
przez srodek boku (159. Wn. 2): przeto jezeli 1°
wierzchotek kata B jest dany, odcinam BA=BC,
przez punkt dowolny E prowadze¢ EF rownolegla do
CA, to poprzeczne AF i CE przecinajac si¢ wl) daja
punkt lezacy na linii przechodzacej przez srodek bo-
ku AC, przeto linia Bl)jest zadana; 2" jesli wierzcho-
ek B nie jest dany, to przez punktwzigty na ramieniu
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AE, prowadze bc réwnolegle do drugiego ramienia
FC iodcinam b\~=bC] linia Ac jest podstawa trojka-
ta rbwnoramiennego, gdyz kat A~c jako lezace na-
przeciw bokow rownych (90), zas c=C jako jedno-
stronne odpowiednie, przeto A=C i trojkat ktoryby
si¢ utworzyt z przecigcia si¢ bokow AE i CF jest ro-
wnoramienny (91); podobnie jak w pierwszym przy-
padku znalaztem punkt D lezacy na potowiacej pod-
stawe, wynajduje dwa punkta D i d lezace na tej linii,
a ona jest zadana.

169. ZI. N° 165 uzywa sigczasami korzystnie przy
prowadzeniu drogi przez las, dla pospiechu potrzeba
wycina¢ las zobu stron, na ten koniec z przeciwnej
strony lasu trzeba mie¢ dwapunkta lezace na prostoj
w kierunku ktoréj prowadzimy droge: wylacznie zas
uzywa si¢ w miernictwie do przedtuzania prostej za
przeszkode,przez ktora tyki nie moga by¢ widzialne.
N° 166 uzywa si¢ w artyleryi do sypania bateryi, przy
zdobywaniu warowni armaty powinny by¢ ustawiono
w kierunku $ciany fortecy. Jezeli konce sciany XY(fig.
117) niesa wyraznie widzialne, oznaczaja si¢ dwie rysy
utworzone na gruncie od kul wypuszczonych z armaty
stojac¢j w koncuXt. j. DA i CB a nastegpnie dwie pocho-
dzace od armaty stojgcej wkoncu Y, a tym sposobem
oznaczy si¢ kierunek tdj $ciany przez punkt G, i drugi
punkt znaleziony takimze sposobem. N° 16§ uzywa
si¢ w miernictwie do polowienia kata na gruncie, w ar-
tyleryi za§ do potowienia kata migdzy dwoma $ciana-
mi warowni, ktorych kierunek oznacza si¢ za pomoca
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N" 165 gdyz najbezpieczniej jest postgpowaé w cza-
sie szturmu po linii potowigcej ten kat.

170. Zt. Zmierzy¢ diugosé linii G'Y poziomej wi-
dzialnej, niedostepnej z konca G’ (fig. 117).

Kierunek linii prostej oznacza si¢ dwoma punkta-
mi czyli tykami. Przedluzam prosta G'Y t. j. usta-
wiam dowolna tyke X w kierunku przedmiotow Y i
G' z punktu dowolnego A prowadz¢ linie AY i AX
t. j. ustawiam dowolna tyke A; przez punkt dowolny
C lezacy z tej samej strony linii YX co ifpunkt A, lecz
blizej punktu Y anizeli X (161. Wn. 3) prowadze li-
nie XB i YD t.j. zatkngwszy tyke w punkcie C, posu-
wam si¢ z tyka po linii XC tak, aby moja tyka zakry-
wajac tyke C, Zakrywala zarazem i tyke X, az poki
stang w kierunku linii AY t. j. poki tyka A zakrywa-
jac tyke Y, zakryje zarazem i moja tyke—podobnym
sposobem ustawiam i tyke 1),—przedluzam lini¢ AC
do przecigcia si¢ z linig XY t. j. posuwam si¢ z tyka
w kierunku linii AC czyli tak, aby moja tyka zakry-
wajac tyke C, zakrywata i tyke A, az poki ona zakry-
je przedmioty Y i G. Tyka G jest wr punkcie sprze-
zonym punktu G’, wzgledem linii XY, przeto GY: GX
—GY: GX zatem GY: GX—GY=GY: GX—GY.—
Zmierzywszy odleglosci poziome GY=p i GX=P.
za§ dhugos¢ linii szukang G Y oznaczywszy przez d

t. j. rowna sie odleglosci punktu sprzezonego od do-

stepnego konca linii, pomnozonej przez odlegloséc te-
20
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go konca od punktu przybranego na kierunku tej li-
nii, podzielonemu przez roznice odleglosci punktu
sprzezonego od konca linii i punktu wzigtego na tej
linii. Sposob len uzywa si¢ do mierzenia szerokosci
rzeki i odlegtosci dwoch tyk od mierzonego przedmio-
tu pionowego (156), gdy spodek jego jest niedostepny.

171. Zt. Zmierzy¢ odleglos¢ miedzy dwoma pun-
ktami Y i G, z ktorychjeden jest niewidzialny z [run'
klu drugiego (fig. 117).

1° Stawiam tyk¢ w punkcie B, z ktorego oba kon-
ce linii danej sa widzialne, w kierunku linii YB sta-
wiam dwie tyki w dowolnych punktach b i 4, w kie-
runku prostej G7> ustawiam tyke d, po linii A/ po-
stepuje z tyka dopoty dopdki ona nie bedzie na prze-
dluzeniu prostej GB; ustawiam tyke w punkcie ¢ prze-
ciecia si¢ prostych Bd i D/r, nastgpnie w przecigciu
si¢ C prostych YD i Ac, tudziez prostych BC i AD
w punkcie X, a naostatek w G przecigciu si¢ pro-
stych AC z XY. Punkta g i G” przekatniej czworobo-
ku zupelnego AbBcDd maja wspélny punkt sprze-
zony w G’, podobnie punkta G” i G przekatniej czwo-
roboku ABYCXD maja punkt sprzezony w tym samym
punkcie G a zatem punkt G’ jest sprz¢zonym punktu

o - GY. XY )
G linii XY a tern samem G'Y= GX-GY Sposob  ten
uzywa si¢ z korzys$cig do mierzenia odlegtosci miedzy
punktami lezacemi z przeciwnych stron goéry, mia-
stait. d.
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2°, Obieram punkt C, (fig. 118) z ktorego konce
linii AB sa widzialne, mierz¢ dtugos¢ linii AC i CB
niedostepnych zjednego tylko konca (169), i odle-
gtos¢ miedzy punktami a i b lezacemi w % lej
it p. odlegtosci od punktu C t. j. migdzy punktami
dzielagcemi te linie na cze$ci proporcyonalne, linia ab
jest roéwnolegla do AB przeto AB: ab—AC: aC, a
ztad AB—ab. AC: </C—sposéb len jest dogodny przy
mierzeniu linii bedacej w znacznéj odleglosci, lub gdy
do niej nie mozemy si¢ zblizy¢.

3°. Jezeli z punktu I) lezacego w kierunku linii AB
sa widzialne oba jej konce, wtedy od dlugosci linii
DB zjednego konca niedostgpnej, odejmujemy dtu-
go$¢ linii DA takze z jednego konca niedostepne;j.

ROZDZIAL 1L
Polgczenia okregu kola z liniami prostemi,
§ I Ogolne wlasnosci.

172. Okrag kola moze si¢ przecina¢ lub nie prze-
cina¢ z linig prosta, w pierwszym przypadku linia zo-
wie si¢ sieczng, w drugim oddzielna. Sieczna AB (fig.
119) przecina okrag kota Cw dwoch tylko punktach,
gdyz promienie poprowadzone do punktow D, E..
wspolnych dla siecznej i okrggu sg sobie réwne, a dwa
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tytko moga by¢ takie promienie, gdyz z punktu C wzie-
tego nad linig AB dwie tylko pochyle rowne poprowa-
dzi¢ mozna (51. Wn. 2). Jezeli sieczng AB obraca-
my okoto jednego z punktow przecigcia si¢ I), to
punkt przecigcia si¢ E zbliza do punktu I), przystanie
do niego, a nastgpnie oddala si¢ tak, ze linia AB zno-
wu staje si¢ sieczng; szczegdlnym wiec przypadkiem
przecinania si¢ jest stycznos$¢ t. j. gdy dwa punkta
przecigcia si¢ siecznej zlewaja si¢ w jeden punkt.
Linia styczna z okregiem kola, jest linig majgcq z nim
Jeden tylko punkt wspdlny, ona jest prostopadla do
promienia CD, gdyz inacz¢j prostopadla wyprowa-
dzona ze $rodka kota (' do stycznéj A” B” bytaby
mniejsza od promienia, a jej spodek bylby w okregu
kola (34), przeto linia A” B” w punkcie 1) wchodzi-
taby do okregu kola, z ktérego wychodzac musiataby
go przeciaé i w drugim punkcie, a wiec nie bylaby
styczna; i nawzajem: linia A” B” prostopadta do pro-
mienia jest styczng z okregiem kola, gdyz ma tylko
jeden punkt I) wspolny z okregiem kota, jako bedacy
w odlegtosci promienia od srodka kota; promien pro-
stopadly CD jest najkrétsza odlegtoscig srodka C od
liniii A” B”, przeto wszystkie punkta linii A” B” sa
w odleglosci od $rodka kata wigkszej od promienia,
a tem samem leza zewnatrz okregu.

Jezeli wigc odlegtos¢ linii od srodka kotajest mniej-
sza, rowna lub wigksza od promienia, to linia ta jest
sieczng, styczng lub oddzielng wzgledem tego okregu
kola, spodek prostopadtej wyprowadzonej ze $rodka
okregu do tej linii w pi¢rwszyrn przypadku lezy we-
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wnatrz kola, przeto linia wchodzac i wychodzac z o-
kregu kota przecina go w dwoch punktach—w dru-
gim na okregu kota, linia wigc jest prostopadia do
promienia—w trzecim zewnatrz okrggu, a tern samem
i inne punkta jako bardziej oddalone od okregu lezg
zewnatrz okregu. | nawzajem: Jezeli linia jest siecz-
ng, styczng lub oddzielna, to oddalenie jej od srodka
jest mniejsze, rowne lub wigksze od promienia; gdyz
prostopadta poprowadzona ze $srodka kota, dla siecz-
nej, jest mniejsza od promienia, bo dwa promienie po-
prowadzone do punktow przecigcia si¢ sg liniami po-
chytami,—dla stycznej jest promieniem, bo jest pro-
stopadla do promienia, a z jednego punktu t.j. $rod-
ka, jedna tylko prostopadta do linii poprowadzi¢ mo-
zna,—dla oddzielnej jest wigksza od promienia, gdyz
w przeciwnym razie bylaby albo styczna, albo sieczna.
Kota i linie oddzielne nie mogg by¢ wzgledem siebie
rownolegle, gdyz linia rownolegla do linii prostej,
sama jest linig prosta.

§ I Sieczne.

173. Tm. gl, Srodek B luku ABC i $rodekY cieciwy
AC znajdujq sie na srednicy BE prostopadtej do tej
cigciwy i nawzajem (lig. 120).

1° Punkta | i B linii BE sg rowno oddalone od
koncéw cigciwy AC, pierwszy jako jej $rodek, dru-
gi za$ dla rownosci cigciw BA i BC odpowiednich lu-
kom rownym AB i BC (2S); przeto linia;BE jest pro-
stopadla da cigciwy (44); lecz na linii BE lezg wszy-
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slkie punkta réwno oddalone od punktow A i C, prze-
to na niej lezy i Srodek kota, czyli linia BE jest $rednica.

2° Srednica EB jest prostopadia do cigciwy AC,
aze przechodzi przez punkt I), réowno oddalony od
koncoéw cigciwy AC, wigc prostopadta ta przechodzi
przez srodek F cigciwy AC. Punkt B jako lezacy na
prostopadtej EB przechodzacej przez srodek linii AC
jest rowno oddalony od koncoéow tej linii, przeto cigci-
wy, a tern samem i luki AB i BC s3 sobie rowne, czyli
punkt B jest srodkiem luku ABC.

Wn. 1. Do oznaczenia potozenia linii prostdj po-
trzeba dwoch tylko warunkow, przeto: a) prostopa-
dta wyprowadzona ze $rodka cigciwy przechodzi przez
srodek kota; bj linia taczaca srodek luku ze srodkiem
kota jest prostopadia do srodka cigciwy; c) linia 13-
czaca $rodek cieciwy ze Srodkiem kola jest do nigj
prostopadia i przechodzi przez $rodek tuku.

Wn 2. -Euki AG i CH zawarte migdzy cigciwami
rownolegtemi AC i GH sg sobie rowne, gdyz $redni-
ca do nich prostopadia potowi tuki im odpowiednie
t.j. tuk BG=BH i BA=BC przeto i roznice ich czyli
tuki AG i CH sg sobie rowne.

174. Tw. Cieciwy rowne sq rowno oddalone od
srodka okregu, z nierownych zas mniejsza jest bar-
dziej oddalona od lego punktu (fig. 121).

1° Prostopadte OF i OH poprowadzone ze srodka
okregu do cigciw rownych DE i AB, mierza ich od-
dalenie od $rodka; prostopadle te sa sobie réwne,
gdyz trojkaty prostokatne AOF i HOD maja rowne
przeciwproslokatnie OA i OD jako bedace promienia-
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mi i przyprostokatnie AF i DH, jako potowy cieciw
z zalozenia rownych.

2° Przenoszg¢ mniejszg cigciwe DE na tuk wigkszej
cigciwy AC od A do B, aby obiedwie miaty koniec
A wspolny; ze $rodka okregu C prowadze¢ do nich
prostopadle OG i OF a prostopadia OF jest <d stro-
ny konca A, gdyz kat OAB > OAC, przeto jego do-
petienie AOF <2 AOG. Prostopadta OG < OK za$
OK < OF przeto OG  OF.

Wn. 1. | nawzajem’, jesli prostopadie OH i OF
sa rowne, to takiemiz sa i cieciwy AB i DE, gdyzina.
czej prostopadle nie moglyby byé réwne; podobnie
jesli OH > OG to DE < AC, gdyz nie moze by¢ ani
rowne, ani wigksze.

Wn. 2. Jezeli z punktu E wzigtego wewnqtrz okre-
gu poprowadzimy Srednice i cigciwy to\ i° cieciwy
czynigce z srednicq kqty rowne, sq sobie rowne, 2
z czynigcych kqty nierowne, tajest mniejsza, ktora czy-
ni kqt wigkszy tak, ze czynigca kgt prosty jest naj-
mniejszq, zas czynigca kqt zero czyli sama Srednica,
Jest najwiekszq ze wszystkich cieciw(fig. 122). 10 Katy
KED i DEM sg sobie rowne, przeto prostopadle OF
i OG sa takze rowne, jako mierzace oddalenie pun-
ktu O lezacego na potowiacej (102); 2° kat DEP >
DEM, przeto poprowadziwszy prostopadle OH i OG,
kat EOII -2 EOG, gdyz im kat jest wigkszy tern spet-
nienie mniejsze (4'6. Uwr. 2), aze OG <2 OK za§ OK
«) OH przeto i OG -¢j OH, a tern samem LM >a NP
Cigciwa AB dla tego jest najmniejsza, ze prostopadta
OE jako pochyla do wszystkich innych cigciw jest
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dhuzsza od prostopadlych wyprowadzonych na te cig-
ciwy; $rednica jest najwigksza z cieciw jak okazano
w n° 22.

175.Tw. Przez trzy punkta A, B i C nielezgce
w kierunku linii prostej jeden tylko okrgg kola po-
prowadzi¢ mozna (fig. 123).

I» Dane punkta po dwa lacze¢ liniami prostemi,
ktére utworza tréjkat ABC; prowadzg prostopadie
ze $rodka linii AB, BC i CA te przecinajg si¢ w je-
dnym punkcie I) rowno oddalonym od wierzchotkdéw
A, B i C, przeto okrag nakre§lony z tego punktu pro-
mieniem DB przejdzie przez dwa inne punkta; a za-
tém przez trzy punkta zawsze mozna poprowadzié
okreg kota. 2° Przez te trzy punkta nie mozna po-
prowadzi¢ drugiego okregu kota rdéznigcego si¢ od
okregu kota 1); gdyz przez trzy punkta jedna tylko
plaszczyzna przechodzi (1S); za§ nie moze byé¢ pun-
ktu oprécz D rowno oddalonego od punktéw danych,
gdyz prostopadta ED zawiera wszystkie punkta ro-
wno oddalone od A i B, przeto punkt réwno odda-
lony od punktéw danych, jest takze rowno oddalony
od punktéow A i B a zatem lezy na tej prostopadlej a
z boku jej leze¢ nie moze; dla podobnéj przyczyny
punkt ten nie moze leze¢ z boku prostopadiej El),
a zatem lezy tylko na wspolndm ich przecigciu sig
w punkcie D, a linie proste przecinajg si¢ w jednym
punkcie.

176. Tw. Kqgt zawarty miedzy siecznemi, ma za
miare potowe summy lukow zawartych miedzy jego
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ramionami gdy wierzcholek, lezy wewngtrz okregu
kota, zas potowe roznicy, gdy lezy za okregiem kola.

Jezeli wierzchotek kata O znajduje sie: a) w srod-
ku kota (fig. 124), to luk AB zawarty migdzy jego ra-
mionami, jest lukiem jemu odpowiednim; a przeto za-
miast mierzy¢ kat AOB jego jedno$cia, mierzymy tuk
AB jednosciag luku (54. Wn. 1), czyli polowg lukow
AB i ab sobie réwnych, zawartych migdzy siecznemi
A« i 3>—Db) miedzy srodkiem i okregiem kola (fig.
125); przez srodek C prowadze sieczne Ee i Dd 16-
wnolegle do siecznych Xa i B/», to kat ECD—AOB
(78. Wn. 9); a ze zamiast mierzy¢ kat E(IL) mierzy-
my polowe luku ED-H/g t.j. potowe EA-I-AD-f-*
-¢-be, przeto zamiast mierzy¢ kat AOB mierzymy tak-
ze potowe summy tych lukéw, czyli polowe luku ea
H-AD DB -\-be gdyz, E.A=f<z (173. Wn. 2) i /Z6=])B;
biorgc za AD-f-DB tuk AB, za$ zamiast ea-\-be luk
ba, widzimy ze miarg kata AOB jest potowa lukow
AB-H c) na Okregu kota t.j. jezeli kqt jest wpisa-
ny w kolo (fig. 12(5); przez $rodek E prowadzg Sre-
dnice B’O’ i CD réwnolegle do ramion kata wpisa-
nego AOB, za$ przez koniec O jedndj srednicy cig-
ciwg O'A’ réwnolegla do drugiej, to katAOB=1)EB’
=A’O’B’; miara kata DEB’ jest potowa lukéw 1)B’
d-O’C=DBd-BB'+0C’; a z2 BB=OO'=AA’ za$
O’C—A’D to miarg kata AOB jest potowa luku DB-f-
AA’-|-A’D czyli potowa luku AB; d) za okregiem kola
t.j. jesli kqt jest zakolowy (fig. 127); przez punkt b
przecigcia si¢ siecz.n¢j OB prowadze roéwnolegla jC
do drugiej siecznéj, to kat AOB—C06B, lccz miarg kata

21
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B/  jest potowa luku CB bedacego roznica tukow AB
—AC czyli AB—uab-, przeto miarg kata AOB jest poto-
wa r1oznicy tukow AB i ab zawartych miedzy sie-
cznemi.

Wn. Wszystkie katy wpisane w potkole, czyli opie-
rajace si¢ swemi ramionami na srednicy, sa proste,
gdyz maja za miarg potowe potokregu kolat.). cwieré
okregu kota.

177. Tw. Odlegtosci punktu zbiegu dwoch siecz-
nych od punktow przecigcia sig ich z okregiem kola,
sq odwrotnie proporcyonalne t. j. dwie czgsci jedndj
sg skrajnemi, za§ dwie czgsci drugidj sredniemi wy-
razami proporcyi fig. 128 lub 129).

1° Punkt zbiegu w okregu kola (fig. 128); prowadze
cigciwy BA i ba, trojkaty AOB, aOb réwnokalne,—
katy przy O przeciwlegle, katy A i b mierza si¢ poto-
wa luku Ba,—maja boki odpowiednie proporcyonal-
ne: AO: O/;=BO: O« (139. Wn. S). 2° Punkt zbiegu
za okregiem kola (fig. 129); prowadz¢ cigciwy Ay i Brt;
trojkaty OAA i OrtB sg rownokalne,—kat O wspolny,
katy AiB mierza si¢ potowa luku ab, maja boki prze-
ciwlegle katom réwnym proporcyonalne: AO: OB—
0Z/: Ort.

Whn. 1. Prostopadta wyprowadzona z punktu D fig.
115) okregu kola do $rednicy AB jest $rednio jeorne-
trycznie proporcjonalng migdzy odcinkami tej $redni-
cy; gdyz przedtuzywszy prostopadia DC do spotkania
si¢ z okregiem kota w E, marny: BC: CD=CE: CA,
lecz DC=CE (173); przeto BC: CD—CD: CA.
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Wn 2. lloczyny z liczebndj warto$ci dwoch od
cinkéw siecznych rachowanych od punktu zbiegu, sa
sobie rowne.

178. Zg. Przez trzy punkta A,B,C nakresli¢ okreg
kola (fig. 123).

Punkta A, B, C lacz¢ liniami prostemi, ze $rodka
dwoéch ktorychkolwiek wyprowadzam prostopadle,
a one przecinajac si¢ dadza srodek D zadanego kota;
jezeli ze $rodka trzeciej linii wyprowadzona prostopa-
dta przechodzi przez punkt D przecigcia si¢ dwoch,
pierwszych, to rysunek byt dobrze uskuteczniony. Aby
narysowac okreg kola danego promienia, przecinajacy
lini¢ dang AB w punktach A i B, z koncow linii ogra-
niczonej AB, danym promieniem, zakre$lam tuki prze-
cinajace si¢ w punkcie D, i punkt ten jest Srodkiem
zadanego okregu kota.—Dla znalezienia §rodka okre-
gu ABC, prowadzg dwie cigciwy, a prostopadle wypro-
wadzone z ich §rodkéw, jako S$rednice, przechodza
przez $rodek kola, a tom samem przecinajacsi¢ ozna-
czg $rodek szukany I).

179. Zg. Spotowié¢ dany luk AB (fig. 130).

Jesli $rodek C okregu tego tuku jest dany, szukam
punktu 1) rbwno oddalonego od koncow tuku, a linia
DC spotowi ten luk, gdyz jest srednica prostopadta
do jego cigciwy. Jezeli srodek okregu nie jest dany,
przez dwa punkta rowno oddalone od koncow tuku
AB poprowadzona prosta CD jest §rednica prostopa-
dia do cieciwy tego tuku, a zatém potowi ten tuk.
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180. Zg. Bez cerkla nakresli¢ luk przez trzy pun-
ktu dane A, B,C (fig. 131).

Wierzchotki katow roéwnych, opierajacych si¢ na
linii AC leza na okregu kola, gdyz katy te jako rowne,
uwazajacje za wpisane w koto, mierzg si¢ Inkami ro-
wnemi, za$ cigciwie AC odpowiadajace luki rowne,
sa lukami jednego okrggu kota, gdyz luki odpowia-
dajace cigciwie AC nierownych promieni, nie zawiera-
ja jednakowej liczby stopni. Aby mie¢ katy roéwne
opierajace si¢ na linii AC, prowadze¢ linie AD i Cl),
czynigce z liniami AB i CB katy BAD i BCD réwne,
jedna pod pierwszém, za§ druga nad drugiem ramie-
niem kata ABC, kat wigc A4-C=DACACD, gdyz
tyle odjelismy od pierwszego kata, ile dodano do
drugiego, a tern samem katy B i D sg sobie rowne
(46. Uw. 2) i punkt D lezy na zagdanym okrggu kota.
Podobnym sposobem wynalezlibysSmy i wigcej pun-
ktow lezacych na tym okregu, a linia poprowadzona
przez te punkta tern bardziej zbliza si¢ do luku, im
wiecej punktow oznaczamy. Granice za ktéra tuk nie
moze wychodzi¢ sa proste AF i CG, pierwsza czy-
nigca kat BAF—BCA, druga BCG—BAC, gdyz naj,
wiekszy kat, jaki mozna nakresli¢ pod linig CB jest
BCA; za$ pod AB, kat BAC.— Na tej samej zasadzie
bez cerkla ruchem ciagtym kresli si¢ luk przez pun-
kta A. B. C; spajam dwa linialy AB i BC pod katem
ABC i obracam je okoto punktow A i C tak, aby te
punkta przylegaty do krawedzi liniatbw.— Za pomo-
ca tego zagadnienia przez dwa punkta dane A i B
kresli si¢ luk danej liczby stopni np. 148, gdyz jeali
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tuk bedacy nad linia AC zawiera 148, to pod ta linia
ma 360»—148=2120, za$ kat wpisany majacy wierz-
chotek nad linia AC i obejmujacy ja ramionami mie-r
rzy si¢ potowa tuku 212°, czyli zawiera 106°; trojkat
wiec symetryczny majacy za podstawe AC, a kat jej
przeciwlegly 106°, ma katy przy podstawie 37°, po-
prowadziwszy przez punkta A i C linie AD i CD pod
37°; otrzymamy punkt 1) lezacy na tym tuku, przeto
albo zapomocg cerkla przez trzy punkta A, D, C na-
kreslimy luk zadany, albo lez podtug mniejszego za-
gadnienia.

181. Zg. Zpunktu C danego nad linig AB popro-
Wadzi¢ do niej prostopadig (fig. 132).

Z punktu dowolnego A linii danej, promieniem AC
zakre$lam tuk i odcinam ED=EC, a linia CD jest z3-
dana, gdyz $rodek kola i srodek tuku znajduja si¢ na
Srednicy prostopadtej do $rodka cieciwy lego luku
(173. Wn. 1).

§ 111.  Styczne.

182. Tw. Zpunktu B wzietego za okregiem dwie
styczne rowne, zwane parzystenii, poprowadzi¢ mo-
zna (fig. 133).

Styczna poprowadzona z punktu B do okregu D,
jest prostopadlag do konca promienia tegoz kota( 172);
kat zawarty miedzy promieniem okrggu 1) a styczng
przechodzaca przez punkt B, jako prosty, jest katem
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majacym wierzchotek na okregu kota, ktorego sredni-
cg jest BD, opierajacym si¢ na tej $rednicy; lecz wierz-
chotek tego kata miesci si¢ takze i na okrggu D, jako
lezacy w koncu promienia tego kotla, przeto znajduje
si¢ we wspolnem przecieciu si¢ okrggu danego B z o-
krggiem majacym za $rednice lini¢ taczaca punkt da-
ny ze §rodkiem danego kola, a ze okregi te przecina-
g si¢ tylko w dwoch punktach C i A, przeto zawsze
dwie styczne BC i AB poprowadzi¢ mozna.

W?i. 1. a Linia lgczqca punkt dany B ze srodkiem
okregu danego 1) potowi kgt zawarty miedzy styczne-
mi BA i BC parzystemi, gdyz prostopadte ze srodka
D wyprowadzone clo stycznych sa sobie rowne jako
promienie; b) styczne te sq sobie rowne (102. Wn.
2), przeto c) linia BD pofowigca kqt Bjest prostopa
dlg do cieciwy (44) AC lgczgcej punkta zetkniecia
sie stycznych.

tS3. Tw. Kqgt ABC zawarty miedzy styczng AB
a cieciwg CB ma za miare potowe luku CB zawarte-
go miedzy jego ramionami (fig. 134).

Przez punkt C prowadze cieciwe CD rownolegla
do stycznéj AB, to kat ABC—BCD, jako naprzemian-
legte, kat BCD mierzy si¢ potowg tuku BD (176, ¢),
luk za§ BD=CB, gdyz prostopadta do $rodka cigci-
wy CD jest $rednica prostopadla i do styczn$j AB
(78. Wn. 5), przeto przechodzi przez punkt jej ze-
tknigcia si¢ B i potowi tuk CBD, zatom miarg kata
BCD, a tém samem i jemu réwnego kata ABC, jest
potowa tuku BC.
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Wn. 1. Kat ABE jest spelnieniem kata ABC, prze-
to miarg jego jest potowa tuku BDC, gdyz potowa
catego okregu jest miarg II.

Wn. 2. I nawzajem, Jezeli kat ACB zawarty mig-
dzy cieciwag a liniag AB ma za miar¢ potowe tuku BC
to linia ta jest styczna, gdyz jesliby ona nie byla sty-
czna, to przez punkt B poprowadziwszy styczng BA’,
dwa katy nierowne ABC i A BC mialyby za miar¢ ten
sam luk BC, co by¢ nie moze.

184. Tw. Kqgt B zawarty miedzy styeznemi XB\BC
ma za miare polowe roznicy lukow ADC i AC zawar.
tych migdzyjego ramionami (fig. 135).

Przez punkt C zetknigcia si¢ jednej stycznej, pro-
wadze cieciwg rownolegla do drugiej stycznej AB
to kat ABC=DCE, a ze kat DCE ma za miar¢ polo-
we tuku CD bedacego rdéznicg tukoéw AC i ADC,
gdyz tuki AC i AD sa sobie réwne, — przeto i kat
ABC ma za miar¢ polowe réznicy tukow ADC i AC
zawartych miedzy punktami zetknigcia A i C.

185. Tw. Jezeli z punktu C wzigtego za kolem po-
prowadzimy styczng CD i sieczng CA, to stycznajest
Srednio-jeometrycznie-proporcyonalna migdzy odcin-
kami siecznej AC rachowanemi od punktu zbiegu
C (fig. 136.

Troéjkaty ACD i BCD majace kat wspolny, kal CAD
=BDC, jako majace za miar¢ potowg luku BD, maja
i katy pozostate ADC—DBC réwne, a tem samom
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boki naprzeciw nich lezace, proporcyonalne (139.
Wn. 8), t. j. AC: CD=CD- CB.

W/z. Tloczyn z liczebnej wartosci odcinkow sie-
cznej, rachowanych od punktu zbiegu, rowna si¢ kwa-
dratowi ze styczndj.

186. Zg. Poprowadzi¢ styczng do okregu kola
przez punkt B dany, a) na okregu kola (fig. 134).

Przez punkt dany kresle promien FB i z konca je-
go B wyprowadzam prostopadta (172); albo tez z pun-
ktu C rysuje dwie cicciwy, jedna CB przechodzaca,
przez punkt dany B, druga za§ CD dowolna; prowadze
linic AB réwnolegta do CD, a ona jest zadana, gdyz
czyni kat ABC=BCl), a przeto majacy za miar¢ potowe
luku BC(183.Wn. 2); b) za okregiem kola (fig. 133)
Na linii taczacej punkt dany ze srodkiem kola, jako na
srednicy kresle okreg kola, a linie BA i BC laczace
punkt dany z dwoma punktami przecigcia si¢ okregow
sa zadanejako prostopadle do promieni DA i DC kola
danego (176. Wn.); ¢) rownoleglg do prostej danej
AB (fig. 137). Prowadz¢ $rednice ED prostopadla do
linii danej AB, a z koncéw jej E i 1) wyprowadzone
prostopadle EG i DF s3 zadane, gdyz sa slycznemi
jako prostopadte wyprowadzone z konca promienia,
i sg rownolegle do linii dandj, jako prostopadle do
tej samej prostej El) co i linia dana ; d) prostopadiq
do prostej danej AB (fig. 137). Prowadz¢ s$rednice
HJ réownolegla do linii danej AB, a prostopadle JA i
HB poprowadzone przez j$j konce, sa stycznemi Za-
danemi, gdyz bedac prostopadlemi do $rednicy sg za-
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razem prostopadte i do linii AB do niej rownolegtej,

181. Zg. Dang lini¢ prostq AB podzieli¢ w sre-
dmm i skrajnym stosunku, t.j. aby czgs¢ wicksza
byta $rednio -jeometrycznie-proporcyonalng migdzy
cala linig, a czeScig jej mniejsza (fig. 138).

Z konca linii AB wyprowadzam prostopadla BC, ro-
wna potowie linii danej AB, i z punktu C promieniem
CB zakre$lam tuk, z punktu A prowadze sieczng Ali
przez $rodek tego kola i odcinam AE=:AD mniejsze-
mu odcinkowi tej siecznej; to punkt E dzieli linia AB
na odcinki zadane; gdyz linia AB jest styczna za$§ Ali
sieczna, przeto AH: AB—AB: AD, ztad Ali—AB: AB
=AB—AD: AD; lecz AB jako dwa jazy wigksze od
promienia CB roéwna si¢ $rednicy DII, przeto Ali—
AB—AH—DH—AD—AE,—linia AB—AD=AB—AE
—BE,—za$ linia AD—AE;—azatem AE: AB—EB:AE
czyli AB; AE—EB.—Przytem linia AH jest takze po-
dzielona w stosunku skrajnym i $rednim gdyz AH:AB
—AB: Al) za§ AB—DH przeto AH: DH—DH: AD.—
Odcinek bedacy wyrazem skrajnym jest mniejszy od
odcinka bedacego wyrazem S$rednim, gdyz w pier-
wszym stosunku poprzednik jest wigkszy od nasteg-
pnika, przeto i w drugim to samo ma miejsce.

188. Zg-. Haltresli¢ tuk taki, aby kqt dany CDE,
majgc wierzcholek na tym tuku, opieral si¢ najego
cieciwie fig. (1.19).

Prowadzg lini¢ AF, czyniaca z dana cigciwg AB kat
dany BAI—CDE, uwazajac wigc AF za styczng tego

22
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kota ktorego cigciwa jest AB, kat BAF bedzie miat
za miar¢ potowe tuku AB, i kat wpisany w koto ma-
jacy wierzcholek nad cigciwa AB, opierajacy si¢ na
ni$j, bedzie miat za miar¢ potowe tego samego tuku,
a tern samem rowna si¢ katowi danemu CDE; $rodek
za$ tego kota znajduje si¢ tak na prostopadtej I1G
wyprowadzonej ze $rodka cigciwy, jako tez na pro-
stopadlej AG do stycznej wyprowadzonej z punktu
jej dotknigcia si¢ A, a zatdom w punkcie G ich prze-
ciecia si¢. Za pomoca tego zagadnienia kresli si¢ troj-
kat symetryczny, majac jego podstawe i kat przeciw-
legly; podstawa bierze si¢ za cigciwe, i kresli si¢ troj-
kat symetryczny, ktorego wierzcholek oznaczy pro-
stopadta wyprowadzona ze $rodka podstawy, prze-
cinajac si¢ z lukiem odpowiednim tej cigciwie.

189. Zg. Danym, promieniem DE zakresli¢ okreg,
przechodzqgcy przez punkt dany G i styczny do pro-
stej danej AB (fig. 140).

Gdy punkt dany C lezy a) na prostej danej, z pun-
ktu tego wyprowadzam prostopadla CF i odcinam
CF—DE, a punkt F jest $rodkiem zadanego okrggu
ktorego promieniem jest FC; b} nad Unig AB (fig.
141), to $rodek tego kota znajduje sic w odleglosci
promienia DE od punktu C, przeto lezy na okregu
kota opisanego z C tym promieniem (2-1); a ze jest
'styczny do linii AB, przeto $rodek jego znajduje sie
w odlegtosci promienia od linii AB (72), a zatem
lezy na linii FG réwnoleglej do AB, bedacéj w odle-
glosdci promienia (79. Wn. 2), ktérg otrzymamy wy-
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prowadzajac prostopadta AF—DE i prowadzac FG
prostopadta do FA —sSrodek wigo zadany znajdujac
si¢ na okrggu HKJ i na linii FG, lezy na wspolnem
ich przecigciu si¢ w punkcie H lub w punkcie J, prze-
to okreg zakreslony danym promieniem z kazdego
z tych dwoch punktow przechodzi przez punkt C i
jest styczny do prostej AB.

190. Zg. Przez dwa punkta dane A 1 B poprowa-
dzié okreg kota styczny do linii danej CD (fig. 142).

Jezeli a)jeden z punktow klezy na linii danej CD,
to Srodek tego okrggu znajduje si¢ na linii AE prosto-
padtej do styczn¢j wyprowadzonej z punktu jej do-
tkniecia i na prostopadtej FG wyprowadzonej ze $rod-
ka cigciwy AB, ktore si¢ przecinaja (7S. Wn. 8), zalém
lezy w punkcie ich przeciecia si¢ H; okreg zakreslony
z tego punktu promieniem AH, jest styczny do linii
CD (172) i przechodzi przez punkta A i B, gdyz lezy
na prostopadlej wyprowadzonej ze §rodka linii AB; 7»)
oba punkta lezq na linii rownoleglej do linii danej
(fig. 143), to $rodek okregu lezy na prostopadiej FE
do srodka cigciwy AB, i jest styczny do linii CD w pun-
kcie E, gdyz FE jest $rednica prostopadia do stycz-
n§j CI), przeto przechodzi przez trzy punkta A, B iE
(78); ¢) oba punkta lezg na linii zbiegajqcej si¢ zda-
nq linig CD (fig. 144), wtedy linia EB jest sieczng tego
kota przecinajaca go w punktach A i B a linjaED jest
styczna, dla znalezienia punktu dotknigcia si¢ stycznej,
szukamy linii $rednio-jeometrycznie-proporcyonalne;j
miedzy odcinkami siecznéj, rachowanemi od punktu
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zbiegu E (185), zakres$lajac na AB jako na $rednicy
okreg i prowadzac styczne EG(18"),odciawszy wigc
EF—EG,w jedna lub drugg stron¢ od punktu E, pozo-
staje przez trzy punkta A, B i F nakresli¢ okreg kola.

191. Zg. Danym promieniem EF nakresli¢ okr eg
styczny do ducoch prostych danych AB i Cl).

Gdy proste dane a) zbiegajq si¢ (fig. 145), dla zna-
lezienia $rodka, prowadzimy do tych linii rownolegle
UJ i GJ bedace od nich w odlegto$ci promienia EF
t.j. prostopadta 1)H=BG="EF, to punkt ich przeci¢-
cia si¢ J lezy w odleglosci promienia od obu linii, prze-
to jest srodkiem zadanym; z punktu wigc J, promie-
niem danym zakre§lam okreg kola b] rownolegle (kg.
146), promien rowna si¢ polowie wspodlnej ich pro-
stopadlej GH, przeto dowolnym by¢ nie moze.

192. Zg. Do trzech danych prostych AB, CD iEF
poprowadzi¢ okreg styczny (fig. 147).

Trzy linie przecinajac si¢ tworza trojkat GILI, po-
lowiace za$ katy trojkata przecinajg si¢ w punkcie O
rowno oddalonym od bokéw (103), przeto len punkt
jest srodkiem Zgdanego okrggu, promieniem za$ je-
go jest prostopadta, wyprowadzona z punktu O na bok
ktorykolwiek HG. Okreg kota styczny do linii EH, IIG
i GC, ma $rodek na potowiacych katy EINIG i HGC,
gdyz prostopadle wyprowadzone z tego punktu do
HE i HG ludziez Gil i HC, sa sobie rowne; punkt ten
K lezy na przedluzeniu potowiacej kat EJC, gdyz
jest rowno oddalony od jego ramion JE i JC (1U2.
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Wn. 1) Ztad widzimy ze do trzech linii danych AB,
Cl) i EF mozna poprowadzi¢ cztery okregi styczne.
Jesliby dwie z tych linii AB i Cl) byly réwnoleglte
(fig. 149), to mozna poprowadzi¢ dwa tylko okregi
styczne, ktorych $rodkami sg punkta G i II, lezace
w przecigciu si¢ polowiacych katy jednostronne we-
wnetrznej y
i Imnf ri hil s = 1 JIBlI

193. ZI. W rysunku arkad zupeinych t. j. pdlko-
lowych, linie proste wyrazajgce mury oporowe s3
styczne w koncach $rednicy do polokregu, a tern sa-
mém do ni¢j prostopadle ; w rysowaniu blokéw ru-
chomych Iub nieruchomych (fig. 149), linie proste
Cl) i AB wyrazajace sznur podnoszacy ci¢zar, sa
takze slycznemi. Jezeli drag (fig. 150) AB jest sty-
czny do okrggu C, i $cisle do niego przylega Ilip.
za pomocg z¢bow, to w czasie obrotu okrggu C,
drag AB nie przestajac by¢ stycznym, posuwac si¢
bedzie w gore lub na dot, podlug tego w ktore stro-
n¢ obraca si¢ koto,—i nawzajem posuwajac drag AB
obraca¢ bedziemy kolo i to jest jeden z gléwnych
sposobdw zamiany ruchu kotowego na prosty i wza-
jemnie.

194. Zt. Narzedzie stuzace do dzielenia kata na
trzy rowne czesci (fig. 151), sktada si¢ z podtkola
ADB, z linialu BE prostopadtego w koncu B jego
$rednicy i wegielnicy rysunkowej majacej za podsta-
we BC promien tego kola. Aby podzieli¢ kat JHG na
trzy rdwne cze$ci, przy krawedzi linialu BE przykla-
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damy wegielnice i ustawiamy narzedzie tak, aby punkt
C lezal na ramieniu kata HG za$§ krawedz liniatu BE
przechodzita przez wierzcholek tego kata i w tern po-
lozeniu posuwamy narzedzie tak, zeby drugie ramie
kata byto styczne do pdétokregu Al)B;—Ilinie HB i HF
dzielg kat JHG na trzy réwne czesci, gdyz w trojka-
cie symetrycznym FHC o$ symetryi polowi kat II t.j.
CHB—BUF, kat zas BHF=FHJ, bo linia laczaca punkt
zbiegu stycznych parzystych IIB i UJ ze srodkiem ko-
ta potowi kat BHJ (182. Wn.); azatem te trzy katy sa
sobie réwne.— Jesli kat dany JHG jest bardzo maly,
to prowadzimy lini¢ HK prostopadta do ramienia 11J,
a roznica pomiedzy trzeciemi czg¢sciami katow JHK i
GIIK, jest trzecig czgsicia kata JHG.— Narzedzie to
stuzy i do dzielenia luku na trzy réwne czgsci, gdyz
katom réwnym odpowiadaja luki réwne.

195. Zt. Oznaczyé na planie punki opuszczony
w czasie pomiaru (fiig. 152).

Z punktu opuszczonego D jako ze stanowiska zdej-
muj¢ katy potozen ADB i BDC migdzy trzema przed-
miotami oznaczonemi na planie A, B i C; na linii ab
laczacej na planie punkta odpowiednie punktom A i
B, kresle okreg kota tak, aby kat wpisany w luk agi)
rownat si¢ katowi ADB (1SS), na linii bc kresle tuk
¢fb tak, aby kat wpisany w ten tuk rownat si¢ katowi
BDC,—punkt d przeciecia si¢ tych okregow jest za-
danym, gdyz poprowadziwszy linie db, dc i da, katy
rf*ADB, AdteBDC.
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§ IV. Potlaczenie okregu kota z linig prosta
zewngetrzny.

196. Jezeli na $rednicy wezmiemy punkt to on
z punktem swym sprzezonym, Zowia si¢ sprzezonemi
wzgledem okregu kola ; prostopadla wyprowadzona
z jednego z tych punktow zowie si¢ biegunowq dru-
giego punktu, a zarazem biegunowq okregu kola.

197. Tw. Najkrotszq odlegtosciqg okregu kola od
linii zewnetrznej, jest odcinek prostopadlej wypro-
wadzonej ze srodka kola na te lini¢ (fig. 153).

Linia OA -j-AB < OD < OC--CD; a ze OC=0A
przeto AB m< CD.

10S. Tw. Promien kolajest srednio-jeometrycznie
proporcjonalny miedzy odlegtosciami srodka kola od
punktow sprzezonych P i Q (fig. 154).

Z zatozenia mamy AP: PB=AQ: BQ przeto i AP:
AQ—PB: BQ czyli AO—OP: OQ—AO=AO + OP:
0Qd?AO; lecz w proporcyi roéznica lub summa wy-
razOw pierwszego stosunku, z r6znicg lub summa wy-
raz6w drugiego stosunku, skltadaja ten sam co i te
wyrazy stosunek, przeto AO i OP s3 wyrazami pier-
wszego, za$ OQ i AO drugiego stosunku, tak ze AO:
OP=0Q: AO czyli OP: AO—AO: 0Q.

| nawzajem: jesli promien kola jest srednio-jcome-
trycznie proporcjonalny miedzy odlegtosciami srod-
ka od punktu P wzigtego na srednicy i punktu Q le-
zqcego na jej przedtuzeniu, to punkta te sq sprzeto-
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ne\ gdyz z zatozenia: OP: AO—AO:0Q czyli AO OP
—O0Q. AO a ztad AO—OP: OP=0Q—AO: AO i
AO-J-OP: OP = OQAO : AO, nastepniki réwne,
przeto i poprzedniki ztoza propoicye:

AO—OP: OQ—AO—AO-f-OP: OQ +AO t.j.

AP: AQ=BP: BO.

199. Tw. Cieciwa {gczgca punkta dotkniecia sty-
cznych parzystych, jest linig biegunowg punktu prze-
cigcia sig- stycznych (fig. 154).

Prowadz¢ promien OM i odcinam na nim OP’=OP,
trojkaty wigc OMP i GAP’ majace kat O wspoélny za-
warty migdzy bokami rownerni OM=0A, <)D=OP"
majg i pozostate czesci rowne t. j. kat P P’ kat M
jest prosty i kat P’ prosty, przeto linia P’A rownole-
gla do MO daje: OP: OM=0M: 0O czyli OP: OA—
OA". 0Q, azal$m punkta P i Q sa sprzezone ( 198.,W.),
za$ prostopadta MP przechodzaca przez jeden z nich
P jest biegunowg drugiego punktu Q.

200. Tw. Jezeli cieciwa mn {gczqca punkta zetknie-
cia sie stycznych parzystych O’'m i Q'n, przechodzi
przez punkt sprzgzony P, to punkt zbiegu O stycz-
nych lezy na biegunowej QQ’ fig. 154).

Z punktu Q prowadze styczne parzyste QM i QN,
odpowiednia im cigciwa MN jest prostopadta do QO
i wyznacza punkt P sprzgzony z Q; prowadze cigci-
we¢ mn przez punkt P, i z punktow m i n wyprowa-
dzam styczne przecinajgce si¢ w punkcie Q’, a mam
dowiesé¢ ze linia QQ’ jest prostopadia do QO, czyli
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ze jest biegunowa punktu P.— Dla stycznych parzy
stych wychodzacych z punktu Q mamy: OP: OA=
OA: 0Q czyli O\: OP=0Q: OA, dla wychodzacych
z Q’, O/7: OC=0C: OQ’; mnozg przez sicbie dwie
ostatnie proporcye, za$§ wypadla proporcye dzielg
przdz promien i bedzie 0> OP—OQ: OQ’; trojkaty
Wiec OP> i OQQ majace kat O wspolny a boki za-
wierajace len kat propdrcyonalne, maja i ka! O/;P=
0OQO’ {139. Wn. 7), lecz kat 0/7P jest prosty (182<
Wn. c), przeto i kat ®QQ jest takze prosty i linia
0Q' prostopadia do QO.

Ilekolwiek cigciw poprowadzimy przez punkt
Pj to styczne im odpowiednie przecinajg si¢ na pro-
stopadlej do potowiacej kat stycznych parzystych |
wyprowadzonej z punktu ich zbiegu i przechodzacdj
przez punkt P.

201. Zg. Majgc punkt, znalezé drugi punkt z nim,
sprzezony wzgledetn danego okregu kola (fig. 154).

Jezeli punkt dany lezy a) wewngtrz okregu, to
przez ten punkt P prowadzg¢ cigciwe MN a punkt prze
cigcia si¢ stycznych MQ i NQ. wyprowadzonych z kon-
ca cigciwy jest zadanym (198); b] zewngtrz okregu,
to przez ten punkt prowadz¢ styczne parzyste ON i
QM, a przecigcie si¢ linii OO potowiacej kat, z od-
powiednig im cigciwg MN daje punkt zadany.

202. Zt. Na whasnosci linii poldrnéj punktu lezacego
wewnatrz okregu kota, opiera si¢ sposdb zamiany ru-
chu kotowego na ruch po prostdj i wzajemnie; jesli &i¢

23
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ciwaMN obraca¢ si¢ bedzie okoto punktu P w wyzlo-
bionym okrggu kola O. za$ dragi ()N i QM nie moga
oddali¢ si¢ od okrggu kola, to punkt ich przecigcia si¢
Q posuwac si¢ bedzie po linii QQ’ rownoleglej do
pierwotnego polozenia dragga MN— i nawzajem jesli
punkt Q posuwa si¢ po linii QQ’, to dragi QM i QN
me mogace oddali¢ si¢ od draga MN, przecigciem si¢
z dragiem MN opisza luk okregu kota.

§ V. Polaczenie okregu kota z liniami tamanemi.

203. Wielokaty majace wszystkie wierzcholki na
okregu kola zowia si¢ wpisanemi w kolo, majace za$
wszystkie boki styczne do okregu, zowig si¢ opisa-
nemi na kole; z poprzedzajacego wynika: 1° trgj-
kgt a) moze by¢ wpisany wkolo, gdyz punkt prze-
cigcia si¢ prostopadtych wyprowadzonych ze $rodka
bokow, jest rowno oddalony od wierzchotkoéw(104),
przeto jezeli z tego punktu przez jeden z wierzchol-
kéw zakreslimy okreg kota, to on przejdzie i przez
dwa inne, jako bedace w odleglosci promienia od
srodka okrggu (24); b) moze by¢ opisany na kole,
gdyz punkt przeciecia si¢ potowiagcych katy, jest wje-
dnakowej odlegtosci od bokjow (103), czyli ze pro-
stopadte wyprowadzone z lego punktu na boki sg so-
bie rowne, bioragc wigc ten punkt za Srodek, za$ je-
dna z prostopadlych za promien, dwie drugie prosto-
padte, jako jej rowne, beda takze promieniami, a boki
trojkata jako prostopadle do promieni sg stycznemi.
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2" Prostokgt moze by¢ wpisany w kolo, gdyz Srodek
jego przekatnicj, jako $rodek przeciwprosh-katniej,
jesl rowno oddalony od wszystkich wierzchotkow
(106). 3° W czworokgcie wpisanym w kolo, kqty
przeciwlegte, jako majqce za miare potowe okregu,
spelniajq sie. 4° 'Wielokqt foremny moze byé a)
wpisany w kolo, gdyz linie potowigce katy sg sobie
rowne (128); b) opishny na kole, bo linie polowia-
ce boki sa do nich prostopadte i rbwne sobie; osie
symetryi potowigce katy sg $rednicami kota opisane-
go, za$ potowigce boki, wpisanego. 5° Luki odpo-
wiednie bokom wielokata for. wpis, sg sobie #owne

dla rownosci cigciw (27); i nawzajem: jesli okreg po-
dzielimy na rowne czgsci, to cigciwy tych tukoéw skta-
daja wielokat ftr., jako majacy boki réwne (28) i ka-
ty robwne, bo majace za miar¢ caly okrgg kola, bez
lukéw odpowiednich ramionom kata, ktore z zatoze-
nia sg sobie rowne. 6" Podzieliwszy okreg kota na cze-
$ci rowne (fig. 156). i przez punkta podzialéw A, B,
C, D, E poprowadziwszy styczne, one zloza wielokat
foremny opisany na kole; gdyz linie OF, OG... poto-
wigce katy stycznych parzystych przechodza przez
srodek kota (182. Wn.), sg sobie réwne, linie bo-
wiem taczace punkta A z B... skladaja wielokat for.
wpis, w koto, przeto OL—OM, zas§ LF—MG jako bo-
ki trojkatow prostokatnych majacych BL—BM, kat
FBL—GBM. bo spehienia ich LBO i OBM rowne.

7" Majac wielokat foremny wpisany w koto, aby wpi-
sa¢ wielokat o podwojnej liczbie bokow, polowimy
tuki odpowiednie bokom i taczymy je z wierzchotka-
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mi wielokata; liczba jego bokow bedzie dwa razy
wigksza, bo kazdemu bokowi danego, odpowiadaja
dwa boki w powstalym tym sposobem wielokacie,—
on za$ jest foremny, bo luki odpowiednie bokom sg
sobie rowne. Podobnie majac wielokat for. opisany
na kole, chcac opisa¢ wielokat o podwodjnej liczbie
bokow, potowimy luki zawarte migdzy punktami Ze
tknigcia, i przez te punkta prowadzimy styczne.

204, Tw. (Ptolomeuszowe). TT czworoboku wpr
sanym w koto, iloczyn z dwoch przekgtnich rowna sie
iloczynowi z bokow przeciwleglych-. Al).BE—AB.ED
4-BD AE fig. 155).

Prowadze cieciwe EK—BD; trojkaty ABD i AFE
majace kat D—E jako mierzace si¢ polowa tuku AB,
katy A réwne dla réwnosci tukéw BD i KE,— maja
i boki proporoyonalne (139. Wn. 8): AD. DB —AE,;
EF, a ztad AD.EF—DB.AE; trojkaty DAE i BAF ma-
jace kat DB jako mierzone polowa luku AE,—kat
EAK=DAB , dodawszy wigc kat KAD, bedzie kat
EAD=FAB,—maja boki proporcyonalne: Al): DE—
AB: BF, a ztad AD.$F—DE.A B ;—dodajac te dwie
rownosci do siebie otrzymamy AD.EF-f-AD.BF—DB,
AE4-DE.AB czyli: AD.tEBFJ | =DB.AE-|- DE,AB,
albo AD.BE—DB. ACJ-DE.AB.

105. Tw. Obwod wielokqta foremnego wpisanego
w kolo, jest mniejszy od okregu tego kota,—opisane-
go zas jest wiekszy od okregu kola (fig. 150).

«) Obwod wielokata foremnego ma tyle bokdéw
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réwnych sobie, z ilu tukéw réwnych sktada si¢ okreg
kota, lecz ze kazden bok jest mniejszy od odpowie-
dniego luku (3. Wn. 2), przeto i obwod jest mniej-
szy od okrggu. b) Linia tamana AFB jest wigksza od
tuku AB, uwazajac go za lini¢ famana ztozona z naj-
drobniejszych czesci linii prostej 20), przeto obwod
wielok. opis, jest wickszy od okregu; albo.’ obwod
wielokata opisa. GILI... nie moze by¢ réwny okrego-
wi, bo obwdd opisanego o podwojnej liczbie bokow,
jako mniejszy od obwodu tego wielokata (20. Wn.),
bylby mniejszy od okregu kota, i to tern mniejszy im
bardziejby si¢ zblizat do okregu t.j. ze rdéznica mig-
dzy obwodem wielok. a okrggiem powigkszalaby si¢
w miare zblizania si¢ tych linii, przeto obwod wielo-
kata ooisan. nie moze by¢ ani réwny, ani mniejszy,
3 zatem jest wigkszy od okregu kola.

106. Tw. W wielokgtach for. rownoobwodowych,
TOinica miedzy promieniem a prostopadlg do boku
tern jest mniejsza, im wielokqt ma wigkszq liczbe bo-
kow (fig. 157).

Linia AB jest bokiem wielokata, bok wiec wielo-
kata rownoobwodowego o podwojnej liczbie bokow,
rownac si¢ bedzie polowie AB, za$ kat odpowiedni
mu we $rodku kota bedzie polowa kata AOB odpo-
wiedniego bokowi AB. Dla znalezienia boku wielo-
kata o podwdjndj liczbie bokdéw, ze srodka cigciwy
AB wyprowadzam prostopadia PC i punkt C prze-
cigcia si¢ jej z okregiem z punktami A i B tacze pro-
bierni i ze $rodkg linii AC prowadzg A’'B’ rownolegto
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do AB: linia wigc A’B’ jest bokiem wielokata o po-
dwojnej liczbie bokow (139. Wn.5), potrzeba dowiesé
ze r6znica migdzy promieniem CA’ a prostopadia CI”
jest mniejsza anizeli mi¢dzy promieniem CA a prosto-
padla CP. «) Widzimy, ze CP—% CP=% (CO + OP),
przeto CP°> OP,-gdyz w €P wchodzi polowa OP
z polowa promienia ktora jest wigksza od polowy OP.
b) W trojkacie prostokatnym CA’O,—CO: CA'=CA”
CP’ a ze CP'<§ CA’ przeto i CA' < CO. Mamy wigc
dwie nieréwno$ci O\ >n OP i CA'> CI” lecz ze OA
> CA’ i OP -C CI”’, przeto wigksza jest réznica pomig-
dzy OA i OP anizeli migdzy CA' i CP’.

207. Tw. Stosunek boku kwadratu opisanego do
promienia rowna sie stosunkowi J/2 : 1 (fig. 158).

Przekatnie w kwadracie sa prostopadle (118. Wn.
211 17), przeto w trojkacie prostokatnym AOB,—AO)
+ OB —AB czyli 2 AO ==|. AB',a ztad AB AQl=
2:1 albo AB: AO=|2~: 1.

Whn. 1. Stosunek $rednicy do boku réwna si¢ sto-
sunkowi boku do promienia, gdyz AB2-f-BCI=AC
ezyli 2 ABX—I. Ac\ ztad AC AB = 2:1 lub AC:
AB=2J/2?1

Wn. 2. Prostopadta OE réwna si¢ polowie boku

AB. bo linia 1aczaca $rodki bokéw EF réwna si¢ bo-
kowi.

20S. Tw. Bok szesciokqta for. wpisanego w kolo,
rowna sig- promieniowi tego kola (fig. 159).
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Trojkat AOB, ma kat O rowny /6 czterech katow
prostych, czyli 13 1I, przeto kat A-|-B—% II, a Ze one
sg sobie, jako lezace naprzeciw promieni, przeto i ka-
zdy znich jest % U, a zatem bok AB sze$ciokata, ro-
wna si¢ promieniowi OA.

Wzz. OEl4-EA =AOlczyli EO=A0—EA"AQ)
— /4 AO—% AO] czyli prostopadta OE=1J AO .

299. Tw. Bok dziesigciokqgta for. wpisanego w ko-
to, rowna sie wigkszej czesci promienia podzielone-
go w srednio-skrajnym stosunku (fig. 160).

Linia AB jest bokiem dziesi¢cioboku for. wpisane-
go w kolo, przeto w trojkacie BOA kat O jest 'io cze-
$cig 211 czyli Vio IT, przeto dwa pozostate katy czynia
7io U, a ze sa sobie rowne, wigc kazdy jest ¥io cze-
Scig ILazatom dwa razy wigkszy od kata AOB; po-
prowadziwszy lini¢ B.I potowiaca kat B, linia BJ=.10
jako lezace naprzeciw katow réwnych O i JBO; w troj-
kacie ABJ bok BJ=AB dla rownosci katow przeciw-
legtych, kat bowiem zewngtrzny B,JO rowna sie /10 H
(S0. Wn.), przeto wewnetrzny B.IA~4io U — A;—
w trojkacie OBA linia BJ potowiaca kat B, dzieli pod-
staw¢ na odcinki proporcyonalne do bokow (142;:
OB; AB=0J.AJ czyli OA: AB=A >.JA, a zatem bok

AB dziesigciokata for. wpis, w kolo roéwna si¢ wie-
kszej i t. d.

210. 'Tw. Luk odpowiedni bokowipietnastokqta for.
wpis. w kolo, rowna sie. roznicy lukow, odpowiednich
bokom szesciokqta i dziesigciokqta.
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Luk odpowiedni bokowi szesciokaia jest '« 8kre-
gu za$ dziesigciokata f 0 okregu, przeto rdznica ich
%—'/iorzl° ,-T~.! okr kola.

’ 60 bo IS lel

211. Tw. Jezeli bok AB wielokqta for. wpisanego
w kolo przyjmiemy za bok wielokgta o podwdjnej fi
czbie bokow, to srodek kola opisanego na tym drugim
wielokqcie lezy na przecigciu sig prostopadtej VA) wy-
prowadzonej ze srodka boku z okregiem opisanym na
pierwszym wielokgcie (fig. 161).

Kat srodkowy w wielokacie o podwojnej liczbie
bokdw, jest potowa kata $srodkowego danego wielo-
kata, gdyz podwodjng liczbe razy zawiera sie w 211,
przytern $rodki obudwodch wielokatow leza na pro-
stopadtej do srodka boku AB, jako wspoélnej Sredni-
cy kot opisanych na tych wielokatach, przeto srodek
drugiego wielokata lezy na przecigciu sig¢ tej linii z o-
kregiem C, bo w tym tylko razie kat jego $rodkowy
ADB jest polewa kata srodkowego ACB-

212. Zg. Wdane kolo wpisaé a) kwadrat™. 15S]
Prowadze $rednice prostopadle Ad i [)B i konce ich
tacze proslemi, to czworobok jest kwadratem, gdyz
przekatnie sa prostopadle, przeto wszystkie boki ro-
wne, a ze przekatnie sg sobie rowne, przeto katy prosto
( 118.Wn. I). b) Szesciokqt for. przenoszgpromien ko-
fa na okreg sze$¢ razy, i otrzymam wielokat szukany,
gdyz bok szeSciokata réwna si¢ promieniowi (208)/
¢) Osmiokqgl for. (fig. 15S), wpisuje kwadrat ABCD
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i potowie luki odpowiednie bokom przez prostopa-
dte OE.. wyprowadzone do tych bokéw, srodki tu-
kow polaczone z wierzchotkami kwadratu daja wiek
zadany (203. 5°); albcr. $rodki L,M... lukow AG, GB
i t. d. lacze prostemi. d) Dziesieciokqt for.; promien
tego okregu dzielg w stosunku $rednio-skrajnym i
cze$¢ wigkszg przenosze na okreg (209). e) Pigtna-
stokqt for. (fig. 160); Z konca A promieniem boku AB
dziesigciokata, zakreslam tuk OC, a on na okregu O
odetnie tuk BC odpowiedni bokowi wielok. zadane-
go (210).

213. Zg. Na danym boku narysowaé a) sze$czo-
kqt foremny (fig. 157); na danym boku AB kresle
trojkat foremny AOB, z wierzchotka O promieniem
OA zakreslam okreg, na ktory bok AB przenoszeg szes$¢
razy; b) osmiokqt foremny (fig. 162); ze Srodka boku
AB wyprowadzam prostopadig i odcinam na niej EC=
EB, a punkt C jest srodkiem kola opisanego na kwa-
dracie, ktorego bokiem jest AB, gdyz prostopadta ro-
wna si¢ polowie boku; biorac wigc AB za bok osrnio-
kata, srodek kota opisanego na tym wielokacie lezy na
przecigciu si¢ prostopadtej EC z okregiem opisanym
na kwadracie t.j. w punkcie D, pozostaje wigc z punkta
D promieniem 1)B zakresli¢ okreg, i przenie$¢ na nie-
go bok dany AB oSin razy; c) dziesieciokqt foremny
(lig. 163); promieniem réwnym potowie boku danego,
kresle okreg styczny do tego boku w punkcie A i pro-
wadze sieczng BC przez §rodek tego kota, to BC:AB—
AB; DB czyli BC: CD=CD: DB, linia wigc CB jest pro-

24
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mieniem podzielonym w $rednio-skrajnym stosunku,
ktorego cze$¢ wicksza rowna si¢ bokowi danemu,—
pozostaje tylko tym promieniem zakresli¢ okreg kola
i przenie$¢ na niego bok AB dziesi¢¢ razy; &)pigecio-
kqt. foremny (fig. 163); srodek kota wielokata o po-
dwojnej liczbie bokow znajduje si¢ na okrggu opisa-
nym na wielokacie o dwa razy mniejszej liczbie bo-
koéw, przeto znalazitszy $rodek kota opis, na dziesig-
ciokacie foremnym, ktérego bok CF—AB, uwazam ten
bok za bok pigciokata foremnego, przeto okreg kota
opisany na pigciokacie przechodzi przez trzy punkta
C, F,B—i pozostaje tylko na ten okrgg przenies¢ bok
CF pi¢¢ razy; e) dwunastobok foremny (fig. 164), bok
dany AB biore za bok szeSciokata for., ktérego sro-
dek jest na prostopadtej CD i na tuku zakreslonym
z punktu A promieniem AB;—okreg wiec zakreslony
promieniem DA jest okregiem opisanym na sze$cioka-
cie, przeto Srodek kola opisanego na szukanym dwu-
nastokacie jest w punkcie E przecigcia si¢ prostopa-
dlej z okregiem D,—pozostaje tylko z punktu E pro-
mieniem EB zakre$li¢ okreg i przenies¢ nan bok AB
dwanascie razy.
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ROZDZIAL V.

Polgczenia okregow kot

$ 1. Warunki nieprzecinania si¢ i rownolegtosci;
przecinania si¢ i stycznosci.

214. Prosta taczaca $rodki dwoch okregdw zowie
si¢ linig srodkow, linia ta moze by¢ albo mniejsza,
albo rowna, albo wigksza od réznicy promieni; be-
dac wieksza od réznicy promieni, moze by¢ mniejsza,
rowng lub wigksza od summy promieni. Z tych sze-
Sciu stosunkow linii §rodkéw do promieni, wynikaja
warunki wzajemnego polozenia okrgegdéw lezacych na
ptaszczyznie. Kota lezace na ptaszczyznie moga miec
dwa punkta wspolne (26) i zowig si¢ przecinajgcemi
sig, gdy za$ te dwa punkta zlewajg si¢ w jeden, okre-
gi zowia si¢ stycznemi’, albo t¢z okregi nie maja za-
dnego punktu wspolnego i sa oddzielnemi, jesli za$
punkta jednego okregu sa jednakowo oddalone od
okregu drugiego, okregi zowig si¢ rownoleglemi
kiemi sg wspol-srodkowe. Okregi moga by¢ styczne
i oddzielne wewnetrznie lub zewnetrznie, podlug te-
go, czy punkta jednego lezag wewnatrz lub zewnatrz
drugiego.

215. Tw.gl. Okregikol sq,” a) oddzielne lub b) sty-
czne wewnetrznie, c) przecinajgce sie, d; styczne lub
e) oddzielne zewnetrznie,— gdy linia srodkowjest', a)
mniejsza lub b) rowna roznicy promieni—c) wigksza
od roznicy, lecz mniejsza od summy—d) rowna lub
0) wieksza od summy promieni.
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a) Zair. AB  AC—BD. Tw. ze wszystkie punkta
okregu B leza wewnatrz okregu A (fig. 165).

Przedtuzam lini¢ sSrodkow AB do przecigcia si¢ z o-
kregami w punktach D i C; punkt D lezy w okregu A,
gdyz odleglo$¢ jego DA od srodka tego kota, jest
mniejsza od promienia AC, bo z zalozenia roznica
promieni jest wicksza od linii §rodkow AB. Punkt
H okregu B lezy wewnatrz okregu A, gdyz oddalenie
jego AH od $rodka tego okregu, jest mniejsze od pro-
mienia AC, bo AH -c AB-J-BH czyli od AD, lecz AD
1< AC to tém bardziej Ali < AC.

b) Zak. AB—AC—BC. Tw. ze okregi A i B sg sty-
czne wewngtrznie (fig. 166).

Przedluzam lini¢ $rodkéw AB do przecigcia si¢
z okregami; punkt C przecigcia si¢ tej linii z okre-
giem B, lezy na okregu A, gdyz odlegtos¢ jego od
$rodka tego kota rowna si¢ promieniowi,—bo jesli
linia Srodko6w AB rowna si¢ roéznicy promieni, to pro-
mien kota mniejszego BC, powigkszony linig Srodkow,
rowna si¢ promieniowi okrggu A wigkszego ; punkt
IT okregu kota B lezy wewnatrz okregu A, gdyz AH
1iC AB+BH czyli od AC, przeto wszystkie punkta
okregu kota B, oprocz punktu C lezacego na okrggu
A, leza wewnatrz tego okregu, a lem samem okreg
B jest styczny wewngetrznie z okrggiem kola A.

¢) Zck. AB >AC—BD czyli AB-j-Bl) > AC i AB
~"AC+BD czyliAB—BD <5 AC. Tw. ze okregi prze-
cinaja si¢ (fig. 1G7).

Punkt D okregu kola B lezy wewnatrz okregu A,
gdyz AD—AB—BD, a ze AB—BD podtug zatozenia
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jest mniejsze od promienia okregu A to i AD AC;
punkt K okrggu B lezy zewnatrz okregu A-, gdyz AK=
AB-f-BK, a ze podtug zalozenia linia $srodkow z pro-
mieniem kola mniejszego, jest wigksza od promienia
kota wigkszego A to i AK > AC; a zatem okreg B ja-
ko majacy jeden punkt wewnatrz za§ drugi zewnatrz
okregu A, przecina si¢ z tym okregiem.

d) Zuk. AB—AC-j-BC. Th. Ze okregi sa styczne
zewnetrznie (fig. 168).

Punkt D przecigcia si¢ z okrggiem B znajduje si¢
na okrggu A gdyz CA=AB—BD, t. j. promieniowi
kota wigkszego, dla podobnéj przyczyny i punkt C
przecigcia si¢ z okrggiem kola A lezy na okrggu B,
przeto te punkta przecigcia si¢ linii srodkéw z okre-
gami s3 jednym punkiem wspdlnym dla tych obu okre-
gow; Wszystkie inne punkta okregu B lezg zewnatrz
okregu A, gdyz polaczywszy punkt H ze §rodkami kot
A i B, linia AH-|-HB >ACga-CB czyli Ali > AC.

e) Zak. AB >n AC-pBD. Th. ze okregi sa oddziel-
ne zewnetrznie (fig. 16!>).

Punkt I) przecigcia si¢ linii $rodkéw AB z okre-
giem B lezy zewnatrz okr¢gu A, gdyz AD—AB—BD,
a ze z Zalozenia promien okrggu A jest mniejszy od
linii $rodkow zmniejszonej promieniem drugiego o-
kregu, przeto Al) > AC; wszystkie inne punkta okre-
gu kola B leza zewnatrz okregu kota A, gdyz Ali-f-
HB > AD d-DB czyli AH > Al) za§ AD > AC, to tern
bardziej Ali > AC.

216. Tui. od. W okregach: a) oddzielnych, linia
Srodkowjest mniejsza od roznicy, lub wieksza od sum-
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mypromieni', b) w przecinajgcych sig, wigksza od ro-
znicy, lecz mniejsza od summy,; c¢) w stycznych ro-
wna roznicy lub summie promieni.

a) Linia $rodkow jest mniejsza od réznicy promie-
ni lub wigksza od summy; gdyz jesliby byta réwna
roznicy, to okregi bylyby styczne wewnetrznie, jesli-
by byla wicksza od roznicy a mniejsza od summy,
okregi przecinatyby si¢ i nakoniec jesliby byla rowna
summie, okregi bylyby styczne, co si¢ sprzeciwia za-
lozeniu. Podobnym sposobem dowiedliby$Smy innych
przypadkow.

Whn. 1. Punkt C dotknigcia si¢ okregow stycznych
lezy na linii Srodkow, gdyz jesliby lezal zewnatrz tej
linii w punkcie H (fig. 166 i 168), to poprowadziw-
szy promienie do tego punktu, w pierwszym razie ro-
znica promieni bylaby mniejszg, w drugim summa
promieni wigksza od linii §rodkow AB, a tem samem
okregi niebylyby styczne; styczna wigc w punkcie
zetknigcia si¢ okregdw, jest ich wspdlng styczng, ja-
ko linia prosta prostopadla do obudwoch promieni.

Wn. 2. W okregach oddzielnych zewnetrznie, od-
cinki linii srodkow, utworzone przez okregi, mierzq
najmniejsze i najwigksze oddalenie si¢ punktow tych
okregow, w oddzielnych zas wewnetrznie, odcinek od
strony srodka mniejszego okregu, mierzy najkrotsze
oddalenie, dla oddzielnych wewnetrznie (fig. 165) li-
nia CD—AC—(AB + BD), za$ HE-|-HB-f-AB >AE
czyli HE > AE—(HB -j-BA) przeto CD < HE; dla od-
dzielnych zewnetrznie (fig. 169), «) Bd-[-dc-\-ck >
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BD+ DC+CA czyli de.> DC, ¢j BiT + BA-FAc’>
dc' czyli D’C > d'c".

Wn. 3. W kotach przecinajacych si¢ (fig. 167),
linia §rodkow jest prostopadia do cieciwy taczacej
punkta E, H przecigcia si¢, gdyz $rodki kot A i B sg
rowno oddalone od koncow tej cieciwy.

217. Tw. Okregi oddzielne wewnetrznie, majgce
srodki w jednym punkcie, sq wzgledem siebie rowno-
legle (fig. 170).

Odcinek CD wspolnego promienia zawarty miedzy
temi okregami, mierzy najkrotsze oddalenie si¢ pun-
ktu I) jednego okregu od okregu drugiego; gdyz CD
rowna si¢ réznicy promieni, za§ kazda inna linia DE
jest od niej wigksza; linie te mierzace najkrotsze od-
dalenie punktow jednego okregu od okrggu drugie-
g0 sa sobie rowne, jako réznice rownych promieni,
przeto i oddalenia punktéw jednego okregu od wspot-
srodkowego sg jednakowe, czyli okregi wspotsrod-
kowe sa wzgledem siebie rownelegte.

Wn. Luki GC i FD okregow wspotsrodkowych,
zawarte mi¢gdzy promieniami kota wigkszego, zawie-
rajg jednakowg liczbe stopni, jako odpowiednie ka-
towi CAG zawartemu mig¢dzy temi promieniami,

218. Zg. Wzgledem okregu danego A, danym
promieniem BD nakresli¢ okreg a) oddzielny wewne-
trznie albo zewnetrznie. Na promieniu (fig. 165) AC
okregu, albo (fig. 169) od punktu I) wzigtego na prze-
dhuzeniu promienia AC odcinam promien d>my DB i
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tym promieniom z punktu B zakreslam okreg kota;
b) przecinajgcy go w punktach 111 E (fig. 167). Z pun-
ktu B lezacego w odleglosci promienia BD od pun-
ktow H i E zakreslam okreg kola i ten jest zadanym,;
c) styczny wewnetrznie lub zewnetrznie. Od konca
promienia C na tym promieniu (fig. 166) lub jego
przedtuzeniu (fig. 168) odcinam promien dany od G
do B to punkt B jest srodkiem zadanego okregu.

219. Zt. W fzemiostach kola wspoétsrodkowe kre-
$la si¢ na téj zasadzie, ze sa wzgledem siebie rowno-
legle; do okrggu kola wytoczonego A przyktada sig¢
prostokat niemajacy boku BC, opatrzony linialem FG,
prostopadlym do $rodka boku DE; gdy konce linia-
16w BC leza na okregu, cigciwa tuku BC jest czwar-
tym bokiem prostokata, przeto linial FG jest takzo
prostopadty i do j¢j srodka, a zatdom przechodzi przez
srodek kota A,—umieSciwszy wigc ostrze w pewnej
odlegtosci na liniale FG, ono zakre§li okreg wspot-
srodkowy, gdyz réznica promieni KG dla okrggu A
i rysowanego ostrzem G, jest jednakowa.

§ II. Punkta sprz¢zone z linig $rodkow.
(Centre de similitude directe et inverse).

220. Tw. Linie {gczgce konce promieni rownole-
glych, skierowanych w jednq strong, przecinajq sig
z linig srodkow w punkcie sprzezonym zewnetrznym,
zas lgczgce konce promieni skierowanych w przeci-
wne strony, przecinajq si¢ w punkcie sprzezonym ze-
wnetrznym wzgledem linii srodkow.
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1° Linie Liczace konce promieni Réwnoleglych
przecinaja si¢ w jednym punkcieffig. 172); linia A<z
przecina si¢ z linig srodkow Oo, bo promienie roéwno-
legle OA i oa sa nierowne,—linie GA i GO przecigte
rownoleglemi, dajg (139. Wn.5);0A: 0a~0G: oG a
ztad OA—oa: 0a"=0Ci—oG: 0G; trzy wyrazy téj pro-
porcyi dla wszystkich promieni rownoleglych nie zmie-
niaja si¢, przeto i czwarty oG jest staty, czyli wszystkie
linie taczace konce promieni rownolegtych przecinaja
si¢ w jednym punkcie. Podobnie promienie OD i od
skierowane w przeciwne strony daja: OD; od—Og:
go, a ztad OD-|-Z od=0g-{-0g: og, dla wszelkich
promieni skierowanych w przeciwne strony trzy wy-
razy tej proporCyi nie zmieniajg si¢, przeto i czwarty
Og jest staty, czyli linie taczace konce tych promieni
przecinaja si¢ w jednym punkcie. 2° Punkta Gi g
$3 sprzezone wzgledem linii $rodkow Oo, gdyz tak
stosunek odleglosci punktu G, jak i punktu g od kon-
coOw tej linii, jako rowne stosunkowi promieni, sg
sobie rowne, przeto GO: Go=gO: go.

Wn. Proporcyje OA—oa: oa—~Qo: oG tudziez OD
-\-od: od—~QOo: og pokazuja, ze dla kot a) dddziel
nych wewnetrznie O A—oa >. Oo przeto i oa>~ 0oG,t.j.
punkt sprzgzony zewnetrzny jest wewnatrz kola mniej-
szego, gdyz odlegtos¢ jego oG od srodka tego kola
mniejsza od promienia,podobnie i punkt sprzgzony we-
wnetrzny; b) Stycznych wewnetrznie, OA—oa=0o0
przeto i oa~o00O t.j. zewngtrzny w punkcie dotknigcia
si¢, zewnetrzny za$ wewnatrz mniejszego, gdyz OD-j-
od”™ 0o to od> og-, ¢) przecinajgcych sig, OA—oa <

25
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Oo to oa < oG zewngtrzny lezy zewnatrz kola mniej-
szego wewnetrzny wewnatrz, gdyz OD-}-0¢/> Oo to i
od ~og', d) stycznych zewnetrznie, ()A—o0”tOo0
to i oa K oG zewnatrz mniejszego, za$ wewnetrzny
w punkcie dotknigcia si¢, gdyz OD+0"=Qo to i od
~o0g-, €) dla oddzielnych zewnetrznie, zewnetrzny ze-
wnatrz mniejszego—wewnetrzny migdzy okregami.

Uw. Punkta sprzezone linii $srodkow wyznaczane
przez linie taczace konce promieni rownoleglych,
najdoktadniej wyznaczaja si¢ przez wspoélne styczne
do tych okregdéw, gdyz przecinajg lini¢ Srodkow pod
katem wiekszym od innych linii.

221. Tw. Punkta sprzezone zewnetrzne, wzgle-
dem linii srodkow trzech okregow A, B i C, lezqg na
Jjednej linii prostej (Cg. 173).

Do okrggéw A i B, Ai C, Bi C prowadze wspol-
ne styczne KL, MN i ON taczace konce promieni ro-
wnoleglych i skierowanych w jedna strone, ktore
przecinajac si¢ z liniami $rodkéw AB, AC i BC daja
trzy punkta D, E, F sprzezone zewngetrzne wzgledem
tych linii, potrzeba dowies¢ ze te trzy punkta lezg na
jednej linii prostej. Dla okregéw A i B mamy: AD:
DB—AK: BL za$ dla A i C, EC: EA=CN: AM, mno-
zac te proporcye otrzymamy: AD.EC: DB.EA—CN:
BL gdyz drugi stosunek ma wspolny czynnik AK i AM;
lecz CN: BL—FC: FB, przeto i AD.EC:DB. EA=FC:
FB a ztad AD.EC.FB—DB.EA FC, azatem trzy pun-
kta D, E i F lezace na przedtuzeniu bokow trojkata
ACB, sa w kierunku linii prostej (158).
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Wn. Podobnym sposobem dowiedliby$my, ze pun-
kta sprzezone wewnetrzne dwoch linii srodkéw z pun-
ktem sprzgzonym zewngtrznym trzeciej, leza na jednej
linii prostej. Linie przechodzace przez podobne pun-
kta sprzezone zowig si¢ osiami sprz¢zonemi (axe de
similitude directe et inverse), trzy wiec okregi maja
cztery osie sprzezone: jedng zewnetrzna, a trzy we-
wnetrzne.

222. Zg. Znalezé punkta sprzezone dwoch okre-
gow O 1o (fig. 172).

Prowadz¢ promienie rownolegle ()A i oa skiero-
wane w jedng strong, a linia tgczaca ich konce A«
przecinajac si¢ z linig srodkéw Oo daje punkt G sprze-
zony zewngetrzny, linia za$ Ee taczaca konce promie-
ni skierowanych w przeciwne strony, przecinajac si¢
z linig $rodkéw daje punkt g wewnetrzny.

223. Zg. Do dwoch danych okregow O i o popro-
wadzi¢ linie styczne.

Gdy promienie okregow danych a) znacznie sie ro-
znig (fig. 172), wynajduje¢ ich punkta sprz¢zone G
i g (222) a styczne Gv, Gc, ge i gd poprowadzone
do jednego okregu o sg zarazem stycznemi i do dru-
giego O, gdyz jeden jest tylko punki sprzezony; b)
mato si¢ roznig (fig. 174); réznica promieni tych o-
kregow, ze $rodka A kola wiekszego, zakreslam okreg,
do ktorego ze $srodka kota mniejszego B prowadze
styczng BC, przedtuzam promien AC prostopadtly do
tej stycznej, a on przecinajac si¢ z okregiem A daje
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punkt D, przez ktory przechodzi styczna zadana; po-
prowadziwszy promien BE réwnolegly do AD, otrzy-
mamy i drugi punkt E lezacy na tej stycznej DE;—
czworokat bowiem CE jest roéwnolegtobokiem (116,
4), a ze w nim kat C jest prosty, przeto on jest pro-
stokatem, a zatem linia DE prostopadta do promieni
okregow, jest ich wspdlna styczna;—c) nierozniq sie
(fig- Ho) czyli sa sobie réwne; do linii $srodkow AB
prowadze promienie AC i BD prostopadle, a linia CD
laczaca ich konce jest zadana, gdyz czworokat AD
jest prostokatem.

224. Zg. Przez punkt dany J nakreslié koto sty-
czne do dwoch prostych zbiegajgcych sie (fig. 176).

Prowadze lini¢ EF polowigcg kat zawarty miedzy
danemi prostemi AB i CS), ktéra jako rowno oddalo-
na od ramion kata (102. Wn. 1), zawiera $rodki wszy-
stkich okregdéw stycznych do obu tych linii; punkt]J ta-
cze z punktem zbiegu prostych danych AB i CD (167),
a ze punkt zbiegu jest sprzezonym zewngtrznym dla
okregow stycznych do linii danych (220), przeto linig
JN tgczaca punkt J, majgcego si¢ nakresli¢ okregu,
z punktem sprzezonym, przechodzi przez konce pro-
mieni roéwnoleglych w okregach stycznych do linii da-
nych;—jesli wigc z punktu dowolnego K potowiacej
EF, promieniem rownym prostopadtej KG, wyprowa-
dzonej z tego punktu na rami¢ CD, zakreslimy okreg
kola, to on bedzie stycznym do linii danych, jako be-
dacych w odleglosci promienia od $rodka lego kola
(172), promienie za$ KN i KL s3 rownolegte do pro-
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mieni kot stycznych, tgczacych punkta przecigcia si¢
tych okregéw z linig IN, przeto przez punkt J Zadane-
go okregu poprowadziwszy linie rownolegle do tych
promieni, one przecinajac si¢ z potowiaca FE daja $ro-
dek S i F zadanego kota i pozostaje tylko z tego pun-
ktu zakresli¢ okreg styczny do jednej z linii danych CD.
Jesli punkt dany I (fig. 177), lezy na linii polowiacej EF
to prostopadta JG wyprowadzona z tego punktu do li-
nii EF jest styczng do okrggu zadanego, a ze i linia Cl)
jest takze styczna, przeto punkt G jest zbiegiem stycz-
nych parzystych; odcigwszy wigcGH rowne GJ otrzy-
mamy punkt Il dotknigcia si¢ stycznej CD z okrggiem
szukanym (182. b), a linia HS prostopadta do sty-
cznej CD w punkcie jej dotkniecia I, przecinajac si¢
z linig srodkéw EF, daje srodek S zadanego okregu.
Odcinajgc Gi1)=GJ otrzymamy drugi okreg styczny
do linii danych.

225. Zt. Jezeli dwa bloki (fig. 178) polaczymy
sznurem lub rzemieniem wyprezonym DCGF z pota-
czonemi koncami, wtedy obracajac jeden z nich, o-
bracamy i drugi, w tym samym lub w przeciwnym kie-
runku, podlug lego, jak te sznury styczne leza z tej
samej, lub z przeciwnych stron sznura.

. Linie potggowe okregow.
II. Lini g kregd
(Axe radical,—Potenzlinien).

226. Linig potegowa dwoch okregdw zowie si¢
taka prosta, z ktoréj wyprowadzone styczne do tych
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okregdw, sa sobie rowno; zowie si¢ tak dla tego, ze
iloczyny z odcinkéw siecznych tych kot, rachowane
od punktu ich przecigcia si¢ z dwoma ze stycznych
rownych, jako réwne kwadratom z tych stycznych
(185. Wn.) sa sobie rowne, a iloczyny te zowia si¢
potegami okregow (Potenz der Kreise), a ze styczne
poprowadzone z kazdego punktu linii potggowcj do
dwoéch okregdéw, sg sobie rowne, przeto i sieczne po-
prowadzone z kazdego punktu tej linii wzgledem tych
dwoéch okregow, majg rowne iloczyny ze swych od-
cinkéw, rachowanych od tego punktu linii potegowe;.
Przecigcie si¢ linii potegowych zowie si¢ srodkiem po-
tegowym, (cenire radical). Okreg zowiesi¢ potggowym
(orthogonalnym )wzgledem drugiego okregu, gdy jego
promien jest srednio-jeometrycznie proporcyonalnym
migdzy odlegto$ciami jego $rodka od koncow sredni-
cy lezacej na linii srodkéw—Okreg moze by¢ potego-
wym wewnetrznie lub zewngetrznie Bdbig  tego, czy
srodek jego lezy wewnatrz lub zewnatrz drugiego
okregu. I tak: «) jesli (fig. 115) ze spodka prosto-
padiej DC do $rednicy AB zakre$limy okreg kota, to
promien jego CD jest $red.-jeom.-prop. migdzy odle-
gtosciami CA i CB (177. Wn. !). b) Z punktu zbie-
gu stycznych parzystych (fig. 179) BD i BC zakresli-
wszy okreg, styczne te beda prostopadiemi do pro-
mieni okregu A, i nawzajem promienie okregu A jako
prostopadte do promieni okregu B sg styczne wzgle-
dem lego okregu; tak promien okrggu B jest $rednio-
jeom. prop. migdzy odlegltosciami swego Srodka od
koncow srednicy GF okregu A, jako tez i promien
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okregu A jest sred.-prop. migdzy odleglosciami $rod-
ka A od koncow $rednicy EH (185), i dla tego okre-
gi potegowe zewnetrznie, s3 wzajemnie potggowemi.
Okregi majgce $rodek potegowy w punkcie sprzgzo-
nym linii $rodkéw dwoch innych okregdw, zowia si¢
okregami wzajemnemi (cercie reciproque).

227. Tw. Cigciwy tuczqce punkta dotkniecia linii
stycznych wspolnych, dwoch okregow, sq wzgledem
siebie rownolegle (fig. 180).

W kazdym z tych dwoch okregoéw, styczne wypro-
wadzone z punktu sprze¢zonego, jako parzyste, sg so-
bie rowne (182. Wn. 6), przeto stosunek dwoch sty-
cznych jednego, réwna si¢ stosunkowi dwoéch stycz-
nych drugiego, czyli styczne te sg proporcyonalne, a
zatem linie taczace ich konce sg wzgledem siebie ro-
wnoleglte (139. Wn. 2).

228. Tw. Rownolegla i rowno oddalona od dwoch
cigciw tuczqgcych punkta dotknigecia si¢ dwoch stycz-
nych wspdlnych dla dwoch okregow,—jest linig po-
tegowq tych okregow (fig. 180. L 11 i 111).

Prowadzg styczne wspolne A« i B> do dwoch okre-
goéw C i C ktorych cigciwy AB i ab sg wzgledem sie-
bie rownolegle (227) i zarazem prostopadle do linii
srodkéw, jako przechodzacej przez punkt O zbiegu
stycznych parzystych (182. Wn. ¢); ze §rodka L linii
Vp mierzacej oddalenie si¢ cigciw roéwnoleglych AB
i ab wyprowadzam prostopadta LK, a mam dowies¢



200

ze styczne KH i Kh wyprowadzone z punktu K tej linii
do okregdéw C i ( sg sobie rowne.

Punkt K i punkt G przecigcia si¢ linii LK ze wspol-
ng styczng Art, ze Srodkami okregéw C i C tacze linia-
mi prostemi i uwazam ze: CK —CL =cK —-cL jako

-2
rowne kwadratowi z KL (141. Wn. 1), podobnie CG
przeto (

, lecz r6znica dwoch liczb
nie zmienia si¢ gdy odjemng i odjemnik powigkszy-
my o jednakowa liczbg, przeto powigkszywszy odje-
mng i odjemnik z pierwszej strony o CL za$ z dru-
giej o cL mamy CK — CGi=cKJl——cGl. Linia AG—
Grt, gdyz PL—L;> (138), przeto
jako réwne kwadratom z liczebnej wartosci linji sobie
rownych AG i Ga; dodajac ostatnig réwnos$¢ do po-
przedzajacej otrzymamy: (

czyli
gdyz CA—-=cli zas ca—eh; a
ze CKI—Cli—Kil za$§ cK — ch —/lik przeto KR
czyli KH=KA.

W/?. 1. Linia rownooddalona od cigciw rowno-
leglych, jest miejscem Wszystkich punktow z ktorych
mozna poprowadzic styczne rowne do dwoch okregow,
gdyz KLI*+CL =CK i KL  cL2=Kc, odejmujac
otrzymamy: CL —cL =CK —<cK tudziez

odejmujac mamy;
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hc —CK—XKc] gdyz podtug twierdzenia KH—K",
przeto CL——cL — CII—e/ f jako dwie ilosci ro-
wne trzeciej CK —XK¢' |, a ze réznica promieni Cli —
eh jest stala, przeto i CL —cL jest takze stala, czyli
przez punkt L przechodza wszystkie prostopadte wy-
prowadzone z takich punktéw, z ktérych poprowa-
dzi¢ mozna styczne rowne do dwoch okregow’, czyli
ze te wszystkie punkta sa na jednej prostopadiej KL.

Wn. 2. W okregach przecinajacych si¢ (lig. 180.
III), wspolna cigciwa FJ jest linig rowno oddalona od
cigciw AB i ab, gdyz z punktu K lezacego na tej cig-
ciwie poprowadzone styczne KII i /ik sg sobie ro-
wne, bo kwadraty z liczebnoj warto$ci tych stycznych
rownajg si¢ iloczynowi KF, K.I.

Wn. 3. Do okregdw stycznych zewngtrznie lub we-
wnetrznie wspolna styczna GC (fig. 1661 168) jest linia
potegowa, gdyz styczne GL i LM z punktu jej popro-
wadzone, jako rowne slyczndj GC sa sobie réwne.

Whn. 4. Dla»okregow oddzielnych rownych, linia
potegowa potowi lini¢ srodkéw, gdyz cieciwy lacza-
ce punkta dotkniecia stycznych wspdlnych, sa Sredni-
cami prostopadtemi do linii §rodkow.

229. Tm. Osie zasadnicze trzech okrggow A,BiC
brane po dwie przecinajq si¢ wjednym punkcie, czyli
majq jeden Srodek zasadniczy (fig. 181).

Linie potggowe LD i ND okregow A zB i Az C
przecinaja si¢ w punkcie D, a mam dowie$¢ ze linia

26
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potegowa okregow C i B przechodzi przez punkt D.
Punkt 1) lezy na linii potegowej DL, przeto styczne
poprowadzone z punktu I) do okregéw A i B sg so-
bie réwne, dla podobnej przyczyny styczne D> i Dc
do okregéw A i C sg takze roéwne, przeto D«=DZ>
—Dec, a zatém punkt D znajduje si¢ na potggowej o-
kregow B i C.

230. Tw. Jezeli dwa okregi A i B przetniemy sie-
cznemi ID i JC, wychodzgeemi z punktu sprzezonego
J, to dwa punktajednej siecznej, wejscia i wyjscia,
wziete nie najednym okregu, z podobnemi dwoma
punktami drugiej siecznei, lezqg najednym okregu.
(fig. 182).

Aby dowies¢ ze cztery punkta F, E, I), C znajduja
si¢ na jednym okrggu, potrzeba dowie$¢ ze odleglo-
$ci punktu zbiegu J od tych punktéw, sa odwrotnie
proporcyonalne, t. j. JD: JC=JF: JE. Promienie AD
i BG sarownolegte (220), przeto JG: JD=JB: JA, po-
dobnie JH: JG—IJB: JA, a zatem JG: JD=JH:JC, czyli
JG: JH=JD: JC; dla okregu B sieczne JG i J1I daja
JG: JH—IJF: JE (177) ; w dwdch ostatnich propor-
cyach pierwsze stosunki rowne, wiec i drugie satakzo
rowne: JD'. JC=JF: JE. Podobnym sposobem dowie-
dlibysmy ze i punkta E, D, H, L;—1), E, L, H;—G,
K, F, C;—G, K, II, L lezg na jednym okregu.

Wn. Jesli do okregow A i B poprowadzimy sty-
czne wspolne IN i JO, to punkta ich dotknigcia si¢
M, N, O, P leza na okregu, gdyz IN—JO i JM=JP
(1S2. Wn. 6), przeto JN: JO—JP: JM.
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231. Tw. Wszystkie okregi obopolne dwoch kol da-
nych, majq srodek potegowy w punkcie sprzezonym,
tych kol (fig. 182).

Okregi obopodlne przechodzace przez punkta E, D
i F,Club H, L; tudziez okregi przechodzace przez
punkta G, Ki F, C Iub H, L, majg cigciwg wspolna
J1) za lini¢ potegowa; podobnie okregi przechodza-
ce przez punkta F, C i E, D lub G, K tudziez przez II, L
i E,D lub G,K maja cieciwe wspdlng JC za lini¢ pote-
gowa— a zatem punkt przeciecia si¢ J linii potego-
wych, jest srodkiem potegowym wszystkich okregdw
obopdlnych.

232. Zg. Do trzech okregow danych A, B, C, po-
prowadzié¢ okreg styczny (fig. 183).

1) Oznaczam punkta sprzezone zewnetrzne tych
trzech okregow branych po dwa: A z B, w punkcie
D,—A zCwD iBzCw D”,—ktore leza na osi po-
dobienstwa prostego I1)”’D (221); 2) Prowadze¢ okreg
obopoélny do danych trzech okregow A, B i C kre-
$lac z punktu zewngtrznie sprz¢zonego okregow A i
B sieczna DE, ktora oznaczy punkta F i E lezace na
tym okregu i z punktu D” sprz¢zonego okregow B i
C sieczna D”’F, ktora oznacza punkta F i G,—okreg
o przechodzacy przez punkta E, F, G, jest obopdlnym
dla okregéw A z B i B z C, a zatem jest obopdlnym
dla tych trzech okregéw. 3) Cigciwa FJ wspdlna dla
okregow B i o jest ich osia potggowa, a ze linia DD”
jest osig potegowa wszystkich okregdw obopdlnych
wzgledem trzech kot danych, a tom samem i szukanych
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okregdéw stycznych, przeto punkt L ich przecigcia si¢
jest srodkiem poteggowym czterech okregdw B, 0 i szu-
kanych stycznych,t.j. ze linie potegowe tych okregdw
branych po dwa, przechodza przez punkt L;—TIinig
potegowa okregu B i okregéw z nim stycznych, jest
wspolna ich styczna (228. Wn. 3), przeto styczne LM
i LN poprowadzone z punktu L do okrggu B, sg za-
razem stycznemi do szukanychokregdéw, LM do sty-
cznego zewngtrznie dla A, B, C, za$§ LN do styczne-
go wewngetrznie. Otrzymawszy podobnym sposobem
srodek potegowy okregow O, C i szukanych stycz-
nych, otrzymamy lini¢ potggowa tych stycznych i
okregu C prowadzac styczne L'M' i L’N’, pozostajo
tylko do linii LM i L'Al’ nakresli¢ okreg styczny w pun-
ktach M i M’ i drugi okreg styczny do linii LN i LN’
w punktach N i N’ ktorych srodki O i O’ leza na liniach
prostopadtych, wyprowadzonych z punktéw dotknie-
ciaM, M i N, N".

Jesliby okregi A, B i O byly rownych promieni (fig.
184), wtedy przez $rodki tych zakre§lam okreg(178)
i §rodek jego O tacze¢ ze sSrodkami A, B, C okregow
réwnych, a odcinki ich zawarte miedzy srodkiem O
a punktami przecigcia si¢ z okrggami danemi, dajg
promienie OD, OF, OE tudziez 0.1, OH, OG okregow
stycznych;—gdyz a) linie OD, OF, OE s3 sobie ro-
wne, jako réznice pomigdzy promieniami okregu
przechodzacego przez S$rodki i okregow A, B, C ro-
wnych— okregg zakreslony promieniem OD jest sty-
czny wewnetrznie do okrggdw danych, bo linie srod-
kow OC, OA, OB roéwnajg si¢ summie promieni OD
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4-DC, OF4-FA, OE-f-EB; b) linie OJ, OIl, OG sa
rowne, jako summy promieni okregu przechodzace-
go przez $rodki A, B, C i okregow danych rownych;
okreg zakreslony promieniem OJ jest styczny, gdyz li-
nie srodkow OC, OA i OB sg ro6znicg promieni: OJ—
OD, Oli—O0A, OG—OB. Jesliby okreg styczny miat
by¢ takim, zeby okregi B i C byly do niego stycznemi
wewnetrznie za$ A zewngtrznie lub nawzajem, wtedy
zamiast prowadzi¢ linie przez trzy punktasprz¢zoneze-
wnetrzne, poprowadziliby$my przez dwa wewngtrzne
okregow A zBi A z C a na niej lezy i zewngtrzny okre-
g6éw B z C i postepujemy tak jak poprzednio (fig. 185).

233. Zg. Danym promieniem nakresli¢ okreg sty-
czny do dwoch okregow: a) zewnetrznie (fig. 186).
Na przedtuzeniu promienia AB odcinam BF rowne
promieniowi okregu C i z punktu C promieniem AF
zakre$lam tuk, odcinam BE—IJD i z punktu D promie-
niem AE przecinam ten tuk w punkcie G, ktory jest
srodkiem zadanego okregu, gdyz proste srodkow GC
i GD rownaja si¢ summie promieni; b) wewnetrznie
(fig. 187). Ze srodka pierwszego okregu C rdznica
promieni danego AB i okregu C zakre§lam tuk, ze
srodka za$ drugiego D podobna réznicg promieni
przecinam luk w punkcie G, a on jest $rodkiem za-
danego okregu, gdyz linie Srodkéw GC i GD s3 ro-
znicg promieni GJ i JC tudziez GH i HD; ¢) do okre-
gu C styczne wewnetr znie, zas do 1) zewnetrznie (fig.
18S); ze $rodka C rdéznica promieni, za$ z I) summa
promieni zakreslamy tuki, ktére przecinajac si¢ w G
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daja $rodek zadanego okregu, gdyz dla okregow G
i C linia srodkéw GC réwna réznicy, zas dla Gi D
summie promieni.

234. /g. Przez punki dany C poprowadzi¢ kolo
styczne do dwoch okregow A i B (fig. 189).

Punkt C mozna uwaza¢ za okreg zlewajacy si¢
z swoim $rodkiem, ktdry jest punktem sprzgzonym
wzgledem okregu A i C, Bi C— potaczywszy go
z punkiem sprz¢zonym okregow A i B otrzymamy li-
ni¢ potegowa okregow obopolnych do A i B prze-
chodzacych przez punkt C, postepujemy dalej jak
N° 232, pamigtajac ze punkt C zastepuje miejsce pun-
ktow D’ i D”. Jezeli okregi majg by¢ styczne w je-
dnakowy sposodb, to bierzemy punkt D sprzezony ze-
wnetrzny okregdw A i B, w przeciwnym razie wewne-
trzny.

235. Zg. Nakresli¢ okreg styczny do dwoch okre-
gow A, B iprostej C'C (fig. 190).

Jezeli prostg C C uwazaé¢ bedziemy za tuk okregu
bardzo wielkiego, to styczne jego zlewaja si¢ z prosta
CC’ (69), punkt wigc sprzezony okregu A i linii CC
* jest na Srednicy okrgegu A prostopadtej do CC’, bo wte-
dy ona przechodzi i przez srodek okregu za tuk ktore-
go bierzemy CC’, jako prostopadia do jego stycznej,
punkta sprzezone sg koncami $rednicy, wewngtrzny
od strony linii, zewnetrzny z przeciwnej strony, gdyz
jesli promien jednego okregu jest tak wielki, ze przy
nim opusci¢ mozna promien drugiego okregu, to po-
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przedniki w proporcyi N° 220 mozna uwazaé za 1o-
wne t.j. promien okregu wigkszego i linig §rodkow
okregébw a zatem i nastepniki, czyli promien okregu
mniejszego i odlegto$¢ punktu sprzezonego od $rod-
ka tego okregu. Zagadnienie wigc to rozwiazuje si¢
jak N° 232, t.j. 1) prowadzi si¢ o sprzezona ze-
wnetrzna DD D”; 2) sieczne DE i DT, to okreg GFE
jest obopolnym okregow A, B i prostej CC’; 3) ozna-
czam punkta L i L’ przecigcia si¢ cigciw wspolnych
z osig sprzezona; 4) punkta N, M i n, m stycznych
parzystych wyprowadzonych z punktu L i L’ do okre-
gow A i B, a one sg stycznemi do okrggéow szukanych
w punktach N i n tudziez M i m.

Jesliby okrgg mial by¢ stycznym wewngtrznie do
okregow A i B, to wziglibySmy punkta sprzezone we-
wnetrzne okregow A, B z prosta CC’; jesliby zas do
okregow A, B bylo styczne nie w jednakowy sposob,
wzielibysmy dla okregéw A i B punkt sprzezony we-
wnetrzny, dla linii i jednego okregu wewngtrzny, za$
dla linii i drugiego okrggu zewngetrzny.

236.Zg. Danym promieniem AB nakresli¢ okreg
styczny do drugiego C i przechodzqcy przez punkt
1) lezgcy, a) na okregu C (fig. 191); przez punkta
C i D prowadzg¢ lini¢ i od puklu D odcinam promien
dany wjedna lub drugg stron¢ podlug lego, czy okreg
ma by¢ stycznym wewnetrznie lub zewnetrznie (215);
0) za okregiem (fig. 192); summa lub réznica pro-
mieni zakreslani okrgg ze $rodka okrggu danego i
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z punktu D danym promieniem przecinam ten okreg
w dwoch punktach.

237. Zg. Promieniem AB nakresli¢ okreg styczny
do okregu C i prostej DE (fig. 193).

Okreg promienia AB ma by¢ stycznym do okregu
C, przeto odleglos¢ jego srodka od $rodka C jest ro-
wna summie lub roznicy promieni podtug tego, czy
ma by¢ stycznym zewngetrznie lub wewnetrznie; z pun-
ktu wigc C promieniem réwnym summie zakreslam
okreg, a na nim leza $rodki wszystkich okregoéw pro-
mienia AB, stycznych do okregu C. Okreg szukany
jest stycznym do prostéj DE, przeto jego $rodek lezy
w odleglosci promienia AB od tej linii (172), a za-
tem $rodek stycznego okregu do okrggu C i linii DE
znajduje si¢ w wspdlnem przecieciu si¢ K i J okregu
zakres$lonego z C z linig KJ rownolegta do DE w od-
leglosci AB.

238. Zg. Nakreslic okreg styczny do okregu A
w punkcie B i przechodzqcy przez punktu (fig. 194).

Okreg ma by¢ stycznym do okrggu A w punkcie B,
przeto Srodek jego znajduje si¢ na promieniu AB; a
ze ma przechodzi¢ przez punkta B i C przeto srodek
jego znajduje si¢ takze na prostopadtej wyprowadzo-
nej ze srodka linii CB, a zatem na wspolnem przecie-
ciu si¢ linii AB z prostopadla DE.

239. Zg. Przez dwa punkta B i C nakresli¢ okreg
styczny do okregu A (lig. 195).
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Uwazajac punkta B i C za okregi zlewajace si¢ ze
swemi $rodkami, punkta ich sprz¢zone z okregiem A
Znajdowac si¢ beda W samychze punktach B i C; punkta
B iC jako okregi réwne ma ja punkt sprzezony wewng-
trzny w $rodku linii BC (220.Wn.), przeto linia BC jest
osig sprzezong punktow B, C, uwazanych za okregi
w granicy zmniejszania si¢ i okregu A; okreg prze-
chodzacy przez punkta B, C i przecinajacy okreg A
jest okregiem obopolnym, bo linie BE i BC sa sie-
czne wychodzace z punktu sprz¢zonego C do punktu
B za$ z tego punktu do okrggu A; $rodki wigc okregow
obopdlnych i szukanego okregu leza na prostopadie;j,
wyprowadzonej ze $rodka linii BC i na ptomieniach
okregu A przechodzacych przez punkta 1M dotknig-
cia stycznych parzystych, wyprowadzonych z punktu
L przecigcia si¢ wspolndj cieciwy z osig BC potego-
wa okregow obopolnych.

240. Zg. Przez punkt dany B nakresli¢ okreg sty-
czny zewnetrznie do okregu A i do prostej CC (fig.
196).

Uwazajac punkt B i prosta CC za granice zmniej-
szania i powigkszania si¢ okrggu: 1) oznaczam pun-
kta sprzezone 1) i D' okregu A i prostej CC, zas sam
punkt B jest punkiem sprzezonym okregu A i pun-
ktu B;— prosta BD jest osig sprzezona, a tern sa-
mom potegowa okregow obopolnych wzgledem &kre
gu A, punktu B i prostej CC; 2) prowadze¢ sieczne
DE i DB i przez punkta GEB okreg o tudziez cigciwe
EL wspoélnego przeciecia si¢ tego okregu z A; 3)

27
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oznaczam punkta M i N dotknigcia si¢ stycznych LM
i LN, a okregi przechodzace przez punkta N, B lub
M, B styczne do prostéj CC (190), sa zadane.

241. Zt. Przy kresleniu potaczenia kot w maszy-
nach, mianowicie zebczastych, w celu zamienienia
ruchu obrotowego okoto jednej osi, na ruch obroto-
wy okoto drugi6j; rysunek zasadza si¢ na zagad. po-
przedzajacych, a obracanie si¢ kot na tej wiasnosci:
ze gdy odlegto$¢ srodkow rowna si¢ summie lub ro-
Znicy promieni, okregi sg stycznemi, przeto jesli srod-
ki okregéw niezmienne, kota styczne w jednym po-
lozeniu, sa stycznemi w ciggu ruchu. Obrét jednego
okregu nadaje drugiemu ruch w przeciwng strong,
jak okreg A okregowi B (fig. 197), lub w te sama jak
okreg A okrggowi B (fig. 198), lub okreg E okrego-
wi C za posrednictwem kota D (fig. 199).

242. Zt. Ozdoby architektoniczne wklesto-wypu-
kte (doucine renversee) mozna rysowaé za pomoca
N°256, a\ lecz ze promienie réwnajg si¢ potowie li-
nii pochylej AB (fig. 200), i okregi sa stycznemi w jej
srodku, przeto na potowach linii AE i EB kresle troj-
katy foremne ACE i EDB i z ich wierzchotkéw Ci D
promieniami CE i ED zakre$lam tuki, a one sg stycz-
nemi w punkcie E, gdyz kat AEC=DEB, przeto linie
CE i ED sa jedng prostg (49), i linia $rodkow CD
réwna summie promieni.

243. Zt. Rysunek muru utrzymujacego nakrycie
kuchennego komina, wymaga niekiedy kreslenia tu-
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kow stycznych. Niech (fig. 20!) EC przedstawia ze-
wnetrzng $ciang komina majacego ksztalt kosza prze-
wréconego, K mur utrzymujgcy komin, J lisztwe u-
trzymujaca ten mur, BM’ sztabg zelazng danej wiel-
kosci i potozenia, opierajaca si¢ na postumencie G;—
potrzeba koniec sztaby M’ potaczy¢ z krawedzia dol-
ng lisztwy J za pomoca tukow stycznych {zgodzonych}
zewnetrznie. Przedtluzam BM' do spotkania si¢ z dol-
ng krawedzig lisztwy LJ w F,— promieniem AJ pra-
wie rowmym potowie M'F zakreslam tuk,—prowadze
promien AD tego luku, prostopadty do M’F i koniec
jego D z punktem M’ laczg prosta przecinajacg tuk
A w M; za$ do liniit BM’ w M’ $rodek tuku stycznego
do tuku A w punkcieM’ lezy na prostopadiej do BM’'
wyprowadzonej z punktu M”(172), na linii Srodkow
AM (216. Wn. 1), przeto we wspolnym ich przecigciu
si¢ O.

244. Zt. Kreslenie owalow uzywanych przy ryso-
waniu lekéow arkady.

a) Linia trzech srodkow (fig. 202). Linie AM iBN
wyrazaja mury podpierajace arkade, AB szeroko$¢
za$ DC wysokos$¢ arkady. Na potowie szerokosci AC
kresle trojkat foremny i odcinam CF—CD, przez
punkta I) i F prowadze prosta do przeciecia si¢ z EA
w punkcie G i przez G prowadze rownolegla do CE
przecinajaca DC w .I, za§ AB w I1; punkta J i H sa
srodkami tukéw zadanych majacych za promienie
JD i HA. Linia JD=JG bo ich stosunek réowna si¢
stosunkowi linii CD i CF (130. Wn. 5) rownych z wy-



212

kreslenia, linia HA=HG jako boki trojkata #owno

katnego;—tuk DG styczny do GA , gdyz linia $rod-
kow JH réwna JG—HG réznicy promieni, tuk za$ GA
styczny do AM, gdyz promien jego jest prostopadty do
t¢j linii. Luk GA—60° jako odpowiedni katowi GHA
trojkata foremnego, tuk DG—30° jako odpowiedni
katowi J rownemu DCF"DCA—FCA=90°—60 b)
Gdy wysokos¢ arkady nie jest dang (fig. 203), dtu-
g0$¢ AB dziele na trzy czgSci réwne i z punktow C
i I) kresle okregi, a punkta ich przeciecia si¢ C, D. E,
F sa srodkami tukéow Gil, KJ, GJ, HK stycznych(216),
a ze trojkat CFi) jest rownoboczny, przeto Inki HA,
HK, KB maja po 60°. ¢) Jesli owal ma by¢ bardzi¢j
podtuznym, wtedy szeroko$¢ jego AB (fig.204) dziele
na cztery cz¢$ci i z punktow C, D i E czwartg czg-
$cig szerokos$ci zakreslam okregi, ze srodka AB wy-
prowadzam prostopadla do spotkania si¢ z cigciwa-
mi EN i EM w punktach L i K i te punkta sg §rod-
kami okrggow stycznych do okrggdw C i E w pun-
ktach F, G i 1I,J. Troéjkat DNE jest foremny, jako
majacy promienie za boki, przeto tuk JB=60°, luk
PG—30° gdyz kat PKG trojkata KDE jest dopetnie-
niem kata DEK d» 90°; a zatem luki JBG i HAF maja
po 120°, zas FPG i HOJ po 60°. d) Powyzsze spo-
soby daja owal ztozony z tukéw znacznie roéznigcych
si¢ promieni; chcac za$ nakre$li¢ owal dowolnie
zblizony do utworzonego cigglym ruchem, ze srodka
szerokosci B, wyprowadzam prostopadta BC (fig.
205), potowa AB szerokosci i potowa BS wysoko-
sci zakreslam okregi wspotsrodkowe i ich ¢éwiartk
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AC i RS dzielg na jednakowa liczbe rownych cze-
$ci,—odpowiednie podzialy okregu wickszego tacze
cigciwami DF, EU, FV rownoleglemi do $rednicy CX
(173. Wn. 2), w okregu mniejszym prowadze cigci-
wy rownolegle do drugiej $rednicy AB, ktore prze-
cinajac si¢ z.cieciwami okregu wigkszego dajg pun-
kta K, L, M lezace na zadanym owalu, pozostaje tyl-
ko przez punkta A, K; K, L... nakresli¢ tuki styczne
wewnetrznie. Srodek luku AK jako przechodzace-
go przez punkta A i K lezy na prostopadtej do srod-
ka cieciwy AK (173), jako za$ stycznego do naste-
pnego luku w punkcie K, lezy na prostopadiej do sty-
cznej przez punkt K poprowadzondj (172). przeto
lezy we wspdlnern ich przecigciu si¢ N; srodek tuku
przechodzacego przez punkta K, L, lezy takze na pro-
stopadlej do cigciwy KL i na linii KN (216. Wn.l) t.j.
we wspolnern ich przecigciu si¢ 01 $rodek luku LM
lezy na przedtuzonym promieniu luku KL przecho-
dzacym przez punkt dotknigcia si¢ L i na prostopa-
dlej do $rodka cieciwy LM i t. d. e) Owal ciaglym
ruchem kresli si¢ w len sposob: ze Srodka szerokosci
AB 'fig. 236) wyprowadzam prostopadia CD i odci-
nam CE réwne wysokosci, z punktu C potowa sze-
rokosci AB zakre§lam luk przecinajacy si¢ z AB w pun-
ktach F i G,—w tych punktach zatykam dwa ostrza
i ni¢ z Iaczonemi koncami wktadam na te ostrza; nié
ta powinna by¢ tak dluga, aby po naciagnieciu jej
koncem otowka, koniec ten padt na punkt A;—pro-
wadzac koniec otowka tak, aby ni¢ obracajaca si¢
okoto oslrzow F i G byta wyprezona, narysujemy
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owal. Im dokladniej kreslenie to bedzie wykonane,
tern bardzi¢j owal bedzie si¢ zblizat do linii krzywej
zwanéj Elipsq.

245. Zt. Kreslenie pochytych owalow.

Gdy podstawa arkady nie jest pozioma, czyli pro-
stopadta do jej uszakéw, wtedy potokreg nie moze
shuzy¢ za arkade, gdyz styczne do okregu wzgledem
siebie rownolegle, sa zawsze prostopadle do $redni-
cy, taczacej icb punkta dotkniecia; arkada wigc w tym
razie sktada si¢ z dwoch tukow spojonych (stycznych
wewngetrznie), stycznych do uszakow w koncach pod-
stawy AB; wspdlna styczna do tych okregéw zowie
si¢ linig wierzcholkowg. Przy kresleniu takiego owa-
lu, jezeli jest dana a) podstawa AB co do kierunku
i wielkosci, zas spojenie lezy na prostej CB pionowej
przechodzqcej przez jej srodek (fig. 207); odcinam
CD—CA i przez punkt D prowadze KG réwnolegte
do AB; jeden wigc tuk bedzie stycznym do uszaku
w punkcie B zas do KG w D tak, ze linie GD i GB
sobie rowne, jako boki rombu,—sa jego stycznemi
parzystemi, — przeto $rodek jego lezy na promie-
niach prostopadtych do tych stycznych przechodza-
cych przez punkta dotknigcia B i D t.j. w punkcie
F, podobnie s$rodek drugiego okregu tycznego do
KG w punkcie I) za§ do uszaku w punkcie A, lezy
w punkcie E przecigcia si¢ prostopadtych wyprowa-
dzonych z punktow zetknigcia:—tuki te majg w pun-
kcie 1) styczng wspolna, przeto sa stycznemi.
Prosta wierzchotkowa KG co do wielkosci i poloze-
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nia wzgledem uszakow i punkt D spojenia lukow
(fig. 208); odcinam GB=DG i DK=KA i linie te
beda styczne parzyste; podstawa zas jest AB,—pro-
mienie wigec BF i DF prostopadte do stycznych w pun-
ktach dotknigcia B i I) daja $rodek F jednego tuku,
za$ promienie DE i AE punkt E $rodek drugiego tu-
ku;—c¢) podstawa AB i polozenie linii wierzchotko-
wej K'G' (fig. 209); odcinam K'd'=:AK' i G’d=G’B,
a punkt D przecigcia si¢ linii Ad' i Bd jest punktem
spojenia okregdéw, gdyz poprowadziwszy przez ten
punkt linig KG réwnolegta do K’G’ ona jest wierz-
chotkowa, gdyz KD=KA jako bedace w tym samym
stosunku co Ak’ i K’d' (139. Wn. 5), podobnie DG _
GB a zatem te linie sg stycznemi parzysterni, a pun-
kta E i F srodkami tukéw; d) polozenie stycznej spo-
Jenia KG ipodstawy AB, tudziezjeden uszak AM (fig.
210); odcinam KD—AK to beda styczne parzyste tu-
ku pierwszego, ktérego srodek E,— dla znalezienia
srodka drugiego tuku, a tém samem i uszaka, odci-
nam EL—ED i prowadz¢ DL do spotkania si¢ z da-
ng podstawag w B i z tego punktu prowadze¢ prosto-
padia do KA, ktoéra przecinajac si¢ z ED, daje Sro-
dek szukany F, prosta bowiem DF—FB gdyz DE—
EL a tuk zakreslony ktorgkolwiek z nich jest styczny
do |)G i GB w punktach D i B. ¢) Aby narysowac¢ ca-
ty owal skosny (fig.211) na liniach rownych AB i DD’
potowiacych si¢ w punkcie C,—z koncow jednsj linii
prowadzg prostopadte na druga, ktore przecinajac si¢
dadza cztery srodki tukow: E i F tukow AD i DB,
E i F' lukow BD’ i D’A.
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246. Zt. Kreslenie wolutyjonicznej (fig. 212).

Niech BC oznacza promien oka woluty, t.j. kola
do ktoérego la krzywa ma by¢ styczna,— promieniem
tym BC kresle kolo, prowadzg¢ $rednice do siebie firo
stopadle BC i BE i konce ich Licze cigciwami, ze Srod-
ka B prowadz¢ prostopadle do tych cigciw 2, 41 1,3
i dzielg je na sze§¢ rownych cigciw, podzialy te ozna-
czam liczbami I, 2, 3... 12, a punkta te wzigte w od-
wrotnym porzadku s3 srodkami tukéw stycznych we-
wnetrznie, ktorych proste srodkow sg 12,11; 11,10...
2, 1. Promieniem pierwszego luku jest zazwyczaj
12C, lecz w takim razie tuk ten nie jest stycznym do
oka, lepiej wigec bra¢ 12D, albo a C, bo wtedy bedzie
styczny; tuk ten skonczy si¢ w R na linii 12, [ I $ro-
dek przejdzie do punktu 11 i promien powigkszy si¢
o lini¢ 11, 12; promieniem | IR kresle tuk do punktu
0, s$rodek przejdzie do punktu 10 za$§ promien po-
wigkszy si¢ o linig 11, 10 i t. d.

247. Zt. Linia Jajowata (ore) fig. 213).

Linia AB jest szerokos$cig krzyw¢j, ze $rodka jej
C wyprowadzam prostopadta CK, linic CB polowie
w punkcie I) i odcinam AF i BE réwne Al) t.j. % sze-
rokosci; na linii AB jako $rednicy zakre§lam okreg i
przez punkta II i G potowiace ¢wiartki dolne BN i NA
z punktami E i F lacze prostemi i z punktow E i F
promieniami EA i FB zakreslam tuki AL i BM; z pun-
ktow G i Il promieniami GM i IIL zakreslam *tuki
przez $rodek cigciwy GII réwnoleglej do AB, beda-
c¢j linia $rodkéw tych tukow; prosta NK potowie
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w J i prowadze linie GJ, a ta daje promien JS luku
SO, stycznego do tukow LO i MS.

24S. ZI. Krzywa zblizona do spiralnej kreslimy
dwoma sposobami, albo rozwijajac, albo zwijajac ob-
wod wielokata. W pierwszym razie, wierzchotki linii
famanej sa $rodkami tukéw stycznych wewnetrznie,
promieniem pierwszego jest bok a nastepnie promien
powigksza si¢ o bok idacy po tym wierzchotku—prze-
to im mniejsze boki, tern linia bardziej zbliza si¢ do
spiralnej; za pomocg tego.sposobu mozna nakresli¢
arkade, niemajacag poziomej podstawy, zblizong do li-
nii ciagnionej. Niech AB (fig. 214) wyraza wzniesie-
nie jednego konca arkady nad pozioma przechodzaca
przez drugi koniec i AC szeroko$¢ krzywej; arkada
powinna zawiera¢ ISO", przeto potrzeba rozwingc
potowe tylko wielokata. Chcac aby krzywa sktada-
la si¢.z osSmiu tukéw, na AB kresle dziewieciokat,
majacy bok pierwszy i ostatni prostopadlty do tej li-
nii, dla tego aby luki byly styczne do AB i linii do
niej rownoleglej t. j. do drugiego uszaku. Odcinam
Al) réwne obwodowi wielokata bez jego podstawy
AB i odcinam CEz=AD,—wyprowadzam prostopadta
EF i rysuje na niej wielokat AG zrysowany na AB,
a wierzchotki jego, wzigte za srodki tukoéw stycznych,
daja zadany owak

28



PLANIMETRYI OZESE 1.

Plaszezyzny ograniczone liniami.

ROZDZIAL L

Rownosc.

§ 1. Przystawanie.

249. Plaszezyzna ograniczona liniami nosi lei sa-
me nazwiska jak linie ograniczajace ja i zowie sig troj-
katem, czworokatemi t.d.; summa za$ linii ogranicza-
jacych plaszczyzng zowiessig iéj obwodem. Obwod fi-
gury roznisie od figury, uwazanéj jako polyczenie linii
tém, ze w polaczeniu linii uwazaliSmy whasnosei ksztal-
tu czyli zaleznosé jednych od drugich co do wielkosei
i polozenia wyrazanego przez katy, zas obwod wyraza
tylko summe tych linii. Plaszczyzna ograniczona okre-
giem, zowie si¢ kolgm,—ograniczona lukiemi jego ci¢.
ciwa, odeinkiem,—zas tukiem i promieniami przez jego
koniec przechodzacemi, wycinkiem. Figury sq rowne

- gdy majq ksztalt i wielkosé jednakowa—takiemi s fi-
gury przystajace we wszystkich punktach i figury sy-
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metryczne. Plaszczyzny majace trzy punkta wspodlne,
majg wszystkie punkta wspolne czyli stanowig jedng
ptaszczyzne (1S, 2°), przeto plaszczyzny ograniczo-
ne przystaja, gdy ich obwody przystaja do siebie.
Przystawanie figur ograniczonych liniami prostemi,
uskutecznia si¢ na tej zasadzie, ze punkt pada na
punkt dla réwnos$ci linii prostych (4. Wn. 4), za$
linia prosta przystaje do linii dla rownosci katow
(40); lecz dla innych figur to nie ma miejsca, ich
przeto przystawanie zasadza si¢ na wilasnosci pun-
ktéow i linii odpowiednich, jak w kolach na wtasno-
sci ich srodkoéw. Plaszczyzny ograniczone tak pro-
stemi, jako t¢z i krzywemi jeometrycznemi liniami
(punkta bez przerwy po sobie idgce, majace jedna-
kowa wtasno$¢), majag pewne punkta odpowiednie,
jak w okregach srodek,—w owalu utworzonym cia-
glym ruchem czyli hiperboli (244) dwa punkta, od
ktorych summa odlegltosci kazdego punktu owalu jest
jednakowa i t. d., w ograniczonych prostemi liniami,
wierzchotki katow: réwnych zawartych migdzy ro-
wnemi bokami, przeciwlegltych bokom réwnym, od-
powiednie czgsci bokow i t. d. Jesli z punktu jedndéj
figury poprowadzimy dowolne proste do jej obwodu,
z punktu za$ odpowiedniego drugié¢j figury lini¢ glo-
wng odpowiednia ktorejkolwiek linii pierwszej figu-
ry, a inne lak, aby katy rachowane od dwoch linii
gtownych odpowiednich tych figur kolejno byly so-
bie rowne, linie te zowig si¢ nachylonemi, a punkta
zbiegu punktem nachylenia (Convergenzpunkt); prze-
to nachylone odpowiednie w dwoch figurach sq te
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ktore czynig z odpowiedniemi glownemi liniami kg

ty rowne, punkta za$ przecigcia si¢ ich z obwodem
lub z soba zowia si¢ odpowiedniemi (homologe), r6-
znica miedzy pierwszemi punktami odpowiedniemi,
przez ktére poprowadzilismy gtowne linie odpowie-
dnie ,—a ostatniemi, wyznaczonemi przez inne linie
odpowiednie, jest ta, ze pierwsze wskazuje nam
sam ksztalt figury t.j. gldéwna wlasno$¢ rozniaca ja
od innych figur, za$ ostatnie, sa punkta jednakowo po-
lozone wzglgdem pierwszych.— Figurami réwnemi
moga by¢ tylko figury tego samego nazwiska, trojka-
ty, prostokaty, pigciokaty, okregi, wycinkii t.d. gdyz
takie tylko pod wzglgdem ksztalttu maja jednakowa
gtéwna wilasnos¢, a tém samem i odpowiednie glo-
wne punkta.

250. Tw. gl. Gdy nachylone odpowiednie sq sobie
rowne: AD=ad, AF—af.., to i oddalenia odpowie-
dnich punktow sqjednakowe:. EG=eg, EF=:ef, GC
—gc (fig. 215).

Linie taczace odpowiednie punkta s3 sobie réwne
jako boki trojkatéw majacych z zatozenia po dwa bo-
ki i po kacie zawartym réwnym (92).

W/i. Katy zawarte migdzy liniami taczacemi od-
powiednie punkta sa sobie rowne, gdyz kat E1)A=
eda, A.)¥=adf jako katy trojkatow majacych po
dwa boki i po kacie zawartym rownym, zatém i kat
FA})F==edf 1 t. d. Kat AlIC—ahc, gdyz kat HAC=
hac i ACe¢=flCg.
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251. Tw. od. Gdy oddalenia odpowiednich pun-
ktow A, E, G, D,, a, e, g, d.., sqjednakowe, to lipie
tgczqce te punkta z ktorymkolwiek z nich, lub z pun-
ktem jednakowo oddalonym od dwoch odpowiednich,
sq nachylone odpowiednie (fig. 241).

1° Linie AE i ae, AG i ag, AD i ad.., sa nachylo-
ne odpowiednie, gdyz trojkaty AEG i aeg, AGD i agd..,
jako majace z zalozenia po trzy boki rowne, majg ka-
ty Aia réwne. 2° W figurach EDCB i edgb punkta
A i a sg réwno oddalone od punktow odpowiednich
E, Bie b, alinie AE, AG, AD.., ae, ag, ad.., s3 na-
chylone odpowiednie, gdyz kat A—a jako w trojka-
tach EAB i eab majacych po trzy boki z zalozenia ro-
wne;—bok AC—uac i kat CAB jako w trdjkatach
majacych boki AB—uab, \|(" ~bc i kat B—ABE-I-EBC,
rowny katowi b~abe-\- ebc gdyz ABE=i/6 e z poprze-
dzajacych trojkatow i EBC=&OC (250. Wn.) — linia
AF=<z/ i kat FAC—fac jako w trojkatach majacych
boki AC—/1C, Gde—cf1 po kacie zawartym rownym ja-
ko bedacym roznica katow FCB i ACB, fcb i ach, i t.d.

252. Tw. gl. Gdy nachylone odpowiednie sq sobie
rowne, figury przystajq do siebie i nawzajem (f. 214).

1° Linie odpowiednie gtowne AD i ad sa sobie r6-
wne, prowadze z punktu A dowolne linie AE, AG, AF..,
za$ z punktu « linie ae, ag, af.., tak aby kat EAD—
ead. GihD—gad, DXY=daf.., i zaktadam ze one od-
powiednio s3a sobie rowne AE=«¢, AG=flg, AF=
af.., a mam dowies¢ ze figura ad przyslaje do AD.—
Przenoszg figure ad na AD lak aby punkt ¢ padt na

*
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A, linia gléwna ad padla na lini¢ gtowng AD, to punkt
d padnie na D dla rownosci tych linii, wtedy linia ae
przystanie do linii AE dla réwnos$ci katow EAl) i ead
i punkt e padnie na E dla rownosci tych linii; dla po-
dobnej przyczyny wszystkie odpowiednie linie, a tern
samem i punkta, przystaja do siebie, a ze punkta E,
G, F.., sa dowolne, przeto wszystkie punkta obwo-
du figury ad przystaja do obwodu figury AD, a za-
tem figury te przystaja we wszystkich punktach (149)-

2° | nawzajem: gdyz po przeniesieniu figury ad na
AD, jesli z jakiegokolwiek punktu poprowadzimy li-
nie do obwodu jednej figury, one beda wspdlne dla
obu figur, a przeto w obu figurach sg sobie réwne i
czynia z jedna z nich katy réowne.

Wn. Wielokaty przystaja do siebie gdy ich wierz-
chotki przystaja, sa wigc sobie rowne gdy linie po-
prowadzone do ich wierzchotkow, sg nachyleniami od-
powiedniemu Odpowiedniemi punktami wielokatow
sg punkta dzielace boki réwne na jednakowe czesci;
odpowiedniemi za$ liniami, s linie dzielace katy ro-
wne na czesci odpowiednie — w figurach wige ro-
wnych tak linie faczace punkta odpowiednie, jako t6z
same linie odpowiednie, sg sobie rowne.

253. Tu>. Wielokqty przystajq, gdy majq boki i kq-
ty idgce w tym samym porzqdku rowne (fig. 215).
Poprowadziwszy przekatnie z wierzcholkéw odpo-
wiednich A i @, 6ne sg pochylemi odpowiedniemi AD
i ad jako lezace w trojkatach EAD i ead majacych po
dwra boki réwne i po kacie E i e zawartym miedzy
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temi bokami roéwnym,— liniec AC i ac dla téj samej
przyczyny sa odpowiednie, kat bowiem ADG—-adc
gdyz EDC=¢¢Zc, z zalozenia, za§ EDA=etZa z po-
przedzajacego trojkata i t. d.

Ww. 1. Wielokaty rowne sktadaja si¢ z jednako-
wej liczby trojkatéw rownych i podobnie potozonych
i nawzajem.

Wn. 2. Trojkaty sa rowne gdy maja po dwa bo-
ki i po kacie zawartym réwnym, gdyz te dwa boki
sg pochylemi odpowiedniemi; lecz ze trojkaty, w sze-
$ciu przypadkach, majac trzy czg$ci rowne maja i po-
zostate czgéci rowne, przeto w tych wszystkich przy-
padkach N° 92, 93... 97, trojkaty sa sobie rowne i dla
tego one zowig si¢: szescioma przypadkami przysta-
wania trojkgtow™ te 6 przyp. przystawania trojkatow
od poprzedzajgcych roznig si¢ tern, ze tam réwnosé
trzech czesci pociagata za soba tylko rownosé trzech
pozostatych, tu za§ réowno$¢ trzech czesci, pocigga
za sobg rownos¢ wszystkich linii odpowiednich (252.
Wn.) i katow miedzy temi liniami zawartych.

W/z. 3. Czworokqty sq sobie rowne gdy majq po
piec czesci rownych, gdyz skladajq si¢ z trojkgtow
rownych i podobnie polozonych (253. Wn. 1). A gl6-
wnie: a) wszystkie boki kolejno rowne i po jednym
kqcie (fig.216), bo poprowadziwszy przekatnie BD i
FH przeciwlegle katom rownym A i E, — pierwsze
dwa trojkaty DAB i HEF sa rowne jako majace po
dwa boki i kacie zawartym rownym z zatozenia, dru-
gie za$ jako majace po trzy boki rowne, dwa z zalo-
zenia a trzoci z poprzedzajacych trojkatow; o) trzy
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boki i dwa kqty miedzy niemi taWarle rowne: AB=t
EF, BC=FG, CD=GH i kat B—F, C—G, gdyz troj-
katy BCD i FGH z zalozenia maja po dwa boki i ka-
cie zawartym, zas$ trojkaty ABD i EFH maja bok AB
—FEF z zatozenia, BD—FM z poprzedzajacych trojka-
tow, i kat zawarty ABD—EFH jako rdéznice katoéw
réwnych: czworokata i pierwszego trojkata; c) po
trzy kqty i dwa boki przy nich lezgce rowne: kat A
—E, B—F, D—H i bok AB—EF, AD—EH; trojkaty
ABD i EFH, majg z zatozenia po dwa boki i po kacie
zawartym, za§ BCD i FGH bok BD—EH i katy przy
nim lezace jako réznice, katéw rownych z zalozenia
j katow dwoch pierwszych trojkatow; d} po cztery
boki i przekqgtniéj, gdyz tak dwa pierwsze jako t¢z i
dwa drugie trojkaty maja po trzy boki réwne.

Wn. 4. Rownolegloboki sq rowne gdy majg po
trzy czesci rowne, gdyz rownoleglo$¢ bokow prze-
ciwlegtych zastepuje dwa pozostate warunki—a gld-
wnie dwa boki i kqt zawarty, dwa boki i przekqtnia
liczgca ich konce. Prostokqty sq rowne gdy majq po
dwa boltiprzylegle rowne, gdyz prostopadtos¢ bokow
zastepuje miejsce trzeciego Warunku; kwadraty uko-
sne czyh romby sq rowne, gdy majg po boku i kgcie
rownych,—roéwnos$¢ bokow zastepuje miejsce trzecie-
go warunku. Kwadraty sa rowne gdy maja po boku
rownym,—roéwnosé bokow i katdow zastepuje miejsce
dwoch innych warunkow.

Wiz. 5. Wielokqty sq rowne gdy majg wszystkie
czeSci rowne, procz trzech niebedgcych samemi bo-
kami—co miato miejsce w trojkatach i czworokatach:
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«) dwoch bokow i kqta miedzy niemi zawai tego (fig.
215): DEide, EAiea ikat E if; poprowadziwszy
z wierzchotkdw A i a przekatnie, trojkaty ABC i abc,
maja po dwa boki i kacie miedzy niem zawartym roé-
wnym z zalozenia, podobnie tréjkaty ACD i acd ma-
ja bok AC=0Zf z poprzedzajacych trojkatow, CD=
cd z zalozenia i katy migdzy niemi zawarte rowne,
jako réznice katow wielokata i trojkata poprzedzajg-
cego i t, d. ostatnie za$ trojkaty DEA i dea maja bok
AD—ad z poprzedzajacych trojkatdéw i katy przy nim
lezagce rowne D—d, jako réznice katéw réwnych, DAE
~dea réznice migdzy katami wielokata a sjmma ka-
tow poprzedzajacych trojkatow majacych wierzcho-
ek w A i 0) dwoch kqtow i boku bedgcego wspol-
nym ich ramieniem. 1)id, E ie i boku DE ide, pier-
wsze trojkaty sa réwne jak poprzednio, ostatnie za$
ADE i ade maja po dwa boki i po kacie zawartym ro-
wnym: Al\=«6Z z poprzedzajacego trojkata, AE"raC
z zatozenia, kat DAE=tZ//e jako réznice katow ro-
wnych wielokata i summy katéw majacych wierzchot-
ki w A i tz poprzedzajacych trojkatow; c) trzech kg-
tow kolejno idgcych: D id, E ie A ia pierwsze sa
rowne jak poprzednio, ostatnie za§ ADE i -ade jako
majace po trzy boki réwne, d} Wielokqty sq takie ro-
wne gdy majq boki i przekgtnie rowne, gdyz trojkaty
z zalozenia maja po trzy boki rowne, et Wielokqty fo-
remne sq sobie rowne, gdy majg po boku réownym,
bo wtedy wszystkie boki i katy sa takze rowne.
W/z. 6. Kola sq sobie rowne, gdy tnajq promieni

rowne (fig. 217). Poprowadziwszy w jedném z nich
ol
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dowolne promienie OA, OC, OD, OB.., w drugim za$
dowolny promien og, a inne promienie lak, aby czy-
nity z tym promieniem takie katy, jakie w kole O czy-
nig inne promienie z OA t. j. ¢z ¢c=:AOC, «ot Z=AOD,
AO0B=00.., to promienie te sg nachylone odpowie-
dnie, a Ze sa sobie rowne, przeto i koto o réwne ko-
hu O (252). Wycinki AOB i aob okrgegdw réwnych
zawierajace jednakowa liczbe stopni sg sobie réwne,
gdyz poprowadziwszy wjednym z nich dowolne pro-
mienie, za§ w drugim odpowiednie, co uskutecznic¢
mozna z przyczyny rownosci katoéw AOB i aob, na-
chylone te sg sobie rowne. Odcinki kot rownych i
rownych lukéw ADB i adb sa sobie rowne, gdyz po-
prowadziwszy odpowiednie pochyle, one sg sobie
rowne, przeto tuk adb przystaje do luku ADB, i cig-
ciwa ab do cigciwy AB z przyczyny przystawania pun-
ktow Aza i B zb.

$ II. Symetryczno$é.

254.Figury symetryczne tem si¢ roznig od przy-
stajacych, ze ich punkta odpowiednie idag w przeciw-
nym porzadku, linie wiec taczace odpowiednie pun-
kta, rownie jak i nachylone, sg sobie rownej zawiera-
ja katy réwne, tak jak w figurach przystajacych, tylko
leza w przeciwnym porzadku. Linia potowiaca kat za-
warty mi¢dzy dwoma liniami odpowiedniemi dwoch fi-
gursymetrycznychjWychodzacemi z ich punktu wspot-
nego odpowiedniego, lub odpowiednio potozonego
zowie si¢ osig symetryi, figury zas symeiryczniepolo-
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ionemi wzgledem tej osi. ¥ Tylko figury symetryczne
plaskie przystaja do siebie, gdyz ptaszczyzny jakkol-
wiek potozone, wierzchnig lub spodnig strong do wie-
rzchniej, majac trzy punkta wspolne przystaja do sie-
bie,—przystawanie to uskutecznia si¢ polozeniem wie-
rzchniej strony ptaszczyzny na wierzchnig. W powie-
rzchniach np. wypuklych, wierzchnia strona rézni si¢
od spodnidj, gdyz jedna jest wypukla a druga wkle-
sta, a przeto ani wierzchnia do wierzchniej, ani spo-
dnia do spodniej czegsci nie przystaje, lecz tylko spo-
dnia do wierzchniej —ztad widzimy, ze przystawanie
figur symetrycznych ptaskich wynika z wytacznoj wia-
snosci ptaszezyzn. W ogdlnosci wige figury symetry-
czne maja ksztalt i wielkos$¢ jednakowa lecz nie przy-
staja do siebie. Nazwawszy rownemi figury majgce
ksztalt i wielko$¢ jednakowa, odroézni¢ nalezy wia-
sno$¢ figur przystajacych, od wlasnosci figur nieprzy-
stajacych, lecz rownych przez symetryja.

255. Tw. gl. Wierzcholki figur symetrycznych le-
Zzg na linii prostopadtej do osi symetryi w rownej od
niej odleglosci.

*) Podlug dawniejszych Jeometrow, figury symetryczne sa te,
ktorych punkta odpowiednie leza na liniach prostopadtych
do osi lub ptaszczyzny symetryi, w rownej od niej odle-
glodci; delinicya wigc la nie $ciaga si¢ do figur symetrycz-
nych bezwzglednie uwazanych, ktére w kazdem potozeniu
sa symelryczncmi np. dwa trojkaty prostokatne powstate
z trojkata symetrycznego, z ktorych jeden posuwany po
ptaszczyznie, nie przystaje do drugiego w zadném potoze-
niu,—lecz $cigga si¢ do szczegdlnego potozenia wzglgdem
linii lub plaszczyzny dwoch figur symetrycznych.
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1° Jezeli punkt C, odpowiedni i wspolny dla obu
figur symetrycznych lezy na ich obwodzie ABC i
«IyC Iub a"d"C (fig. 2IS), to dla pierwszej z druga
osig symetryi jest linia CX' potowigca kat migdzy li-
niami odpowiedniemi CA i Ca’ wychodzacemi z pun-
ktu C, a tern samem i migdzy wszystkiemi liniami 1a-
czacemi ten punkt z punktami odpowiedniemi B, b...
bo jesli kat ACX’'  «’CX, to i kat BCX'=b CX’, gdyz
dodali$my katy rowne ACB i t£CO’" jako zawarte mic-
dzy liniami odpowiedniemi (250. Wn.); polaczywszy
wiec punkta odpowiednie A z <’ otrzymamy trojkat ro-
wnoramienny A Oz’, gdyz linie CA i Ca’ laczace pun-
kta odpowiednie figur symetrycznych sa sobie réwne,
a zatem o$ CX' dzielaca kat lego trojkata jest prosto-
padta do srodka jego podstawy Azz; dla podobnej
przyczyny linia CX’ jest prostopadla do srodka pod-
stawy B¢’ trojkata symetrycznego BCZ>' i t. d. 2° Je-
zeli punkta symetrycznie i odpowiednio potozone
wzgledem dwoéch odpowiednich punktow dwoch fi-
gur symetrycznych (fig. 219), umiesciemy w jednym
punkcie C' i z tego punktu poprowadzimy odpowie-
dnie pochyle C’A, CB, CC.., Ca, Cb, Cc.., to linia
C’X potowiaca kat miedzy odpowiedniemi pochyte-
mi C'A i Ca jest osig symetryi;—o§ symetryi poto-
wigca kat dwoch odpowiednich pochytych, polowi
katy zawarte mi¢dzy innemi pochylemt, gdyz kat AC B
=aCbh, kCC—aCc.., przeto w trojkatach réwnora-
miennych \Ca, BCO, linia C’X potowigca kat jest
prostopadla do $rodka podstawy.

Uw, Jezeli dwa wielokaty symetryczne maja jeden
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bok odpowiedni wspdlny, to on jest osig symetryi,
gdyz potowi kat zawarty miedzy liniami taczacemi
koniec tego boku (lub jakikolwiek punki jego) z dwo-
ma punktami odpow icdniemi tych figur, bo kazda z nich
CB i C> czyni ze wspolnym odpowiednim bokiem CA
katy rowne (250. Wn.).

256. Tw. od. Figury ABC i a’>'c' majgce punkta
na prostopadtej do linii CX' w rownej od niej odle-
glosci, sq symetryczne, zas linia Jjest osig syme-
tryi (fig. 219),

Z punktu dowolnego C’ linii C'X’ do ktordj popro-
wadzone prostopadle A<z, B/f Cc’, zawarte migdzy
obwodami figur ABC i a'b’c’, sg sobie réwne;—pro-
wadze linie C’A, C’tt’, C’B, C'I.., a mam dowies$C ze
one s3 odpowiedniemi nachylonemu Troéjkaty AC'«,
BC7/, CC/c.., sa symetryczne, gdyz z zatlozenia pro-
stopadta X’C’ potowi ich podstawy, przeto CA=GV,
CB=C»",=C’C=CV.,i katy'CC'X=c'C’X\ BC'X'=
//ICX, AC’X' a’CX jako rdéznice katow roéwnych
utworzonych przez o$ symetryi w trojkatach rowno-
ramiennych (91. Wn. 3); linie wigc C'A, CB, CC i
Ca’, C7/, Cc jako réwne i tworzace odpowiednio
katy rowne sa nachylone odpowiednie, a ze idg w prze-
ciwnym porzadku, przeto figury ABC i sg syme-
tryczne, linia za§ CX' potowiaca kat CC'c jest osig
symetryi.

Wn. Figury symetryczne i symetrycznie polozone,
obracane okoto osi symetryi przyslaja do siebie, gdyz
linie taczace odpowiednie punkta, jako prostopadto
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do tdj osi przystaja dla rownosci katow réwnych, zas
punkta odpowiednie przystaja dla rownosci prosto-
stopadlych; albo nachylone odpowiednie przystaja
dla rownosci katow zawartych migdzy temi liniami
a osia, za$ punkta odpowiednie przystaja dla réwno-
$ci tych linii.

257. Zg. Wykresli¢ wielokat rowny danemuABCD...
za pomoca <z) trojkqtow rownych i jednakowo poto-
zonych (fig 220). Z wierzchotka A prowadze przeka-
tnie Al), AC, AB, i na linii ae~AE kresle trojkat aed
—AED, zapomoca trzech bokéw albo tez dwoch i kata
zawartego( 109); nastgpnie trojkat fl</¢c=ADC i t.d. 6)
prostopadtych na linie odpowiednie”, prowadze¢ lini¢
dowolng XY, i na nig z wierzchotkéw wielokata pro-
slopdate, na linii xy odcinam xf/=W, JG—ig,
Gil—gh i z punktéow f, i, g, h, wyprowadzam pro-
stopadle rowne odpowiednim /&=FB, gc—GC.., a
wielokat bcdea jest zadany, gdyz po polozeniu linii
kh na KII, wielokaty przystaja do siebie; c) prosto-
padtych na boki tréjkgta, czworokqta i t. p. (fig. 221);
kresle tréjkat AEG majacy za wierzcholtki trzy wierz-
chotki wielokata, za$ z innych na boki trojkata pro-
wadz¢ prostopadte, kreslg trojkat aeg—AEG i odci-
nam «fc£Al, «7r=JK i t. d. i z punktéw ztad otrzy-
manych prowadze¢ prostopadle réwne odpowiednim
ib—JB, /rf=KC.., a wiclokat abcd.., rbwna si¢ wie-
lokatowi ABCD.., gdyz po potozeniu trojkata aeg na
AEG, wierzchotki przystaja do siebie; d} rownole-
glych (fig. 222); przez wierzchotki wielokata prowa-
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dze réwnolegte rowne sobie Afl, Bo, Co.. a wielokat
abcde ma z danym boki i katy rowne, gdyz czworo-
boki Ac, EcZ.. jako majgce dwa boki réwne i rowno-
legte, sardwnolegltobokami; c) opisania figury pro-
stokgtem podzielonym na kwadraty (fig. 223); kresle
prostokat fi—FJ, i dziele go na takie kwadraty na ja-
kie podzielitem FJ; dla oznaczenia w prostokacie hg
punktéw odpowiednich punktom ABCi).., w odpo-
wiednich kwadratach znajduj¢ punkta jednakowo po-
lozone wzgledem ktéregokolwiek boku tego kwadra-
tu np. w Jk punkt ¢ odpowiedni punktowi A kwadra-
1K, zakres$lajac z / promieniem LA luk, przecinajac
go z k promieniem KA;—po przeniesieniu wigc pro-
stokata Ag na I1G, kwadraty a tern samem punkta od-
powiednie przystajg do siebie.

Uw. Podlug powyzszych sposobdéw otrzymamy fi-
gury symetryczne, biorac linie odpowiednie w prze-
ciwnym porzadku i tak w @) biorgc punkt e za odpo-
wiedni z A, za$ a z E i trojkaty idace z prawdj ku le-
wej stronie rysujac w porzadku od lewoj ku prawej
w 0) prostopadle bedace nad XII, prowadzac pod xA
lub len sam zostawiajgc kierunek prostopadtych, od-
cinki linii XII wzig¢ na linii x2 od punktu % do a;
w ¢) biorac punkt a za odpowiedni z G za$ g za od-
powiedni z i/; w d) prowadzac lini¢ C'X' (fig. 219)
prostopadla do linii réwnoleglych, poprowadzonych
z wierzchotkow' figury ABC lak, aby przedluzenia ich
nad linig prostopadia réwnaly si¢ samym liniom ra-
chowanym do t6j prostopadlej; w e) biorgc bok gi
za odpowiedni bokowi FH.
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258. Zt. Chcac figure dang przenie$¢ na kamien,
blache i t. p. lak aby po potozeniu powierzchni ka-
mienia na powierzchnia figury przystaly do siebie,
potrzeba odrysowac¢ na kamieniu figure symetryczng
z dang, bo takie tylko figury przystaja po potozeniu
na sobie jednakowych stron ptaszczyzny figur (254
1 256. Wn.). Jesli figure litografowang na papierze
przeniesiemy na kamiefi, to ona na kamieniu bedzie
symetryczng wzgledem danej, za$ kamien przy odbi-
ciu da symetryczng wzgledem figury bedacej na ka-
mieniu, a tern samem roéwng zrysowanej na papierze,
gdyz w obu tych figurach linie odpowiedniesg w od-
wrotnym porzadku z liniami figury bedacej na kamie-
niu, a zatem ida w jednakowym porzadku.—W Budo-
whnictwie ozdoby robig si¢ zazwyczaj symetrycznie.

ROZDZIAL 1L

Podobienstwo.

§ 1. Podobienstwo proste.

259. Jak figury réwne sg te w ktoérych odleglosci
odpowiednich punktow (249) sa proporcyonalne, tak
podobnemi sg te w ktorych odleglosci odpowiednich
punktéw sg proporcyonalne.

Figury rowne mogly by¢ albo przystajace, albo ro-
wne przez symctrya podiug tego, czy punkta odpowie-
dnie lezaty w tym samym lub w przeciwnym porzad-
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ku, réwniez figury podobne mogg mie¢ punkta odpo-
wiednie lezagce w tym samym lub w przeciwnym po-
rzadku, a podhug lego moze zachodzi¢ podobienstwo
proste lub odwrotne.

260. Tw.gl. Jezeli nachylone odpowiednie, sq wje-
dnakowym stosunku, to i oddalenia odpowiednich
punktow si w tymze samym stosunku (fig. 224).

Trojkaty AEF i aef majace z zalozenia dwa boki
All'i af, AE i ae w jednakowym stosunku i po kacie
zawartym, rownym,—maja i dwa pozostate boki FE i/?
w tym samym co pierwsze stosunku i katy odpowie-
dnio réwne, trojkaty ADE i ade, dla tej samej przy-
czyny maja boki ED i ed w tym samym co i linie na-
chylone stosunku i katy réowne i t. d.

Wn. 1. Katy AFE i afe, FEI) i fed. zawarte thi¢
dzy liniami laczacemi odpowiednie punkta, sa sobie
rowne, czyli ze potozenie odpowiednich linii jest je-
dnakowe, pierwsze katy sa rowne, jako lezace w troj-
katach AFE i afe naprzeciw bokéw odpowiednich AE
i ae, drugie jako summy katow rownych z pierwszych
i drugich tréjkatow.

IFn. 2. Figury sa podobne, gdy nachylone odpo-
wiednie sg proporcyonalne,

261. TAl. od. Gdy oddalenia odpowiednich pun-
ktow A, i, C.., <. b, c.., sq wjednakowym stosunku,
to linie lqgczgce te punkta z ktorymkolwiek z nich tul)
z punkiem proporcyonalnie oddalonym od, dwoch od-
powiednich, sq nachylonemi odpowiedniemi((ig.224).

30
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1° Linie AF i uf, i ae, AD i ad.., s3. nachylone
odpowiednie, gdyz trojkaty AFE i afe majace po ka-
cie F i_fréwnym (260. Wn. 1), zawartym miedzy bo-
kami proporcyonalnemi majg kat EAF=¢<//; trojkaty
EAD i ead dla tej samej przyczyny maja kat )AE=
dae i 1. d. 2" W figurach BCDEF i bcdefz punktu do-
wolnego A prowadzg linie AB, AC.., do punktéw je-
dnej figury, w drugiej za$ dla znalezienia punktu od-
powiedniego punktowi A, z punktu /' prowadze¢ linig
fil czyniaca kat Z>/rt=BFA i z punktu b, lini¢ ha czy-
nigca kat fba—FBA, to punkt a jest odpowiedni pun-
ktowi A, gdyz odleglosci ich od punktow odpowie-
dnich B z b | V' 7_f'sa proporcyonalne do odleglosci
samychze punktéw BF i bf(139. Wn. 8), a potrzeba
dowies¢ ze linie AB, AC, Al).., ab, ar, ad.., s pochy-
lonemi odpowiedniemu Trojkaty ABC i abc majace
kat B—> jako summy katow WW—abf z wykresle-
nia, FBC=/Z»c (160. Wn. 1), i boki zawierajace te
katy, proporcyonalne, maja kat BAG=Z2>tf¢; dla podo-
bnej przyczyny kat CAD=cw Z i t. d.

Wn. 1. W figurach podobnych nachylone odpo-
wiednie s3 proporcyonalne.

Ul). W wielokatach punkta odpowiednie biorgsi¢
tylko w wierzchotkach wielokatow, gdyz boki jako li-
nie proste sa podobne (4. Wn.l), przeto i pochylone
odpowiednie prowadza si¢ tylko do tych punktow.

262. Tw. Wielokqty sq podobne gdy majq kaqty
rowne i boki odpowiednie proporcyonalne idg< ew tym
samym porzqdku (fig. 224).
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Poprowadziwszy przekatnie z wierzchotkow odpo-
wiednich A i a, beda one nachylonemi odpowiedniemi,
bo kat BAC=zZ»«c, CAl)mCY/¢/.., jako katy trojkatow
majacych po kacie rownym zawartym migdzy bokami
proporcyonalnemi.

Wn. 1. Wielokaty podobne sktadaja si¢ z jedna-
kowej liczby tréjkatow podobnyi h i podobnie poto-
zonych,—i nawzajem.

Bzz. 2. Gdy wielokaty podobne potozymy tak aby
miaty punkt odpowiedni lub punkt nachylenia i dwie
linie lub nachylone, odpowiednie wspoélne, to wszyst-
kie linie odpowiednie tych wielokatow sa wzgledem
siebie rownolegle(fig.225, 1 lll lub II), gdyz punkt od-
powiedni A mozna wzig¢ za punkt nachylenia, to na-
chylone odpowiednie, jako czynigce z liniami przysta-
jacemi AB i ab katy réwne, przystaja do siebie, za$
linie odpowiednie taczace ich konce, jako dzielace
nachylone AB, AC, Al). , na cz¢éci proporcyonalne s3
wzgledem siebie rowriolegle—i nawzajem’, dwa w ie-
lokaty majace jeden punkt i linie taczace ten punkt
z wierzcholtkami, wspolne, za$ boki rownolegle, sa
podobne gdyz te linie, odpowiednie pochyte, sg pro-
porcyonalne, jako odcinki przecinajacych si¢, prze-
cigtych rownoleglemi.

Wn. 3. Trojkgty sq podobne gdy majg po dwa bo-
ki /troporeyona/me zawierajgce kqty rowne, gdyz te
dwa boki sg péchylemi odpowiedniemi; a zatem troj-
katy sa podobne gdy maja: a) po trzy kqty rowne,
co moze wynika¢ z rownolegtosci lid) prostopadtosci
bokow, albo zjednakowego ich nachylenia (98. (Jw. I),
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bo maja po trzy boki proporcyonalne, 0) trzy boki
proporcyonalne (fig. 126), gdyz odcigwszy BG i Bit
rowne DE i EF, trojkat BGH z tréjkatem DEF maja
po trzy boki rowne, bo i GH=DF, jako cztwarte wyra-
zy dwoch proporcyi,—AB: DE—AC: )F z zalozenia, i
AB:BG—AC: GH dla rownolegtosci linii Gil (139. Wn.
2 i 5),—majacych trzy wyrazy jednakowe, przeto i kat
A—G—D i C—H—F;—c) dwa boki proporeyoiuune
AB: DE—AC: DF pokucie niezawartym rownym,byte
druga para kqtow niezawartych byla jednogatanko-
wa] gdyz odcigwszy ED na BA przez punkt G prowa-
dze Gil, réwnolegle do AC, to trojkat ABC podobny
trojkatowi GBI-J,—-tréjkat za§ GBII rowny trojkatowi
EDF (95), bo maja bok Gil—DF jako czwarte wy-
razy proporcyi majacych trzy wyrazy réwne, kat E
—B z zalozenia; a ze katy F i C sg jednogatiinkowe,
przeto i katy F i H sa jednogatiinkowe, zatem te oba
trojkaty sa albo ostrokatne , albo rozwartokatne.
W czterech wiec przypadkach trojkaty sa podobne i
w tych przypadkach od trzech czesci danych nietylko
zaleza trzy pozostale czesci, ale i wszystkie linie 1a-
czace punkta odpowiednie, ktoérych stosunek réwng
si¢ stosunkowi bokow i katy zawarte migdzy lemi li-
niami s3 sobie rowne.

[Fzz. 4. Czworokaty sa podobne gdy maja pie¢ cze-
§i danych, w ktorych boki proporcyonalne za$ katy
rowne,miedzy ktéremi znajdujg si¢ przyna jmniej dwa
boki, gdyz wtedy sktadajg si¢ z trojkatow podobnych
i odpowiednio potozonych; — zachodza tu podobno
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przypadki jak w réwnos$ci (253, Wn.S) i podobnie
si¢ dowodza.

Hotcnoleglobohi sa podobne gdy maja po trzy cze-
éci dane, gdyz rownoleglo$¢ bokdéw zastepuje dwa
pozostale warunki, a mianowicie: po dwa boki pro-
porcyonalne zawierajace katy rowne, dwa boki przy
sobie lezace i przekatnig taczaca ich konce propor-
cyonalne. Prostokqty sa podobne gdy maja po dwa
boki przy sobie lezace proporcyonalne, gdyz katy
miedzy temi bokami zawarte, jako proste sg s< bie ro-
wno; kwadraty ukq&ne czyli romby sa podobne, gdy
maja po jednym kacie rownym, gdyz stosunki i h
bokow sg sobie rowne, bo w jednym i w drugim,
boki nie roéznig si¢ od siebie. Wszystkie kwadraty sa
podobne, bo katy icli proste sa sobie réwne, a sto-
sunki bokoéw jednakowe, dla tej samej jak i w rom-
bach przyczyny.

Wn. 5. Wielokaty sa podobne gdy maja wszystkie
czgsci dane, procz trzech niebedgcycli samemi boka-
mi, w danych za$ cz¢éciach stosunek bokoéw jest je-
dnakowy a katy rowne — przypadki sa odpowiednie
jak w rownosci i podobnie si¢ dowodza (253. Wn 5).

Uw. 1. Wszystkie. kola sq podobne, bo ich pochylo-
ne odpowiednie, wychodzace zo srodkoéw, jako w je.
dnym i drugim réwne mig¢dzy soba, sg w jednakowym
stosunku (260, Wn. 2). Dla podobnej przyczyny iry-
einki i odcinki bol, ktérych luki sg jednakowi}, czg-
$. i3 swoich okrggéw, sa podobne.

Wn. 2. Figury sa odwrotnie podobne, gdy punkta
odpowiednie ida w przeciwnym porzadku t. j. jesl
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jedna figura jest podobng z figurg symetryczng drugiej.
Figury pod.bne majace wspolny punkt nachylenia O
i nachylone odpowiednie na liniach prostych,tak poto-
zone w jednym kierunku (fig. 226), jako tez i w prze-
ciwnym (fig. 227) sg podobnemi wprost, gdyz w dru-
gim razie obracajac jedna figur¢ okoto punktu nachy-
lenia, gdy nachylona odpowiednia O</ przystanie na
OA, to i inne przystang do siebie. Punkt nachylenia
O bezzasadnie zowig punktem podobieristwa proste-
go gdy on lezy zewnatrz figur (fig. 226), zai podobien-
stwa odwrotnego gdy lezy migdzy figurami (fig.227),
albowiem w obu razach figury jednakowo sg podo-
bne, tylko niejednakowe maja potozenie, a mowa jest
nie o potozenie, lecz o samych figurach. Dla tej to
przyczyny w polaczeniu okregow-, punkta przecigcia
si¢ stycznych wspolnych do dwoch okregdéw, nicna-
zywamy punktem podobienstwa prostego lub odwro-
tnego, lecz punktem sprzezonym z linig $Srodkéw ze-
wnetrznym lub wewngtrznym, podiug tego czy lezy
na przedtuzeniu lub na samej linii Srodkéw. Figury
odwrotnie podobne (fig. 228), jezeli majg nachylone
na liniach prostych, to odpowiednie nie sa na tych
samych liniach, lecz w przeciwnym porzadku, linia
OX potowigca kat migdzy odpowiednierni pocliytemi
OD i o// jest osig symetryi i podobnie jak w rowno-
$ci, figura jedna ad obracana z swoja plaszczyng o-
kolo tej osi i potozona na plaszczyznie drugiej figu-
ry staje si¢ jej podobna, za$ obracana okoto punktu
nachylenia O na ptaszczyznie obu tych figur, w za-
dnem potozeniu nie jost do niej podobng. — Przeto
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w figurach odwrotnie podobnych, wierzchnia strona
jednej figury jest podobna do spodniej czgéci drugiej,
podobnie jak w réwnych, wierzchnia strona jednej
przystaje do spodniej strony drugie;j.

263. Zg. Na linii danej wykresli¢ wielokqt pod< -
bny danenia za pomocq-, a) trojkqtow podobnych i
podobnie potozonych (fig. 224); na linii danej /z/’kre-
$le trojkat aje podobny trojkatowi AFE, albo za po-
mocg dwoch bokow AF i FE i przekalniej AE zmniej-
szonych w stosunku AF: rz/' (153), t. j. z trzech bo-
kéw zmniejszonych kresle trojkat afe (109); albo
z dwoch bokéw zmniejszonych AF i FE w stosunku
boku AF do linii danej i kata miedzy niemi zawarte-
go;—na linii ae kresle trojkat aed z bokéw zmniej-
szonych w tym samym stosunku trojkata AED i1 d.
b) Za pomocg nachylonych (fig. 226); do boku BC
odpowiedniego linii danej prowadzg rownolegla bc
rowna tej linii, i dwie zbiegajace si¢ B> i Cc, to punkt O
jest punktem nachylenia dla wielokata danegoABCDE
i szukanego;—pozostaje tylko z punktu O poprowa-
dzi¢ nachylone OA, OB, OC.., i rownolegle ba, ae, ed,
dc, do bokéw odpowiednich wielokata danego. Wie-
lokaty Al) i ad sa podobne gdyz nachylone OA i O//;
OB i Ob.., jako przecigte rownoleglemi, sa proporcyo-
nalne (261). Wn. 2).

Przypadki odpowiednie przypadkom réwnosci wie-
lokatow kresla si¢ tak jak N" 257 b), c), d), e), tylko
zamiast linii danych figury dancj, biora si¢ linie zmniej-
szone w danym stosunku; dla tego ze podobienstwo
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od réwnosci rozni si¢ tein tylko, ze w réwnosci sto-
sunek linii odpowiednich réwna si¢ jednos$ci, za$
w podobienstwie jest dowolny.

264. JjI. W zdejmowaniu planéw potrzeba nakre-
sli¢ figure podobng figurze gruntu t. j. zeby linie pro-
ste poziome, laczace wazniejsze przedmioty lub miej-
sca wzigte na gruncie, byly zmniejszone w danun
stosunku. Jezeli glowniejsze punkta na gruncie (fig.
229) sa A, C, ), E, B, F, G, H, wtedy wyobraziwszy
linie proste poziome tgczace te punkta, otrzymamy
na gruncie wielokat ACD ., a plan lego gruntu jest
wielokatem podobnym pierwszemu, majacym linie
laczace odpowiednie punkta w danym stosunku np.
w planie 900 razy mniejsze od linii na gruncie. Usku-
teczniajgc to za pomocg stolika, t. j. deski takiej jak
rajzbret mogac¢j obracac si¢ poziomo na trojm gu i
mie¢ ruch pionowy, obieramy dwa z tych punktow
A i B lub inne takie, aby z nich znaczniejsze punkta
byly widzialne i aby linie z tych dwoch punktow 4 i
B poprowadzone do innych, przecinaly si¢ pod kata-
mi zblizonemi do prostych, gdyz linie przecinajace si¢
pod katem prostym, najdoktadniej oznaczaja punkt
przecigcia si¢. W punkcie A ustawiamy stolik i w pun-
kcie stolika, lezacym na pionowej przechodzacej przez
punkt A, wbijamy cienka igl¢; ustawiamy stolik pozio-
mo, punkt stolika przystajacy do punktu A gruntu,
bierzemy za punkt nachylenia figur podobnych grun-
tu i planu. Z punktu A za pomoca dioptry (66, /z)
prowadzimy na stoliku otéwkiem linie do przedmio
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6w gruntu C, D, E... ktérych przedhizenia wyobr#
zalne, linie te s poziome, jako lezace na plaszczy-
znie poziomej, i sg nachylonemi wspdélnemi dla obu
ligur, pozostaje tylko na nachylonych planu odciac
900-tne czgsSci nachylonych gruntu. W tym celu mie-
rz¢ linie AB sznurem i za pomoca skali biore linig
903 razy od niej mniejszg i odcinam ja od A do b,
ustawiam stolik w punkcie B poziomo, zgadzam punkt
b stolika z punkiem B gruntu, za$ obracajac stolik
poziomo zgadzam linie Brz stolika z linia BA gruntu,
i z punktu B prowadze na plaszczyznie stolika proste
do punktéw C, I), E.., ktore przecinajac si¢ z nachy-
lonemi w ¢, d, ¢, } g. b, daja punkta odpowiednie
punktom wzigtym na gruncie, gdyz linie z/r, ad, ae,
it d. sg 900-mi cze$ciami linii odpowiednich, bo
trojkaty BCA i BtW, BDA i Wda.., maja katy przy B
wspolne, za$ katy przy A i a rébwne, a przeto boki
ich s3 w jednakowym stosunku AB: a.

Jesli potrzeba oznaczy¢ tylko polozenie punktéw
Aj C, D... to plan bylby juz skonczonym,— jesli za$
oprocz tych punktéw sg inne do oznaczenia, ktore albo
sa niewidzialne z punktéw A i B, lub dla innych miej-
scowych przyczyn nie mogly by¢ zdjelemi, wtedy po-
zostatle punkta oznaczajg si¢ za pomoca prostopa-
dtych na linie tgczace oznaczone punkta, jak to za-
zwyczaj robi si¢ przy oznaczeniu kierunku rzek, brze-
gow jezior i 1. p.

Jezeli znaczniejsze punkta gruntu jedne z drugich
sg niewidzialne, jak to ma miejsce przy zdejmowaniu
planu lasow, gor i t. p. to zdejmowana przestrzen

31
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opisuje si¢ wiclokgtem, ktory oznacza si¢ na planie
za pomoca bokow i katow migdzy niemi zawartych,
zdejmowanych albo za pomoca stolika, lub narzedzi
shuzacych do zdejmowania katow (66), za$ inne pun-
kta za pomoca prostopadtych na boki wielokata , a
pozostate ograniczenie rysuje si¢ na miejscu od reki.

Zamiast stolika uzy¢ mozna narzedzi do zdejmo-
wania katow, co w rozleglejszym pomiarze jest nie-
zbednem i wtedy katy zawarte miedzy nachylonemi
odpowiedniemi oznaczajg si¢ w stopniach, i w tern
tylko to postgpowanie rézni si¢ od poprzedzajacego.

Dla poznania dokladnos$ci pomiaru, mierzymy od-
legto$¢ miedzy jakieinikolwiek dwoma zdjetemi pun-
ktami, i oznaczamy o ile 900-1na czes$¢ tej linii r6zni
si¢ od odpowiedniej linii planu.

§ 1. Stosunek obwodow.

265. Tw. Obwody wielokgtow podobnych majq sie
do siebie jak boki, lub lezjak linie, lgczgce odpowie-
dnie punkta.

Stosunki bokow odpowiednich wielokatow podo-
bnych sg sobie réwne, lecz ze w stosunkach réwnych
summa poprzednikow tyle razy jest wieksza lub mniej-,
sza od summy nastgpnikow, ile razy ktorykolwiek po-
przednik jest wigkszy lub mniejszy od swego naste-
pnika ¥ — przeto summa bokow jednego wielokata

’) Gdyz w stosunkach 10:5,8:4,6:3 poprzednik
rownasi¢ nastepnikowi pomnozonemu przez wy-
ktadnik stosunku — 10=5. 2, 8=4. 2,6=3. 2,
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z summg bokéw drugiego wielokata stanowi stosunek
rowny stosunkowi dwoch bokéw odpowiednich; lecz
ze stosunek dwdch bokow odpowiednich rowna si¢
stosunkowi dwoch linii taczacych odpowiednie pun-
kta, a zatem i stosunek obwodow rowna si¢ stosun-
kowi linii faczacych odpowiednie punkta.

Wn. 1. Obwody jakichkolwiek figur sa w stosun-
ku linii taczacych odpowiednie punkta, gdyz na ob-
wodach biorgc odlegltos¢ dowolnie matg punktéw
odpowiednich, summy linii prostych taczacych kolej-
no te punkta s3 w stosunku linii prostych tgczacych
ktorekolwiek dwa punkta odpowiednie, a zatém i sa-
me obwody sa w stosunku tych linii. Ztad wynika,
ze okregi kot sa w stosunku promieni, $rednic, cie-
ciw podpierajacych tuki mierzace katy rowne, lub
w stosunku tych lukéw mierzacych katy rowne jako
zawartych miedzy nachylonemi odpowiedniemi kot
podobnych; gdyz stosunek summy wszystkich linii
laczacych odpowiednie punkta obwodow réwna sig
stosunkowi summ jednakowej liczby tych linii odpo-
wiednich. Luki wycinkéw i odcinkéw podobnych t.j.
luki zawarte miedzy ramionami katow rownych, sa
w stosunku promieni lub cigciw tychze lukow.

a ze stosunki sa sobie réwne, przeto nastepniki
sa pomnozone przez jednakowg liczbe, zas sum-
ma poprzednikéw! K>+8+6 rowna si¢ summie
nastepnikow pomnozonych przez t¢ samg liczbe
(54-4+3) 2, gdyz mnozac t¢ summe przez 2,
mnozymy kazda liczb¢ oddzielnie, bo mnozenie
jest skrocondém dodawaniem, za$ dodajac 5-4-
4+3 do 5+4+3, mozemy dodawac¢ 3 do 3ch,
4 do 4ch, 5 do Sciu i tego wzia¢ summe.



Wn. 2. Luki AB i A’B’ okregéw nierownych pro-
mieni OA i OA’ sa w stosunku iloczynow katow od-
powiednich przez promienie (fig. 130), gdyz AB: AB”
—AOB:A’OB’ (54), tudziez AB” A’B'=0OA: OA’ to
i AB. AB”: AB.”’A’B'=A0OB.OA: A’()B. OA’ czyli AB:
A’B=AOB. AO:A’OB.”0A’. Dzielac poprzedniki
przez AO za$ nastgpniki przez A’O otrzymamy, ze sto-
sunek katéw roéwna si¢ stosunkowi lukow podzielo-
nych przez ich promienie.

266. Zg. Stosunck s$rednicy do okregu kola wy-
razi¢ liczbg.

Zagadnienie to rozwigza¢ mozemy dwoma Sposo-
bami, albo dla danego promienia znalez¢ wielkosé
okregu, lub tez dla danego okregu znalezé wielkosé
promienia.

a) Jezeli dany, promien okregu kola jestjednoscig
a szukamy okregu, wpisujemy w to kolo wielokat fo-
remny np. kwadrat, szeSciokat, dziesigciokat, i opi-
sujemy na okrggu podobny wielokat, to obwod wie-
lokata wpisanego jest mniejszy od okrggu, za$ opi-
sanego wigkszy od okregu ( 105). Mierzac te obwo-
dy promieniem, t. j. wyrazajac liczba cala i ulomkiem
dziesietnym, w ilu cyfrach dziesietnych te obwody
nie r6znig si¢ od siebie, to tern bardziej w tylu dzie-
sietnych cyfrach nie r6znig si¢ od okrggu zmierzone-
go promieniem. Wpisujac i opisujac wielokat o dwa
razy wickszej liczbie bokow, obwody ich w wigkszej
liczbie cyfr nie bedg réznic si¢ od siebie, a tern sarnim
elrzymamy liczbe z wigeéj cyframi dziesigtnemi wyra-



245

zajaca wielko$¢ okregu mierzonego promieniem, a
zatem podlug wymaganej $cistosci mozemy zmierzy¢
okreg promieniem, mierzac obwody wielokatow wpi-
sanych i opisanych. [ tak: obwodd 6¢io-kata for. za-
wiera promieni 6,000600, opisanego za§ 6,928272,
przeto okreg kot zawiera 6 promieni; obw. 4S-la for.
zawiera promieni 6,278696, opis. za§ 6,28924S, prze-
to okrgg kota zawiera 6,2 promieni; obwod 96-kala
for. zawiera promieni 6,282066, opis, zas$ 6,285212,
przeto okreg kota zawiera 6,28 promieni; obwod
384-kala for. zawiera 6,283160, opis. 6,2833 14, prze-
to okreg kola zawiera 6,283 promieni i t.d. Stosu-
nek wige promienia do okrggu jest 1; 6,283, za§ dwoch
promieni czyli $rednicy 2: 6.273 czyli 1:3,141.

«) Jezeli dany okreg kola mq cztery jednosci a
szukamy ile tych jednosci ma jego promien, bierze-
my wielokat foremny ktéorego obwod ma cztery tych
jednosci i szukamy promienia okrggu kola wpisanego
j opisanego na tym wielokacie; a ze okreg kola wpi-
sanego jest mniejszy, za§ opisanego wickszy od ob-
wodu lego wielokata a tern samem i od okrggu da-
nego, przeto i promien szukany jest mniejszy od pro-
mienia okregu opisanego, za§ wickszy od promienia
okregu wpis. W yraziwszy wiec ile te promienie maja
tych jednosci ktorych okreg ma 4, liczba cala i utam-
kiem dziesigtnym, w ilu cyfrach dziesietnych te pro-
mienie nie r6znig si¢ od siebie, to tern bardziej w tylu
cylracli dziesigtnych nie r6znig si¢ od szukanego pro-
mienia. Lecz im wielokat ma wiecdj bokow, tern ro-
znica migdzy temi promieniami jest mniejsza (206),
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a tém sam¢ém wiecej ¢j fr dziesig¢tnych jest jednakowych
w wartosciach dwdch promieni, przeto wigcej cyfr dzie-
sietnych ma liczba wyrazajaca wielko$¢ promienia szu-
kanego. Tym sposobem mozemy znales¢ liczbe wyra-
zajacg wielkos¢ szukanego promienia z tylu cyframi
dziesigtnemi ile si¢ nam podoba. I tak: niech 4 bedzie
obwdd kwadratu, to bok jego jest I, promien kota
wpisanego jako potowa boku jest /2 0,5°00000 opi-
s mego jako polowa przekalni¢j /2J/ 2 =0,7071068,
przeto promien szukany jest wigkszy od polowy je-
dnosci; bok Smio-kata for. ktorego obwdd 4 jest /2,
promien kota wpisanego réwna si¢ potowie summy
promieni okrggdw wpisanego i opisanego na kwa-
dracie (206, (/) t.]j. jest srednio-arytmelycznie pro-
porcyonalny miedzy temipromieniami rdwna si¢ wigc
% (0.50000004-0,7071068) =0,6035534; promien
zas kola opisanego jest srednio-jeometrycznie pro-
porcyonalny miedzy promieniami kota opisanego na
kwadracie i wpis, w ">-kgt (206, b) przeto rowna si¢
|70,707 1068.0,6035534 — 0,6532815, a zatem pro-
mien szukany jest 0,6; w 16to-kacie for. prom. wpis.
=12(0,6035534 4-0,65328 J5)=0,6284174, opisane-
go za$ |/0,6532s 15.0,6284174= 0,64072S9, przeto
nie daj j czg$ci setnych; w 32 kacie prom, wpisan.=/]
(0,6284174 4-0,6407289)—0,6345731, ”pisanego=r
| 0,6035534.0,6345731=0,6376435 a zatem pro-
mien szukany jest 0,63; w 64-kacie wpis =0,636 10S3
opis.=0,6368754, przeto promien szukany jest 0,636
i t. d. stosunek wigc okregu do promienia wyrazi si¢
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4:0,636, za§ do okrggu Srednicy 4:1,272=3,14.
Stosunek ten dla krotkosci oznaczamy przez H =
3,14159265358979323846, log. 11=0,49714987269
415385435. Stosunek ten wyrazony utamkiem cig-
gtym daje nastepne przyblizone wartosci 3:1; 22: 7,
333 : 106. 355 : 113..; pierwszy nieuzywa si¢ wcale,
gdyz jest zblizony o %, drugi Archhnedesa jest uzy-
wany i jest zblizony mniej jak o jedng tysigczna, trze-
ci liiwarda nie jest uzywany, czwarty za§ Metiusa
czesto uzywany, jest zblizony mniej jak o potowe
milionowej,—ten ostatni tatwy do spamigtania otrzy-
muje sie, gdy liczbe ztozona z porzadkowych liczb
nieparzystych branych po dwie 113355, przetniemy
w polowie cyfr 113/355.

267. Znalezé linig prostg rowng okregowi kota
(fig. 231).

Prowadze dwie $rednice prostopadle AB i CD;
przez A prowadze linic AE réwnolegla do CD i na
potokregu,CAD przenosze promien jako cigciwe trzy
razy; przez punkt G prowadzeg promien EG do spot-
kania si¢ z linia AE w punkcie Il i od tego punktu
do | na lini¢ HE przenosz¢ promien trzy razy; punkt
B zI tacze linig prosta a ona réwna si¢ potowie okre-
gu, a tern samem linia dwa razy od niej dluzsza roé-
wna si¢ catemu okregowi ADBC.

Dla okazania ze linia BJ=3,1415 promieniom, o-
znaczam go przez K i uwazam ze BJi==AB2-f- AJ ;
lecz AB=2R, AJ=11J—AH i 11J=3R przeto:

BJFEER —AH)). Dla otrzymania Ali prowa-
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dzeGL bok szesciokata foremnego, ktory jest rtowno-
legly do CD gdyz luki CG i LI) sa sobie rowne, —to
Lecz
czyli FM —FG —CM —R2-/4Ra—4/4R2zassarno
przeto z pioporcyi

, po zniesieniu wspolnego czynnika'/2R; wstawia-
jac za All warto$¢, bedzie:
lecz J/3 — 1732351 za$ |
przeto
\
235344 R2, a samo
3,141533 R, przeto tylko rozni si¢ od rzeczywistej
wartosci okregu mniej jak o pot slotysiecznej, co
w praktycznem uzyciu jest doslatecznem.

26S. Zd. Znalezé okreg kola ktorego promien md
8 flokci.

Okregi kot maja sie do siebie jak $rednice przeto
sred. 113: $red. 16—okreg 355: okrgg x. Zlad okreg

355
szukany — + 16 Lok.

269. Znalezé srednice okregu zawierajgcego to-
kci 25.
Okreg 355: okregu 25 = $rednica 113: $red. szu-

kanej, a zlad $red. szukana okreg.
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270. Zd. Majgc promien S znales¢ luk 75t
Okreg kola = 2/IR= %SPSJ_ 16—360°; 75°—2I1R:
211R.75
X — 3600°

271. Zd. Majgc luk 35° zawierajgcy 10 lok., zna-
lez¢ Srednice.

360°
Luk 35° luku 360°=10 lok: x lok. = 00 10
1 360°
lok., $rednica za§ = ~jj ~3y>" (269).

272. Zg. Ltuk RS okregu C wyrazié przez przy-
blizenie w linii prostej (Archimedes) (lig. 232).

Przez konce tuku BS prowadzg zjednej strony $rod-
ka C cieciwy rownolegle AB i PS i styczne SU i BT
do przecigcia si¢ z temi cigciwami, a luk BS=="Zi(BT
4~SU). Cigciwa bowiem BS > SU, bo w trojkacie
BSU kat U jest rozwarty jako dopelnienienie kata je-
dnostronnego ostrego PSU, przeto SU < tuku BS: li-
nia Bt > tuku BS, jako wigksza od BW-f-WS gdyz
WS < VT lezacego naprzeciw kata WST rozwarte-
g0, a przeto potowa tych linii zbliza si¢ do fuku

273. Zt. Za pomocg N° 269 wynajduje si¢ pro-

mien rotundy, kloca drzewa i t. p., ktorych obwdd
mierzy si¢ sznurem.

32
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rozd zialt iii.
Rownowaznosé¢ i stosunek Figur.

§ 1. Roéwnowaznos$c.

274. Tw, gl. Linia laCMca wierzchotek ze srod-
kiem podstawy dzieli ten trojkqt na dwa trojkqty ro-
wnowazne (fig. 233).

Ze $rodka podstawy prowadzg dwie linie réwno-
legte do bokow, ktére polowia te boki ( 138); troj-
katy DCE i DAL s3 rowne, bo maja po trzy boki ro-
wne: DC=AD z zalozenia, EC=BE=FD, i DE=EB
=AF; dla podobnej przyczyny i trojkat DEB==I)FB.

Wn. 1. Dzielac podstawe AB (fig. 234) trojkata
ACB na trzy réwne czg$ci i prowadzac linie z wie-
rzchotka kata przeciwleglego do $rodka tych podzia-
16w, podzielimy trojkat na trzy trojkaty rownowazne,
gdyz podiug twierdzenia srodkowy jest rownowazny
z kazdym ze skrajnych. Jezeli z punktow D i E podzia-
hu, poprowadzimy linie réwnolegle do bokéw tych
trojkatow, to one podziela je na czgsci rownowazne i
tak: trojk. AKD—DHE gdyz w trojkacie ACE linia CD
poprowadzona do $rodka podstawy AE i linie DK,
DII sg réwnolegte do bokéw CE i CA; trojkat DNE=:
AFD bo maja po boku i po dwa katy przy nim leza-
ce rowne, przeto i trojkaty IINE i KFD jako ich
roznice sg sobie réwne; — podobnie trojk. DIIC z
DKC i DGN=GLC, jako majace katy przy G réwne
(48), kat GDNGCL (78. Wn.9.) i bok GD—GC,
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bo réwnolegle CB, GE, dzielace DB na czg¢sci rowne,
dziela i DC na cze$ci réwne, a przeto i ich rdznice,—t.j.
czw orokaty KLGD i NilCG sg sobie rowne. Podobnie
dowiedlibysmy ze: )NE=EMB, DNG=EM.J, ENH=
11PC i CG\H*=I1PJE t.j. odpowiednie czesci trojkg-
tow sq sobie rowne. GdybysSmy podstawy podzielili
na iiekolwiek cze$ci réwnych, podobnym sposobem
dowiedliby$my, ze trojkaty roOwnowazne powstale
z polaczenia wierzchotka z punktami podziatéw pod-
stawy, przez linie rownolegle do bokow tych trojka-
tow dzielg si¢ na czgsci odpowiednie rowne.

Wiz. 2. Trojkgty majgce podstawy i wysokosci ro-
wne sq rownowazne (fig. 235, 1, Il i 1II). Przyktadam
podstawy AB trojkatow lak, aby przystaw aly,—to wte-
dy albo a! dwa boki AC i AD sg na jednej linii prostej
(fig. 235,1.), albo nie najednej linii prostej; w drugim
przypadku albo 5] obie wysokos$ci padaja na podstawe
(fig. 235,11 ), albo t) jedna na podstawe, za$ druga na
jej przedhuzenie (fig. 235, 111).

a) Wysokos¢ DF—CE to i DA—AC (139. Wn. 5)
i trojk. CBD przez BA jest podzielony na czgsci ro-
wnowazne (174). 6) Dla réwnosci prostych CG"GD
trdj. CAG z GAI) i CBG z BGD s3 réwnowazne a tern
samem | ich summy CAG 4-CBG z GAD-j-BGI) sg ro-
wnowazne. ¢) Podobnie tr6j. CAG z GAD i CBG z BGD
sa rownowazne, przeto i ich réznice CAB z BAD sa
rownowazne.

Wn. 3. i nawzajem, dwa trojkqty majgce podsta-
wy [ powierzchnie rowne, majq i wysokosci rowne
(fig. 236).
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Zestawiwszy trojkaty na wspoln¢j podstawie AB
tak, aby wierzchotki ich C i I) byly z jednej strony
tej linii, jesliby wysoko$ci ich nie byly rowne, linia
DC nie bytaby réwnolegta do AB; poprowadziwszy
wigc lini¢ CE rownolegta do AB do spotkania si¢ z bo-
kiemAD lub jego przedluzeniem w punkcie E, trojkat
AEi> jako réwnowazny tréjkatow i ACB bylby rowno-
wazny i trojkatowi ADB, co by¢ nie moze.

JVn. 4. Rownolegloboki majgce podstawy i wyso-
kosci rowne sq rownowazne, gdyz podzieliwszy ka-
zdy z nich przekatnig na dwa trojkaty majace z fiiem
podstawy i wysokosci rowne, trojkaty jednego sg ro-
wnowazne trojkatom drugiego.

Whn. 5. Dzielac podstawe rownolegltoboku na ile,
kotwiek czesci rownych, i przez punkta podziatu pro-
wadzac linie rownolegte do boku lezacego przy pod-
stawie, rownoleglobok podzieli si¢ na rownoleglobo-
ki (6wne, jako majace podstawy i wysokosci rowne.

Wn. 6. Trojkat majacy z réwnoleglobokiem ro-
wng podstawe | wysoko$¢ jest jego potowa, gdyz ro-
wnoleglobok dzieli si¢ na dwa trojkaty majace z da-:
nym podstawe i wysoko$¢ rowna.

Whn. 7. Trojkat jest rownowazny roéwnoleglobo-
kowi majgcemu z nim rowng podstawe a wysoko$é
dwa razy mniejszg, lub réwng wysokosé a podstawe
dwa razy mniejsza — gdyz przedtuzywszy bok przy-:
legly podstawie réwnolegloboku lak, aby przedtuze-
nie réwnato si¢ temu bokowi i dokonczywszy lego no-
wego rownolegloboku, ten mieé¢ bedzie wysoko$¢ ro-
wng wysokosci trojkata (138), przeto jest dwa razy
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wigkszy od tréjkata i od rownolegloboku danego, a
zatem trojkat jest rownowazny réwnoleglobokowi da-
nemu; podobnie jesli podstawa jest dwa razy niniejsza,
przedtuzam ja tak, aby przedtuzenie rownato si¢ sa-
mej podstawie, prowadz¢ rownolegla do boku przy-
leglego podstawie i dokonczam réwnolegtoboku, a
ten rownolegtobok jest dwa razy wigkszy tak od troj-
kata jak od danego rownolegloboku.

275. Tw. Zpunktu przekgtniej réwnolegloboku
poprowadziwszy linie rownolegle do bokow, otrzy-
mamy cztery rownolegloboki, z ktorych dwa nie ma-

Jjace tej przekgtnie/ zwane dopelieniami rownolegto-
boku. sg réwnowazne (fig. 237).

Trojkaty .1121) i DEG réwnie jak i trojkaty BFE i
BHE sg sobie rowne, przeto JED -|-BFE rowne DEG
rf-BIIE; jesli wiec od trojkatow réwnych DAB i BCI)
odejmiemy te ilo§ci rowne, reszty pozostang rowne
AE=EC,

IFA. 1. Je$li rownolegtobok jest kwadratem, do-
petnienia sa prostokatami (fig. 23S), a niedopetienia
JE i HG kwadratami, gdyz przekatnia AC potowi ich
katy.

276. Tw. Kwadrat z summy dwoch linii rowna sie
summie kwadratow z tych linii, powigkszonej dwoma
prostokqtami z tychze linii (fig. 23S).

Na linii Al) bedacodj summa dwoch linii AJ -f-JD
wystawiam kwadrat BD, z punktu ] wyprowadzam
prostopadia .lii do przecigcia si¢ z przekatniag AC
w E i przez E, linic EG rownolegla do AD. Figura
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FIC—JD ( 175. Wn. 1), za$§ prostokaty F'H i JG maja
podstawy FE i EJ rowne linii AJ, jako boki kwadratu
FJ; wjsokosci EG i 1IE rowne, jako boki kwadratu
HGi réwne drugiej linii JD, przeto; ADI—AJ2+JD24r
2.AJ.JD.

Wn. Jesli obie linie sa sobie rowne, to prostokat
majacy jedng z nich za podstawg¢ a druga za wyso-
kos¢, jest kwadratem, zatem kwadrat z summy tych
linii rowna si¢ czterem kwadratom wystawionym na
jednej z tychze linii i nawzajem.

277. Tw. Kwadrat zroznicy dwoch linii, rowna sie
summie kwadratow zlych linii, zmniejszonej dwoma
prostokqtami z tychze linii (fig. 238).

Linia AJ jest roznica linii AD i JD, kwadrat za$ FJ
otrzymamy, odejmujac od kwadratu Bl) prostokat BG
% GJ; dodajac do odjemnika i odjemnej kwadrat HG,
mamy: kwadrat FJ rowny summie kwadratow BD i
liG, zmniejszonej prostokatem BG i prostokatem JG
z kwadratem IIG; lecz prostokat JG z kwadratem HG
sktadaja prostokat HD, majacy z prostokatem BG pod-
stawy BC i CD rowne AD jako boki kwadratu BD; za$
wysokosci GC i CII rowne sobie i linii JD, — przeto
kwadrat 1J réowna si¢ summie kwadratow BD i HG
zmniejszonej dwoma prostokatami majacemi za pod-
stawe AD a za wysoko$¢ ID; co przez skrocenie wy-
razi si¢ AJz=AD2+J1)2—2 Al).JD.

278. Tw. Prostokgt, Ali majgcy za podstawe sum-
me dwoch linii W. J-CB a za wysokos¢ roznice tychze
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linii AC—CB=AD, rowna si¢ roznicy kwadratow
z tych linii (fig. 239).

Na linii AC kresle kwadrat AF, odcinam C'D—CB
i z punktu I) wyprowadzam proslopadte DK; frosto
kat AH~AL i LB, lecz LB=EJ gdyz AC—AE z wy-
kreslenia, AD=AG z zalozenia, przeto roznice ich
GE i DC sa sobie rowne t.j. DC=CB=GE,—wyso-
kos¢ BH=AD z wykreslenia za§ AD—GJ (115, 6)
to i BH—GJ; a zatom prostokat AH—AL-f EJ czyli
rowny kwadratowi AF mniej kwadratem KL, czyli
prostokat majacy za podstawe (AC-f-CB), a za wy-
soko$¢ (AC—GB)=ACl—CBL.

279. Tw. Kwadrat z przeciwprostokqtniej rowna
si¢ summie kwadratow z ramion kqgta prostego (Py-
thagoras) (fig. 210).

Bok kwadratu Bil z ramieniem kata prostego AB
sg na jednej linii prostej, gdyz katy HBC i CB,\ jako
proste sg rowne li (47). podobnie JB i BC s3 jedna
liniag prosta. Poprowadziwszy linie KC i BD Irgjk.
KAC i BAD sg sobie réwne, jako majace po dwa bo-
ki i po kacie zawartym réwnym (253. Wn 2 : KA—
AB, AC—AI) jako boki kwadratow za$ katy sg kata-
mi prostemi powi<kszonemi katem BAC; lecz ze pier-
wszy trojkat jest potowa kwadratu JA za§ drugi po-
lowa prostokata AF, bo maja z niemi podstawy KA i
AD wspdlne i wierzcholki na liniach JC i FB réwno-
legtych do podstaw,—przeto kwadrat AJ jest rowno-
wazny prostokatowi AF. Podobnym sposobem dowie-
dliby$my ze kwadrat IIC jest rownowazny prostoka-
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towi CF, a zalem summa kwadratéw JA i HG réwno-
wazna summie prostokatow AF i FC czyli kwadra-
towi AE z przekatnej AC.

W?z. Kwadrat z ramienia kata prostego rowna si¢
kwadratowi z przeciwprostokatniej zmniejszonemu
kwadratem z drugiego ramienia kata prostego.

Uw. Wn. ten od 141 Wn. | rézni si¢ tom, ze tam
kwadrat z liczby wyrazajacej przeciwprostokatnig ro-
wnat si¢ podobnym kwadratom z ramion, tu za$ po-
wierzchnia figury zwanej kwadratem rowna si¢ po-
wierzchni dwéch takich figur wystawionych na ra-
mionach kala prostego. Jak pdzniej zobaczymy jedna
z tych prawd pocigga za soba druga.

280. T/r. Kwadrat z przeciwrozwartokgtniej ro-
wna sie summie kwadrufow zramion kqta rozwartego
zwigkszonej podwojnym prostokgtem jednego z nich
przez odleglos¢ prostopadtej nan spuszczonej od wie-
rzchotka kqta rozwartego (fig. 241).

Poprowadziwszy prostopadta na przedtuzony bok
AC mamy ABl}— Al), lecz BI)2=BC’-CIY’
(279. Wn.), za$ Al)l— (AC-pCD)2— Q) 1+2.
AC.CI) (276),to ABI—BC)—CD2-p AC2-pCD2~p2.AC.
CD—BC2-pAC2-p2.AC.CD.

281. Tw. Kwadrat z przeciwoslrokqtniej rowna
sie summie kwadratow zramion kqta ostrego, zmniej-
szonej podwdojnym prostokqtem jednego z nich, przez
odleglos¢ prostopadlej nan spuszczonej od wierzchot-
ka kgta ostrego (fig. 242).
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Poprowadziwszy prostopadia
lecz BD2—BC2—DC) za$
DC2—2.Al1).DC (277), przeto postawiwszy za
AD! ich wartosci, bedzie:

282. Tw. W trojkgcie, summa kwadratow z dwoch
bokow rowna sie podwdjnemu kwadratowi z polo-
wigcej bok trzeci, zwigkszonemu podwdjnym kwadra
tern z potowy boku trzeciego (fig. 243).

Poprowadziwszy proslopadle BE, polowiaca Bi)
jest pochyla, a zatem kat BDA jest rozwarty za§ BBC
ostry; przeto: AB2— BD)+ Al)24-2 Al).DE i BCS=
BI)! (-I)C2—2 DC.DE lecz ze AI)=DC z zatozenia,
przelo: AB1+BC)—2BD.+2Al).

283. Ta' 1V rownoleglobokn, kwadraty z dwoch
przekagtnich, sq rowne kwadratom z czterech bokow
(fig. 244).

Przekatnie w rownolegloboku polowia si¢ (115,
r) przeto: AB]-f-BCl— 2AE24-2BE)] tudziez

2>1. Tw. Czworokqtjest potowg rdwnolegloboku
Z jego przekgtnich i kgta miedzy niemi zawartego
(fig 250).

Przez wierzcholki A, B,C, I) prowadzg linie réwno-
legle do przekatnich a rownoleglobok HF' ma boki
przy sobie lezace EU i HG rowne przekatnim (115,
b) 1 kat migdzy nimi zawarty II rowny katowi B.IC

33
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zawartemu pomiedzy przekatniemi. Czworokat ABCD
jest polowag rownolegloboku HF, gdyz rownolegto-
bok przez przekatnie czworokata dzieli si¢ na cztery
rownolegloboki, czworokat za$ na cztery trojkaty be-
dace potowami tych roéwnolegtobokow: AJD potowa
HJ, DJC potowa GJ i t. d.

Wn. Na to] wlasnosci opiera si¢ sposob zamiany
czworokata na rownolegtobok.

285. Zg. Zamieni¢ a) trojkqt ABC na inny z nim
rownowazny 1) pod danym kgtem (fig. 236); przez
wierzcholek C tréjkata ABC prowadzg lini¢ CD ro-
wnolegla do podstawy i lini¢ AD czyniagcg z podsta-
wa AB kat dany, to trojkat ADB jest roOwnowazny
danemu i ma bok AD czyniacy z podstawag kat dany;
2) pod danym bokiem\ poprowadziwszy roéwnolegta
CD przecinam ja z punktu A promieniem réwnym
bokowi danemu w punkcie D, to trojkat ADB jest
zadany, gdyz ma bok dany AD; bok wiec dany nie
moze by¢ mniejszy od wysoko$ci danego trojkata.

b) trojkgt na rownoleglobok (fig. 245); na tréjka-
cie ABC dopetniam rownolegloboku AD, ktory jest
dwa razy wigkszy od trojkata ABC (274. Wn.G) poto-
wigc ten rownolegtobok linig EF réwnolegta do boku
i przechodzaca przez s$rodek podstawy AC, otrzy-
mam rownoleglobok AF réwnowazny trojkatowi(274.
Wn. 7).

¢) rownoleglobok AF na trojkqty przedluzam pod-
stawe AE o nig samg i punkt B z C lacze¢ prosta a
trojkat ABC jest zadany (274. Wn. 7).
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d) rownoleglobok AD na inny 1) pod danym kq-
tem (fig. 245); z koncow podstawy AC prowadze li-
ni¢ AG i CII pod danymkatem do spotkania si¢ z prze-
dhuzona podstawg goérna, a rownoleglobok AH jest
zadany (274. Wn. 4); 2) o danym boku' z konca A
podstawy, promieniem réwnym danemu bokowi
przecinam w G przedtuzong podstawe goérng i do-
konczam réwnolegloboku GACH, ktorego bok AG
jest dany.

e) wielokqt ABCDE na trojkgt (fig. 246); jesli
chcemy aby podstawa trojkata lezata na prestdj AE,
za$ wierzchotek byl w wierzchotku C, z punktu C
prowadze przekatnie CE, CA, przez punkta D i B ré-
wnolegte do odpowiednich przekatnich az do spotka-
nia si¢ w F i G z bokiem przedtuzonym majacym
z przekatnig koniec wspolny, a trojkaty CFE i CGA
rownowazne z trojkatami CDE i CBA (274. Wn. 2),
w miejsce ich wziete, daja trojkat GCF rownowazny
wielokatowi; takim samym sposobem postepujemy
z wielokatami majacemi wigc$j bokow'.

f) rownoleglobok na inny pod danym bokiem i
kqtem (fig. 247); prowadzg lini¢ AE czyniaca z pod-
stawa Al) kat dany, i odcinam EF rowne bokowi da-
nemu,—prowadzg DG réwnolegla do AF i punkt prze-
cigcia si¢ G z przedluzong podstawa goérng z punktem
F 1acze linig,—na trojkacie ACH dokonczam réwno-
legloboku AJ a rownolegtobok GJ dopehienia z AG
jest zadanym, gdyz AC roéw nowazne z AG(274.Wn.4)
za§ AG z GJ (275) w ktorym kat KGL=EAD dane-
mu i bok GK=EF danemu.
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286. Zg. Znalezé kwadrat rowny a) summie ilu-
holwiek kwadratow danych lub Hekolwiek razy wie-
kszy od kwadratu danego (fig. 248). Na ramionach
kata prostego odcinam od wierzchotka boki kwa-
dratow danych, punkta B i C otrzymane z &dcie
cia tacze linia prosta BC, a kwadrat z tej linii jest
rowny summie dwoch kwadratéw, ktorych boki od-
cielisSmy na ramionach kata prostego (279),— z kon-
ca linii BC wyprowadzam prostopadta CL) i odcinam
na niej bok trzeciego kwadratu, a kwadrat wystawio-
ny na linii BI) réwna si¢ summie trzech kwadratéw
danych i t. d. Jesliby kwadraty byly rowne, to tym
sposobem otrzymamy bok kwadratu wigkszego dang
liczbe razy od kwadratu danego; /?) rozmicy dwoch
kwadratow danych; na ramieniu AC kata prostego
odcinam bok kwadratu mniejszego AC od A do C j
z punktu C promieniem réwnym bokowi kwadratu
wigkszego przecinam drugie rami¢ kata w punkcie B,
a linia AB jest bokiem kwadratu szukanego(279.Wn.)

287. Zt. Na wilasnosciach réwnowaznosci figur
mopiera si¢ sposob dzielenia wielokatow’ na pewna li-
czbg czegsci réw nych lub proporcyonalnych, majacy
zastosowanie przy podziale gruntu stosownie do da-
nych warunkow,

§ II. Stosunek powierzchni figur,

288. Tw. gl. Prostokqty majgce rowne podstawy
majq sie do siebie jak wysokoscig t. j. liczba wyraza-
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jaca stosunek wielko$ci prostokatow, rowna sig licz-
bie wyrazajacej stosunek ich wysokosci (fig. 249).
Dowodzenie Iszc. Przenoszg wysokos¢ EG na wy-
sokos¢ AC, zawiera si¢ ona w niej od A do! dwa razy
i pozostaje b(\ < EG; przez puukla a i > prowadze li-
nie rownolegle do podstawy AB, ktore odetng od pro-
stokata Al) dwa prostokaty Btf i ¢cb rowne prostoka-
towi EG (253, Wn. 4), tak, Ze pozostaly prostokat
bD < FG; przeto ile razy wysoko$¢ GE zawiera si¢
w wysokosci AC, tyle razy i prostokat EG zawiera sig
w prostokacie Al). Przenoszg¢ Z/IC na wysokos¢ EG,
zawiera si¢ w ni6j raz jeden od E do g i pozostaje
Gg < ZIC— réwnolegla przez punkt g do podstawy
odcina prostokat Eg réwny prostokatowi 2>l) i pozo-
staje prostokat gil < Z/D; przeto reszta Z/IC tyle razy
zawiera si¢ w wysokosci EG, od przenoszenia ktorej
wypadla, ile razy reszta b/) zawiera si¢ w prostoka-
cie EG it d. A zatem stosunki wysokosci i powie-
rzchni tych prostokatéw jednakowa wyrazajg si¢ li-
czba (II) czyli stosunki te sg sobie rowne.
Dowodzenie 2g/c. Prostokat AD tworzy si¢ posu-
waniem podstawy jego AB po liniach rownoleglych
AC i Bl), rownoleglym od pierwotnego swego poto-
zenia, lecz ze wielko$¢ linii AB zalezy tylko odjej dtu-
gosci, przeto wielko§¢ prostokata zalezy jedynie od
dhugosci posuwajacej sie linii AB i od dlegtosci na kto-
rag ona posuneta sig, mierzonej wspolng prostopadla
AC, lak, ze jesli w dwoch prostokatach Ac i Eli lak
posuwajace si¢ linie AB i EE jak i odlegtosci Aa i EG
sg sobie rowne, to wielkosci tych prostokatow sa takzo
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rowne. Jezeli tworzace linie AB i EF w dwoch pro-
stokgtach AD i EH sg sobie rowne a oddalenia AC i
EG nieréwne, to prostokat AD tem jest wickszy od
prostokata EH, im odlegtos¢ AC jest wicksza od od-
legtosci EG, gdyz na ile razy wigksza odleglos¢ pc-
snnie si¢ linia AB, tyle razy wigksza przebiezy droge,
czyli tyle razy wigkszy utworzy prostokat— to samo
Sciaga si¢ i do rownoleglobokdw, tylko ze oddalenia
mierzy nie bok lecz prostopadia.

Wn. 1. W prostokacie podstawa moze by¢ wzigta
za wysokos$¢, przeto prostokaty majace wysokosci
rowne majg si¢ jak podstawy.

Wn. 2. Poniewaz réwnolcgloboki sg rownowazne
prostokatom majacym z niemi rowne podstawy i wy-
sokosci, przeto i rownolegloboki majace wspolne pod-
stawy maja si¢ do siebie jak wysokosci, majace za$
wspolne wysokosci maja si¢ do siebie jak podstawy.

Wn. 3. Trojkaty sa polowa prostokatdéw majacych
z niemi wspolne podstawy i wysokosci, przeto i troj-
katy majace podstawy réwne, sg w stosunku wyso-
kosci, i nawzajem.

289. Tw. gt. Dwa jakiekolwiek prostokqty majg
sie do siebie jak iloczyny z podstaw przez wysokosci,
czyli jeden prostokat tyle razy zawiera si¢ w drugim,
ile razy iloczyn z liczebnej wartosci podstawy przez
wysoko$¢ jednego, zawiera si¢ w podobnym iloczy-
nie drugiego, byleby podstawy byly mierzone jedna-
kowa miarg, podobnie i wysoko$¢’.
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Nazwawszy jeden prostokat dany przez A drugi
przez zz, podstawg pierwszego przez P drugiego
wysokos¢ przez W i w, i kre$lac trzeci prostokat B
majacy za podstawe P a za wysoko$¢ W mamy: A:B
—W:w (28"), gdzie W i w jako sktadajace jeden sto-
sunek sg jednorodne czyli mierzone jednakowg mia-
ra; podobniez B: a—P: p| mnozac te dwie proporeye
otrzymujemy A. B: B.6T=W. P: u\ p-, czyli: A:</ W.
P: iv. >

1. To dowodzenie $cigga si¢ do rownoleglo-
bokéw i trojkatow; biorac zamiast prostokata a ro-
wnoleglobok jemu réwnowazny majacy za podstawe
p a za wysoko$¢ w mamy ze prostokgt A tyle razy
zawiera si¢ w rownolegloboku a, ile razy liczba wy-
padita z pomnozenia podstawy przez wysokos¢ pro-
stokgta, zawiera sie¢ w podobnym iloczynie rownole-
globoku-, biorac za§ zamiast prostokata a trojkat «
jemu réwnowazny, majacy z nim réwna podstawe p,
a wysokos$¢ w' dwarazy wicksza od w, mozemy takze
zamiast wysokosci w wstawi¢ /2w’ 1 bedzie A:«'=
P. W .t.j. prostokqt A, tyle razy zawiera si¢ w troj-
kqgcie a', ile razy liczba P.W wypadla z pomnozenia
Jjego podstawy przez wysokos¢, zawiera si¢ w polowie
iloczynu p.w' z podstawy przez wysokosé¢ trdjkqgta.
Podobnym sposobem zamiast prostokata A mogliby-
$my wzig$¢ rownowazny z nim rownoleglobok lub
troj kat.

Ww. 2. Zmierzy¢ jakakolwiek powierzchni¢ zna-
czy dowiedzie¢ si¢ ile razy powierzchnia przyjeta za
edno$¢ czyli miar¢ zawiera si¢ w mierzon¢j powie-
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richni; mierzenie wigc powierzchni, podobnie jak li-
nii nalezaloby uskuteczni¢ przez naktadanie powie-
rzchni przyjetej za jedno$¢ np. prostokata na powie-
rzchnie, tyle razy ile si¢ daje,—lak jak naktadaja si¢
tafle na posadzke, aby si¢ dowiedzie¢ ile razy tafla
zawiera si¢ w posadzce. Bez poznania wilasnosci fi-
gur pod wzgledem proporcyonalnosci, tym tylko spo-
sobem moglibysmy si¢ dowiedzie¢, ile razy powierz-
chnia przyjeta za jedno$¢, zawiera si¢ w mierzonej
powierzchni; mimo niedogodno$ci pochodzacej z sa-
mego uskuteczniania podobnego mierzenia, ono mo-
ze by¢ tylko przyblizonym, gdyz w ogdlnosci jednos¢
niezawiera si¢ zupelnie w mierzonej powierzchni lub
chocby si¢ zawierata, ksztalt ograniczenia nic dozwa-
la z $Scisto$cig uskuteczni¢ tego naktadania np. pro-
stokata na trojkat. Lecz na zasadzie wniosku po-
przedzajacego dla dowiedzenia si¢ ile razy prostokat
A zawiera si¢ w prostokacie a lub réwnolegloboku,
niepolrzebujemy naktada¢ jednosci A na mierzong
powierzchni¢ a lecz tylko dowolna linijng jedno$cia
zmierzy¢ ich podstawy (II lub 155), nastepnie tg sa-
ma lub inng miarg zmierzy¢ wysokosci; dla A i a zro-
bi¢ iloczyny z liczebnych warto$ci podstawy przez wy-
soko$¢ i przez arytmetyczne dzielenie dowiedzieé si¢
ile razy iloczyn W.P dla A zawiera si¢ w liloczynie
Up dla <, gdyz tyle razy i prostokat A zawiera si¢
w rownolegltoboku a. Podobnie aby si¢ dowiedzie¢
ile razy prostokat zawiera si¢ w trojkacie, potrzeba
zmierzy¢ ich podstawy i wysokosci i dowiedzie¢ si¢
ile razy iloczyn prostokata zawiera si¢ w potowie ilu-
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czynu trojkata. Zlad widzimy ze dla zmierzenia po-
wierzchni mierza si¢ tylko dwie linie podstawa i wy-
sokos$¢ od ktorych wielko$¢ powierzchni zalezy, i dla
(ego one zowia si¢ wymiarami,

Wu. 3. Za jedno$¢ do mierzenia powierzchni ozy-
wamy zazwyczaj kwadratu, ktorego podstawa i wy-
soko$¢ roéwna si¢ jednos$ci czyli mierze linijn-¢j, a kto-
ry zowie si¢ sazniem tokciowym, stopa, calem kwa-
dratowym. Iloczyn wigc z podstawy przez wysoko$é
dla lego prostokata réwna si¢ jednosci, a zatem je-
dnos$¢ ta, tyle razy zawiera si¢ w powierzchni, ile ra-
zy jedno$¢ arytmetyczna zawiera si¢ w iloczynie pod-
stawy przez wysoko$¢ zmierzonych miarg linijng czyli
bokiem kwadratu t. j. ile len iloczyn zawiera jedno-
sci. W lakiem rozumieniu przez skrocenie mowimy, ze
powierzchnia rownolegtoboku rowna sie. iloczynowi
z podstawy przez wysokos¢™ powierzchnia trojkgta
rowna sie potowie iloczynu z podstawy przez wyso-
kos¢, lub iloczynowi z podstawy przez potowe wyso-
kosci, albo z polowy podstawy przez wysokosé¢-, po-
wierzchnia kwudralit rowna si¢ kwadratowi z boku™
~dyi podstawa rowna wysokosci.

Wn. 4. Trapez przez przekatni¢ dzieli si¢ na dwa
trojkaty, nnljaCo za wysokosé; wysokos¢ trapeza a za
podstawy” jeden podstawe dolna, zd$ drugi podsta-
we gorng trapeza; a ze powierzchnia kazdego z nich
zawiera w sobie tyle kwadratow przyjetych za miarg,
ile jedno$ci zawiera iloCzyn z potowy podslawy przez
wysokos$¢ przeto powierzchnia ich summy, czyli tra-

34
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peza zawiera tyle kwadratow przyjetych za miare, ile
ma jednos$ci summa iloczyndéw z potowy jednej,tudziez
z potowy drugiej podstawy, przez wysokos¢; czyli ilo-
czyn z polowy summy podstaw przez wysokos¢ t. j.
powierzchnia trapezu rowna si¢ iloczynowi z potowy
summy podstaw, lub linii lgczgcej Srodki bokow nie-
rownolegtych, przez wysokos¢.

Whn. 5. Powierzchnia kola tworzy si¢ posuwaniem
bez przerwy zmniejszajacego si¢ okregu réwnolegle
do pierwotnego polozenia t. j. majacego Srodek nie-
ruchomy, ktory to okreg zmniejsza si¢ wstosunku pro-
mienia (265. Wn. 1);—podobnie powierzchnia tréj-
kata tworzy si¢ posuwaniem bez przerwy zmniejsza-
jacej si¢ podstawy réwnolegle do pierwotnego poto-
zenia, majacej swe konce na dwoch bokach, ktora to
podstawa zmniejsza si¢ w stosunku wysokosci (139.
Wn. 5); lecz ze bezwzgledna wielko$¢ rownie jak i
stosunek powierzchni zalezy jedynie od wielkos$ci po-
suwajacej si¢ linii i od odleglosdci na ktora si¢ posu-
neta, przeto jesli okreg kota rowny podstawie trojka-
ta a promien roéwna si¢ jego wysokos$ci, to wielkos¢
powierzchni kola i trojkata jest, jednakowa a tém sa-
mém kwadrat przyjety za miare tyle razy zawiera si¢
w powierzchni kola, ile jednosci ma iloczyn z okre-
gu przez potoweg promienia, mierzonych bokiem te-
go kwadratu, czyli powierzchnia kota rowna si¢ ilo-
czynowi z okregu kola przez polowe promienia. Okreg
kota réwna si¢ 211R (26S) przeto powierzchnia rowna

si¢ 2[IR"“=I1R2. Dla podobn¢j przyczyny powierz-
chnia wycinka rowna si¢ iloczynowi z luku przez po-
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lowe promienia czyli jest laka czg¢$cia powierzchni
catego kota, jaka luk jego okrggu; a przeto otrzy-
muje si¢ mnozac powierzchni¢ kota przez stosnek tu-
ku do okregu. Powierzchnia zawarta miedzy okre-
gami odilzielnemi wewnetrznie, jako roznica hot ro-
wna sig, HRZ—Ih2=n R —/*’), t.j. stosunkowi okre-
gu do srednicy pomnozonemu przez roznice kwadra-
tow promieni. Powierzchnia odcinka rdicna sig rozni-
cy pomiedzy powierzchniq wycinka tego samego kola
majgcego ten luk za podstawe, a powierzchnig troj-
kgta majqcego za podstawe cieciwe tego luku a wie-
rzcholek w srodku kola.

Wn. 6. Wielokat for. przez linie polowiace katy
dzieli si¢ na tyle trojkatow réwnych ile ma bokow,
a ze powierzchnia kazdego trojkata zawiera w sobie
tyle kwadratow przyjetych za miarg, ile ma jednosci
iloczyn z podstawy przez potowe wysokosci, zmierzo-
nych bokiem tego kwadratu, przeto znajdziemy licz-
be kwadratow zawierajacych si¢ w wiel. for., mnozac
liczbe kwadratéw zawierajacych si¢ w jednym z tréj-
katow, przez liczbe tych trojkatow, czyli przez liczbe
bokow.

Wn. 7. Powierzchnia nieforemnego wiel. znajdu-
je sie, a) dzielac go na trojkaty lub trapezy i docho-
dzac ich pwierzchni; /) dzielac na same trapezy (fig.
252) przez prostopadle CI), EF.. do linii AB laczacej
dwa najodleglejsze punkta, ktérych podstawami sg
prostopadle Cl), EF, GH... wysokosci za$ sa odcin-
kami linii AB. Gdy odcinki te sa sobie rowne, to i
wysokosci trapezéw sg takze rowne, a zatem w sum-
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mie ich powierzchni, wysokos¢é wspolna NO mnozy
si¢ przez summe podstaw EF, GH, JK, stuzacych dla
dwoch trapezoéw, powickszona potowa podstaw Cl) i
EM stuzacych dla jednego tylko trapeza jak w figurze
CDML, gdyz powierzchnia

21)0. Tw. Trojkgty ABC i DBE majgce po kqcie
rownym majq si¢ do siebie jak iloczyny z bokow za-
wierajgcych te kqty (fig. 253).

Ktade jeden trojkat na drugi lak, aby katy réwno
przystaty do siebie i konce D i C bokow BI) i BC za*
wierajacych katy rowne lacze linia prosta DC; troj-
katy ABC i DBC jako majace wysokosci rowne maja
si¢ do siebie jak podstawy (2S8. Wn. 3) ABC:DBC
==AB:DB; podobnie DBC:DBE—BC:BE przeto ABC.
DBC: DBC.DBE—AB.BC: DB.BE, dzielac za$ pier-
wszy stosunek przez BBC bedzie: ABC:DBE = AB.
BC: DB.BE.

Wn. Podobnie i réwnolegloboki EK i DL (fig. 247)
majace po kacie rownym, majg si¢ do siebie jak ilo-
czyny z bokéw zawierajacych te katy, gdyz zestawi-
wszy je tak, aby katy réowne DGL i EGK byly wierz-
cholkiem przeciwlegle i dokonczywszy na bokach
GK i GL réwnolegtoboku KL, réwnolegloboki DL i
GJ jako majace wysokosci rowne maja si¢ jak pod-
stawy: DL; GJ=DG: GK podobnie GJ: EK-r"CL: GE
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przeto i DL.GJ-.G.JEK—DG.GL.GK.GE czyli DL: EK
=++DG.GL:GK.GE.

291. Tir. gl. Powierzchnie figur podobnych majg
sig do siebie jak kwadraty z linii odpowiednich.

v Oznaczywszy powierzchnie trdjkatéw podo-
bnych przez Ti ¢, ich podstawy przez P i p, wysoko-
sci przezW i w, to Tt/=P. W: p.w (2S0. Wn. I); lecz
P: P—W: w przeto pomnozywszy poprzedniki przez
P a nastepniki przez lub poprzeduiki przez TE a
nastepniki przez io otrzymamy: P2 p™WWP: Up lub
P.W: pw=W?2: u~ a zatem w pierwszej i tych pro-
porcyach dwa stosunki rowne trzeciemu P. W:
sg sobie réwne t.j. 7: Pl pllub 7, I— WI: wl
Poniewaz linie odpowiednie w figurach podobnych
sa proporcjonalne, przeto P: p~L.t czyli P2 p—
L~: 1] przeto i 7 tz=L) P t. j. powierzchnie trojka-
tow majg si¢ do siebie jak kwadraty z linii odpowie-
dnich.

2° Wielokaty podobne maja si¢ do siebie jak kwa-
draty z linii odpowiednich, gdyz sktadajg si¢ z rowne;j
liczby trojkatow podobnych i podobnie.potozonych
(262. Wn. 1), a ze kazde dwa trojkaty odpowiednie
sa w stosunku kwadratéw z linii odpowiednich, prze-
to i summy ich sg w tymze samym stosunku.

3° Powierzchnie kot sg w stosunku kwadratéw
z linii odpowiednich, gdyz one réwnaja si¢ iloczyno-
wi z okregu przez polowe promienia, a zatem sa w sto-
sunku tych iloczynow t.j. A. k="Yi0li: YiOpzzUIi: o/,
|ccz 0: 0—I17i: r, przeto mnozac poprzedniki przez /i
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a nastepniki przez r bedzie: 0/1: or~Ri: # przeto i
K: h—HI: rI. Podobnie wycinki i odcinki kot, kto-
rych tuki zawieraja jednakowg liczbe stopni, sa w sto-
sunku kwadratow z linii odpowiednich.

Whn. Jezeli kwadrat z dwoch linii rowna si¢ kwa-
dratowi z linii trzeciej, to i summa figur podobnych,
ktorych liniami odpowiedniemi sg dwie pierwsze li-
nie, rowna si¢ figurze im podobnej w ktorej linia trze-
cia jest odpowiednia pierwszej; oznaczywszy bowiem
trzy figury podobne przez A, B, C ich linie odpowie-
dnie przez <z, b, ¢ mamy: A: B—2: 5 toi A | B:B
1r=<«24-/>): 7/2; podobnie C: B—c2: 72 przeto jesli cl=
«2--77) to te dwie proporcye maja trzy wyrazy rowne
a tern samem i czwarty A-f-B rowny czwartemu C.

292. Zg. Wvykreslic 1) kwadrat rownowazny a)
rownoleglobokowi. Miegdzy podstawag a wysoko$cia
rownolegtoboku szukam linii $rednio proporcyonal-
nej (151 lub 177. Wn. 1, albo 1S5), a ona jest bo-
kiem szukanego kwadratu (289. Wn. 3); ) trojkqto-
wi: bok jego jest $rednio proporcjonalny migdzy
podstawa a polowa wysokosci trojkata; a ze kazdy
wielokat mozna zamieni¢ na tréjkat jemu rownowa-
zny (285, e), przeto kwadrat rOwnowazny z tym troj-
katem jest rownowazny i z danym wielokatem; r)
wykresli¢ kwadrat ktoryby sie mial do danego AB
w stosunku danym m: n (fig. 254); na linii nicograni-
czonej odcinam EF*=m i FG=m, z punktu F wypro-
wadzam prostopadta do spotkania si¢ w II z okregiem
kola, ktorego $rednica EG, trojkat EKG jest prosto-
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katny (176. Wn.), przeto EK2: KG}=EF:FG; na ra-
mieniu EK kata prostego odcinam KH—AC i prowa-
dz¢ HJ rownolegle do EG to KJ jest bokiem kwadra-
tu szukanego, gdyz K&=KII: KJ czyli KE2: KG)
=KH?2: KJ] przeto dwa stosunki KH2: KJ2; EF: FG
rowne trzeciemu KE2: KG] sg sobie rowne; a ze Kill
—AB przeto KJ? jest z danym kwadratem w stosun-
ku m\n. 2) Wykresli¢ prostokgt rownowazny z kwa-
dratem danym, a} ktorego summa bokow przy sobie
lezgcych réownalaby sie linii danej AB (fig. 255). Na
linii danej AB jako na $rednicy kresle pot okregu ko-
fa i z konca A wyprowadzam prostopadta AE réwna
bokowi kwadratu danego, za$ z konca jej E linie¢ EG
réwnolegla do linii dandj AB, to prostopadle FC i GD
wyprowadzone do linii danej z punktow F i G prze-
cigcia si¢ rownoleglej z okregiem, sg réwne bokowi
kwadratu danego (79. Wn. 2), a tdom samtbn prosto-
kat z BC przez AC jest zadanym ( 177. Wn. I); — b)
roznica bokow przy sobie lezgcych rownalaby sie li-
nii danej AB (fig. 256); na linii dandj AB jako na $re-
dnicy kres§le okreg kota i z konca A wyprowadzam
prostopadta AE rowng bokowi kwadratu danego przez
punkt E prowadze sieczng EC przechodzaca przez $ro-

dek a prostokat z EC przez ED jest zadanym (1S5,
Wn.).

293. Zg. Wykresli¢ wielokgt a) rownowazny Sum
mie dwoch danych w-ielok. podobnych, im podobny.
Bok kwadratu réwnowaznego summie kwadratow
z dwoch bokow odpowiednich figur danych jest bo-
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kiep) szukanego wielokata odpowiednim tym bokom
(291. Wn.), ktory znajdziemy jak wN° 256, pozosta-
je tylko na tym boku wykresli¢c wiek foremny (263).
Jesli wielokat szukany ma by¢ réwnym réznicy dwoch
wielok , to szukamy boku kwadratu bedacego roézni-
cg kwadratow z bokow odpowiednich. Podobnie wy-
najduje si¢ wielokat ilekolwiek razy wigkszy lub mniej-
szy od danego: b] ktoryby i danym wielokgtem byt
w stosunku danym-, bok kwadratu bedacego w sto-
sunku danym z kwadratem z boku wielokata danego
(292, ¢)jest bokiem odpowiednim wielokata szukane-
go; c) podobny danemu wielokgtowi P i ktory bytby
z wielokqtem danym K byt w stosunku danym m: n.
Dla znalezienia boku wielokata danego I) wielokaty
P i K zamieniam na kwadraty (292,/>) ktérych bokami
sg linie p i I, 2) wynajduje bok a, kwadratu bedace-
go z kwadratem K w stosunku m: n a t¢ém samem ro-
wnowaznego wiel. szukanemu (292. c¢); 3) znajduje
lini¢ X bedaca w takim stosunku do boku @ kwadratu
rownowaznego z szukanym wielokatem, w jakim jest
bok b danego wielokata P, do boku p kwadratu z nim
rownowaznego, a ona jest bokiem szukanego wielo-
kata; gdyz xia—>b\p czyli xI: ui—bH2'.pl a ze aV=
wiel. szukanemu A za$ P, przeto 0.2: P,
lecz ze d? z wielokagtem K jest w stosunku danym m-.n,
i figury podobne maja si¢ jak kwadraty z bokéw od-
powiednich, przeto x jest bokiem wielokata szukane-
go. Jesliby wielokat szukany byl réwnowazny wielo-
katowi K, wtedy & byloby bokiem kwadratu réwno-

od" 7]28 o Ve u%lq}gk %@H%V/}Kjbo wo/toa iijowu *
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294. Zg. Dany tréjkqt podzieli¢ na czesci propor-
cyonalne do linii danych, przez proste wychodzgce
z wierzchotka.

Podstawe trdjkata dzielg na czgéci proporcyonalne
do linii danych (147), a punkta podzialow potaczone
z wierzchotkiem, dzielg trojkat na trojkaty zadane;
gdyz one jako majace rowne wysokosci, majg si¢ do
siebie jak podstawy”

295. Zg. Znalezé prostg n bedgcq z daiigco w sto-
sufiku kwadratow danych KHY: KJ] (fig. 254.).

Na ramionach kata prostego EKG odcinam boki
kwadratéw danych KH i KIJ, i z wierzcholka kata
prostego prowadze prostopadia KL a ona podzieli
lini¢ 11J w stosunku kwadratow danych (279), a Za
tern linid szukana n jest proporcyonalna do linii HL,
Lj i

296. Zt. a} Powierzchnia kwadratu réwna sig¢
kwadratowi z liczebnej wartosci z boku, przeto to-
kie¢ kwadratowy nta ¢wierci kwadr. IB, Cwieré 36
cali i t. d. t. f miara Wyzsza na nizszg zamienia si¢
mnozac przez kwadrat z liczby wyrazajacej podzialy
i itawzajem; f Jes$li skala wyraza 900-lhe czesci
miary, to plart zrobiony podtug t¢j skati jest #60)
810030 razy mniejszy od mierzonej przestrzeni gdyz
figury podobne sa w sldsunku kwadratow z linii od-
powiednich. ¢) Chcac obliczy¢ powierzchni¢ zmie-
rzonej przestrzeni, obrachowywamy trojkaty, trapezy
i t.d. i dochodzimy ich powierzchni mierzac linie nifd

35



ra wzigta ze skali, a ile ona zawiera miar kwadrato-
wych linii z kl6rdj zrobiona skala, tyle grunt zawiera
miar kwadratowych jednosci ktoréj skala jest czeg-
Scia. d) Podzial gruntu niewymagajacy wielkiej $ci-
sto$ci uskutecznia si¢ na planie, a nastgpnie linie
dzielagce przez punkta odpowiednie wytykaja si¢ na
gruncie.

ROZDZIAL V.

Zaleznos¢ wielkosci figur od ksztattu.

297. Wielko$¢ figur zalezy od ich ksztattu i tak,
figury majace obwody jednakowe nie maja jednako-
wej wielkosci, majace za$ jednakowa wielko$¢ majg
nierowne obwody. Dwa glowne pytania nalezy tu
ibzlrzasnaé¢; z figur majacych jednakowe obwody,
t.j. rownoobwodowych (izoperymelrycznych), jakie-
go ksztattu figury maja wielko$¢ najwieksza (maxi-
mumj nawzajem z majacych wielkos$¢ jednakowa, ja-
kiego ksztattu figury maja obwdd najmniejszy (mini-
mum), i dla tego to wtasnosci te figur znane sa pod
nazwa lzoperymetrycznosci lub maximéw i minimow.

298. Tw. gl. Z trojkqtow stojgcych na jednej
podstawie i majgcych wierzchotki najednej linii pro-
siej, ten ma najmniejszq summe dwoch innych bo-
kow, w ktorym te boki sq rowno nachylone do linii
wierzchotkow (fig. 257).
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Zuk. kat AOB = CDE. Tw. A[)+ DC <5 AB-j-B C.

Z konca C podstawy AC wyprowadzam prostopa-
dt¢ do linii wierchotkow BI) i odcinam EF —EC;
punkt F tacze z punktami D i B. Linia CD=DF i CB
=BF jako rowno oddalone od spodka prostopadiej
DE (51), przeto kat CDE—EDF (91. Wn. 3), za$ linie
Al) i DF stanowig jedng lini¢ prosta, gdyz kat ADB—
FDE jako rowne katowi CDE (49), a tern samem AD
+ DF< AB FBF czyli AD j-DC"ABd-BC.

Wn. 1. Gdy linia wierzchotkow jest rownolegla
do podstawy, wysokosci trojkatow sa sobie rowne a
tém samem i ich powierzchnie, a trojkat ADC majacy
boki rowno nachylone do réwnoleglej linii wierzchot-
kéw BE, ma takze boki rownonachilone i do w ysoko-
sci DG, gdyz te katy nachylenia sg dopelnieniami katow
pierwszych, czyli trojkat ADC jest rbwnoramienny (91.
Whn. 3); a zatem z Gjk<itOLO rou-nowainych majgcych
podstawy rowne, trojkgt symetryczny ma najmniejszy
obwod. 1 nawzajem: z tréjkgtow rowno-obwodowych
o jednakowych podstawach, trojkqt, symetryczny jest
najwiekszym (lig. 258); poprowadziwszy z wierzchol-
ka D, niesymetrycznego trojkata, lini¢ DE réwnole-
gla do podstawy AC, az do przecigcia si¢ w E z wy-
sokoscig trojkata symetrycznego AYC i polaczywszy
ten punkt z koncami podstawy AC, utworzy si¢ troj-
kat symetryczny AEC, rownowazny trojkatowi ADC,
a zatem podlug poprzedzajacego AE+EC c AD-|-
DC, lecz Al) 4-DC"AB-FBC przeto AE-J-EC -<AB ¥
BC, wigc linia AEC jest objeta przez ABC i trojkat
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ABC, jako calo$¢, wigkszy od trojkata AEC rownowa-
znego z ADC.

Wn. 2. Ze wszystkich tréjkgtow rownowaznych”
trojkgt foremny ma najmniejszy obwod. Jesli bp?
wiem ng boku trojkata foremnego wystawimy jaki-
kolwiek trojkat z nim réwnowazny, (o obwdd jego
jest wigkszy od obwogelu gjanegp trojkata. 1 nawza-
jem: ze wszystkich trojkqtow rowno-ol)wodowych fo-
remny ma najwigkszqg powierzchnie, gdyz powierz-
chnia jakiegokolwiek trojkata wystawionego na jego
boku jest niniejsza,

Whn. 3. Z wielokqtow 'rownowaznych o jednako-
wej liczbie bokow, rownoboczny ma najmniejszy ob-
wod (fig. 250); gdyz wielokat ABCDE niemajacy bo-:
kéw réwnych nie moze mieé najmniejszego obwodu;
jesli bowiem bok BC nierowny bokowi CD, to wysta-r
wiwszy trojkat BFD rownoramienny réwnowazny troj-
katowi BCD, summa bokow BF +FD < BC'+CD a
tern samem obw6éd ABFDE  ABCDE. | nawzajem:
z wielokqtow rownoobwodowych rownoboczny ma naj-
wiekszq powierzchnie-, gdyz wielokat ABCDE niero-
wnoobwodowy nie moze mie¢ najwiekjszej powierz-
chni; jesli bowiem BC i CD nie sg réwno, to wysta-
wiwszy trojkat rownoramienny BFD réwnoobwodo-
wy z trojkatem B(,D, powierzchnia BFD > BCD a tém
sam¢m i powierzchnia ABFDE > ABCDE.

Wn. 4. Z trapezéw réwnowaznych symetryczny,
ma najmniejszy obwod (fig- 260); #ppelniws  bo-
wiem trojkata AED i nakre$liwszy na tfifctAD trojkat
P metryczny aed, z pim rownowazny, linia bc rowno-



legta do podstawy ad i oddalona od niej na wysoko$¢
danego trapeza AC, odcina trapez abcd symetryczny
i rtownowazny z danym trapezem, gdyz bc—BC jako
bedace do réwnych podstaw AB i ad w jednakowym
stosunku, rownym stosunkowi wysokosci catego do
wysoko$ci odcietego trojkata (139. Wn. 5); lecz ze
AE+ED > ag-\-ed to i jednakowe czg$ci pierwszych
bokéw AB 4-CD > ab-\-dc gdyz stosunki AE:AB, ED
CD i eat ab, ed'.cd rownaj;) si¢ stosunkowi cf’.gf
przeto AE-f-ED: AB+ CD=£tf-\-eiT. ab-\-cd, bo ka-
zdy z tych stosunkoéw réwny ef. gf; a ze poprzednik
wigkszy od poprzednika przeto i nastgpnik wigkszy
pel nastepnika.

299. Tw. Z tréjkgtow ABC i DEF majgcych wy-
sokosci i Slinimy dwéch bokéw réwne, symetryczny
ABC ma najwigkszqg podstawe AC (fig. 261).

Wystawiwszy na podstawie DE trojkata niesyme-
trycznego DEF, trojkat symetryczny DIIF majacy
z nim réwng wysoko$¢ DH—+IIF < DE+EF (298,
Wn. 1), przeto i DH+ HE< AB-j-BC a tern samem
DII < AB; odciawszy wige JK—GD, linia JK < JA,
gdyz w tym tylko razie pochyla BK—MD jest mniej-
szg od BA.

300. Tw. Z trojkqtow majgcych jednakowe dwa
boki, tenjest najwigkszy, w ktorym te boki tworzg
kgt prosty. Gdyz biorac jeden z nich za podstawe,
ten tro6jkat ma najwigksza powierzchni¢ w ktérym wy-
soko$¢ najwigkszy, a zatem w ktorym la wysoko$¢
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rowna si¢ bokowi przylegtemu podstawie, gdyz pro-
stopadta bedac najkrotszg ze wszystkich pochytych,
bylaby krotsza od kazdego innego boku.

Wn. 1. Ze wszystkich réwnoleglobokow maja-
cych boki dane prostokat jest najwickszy, gdyz skla-
da si¢ z najwickszych dwoch trojkatow.

301. Tw. gt. Jesli u) wielokgcie ABC poprowa-
dzimy dowolng Unie BT i weimieiny os symetryi df
prostopadlg do tej linii, zas z wierzchotkow popro-
wadzimy linie prostopadle do osi i odetniemy na nich
odcinki polowigce si¢ na osi i rowne odcinkom tych
linii, zawartym miedzy obwodem danego wielokqta,
to kornce potowigcych sig odcinkow, sq wierzchotkami
wielokgta rownowaznego, majgcego mniejszy obwod
(Gg. 362). .002

1° W trojkacie ABC linia dowolna BT, do ktorej
o$ symetryi dfjest prostopadia, potowi podstawe AC;
odcinam eg—BT potowiace si¢ w O i punkta dif,
oznaczone na osi przez prostopadle A4 i C/, lacze
z punktami e,gi otrzymatem kwadrat skosny r/e/g ktof
rego punkt O jest srodkiem symetryi,gdyz osie sg pro-
stopadte i #0=0/ dlalego, ze AT—TC( 138). Kwadrat
len jest rownowazny tréjkatowi ABC i ma od niego
mniejszy obwod, gdyz trojkat efg rownoramienny, jest
rownowazny trojkatowi BTC zas‘4¢g trojk. ABT.

2° Prowadze lini¢ JK potowiaca kat miedzy osiami
symetryi i o§ symetryi /i prostopadlta do tej linii, to
wielokat P jest rownowazny skosnemu kwadratowi,
gdyz tr6j, symelr. ihn réwnowazny Irdjkalowi i/jg,
prostokat Ln réwnoleglobokowi cg i i. d.
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W//. 1. Im dalej posuwamy podobnym sposobem
przemiang wielokata, tern wigcej on ma osi symetryi
i tern mniej one roznig si¢ od siebie, a tern samem
bardziej wielokat zbliza si¢ do figury rownowaznej
majacej najmniejszy obwod. Lecz ze w téj przemia-
nie liczba bokow powicksza si¢ lak, ze w ogdlnosci
kazden z wierzchotkéw, procz dwoch skrajnych, two-
rzy w nastepnej dwa wierzcholki, pi zeto zarazem w ie-
lokat zbliza si¢ do linii krzywej.

Hzw. 2. Wielokat foremny ma mniejszy obwdd od
rownowaznego z nim wielokata nieforemnego o tej
samej liczbie bokow; gdyz ma tyle rownych sobie osi
symetryi ile wierzchotkéw (130), co niema miejsca
w nieforemnym o tej samej liczbie bokow7; z wieloka-
tow za$ foremnych ten ma mniejszy obwod, ktoéry ma
wieksza liczbe bokéw, gdyz wigeej ma sobie réwnych
osi symetryi.

Whn. 3. Figura nicmajaca wjakimkolwiek kierun-
ku osi symetryi, lid) w ktorej osie symetryi nie sa so-
bie réwne, niemoze mie¢ najmniejszego obwodu, gdyz
w tym kierunku poprowadziwszy lini¢ i 0§ symetryi do
moj prostopadla, otrzymamy figur¢ jej rownowazna
majacg mniejszy obwod a zatem figura, w ktoréj wie
wszystkich kierunkach sg osie symetryi przechodzace
przez $rodek i rowne sobie, ma najmniejszy obwadd.
Kolo wigec ma najmniejszy obwod ze-wszystkich figur,
&<lyz §rednice sg jego osiami symetryi.

302. Tw. gl. Z wielokgtow majgcych wszystkie
boki dane procz jednego, ten jest najwigkszy, ktory
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Jest wpisany w potkole, a tern samem za bok nieozna-
czony ma Srednicy.

Wielokat, \v ktorym, ktérykolwiek z wierzchotkdw
nielezy na okregu, hie moze by¢ najwigkszym; gdy#
dwie przekatnie poprowadzone z koncéw boku niel
danego do tego wierzchotka, nietwbrzg kata proste-
go, a zatem Ifojkat prostokatny majacy te przekatnie
za przyprostokatniej jest wickszy bd trojkata &dpo
wiedniego danego wiclokata; Wystawiwszy wigc na
przyprostokalnich wielokaty rowne wielokatom Sto-
jacym na przekatnicli danego wielokata, otrzymamy
Wielokat Wigkszy od danego i majacy boki danej

~Wn. 1i Z wielokqgtow majgcych boki roione ib je-
dnakowym portqgdku ten jest najwigkszy, ktory inoib
by¢ wpisanym, w kolo-, gdyz $rednica poprowadzona
przez jeden z jego wierzchotkéw, dzieli go razeni
z tréjkatem majacym za pbdstaWe bok przeciety przez
ta $rednice a za wierzchotek drugi koniec tej $redni-
cy, na dwa wielokaty wpisane W poétokregu; przeka-
tnia za$ poprowadzona z wierzchotka odpowiednia
go wielokata niemoggeego by¢ wpisanym w kolo, do
wierzchotka tréjkata rownego trojkatowi dodanemu
do pierwszego wielokata i wystawionego na odpo-
wiednim bokiij dzieli wielokat nie mogacy by¢ wpisa-
nym w kotoj na dwa wielokaty niemogace by¢ wpisa-
ne w potkole a majace boki rowne i w tym samym po-
rzadku co w wielokacie Wpisanym} leCz ze wielokaty
pierwsze sa wieksze od drugich, przeto wielokat Wpi-
sany w kolo z trojkatem, jest wickszy od wictokald
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niemogaccgo by¢ wpisanym z tymze samym ti jkatem,
czyli wielokat pierwszy jest wickszy od drogiego.

Wn. 2. Wielkos¢ wielokgta wpisanego w kolo ma-
Jagcego boki dane, niezateiy od porzqdku tych bokow,
gdyz w jakimkolwiek porzadku beda boki, trojkaty
utworzone z tych bokéw i promieni poprowadzonyt h
do ich koncow, sa sobie réwne, jako majace po trzy
boki rowne, a zatem i ich summy s3a sobie rowne.

Wn. 3. Zwielokqtow rownoobwodowych o jedna-
kowej liczbie bokow najwigkszym jest foremny, gdyz
jako majacy boki réwne jest wickszy od niemajacego
bokéw réwnych (292, Wn. 3) a jako wpisany w kolo
jest wigkszy od réwnobocznego niemogacego byc
wpisanym. | nawzajem: z wielokgtow roienowaznych
o jednakowej liczbie bokom foremny ma najmniejszy
obwod-, gdyz nie moze mie¢ obwodu réwnego, bo
miatby wigksza powierzchnig, ani wigkszego bo wie-
lokat réwnoobwodowy z foremnym, a podobny nie-
foremnemu bylby mniejszy od foremnego, za$ wig-
kszy od niefor. jako mu podobny i majacy obwod wig-
kszy; a zatém i wielokat foremny loémbardziej byltby
wickszy od nieforemnego.

303. Tm. Powierzchnia kota jest Sredniopropor-
cyonalna miedzy powier zchniami dwoch wielokqtow
podobnych z ktor ych jeden opisany na kole, zas dru-
gi. rowno obwodowy z kotem.

Powierzchnia kota réwna si¢ iloczynowi z okregu
przez potowe promienia/20 X?'; za$ wielokata opisa-

36
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nego, z obwodu Ob réwna si¢ iloczynowi przez polowe
wysokos$ci jednego z trojkatow sktadajacych len wie-
lokat, majacych wierzchotki we $rodku kola, réwnej
promieniowi; gdyz kazdego trojkata powierzchnia ro-
wna si¢ iloczynowi z podstawy przez wspdlng wyso-
kos$¢; powierzchnia za$ wielokgta rownoobwodowego
z kotem réwna si¢ iloczynowi z obwodu przez potowe
prostopadtej jednego z trojkatéw majacych wierzcho-
tek w $rodku i podobnych tréjkatom opisanego wielo-
kata t.j. I/20k.W; zatem Pow. wici, opis: Pow. kota=
y2006. r:820/f '=06: 0/r, i Pow. kola: Pow. wiel. ro-
wnoobw. W

r\w, tecz w wielokatach
podobnych obwody sa w stosunku wysokosci, wigc
00:0/f——W; przeto w dwoéch poprzednich propor-
cyach drugie stosunki 'S-3 sobie rowne, to i pierwsze
sg rowne, czyli Pow. wiel. opis; Pow. kota=Pow. ko-
ta: Pow. wjeb wwnoobw. z kolem.

Wn. gl. Powierzchnia kolajestnajwigkszq ze wszy-
stkich wielokqtow rownoobwodowyck-, gdyz wszelki
wielokat wpisany w koto jest wigkszy od wszelkiego
infilegd wielokata o tych samych bokach, za$ koto jest
wiekszo 6d wielokata z'fiinfo-owntfob.wodowego mo-
g2acdgd by¢ wpisanym wkoto, gdyz powierzchnia wie-
lokata opisanego na kole Jest wigksza od"[>owierz<hr.i
kola jako cato$¢ od swojej czesci, a fo;lpwierzchnie
sa w jednakowym stosunku. [ nawzajem (301. Wn.
3), co mogliby$my jeszcze dowies¢ podobnie jak w N.
302. Wn. 3.

303. Thyr. Z wielokgtow foremnych opisanych na
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kole ten Jest wigkszy ktory ma mniejszq liczbe bo-
kow (fig. 263).

Linia AD jest pétowa boku wielokata forem, o n.
bokach opisanego na kole, ktérego promien SA, za$
AC potowa boku takiegoz wielokata majgcego je-
dnym bokiem wigcej t. j. z2-f- bokow. Kat ASD ja-
ko poélowa kata srodkowego, w ielokata, jest laka cze-

scig II jaka kat srodkowy 211 t.j. ~ dla podobndj

11
przyczyny kat ASC jest ‘j,t“ zalém kat ASI): ASC
II li (n - DIT ¢ wTI
n ' n-fl «(n-|-1) (n-pDn n YU
czyli kat ASD ma takich katéw zz-CL jakich ASC
ma zz. Poprowadziwszy linie dzielgce kat ASD na n

AD
-f'l czesci, linia CD jest wicksza odnftji gdyzjest

wigksza od czgsci poprzedzajacej BC bedac z nig
w stosunku linii SD: SB (142); przeto i pozostala

AD
czg$¢ AC jest mniejsza od n takich czgsci Lj.

AD ;
AC<S n. zkad AC (zz-- 1) < 72. Al) czyli p6t ob-

wodu wielokata o wigkszej liczbie bokow jest mniej,
szeod pdétobwodu wielokata majacego Bokow jednym
wigcej a tern samém i caly obwod, wigkszy od obwo-
du. Lecz powierzchnia kazdego z nich rowna si¢ ilo-
czynowi z obwodu przez polowe promienia kota wspie-
ranego, przeto i powierzchnia wielokata majacego
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wiecej bokow jest mniejsza od powierzchni wiel. ma-
jacego mniej bokow.

304. Ttp. Opisawszy na kole K dwa wielokgty A
ili, to dwa inne wielokgty C i l) rownoobwodowe,
z kotem K i im podobne A z C, B z D, sq wzgledem
ich w stosunku odwrotnym t.j. D: C=A : B.

Koo jest $rednio proporcyonalne miedzy wieloka-
tem opisanym i podobnym mu réwnoobwodowym
(302), przeto A: K=K: C i B; K=K : I) czyli K:B
—N): K, pomnozywszy t¢ proporcye przez pierwsza i
podzieliwszy wszystkie wyrazy wypadlej proporcyi
przez K, otrzymamy: A:B=D: C.

Wn. 1. Z wielokqtow foremnych C i D réwnoob-
iroddwych, wielokqgt C majgcy wiecej bokow ma wig-
kszg powierzchnig; albowiem na kole z nimi réwno-
obwodowym opisawszy wielokaty im podobne A i B
wielokat A jako majacy wigksza liczbe bokow jest
mniejszy od wielokata B, a zatem i wielokat I) < C
gdyz A: B=L). C. | nawzajem: Z wielokgtow fore-
mnych. rownowaznych wielokqt E majqcy wigcej bo-
kow od F, ma obwod mniejszy; gdyz jesliby obwod
E—ob. E to E > F; jesliby za$ ob. E > ob. F, to wie-
lokat G podobny E a rdbwnoobwodowy z F bylby mniej-
szyod E. bo ich powierzchnie s3 w stosunku kwadra-
tow z obwodow, a ob. E > 0b. F jest takze wickszy i
od ob. (7—ob. F; lecz G > F jako réwnoobwodowe,
to lom bardziej E byloby wigksze od F, cobysi¢ sprze-
ciwialo zalozeniu.

KO.NIhC KSIEGI PIERWSZEJ.
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