
LINEÅRA PARTIELLA DIFFERENTIALEKVA- 
TIONER MED MULTIPLA KARAKTERISTIKER.

AF

HENRIK BLOCK.Partiella dififerentialekvationer med sammanfallande karakteristiker ha hittills blifvit foga undersokta, om man bortser från ett par ekvationer inom den matematiska fysiken, bland hvilka vårmelednings- ekvationen år den båst kånda. Att emellertid en dylik undersokning skulle vara af ett synnerligen stort intresse, år att forutse på grund af de intressanta resultat, som studiet af vårmeledningsekvationen gifvit.I ett arbete med titeln »Caratteristiche multiple e problema di Cauchy«1) har Levi undersokt, hur Cauchy's problem gestaltar sig for ekvationer af hogre ordning med multipla karakteristiker. Den så intressanta reella teorien berores emellertid blott foga i detta arbete. 
Levi anger nåmligen en klass af ekvationer, for hvilka det Catιchy' ska problemet år mojligt ur reel synpunkt utan accessoriska villkor. De ekvationer, for hvilka så år forhållandet, åro emellertid ganska speciella. Från reel synpunkt år gifvetvis det fail af det storsta intresset, då 
Cauchy s problem icke år mojligt, ty det år uppenbarligen i detta fali, som våsentligt nya resultat behofvas och åro att vånta. Jag har dårfor foretagit en undersokning af ekvationer af denna typ1 2). Som i all- månhet år fallet inom den reella teorien, maste man emellertid borja med studiet af vissa enkla typer af ekvationer. Allmånnare fali kunna sedan med hjålp af låmpliga variabelombyten, integralekvationer o. s. v. reduceras till dessa typer.

1) Annali di Matematica, 1909.
2) Arkiv for matematik, astronomi och fysik, band 7.
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l6θ HENRIK BLOCK:Undersokningarna galla uteslutande lineåra ekvationer med två oberoende variabler. For att undvika accessoriska svårigheter antar jag, att ekvationens alla karakteristiker sammanfalla. Genom låmpligt val af de oberoende variablerna får ekvationen då formen 
dår funktionen F år en lineår funktion af z och dess derivator upp till ordningen / — i, hvars koefficienter åro funktioner af x och y. Karakteristikerna åro nu råta linjer, parallela med A>axeln.For att ekvationen skall hora till den af Levi angifna klassen, får funktionen F icke innehålla någon derivata i afseende på y. I så fail år emellertid ekvationen en ordinår differentialekvation i afseende på 
x, i hvilken y parametriskt ingår. Detta fali ger oss således intet nytt.Låt oss alltså antaga, att F innehåller åtminstone en derivata i afseende på y. Ett låmpligt fail att borja undersokningarna med år, O ∂v zatt F består af den enda termen -—» (√≤∕,)∙ Ekvationen kan alltså skrifvas

Vid studiet af denna ekvation visar det sig, att ett undantagsfall uppstår, om p och q ha en gemensam divisor. For att undvika de hårmed forknippade svårigheterna antager jag alltså slutligen, att p och q åro relativa primtal.Den adjungerade ekvationen till L (z) — o år
Rorande ekvationen L (z) = o har jag hårledt några resultat, som jag i korthet skall referera.En grundlosning till ekvationen kan bildas på foljande sått. Vi losa ekvationen i p 

och beteckna dess q rotter med p0, p1, ∙ ∙ ∙ ∙ pq-ι. Vare
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LINEÅRA PARTIELLA DIFFERENTIALEKVATIONER. 161Vi bilda nu de q uttrycken

År ακ ≤ o, så år den oåndliga integralen konvergent for η>j∕. År åter ακ ≥ o, konvergerar integralen for η < y.Vi bilda nu vidare summorna 
hvarvid i den forstå summan alla x-vården medtagas, for hvilka ακ<≤o, och i den senare summan alla x, for hvilka ακ o. År något ακ = o, så medtaga vi motsvarande Eq_ κ efter behag i den ena eller den andra af de båda summorna.Det existerar då en entydigt beståmd funktion A(ξ — x, η — y) at foljande egenskaper:

E satisfierar ekvationen M(A) = o;

Infora vi beteckningarna

f och f åro hela transscendenta funktioner af t och ff. Grund­losningen E år kontinuerlig jåmte alla sina derivator i afseende på x 
o Æoch y, utom for y = η, då E, > ∙ ∙ ∙ ∙ aro åndliga och konti-nuerliga, men - år diskontinuerlig.
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162 HENRIK block:Beteckna vi med 5 en sluten kontur i Ajy-planet och med z en inom 5 regulår losning till ekvationen L (z) = o, så år

I denna formel år det ofre vårdet till vånster giltigt, om punkten ξ, η befinner sig inom konturen s, och i motsatt fali det nedre. Inte­gralerna tagas i positiv riktning långs hela konturen 5.Fallet q = i erbjuder några olikheter. I detta fall skola inte- gralerna i ofvanstående formel blott utstråckas till en del af s. Ar p delbart med 4, skola de tagas ofver den ofvanfδr karakteristiken y = η belågna delen af 5; år p åter delbart med 2, men ej med 4, skola integralerna tagas ofver den under linjen y = r\ belågna delen af kon­turen. Ar slutligen p udda, kunna integralerna tagas antingen ofver den ena eller ofver den andra af dessa båda delar af s.Såsom redan framhållits, hor ekvationen L (2) = o icke till den klass, for hvilka Cauchys problem år mojligt från reel synpunkt. Hvilket problem ha vi då att såtta i stållet for Cauchy's\Låt oss betrakta en kontur 5, inneslutande ett område Γ af xy planet. I 5 må ingå delar af karakteristiker y = const. På dessa linjer år dy = o. Då konturen 5 genomlopes i positiv riktning, år 
dxj>Q, om karakteristiken befinner sig nedanfδr Γ, och <≤O i motsatt fall. Beteckna med Zo de forrå och med Z1 de senare delarna af kon­turen. På Zo år således på Z1 år

På de ofriga delarna af konturen år dy φ θ∙ Låt oss med 50 beteckna de delar, dår och med de delar, dår
For korthets skuli beteckna vi med (S) kvantiteternafor ρ jåmnt, 

for p udda,och med (Z) kvantiteterna
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LINEÅRA PARTIELLA DIFFERENTIALEKVATIONER. 16j

Vi kunna då uttala foljande satser, hvarvid jag borjar med special- fallet <7=1.Ar q = i och p udda, så år z beståmd inom Γ och på Z1, om man kånner vårdet af z på Zo, kvantiteterna
pξ-izc∖ θ . d 2 z o p— i ..(5) pa 50, 51 och —— pa τ0, om -------  ar
√÷ 2 

o p — iudda, och pa f1, om —— årjåmnt. I dennasats kunna vi emellertid samtidigt permutera y0, 4 och Zo, Z1.Ar q = i och p divisibelt med 4, så år z beståmd inom T och på Zo, om kvantiteterna (S) åro gifna på 4, 4 och z år gifvet på Z1. Ar åter p divisibelt med 2, men ej med 4, så måste (S) vara gifna på 4, sγ och z på Zo; vårdet af z inom Γ och på Z1 år dåraf entydigt beståmdt.I fallet q = 1 år alltså z beståmd genom kånnedomen af vissa kvantiteter på en oppen kontur. I vissa fali måste konturen vara oppen uppåt, i andra nedåt. Ar p udda, år det likgiltigt, om kon­turen år oppen uppåt eller nedåt.For q 1 ha vi att sårskilja flera olika fali. Åra) p udda och q jåmnt,så år z entydigt beståmd inom Γ, om man kånner vårdet af kvan- p-i
2 g β | ∩titeterna (Z) på Zo, Z1, (S) på 4, 4, samt —~ på 4, om --------- 1_ 2.∂Zr år udda, och på 4, om 1 + år jåmnt.År åter b) p jåmnt och q udda,så år z beståmd inom Γ, om man kånner vårdet af kvantiteterna (Z) ⅞-ιpå Zo, Z1, (S) på 4, 4, och —~ på Zo, om — φ ------- år udda, och

dy 2
o , p , q — 1 ............pa Z1, om 4^ —— ar jåmnt.
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164 HENRIK BLOCK: LINEÅRA PARTIELLA DIFFERENTIALEKVATIONER.I fallet c) p och q båda udda har jag dåremot icke lyckats hårleda någon motsvarande sats. Frågan, huru integrationsproblemet i detta fail bor formuleras, år alltså tilis vidare obesvarad. En formulering, analog med den i fallen a) och b), synes dock ganska sannolik.Fallet p och q båda jåmna ingår icke i ramen for våra under- sokningar, då vi ju forutsåtta, att p och q åro relativa primtal.Slutligen uppstår frågan, hur man bor gå till våga for att losa det sålunda uppstållda integrationsproblemet. Den ofvan angifna grund­formeln år ej tillråcklig hårfor, enår en del af de kvantiteter, som ingå i hogra membrum, åro obekanta. I allmånhet måste integralekvationer anvåndas for problemets losning. Vissa enkla fail kunna dock losas utan integralekvationers hjålp. Så år t. ex. forhållandet for q — 1, om vi tånka oss de båda kurvorna τ0, j,l rycka oåndligt långt bort. Losningen år då beståmd genom de vården, den antager långs hela utstråckningen af en karakteristik. Grundformeln ger oss i detta fali direkt den sokta losningen.Fallet q — 2 kan också losas utan integralekvationer, om τ0 och 51 åro oåndligt aflågsna. Losningen år då beståmd mellan två karak­teristiker, om dess vårde år bekant långs hela utstråckningen af dessa karakteristiker. Det så formulerade problemet kan losas med den s. k. speglingsmetoden (méthode des images).Anmårkas må, att fallet q — 1 foreter stora likheter med vårme ledningsproblemet, under det att fallet q 1 i många afseenden på- m i nner om Dirichlets problem.
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