LINEARA PARTIELLA DIFFERENTIALEKVA-
TIONER MED MULTIPLA KARAKTERISTIKER.

AF

HENRIK BLOCK.

artiella dififerentialekvationer med sammanfallande karakteristiker

ha hittills blifvit foga undersokta, om man bortser fran ett par

ekvationer inom den matematiska fysiken, bland hvilka varmelednings-
ekvationen ar den bast kanda. Att emellertid en dylik undersokning
skulle vara af ett synnerligen stort intresse, ar att forutse pa grund
af de intressanta resultat, som studiet af varmeledningsekvationen
gifvit.

| ett arbete med titeln »Caratteristiche multiple e problema di
Cauchy«!) har Levi undersokt, hur Cauchy's problem gestaltar sig for
ekvationer af hogre ordning med multipla karakteristiker. Den sé
intressanta reella teorien berores emellertid blott foga i detta arbete.
Levi anger namligen en klass af ekvationer, for hvilka det Catichy'ska
problemet ar mojligt ur reel synpunkt utan accessoriska villkor. De
ekvationer, for hvilka s& ar forhallandet, &ro emellertid ganska speciella.
Fran reel synpunkt ar gifvetvis det fail af det storsta intresset, da
Cauchys problem icke ar mojligt, ty det ar uppenbarligen i detta fali,
som vasentligt nya resultat behofvas och aro att vanta. Jag har darfor
foretagit en undersokning af ekvationer af denna typ?. Som i all-
manhet ar fallet inom den reella teorien, maste man emellertid borja
med studiet af vissa enkla typer af ekvationer. Allmannare fali kunna
sedan med hjalp af ldmpliga variabelombyten, integralekvationer o. s. v.
reduceras till dessa typer.

1) Annali di Matematica, 1909.
?) Arkiv for matematik, astronomi och fysik, band 7.
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Undersokningarna galla uteslutande linedra ekvationer med tva
oberoende variabler. For att undvika accessoriska svarigheter antar
jag, att ekvationens alla karakteristiker sammanfalla. Genom lampligt
val af de oberoende variablerna far ekvationen da formen

dar funktionen F ar en linedr funktion af z och dess derivator upp
till ordningen / — i, hvars koefficienter aro funktioner af x och vy.
Karakteristikerna aro nu rata linjer, parallela med A>axeln.

For att ekvationen skall hora till den af Levi angifna klassen, far
funktionen F icke innehalla ndgon derivata i afseende pay. | sa fail
ar emellertid ekvationen en ordindr differentialekvation i afseende pa
X, i hvilken y parametriskt ingar. Detta fali ger oss sdledes intet nytt.

Lat oss alltsd antaga, att F innehdller &tminstone en derivata i
afseende pd y. Ett lampligt fail att borja undersokningarna med 4&r,

6 - o
att F bestgr af den enda termen AL (V=/) Ekvationen kan alltsa

skrifvas

Vid studiet af denna ekvation visar det sig, att ett undantagsfall
uppstar, om p och g ha en gemensam divisor. For att undvika de
harmed forknippade svarigheterna antager jag alltsd slutligen, att p
och g aro relativa primtal.

Den adjungerade ekvationen till L (z) — o ar

Rorande ekvationen L (z) = o har jag harledt nagra resultat, som
jag i korthet skall referera.

En grundlosning till ekvationen kan bildas pa foljande satt. Vi
losa ekvationen i p

och beteckna dess q rotter med p0, pl, - - pg-t. Vare
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Vi bilda nu de g uttrycken

Ar ok = o, s& ar den oandliga integralen konvergent for n=>jy.
Ar ater ok = o, konvergerar integralen for n <y.
Vi bilda nu vidare summorna

hvarvid i den forstd summan alla x-varden medtagas, for hvilka ak<<o,
och i den senare summan alla x, for hvilka ok 0. Ar négot ok = o,
sd medtaga vi motsvarande Eq k efter behag i den ena eller den andra
af de badda summorna.

Det existerar da en entydigt bestdmd funktion A(§ —x, n —y) at
foljande egenskaper:

E satisfierar ekvationen M(A) = o;

Infora vi beteckningarna

¥ och ¥ aro hela transscendenta funktioner af t och ff. Grund-
losningen E ar kontinuerlig jamte alla sina derivator i afseende pa x

ochy, utom fory =n, d& E, E> cee aro andliga och konti-

nuerliga, men - ar diskontinuerlig.
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Beteckna vi med 5 en sluten kontur i Ajy-planet och med z en
inom 5 regular losning till ekvationen L (z) = o, sa ar

I denna formel ar det ofre vardet till vanster giltigt, om punkten
&, n befinner sig inom konturen s, och i motsatt fali det nedre. Inte-
gralerna tagas i positiv riktning langs hela konturen 5.

Fallet g = i erbjuder nagra olikheter. | detta fall skola inte-
gralerna i ofvanstdende formel blott utstrackas till en del af s. Arp
delbart med 4, skola de tagas ofver den ofvanfdr karakteristiken y =n
belagna delen af 5, ar p ater delbart med 2, men ej med 4, skola
integralerna tagas ofver den under linjen y = N beldgna delen af kon-
turen. Ar slutligen p udda, kunna integralerna tagas antingen ofver
den ena eller ofver den andra af dessa bada delar af s.

Sasom redan framhallits, hor ekvationen L (2) = o icke till den
klass, for hvilka Cauchys problem &r mojligt frdn reel synpunkt.
Hvilket problem ha vi dd att satta i stllet for Cauchy's\

LAt oss betrakta en kontur 5, inneslutande ett omrdde I af xy
planet. | 5 ma ingd delar af karakteristiker y = const. P& dessa
linfjer & dy = o. D& konturen 5 genomlopes i positiv riktning, ar
dxj>Q, om karakteristiken befinner sig nedanfdr I, och <<O i motsatt
fall. Beteckna med 20 de forrd och med ZI de senare delarna af kon-
turen. P& 2o ar saledes

pa 2l ar

P& de ofriga delarna af konturen &r dy ¢@ 8- L&t oss med 50
beteckna de delar, dar

och med de delar, dar

For korthets skuli beteckna vi med (S) kvantiteterna

for p jdmnt,

for p udda,

och med (2) kvantiteterna
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Vi kunna da uttala foljande satser, hvarvid jag borjar med special-
fallet <7=1.

Ar g =i och p udda, sd & z bestdmd inom I och pad 71, om
man kanner vardet af z pd Zo, kvantiteterna

pe—i

() pg 50, 51 och d\—/2 Z ph 10 om P! 4

—_ 2

Pp—i

udda, och pa f1, om arjdmnt. | denna

sats kunna vi emellertid samtidigt permutera y0, 4 och 7o, ZL

Ar q =i och p divisibelt med 4, s& & z bestdmd inom T och
pa Zo, om kvantiteterna (S) aro gifna pa 4, 4 och z ar gifvet pa Il
Ar ater p divisibelt med 2, men ej med 4, sd maste (S) vara gifna
pad 4, sy och z pa Io; vardet af z inom I och pa Zl ar daraf entydigt
bestamdt.

| fallet g =1 ar alltsd z bestdmd genom kannedomen af vissa
kvantiteter pd en oppen kontur. | vissa fali maste konturen vara
oppen uppat, i andra neddt. Ar p udda, &r det likgiltigt, om kon-
turen &r oppen uppat eller nedat.

For q ! ha vi att sarskilja flera olika fali. Ar

a) p udda och g jamnt,

sd ar z entydigt bestdmd inom I, om man kanner vardet af kvan-

p-i
2 g B I 0
titeterna (Z) pd 2, 71, (S) pad 4, 4, samt —— pa 4, om --------- 12
oZr
ar udda, och pa 4, om 1+ &r jdmnt.

Ar &ter
b) p jdmnt och g udda,

s& &r z bestdmd inom I, om man kanner vardet af kvantiteterna (Z)
78

pa 2o, 11, (S) pa 4, 4, och —— pa Io, om — @ ------- ar udda, och
dy ?

pa Il, om Ppnd—1 g
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| fallet
¢)p och g bada udda

har jag daremot icke lyckats harleda ndgon motsvarande sats. Fragan,
huru integrationsproblemet i detta fail bor formuleras, ar alltsa tilis
vidare obesvarad. En formulering, analog med den i fallen a) och b),
synes dock ganska sannolik.

Fallet p och g bada jamna ingar icke i ramen for vara under-
sokningar, da vi ju forutsatta, att p och g &ro relativa primtal.

Slutligen uppstar frdgan, hur man bor ga till vaga for att losa det
sélunda uppstéllda integrationsproblemet. Den ofvan angifna grund-
formeln ar ej tillracklig harfor, endr en del af de kvantiteter, som inga
i hogra membrum, &ro obekanta. | allmdnhet maste integralekvationer
anvandas for problemets losning. Vissa enkla fail kunna dock losas
utan integralekvationers hjalp. S& ar t ex. forhallandet for q — 1,
om vi tdnka oss de bada kurvorna 10, jl| rycka oandligt langt bort.
Losningen ar da bestamd genom de varden, den antager langs hela
utstrackningen af en karakteristik. Grundformeln ger oss i detta fali
direkt den sokta losningen.

Fallet g — 2 kan ocksd losas utan integralekvationer, om 1 och 5!
aro odndligt afldgsna. Losningen &r da bestdmd mellan tva karak-
teristiker, om dess varde ar bekant langs hela utstrackningen af dessa
karakteristiker. Det s& formulerade problemet kan losas med den
s. k. speglingsmetoden (méthode des images).

Anmarkas ma, att fallet q — 1 foreter stora likheter med varme
ledningsproblemet, under det att fallet ¢ | i manga afseenden pa-
minner om Dirichlets problem.





