OM EN KLASS HELA FUNKTIONER AF
IRREGULAR TILLVAXT.
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RUBEN MATTSON.

ed en hel funktion af irreguldr tillvdxt menas som bekant en
hel funktion, hvilkens maximimodyl M{r} for |x\ = r foreter

sddana oregelbundenheter, att dess varde for vissa argumentvarden ar

jamforligt med Aa och for andra med er' dar o och B &ro tvenne
skilda konstanter eller tvenne olika hastigt vaxande funktioner af r.
For att bilda en hel funktion af denna natur har man tvenne direkta
metoder, bdda angifna af Borell}. Man kan antingen bilda en bestan-

digt konvergerande potensserie med luckor mellan termerna d.v.s. en
serie af formen

eller ocksda kan man bilda en s. k. kanonisk produkt med anvandande
af en serie nollstallen, hvilkas absoluta belopp tillvdxa pd ett oregel-
bundet satt. Den forrd metoden har varit den hittilis hufvudsakligen
anvanda {Borel'-}, Bhimenthalst). For att studera sambandet mellan
en irregular funktions storleksordning och dess serie af nollstllen bor
emellertid den andra metoden ligga ndrmare till hands. Amnet for
den undersokning, som har skall refereras, ar just att gifva nagra
enkla exempel pa hela funktioner af irregular tillvaxt, hvilkas noll-
stdllen pa forhdnd aro uppgifna.2

1) Lecons sur les fonetions entiéres. Paris 1900. pag. 120 och 21.
2) Sur quelques fonetions entiéres. Rend. del. Circ, mat. di Palermo. T. XXIII.
8) Principes de la théorie des fonetions entiéres d’ordre infini. Paris 1910. pag. 8.
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Det foljer omedelbart af den allmdnna teorien for hela funktioner
af andlig ordning, hvilka villkor nollstdllena maste uppfylla for att
funktionens tillvaxt skall blifva irreguldr. Skrifver man namligen M(r)
under formen

dar p betecknar funktionens apparenta ordning, ar tydligt, att M (r)
biir af irreguldr tillvdxt i den har afsedda meningen, endast om T (r) i
ett oandligt antal intervall antar odndligt sm& varden och i ett annat
ocksd oandligt antal intervall antar andliga eller oandligt vaxande
varden. Man far haraf omedelbart!) foljande riddvandiga villkor for
att funktionen F(x) skall vara af irreguldr tillvaxt:

Om p ej dr ett helt tal, maste lim inf—,‘—(—);— - vara — 0; om p dr

bl .

ett helt tal, maste samma villkor vara uppfylldt, men d& maste man

n

ddrjdmte ha lim inf =

Nn=oco A==\, rty

= 0.

Det forstd af bada dessa villkor ar tydligen uppfylldt for funktionen

dar Ep betyder den Weierstrassiska primfaktorn af rangen p = [p] och
k ar ett helt positivt tal hv. s. h. Funktionen har ndmligen foljande
serie af nollstéllen:

Nollstallena am och am+ med

blifva alltsa af storleksordningarne m? och [m fl- i)p resp.; -----—-- r> an-
tar alltsd med vaxande n allt mindre varden, och vi skola nu uppvisa,
1) Jmf. Lindel'dof Sur les fonetions entiéres d’ordre entier. Annales sc. de I’'Ecole Nor-

male. 3¢ sér. T. XXIl. p 375. Det erbjuder inga svarigheter att formulera de an-
forda villkoren s3, att de afven blifva tillrckliga.
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att funktionen 771 (x) ar af irregular tillvaxt for p ?>p och af regular
tillvéxt for p =p.

For att undersoka funktionens storleksordning utgd vi fran foljande
resultat angdende funktionen Ep («): j maximimodyl pé cirkeln u = u-

| fallet / <p </ + 1 far man héaraf utan svarighet

idet vi med €(r) betecknal) en funktion tenderande mot o med och

med 8 mena ett positivt tal < i bestdmdt sa att

om

Det foljer af (i), att den mot El (x) svarande funktionen (n) har
sin storleksordning varierande mellan

den forstd svarande mot 6 = o eller i, den senare mot det @-varde,
som gor de bada termerna i exponenten i (i) lika. For p =p medfor
detta tydligen icke nagon variation alls i funktions storleksordning.
Man far i detta fali direkt

dar n ar bestdmdt af (2), d.v.s. for alla r-varden ar J71 (r) jAmforligt
med:

och oaktadt 771 (x) har irregulart fordelade nollstdllen ha alla funktio-
tionerna

1) samma betydelse har ¢ (r) ofverallt i det foljande.
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[0 (x) och w(r) hela funktioner af lagre ordning an p\ regular noll-
stallesfordelning med

For att en funktion med heltalsordning skall vara irreguldr fordras
som namndt, att man skall hafva

Det ar da tydligt, att irregulariteten kommer att bli sd stor som
mojligt, om man darjdmte har

dar ny, n2, w3, ++++ utgora en stdndigt vaxande serie hela tal.
Alla dessa villkor aro tydligen uppfyllda for funktionen

och denna funktions irregularitet biir darfor mycket storre an den
nyss behandlade funktionens.

Berdkningen af J7(r) &r har synnerligen enkel, i det att man har,
om V2 (r) & den mot F2 (x) svarande funktionen n,

dar C ar en viss konstant och m &r bestamdt sd att

Med samma beteckningar som for F1{x} far man alltsa:
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Satter man har

och séledes
far man

hvaraf det omedelbart synes, att M2 (r) har sin storleksordning vaxlande

mellan r’k och rrf 'in, dar lim n () = 0. Genom att taga k tillrack-
r=00

ligt stort kan man alltsd f& 32 (r) att variera mellan et och ~rf, hur
litet an det positiva talet b valjes.
Annu storre irregularitet fds genom att bilda funktionerna med

nolistéllena: (v=i, 2, 3++ve). Man far t ex. att funktionen

ar af ordningen p, men dess storleksordning ar i en oandlig mangd
intervall

d. v. s. funktionen forhaller sig i dessa intervall som en funktion af
ordningen o.
Funktionen

ar daremot af odndlig ordning och man har for ett odndligt antal
r-vdrden véxande mot oandligheten

medan
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for

Annu storre irregularitet erhalles naturligtvis for funktioner, hvilkas
nollstdllen &ro bildade med tillhjdlp af annu flere ganger itererade
exponentialfunktioner.

De funktioner, som fas pa detta satt kunna alla skrifvas under
formen

dar jbxi<< bi|«<|b3l++++ och lim ~v] = co samt dar mi, m2, 1n3,+ ¢+
V=00

aro hela tal hv. s. h. gorande den anforda produkten konvergent. Af
alla funktioner med samma modyler hos nollstallena ar tydligen till-
vaxten mest irreguldar hos en sddan funktion och ett narmare stu-
dium af den mot densamma svarande funktionen J/(r) bor darfor
kunna ldmna bidrag till losningen af problemet att utfinna, huru en
vaxande funktion kan vara beskaflad for att den skall kunna vara lika
med maximimodylen till en hel funktion.





