Kilka stow o pewniku Archimedesa w odniesieniu
do wielokatow, réwnych przez rozklad.

Bedziemy rozpatrywali figury, utworzone przez linje zamkniete la-
mane, przyczym rozwazymy tylko takie, ktére tworza wielokaty
proste ).

Dwie figury bedziemy nazywali réwnemi przez rozklad, o ile
mozna je za pomocg linji prostych podzieli¢ na jednakows, skoriczong
liczbe ,czesci“, parami rownych.

Natychmiast daje si¢ dowies¢ ogélnie wlasnosé przechodniosci
(transitive Eigenschaft) t. j.: jezeli dwie figury oddzielnie s3 réwne przez
rozklad trzeciej, sa rowne przez rozklad sobie (p. np. u Hilberta 1. c.
str. 40).

Jezeli dalej do kazdej z figur, rownych przez rozktad, dotacze fi-
gury, réwne przez rozklad (t. j. bede rozpatrywal jako jedng figure
jedna z danych i dolgczona), to otrzymam figury, rowne przez rozklad.

Bynajmniej nie w tak prosty sposéb rzecz sie przedstawia, gdy
z kazdej z figur, rownych przez rozklad, wylacze figury (moga to by¢
zespoly figur), rowne przez rozklad. Tutaj tak samo, jak np. w teorji
mnogosci albo tez wogoéle przy dzialaniach odwrotnych (lytische Ope-
rationen, jak je nazywa Stolz) nasuwajg sie liczne trudnosci. Z tego po-
wodu w sprawie omawianej Hilbert wprowadza odnosnie do wie-
lokatow prostych précz pojecia ,Zerlegungsgleichheit” jeszcze

) Wielokatem prostym nazywa Hilbert (p. Grundlagen der Geometrie, wyd. 2-e
str. 6) taki wielokat, w ktérym wszystkie wierzcholki leza w punktach oddzielnych,
w ktérych co najwyzej schodza sie po dwa boki wielokata i nieprzylegle boki ze so-
ba sig nie przecinaja. Bokiem nazywamy odcinek, aczacy 2 wierzchotki kolejne.
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»Inbaltsgleichheit” — rownowaznos¢. Rownowaznemi nazywa takie 2 fi-
gury,” ktore staja sie rowne przez rozklad po dolgczeniu do kazdej
z nich figur, rownych przez rozklad.

Wiadomo, ze, opierajac sie na pewniku Archimedesa, mozna dla
wielokatow prostych dowies¢ mozliwosci zamiany danego dowolnego
wielokgta prostego na prostokat o dowolnej podstawie, rowny jemu
przez rozklad. Dzieki temu rozwazanie wielokatow, rownych przez
rozklad, moze stanowi¢ bardzo poprawny naukowo i wartosciowy pe-
dagogicznie wstep do mierzenia pél figur, otoczonych linjami lamane-
mi. W tym wstepie zasadnicza role odgrywa kilka twierdzeri zaledwie,
jak np. ,dwa rownolegloboki o tej samej podstawie i rownych wyso-
kosciach sa rowne przez rozktad“,lub ,dwa trojkaty o tej samej pod-
stawie i rownych wysokosciach sa rowne przez rozklad”. Zwykle sie
wychodzi z pierwszego twierdzenia, ale mozna tez wyjs¢ z drugiego,
jak to robi Gerwien (patrz ,Wektor® Ne 5-ty, str. 301). Zaréwno
w jednym, jak w drugim przypadku, o ile si¢ obok réwnosci przez
rozklad nie uzywa pojecia rownowaznosci i nie wychodzi ze specjalne;j
definicji pola, jak to robi Hilbert (1. c. str. 43: ,polowa iloczynu z pod-
stawy przez wysokos¢ jest odcinkiem charakterystycznym dla tréjkata;
nazywam te wielkos¢ miarg pola tréjkagta—Inhaltsmass des Dreiecks),
pewnik Archimedesa jest potrzebny. Wykazemy tutaj, ze w gieometrji
nie-Archimedesowej réwnosé¢ przez rozklad jest niemozliwa w calej
ogo6lnosci dla wielokatéw prostych. W tym celu zastosujmy ten sam
przyklad, jakiego uzywa bez dowodu Hilbert (str. 41 L c.), ale w od-
miennej interpretacji!) elementarnej, a wiec odpowiedniejszej dla ni-
niejszej notatki.

Rozwazajmy dwa trojkaty (p. fig. 1) ABC i ABD o tej samej pod-
stawie AB=1 i tej samej wysokosci AC=1.

Proste D i AB s rownolegte. Jezeli pewnik Archimedesa stuszno-
$ci nie zachowuje, na prostej AB mozemy zawsze znalez¢ taki punkt F) ze
odcinek AF nie moze spelnia¢ nieréwnosci: nAB < AF < (n-1)AB przy
kazdym skonczonym i catkowitym n. W punkcie F wystawiamy pro-
stopadla FD. Poniewaz wszystkie twierdzenia o przystawaniu tréj-
katow i kacie zewnetrznym w trojkacie sg stluszne, wiec AD > AF
i BD > BF. O ile 2 trojkaty ABC i ABD sa réwne przez rozklad, na
boku AD i BD lub na jednym z nich przynajmniej muszg istnie¢ wierz-

) Rozwazania Hilberta, wylozone na str. 21 —23 wspomnianego dziela, sq ogdlne
i dotyecza wogéle mozliwosei skonstruowania gieometrji nie-Archimedesowej, ale w da-
nym przypadku mozemy z nich nie korzystaé, odsyltajac czytelnika do samej ksigzki.
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chotki tamanej, ktora dzieli trojkat ABD na skoriczona liczbe czescei, od-
powiednio rownych tym, na jakie sie dzieli AABC. W takim razie bok
AD np. (ew. BD) podzieli¢ si¢ musi na skoriczona liczbe n odcinkéw.
Kazdy z tych odcinkéw jest bokiem jednego z wielokatow prostych,
na ktore sie dzieli AABC, a wiec dlugosé jego w kazdym razie jest
mniejsza, niz AC+A4AB=24B. Uwzgledniajac najwigkszy z tych odcin-

A B F

Fig. 1.

kow o, dochodzimy w ten sposéb do wniosku, ze mozna znalezé takie
skonczone i calkowite m, przy ktérym

mo. L AD L (m+1)a,

co prowadzi do sprzecznosci wobec AD > AF. Jasne jest rowniez,
ze nalezy odrzuci¢ ten przypadek, gdy na zadnym z bokéw: AD i BD

0 4 g, 4

A 8
Fig. 2.

wierzcholk6w wspomnianej amanej niema. Pewnik Archimedesa jest
wigc konieczny do tego, aby réwnos¢ przez rozklad mozna byto roz-
waza¢ w calej ogdlnosci dla wielokatow prostych.

Z drugiej strony wiadomo, ze istniejg przypadki, w ktorych pew-
nik Archimedesa potrzebny nie jest. Np., gdy na prostej CD (fig. 1)
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wyznaczymy szereg kolejnych punktow D,, D,, Dy i t. d., poczynajgc
od O, takich, ze CD,=D,D,=D,D,=...=AB, to kazdy z tych punktéw
moze byé¢ wierzcholkiem tréjkatow: ABD,, ABD,, i t. d., rownych przez
rozktad AABC. Wiadomo rowniez, ze dla wykazania réwnosci przez
rozklad dwuch réwnoleglobokéw ABCD i ABC,D, nie potrzeba pewni-
ka Archimedesa, o ile podstawy CD i C,D, posiadaja bodaj jeden punkt
spolny. Rozpatrzmy blizej ten przyklad. Niech beda ABCD i ABC,D,
(fig. 2) dwa rownolegloboki o spolnej podstawie AB i tej samej wy-
sokosci ).

Rozpatrujac figure widzimy, ze 2 trojkaty ADD, i BCC, sa rowne.
Gdyby wiec udalo si¢ zawsze bez pewnika Archimedesa wykaza¢, ze
po odjeciu od kazdego z nich trojkata CMD, pozostale figury ADMC
i BMD,C, sa rowne przez rozklad, dowod twierdzenia bylby wolny od
tego pewnika a zarazem cala teorje wielokatow prostych, réwnych
przez rozklad, moznaby bez niego wytworzyé. Wiemy z poprzednie-
go, ze to jest niemozliwe w ogo6lnosci, jednakze pozostaje pytanie, w ja-
kich przypadkach jest to mozliwe, a w jakich nie. Stawiamy teraz py-
tanie ogdlniejsze: w jakich przypadkach od dwuch figur, rownych przez

1) Przy sposobno$eci przy-
toeze tu nowy rozklad dwuch
rownoleglobokéw o tej samej
podstawie i wysokosci, ale spel-
niajacych okreslone warunki.
Rozktad ten jest zastosowaniem
niejako metody Gerwiena (p.
»Wektor“ Ne 5). Niech beda 2
rownolegtoboki: ABCD i ABC,D,
o spolnej podstawie AB i tej sa-
mej wysokosei (fig. 3). Laczy-
my Dz C,iC z D, Proste
C,D i D,C przetng sie¢ na AB
w punkeie M. Prowadzimy
CK || DyA i CM || AD. Proste
te spotkaja sie znowu na AB
w punkcie K. Jezeli punkty M
i K lezg ,wewnatrz” odcinka
AB, podzial jest uskuteczniony,
jak to widaé¢ z numerow: 1, 2,

Fig. 3. 3, 4 na tigurze. Z tego widocz-

ny jest warunek, ktory speiniaé

musza 2 rownolegtoboki, aby podobny rozkltad byl mozliwy. Zostawiamy blizsze
zbadanie tego czytelnikowi.

.rcin.org.pl
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rozkiad, (lub tej samej figury w réznych miejscach) mozna odja¢ figury,
rowne przez rozklad, i otrzymac¢ figury, réwniez rowne przez roz-
ktad.

Notatka niniejsza nie wyczerpuje calej odpowiedzi na to pytanie,
daje natomiast przyczynek, zdaniem autora, dos¢ charakterystyczny.

Bedziemy oznaczali dalej, idac za Bolyai'em, ze P, jest réwne
przez rozklad P,, jak nastepuje:

7

Jezeli wewnatrz. figury @ zmiesci¢ sie¢ mogg jednoczesnie figura
P, i rowna jej przez rozklad figura P,, fakt ten nazywa¢ bedziemy
warunkiem mieszczenia sie. Figury P, i P, nie moga przytym
posiada¢ zadnych punktéw spoélnych précz znajdujacych sie ew. na
ich obwodach, przyczym jedna z nich albo obie moga sie rozpadaé na
czesci.

0 2 c 0 2 g

‘

;| P - |
A g A 8
Fig. 4a. Fig. 4b.

S Wilerdzenie; Jezeli fignrty P, i:P  przyeczym P, DPs
mieszcza sie zgodnie z powyzszymw @, to reszty,otrzy-
mane po wykluczeniu P, i P, oddzielnie z @ muszg by¢
rowne przez rozktad.

Umiesémy P, i P, w @ w catosci lub dzielac te figury na czesci.
Zgodnie z warunkiem twierdzenia w pewien sposéb zrobi¢ to mozna.
Niech reszta, otrzymana z Q po wykluczeniu jednoczesnym P, i P,, be-
dzie W. Slusznos¢ twierdzenia wynika z oczywistej zaleznosci: :

W4+P,=W+P,,
gdzie znak 4 oznacza jednoczesne wziecie pod uwage figur Wi P,
lub P, t. j. rozpatrywanie figury, sktadajacej si¢ z ich obu.

Twierdzenie to jest stuszne zaréwno w Archimedesowej jak i nie-
Archimedesowej gieometrji, gdyz nie zalezy zupelnie od potrzeby roz-
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kladania figury zadanej na czesci rowne, a liczy sig z faktem istnienia
takiego rozkladu dla figur P, i P,, czego gieometrja nie-Archimedeso-
wa nie wyklucza.

Wezmy dla ilustracji pare znanych przyktadow.

Niech bedg dwa rownolegloboki (fig. 4a, 4b), posiadajace spolna
podstawe i wysokos¢. Jezeli boki, do tych podstaw przeciwlegle, po-
siadaja przynajmniej jeden punkt spolny, widoczne jest, ze trojkaty
DAD, i BCC, (ew. DAC i BCC)) spelniaja wzgledem réownoleglobokow
warunek mieszczenia sig, a rownos¢ ich przez rozklad jest oczywista
i niezalezna od pewnika Archimedesa.

Jezeli w tréjkatach ABC i ABD (fig. 5) o tej samej podstawie
i rownych wysokosciach punkt O spotkania sie¢ bokoéw BC i AD jest
z innej strony $rodkowej LK niz podsta-
wa AB, albo znajduje sie na tej srodko-
wej, trojkaty AOC i BOD spelniajg wzgle-
dem catej figury ACODB warunek mie-
szczenia sie, a rozktadu natychmiast do-
kona¢ mozemy sposobem Réthy’ego
DM | AC i CN | DB).

To samo bedzie jezeli dwa tréjkaty
znajdujg sie w pierwszym przypadku po-
lozenia Gerwiena albo dadza sig przez
przeksztalcenie symetryczne do tego po-
lozenia sprowadzi¢. Wtedy latwo otrzy-
ma¢ polozenie, wyznaczone na fig. 5.

Sa jednakze przypadki, gdzie nie
odrazu jest widoczne, ze warunek mie-
: szczenia sie jest spelniony. Wezmy dla
A B przyktadu dwa trojkaty w polozeniu Ger-
‘wiena (fig. 6).

Niech bedg trzy proste rownolegle:
CD,, AB, DD,. Wezmy 2 trojkaty ABC
i ABD w polozeniu takim, ze prosta CD spotyka podstawe spélng
AB w punkcie M jakimkolwiek. Jak wiadomo sposobem Gerwiena
mozna te dwa trojkaty bez pewnika Archimedesa rozlozy¢ na skon-
czong liczbe czesci, parami réwnych. O warunku mieszczenia sie
niema mowy, bo figury nie posiadaja spélnych czesci. Mozemy jed-
nakze przeksztalci¢ ABD symetrycznie wzgledem AB na tréjkat ABD,,
przyczym wobec A AABC i ABD, mozna méwi¢ o warunku mieszcze-
nia sie albo tez nie,—zgodnie z powyzszym (fig. 5). Jezeli np. KD,>KC,
to AABC mozna przeksztalci¢ symetrycznie na ABD, wzgledem osi

Fig. 5.
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odcinka 4B i wtedy warunek mieszczenia sie ma zastosowanie. Gdy
UD przechodzi przez srodek O odcinka AB, trojkaty ABD, i ABD, do
siebie przystaja. Wezmy prostag 4B za o$ X-6w, a 0$ odcinka AB za
0o$ Y-6w ukladu Descartesa. Niech odcieta punktu C bedzie —zx,,
a punktu D —ux,, dlugos$¢ zas odcinka AB—a. W takim razie dla 2-ch
dowolnych tréjkatow ABD i ABC mozna wykaza¢ réwnos$é przez roz-
klad bez pewnika Archimedesa wtedy, gdy

oAl S LRGP S B LR L

Istotnie, jak widzie¢ tatwo z fig. 6, musi by¢ D,D, mniejsze niz a 1),
a w takim razie nier6wno$¢ (1) zachodzi¢ musi.
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Fig. 6.

Pozostawiam obecnie otwarte rozwazania ogoélniejsze w tym
przypadku, gdy figury P, i P, wzgledem @ warunku mieszczenia sie
nie spelniajg i posiadaja czes¢ spélng. Watpliwe jest, czy bez pewni-
ka Archimedesa mozna dowies¢, ze, gdy dwie figury P, i P, w jednym
polozeniu wewngtrz @ spelniajg warunek mieszczenia sie, spelnig go
i w kazdym innym. W kazdym razie zagadnienie jest ciekawe i po-
uczajgce, ale nie latwe, jak wogéle blizsze rozejrzenie sie elementarne
w gieometrji nie-Archimedesowe;.

L. Zarzeckn.

% AB
') Widoezne jest, ze OS —MS < ~5 astad 20S—2MS<AB czyli 2KD,—CD,<AB
czyli KD\—CK = KD, — KDy < AB.
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