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VORWORT.

Die Theorie der Kurven von WiLeeELM SceHELL stellte sich die
Aufgabe, den Stoff mit elementaren und rein anschaulichen Hilfs-
mitteln so weit zu entwickeln, daB die Tragweite und Fruchtbarkeit
dieser Betrachtungsweise zutage tritt. Als die Frage einer Neu-
bearbeitung an mich herantrat, galt es zuniichst zu priifen, ob der
Weg auch heute noch gangbar ist, ob nicht etwa die verschirften
Anforderungen an Strenge, die der junge Mathematiker von den
ersten Semestern an den Beweisfiihrungen entgegenzubringen mit
gutem Grunde gelehrt wird, all das illusorisch machen, was seit den
Tagen Robervals, Huygens’, Réaumurs auf anschaulichem Wege ge-
funden worden ist. Und in der Tat, wer gewohnt ist, iiberall patho-
logische Erscheinungen zu argwohnen, wird seinen Augen niemals
trauen diirfen und geometrische Sitze erst dann fiir richtig halten,
wenn er sie durch analytische Rechnung bestitigt hat. Aber auch
der schirfste Kritiker wird ohne Schaden nicht auf die suggestive
Wirkung verzichten diirfen, die ihm eine direkte Anschauung der
Zusammenhiinge vermittelt. Denn auch die virtuoseste Handhabung
des vollkommensten analytischen Apparats schiitzt nicht davor, den
geometrischen Gehalt der Ergebnisse in ihrer Bedeutung erheblich
zu verkennen.

Es braucht dabei nicht besonders betont zu werden, daf der
geometrischen Methode all das verschlossen bleiben muf, was sich
analytisch als Singularitit fassen 1iBt; es ist daher notwendig, sich
von vornherein ausdriicklich auf den reguliiren Fall zu beschrinken,
also z B. von einer Raumkurve zu verlangen, daB sie in jedem
Punkte in erster Niherung durch eine eindeutig bestimmte Gerade,
in zweiter Niherung durch einen eindeutig bestimmten Kreis ersetat
- werden kann, usw. Nur solche reguldre Kurvenstiicke diirfen ohne
allzu peinliches Mifltrauen geometrisch untersucht werden, und auf
sie beschriinkt sich alles folgende. Es wire natiirlich eine véllige

Verkennung, zu meinen, daf die geometrische Methode die analy-
a‘
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v Vorwort.

tische Behandlung der Differentialgeometrie ersetzen wollte: sie kann
und will nur eine Ergiinzung der letzteren sein, ist aber als solche
wohlbe;'echtigt und geradezu notwendig.

Nach all diesen Erwigungen hiitte ich es fiir bedauerlich ge-
halten, wenn ein Werk wie das Schellsche aus der mathematischen
Literatur verschwunden wiire, zumal ich in eigenen Lehrerfahrungen
wiederholt die zur Selbstbetitigung kriiftig anregende Wirkung des
Biichleins beobachten konnte. War nun auch Weg und Ziel durch
die beiden vorangehenden Auflagen sicher gewiesen, so bedurfte es
doch im einzelnen einer durchgreifenden Neubearbeitung. Dafl ge-
legentlich nicht stichhaltige Gedankenginge, die auch schon von der
Kritik mit Recht bemiingelt waren, durch andere ersetzt wurden,
bedarf keiner Rechtfertigung. Viel durchgreifender noch war eine
weitere Anderung, die auf eine straffere und einheitlichere Beweis-
fithrung hinzielte: die systematische Einfithrung der sphérischen Ab-
bildung. Diese kam, wenn auch nur versteckt, schon in der zweiten
Auflage an den verschiedensten Stellen zur Anwendung, und es er-
schien zweckmiiBig, sie nunmehr in aller Ausfiihrlichkeit zu behan-
deln. Denn wenn ja auch im Euklidischen Raum dies Hilfsmittel
nicht die alles beherrschende Stellung einnimmt wie die beiden
sphiirischen Bilder in der elliptischen Raumform, so lassen sich doch
mit ihrer Hilfe eine ganze Reihe von Eigenschaften viel leichter
iiberschauen als es sonst moglich wiire. Insbesondere sind es die
meisten Vorzeichenfragen, die sich so ziemlich leicht entscheiden lassen.

Allerdings sind diese Vorzeichenfragen immer noch die heikelsten
Punkte in einer geometrischen Darstellung der Infinitesimalgeometrie.
Eine Vogel StrauB-Politik ihnen gegeniiber ist gerade fiir den An-
finger nicht ratsam, damit er nicht von vornherein sich an eine
fliichtige unmathematische Denkweise gewdhnt. Die allzubreite Dar-
stellung aber der an sich ganz elementaren Dinge wiirde ihn er-
miiden und abschrecken. So ergab sich die Notwendigkeit eines
Kompromisses: gelegentlich wurde durch passende, aber nicht sach-
lich einschriinkende Festsetzungen die Frage vereinfacht, gelegentlich
wieder beschrinkte sich der Beweis auf einen Fall, wihrend in den
SchluBformeln alle Moglichkeiten in Betracht gezogen und einzeln
charakterisiert wurden. Dabei blieb dem Leser die lohnende Miihe,
den Gedankengang in modifizierter Weise noch einmal selbstiindig
zu verfolgen, in rdumlichen Verhéltnissen, die er sich selbst neu vor-
zustellen hatte.
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Vorwort. v

Eine zweite inhaltliche Anderung betrifft die breitere Ausfiihrung
der Untersuchung spezieller Kurven und Kurvenklassen. Sie recht-
fertigt sich wohl ausreichend durch die Tatsache, dafl die ganze
Schonheit der geometrischen Beweisfithrung und ihre Uberlegenheit
gegeniiber der Rechnung erst bei der Behandlung von Einzelproblemen
zutage tritt: lassen sich doch die geometrischen Gedankengiinge zu-
meist viel schmiegsamer den Bedingungen des Problems anpassen
als die allgemeinen Methoden der Analysis. Die Theorie der Raum-
kurven erweist sich dabei noch als unvergleichlich reicher an schonen
Problemstellungen als die weit ausgebaute Lehre von den ebenen
Kurven, mit der sie in vielfach iiberraschender Weise in Be-
ziehung tritt.

Die Kurventheorie ist keine einfache Kette logisch aufeinander-
folgender Sitze, sondern eher ein Gewebe, in dessen Struktur man
von den verschiedensten Seiten eindringen kann. Und besonders der
Anfinger, fiir den das Buch ja bestimmt ist, wird gern bald diesen,
bald jenen Ausgangspunkt bevorzugen. Dementsprechend hat schon
Schell die einzelnen Kapitel so selbstiindig gestaltet als mdglich, und
auch Wiederholungen nicht gescheut, wenn dadurch derselbe Sach-
verhalt von verschiedenen Seiten her beleuchtet werden konnte. Die-
Neubearbeitung hat sich dies Verfahren als Muster genommen und
durch mannigfache Riickverweisungen u. a. m. auszubauen gesucht.

Beruiy, im Juni 1914.

E. SALKOWSKI.
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Einleitung.

. Eine Raumkurve ist eine eindimensionale Mannigfaltigkeit von
sitetig aufeinander folgenden Punkten im Raume; sie kann kinema-
tisch als die Bahn eines Punktes aufgefaft werden, der nach einem
vorgeschriebenen Gesetz den Raum durchliuft oder auch geometrisch
als der Ort aller Punkte, die zwei gegebenen Bedingungen geniigen.

Die geometrische Methode des Unendlichkleinen, die in der Folge
ausschlieBlich zur Anwendung kommt, betrachtet nicht den ganzen
Verlauf einer Kurve im Raume, sie beschréinkt sich vielmehr auf
die Untersuchung der Nachbarschaft eines reguliren Punktes, auf
ein regulires Kurvenstiick; ein solches wird dann eine Kurve
schlechthin genannt. Dabei versteht man unter einem reguliiren
Kurvenpunkte einen Punkt 27, fiir welchen die Verbindungslinie
zweier benachbarter Punkte, die Ebene durch drei, die Kugel durch
vier Punkte einer bestimmten Grenzlage zustrebt, wenn die Punkte
sich dem Punkte 2/ unbeschrinkt nihern. Ein regulires Kurven-
stiick verhilt sich also wie ein riiumliches Vieleck; es kann ersetzt
werden durch ein solches ihm eingeschriebenes Polygon, dessen Ecken
einander unbeschriinkt nihern; wir sagen: eine regulire Raumkurve
kann als ein Vieleck mit unendlich vielen unendlich kleinen Seiten
aufgefaBt werden.

2. Die Gesamtheit von oo! stetig aufeinander folgenden Ebenen
ist das reziproke Gebilde einer Kurve. Eine solche Mannigfaltigkeit
ergibt sich, wenn eine Ebene nach einem bestimmten Gesetz sich
stetig im Raum bewegt oder als die Gesamtheit aller Ebenen, die
zwei gegebenen Bedingungen geniigen.

Je zwei unmittelbar aufeinander folgende Lagen der Ebene haben
eine Gerade gemein, drei aufeinanderfolgende Ebenen bestimmen zwei
Geraden, welche sich in dem gemeinsamen Schnittpunkt der drei
Ebenen treffen. Die Folge dieser Geraden ist stetig und ebenso die

Folge ihrer Schnittpunkte zu zweien und der Ebenen zu dreien.
Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. 1
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2 I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 1.

Diese Schnittpunkte bilden daher eine Kurve, welche auf der Eherenen-
folge liegt und von deren aufeinanderfolgenden Schnittliniem 1 be-
rithrt wird.

Durch eine reguliire Schar von oo' Ebenen wird eine Rawmikikurve
wmhiillt.

Man kann somit eine Raumkurve entweder als Punktgebildle e an-
sehen als Gesamtheit ihrer Punkte, oder als Ebenengebilde, alis s Ge-
samtheit von einhiillenden Ebenen; durch eine reziproke Tramnmsfor-
mation wird also eine Raumkurve wieder in eine Raumkurve:  ver-
wandelt.

3. Wihrend die Gesamtheit von oo! Punkten und oo! Elbdenen
auf dasselbe Raumgebilde fiihrt, die Raumkurve, bilden co! Germraden
Flichen, die nur in besonderen Fillen eine Raumkurve bestiimmmen.
Man bezeichnet die Flichen, die von oco! Geraden gebildet simdd, als
geradlinige oder Regelflichen.’) Eine geradlinige Fliche ' wird
von allen Geraden gebildet, die drei einfachen Bedingungen genitigen
(da der Raum als Geradenmannigfaltigkeit vierdimensional ist) = oder
durch die stetige Bewegung einer Geraden im Raume. Schneidenn sich
je zwei Nachbarlagen g, ¢, ¢”,... der Geraden in den Punkiteren M,
M', M", ..., so bilden diese stetig aufeinanderfolgenden Punkftes eine
Kurve, sind dagegen die benachbarten Lagen der Geraden windlseschief,
so bilden die Geraden eine windschiefe Fliche.

I Kapitel
Das Hauptdreikant einer Raumkurve.

1. Tangente und Bogenelement. Die Verbindunggslinie
eines Punktes M einer Kurve mit einem zweiten Punkt 27" der-
selben Kurve heiBt eine Sekante, der Abstand MM’ der beeiden
Punkte eine Sehne der Kurve. Durchliuft der Punkt 2" die K{urve,
so dreht sich die Sekante stetig um M. Nihert sich M cdabei
dem Punkte J unbeschriinkt, so nimmt M M’ eine Grenzla.gee an,
die fiir einen (von uns allein betrachteten) reguliren Punlktt die-
selbe ist, gleichgiiltig, von welcher Seite her die Anniherung erifolgt.

1) Der Ausdruck ,Regelfliche¥, durch ungenaue Ubersetzungg des
Mongeschen Ausdrucks ,surface réglée entstanden, hat sich in derr Lite-
ratur eingebiirgert und wird, da er sich durch seine Kiirze empbfiehlt,
sich schwer ersetzen lassen. Vielleicht ist der von Study in andererm Zu-
sammenhang eingefiihrte Ausdruck ,Band“ empfehlenswerter.
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I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 1. 2. 3

Die Gerade, die diese Grenzlage des Strahls M M’ angibt, heiBt die
Tangente der Kurve im Punkte M, und der Punkt M ihr Be-
rithrungspunkt. Die Tangente schmiegt sich der Kurve niher an als
irgend eine andere Gerade, sie hat mit der Kurve zwei benachbarte
Punkte gemein.

Wenn die Sekante in die Tangente iibergeht, so verschwindet
die Sehne M M’ zugleich mit dem Kurvenbogen, der durch die End-
punkte geht. Beim Grenziibergange niihert sich nun die Sehne immer
mehr dem zugehorigen Kurvenbogen, die Liinge eines der Kurve ein-
geschriebenen Polygons immer mehr der Linge des Kurvenstiicks.
Man denkt sich die Kurve durch ein eingeschriebenes Vieleck ersetzt
und die Tangente als die Verbindungslinie zweier benachbarter Punkte
M, M'. Der ,unendlich kleine* Abstand M M = ds heiBt das Bogen-
element der Kurve, und die Bogenlinge zwischen zwei Punkten
M und N der Kurve wird als die Grenze definiert, der die Summe
dieser Bogenelemente zustrebt, wenn jedes von ihnen sich der Null
unbeschriinkt nithert.

2. Schmiegungsebene. Eine Ebene durch die Tangente einer
Kurve heiBt Tangentenebene. Es gibt demnach oo Tangenten-
ebenen, die die Kurve in einem Punkte M beriihren; sie bilden
einen Biischel, dessen Achse die Tangente M M'=¢ im Punkte I ist.
Durch jeden weiteren Punkt M " der Kurve geht eine Tangenten-
ebene des Punktes 3. Bewegt sich M auf der Kurve, so dreht sich
die Ebene um ¢, und nihert sich M” unbeschriinkt dem Punkte M,
so nimmt sie eine bestimmte Grenzlage an. Sie geht dann durch
drei unendlich benachbarte Punkte M, M', M"” der Kurve und
schmiegt sich dieser niher an als irgendeine andere Ebene durch
den Punkt L. Sie wird daher als Schmiegungsebene der Kurve
im Punkte 2 bezeichnet. Die Schmiegungsebene enthiilt die Geraden
MM und M'M”, d. h. die Tangente des Punktes M und die des
Punktes M’; sie ist also die Ebene, die durch zwei benach-
barte Tangenten der Kurve hindurchgeht.

Die Schar der Schmiegungsebenen einer gegebenen Raumkurve ()
bildet eine Mannigfaltigkeit von oo! Ebenen, die die Raumkurve (1)
umhiillen. In der Tat ist jeder Punkt der Kurve der Schnittpunkt
dreier benachbarter Schmiegungsebenen, z. B. M” der Schnittpunkt
der zu M, M’ und M” gehirigen Schmiegungsebenen. Umgekehrt
sind i. a. die Ebenen einer Schar von oco! Ebenen immer

die Schmiegungsebenen der von ihnen bestimmten Raum-
1‘
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4 1. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 2—b5.

4

kurve. Sind nimlich ¢ &, §7, ¢, ... aufeinanderfolgende Ebenen
der Schar, so ist der Schnittpunkt von & &, &’ ein Punkt M" der
Raumkurve; der benachbarte Punkt M ergibt sich als Schnittpunkt
der Ebenen ¢ ¢”¢”" und der niichste Punkt liegt zugleich in ¢”, &, £V
d. h. die Ebene ¢’ enthiéilt drei benachbarte Punkte der umbhiillten
Kurve, sie ist deren Schmiegungsebene im Punkte 2"

Der Satz verliert seine Giiltigkeit nur in dem trivialen Falle,
wenn alle Ebenen durch ein und denselben Punkt gehen oder einer
Geraden parallel sind; im ersteren Falle umhiillen sie einen Kegel,
dessen Spitze der Punkt ist, im zweiten einen Zylinder, dessen Er-
zeugenden parallel der gegebenen Richtung sind.

3. Normalen und Normalebene. Jede Gerade, welche durch
den Beriihrungspunkt M der Tangente geht und zu dieser recht-
winklig ist, heiit eine Normale der Kurve im Punkte M. Alle
Normalen des Punktes M liegen in einer Ebene, welche im Be-
rithrungspunkte der Tangente senkrecht auf dieser steht, der Nor-
malebene. Eine Kurve hat in jedem Punkte im allgemeinen ein'e
Tangente, aber unendlich viele Normalen, welche alle in einer
Ebene liegen und einen Strahlenbiischel bilden, dessen Scheitel der
Kurvenpunkt M ist.

4. Hauptnormale und Binormale. Jede Tangentenebene
einer Kurve schneidet die Normalebene des Beriihrungspunktes M in
einer Normalen; insbesondere schneidet die Schmiegungsebene die
Normalebene in einer Normalen, welche den Namen der Haupt-
normalen des Punktes M fiihrt. Diejenige Tangentenebene, welche
zur Schmiegungsebene und folglich auch zur Hauptnormalen recht-
winklig ist, heiBt die rektifizierende Ebene') und ihre Durch-
schnittslinie mit der Normalebene, niimlich die zur Hauptnormalen
senkrechte Normale, nennen wir die Binormale?) des Punktes I,

5. Das Hauptdreikant der Kurve. In jedem Punkte 2
einer Kurve schneiden sich drei zueinander rechtwinklige Gerade, die
Tangente, die Hauptnormale und die Binormale. Sie bilden ein drei-
fach rechtwinkliges Dreikant und sind die Durchschnitte dreier gleich-
falls zueinander rechtwinkliger Ebenen, der Normalebene, der Schmie-
gungsebene und der rektifizierenden Ebene. Die Normalebene enthiilt

1) Lancret, Mém. sur les courbes & double courbure. (Mém. prés.
T. I, p. 420.)

2) de Saint Venant, Mém. sur les lignes courbes non planes. (Journ.
de I'école polytech. T.XVIII, p. 17.)
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I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 5. 6. 5}

die Hauptnormale und Binormale, die Schmiegungsebene die Haupt-
normale und Tangente und die rektifizierende Ebene die Tangente
und Binormale. L8t man dieses Dreikant stetig lings der Kurve
gleiten, dafl seine Ebenen und Kanten stets ihren Charakter behalten,
so erzeugen diese eine Reihe von Kurven und Flichen, die mit der
Ausgangskurve in sehr nahen Beziehungen stehen. Sie seien einzeln
kurz charakterisiert.

6. Tangentenfliche. Es seien M, M', M”, ... aufeinander-
folgende Punkte einer Raumkurve (Bf), so daB MM', M'M",. ..
benachbarte Tangenten und die Ebenen ¢ =M M ' M", &'=M'M"M"" ...
benachbarte Schmiegungsebenen sind. Da & und & die Punkte M’
und M gemeinsam haben, so folgt der Satz:

Zwet aufeinanderfolgende Schmiegungsebenen einer Rawmkurve schnei-
den sich in der Tangente der Kurve.

Die von den aufeinanderfolgenden Tangenten MM', M'M", ...
gebildete krumme Fliche ist als die Grenze einer polyedrischen Figur
aufzufassen, deren Ecken die Punkte 2/, M’, ... der Kurve, deren
Kanten ihre Tangenten und deren Flichen ihre Schmiegungs-
ebenen sind.

Die Tangentenfliche einer Rawmlkurve ist demnach die Hiillfliche
der Schmiegungsebenen, oder, anders ausgedriickt: Die Tangentenfliche
wird von den Schimiegungsebenen lings eimer Tangente beriihrt. Da
wegen der stetigen Anderung der Schmiegungsebene zwei benach-
barte Lagen einen unendlich kleinen Winkel bilden, erscheint die
Tangente als eine scharfe Schneide, und die Kurve bildet auf der
Fliche der Tangenten eine scharfe Kante oder einen Grat; man
nennt sie daher die Gratlinie der Tangentenfliche.

Dreht man die Fliche 2/ M" des Polyeders um ihre Durch-
schnittslinie 2"M"” mit der folgenden M M M so lange um, bis
sie mit dieser koinzidiert, dann die so vereinigten Ebenen um den
Durchschnitt 27”M"” mit der folgenden Ebene MM MV bis sie
mit dieser zusammenfallen usf., so wird die Oberfliche des Polyeders
nach und nach zu einer Ebene ausgebreitet oder abgewickelt.

Da diese Eigenschaft von der Zahl und Lage der Seitenfliichen
unabhiingig ist, so geht sie beim Ubergange des Polyeders in die
Fliche mit auf diese iiber. Daher ist sie auf die Ebene abwickel-
bar. Man bezeichnet eine solche Fliche als abwickelbare Fliche
schlechthin,
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6 I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 6. 7.

Die Tangentenfliche einer Rawmkurve ist eine abwickelbare Fliche
(ein Torsus).

Umgekehrt 1a8t sich zeigen, dafl jede reguliéire abwickelbare Fliche,
die nicht Zylinder- oder Kegelfliche ist, die Tangentenfliche einer
Raumkurve sein muB. Wir werden daher beide Ausdriicke im all-
gemeinen als gleichwertig nebeneinander brauchen. Aus den Ergeb-
nissen der Nr.2 folgt in Verbindung mit den eben gefundenen Sitzen:

Die Hiillfliiche ciner Schar von oo! Ebenen ist entweder ein Kegel,
ein Zylinder oder aber cine abwickelbare Fliche, deren Gratlinie diese
Ebenen als Schmiegungsebenen hat.

7. Polarfliche (Fliche der Kriimmungsachsen). Die Normal-
ebene erzeugt eine abwickelbare Fliche, die sie beriithrt und die wir
die Polarfliche') nennen wollen (Fig. 1).
Da die Normalebenen zweier aufeinander-
folgender Punkte 27, M’ auf den Tangenten
dieser Punkte, infolgedessen auch auf der
durch sie hindurchgehenden Schmiegungs-
ebene des einen von ihnen, 1/, senkrecht
stehen, so steht auch ihre Durchschnittslinie
senkrecht auf dieser Ebene. Diese Schnittlinie
ist aber die gerade Erzeugende der Fliche;
diese hat mithin die Eigenschaft, daf ihre
Geraden auf den Schmiegungsebenen der Kurve

senkrecht stehen, also parallel zu den Bi-
normalen der Kurve (M) sind. Die Schnittlinie der Normal-
ebene des Punktes M/ mit der Normalebene des folgenden Punktes
heift die Kriimmungsachse (Polarlinie) des Punktes M, weil sie
mit der Kriimmung der Kurve in sehr enger Beziehung steht. Da-
her fiihrt die Polarfliche auch den Namen der Fliche der
Kriimmungsachsen. Zwei aufeinanderfolgende Kriimmungsachsen
schneiden sich in einem Punkte, weil sie beide Durchschnittslinien
einer Normalebene mit der ihr unmittelbar vorhergehenden bzw. fol-
genden Normalebene sind. Ihr Schnittpunkt ist der den drei Normal-
ebenen gemeinsame Punkt, deren Schnittlinien sie selbst sind. Die
Folge dieser Schnittpunkte der Kriimmungsachsen bildet auf der
Fliche die Gratlinie, die von ihnen beriihrt wird.

1) P. Serret, Théorie nouvelle géometrique et mécanique des lignes
a double courbure. Paris 1860, p. 18.
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I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 8. 9. {f

8. Rektifizierende Flache. Die abwickelbare Fliche, welche
die rektifizierende Ebene erzeugt, heifit die rektifizierende Fliche,
weil sie, wie sich spiter zeigen wird, die Eigenschaft hat, durch ihre
Abwicklung die Kurve in eine Gerade zu verwandeln. Die Schnitt-
linie zweier aufeinanderfolgender rektifizierender Ebenen ist die Fr-
zeugende der Fliche und wird die rektifizierende Gerade ge-
nannt. Sie ist senkrecht zu zwei aufeinanderfolgenden Hauptnormalen.
Da niimlich die rektifizierende Ebene auf der Hauptnormalen senk-
recht steht, so ist auch jede in ihr liegende Gerade zu dieser senk-
recht. Nun liegt die rektifizierende Gerade gleichzeitig in zwei auf-
einanderfolgenden rektifizierenden Ebenen, also ist sie zu gleicher
Zeit senkrecht auf den beiden aufeinanderfolgenden Hauptnormalen,
zu welchen diese senkrecht sind. Die rektifizierende Gerade ist
wohl zu unterscheiden von der Binormalen; beide liegen in
der rektifizierenden Ebene, aber die Binormale steht nur auf einer
Hauptnormalen, dagegen aber noch auf der Schmiegungsebene senk-
recht, withrend die rektifizierende Gerade auf zwei Hauptnormalen,
aber i. a. nicht auf der Schmiegungsebene senkrecht steht. Die rek-
tifizierende Fliche besitzt eine Gratlinie, die von sémtlichen rektifi-
zierenden Geraden beriihrt wird und deren Schmiegungsebenen die
rektifizierenden Ebenen sind. In diesen Ebenen liegen die Binormalen
und ihnen parallel laufen die Kriimmungsachsen (s. o. Nr. 7).

9. Die Flache der Hauptnormalen. Die drei Geraden,
die Tangente, Hauptnormale und Binormale erzeugen drei Flichen,
von denen im allgemeinen nur die, welche die Tangente beschreibt,
abwickelbar ist: sie ist die in Nr. 6 erwiilhnte Tangentenfliche der
Kurve. Die Fliche der Hauptnormalen dagegen ist fiir alle
nicht ebenen Kurven windschief. Es liegen niimlich die Haupt-
normalen zweier aufeinanderfolgender Punkte M, 2" in zwei ver-
schiedenen Ebenen, nimlich den Schmiegungsebenen M M M” und
M'M”M'" dieser Punkte und gehen nicht durch denselben Punkt
ihrer Schnittlinie M M ", der Tangente in M, folglich fallen sie
nicht in dieselbe Ebene, mithin schneiden sie sich nicht und erzeugen
also eine windschiefe geradlinige Fliche. Sie kinnen daher auch nicht
Tangenten einer Kurve, d. h. Verbindungslinien aufeinanderfolgender
Punkte derselben sein. Fallen dagegen je zwei aufeinanderfolgende,
mithin alle Schmiegungsebenen zusammen, d. h. ist die Kurve eben,
so fallen alle ihre Hauptnormalen in ihre Ebene und beriihren die
in dieser Ebene liegende Evolute der Kurve.
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8 I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 10—12.

10. Die Fliche der Binormalen ist gleichfalls windschief,
wenn die Kurve nicht eben ist. Zwei aufeinanderfolgende Binormalen
stehen niimlich auf zwei aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen
senkrecht und gehen nicht beide zugleich durch denselben Punkt der
Durchschnittslinie beider Ebenen, nimlich der Tangente; sie kinnen
sich daher im Falle einer eigentlichen Raumkurve nicht schneiden
und erzeugen folglich eine windschiefe Flidche. Die Fliche kann nur
dann abwickelbar sein, wenn die Binormalen parallel sind, also alle
Schmiegungsebenen zusammenfallen, d. h. wenn die Kurve eben ist.
In diesem Falle wird die Binormalenfliche ein Zylinder, der auf
der Ebene der Kurve senkrecht steht, und fillt mit der rektifizie-
renden Fliche zusammen.

11. Zusammenfassung. Den Nummern 6—10 zufo]ge hat
man mit einer Kurve fiinf Flichen in Verbindung zu denken: die
Tangentenfliche, die Polarfliiche, die rektifizierende Fliche, die Fliche
der Hauptnormalen und die Fliche der Binormalen. Von diesen
sind die drei ersten abwickelbar, die beiden letzten i. a. windschief.
Die Kurve selbst ist der gemeinsame Durchschnitt der Tangenten-
fliche, der rektifizierenden Fliche und der Fliche der Hauptnormalen,
withrend die Polarfliche nicht durch die Kurve hindurchgeht. Die
drei abwickelbaren Flichen besitzen drei Gratlinien, unter denen die
Kurve selbst ist; sie ist néimlich die Gratlinie der Tangentenfliche.

Die Beziehungen dieser neuen Gebilde zu der Ausgangskurve und
zueinander werden in spiiteren Kapiteln noch des niheren zu unter-
suchen sein.

12, Ubungen. 1. Ebene Kurven. Alle Schmiegungsebenen fallen
mit der Ebene der Kurve zusammen. Die Fliche der Tangenten geht in
diese Ebene iiber?); die Fliche der Normalebenen wird ein Zylinder,
weil die Kriimmungsachsen alle auf der gemeinsamen Schmiegungs-
ebene aller Punkte der Kurve senkrecht stehen; die Fliche der
Binormalen wird gleichfalls ein Zylinder, weil die Binormalen den
Kriimmungsachsen parallel laufen; die rektifizierende Fliche fallt
mit dem Zylinder der Binormalen zusammen, denn die rektifizierenden
Ebenen und folglich auch die rektifizierenden Geraden stehen alle
auf der gemeinsamen Schmiegungsebene senkrecht, und die Fliche

der Hauptnormalen reduziert sich auf die Ebene der Kurve, weil
die Hauptnormalen alle in die Schmiegungsebenen fallen.

1) Genauer: in denjenigen Teil der Ebene, der als das , AuBere der
Kurve* bezeichnet wird, d. h. von dessen Punkten aus man reelle Tan-
genten an die Kurve ziehen kann. Die Ebene oder gewisse ihrer Teile
konnen dabei mehrfach tiberdeckt werden.
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I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 12. 9

2. Sphiirische Kurven. Fiir eine Kurve auf einer Kugel sind
die Tangenten auch Tangenten an diese Kugel, durch den Kugel-
mittelpunkt gehen daher alle Normalebenen, also auch alle Kriim-
mungsachsen. Daraus folgt:

Die Polarfliche einer sphirischen Kurve ist ein Kegel, dessen Spitze
in den Mittelpunkt der Kugel fdallt.

3. Allgemeine Schraubenlinien. Um gleich hier die Grund-
begriffe der Kurvenlehre an einer der Untersuchung leicht zuging-
lichen und doch nicht trivialen Kurvenklasse zu erliutern, betrachten
wir die geoditischen (d. h. kiirzesten) Linien einer allgemeinen Zy-
linderfliche. Sie werden als allgemeine Schraubenlinien be-
zeichnet, da sie mit der gewshnlichen Schraubenlinie, der Geoditischen
des Drehzylinders, zahlreiche Eigenschaften gemein haben.

Die erzeugenden Geraden des Zylinders I', auf dem die Kurve (I1)
geodiitisch ist, seien g, ¢, ¢”,... Wickelt man den Zylinder in eine
Ebene ab, so gehen diese Erzeugenden in parallele Geraden g, ¢, . . .
der Ebene iiber. Da bei der Abwicklung sich Bogenlingen nicht
dndern, geht die Geodiitische (M) in eine geoditische Linie der
Ebene iiber, d. h. sie verwandelt sich in eine Gerade (). Diese
Linie schneidet nun alle Geraden des Parallelbiischels g, g’, . . . unter
demselben Winkel «, und, da bei der Abwicklung auch die Winkel
ungeiindert bleiben, schneidet auch die Kurve () alle Geraden des
Zylinders I'" unter diesem Winkel «, d. h.

Die allgemeinen Schraubenlinien schneiden die Erzeugenden eines
Zylinders unter konstantem Winkel.

Dieser Zylinder sei in der Folge als der ,zur Schraubenlinie ge-
horige Zylinder* bezeichnet.

Als Spezialfall gehoren auch die ebenen Kurven zu den Schrauben-
linien; fiir sie wird « = } =, denn man kann iiber jeder ebenen
Kurve einen Zylinder errichten, dessen Erzeugenden die Kurve senk-
recht schneiden (die rektifizierende Fliche der ebenen Kurve; s. o.)

Tangente. Eine Ebene ¢ schneide die Geraden des Zylinders
senkrecht; die Schnittkurve (1) ist dann die senkrechte Projektion
der Schraubenlinie (31) auf der Ebene & und die Tangente M M,
der Projektionskurve die Projektion der Tangente } M ". Beide Ge-
raden schneiden sich im Punkte S. Da der Winkel MSM = 4n —«
fir alle Punkte der Kurve M konstant ist, so schneiden die Tan-
genten von (M) die Ebene ¢ unter einem konstanten Winkel. Setat
man, wie iiblich, & als Horizontalebene voraus'), so bezeichnet der
Winkel der Tangenten der Kurve gegen die Ebene die Steigung
der Kurve; man kann also sagen:

Die allgemeine Schraubenlinie ist eine Kurve konstanter Steigung.

1) Dies wird auch im folgenden durchweg angenommen, um die Sprech-
weise zu vereinfachen; (J,) ist daher als Horizontalprojektion oder Grund-
riB der Schraublinie bezeichnet.
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10 I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 12.

Es ist leicht einzusehen, daf jede Kurve konstanter Steigung die
Erzeugenden eines gewissen Zylinders unter kontantem Winkel schnei-
den muf), also eine Schraubenlinie ist.

Fig. 2.

Bogenelement und Bogenlinge. Aus der Figur ergibt sich
unmittelbar, dafl
MMy = MM sine
ist. Bezeichnet man die Bogenlinge der Schraublinie (von dem
Schnittpunkt mit einer beliebigen festgewiihlten Erzeugenden g ab ge-
rechnet) mit s, die entsprechende Bogenlinge des Orthogonalschnitts (/)
der Erzeugenden mit sy, so ist

dsy,=ds sine,
also auch
§,= s sin a.

Schmiegungsebene. Die Schmiegungsebene ist durch zwei be-
nachbarte Tangenten MM’, M'M” bestimmt. Die Schnittpunkte
dieser Tangenten mit der Ebene & sind S und S’, die Spurlinie der
Schmiegungsebene ist also die durch SS’ bestimmte Gerade. Aus der
Kongruenz der Dreiecke M’ S, und M’S’ M, folgt, daB M, S=M,' S’
ist. M, ist somit der Mittelpunkt eines Kreises, der durch S und
S’ hindurchgeht, fir den also SS’ eine Tangente ist. Daher ist S5
senkrecht auf M'M," und, da die Ebene MSM, auf & senkrecht

steht, so ist auch S8’ | M.
Da M, M,  und M, M, benachbarte Tangenten der Kurve (M) sind,
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I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 12. 11

so folgt aus der vorher abgeleiteten Gleichheit von M,'S und M,'S’,
daB SS’ das Bogenelement einer Evolvente der ebenen Kurve () ist.

Die Horizontalspur der Schmiegungsebene eincr Schraublinie ist
die Tangente an eine Fvolvente ihrer Horizontalprojektion.

Die Richtung der Evolvententangente ist identisch mit der Rich-
tung der (Haupt-) Normale der ebenen Kurve M. Der vorige Satz
ist inhaltlich identisch mit dem folgenden:

Die Schmiegungsebene an alle Schraubenlinien eines wvertikalen
Zylinders haben fiir die Punkte derselben Erzeugenden parallele
Horizontalspuren.

Hauptnormale. Die Hauptnormale einer Raumkurve ist die
Normale in der Schmiegungsebene. Hier ist S8'_L MM’ und die
Spur der Schmiegungsebene; zieht man daher durch I zu S5’ die
Parallele M H, so liegt sie gleichfalls in der Schmiegungsebene und
steht auf der Tangente M M  senkrecht. Damit ist die Hauptnormale
gefunden. Da diese Gerade M H parallel zu & ist, so schneidet sie
die Erzeugenden des Zylinders rechtwinklig; da MH auch MM’
senkrecht schneidet, steht sie auch auf der durch ¢ und MM be-
stimmten Tangentialebene des Zylinders senkrecht.

Die Hauptnormalen einer Schraubenlinie sind ciner und derselben
Ebene parallel.

Da MH | SS” ist und dieses zur Tangente IS des Normal-
schnitts senkrecht, so ist M/ H parallel zur Normalen der Kurve (21),
d#he

Die Hauptnormalen der Schraublinie projizieren sich in die Nor-
malen der Projektionskurve.

Rektifizierende Ebene und rektifizierende Flache. Die
rektifizierende Ebene der Schraubenlinie im Punkte M steht auf der
Hauptnormalen M H senkrecht, ist also nach den vorigen Betrach-
tungen die Tangentenebene gg' des Zylinders. Die rektifizierende
Fliche ist die Hiillfliche der Tangentialebenen, d. h. ist der Zylinder
selbst. Dies Ergebnis war zu erwarten, denn nach Definition ist
die Schraublinie auf dem Zylinder geodiitisch. Man kann aber zeigen,
daB eine Raumkurve nur auf einer einzigen abwickelbaren Fliche
geodiitisch sein kann, und dies ist die rektifizierende Fliiche.

Binormale. In der rektifizierenden Ebene liegt die Binormale J/ B;
ihre Horizontalprojektion fillt somit in 2 2. Da der Winkel der
rektifizierenden Geraden g mit der Binormalen das Komplement zu
ihrem Winkel mit der Tangente ist, so folgt, daf

X (MB, g)=3n—«
auch stets konstant ist.

Die Binormalen einer allgemeinen Schraublinie bilden mit einer
festen Ebene einen Tkonstanten Winkel, der den Winkel ilrer Tan-

genten zu §m erginzt.
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12 II. Kap. Kriimmung. 1.

Auf einem anderen Wege erhilt man dasselbe Ergebnis folgender-
mafien. Der Winkel zwischen der Binormalen M B und der Er-
zeugenden g des Zylinders ist gleich dem Winkel der Schmiegungs-
ebene und der Horizontalebene (da jede Gerade auf einer Ebene
senkrecht steht). Dieser Winkel aber ist gegeben durch die beiden
Lote SM, und SM, die in einem Punkte der Schnittgeraden S,
in den beiden Ebenen auf dieser Schnittgeraden konstruiert sind.

Normalebenen und Polarfliche. Die Normalebenen stehen
in den Punkten der Kurve auf den Tangenten senkrecht; sie haben
also auch eine konstante Horizontalneigung. Thre Hiillfliche, die Polar-
fliche, besitzt Erzeugende, die den Binormalen der Ausgangskurve
parallel sind. Diese besitzen aber, wie soeben gezeigt ist, eine kon-
stante Neigung; da die Erzeugenden der Polarfliche Tangenten ihrer
Gratlinie sind, so ist diese Gratlinie eine Kurve konstanter Steigung,
d. h. eine Schraublinie.

Die Polarlinie einer Schraublinie ist wieder eine Schraublinie, deren
Neigung das Komplement der Neigung der ersten Schraubenlinie ist.

II. Kapitel

Krimmung.

1. Kontingenzwinkel. Der unendlich kleine Winkel, welchen
die Tangente MM  eines Punktes M der Kurve mit der Tangente
M'M"” des Nachbarpunktes M’ bildet, heiBt der Kontingenz-
winkel dr der Kurve im Punkte M. Er liegt in der Schmie-
gungsebene; seine Schenkel, die Tangenten in den Punkten M und
M’, sind Lote zu den entsprechenden Normalebenen. Der Kontingenz-
winkel ist also auch der Winkel benachbarter Normalebenen. Nun
sind die Normalebenen Tangentenebenen an die Fliche der Kriim-
mungsachsen und zugleich die Schmiegungsebenen der Gratlinie dieser
Fliche. Daher ist der Winkel der Schmiegungsebenen zweier aufein-
anderfolgender Punkte der Polarkurve gleich dem Kontingenzwinkel der
Kurve ().

Die Normalebenen der Punkte 2/, M’ und ihre Durchschnitts-
linie, die Kriimmungsachse des Punktes 2, stehen gleichzeitig senk-
recht auf der Schmiegungsebene von M, in welcher die beiden Tan-
genten liegen. Sie schneiden diese Ebene in zwei zu den Tangenten
senkrechten Geraden, welche im Durchschnitt ¢ der Kriimmungs-
achse mit der Schmiegungsebene zusammenlaufen. Diese Geraden
CM, CM’ bilden miteinander den Neigungswinkel der Normalebenen,
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d. h. ihr Winkel ist gleich dem Kontingenzwinkel. Von diesen Ge-
raden ist aber nur die eine (M () eine Hauptnormale, nimlich die
Durchschnittslinie der Normalebene des Punktes 2/ mit der Schmie-
gungsebene desselben Punktes, die andere M’ C nicht. Denn die fol-
gende Hauptnormale ist die Durchschnittslinie der Normalebene des
Punktes M’ mit dessen Schmiegungsebene, M’ C ist aber die Durch-
schnittslinie dieser Normalebene mit der Schmiegungsebene des
Punktes M und ist die senkrechte Projektion der zweiten Haupt-
normale auf die erste Schmiegungsebene.

2. Kriimmungsmittelpunkt, Kriimmung. Beschreibt man
um den Punkt ¢ einen Kreis mit dem Radius M C, so ist M M als Lot
im Endpunkte des Radius auch fiir den Kreis eine Tangente, d. h. M’
liegt auf dem Kreise. Dann ist aber auch M'M " Lot im Endpunkte
eines Radius, also liegt auch M” auf dem Kreise um C. Dieser
Kreis ist demnach die Grenzlage, dem ein Kreis zustrebt, der durch
M und zwei weitere Punkte M, M, der Kurve hindurchgeht, so-
bald sich M, und M, dem Punkte M unbeschrinkt néhern. Man
nennt ihn daher den Kriimmungskreis, seinen Radius MC = o
den Kriimmungsradius und den Punkt ¢ den Kriimmungs-
mittelpunkt. Man kommt auf denselben Kreis durch folgende
Grenzbetrachtung.

Legt man durch drei beliebige Punkte M, M', M" einer Kurve
eine Ebene und konstruiert in ihr einen Kreis, welcher durch diese
drei Punkte geht, so liegt dessen Mittelpunkt p in dem Punkte,
in welchen die Durchschnittslinie der beiden in den Mitten der Sehnen
MM und M'M"” senkrecht auf diesen errichteten Ebenen die Ebene
der drei Punkte schneidet. Riicken nun die Punkte M’ und M” dem
Punkte M unbegrenzt nahe, so geht die Ebene des Kreises in die
Schmiegungsebene iiber und nimmt der Kreis und sein Mittelpunkt
eine bestimmte GréBe und Lage in ihr an. Die in den Mitten der
Sehnen errichteten Ebenen gehen hierbei in die Normalebenen der
Punkte 27, M’, ihre Durchschnittslinie in die Kriimmungsachse und
der Mittelpunkt des Kreises in den Durchschnitt C' derselben mit
der Schmiegungsebene iiber. Es ist dies also der vorher eingefiihrte
Kriimmungskreis.

Aus dem unendlich schmalen Dreieck MC M’ (Fig. 3), welches
als rechtwinklig und gleichschenklig angesehen werden kann (M und
M’ liegen ja auf einem Kreise mit dem Mittelpunkte C) und in
welchem die dem Winkel C'=dr gegeniiberliegende Seite das Bo-
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genelement M M = ds ist, wihhrend seine beiden anderen Seiten
MC = M'C =g sind, ergibt sich
odt = ds
und mithin:
ds 1 dt
™Ay oM As
Nimmt man die Kriimmung eines mit der
Liéngeneinheit beschriebenen Kreises als Einheit
der Kriimmung an, so verhalten sich die Kriim-
mungen zweier Kreise umgekehrt wie die Radien,
und man nennt den reziproken Wert des Radius
das MaB der Kriimmung eines Kreises. Daher ist

Fig. 3.

€ 1 oder Z: die Kriimmung des Kriimmungs-

kreises. Man nennt diesen Ausdruck die Kriimmung der Kurve
im Punkte 2, auch wohl die erste Kriimmung der Kurve in diesem
Punkte zum Unterschiede von einer bald zu erliuternden zweiten.

3. Berithrung verschiedener Ordnung, Oskulation.
Der Kriimmungskreis hat drei aufeinanderfolgende Punkte oder, was
dasselbe ist, zwei aufeinanderfolgende Bogenelemente und Tangenten
mit der Kurve gemein. Die Berithrung zweier Kurven, welche »# auf-
einanderfolgende (zusammenfallende) Punkte gemein haben, heift eine
n-punktige Beriihrung oder eine Beriihrung der (»— 1)*® Ordnung.
Der Kriimmungskreis beriihrt demnach die Kurve dreipunktig oder
in der zweiten Ordnung. Eine Fliche beriihrt eine Kurve n-punktig
oder in der (n—1)*" Ordnung, wenn sie mit ihr » aufeinander-
folgende Punkte gemein hat. Die Schmiegungsebene beriihrt dem-
nach die Kurve dreipunktig oder in der zweiten Ordnung. Der
Kriimmungskreis liegt in der Schmiegungsebene und berithrt diese
Kurve in derselben Ordnung, wie diese. Dieser Satz ist ein spezieller
Fall des allgemeineren: Wenn eine Fliche F' eine Kurve C' in der
n'*® Ordnung berithrt, so kann auf der Fliche durch den Berithrungs-
punkt keine Kurve gezogen werden, welche C' in einer hoheren Ord-
nung, als der %'" berithrt. Denn es kann eine auf der Fliche ¥
liegende Kurve mit der Kurve C nicht mehr Punkte gemein haben
als auf F liegen.

4. Die Kurve der Kriimmungsmittelpunkte. Der Kriim-
mungsmittelpunkt C' des Punktes M ist der Durchschnittspunkt der
Kriimmungsachse mit der Hauptnormalen dieses Punktes. Die Folge
der Kriimmungsmittelpunkte bildet daher eine Kurve, welche auf der
Fliche der Hauptnormalen und der Fliche der Kriimmungsachsen
liegt und mithin die Durchschnittskurve dieser beiden Fldchen ist.
Diese Kurve wird von den Hauptnormalen nicht beriihrt, sondern
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geschnitten, wenn die Ausgangskurve (1) eine eigentliche (micht
ebene) Raumkurve ist. (Vgl. Kap. I, Nr. 9, 8. 7).

5. Schmiegungswinkel. Die Schmiegungsebenen in zwei auf-
einanderfolgenden Punkten M, M’ einer Kurve bilden einen infini-
tesimalen Winkel do, den Schmiegungswinkel (Torsions- oder
Windungswinkel). Man kann die Schmiegungsebene des Punktes M
mit der des Punktes M’ dadurch zur Deckung bringen, daf man
sie um die Schnittgerade beider Ebenen, die Tangente M'M " durch
den Winkel 4¢ dreht. Diese Drehung ist positiv oder negativ, je
nachdem sie fiir einen Beobachter, der in der Richtung M M"”
(d. i. im Sinne der Fortschreitungsrichtung der Kurve) sieht, ent-
gegengesetzt oder im Sinne des Uhrzeigers verliduft. Dementsprechend
ist also dem'Schmiegungswinkel do das positive oder negative Vor-
zeichen beizulegen.

Kehrt man den Fortschreitungssinn auf der Kurve um, so kehrt
sich auch die Reihenfolge der Schmiegungsebenen um, so daB das
Vorzeichen des Torsionswinkels dasselbe bleibt. Der Sinn des
Torsionswinkels ist also nicht von dem Fortschreitungs-
sinn auf der Kurve abhiingig.

Da die Kriimmungsachsen und Binormalen dieser Punkte auf
den Schmiegungsebenen senkrecht stehen, so bilden sie miteinander
denselben Winkel. Der Winkel zweier aufeinanderfolgender Kriim-
mungsachsen ist aber der Kontingenzwinkel der Gratlinie der Polar-
fliche. Es war schon vorher (S.12) gezeigt, daB der Kontingenz-
winkel der Ausgangskurve gleich dem Winkel zweier aufeinanderfol-
gender Schmiegungsebenen dieser Gratlinie ist; es gilt daher der Satz:

Eine Kurve doppelter Kriommung und die Gratlinie ihrer Polar-
fliche stehen in solcher Beziehung zueinander, daf, abgeschen wvom
Vorzeichen, der Kontingenzwinkel und Schmiegungswinkel der einen bzw.
dem Schmiegungswinkel wund Kontingenzwinkel der andern gleich 1ist,

Durch Abwicklung einer abwickelbaren Fliche wird der Winkel
ihrer Tangentenebenen oder der Schmiegungswinkel der Gratlinie
dieser Fliche zerstort (vgl. Nr.10). Bei der Abwicklung der Tangenten-
fliche geht daher die Kurve in eine ebene Kurve iiber, welche mit ihr
gleiche Kontingenzwinkel hat. Durch Abwicklung der Polarfliche ver-
wandelt sich deren Gratlinie in eine ebene Kurve, deren Kontingenzwinkel
den Schmiegungswinkeln der Kurve doppelter Kriimmung gleich sind.
Von diesen beiden ebenen Kurven hat die erste mit der Kurve dop-
pelter Kriimmung gleiche Bogenelemente und folglich auch gleiche
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Kriimmungshalbmesser, das Bogenelement der zweiten aber
ist natiirlich im allgemeinen nicht gleich dem Bogenele-
mente jener.

6. Verschwinden des Schmiegungs- und des Kontin-
genzwinkels. Der Schmiegungswinkel d¢ mift in einer dhnlichen
Weise die Abweichung der Kurve von der Schmiegungsebene, wie
der Kontingenzwinkel dr ihre Abweichung von der Tangente. Wird
in einem Punkte der Kurve do = 0, so wird die Kurve an dieser
Stelle eben, d. h. es fallen zwei Schmiegungsebenen zusammen und
fallen also vier Punkte oder drei Tangenten in eine Ebene. Die
Schmiegungsebene beriihrt alsdann die Kurve vierpunktig oder in der
dritten Ordnung. Wird in einem Punkte der Kontingenzwinkel dr
gleich Null, so wird die Kurve an dieser Stelle geradlinig, d. h. es
fallen drei aufeinanderfolgende Punkte in die Tangente, der Kriim-
mungskreis geht in die Tangente tiber und diese beriihrt die Kurve
dreipunktig oder in der zweiten Ordnung.

7. Schmiegungshalbmesser und Schmiegung. Konstruiert
man ein rechtwinkliges Dreieck (Fig.4), in welchem eine Kathete
gleich dem Bogenelement ds und der dieser gegeniiberliegende Winkel
gleich dem Schmiegungswinkel do ist, so werden die beiden andern
» Seiten eine gewisse Linge annehmen, die dauernd mit »

M
bezeichnet werden soll, und zwar wird:
rde = ds,
7 also
% oy ds
T do

do
Der reziproke Wert dieser Linge » miBt die Kriimmung

eines Kreises vom Radius » und wird das MaB der
zweiten Krimmung (Torsion oder Windung) der Kurve in
dem betrachteten Punkte 2, die Liinge » selbst der Radius
der zweiten Krimmung (Schmiegungs- oder Torsionsradius)
jenes Punktes genannt. Einen dem Kriimmungskreis entsprechenden
Schmiegungskreis gibt es nicht, wir werden aber fiir den Schmie-
gungsradius spiter an der Fliche der Tangenten und der Fliche
der Binormalen zwei geometrische Interpretationen entwickeln. Aus
der Definition von 7 ergibt sich noch ein wesentlicher Unterschied
gegenitber dem Kriimmungsradius o: wihrend ¢ stets absolut zu
nehmen ist, kann der Schmiegungsradius positive und nega-
tive Werte annehmen.

8. Natiirliche Gleichungen einer Raumkurve. Ist fiir
eine Raumkurve das Gesetz vorgeschrieben, nach dem die erste und

Fig. 4.
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zweite Kriimmung von der Bogenlinge abhiingt, d. h. kennt man
die beiden Kriimmungen als Funktionen der Bogenlinge

1
T=16),  F=90),

so ist dadurch die Kurve bis auf ihre Lage im Raume vollstindig
bestimmt. Geht man nimlich von einem beliebigen Punkte M im
Raume aus und schreitet von ihm in beliebiger Richtung um das
infinitesimale Stiick ds zum Nachbarpunkte M’ fort, so bestimmt

die Gleichung
dt = %s= f(s)ds

den Winkel, den die Tangente der Kurve im Punkte M’ mit der
Tangente MM’ in M bildet. Unter der Gesamtheit der Geraden,
die dieser Bedingung geniigen (sie liegen auf einem Rotationskegel
mit MM  als Achse und 2dv als Offnungswinkel) kann man eine
beliebige ¢’ als Tangente in M  herauswiihlen. Dies kommt darauf
hinaus, daB man 1. die Lage des Punktes M, 2. die Richtung der
Tangente in M, 3. die Stellung der Schmiegungsebene in M will-
kiirlich vorschreiben kann. Damit ist aber die Willkiirlichkeit er-
schopft; denn fiir den Punkt M ist die Schmiegungsebene bestimmt:
sie geht durch ¢ und bildet mit der Schmiegungsebene in 3 den
Winkel do = @(s)ds; ferner ist durch M’'M” = ds der dem Punkte
M’ benachbarte Punkt M” bestimmt; fiir diesen die Tangente t”
durch die Bedingung, die die Bogenlinge mit dem Kontingenzwinkel
verkniipft. In derselben Weise kann man fortfahren, die Kurve also
derart punktweise aufgebaut denken.

Die GrioBen s, o, r sind geometrische Elemente der Kurve, die
von ihrer analytischen Darstellung unabhiingig sind, also in der
Sprache der Analysis Invarianten der Kurve. Eine Gleichung
zwischen den Invarianten bezeichnet man als natiirliche Glei-
chung. Die eben durchgefiihrte Betrachtung ergibt den Satz:

Durch zwei Gleichungen zwischen Kriimmung, Torsion und Bogen-
linge ist eine Raumkwrve bis auf ihre Lage im Rawme vollstindig
bestimmt.

Da eine Kurve erst durch ihre beiden Kriimmungen, durch
diese aber auch vollstindig, bestimmt ist, nennt man die Raum-
kurven auch Kurven doppelter Kriimmung. Zu ihnen gehiren
auch als besondere Klasse die ebenen Kurven, deren zweite Kriimmung

verschwindet.
Schell-Balkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. S

http://rcin.org.pl



18 II. Kap. Kriimmung. 8—10.

Eine Gleichung ;
F(s, 9, 7)=0

zwischen den Invarianten umfaBt unendlich viele verschiedene (d. i.
nicht kongruente) Kurven; man bezeichnet ihre Gesamtheit als eine
Kurvenklasse.

Anmerkung. Eine Differentialgleichung fithrt bei ihrer Inte-
gration willkiirliche Konstanten in die Gleichung hinein; die ihr ge-
niigenden Kurven sind also nicht kongruent und bilden auch nicht
eine Kurvenklasse im eben definierten Sinne, sondern oo”, wobei
n eine ganze Zahl ist, die gleich der Ordnung der Differential-
gleichung ist.

9. Beispiele. 1. Die ebenen Kurven bilden die Klasse

2. Die Kurven
1
ks f(s)

erhéilt man, wenn man die ebene Kurve, die diese natiirliche Glei-
chung besitzt, konstruiert und die Fliche ihrer Tangenten irgendwie
stetig so verbiegt, daB die Tangenten geradlinig bleiben. (Vgl. Nr. 10).

3. Die Kurven .
%)=

Q
T=tg¢x;

bilden die oo! Klassen

sie werden spiiter als die allgemeinen Schraubenlinien erkannt werden.

Denkt man sich eine Kurve, welche mit der gegebenen Kurve
gleiches Bogenelement, zum Kontingenzwinkel aber deren Schmiegungs-
winkel hat, so stellt deren Kriimmungshalbmesser den Schmiegungs-
radius » dar. Da der Schmiegungswinkel dieser Kurve hierdurch
noch nicht bestimmt wird, so gibt es unziihlig viele Kurven, welche
dieser Bedingung geniigen, im allgemeinen ist keine von ihnen iden-
tisch mit der Gratlinie der Fliche der Kriimmungsachsen, aber eine
ist darunter, deren Schmiegungswinkel gleich dem Kontingenzwinkel
der gegebenen Kurve ist. Die erste und zweite Kriimmung dieser
Kurve ist gleich der zweiten und ersten Kriimmung der gegebenen.

10. Summe der Kontingenzwinkel. Konstruiert man in
den Punkten M, M’, M”, ... eines Kurvenstiicks /N die Tangenten,
und wickelt man diese Tangentenfliche in eine Ebene ab, indem
man jede Schmiegungsebene (die Ebene eines Kontingenzwinkels) um
die Tangente dreht, bis sie mit der folgenden Schmiegungsebene zu-
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sammenfillt, so wird dadurch weder die GriBe der Kontingenzwinkel,
noch die der Bogenelemente der Kurve geiindert und es geht die
Kurve doppelter Kriimmung in eine ebene Kurve iiber, welche mit
ihr gleiche Bogen-
elemente und glei-
che  Kontingenz-
winkel, also gleiche
Kriimmung hat.

Bei der Abwick-
lung der Tangenten-
fliche dndert sich
weder Bogenlinge
noch  Kriimmung
der Kurve.

Zieht man in
der Ebene der ab-
gewickelten Kurve
(Fig. 5) irgendeine
Gerade, welche die

Tangenten der

Punkte M, M,

M. M("‘l) N

der Relhe na,ch in den Punkten fhy b, w’y ..., u® Y, v schneidet
und mit diesen die Winkel u, u’, &, .. y("‘l), v bilden, so ergibt

sich jeder Kontingenzwinkel als die Dlﬁ'erenz zweier Winkel pu,
welche die Transversale mit seinen Schenkeln bildet, und man er-
hilt die Gleichungen:

dr = p — p,

di' = p" —

dt’l o ”III— Mll,

Ae=D s 5 . w1
und durch deren Addition die Summe der Kontingenzwinkel, niimlich:
T=v—u.

Die Punkte w, u/, u”,... der Transversalen bildeten vor der Ab-
wicklung der Tangentenfliche auf dieser eine Kurve, deren Tangenten
gegen die Erzeugungslinien der Fliche unter den Winkeln u, u'... geneigt
waren und durch die Abwicklung alle in eine Gerade zusammenfielen.
Da die Bogenlinge dieser Kurve durch die Abwicklung nicht ver-
indert wurde und die Gerade in der Ebene eine kiirzeste Linie
zwischen irgend zweien ihrer Punkte ist, so folgt, daB jene Kurve

2‘
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auf der Tangentenfliche gleichfalls eine kiirzeste Linie sein muf, und
da die Transversale in der Ebene ganz willkiirlich war, so ergibt
sich der Satz:

Die Summe der Kontingenzwinkel einer Kurve doppelter Kriim-
mung zwischen den Tangenten zweier ihrer Punkte M, N ist gleich
der Differenz der Winkel, welche die Tangenten irgend einer auf der
Tangentenfliiche gezogenen kiirzesten Linie mit den Tangenten der
Punkte M, N in den Punklen bilden, in welchen die Kkiirzeste Linie
letztere schneidet.

Hieraus folgt eine allgemeine Eigenschaft der kiirzesten Linien
auf abwickelbaren Flichen. Da fiir alle kiirzeste Linien auf einer
solchen Fliche u — v konstant ist, so sei u'— »" die analoge Winkel-
differenz fiir irgend eine zweite kiirzeste Linie derselben Fliche; dann
ist g — v =y — v, mithin auch g — u'=» —+/, d. h.: Die Tan-
genten irgend zweier kiirzesten Linien einer abwickel-
baren Fliche bilden mit der Erzeugungslinie dieser Winkel
@, v, deren Differenz fiir den ganzen Verlauf dieser Kurven
konstant bleibt.

11. Summe der Schmiegungswinkel. Da der Schmiegungs-
winkel bis auf das Vorzeichen gleich dem Kontingenzwinkel der Grat-
linie auf der Fliche der Kriimmungsachsen ist, so kann die Summe ¢
der Schmiegungswinkel dg, d. h. der Winkel, welche die Schmiegungs-
ebenen aller Punkte der Kurve zwischen zwei festen Punkten M, N
miteinander bilden, in ihnlicher Weise gefunden werden, wie wir
soeben die Summe der Kontingenzwinkel dr gefunden haben. Man
kann aber auch direkt ihre Summe finden. Nach einem Satze der
Elementargeometrie ist die doppelte Summe der Winkel 4, B, C
einer dreiflichigen Ecke weniger dem vierfachen korperlichen Raume £
der Ecke selbst gleich dem vollen korperlichen Winkel £2, némlich:

24+ B+ 0C)—4E= Q.

Ist nun A" der Nebenwinkel von 4, also 4"+ A = § L, so kommt,
wenn man dies einsetzt,

B+C=2E+ 4,
und mithin wird

DBl ' B,

d. h. ein Winkel einer korperlichen Ecke ist gleich der Differenz
zwischen einem der Winkel an der Gegenseite und dem diesem nicht
anliegenden AuBenwinkel, vermehrt um den doppelten Inhalt der
korperlichen Ecke.

Schneiden wir nun das System der Schmiegungsebenen der Punkte
M, M’y M”,... M®Y N mit irgend einer Ebene, welche mit diesen
der Reihe nach die Winkel w, u/, w”,..., v bildet und bezeichnen
die korperlichen Ecken, welche von je zwei aufeinanderfolgenden
Schmiegungsebenen und der Schnittebene gebildet werden, der Reihe

http://rcin.org.pl



II. Kap. Krimmung. 11. 12. 21

nach mit de, d¢’, de”, . .., deé" Y sowie die Schmiegungswinkel selbst
mit do, d¢’, d¢”,...,de® Y, so erhilt man nach dem angefiihrten
Satze:

do = 2de + u' — u,

dé’ = 2de + ' — o/,

dG” [ 2d£ll+ {.Ll” " ‘uu’

A0 = 2D 4 y — D),

mithin durch Addition, wenn wir noch die Summe der Schmiegungs-
winkel mit ¢ und die der korperlichen Ecken mit E bezeichnen:

6=2E+ (v —np).

Darin bedeutet nun E den korperlichen Raum der von den
Schmiegungsebenen in M und N, von dem zwischen ihnen liegenden
Teile der Tangentenfliche und der Schnittebene gebildeten krumm-
flichigen Ecke. Daher gilt der Satz:

Die Summe der Schmiequngswinkel, welche die Schmiegungsebenen
aller zwischen zwei festen Punkten M, N einer Kurve doppelter Kriim-
mung bilden, ist gleich der Differenz der Winkel, welche die Schmie-
gungsebenen in M und N mit irgend einer Schnittebene bilden, ver-
mehrt wm den doppelten kirperlichen Raum der von diesen drei Ebenen
und dem zwischen den Schmiegungscbenen liegenden Teile der Tan-
gentenfliiche gebildeten krummflichigen Ecke.

12, Der Winkel der ganzen Kriimmung. Die Hauptnor-
malen in zwei aufeinanderfolgenden Punkten 3, M’ einer Kurve
kreuzen sich unter einem unendlich kleinen Winkel, den wir den
Winkel der ganzen Kriimmung im Punkte M nennen wollen.
Dieser Winkel, der mit dk bezeichnet werden soll, wird auch von
den rektifizierenden Ebenen in M und M’ gebildet, die ja auf den
Hauptnormalen senkrecht stehen. Da diese Ebenen Tangentenebenen
der rektifizierenden Fliche und also Schmiegungsebenen ihrer Gratlinie
sind, so ist, abgesehen vom Vorzeichen, dk auch dem Schmie-
gungswinkel der Gratlinie der rektifizierenden Fliiche
gleich.

Zwischen den drei Kriimmungswinkeln dz, do, dk besteht eine
einfache Beziehung. Man erhdlt diese naturgemiB durch die Be-
trachtung der sphiirischen Abbildung der Raumkurve, eines Hilfs-
mittels, das auch in vielen anderen Fragen der Kurventheorie von
grundlegender Bedeutung ist. Sie soll daher in dem nichsten Kapitel
eingehend behandelt werden.
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III. Kapitel.
Sphiirische Abbildung.

1. Das sphéarische Bild einer Geraden. Um einen Punki O
des Raumes konstruiere man eine Kugel vom Radius Eins, die Bild-
kugel; dann bezeichnet man als das sphirische Bild g einer Ge-
raden & den Endpunkt eines zu & parallelen Radius Og der Bild-
kugel. Da es zwei solche Radien gibt, die entgegengesetzt gerichtet
sind, so entsprechen einer Geraden immer zwei diametral gegen-
iiberliegende Punkte der Kugel

Erteilt man der Geraden einen Richtungssinn (oder nach Study:
orientiert man die Gerade zu einem Speer), so entspricht einer
jeden solchen gerichteten Geraden @ ein und nur ein Punkt der
Kugel g, und den beiden entgegengesetzten Richtungen einer Geraden
entsprechen die Endpunkte eines Durchmessers der Bildkugel. In
der Folge werden wir es fast durchweg mit gerichteten Geraden
oder Speeren zu tun haben.

Fiir die eben definierte sphirische Abbildung (sowohl der Ge-
raden als auch der Speere) gelten folgende einfachen Siitze:

1. Parallele (und gleichgerichtete) Geraden haben dasselbe Bild.

2. Der Winkel zweier Geraden ist gleich dem Abstand ihrer
sphirischen Bilder.

Sind nimlich @, und ®, zwei Geraden, und g,, g, ihre Bilder,
so ist nach der Definition Og, | ®,, Og,| ®,, also der Winkel g, Og,
gleich dem Winkel der Geraden (Fig. 6). Speziell:

2a. Senkrechte Geraden haben
Bildpunkte, die um §m entfernt
liegen.

3. Die Bilder aller Geraden
einer Ebene liegen auf einem

groBten Kreise der Kugel; man
nennt ihn das sphérische Bild
der Ebene.

4. Parallele Ebenen haben dasselbe sphiirische Bild.

5. Der Winkel zweier Ebenen ist gleich dem Winkel ihrer Bilder.

Denn die Bildkreise der Ebenen E,, E, liegen ihrer Konstruktion
nach in Ebenen, die durch den Mittelpunkt O zu E; und E, parallel
gelegt sind. Das Bild einer Ebene enthilt die Bilder ihrer simt-

Fig. 6.
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lichen Geraden; da die Schnittgerade zweier Ebenen beiden Ebenen
angehort, muB fiir sie der Satz gelten:

6. Das Bild der Schnittgeraden zweier Ebenen ist der Schnitt
der sphiirischen Bilder der Ebenen.

2. Das sphirische Bild des Hauptdreikants. Auf einer
Raumkurve (M) setze man einen Fortschreitungssinn MM 'M” . ..

fest und bezeichne als
Richtung der Tangente
in jedem Punkte der

Kurve diejenige Rich-
tung, die mit die-
sem Fortschreitungs- &
sinn  zusammenfillt, %
Die sphiirischen Bilder

t, ¢, ¢, ... der aufein- ¢
anderfolgenden Tan-
genten MM', M'M",
M"M'”, .. . bilden
dann auf der Kugel eine Kurve, das Tangentenbild (Tangenten-
indikatrix) der Kurve (). Nach dem Satze 2 der vorigen Nummer
ist das Bogenelement ¢t dieser Bildkurve gleich dem Winkel der
entsprechenden benachbarten Tangenten, d. h.

a. Fig. 7.

Das Bogenelement des Tangentenbildes einer Kurve ist gleich ihrem
Kontingenzwinkel.

Als Richtung der Hauptnormale wihle man die Richtung MC
vom Kurvenpunkte nach dem Kriimmungsmittelpunkte, und die Bi-
normale orientiere man so, daf das Hauptdreikant der Raumkurve
mit dem Koordinatendreikant zur Deckung gebracht werden kann,
und zwar derart, daB die Tangente, Hauptnormale und Binormale
bzw. mit der positiven z-, y- und z-Achse zusammenfallen. Das sphi-
rische Bild der Hauptnormalen sei h, das der Binormalen b; dann
ergibt sich unmittelbar aus den bekannten Eigenschaften des Haupt-
dreikants in Verbindung mit den Sitzen der vorigen Nummer:

Die sphérischen Bilder aller Geraden, dic der
Schmiegungsebene | Normalebene | rektifizierenden Ebene
angehoren oder ihr parallel sind, liegen auf dem grioften Kreise durch

die P
ie Punkte e l 1 | ey
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24 III. Kap. Sphirische Abbildung. 2. 3.

Diese drei gréBten Kreise sind demnach die Bilder der Ebenen des
Hauptdreikants.

Da in der Schmiegungsebene des Punktes M mnicht nur M M,
sondern auch die benachbarte Tangente M M " liegt, so gehért deren
Bild ¢' dem Kreise th an, und zwar liegt ¢ auf ¢k selbst (micht in
der Verlingerung), da M'M” mit der Hauptnormale M C einen
Winkel (47 — dr) bildet. Der Kreis At ist somit die sphirische
Tangente des Tangentenbildes ().

Kennt man das sphérische Bild (t) der Tangenten einer Raum-
Twrve, so erhdlt man das Bild der Hauptnormalen, indem man auf
den (sphérischen) Tangenten von (t) von den Beriihrungspunkten im
Sinne der Fortschreitungsrichtung 5 m abtrigt.

Ist nun ¢ und % bekannt, so erhélt man das Bild der Binormalen
b eindeutig; es muB das Dreikant O (¢, h, b) in O(z, y, #) iiber-
fithrbar sein. Hieraus folgt:

Durch das Tangentenbild einer Rawmkurve ist das Bild ihrer Haupt-
normalen und Binormalen vollstindig bestimmt.

c Fig. 7.

do >0

Bild des Hauptdreikants.

3. Parallele Raumkurven. Sind sich zwei Raumkurven punkt-
weise so zugeordnet, daB sie in entsprechenden Punkten parallele und
gleichgerichtete Tangenten haben, so fallen ihre Tangentenbilder zu-
sammen, und umgekehrt lassen sich zwei Raumkurven, die dasselbe
Bild der Tangenten haben, so zuordnen, daB in entsprechenden Punkten
die Tangenten parallel sind; zwei derart aufeinander bezogene Kurven
mogen parallel zugeordnete oder kiirzer parallele Raum-
kurven genannt werden. Die eben gewonnenen Beziehungen zwischen
Hauptnormalen-, Binormalen- und Tangentenbild ergeben unmittelbar
den Satz;
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Parallele Rawmkurven haben in entsprechenden Punkten nicht nur
parallele Tangenten, sondern auch parallele Hauptnormalen und Bi-
normalen.

Wenn zwei Raumkurven sich so zuordnen lassen, daB ihre Tan-
genten in entsprechenden Punkten parallel und entgegengesetzt gerichtet
(antitaktisch) sind, so sind auch ihre Hauptnormalen entgegengesetat
gerichtet, wihrend ihre Binormalen gleichgerichtet sind; man wird
eine derartige Beziehung zweier Raumkurven, bei der die Tangenten-
und Hauptnormalenbilder der einen Kurve die beziiglich des Kugelmittel-
punktes symmetrischen Kurven der Tangenten- und Hauptnormalen-
bilder der zweiten Kurve sind, wihrend die Binormalenbilder beider
Kurven zusammenfallen, im weiteren Sinne gelegentlich auch als
parallele Zuordnung bezeichnen, sobald es sich um Eigenschaften
handelt, die beiden Zuordnungsweisen zukommen.

4. Ubungen. 1. Das Tangentenbild einer ebenen Kurve ist
ein groBter Kreis; derselbe grofite Kreis ist das Bild der Hauptnormalen
(dabei liegen natiirlich entsprechende Punkte ¢ und % auf dem Kreise
immer um 47 voneinander entfernt). Das Binormalenbild reduziert
sich auf einen Punkt, den Pol des Tangentenbildes. Alle Kurven
derselben Ebene lassen sich parallel einander zuordnen.

2. Bei einer allgemeinen Schraubenlinie bilden die Tangenten
mit einer festen Richtung 3 einen konstanten Winkel «. Die Parallelen
durch O zu den Tangenten bilden daher einen geraden Kreiskegel
mit der Offnung 2«. Dieser schneidet die Kugel in einem Kreise
mit dem (sphiirischen) Radius e, dessen Mittelpunkt 2 das Bild der
Richtung 8 ist. Die Hauptnormalen der Schraubenlinie sind einer
festen Ebene parallel und senkrecht zur Richtung 8; ihr Bild ist
also der griBte Kreis, dessen Pol z ist. Die Binormalen bilden mit
der Richtung 8 gleichfalls einen konstanten Winkel +x — «, ihr Bild
ist demnach ein kleiner Kreis.

Die sphdrischen Bilder der Tangenten wund Binormalen einer
Schraubenlinie sind Kreise, deren sphdrische Radien sich zu 4m er-
géinzen, das Hauptnormalenbild ist ein grofter Kreis. Alle drei Kurven
liegen in parallelen Ebenen.

3. Was fiir Kurven kinnen einer Schraubenlinie parallel zugeordnet
werden? . Alle Tangenten einer Schraubenlinie bilden mit einer festen
Grundebene einen konstanten Winkel; Kurven, die ihr parallel zu-
geordnet werden kinnen, miissen daher denselben konstanten Steigungs-
winkel haben.

FEiner Schraubenlinie von gegebener Steigung lassen sich nur Schrauben-
linien derselben Steigung parallel zuordnen.

4. Zwei kongruente Kurven, die durch Parallelverschiebung in-
einander iibergefiihrt werden konnen, lassen sich nur im engern
Sinne parallel zuordnen; zwei kongruente Kurven, die beziiglich eines
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26 III. Kap. Sphiirische Abbildung. 4— 6.

Punktes symmetrisch liegen, nur in uneigentlichem Sinne. Denn nach
der Definition ist die Richtung der Tangente durch die Fortschrei-
tungsrichtung auf der Kurve bestimmt.

5. Das sphérische Bild der Binormalen. Die Bilder der
orientierten, d. h. mit einem Richtungssinn versehenen Binormalen
erfilllen eine Kurve, deren Bogenelement 56" den Winkel zweier be-
nachbarter Binormalen gibt, also gleich dem absoluten Werte des
Winkels d¢ ist, den die Binormalen in den Punkten M und M’
miteinander bilden.

Das Bogenelement des Binormalenbildes ist, abgesehen wvon dem
Vorzeichen, gleich dem Schmiegungswinkel.

Die Binormale eines Punktes M steht auf zwei benachbarten
Tangenten MM, M'M" senkrecht; ihr Bild b liegt somit auf den
Bildkreisen b4 und b’’’ zweier aufeinanderfolgender Normalebenen.
Umgekehrt enthiilt die Normalebene eines Punktes, z. B. M’ die
Richtungen Ob und Ob’, oder anders ausgedriickt, der Kreis 2'd’
fillt mit der sphirischen Tangente b5’ des Binormalenbildes zu-
sammen.

Das Bild der Hauptnormalen einer Raumkurve liegt demnach auch
auf der Tangente des Binormalenbildes, wm §m vom Berilhrungs-
punkte entfernt.

Dabei konnen nun — abweichend von ihnlichen Verhiltnissen
bei dem Tangentenbild, zwei wesentlich verschiedene Fiille eintreten:
entweder b liegt auf dem Bogen b'%’ selbst, sodaB bh' << §m,
oder b liegt auf der Verlingerung dieses Bogens, d. h. b2’ > } m.
Im ersten Falle sei do negativ, im zweiten Falle positiv genannt.
Dies entspricht der S. 15 getroffenen Festsetzung des Vorzeichens
des Schmiegungswinkels.

6. Das Hauptnormalenbild. Der Winkel der ganzen
Kriimmung. Das sphiirische Bild der Hauptnormalen ist eine
Kurve auf der Kugel, dessen Bogenelement k%’ gleich dem Winkel
dk zweier benachbarter Hauptnormalen der Kurve (M) ist. Dieser
Winkel d% (S. 21) wird als Winkel der ganzen Kriitmmung be-
zeichnet; er steht mit dem Torsionswinkel und Kontingenzwinkel in
einer einfachen Beziehung.

Bezeichnet mau den Schnittpunkt der gréBten Kreise ¢¢” und bd’
mit Ay, so ist das Dreieck Lok bei h, rechtwinklig, ferner ist

hhy=hyt' —ht'=}3m— (tn—tt')=dr;hyk' =b'h"—b'hy=bb"=ds
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und k= dk. Das unendlich kleine sphirische Dreieck Ahyh’ kann
als eben angesehen werden, also wird:

k= d¢®+ dr?,
d. h. es gilt der Lancretsche Satz:

Das Quadrat des Winkels der ganzen Kriimmung ist gleich der
Summe der Quadrate des Kontingenzwinkels und des Schmiegungs-
winkels.)

Aus diesem Satze folgt unmittelbar auch noch der folgende:

Bei Fkeiner Kurve doppelter Kriimmung kann der Winkel der
ganzen Kriimmung Fkleiner als der Kontingenzwinkel oder kleiner als
der Schmiegungswinkel sein.

Ist die Kurve eben, so ist der Schmiegungswinkel Null und der
Winkel der ganzen Kriimmung gleich dem Kontingenzwinkel.

7. Radius der ganzen Kriimmung. Bestimmt man eine
Strecke r durch die Gleichung

ds

Lty T

so soll der reziproke Wert von r das MaB der ganzen Kriim-
mung der Kurve im Punkte M oder auch kurz die ganze
Krimmung der Kurve im Punkte M, die Strecke r aber der
Radius der ganzen Kriimmung heilen. t wiirde der Kriimmungs-
halbmesser einer Kurve sein, welche bei gleichem Bogenelemente mit
der gegebenen Kurve den Winkel d% zum Kontingenzwinkel oder
der Schmiegungsradius einer anderen Kurve sein, welche bei dem-
selben Bogenelemente den Winkel d% zum Schmiegungswinkel hitte.

Der Radius r der ganzen Kriimmung steht mit dem Kriimmungs-
radius ¢ und dem Schmiegungsradius » in einer sehr einfachen Be-
ziehung, nimlich:

Das Quadrat des reziproken Wertes vom Fadius der ganzen
Kriimmung st gleich der Quadratsumme der reziproken Werte des
Kriitmmungsradius und des Schmiegungsradius. Oder auch: Das Qua-
drat der gamzen Kriimmung ist gleich der Quadratsumme der ersten
und zweiten Kriiommung der Kurve.

Es ist nimlich nach dem Lancretschen Satze
ak? = ds®+ dé?,

mithin auch, wenn man durch ds® dividiert:
(&) — &)+,

1) Lancret, Mémoire sur les courbes & double courbure. Mémoires
des Savans étrangers. 1, 1805.
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oder weil
d

e

aQ

8k 4 ds
@s?: (o Tds?

() i),

Aus dieser Gleichung folgt noch

1 1
T v

ist,

FIMIAEN )./
Ver

und hieraus ergibt sich, weil sowohl

r
Vebr M s
nicht gréfer als die Einheit werden kann, der Satz:
Bei keiner Kurve doppelter Kriimmung kann in irgendeinem Punkte
der Radius der ganzen Kriimmung grifer sein als der Kriimmungs-
radius oder der Schmiegungsradius.

8. Das rechtwinklige Dreieck der Radien ¢, 7, r.
Sind @, b, ¢, h die Katheten, die Hypotenuse und die vom Scheitel
des rechten Winkels auf die Hypotenuse gef#llte Hohe eines recht-
winkligen Dreiecks (Fig. 8), so folgt aus den Gleichungen

=a*+b? und ch = ab:

1 1 1
woe Ty
und umgekehrt, besteht diese Relation zwischen zwei Seiten a, b und
der zur dritten Seite ¢ gehorigen Héhe %, so liegt ¢ ein rechter
Winkel gegeniiber. Denn fiir «
& b und f als Gegenwinkel von a
7 und b ist sihe=h:b, sinf
=h:a, mithin sin?« 4 sin?p
1 b ¢ =1, also ¢+ f=}m. Man
b s kann diesen Satz als eine Art
Reziprokum des pythagoreischen Satzes ansehen. Die Relation besteht
nun zwischen ¢, und t; konstruiert man daher mit ¢ und r als
Katheten ein rechtwinkliges Dreieck und nennt % seine Hypotenusen-
héhe, so folgt durch Vergleichung von

1 1 1
" M
mit derselben 2 = r. Daher:

Der Kriommungshalbmesser o und der Schmiegungshalbmesser r
einer Kurve bilden die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen
Hypotenusenhihe gleich dem Radius v der ganzen Kriimmung ist.
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Auch hieraus folgt, daB r weder gréfer als g, noch gréBer als »
sein kann.

Man kann dem hier aufgestellten Satze eine etwas andere Form
geben. Auf jedem Radius einer Kriimmung, wie M C = ¢ (Fig. 8a),
kann man einen Punkt C’ bestimmen, sodaB MC.MC = 1 wird.
C’ heiBt der inverse Kriimmungsmittelpunkt zu C

und MC' = % = o stellt die Kriimmung dar. Die

r’
Strecke o' wird die Kriimmungsstrecke genannt.!)

Bestimmt man nun zu g, r, v die drei Kriimmungs- € YN
strecken g’, 7, 1, so sind sie die Katheten und iz b
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks und ist t’ die Diagonale
eines Rechtecks von den Seiten o, 7".

9. Bild der rektifizierenden Flache. Da die Hauptnor-
malen auf den entsprechenden rektifizierenden Ebenen senkrecht stehen,
so ist der Winkel d% benachbarter Hauptnormalen gleich dem Win-
kel benachbarter rektifizierender Ebenen. Diese sind aber Tangenten-
ebenen der rektifizierenden Fliche und Schmiegungsebenen der Grat-
linie dieser Fliche. Man kann daher dem Lancretschen Satze auch
die folgende Form geben.

Das Quadrat des Schmiegungswinkels der Gratlinie auf der rek-
tifizierenden Fldche ist gleich der Swmme der Quadrate des Kontingenz-
winkels der Kurve und des Kontingenzwinkels der Polarfliche.

Die Bilder benachbarter rektifizierender Ebenen sind die grofiten
Kreise tb und #'d" der Kugel; das Bild ihrer Schnittgeraden, der
rektifizierenden Geraden R der Kurve (M), besteht aus den beiden
Schnittpunkten dieser Kreise. Es ist nun iiblich, die rektifizierende
Gerade so zu orientieren, daB der Winkel zwischen % und der Tan-
gente kleiner als m ist; man wiihlt daher als das Bild von R den
Punkt » als denjenigen der beiden Schnittpunkte, zu dem man, auf
dem Kreise ¢b von ¢ aus nach b fortschreitend, zuerst kommt. Dann
ist der Bogen ¢r = H gleich dem Winkel zwischen der Tangente
und den rektifizierenden Geraden. Nach der Festsetzung des Vor-

1) Der Begriff des inversen Kriimmungsmittelpunktes findet sich schon
bei Hachette, indem er mit Hilfe desselben aus dem Meunierschen
Satze iiber die Kriimmung der Flichenschnitte gemeinschaftlicher Tan-
gente einen weiteren ableitete. (Vgl. Lamarle, Exposé géométrique du
calcul différentiel et intégral, Paris 1861, 3i¢me partie, p. 445.) Unabhiingig
hiervon wurde der Begriff der Kriimmungsstrecke von GraBmann ein-
gefilhrt. (H. GraBmann, Anwendung der Ausdehnungslehre auf die all-
gemeine Theorie der Raumkurven und krummen Flichen, Beilagen zum
Progr. der latein. Hauptschule zu Halle a. S. 1886, 1888, 1893.)
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zeichens fiir die Torsion r = ds : d¢ ist H ein spitzer oder stumpfer
Winkel, je nachdem die Torsion negativ oder positiv ist.

Die GrioBe des Winkels H ergibt sich aus dem in der Num-
mer 6 betrachteten rechtwinkligen Dreieck. Da rk=1rk'=1im
ist, so ist » der (sphiirische) Pol des griBten Kreises h%’; ebenso
ist ¢ der Pol des Kreises b'h’; also ist der Abstand {r = t'r gleich
dem Winkel der beiden grioBten Kreise. Ist H > jm, so wird
hoh'h = m — H, fir H< 3w ist hgh'h = H; man erhilt somit in
jedem Falle

d
d—;=—z, cosH=—d6 =

sin H— SFm a

, also tgH=——:

Da der Winkel H der Festsetzung nach kleiner als m sein soll,
geniigt zu seiner eindeutigen Bestimmung die dritte Gleichung.

Der Winkel H, den die rektifizierende Gerade mit der Tangente
baldet, ist durch die Gleichung

bestimmit.

10. Die Ebene der ganzen Kriimmung. Die Ebene, die
man durch eine Hauptnormale parallel zur benachbarten Hauptnor-
male legen kann, bezeichnet man als die Ebene der ganzen Kriim-
mung. Thr sphirisches Bild ist der griBte Kreis durch 2 und A"
Konstruiert man fiir alle Punkte der Kurve () die Ebenen der
ganzen Kriimmung, so besitzt die umbhiillte abwickelbare Fliche eine
Gratlinie, die das sphirische Bild () der Hauptnormalen von (M)
als Tangentenbild besitzt und deren Binormale parallel zur rektifi-
zierenden Geraden von (M) ist.

IV. Kapitel.
Tangentenfliche und Filarevolventen.

1. Filarevolventen. Lifit man eine Gerade sich so bewegen,
daB je zwei aufeinander folgende Lagen sich in den Punkten einer
gegebenen Kurve (M) schneiden, so beschreibt sie die Tangenten-
fliche dieser Kurve und jeder ihrer Punkte P eine Kurve (P), die
simtliche Tangenten unter rechten Winkeln schneidet. Beriihrt
niimlich die Gerade im Punkte M, so geht sie zugleich durch den
Nachbarpunkt M’ der Kurve. Soll sie nun in die Lage der Tan-
gente des Punktes 1" gelangen, welche durch M’ und den niichst-
folgenden Punkt M” geht, so muB sie sich in der Ebene beider
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Tangenten, d. h. in der Schmiegungsebene der Kurve im Punkte M
um den Punkt M’, und zwar um den Kontingenzwinkel dv, drehen.
Bei dieser Bewegung beschreibt der Punkt P einen unendlich kleinen
Kreishogen PP’, dessen Mittelpunkt 2" und dessen Radius M'P ist.
Dieser Kreisbogen, welcher mit dem Bogen-
elemente der Kurve (P) zusammenfillt,
schneidet die Tangente M 'P des Punktes M
rechtwinklig. Damit die bewegliche Gerade
in die Lage einer dritten Tangente gelange,
muB sie sich in der Schmiegungsebene des
folgenden Punktes M’ um den Punkt M”
drehen; dabei beschreibt der Punkt P’ den
Kreishogen P'P” vom Radius M”P’ um
den Punkt M” als Mittelpunkt, und dieser
Kreisbogen steht senkrecht auf der Tangente
M"P" des Punktes M’ usw.

Die Tangenten der Kurve (M) sind also
Normalen der Kurve (P).

Die Kurve (P) kann man sich mecha-
nisch dadurch realisiert denken, daB iiber
die Kurve (M) ein Faden gespannt und dieser von einer bestimmten
Stelle M, von (M) auf der Tangentenfliche abgewickelt wird. Nach
dieser Entstehung bezeichnet man die Kurven (P) als Filarevol-
venten') von (M).

Da M'P=M'P und M"P' = M'P + M'M" ist, so folgt:

Fig. 9.

_M"_P, Cad _M,P T _M,M”,
ebenso
MII/PII L8 M"P’ - MIIMI/I
usw.

Es iindert sich also die Entfernung der entsprechenden Punkte
beider Kurven immer um das Bogenelement der Kurve (M). Durch
Addition einer Reihe von Gleichungen der Art ergibt sich daher,
daf die Differenz der Entfernungen irgend zweier Punkte
P, Q der Kurve (P) von den ihnen entsprechenden Punkten
M, N der Kurve (M) gleich dem zwischenliegenden Bogen
MN der letzteren Kurve ist.

1) Monge. Mémoire sur les développées et les points singuliers des
courbes & double courbure. Mém. des Sav. Etr. X, 1785.
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32 IV. Kap. Tangentenfliche und Filarevolventen. 1. 2.

Es moge die Kurve (M) keinen Riickkehrpunkt und keine Riick-
kehrtangente haben. Bewegt sich alsdann die Tangente so, dafl die
Entfernung M P immer wichst, so nimmt sie ab, wenn sich diese
im entgegengesetzten Sinne bewegt. Daher nihert sich dann der
Punkt P immer mehr dem Punkte M und fillt auch an einer Stelle
M, mit ihm zusammen. Der Punkt M, ist derjenige, von welchem
ab gerechnet der Bogen MM gleich dem Radius M P des Punktes P
ist. Im Punkte 2, schneidet die Kurve P die Kurve (J1) nicht,
beriihrt sie auch nicht, sondern bildet eine Spitze und biegt sich
von dieser aus nach der anderen Seite hin ab, um sich immer wei-
ter und weiter von der Kurve (M) zu entfernen. Da dies offenbar
von allen Kurven (P) und allen Punkten M gilt, so erhellt, daB die
simtlichen Kurven (P) auf der Tangentenfliche eine Schar Linien
bilden, welche mit der Kurve (M) je einen Punkt gemein haben,
von welchem aus sie nach entgegengesetzten Seiten auf der Fliche
verlaufen.

Die eben gegebene Darstellung darf nicht miBverstanden werden.
Sie ist nur richtig, wenn die Kurve (M) als Ganzes kein Riickkehr-
element hat. Da infinitesimale Methoden aber immer nur die Kurve
in der Nachbarschaft eines Punktes zu untersuchen gestatten, haben
wir keine Moglichkeit, bei einer vorgelegten Kurve die Zulissigkeit
der Voraussetzung zu priifen. Es ist durchaus nicht ndtig, daB eine
Filarevolvente einer reguliren Kurve solche reelle Spitzen haben
muBl. Dies zeigt schon das einfache Beispiel einer Ellipse, wenn
man sie als Evolvente ihre Kriimmungsmittelpunktskurve betrachtet.

Da jeder Punkt der Tangente eine Filarevolvente liefert, besitzt
eine Raumkurve deren oo!, die alle auf der Fliche der Tangenten
liegen. Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen:

Eine Raumkurve hat oot Filarevolventen, die auf der Tangenten-
fliche als Orthogonaltrajektorien der Tanmgenten liegen.

Da bei einer beliebigen Verbiegung einer Fliche die Winkel un-
geiindert bleiben, so geht ein Orthogonalsystem von Kurven immer
wieder in ein Orthogonalsystem iiber, also speziell:

Verbiegt man die Tangentenfliiche einer Raumkurve (M) in die
Tangentenfliche einer zweiten Kurve (M,) (die auch eben sein kann),
so gehen die Filarevolventen von (M) in die Filarevolventen von
(M) diber.

2. Kontingenzwinkel der Filarevolventen. Sphérisches
Bild. Die Tangente PP’ einer Filarevolvente ist eine Gerade, die
in der Schmiegungsebene von M auf der Tangente MP der Kurve
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(M) senkrecht steht; sie ist also parallel zur Hauptnormalen dieser
Kurve. Der Winkel benachbarter Tangenten von (P) ist somit gleich
dem Winkel benachbarter Hauptnormalen von (J1).

Denkt man sich die Evolvente durch die vorher beschriebene
Fadenkonstruktion erzeugt und definiert den durch diese Konstruk-
tion bestimmten Richtungssinn als positive Richtung auf der Evol-
vente, so ergibt sich unmittelbar, daB ihre Tangente und die Haupt-
normale von () stets entgegengesetzt gerichtet sind. Die Kurve (M)
teilt ihre Tangentenfliche in zwei Teile; man bezeichne den Mantel,
den man erhilt, indem man in der festgesetzten Tangentenrichtung
fortschreitet als positiv, den anderen negativ; dann liegen alle be-
trachteten Filarevolventen auf dem negativen Mantel. Liegt dagegen
die Kurve (P) auf dem positiven Mantel der Fliche, so ist die Fort-
schreitungsrichtung PP” der Evolvente gleichgerichtet mit der Haupt-
normale. :

Alle Filarevolventen einer Kurve (M) auf dem negativen Mantel
threr Tangentenfliche haben dasselbe Tangentenbild; dieses ist dem
Bild der Hauptnormalen von (M) kongruent und symmetrisch bzw.
des Kugelwittelpunktes gelegen; ebenso haben alle Filarevolventen auf
dem positiven Mantel der Fliche dasselbe Tangentenbild, das Haupt-
normalenbild von (M) selbst. In beiden Fillen ist der Kontingenz-
winkel dv, der Evolvente gleich dem Winkel dk der ganzen Kriim-
mung von (M).

Aus der frither (8. 30) gegebenen Definition fiir die Ebene der
ganzen Kriimmung folgt:

Die Schmiegungsebene einer Filarevolvente ist parallel zur Ebene
der ganzen Kriimmung der wrsprimglichen Kurve (M) und steht da-
her auf der rekiifizierenden Geraden von (M) senkrecht.

Denn diese Schmiegungsebene ist parallel zu zwei benachbarten
Hauptnormalen von ().

Kurven, die dasselbe sphiirische Bild der Tangenten besitzen, wer-
den (8.24) als parallel zugeordnet bezeichnet; es gilt somit der Satz:

Die Filarevolventen einer Raumkwrve (M) sind einander parallel
zugeordnet, und zwar liegen entsprechende Punkte auf derselben Tanm-
gente von (IM).

Die Konstruktion einer Evolvente (P) durch Abwicklung eines
Fadens (vgl. Nr. 1) ist nur dann moglich, wenn P auf der negativen
Hiilfte der Tangente liegt. Natiirlich kann jede beliebige Evolvente
auf die angegebene Weise erzeugt werden, nur bedarf es dazu even-

Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. 3
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tuell einer Umkehrung des Fortschreitungssinns auf der Kurve (21),
wodurch gleichzeitig der Fortschreitungssinn der Evolvente sich in
den entgegengesetzten verwandelt.

3. Kriimmungsachse der Evolvente. Die Tangente P/
der Kurve (M) steht auf PP’ senkrecht, ist also eine Normale der
Kurve P. Da PP’ in der Schmiegungsebene PM P’ von (M) liegt,
so ist die Normalebene von P die Ebene, die auf der Schmiegungs-
ebene von (M) senkrecht steht und sie in der Tangente schneidet;
sie ist also die rektifizierende Ebene von (M). Die Kriimmungs-
achsen von (P) sind demnach die Schnittlinien benachbarter rektifi-
zierender Ebenen von (IM); die Beweisfiihrung gilt fiir alle Evol-
venten also:

Die Kriimmungsachse einer Ewvolvente ist die rektifizierende Gerade
der Ausgangskurve. Alle Evolventen ciner Kurve (M) haben eine ge-
meinsame Polarfliiche, die rektifizierende Fliche der Kurve (D).

Der Kriimmungsmittelpunkt einer Kurve ist immer der FuBpunkt
des Lotes vom Kurvenpunkte auf die Kriimmungsachse; also:

Der Kriimmungsmittelpunkt der FEvolvente im Punkte P ist der
FupBpunkt des Lotes von P auf die zugehirige rektifizierende Gerade
der Ausgangskurve.

4. Ubungen. 1. Die Filarevolventen ciner allgemeinen Schrauben-
linie sind ebene Kurven, ihre Ebenen stehen senkrecht auf den Fir-
zeugenden des Zylinders, auf dem die Schraubenlinie geoddtisch ist.

Die Schmiegungsebenen der Evolventen fallen hier in eine zu-
sammen, da alle rektifizierenden
Geraden einer Schraubenlinie pa-
rallel sind.

2. Die Filarevolventen der geo-
ditischen ILinien auf einem Kegel
sind Kurven auf Kugeln, deren
gemeinsamer Mittelpunkt die Spitze
des Kegels 1ist.

Denn alle Kriimmungsachsen,
also auch alle Normalebenen der
Evolvente schneiden sich in der
Spitze des Kegels.

Fig. 10. Das Ergebnis folgt auch un-

mittelbar aus der geometrischen

Anschauung. Ist S die Kegelspitze und 2, der FuBpunkt des Lotes

von S auf die Geoditische (M), ist ferner M P eine Lage der Tan-
gente, dann ist

MP + arc M M,= a = konst.,
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da ja P ein fester Punkt der Tangente ist. Da ferner SMy= 1

konstant ist, so folgt unmittelbar, daB auch SP = Va®+ 12 von un-
veriinderlicher Liinge ist; d. h. P liegt auf einer Kugel vom Radius

R=VaF P

5. Der Schmiegungswinkel der Evolvente. Da die
Schmiegungsebene der Evolvente in P auf der rektifizierenden Geraden
der urspriinglichen Kurve in M senkrecht steht, so bilden zwei aufein-
anderfolgende Schmiegungsebenen denselben Winkel do; miteinander,

den die entsprechenden rektifizierenden Geraden miteinander bilden:
Nun bildet die rektifizierende Gerade mit der Tangente der Kurve einen

solchen Winkel H, fiir den tg H = — —:;— ist, und bildet die folgende

rektifizierende Gerade mit der folgenden Tangente den Winkel I+ d H.
Die Winkel PM'Q und P'M'Q) sind einander gleich und gleich H,
daher schneiden sich die beiden rektifizierenden Geraden unter dem
Winkel d H, und man erhilt den Satz:

Der Schmiegungswinkel de, einer Ewvolvente ist der Kontingenz-
winkel der Gratlinie der rektifizierenden Fliche und gleich dem Diffe-
rentiale des Winkels H, welchen die rektifizierende Gerade wmit der
Tangente bildet.

Anmerkung. Der Kiirze halber ist im Texte auf das Vorzeichen
von do; keine Riicksicht genommen; man zeige mit Hilfe der sphi-
rischen Abbildung, daB dH = 4 do, ist, je nachdem P auf der ne-
gativen oder positiven Hilfte der Tangente liegt.

Die Beziehungen der Evolventen zur rektifizierenden Fliche wer-
den wir im folgenden Kapitel als Beziehungen
der wurspriinglichen Kurve zur Fliche ihrer
Evoluten wiederfinden (8. 43).

6. Kriimmungshalbmesser der
Evolvente. Bezeichnet man die Liinge M P
mit p, so ist das Bogenelement PP’ = ds,
durch die Gleichung gegeben:

ds, = pdr
und der Kriimmungshalbmesser P der Evol-
vente:

~df;_ @y i e
Ql—dtl—ﬁpdrkf—p?'

Hieraus folgt, daf die Kriimmungshalbmesser der Filarevolventen

in den Punkten, in welchen sie dieselbe Tangente der urspriinglichen
3#
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Kurve schneiden, um so griBer sind, je weiter diese Punkte von der
Kurve M abstehen. Die Evolventen werden mithin um so flacher,
je weiter sie sich auf der Tangentenfliche von der Kurve entfernen.

Fir p =9 wird o, = 1. Dies ergibt unmittelbar folgende geo-
metrische Interpretation des Radius der ganzen Kriimmung -einer
Kurve (M):

Trigt man auf der Tangente der Kurve vom DBeriilrungspunkte
aus den Kriimmungsradius ¢ ab und fdallt vom Endpunkte P dieser
Strecke auf die rektifizierende Gerade das Lot P, so ist dies der
Radius der ganzen Kriimmung der gegebemen Kurve.

7. Kriimmungslinien der abwickelbaren Fliche. Kon-
struiert man in den Normalebenen der Evolvente (P) diejenigen Ge-
raden, die mit den Tangenten der Ausgangskurve einen konstanten
Winkel « bilden, so schneiden sich je zwei aufeinanderfolgende Ge-
raden in den Punkten einer Kurve (IN), die mit (M) die rektifi-
zierende Fliche gemeinsam hat.

Aus der Kongruenz der Dreiecke M'QP und M'QP" (Fig. 11)
folgt, daB zwei Geraden, die unter konstantem Winkel « gegen M P
bzw. M P’ geneigt sind, sich in ein und
demselben Punkte N der Gegenseite 1M @),
d. h. der rektifizierenden Geraden der
Kurve (M) oder der Polarachse der
Kurve (P) schneiden miissen. Da fer-
ner NP= NP wird, so folgt, daB
die Kurve (P) auch von der Kurve (N)
eine Evolvente ist. Konstruiert man
auf der Tangentenfliche eimer Rawm-
kurve (M) eine Orthogonaltrageltorie (P)
der Erzeugenden wund dreht damn jede
Tangente in der zugehirigen Normal-
ebene dieser Orthogonaltrajektorie wm
einen konstanten Winkel «, so bilden
die Geraden auch in der neuen Lage
die  Tangentenfliche einer zweiten Raumkurve (N), auf der die
Kurve (P) ebenfalls Orthogonaltrajektorie ist.

Da die Ebene NPP’ mit der Ebene M PP’ offenbar auch den
Winkel « bildet (M P und NP sind Lote auf der Schnittlinie PP’
der beiden Ebenen in ihnen), kann man denselben Sachverhalt so

ausdriicken:

http://rcin.org.pl



[V. Kap. Tangentenfliche und Filarevolventen. 7. 8. 31

Legt man dwrch die Tangenten einer Orthogonaltrajekiorie der FEr-
zeugenden einer abwickelbaren F'liche Ebenen unter konstantem Winkel
gegen die Tangentencbenen der ersten Fliche, so wmhiillen dicse eine
zweite  abwickelbare Fliche, deren Gratlinie dieselbe rektifizierende
Fliiche besitzt wie die Gratlinie der ersten Fliche.

Setzt man im besonderen « = 3w, so werden die Geraden Nor-
malen der Tangentenfliche von (IM); d. h.

Die Normalen einer abwickelbaren Fliche lings eimer Orthogonal-
trajektorie der Erzeugenden bilden wieder eine abwickelbare F'ldiche.

Man bezeichnet nun in der Theorie der Flichen eine Kurve auf
einer Oberfliche, lings deren die Flichennormalen eine abwickelbare
Fliiche bilden, als Kriimmungslinie. Auf abwickelbaren Flichen sind
nun offenbar die erzeugenden Geraden ein System von Kriimmungs-
linien (denn lings jeder Geraden sind die Normalen parallel und
bilden eine Ebene) und ihre Orthogonaltrajektorien nach dem eben
bewiesenen Satze das zweite System.

Ist wie vorher MP = p, so folgt aus dem Dreieck M NP:
NP — psin (e + H)

sin H

k)

o

g wird,

also, wenn « =
NP=chtng=p‘~:;‘-

Ist also p = g, so wird NP =r. Damit haben wir eine Interpreta-
tion des Schmiegungsradius der Kurve (M) gewonnen:

Man trage auf der Tangente von (M) vom Beriihrungspunkte aus
den Kriimmungsradius ab und errichte im Endpunkte P das Lot in
der rektifizierenden Ebene. Das Stiick PR, das die rektifizierende Ge-
rade auf dem Lote abschneidet, ist gleich dem absoluten Werte des
Schmiegungsradius der Kurve. (Vgl. die @hnliche Interpretation des
Radius der ganzen Kriimmung auf S. 36.)

8. Planevolventen. Rollt eine Gerade so auf einer Kurve (/)
ab, daB sie bestindig Tangente an die Kurve bleibt, so beschreibt
jeder ihrer Punkte eine Filarevolvente von (IM).

Rollt eine Ebene so auf der Tangentenfliche - einer Kurve (M)
ab, daB sie immer Schmiegungsebene von () bleibt, so beschreibt
jeder ihrer Punkte P eine gewisse Kurve, die als Planevolvente von
(M) bezeichnet wird. Eine Planevolvente schneidet die Schmiegungs-
ebenen von () simtlich unter rechten Winkeln. Denn wenn die beweg-
liche Ebene die Lage der Schmiegungsebene des Punktes M hat, so geht
sie noch durch zwei folgende Punkte M’, M"; soll sie nun in die
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Lage der Schmiegungsebene des folgenden Punktes M’ gelangen, dis
dureh M", M”, M geht, so muB sie sich um die gemeinschaft-
liche Durchschnittlinie beider Ebenen, niimlich um die Tangente M "
des Punktes M ', und zwar um den Schmiegungswinkel d¢ des Punk-
tes M, drehen. Bei dieser Bewegung beschreibt der Punkt P den
unendlich kleinen Kreishogen PP’ um einen gewissen Punkt C dieser
Tangente, den man erhilt, wenn man von P oder P’ auf M’

das Lot PC = P'C fullt. Die Ebene PCP’
eni dieses Kreishogens steht senkrecht auf der

Tangente M’'M"” und mithin auch auf der
M \ Schmiegungsebene M M’ M"” des Punktes I,
welche durch diese Tangente hindurchgeht.

"

Moy Das Bogenelement PP’ ist senkrecht zum
A\ J’ \ Radius PC, mithin ebenfalls senkrecht zur
N s 'P Schmiegungsebene, d. h. die Schmiegungs-
4. ol P ebene der Kurve (M) ist die Normalebens
e X der Kurve (P). Soll die bewegliche Ebene
in die Lage der Schmiegungsebenen der
Punkte M”, M'’, MY, ... gelangen, so
muB} sie sich stetig um die Tangenten dieser
Punkte drehen; der Punkt P beschreibt als-
dann die Bogenelemente P'P”, P”P”, PPV, ... um die Punkte
¢, C”, 0", ... in jenen Tangenten, und die Schmiegungsebenen
der Punkte M', M”, M, ... sind die Normalebenen der Kurve (P)
in, den Punkten' P!, P, P, ...

Hieraus erhellt, daB die Kurve (P) dic Schmiegungsebenen der
Kurve (M) rechtwinklig schneidet, daf dic Punmkte C, aus welchen
thre Bogenelemente als Kreisbogen beschrieben wurden, ihre Kriimmungs-
mittelpunkte und die Radien dieser Kreisbogen, nimlich die Lote PC
thre Hauptnormalen und Kriitmmungshalbmesser sind.

Da die Linienelemente PP der Kurve (P) auf den Schmiegungs-
ebenen von (M) senkrecht stehen, so ist, abgesehen vom Vorzeichen,

Fig. 13.

der Kontingenzwinkel dr, von (P) gleich dem Schmiegungswinkel do

von (D), also: S
L]

AuBerdem sind die Tangenten von (P) den Binormalen von (M)

parallel, da ja auch diese auf den zugehorigen Schmiegungsebenen

senkrecht stehen. Die Schmiegungsebenen PCP’ von P stehen auf

den Tangenten von I/ senkrecht; diese sind also den Binormalen
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von (P) parallel, so daB der Schmiegungswinkel dg¢; der Evolvente
gleich dem Kontingenzwinkel von (M) ist. Da endlich die Haupt-
normale PC von P eine Gerade ist, die auf der Tangente von
in der Schmiegungsebene senkrecht steht, so ist sie parallel zur
Hauptnormale von (B1).

Die Planevolvente einer Kurve (M) hat mit ihr parallele Haupt-
normalen; ihre Tangenten sind den Binormalen, ihre Binormalen den
Tangenten von (M) parallel. Daher sind Schmiegungs- und Kontin-
genzwinkel der einen Kurve gleich dem Kontingenz- und Schmiegungs-
winkel der anderen Kurve. Die Polarfliche der FEvolvente ist die
Tangentenfliche der gegebenen Kurve.

Die letzte Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache,
daB die Tangenten von M parallel zu den Binormalen von (P) sind
und durch die Kriimmungsmittelpunkte C' dieser Kurve hindurchgehen.

In der ganzen Betrachtung ist das Vorzeichen der Schmiegungs-
winkel unberiicksichtigt geblieben; sieht man auch, was fiir viele
Zwecke ausreicht, bei der Konstruktion des sphiirischen Bildes von
der Orientierung ab'), so liBt sich der Sachverhalt sehr einfach so
ausdriicken:

Die Planevolvente hat mit der wursprimglichen Kurve dasselbe
sphiirische Bild der Hauptnormalen, und ihr Tangenten- und Binor-
malenbild fdallt mit dem Binormalen- und Tangentenbild der wrspriing-
lichen Kurve zusammen.

Um den Sachverhalt unter Beriicksichtigung der Vorzeichen zu
priizisieren, betrachte man die Ebene FE, die auf der Tangentenfliche
von () abrollt, in der Lage, wo sie mit der Schmiegungsebene der
Kurve im Punkte M zusammenfillt. In der Ebene FE seien die
Punkte P, und P, so angenommen, daB sie auf entgegengesetzten
Seiten der Tangente M M’ liegen, und zwar P, auf derselben Seite
wie der Kriimmungsmittelpunkt €' von (M). Dann ist das Lot P, C,
auf die Tangente die Hauptnormale der von P, beschriebenen Evol-
vente (P,), das Lot P, C, ebenso die Hauptnormale der Evolvente (P,),
d. h. die Hauptnormalen aller Evolventen (P,) sind gleich gerichtet
wie /%, die Hauptnormalen aller Evolventen P, entgegengesetzt
gerichtet. Dreht sich die Ebene E um die Tangente MM’ in

1) Das Bild einer Geraden besteht dann aus zwei diametral gegen-
iiberliegenden Punkten auf der Kugel. Man beachte indes, daB diese Dar-
stellung nur fiir die erste Orientierung statthaft ist, da man so auf die
geometrische Unterscheidung positiver und negativer Windung verzichtet.
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die Schmiegungsebene des Punktes M’, so beschreibt P, und P,
je eine unendliche kleine Strecke P, P," bzw. P,P,” senkrecht zur
b Ausgangslage der Ebene F, also
parallel (syntaktisch oder anti-
taktisch) zur Binormalen von 7,
und so sind PP/, PP, die
Bogenelemente der Evolventen
(P,) und (P,); diese bestimmen
auch die Tangentenrichtungen
beider Kurven. Offenbar sind die-
se fiir die beiden Arten der Evol-
venten stets entgegengesetzt.
Aus der Erklirung des positiven Drehungssinnes ergibt sich, daB,

Fig. 14.

wenn d¢ positiv ist, P, P," entgegengesetzt, P, P," gleich gerichtet ist
wie die Binormale von (M). Damit ist fiir alle moglichen Fille das
Tangentenbild der Evolvente bestimmt: Hat (M) positive Torsion, so
ist das Tangentenbild #, von (P;) der Gegenpunkt!) des Binormalen-
bildes b, hat (M) negative Torsion, so fallt # mit b zusammen,
und das Tangentenbild von (P,) ist immer der Gegenpunkt des
Bildes von (P;). Durch die Bedingung, daB das Hauptdreikant einer
Kurve in das xyz-System durch Bewegung iiberfiihrbar sein muB,
ergibt sich das Bild der Binormalen von (P,) und (B,).

Da die Tangenten von (P,) immer den Tangenten von (P,) ent-
gegengesetzt gerichtet sind, und ebenso die Hauptnormalen von (P,)
entgegengesetzt den Hauptnormalen von (P, ), so sind ihre Binormalen
stets parallel, denn die Hauptdreikante beider Kurven werden durch
eine Drehung des einen um die Binormalenrichtung durch den Winkel
von 7 dem andern parallel orientiert.

Fiir eine Kurve positiver Torsion sind die Binormalen der Plan-
evolventen entgegengesetzt gerichict wie die Tangente der Ausgangskurve,
fiir eine Kurve positiver Torsion gleichgerichtet.

Die Ergebnisse lassen sich bequem in eine Tabelle einordnen,
wobei man unter ¢, b, & die Gegenpunkte von ¢, b, i zu verstehen hat.

KurveMI de >0 ' de <0

B) | t,=0, b,=F, h=h [ e b e B

Sphiirische Bilder

(P,) | t,=b, by=t, hs—h t—b by=t, hy=h

1) Als Gegenpunkt eines Punktes ¢ der Kugel bezeichnen wir den
zweiten Endpunkt des Durchmessers durch ¢.
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Das Vorzeichen der Torsion einer Kurve ist positiv, wenn b’ auf
dem Quadranten bh liegt, d. h. wenn die Richtung b’ mit der
Richtung b/ iibereinstimmt, negativ im umgekehrten Fall. Nun haben
(P,) und (P,) dasselbe Binormalenbild, aber entgegengesetzte Haupt-
normalenbilder: der Richtungssinn weist also immer fir die eine
Kurve auf das Hauptnormalenbild hin, mit andern Worten: Die
Torsionen der Evolventen (P,) und (P;) haben immer ent-
gegengesetztes Vorzeichen. Wir brauchen daher nur noch die
Torsion von (P,) zu betrachten. Fiir do > 0 ist £, der Gegenpunkt
von t; der Fortschreitungssinn b,b," ist also Et_', deutet also auf den
Gegenpunkt von h, mit andern Worten: (P,) hat negative, (P,) po-
sitive Torsion. Ist dagegen do << 0, so ist b, mit ¢ identisch,
b, b, = tt’ gibt also die Richtung nach %, dem Hauptnormalenbild
von (P,) an, (P,) hat positive, (P,) negative Torsion.

Die Torsion der Evolvente (Py) hat stets dasselbe Vorzeichen, die
Torsion der Evolvente (P,) immer das entgegengesetzte Vorzeichen wie
die Torsion der Kurve.

9. 'I"J'bungen. 1. Die Planevolventen einer Schraubenlinie sind
wieder Schraubenlinien.

Denn fiir die Ausgangskurve ist :—Z—=k konstant, also auch fiir

ihre Planevolventen Z—:l =4 k.
3
2. Eine Kurve kann wiemals gleichzeitig Planevolvente und Filar-

evolvente derselben Rawmkurve Sein.

3. Die Filarevolventen (P) einer Kurve (M) sind Plancvolventen
der Gratlinie der rektifizierenden Fliche von ().

Denn die Schmiegungsebenen dieser Gratlinie sind die rektifi-
zierenden Ebenen von (3) und Normalebenen von (P). Wir werden
bei der Behandlung der Polarfliche und der rektifizierenden Fliche
einer Kurve hierauf zuriickkommen.

V. Kapitel.
Die Polarfliche und die Evoluten.

1. Die Fliache der Normalebenen. Die Normalebenen der
aufeinanderfolgenden Punkte M, M’', M”, ... einer Kurve (M)
schneiden sich in einer Folge von Geraden %, k', %", ..., welche auf
den Schmiegungsebenen dieser Punkte in den Kriimmungsmittel-
punkten C, €', C”, ... senkrecht stehen und die Kriimmungs-
oder Polarachsen heiflen. Diese Geraden bilden die abwickelbare
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Polarfliche, und je zwei aufeinanderfolgende von ihnen schneiden
sich in den Punkten K, K', K”,... der Gratlinie (K) der Fliche
und beriihren in ihnen diese Kurve (K)
(S. 6). Die Normalebenen der Kurve (M)
sind Tangentenebenen dieser Fliche lings den
Kriimmungsachsen % und Schmiegungsebenen
der Gratlinie (K) in den Punkten, in denen
sie von den Kriimmungsachsen % beriihrt wird.

Der Kriimmungsmittelpunkt C ist von drei
aufeinanderfolgenden Punkten M, M’', M"
gleichweit entfernt. Da die Kriimmungsachse
im Mittelpunkt des Kriimmungskreises auf
dessen Ebene senkrecht steht, so ist jeder
ihrer Punkte G Mittelpunkt eines geraden
Kreiskegels, der durch den Kriimmungskreis geht, und daher steht
dieser Punkt von allen Punkten des Kriimmungskreises, insbesondere
also auch von den drei Punkten M, M, M" gleichweit ab.

Die Kriimmungsachse enthdlt alle Punkte, die von drei benachbarten
Punkten der Kurve gleichweit entfernt sind.

2. Die Evolute. Die Krimmungsachse % ist der Durchschnitt
der Normalebenen der Punkte M und ', die folgende Kriimmungs-
achse & ebenso der Durchschnitt der Normalebenen von 3 und M
beide Kriimmungsachsen liegen in der Normalebene des Punktes /"
Zieht man daher in dieser Normalebene von M’ nach irgend einem
Punkt G der Kriimmungsachse % die Gerade M '@, so trifft sie die
folgende Kriimmungsachse k" in einem Punkte G'; zieht man hierauf
in der Normalebene des folgenden Punktes M” die Gerade M" &,
so trifft sie ebenso die Kriimmungsachse %’ in einem Punkte G
Ebenso schneidet 4"’ G” die Kriimmungsachse k"’ in G"” usw. Hier-
durch erhiilt man auf der Polarfliche eine Kurve GG G” .. ., deren
Tangenten M'G, M” G’y M""G” durch die Punkte der Kurve (M)
hindurchgehen und deren Tangenten, da sie in den Normalebenen
von (M) liegen, rechtwinklig schneiden. Daher ist die Kurve (1)
eine Filarevolvente der Kurve (@) und wird also von dem
Punkte M einer beweglichen Geraden beschrieben, welche iiber die
Kurve (@) hingleitet und sie fortwiihrend beriihrt. Die Kurve (G)
heiBt, weil sie durch die Kurve (J) gewissermaBen abgewickelt wird,
eine Evolute (Filarevolute) der Kurve ().
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Der Punkt G konnte auf der Kriimmungsachse CK willkiirlich
angenommen werden; dadurch war aber der weitere Verlauf der
Kurve vollkommen bestimmt; die
Kurve (M) besitzt somit eben soviel
Evoluten wie die Kriimmungsachse
Punkte; d. h.

Jede Raumkurve besitzt oo Filar-
evoluten, die auf der Polarfliche liegen.

Man bezeichnet daher die Polar-
fliche auch als Evolutenfliche.

3. Die Evolute als Geodé-
tische auf der Polarfliche. Die
Ebene M’ G M" zweier benachbarter
Tangenten G'M', G"M" ist also
die Schmiegungsebene der Evolute im M Tig. 16.

Punkte G'; da sie die Tangente der

Kurve (M) enthilt, so steht sie senkrecht auf deren Normalebene
oder was dasselbe ist, auf der Tangentenebene der Fliche der
Kriimmungsachsen von (31), d. h. der Schmiegungsebene der Kurve (K).
Oder: Die Normalebene von (M) steht senkrecht auf der Schmie-
gungsebene von (@) und schneidet sie in der Tangente G M, d. h.
sie ist die rektifizierende Ebene von (&). Die Hiillfliche der Normal-
ebenen, d. h. die Polarfliche von (M) ist somit die rektifizierende
Fliche von (@).

Die Filarevoluten einer Kurve (M) sind geoditische Linien auf
der Polarfliche von M.

Die Beziehung der Kurven (@) und () ist naturgemiB dieselbe
wie die Beziehung zwischen den Kurven () und (P) des vierten
Kapitels (S. 35). Es handelt sich nun um denselben geometrischen
Sachverhalt, nur von verschiedenen Seiten beleuchtet.

Von der Verteilung der Filarevoluten auf der Polarfliche kann
man sich folgendermaBen eine Vorstellung machen. Die Kurve ()
ist Planevolvente oder, was dasselbe ist, Orthogonaltrajektorie ihrer
Normalebenen. Diese Normalebenen umbhiillen ficherartig die Polar-
fliche; wickelt man diese Fliche in die Ebene ab, so dreht sich jede
Normalbene um die Kriimmungsachse soweit, bis sie mit der benach-
barten Normalebene zusammenfillt, und je zwei benachbarte Punkte
M, M' der Kurve M fallen dabei aufeinander, wihrend G'M’ in
die Verlingerung von G fillt. Bei der Abwicklung geht also die
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Evolute in eine gerade Linie durch einen festen Punkt I iiber, auf
den sich die ganze Kurve (M) reduziert.

Wenn von ciner Raumkurve (M) die Polarfliiche nebst ihren Tan-
gentenebenen in eine FEbene ausgebreitet wird, so fallen alle Punlite
von (M) in einen festen Punkt der Ebene zusammen und die Filar-
evoluten gehen in den Geradenbiischel iiber, dessen DMittelpunkt I ist.

Auf der Polarfliche selbst sind dann die Evoluten geoditische
Linien, die sich in einem Punkte schneiden.

Die Filarevoluten ciner Kurve bilden auf ihrer Polarfliiche einen
Biischel geoddtischer Linien.

R Allerdings kann der Scheitel dieses Biischels,
d. i. der Schnittpunkt der Geoditischen, auch
imaginéir sein. Wenn beispielsweise die Ebene
der Kurve & die Abwicklung der Polarfliche ist,
so wird (vgl. Fig. 17) ein Punkt 9% auBerhalb
der Kurve (d. h. in dem Teil der Ebene, von
dem aus reelle Tangenten an die Kurve gezogen
werden kionnen) aus einer Kurve (M) entstanden
sein, deren Evoluten einen reellen Schnittpunkt
besitzen; der Punkt N im Innern der Kurve (K)
dagegen entspricht Filarevoluten, die keinen reellen Schnittpunkt
besitzen.

4. Mongesche Fadenkonstruktion. Bei der Abwicklung
der Evolute (die man sich als Faden auf die Polarfliche von (M)
aufgespannt denken kann) beschreibt ein gewisser Punkt ihrer Tan-
gente (des Fadens) die Kurve (M). Um die Bewegung des Fadens
zu regulieren, wickelt Monge gleichzeitig irgend zwei Evoluten ab?),
die auf demselben Mantel der Evolutenfliche liegen; der Durchschnitt
ihrer Tangenten (der Knoten, in welchem die Fiden verkniipft sind)
beschreibt die Kurve. Ist also die Evolutenfliche gegeben, so kann
man einen Punkt mechanisch nétigen, die Kurve (M) zu beschreiben,
indem man zwei Fiden frei iiber die Fliche hinspannt, sie in einen
Knoten zusammenbindet und die Fiden, straff gespannt, abwickelt.

Ubungen. 1. Ist (M) eine ebene Kurve, so ist die Polarfliche
ein Zylinder; die Evolute ist eine Geodiitische, also eine Schrauben-
linie des Zylinders. Die Evoluten ebener Kurven sind also
simtlich Schraubenlinien.

2. Die Evoluten sphiirischer Kurven sind geoditische Linien auf
Kegelflichen. (Vgl. Ubung 2, S. 34.)

5. Lage der Kriimmungsmittelpunktskurve auf der
Polarfliche. Auf der Fliche der Kriimmungsachsen liegen auch

die Kurven (K) und (C), die Gratlinie der Fliche und die Kurve

1) Monge, Applications de I'analyse a la géométrie. S. 415.
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der Kriimmungsmittelpunkte. Fiir eine nicht ebene Kurve ist keine
von beiden eine Evolute. Dies ergibt sich unmittelbar aus der Be-
trachtung der Abwicklung der Polarfliiche in die Ebene. Die Kurve (K)
geht dabei in eine ebene Kurve (&) iiber, die niemals eine gerade
Linie sein kann (also kann auch (K) keine Filarevolute von (M) sein).
Die Kurve (J) reduziert sich, wie eben gezeigt ist, auf einen Punkt I,
und die Kurve (C) geht in eine ebene Kurve (€) iiber. Da bei der
Abwicklung der rechte Winkel K CM sich nicht indert, liegen die
Punkte € auf den Loten, die von IR auf die Tangenten f von (&)
gefiillt werden konnen.

Bei der Abwicklung der Polarfliche einer Kurve (M) in eine
Ebene geht die Krimmungsmittelpunkiskurve von (M) in eine Fuf-
punktskurve derjenigen ebenen Kurve iiber, in die die Grallinie sich
verwandelt. Der Pol der Kurve ist der Punkt, auf den die Kurve (M)
sich bei der Biequng reduziert hat.")

Diese FuBpunktskurve ist jedenfalls nur dann eine gerade Linie
durch (M), wenn die Geraden f parallel sind, d. h. wenn die Polar-
fliche ein Zylinder ist; C' ist daher nur dann Filarevolvente, wenn
die Kurve (M) eben ist.

6. Ubungen. 1. Gibt es Raumkurven, deren Kriimmungsmittel-
punktskurve auf der Polarfliche eine geoddtische Linie ist?

Zuniichst bestimmt man diejenige ebene Kurve (®), die eine Ge-
rade € als FuBpunktskurve beziiglich eines festen Punktes IR hat.
Die Kurve (&) wird umhiillt von dem zweiten Schenkel eines rechten
Winkels, dessen erster Schenkel durch den festen Punkt 9t geht
und dessen Scheitel € auf der festen Geraden (€) gleitet. Aus den
Elementen ist bekannt, daB (®) eine Parabel ist, deren Brenn-
punkt 9 und deren Scheitelpunkt (€) ist.

Verbiegt man die Ebene der Parabel, so daB ihre Tangenten
geradlinig werden, so erhilt man eine Raumkurve, die als ,windschiefe
Parabel* bezeichnet werden mag. Diejenige ihrer Planevolventen,
die aus dem Brennpunkt der Parabel hervorgeht, ist die gesuchte
Kurve. Ihre Kriimmungsmittelpunktskurve ist die Kurve, die bei der
Biegung aus der Scheiteltangente hervorgeht.

2. Dicjenigen Raumkurven zu bestimmen, deren Kriimmungsmiltel-
punliskurve ein geoditischer Kreis auf der Polarfliche ist.

Ein geoditischer Kreis, d. i. eine Kurve konstanter geoditischer
Kriimmung, geht bei jeder Biegung wieder in einen geodiitischen

1) J. Steiner, Uber einige allgemeine Eigenschaften der Kurven
von doppelter Kriimmung. Monatsber. d. Berlin. Akad. 1839. Werke II,
161—165.
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Kreis iiber. Bei der Abwicklung der Polarfliiche soll also die Kurve (C')
in einen Kreis € iibergehen.

Alle ebenen Kurven (&) aber, die einen Kreis als FuBpunkts-
kurve besitzen, sind die Kegelschnitte, und zwar ist der Pol ein
Brennpunkt und der Kreis (€) der Scheitelkreis. Eine Raumkurve (K),
die aus einem Kegelschnitt (f) entsteht, wenn seine Ebene derart
verbogen wird, daf seine Tangenten geradlinig bleiben, heiBt ein
windschiefer Kegelschnitt.

LiBt man tber der Tangentenfliche eines windschiefen Kegel-
schnitts (K) die Ebene des Kegelschnitts (&) selbst abrollen, so be-
schreiben die Bremnpunkte zwei Planevolventen der Kurve K, deren
Kriimmungsmittelpunktskurve die Biegungskurve des Scheitelkreises
von (®) ist.') Zu den gesuchten Kurven gehéren auch die geodi-
tischen Kreise auf Kegelfliichen, die durch die Kegelspitze gehen;
in diesem Falle reduziert sich der Kegelschnitt auf ein Punktepaar.

7. Das sphérische Bild der Evoluten. Die Tangente M &
einer Evolute (G) der Kurve (M) im Punkte G- liegt in der ent-
sprechenden Normalebene von (M), ihr sphirisches Bild liegt dem-
nach auf dem groBten Kreis 7, dem Bild dieser Normalebene. Es
sei M G dadurch orientiert, dafl man die Richtung von A7 nach @
als positiv bevorzugt, und der Winkel, den die Binormale mit M G
bildet®), als & bezeichnet. Aus der Definition
folgt unmittelbar, daB 0 << & < 7 sein muB.
Das gesuchte sphiirische Bild der Tangente
der Evolute ist der Punkt f,, fiir den bt,= 9
ist. Die benachbarte Tangente M G’ liegt
in der Ebene durch MM’ und MG, ihr
sphiirisches Bild liegt also auf dem gréBten
Kreise tt,, der das sphiirische Bild dieser Ebene

. darstellt. Andererseits liegt aber M G’ in
der Normalebene des Punktes ', deren Bild durch den Kreis &% ge-
geben ist. Das Bild #," von M’ G ist also der Schnittpunkt beider Kreise.
Nun schneidet aber ¢#, den Kreis bk rechtwinklig (da ¢ der Pol
von bk ist), also ist b'ty’= b't’; denkt man sich um die Kurve (3)
einen Faden gespannt, und wickelt ihn auf der Kugel ab, so be-

1) Weitere Untersuchungen iiber windschiefe Kegelschnitte und damit
zusammenhingende Probleme findet man (in analytischer Form) in den
Dissertationen von H. Kossler (Halle 1911) und Fr. Kurth (Halle 1913).

2) Genauer: der Winkel, um den man die Binormale in positivem
Sinne drehen muB, damit sie mit /G zusammenfillt. Als positiven Dre-
hungssinn withlt man in der Normalebene zweckmiifig den Sinn des wach-
senden Torsionswinkels, d. h. die Drehung in der man die Binormale um
}m drehen muB, um sie mit der Hauptnormale zur Deckung zu bringen.
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schreibt ein Punkt dieses Fadens das Bogenelement f3fy, und bei
weiterer Fortsetzung der Bewegung das vollstindige Tangentenbild
der Filarevolute. Man wird dieser Entstehung der Kurve gemif die
Kurve (f,) als sphirische Evolvente der Kurve b bezeichnen,
dann hat man den Satz:

Das Tangentenbild einer jeden Filarevolute einer Raumkurve ist
eine sphdrische FEvolvente des Binormalenbildes der Kurve.

Aus der eben durchgefithrten Betrachtung ergibt sich auch un-
mittelbar der Wert fiir die Anderung des Winkels #. Da nimlich
@+ do=0t'=0bt,=>bly— bb'=9 — do ist, so ergibt sich

d® = —dog,

d. h. die Anderung des Winkels & ist gleich dem negativen
Schmiegungswinkel der Kurve.

Die Kriimmungsachse ist parallel zu der Binormale, man kann
daher den Satz auch folgendermafBien aussprechen:

Die Anderung des Winkels, den eine Evolute mit der Krimmungs-
achse bildet, ist, abgesehen vom Vorzeichen, gleich dem Schmiegungs-
winkel do der ursprimmglichen Kurve.

Das Vorzeichen 1iBt sich erst dann bestimmen, wenn iiber die
Orientierung der Kriimmungsachse eine Festsetzung getroffen ist.

Die durch die vorher vorgenommene Orientierung festgesetate
Richtung der Evolutentangente M G- braucht zuniichst nicht immer
mit des Fortschreitungsrichtung G G* auf der Kurve (&) iibereinzu-
stimmen. Dies ist aber immer der Fall, wenn entweder 1. do > 0
ist, d. h. der Kriimmungsradius im Punkte M’ griBer ist als im
Punkte M und G mit dem Kriimmungsmittelpunkt C' auf demselben
Mantel der Polarfliche liegt, oder wenn 2. do < O ist und € und G
auf verschiedenen Miinteln der Polarfliche liegen oder wenn 3. do =0
ist und G auf dem negativen Mantel der Polarfliche liegt. Der Be-
wels hierfiir, der der Kiirze halber dem Leser iiberlassen sei, ergibt
sich am einfachsten, wenn man die Polarfliche in die Ebene ab-
wickelt und den Richtungssinn der aus den Evoluten entstehenden
Geraden untersucht. In jedem Falle aber kann man auf der Aus-
gangskurve (M) den Fortschreitungssinn (wenn man sich auf einen
entsprechend begrenzten Bereich beschriinkt) so wihlen, da M G und
GG gleichgerichtet sind. Dies kommt darauf hinaus, daB die
Kurve (M) in dem Sinne orientiert ist, in dem ein bestimmter
Punkt eines iiber (&) straff gespannten Fadens bei seiner Abwick-

& N\
¥ . .

i
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48 V. Kap. Die Polarfliche und die Evoluten. 7.

lung sie durchliuft. Diese Annahme, die den Festsetzungen des
vorigen Kapitels (8. 33) entspricht, sei in der Folge stets voraus-
gesetzt.

Der Kontingenzwinkel dr,= t,t," der Evolute ist ein Bogen
eines Kreises vom Radius sin &, der zum Zentriwinkel /hbAh = dt
gehort. Es wird demnach

dry=dr sin 9.

Der Kontingenzwinkel einer Fvolute ist gleich dem Produkte des
Kontingenzwinkels der ursprimglichen Kurve (M) und dem Sinus des
Winkels, den die Tangente der Evolute mit der Binormalen der Kurve
(M) bildet. Der Kontingenzwinkel der Evolute ist daher nie grifer
als der Kontingenzwinkel der wrsprimglichen Kurve.

Das sphirische Bild der Hauptnormalen /4y liegt auf dem
groBten Kreise durch #y#," und zwar auf der Verlingerung von i,
um 7 von f, entfernt, mithin dem Tangentenbilde ¢ der Kurve (M)
diametral gegeniiber.

Das sphérische Bild der Hauptnormalen eimer Filarevolute ist die
zum Tangentenbilde der wrspriimglichen Kurve beziiglich des Kugel-
zentrums symmetrische Kurve,

Dies ergibt sich auch durch unmittelbare geometrische Anschauung.
Bei der Abwicklung des Fadens von der Evolute G bewegt sich
der Punkt M in der jeweiligen Schmiegungsebene der Kurve G senk-
recht zur Tangente, also parallel der Hauptnormale von (&). Dabei ist
die Bewegung immer vom Kriimmungsmittelpunkte der Evolute weg
gerichtet, sobald M auf der negativen Hiilfte der Evolutentangente
liegt, und dies ist nach den getroffenen Festsetzungen immer der Fall.

Da zwei benachbarte Tangenten von (M) denselben Winkel bil-
den wie die entsprechenden Hauptnormalen von (&), so folgt:

Der Winkel der gamzen Kriimmung der FEvoluten ist unabhingig
von der Neigung der Evolute gegen die Kriimmungsachse umd gleich
dem Kontingenzwinkel der wrspriinglichen Kurve :

dky=dr.

Das Binormalenbild der Evolute endlich liegt von ihrem
Tangenten- und Hauptnormalenbild um 7 entfernt, also auf dem
Kreise ¢, b um & — }m von b entfernt. Auch die Kurve dieses
Binormalenbildes (by) ist eine sphirische Evolvente von # (gleich-
zeitig offenbar das Tangentenbild einer anderen Evolute, deren Tan-
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genten die entsprechenden der ersten senkrecht schneiden). Man er-
hilt dann fiir den Schmiegungswinkel do, den Wert

doy==—cosd - dr.

Der Schmiegungswinkel dey einer Ewolute ist das negative Produlit
des Kontingenzwinkels der wrspriimglichen Kurve und des Kosinus der
Neigung der Tangente der TEwolute gegen die Kriimmungsachse.

Ubung. 1. Man leite die Ergebnisse der letzten Nummer aus
den Sitzen des vorigen Kapitels her, indem man dort (P) als Aus-
gangskurve, (M) als eine ihrer Filarevoluten betrachtet.

2. Die Evoluten einer Raumkurve konnen paarweise sich so zu-
geordnet werden, daB die Tangenten der einen die Tangenten der
anderen senkrecht schneiden. (8. 36).

8. Bogenelement und Kriimmungen der Evolute. Das
Bogenelement G G' = ds, der Evolute folgt aus dem Dreieck K G G
Fillt man von G’ auf GK das Lot G'G,, so wird Winkel G'G G,
gleich & oder w — @&, je nachdem die Richtung G &, der Binormalen-
richtung entgegengesetzt oder mit ihr zusammen-

fillt; es ist aber immer:

G G,

sing

GG =

e

Setzt man KG = ¢, so wird, da der Winkel
G'KG = |do| ist (8. 15):

(e +deyds|

sin &

M, ////'7///,,,.. .\'

sy = Fig. 18D.

Oder, wenn man bis auf Unendlich Kleines erster Ordnung abkiirzt:

da|

sin & °

Beriicksichtigt man die in der vorigen Nummer gefundenen drei
Kriimmungswinkel dt,, doy, dk,, so erhdlt man die Radien der drei
Kriimmungen:

& deo

€= gin?9 | dr

o2 U AR [ Ed
2" gind cosd | dr | € gsind cos '

4 & do Ll

- = .

2" gind | de ¢ osin o

Schell-Sslkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl 4
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50 VI. Kap. Schmiegungskugel und Schmiegungskegel. 1.

Man sieht hieraus, daB diese drei Radien mit & gleichzeitig
wachsen. Eliminiert man &, so ergibt sich noch:
AR
ad i
und durch Elimination von &
ggsind +rycosd=0.

Diese Relation ist von vornherein zu erwarten, wenn man bedenkt,
daB die Binormale von (M) die Richtung der rektifizierenden Ge-
raden von (G) besitzt, und daB daher die Formeln von S. 30 gelten
miissen.

9. Planevolute. Die Kurve (M) ist beziiglich ihrer Polar-
kurve (K) eine Planevolvente (8. 39), man kann daher (K) als
Planevolute von (M) bezeichnen. Eine Raumkurve besitzt dem-
nach nur eine Planevolute, dagegen oo! Filarevoluten. Letztere
liegen als geoditische Linien auf der Tangentenfliche der Planevo-
lute, d. i. der Polarfliche, so da man diese auch als Evoluten-
fliche bezeichnen kann.

Die Polarkurve einer Raumkurve (M) ist nicht nur fiir (I),
sondern fiir alle co® ihrer Planevolventen Gratlinie der Polarfliiche.
Jede dieser co? Planevolventen besitzt co! Filarevoluten, die auf der
Polarfliche geodiitisch sind, und umgekehrt sind alle Filarevolventen
einer solchen Geoditischen Planevolventen der Polarkurve.

Dieselbe Abhiingigkeit, welche zwischen einer Kurve und ihrer
Polarfliche besteht, besteht zwischen jeder ihrer Evolventen und der
rektifizierenden Fliche, denn diese ist (8. 34) die Polarfliche oder
die Evolutenfliche fiir sie.

Die Planevolute besitzt als Gratlinie der Polarfliiche derart aus-
gezeichnete Eigenschaften, daB es gerechtfertigt erscheint, sie in einem
besonderen Kapitel eingehender zu untersuchen.

VI Kapitel.
Schmiegungskugel und Schmiegungskegel.

1. Die Schmiegungskugel. Jeder Punkt der Kriimmungs-
achse k ist von drei aufeinanderfolgenden Punkten M, M’y M" der
Kurve gleichweit entfernt (S. 42, Fig. 15), und ist daher Mittelpunkt
einer Kugel, welche durch diese drei Punkte geht, die Kurve also
in der zweiten Ordnung beriihrt.
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Die Krummu;ngsachsc ist der Ort fiir die Mittelpunlte aller Kugeln,
welche die Kuwrve dreipunltig oder in der zweiten Ordnung beriihren.

Der Krimmungskreis, der auf jeder dieser Kugeln liegt, ist ihr
gemeinsamer Durchschnitt. Unter den Kugeln gibt es drei ausge-
zeichnete, nimlich 1. die kleinste von ihnen; ihr Mittelpunkt ist der
Kriimmungsmittelpunkt und ihr Radius der Kriimmungshalbmesser,
denn von allen Punkten der Kriimmungsachse hat der Kriimmungs-
mittelpunkt den kiirzesten Abstand von der Kurve; 2. die griBte,
némlich die Schmiegungsebene, die einem unendlich groBen Radius
entspricht und den unendlich fernen Punkt der Kriimmungsachse
zum Mittelpunkt hat, und 3. die Kugel, deren Mittelpunkt im Durch-
schnitt K der Kriimmungsachse & mit der folgenden Kriimmungsachse
k" liegt. Weil dieser Punkt in der Kriimmungsachse % liegt, so geht
die Kugel durch die Punkte M, M’, M und weil er der Kriim-
mungsachse % angehort, durch die Punkte M’, M”, M"". Diese
Kugel hat daher vier aufeinanderfolgende Punkte M, M,
M"”, M"” mit der Kurve gemein und beriihrt sie inniger als alle
anderen, iiberhaupt so innig als eine Kugel beriihren kann, da eine
solche durch vier Punkte bestimmt ist, nimlich vierpunktig oder in
der dritten Ordnung. Wir nennen sie die Schmiegungskugel der
Kurve im Punkte M. Auf ihr liegen die Kriimmungskreise zweier
aufeinanderfolgender Punkte 1/, M’ der Kurve.

Der Ort der Mittelpunkte aller Schmiegungskugeln der Kurve M
ist die Gratlinie (K) der Polarfliiche.

2. Die Kurve der Schmiegungskugelmittelpunkte (Po-
larkurve). Die Kurve (K), die die Mittelpunkte K der Schmie-
gungskugeln einer Raumkurve (1) erfiilllen, war schon frither von
verschiedenen Gesichtspunkten aus betrachtet worden. Die folgenden
unmittelbar einleuchtenden Siitze sind daher nur frither gewonnene
Ergebnisse, z. T. in neuer Form gefaft:

Die Schmiegungsebene von (K ) fdllt mit der Normalebene von (M)
zusammen ; die Normalebene von (K) ist parallel der Schmiegungs-
ebene von (M); die rektifizierenden Ebenen von (K) und (M) sind
einander parallel. (8. 6).

Die Tangente, Hauptnormale und Binormale von (K) ist bezie-
hungsweise parallel der Binormalen, Hauptnormalen und Tangente
von (D). (8. 39).

Die rektifizierenden Geraden der Kurven (K) und (M), die rekti-
fizierenden F'lichen wund deren Gratlinien sind parallel.

4#
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h2 VI. Kap. Schmiegungskugel und Schmiegungskegel. 2.

Die Winkel, welche die rektifizierenden Geraden von (K) und (M)
mit den Tangenten dieser Kurven bilden, ergdnzen einander zu %m;
wdchst der eine, so nimmt der andere ab.

Die Orientierung der Haupttrieder von () und (K) gegenein-
ander ist nicht ganz kurz zu charakterisieren; ihre Bestimmung er-
fordert einige Hilfsbetrachtungen, aus denen sich weitere Ergebnisse
folgern lassen. j

Die Ebene der Zeichnung sei die Normalebene des Punktes 21;
in ihr liegt die Hauptnormale M’'C" und senkrecht dazu die Kriim-
mungsachse C'K, ferner der Kriimmungsmittelpunkt C und die
Kriimmungsachse CK des Punktes M. Die Strecke M'C ist die Pro-

jektion des Kriimmungsradius (der Haupt-
K normale) des Punktes M in die Zeichen-
ebene, da C in ihr liegt und das Bogen-
element MM’ auf der Normalebene des
Punktes M’ senkrecht steht. Da CM’ in
der Schmiegungsebene des Punktes M ge-
legen ist, so ist C M sowohl auf der Tan-
gente als auch auf der Kriimmungsachse C K
senkrecht. Der Winkel C'M’'C ist!)
gleich dem Schmiegungswinkel dg,
da seine Schenkel in den benachbarten Schmiegungsebenen auf der
Schnittgerade (der Tangente in M) senkrecht stehen. Andererseits
wei man, daB der Winkel CKC’ benachbarter Kriimmungsachsen
gleich |do| ist.

Uber dem Radius M'K der Schmiegungskugel des Punktes M
stehen zwei rechte Winkel M 'CK und M'C’'K; die vier Punkte
M, C, ') K liegen somit auf einem Kreise, dessen Durch-
messer M K ist.

Man bezeichne den Schnittpunkt von CK und M'C’ mit @,
dann folgt aus dem bei C rechtwinkligen Dreieck 2’ C'Q

MC=M¢Q,
bis auf unendlich kleine Grioflen hiherer Ordnung. Nun ist aber
MC=MC=p, also M'Q=¢ und da M'C"=¢ + do ist:
QC' =dge und
QC = odo.

Fig. 19.

1) Und zwar vorzeichentreu, wenn er der Winkel ist, um den man
die Gerade C M’ zu drehen hat, um sie mit ¢" M’ zur Deckung zu bringen.
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Bei den vorigen Betrachtungen ist auf die richtige Bestimmung
des Vorzeichens wohl zu achten. Vgl. Fig. 20a, wo die Verhiltnisse
fir de > 0, und Fig. 20b, wo sie fiir de¢ << O dargestellt sind.

T

Beide Male ist do > 0 gewiihlt. Dies ist keine Einschrinkung der
Allgememhelt denn wenn fiir M  der Kriimmungsradius kleiner sein
sollte wie fiir M, so braucht man nur auf der Ausgangskurve den
Richtungssinn zu wechseln (d.h. M und M’ zu.vertauschen), um
den in der Zeichnung vorliegenden Sachverhalt zu haben.

Ferner ergibt sich aus dem Dreieck KQC':
K@ -deo=do,

und da in der Grenze KQ — KC wird, so erhilt man fir den Ab-
stand KC =% des Krimmungsmittelpunktes vom Mittel-
punkt der Schmiegungskugel die Gleichung Zde = dg, also

wenn man noch fiir do seinen Wert ds:r einsetzt. In dieser Glei-
cilung ist 2 eine gerichtete Grofle, und zwar ist % positiv, wenn die
Richtung CK der Binormalenrichtung entgegengesetzt ist, mnegativ,
wenn CK und die Binormalenrichtung iibereinstimmen.

3. Radius der Schmiegungskugel. Mit Hilfe des fiir 4
gefundenen Wertes folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck M'CK so-
fort fiir den Radius MK = MK = R der Schmiegungskugel:

d
R’=Qs+ hi= Q2+,’,2(d_(;)2,
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h4 VI. Kap. Schmiegungskugel und Schmiegungskegel. 3—5.

und fiir den Neigungswinkel KM C dieses Radius gegen die Schmie-
gungsebene)

- h
sin u = -

B oS p=-

Nach unseren Festsetzungen iiber die Forschreitungsrichtung auf
(M) (do = 0!) liegt p immer im ersten oder vierten Quadranten, je
nachdem die Kurve (M) positive oder negative Torsion besitzt.

4. Beispiele. 1. Ist ¢ = konstant und die Kurve nicht eben
ist, d. h. d¢ nicht gleich Null, so wird 2 =0 und R = p, also
ebenfalls konstant, d. h.:

Bei allen Kurven doppelter Kriimmung wvon konstantem Kriim-
mungshalbmesser ist auch der Radius der Schmiegungskugel konstant,
ndmlich gleich dem Kriimmungshalbmesser; die Kurve der Mittelpunlte
der Schmiegungshkugeln fallt mit der Kurve der Kriimmungsmittel-
punkte zusammen.

2. Ist o = konstant und d¢ = 0, d. h. die Kurve ein Kreis, so
wird 7 und hiermit R und die Schmiegungskugel selbst unbestlmmt
Jede durch den Kreis gehende Kugel kann als Schmiegungskugel an-
gesehen werden.

3. Ist die Kurve eben, also do = 0, aber e nicht konstant, so
wird A= 00, I = 00 ; die Schmiegungskugel geht in die Schmiegungs-
ebene iiber.

4. Fiir sphirische Kurven wird R konstant und gleich dem Ra-
dius der Kugel, auf welcher die Kurve liegt. Die Schmiegungs-
kugeln fallen alle mit dieser Kugel zusammen, da die Kurve (K)
sich auf ihrem Mittelpunkt zusammenzieht.

5. Das Bogenelement der Polarkurve. Sind K und K’
benachbarte Punkte der Polarkurve, so wird ihr Bogenelement
dsy=|KK'| durch die Gleichung gegeben:

KK =KC'—K'C'=KQ—K'C'.
Nun ist KQ = KC—QC=h—gdo und K'C'=h + dh, also:
= |KK'|=|h+ dh — (h — odo)|
ds,=|dh + odo]|.

l) Der Winkel g wird also erhalten, indem man die Hauptnormale
M’C’ im positiven Sinne soweit dreht, bis sie mit der Richtung M’ K
zusammenfillt.
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Anmerkung. Aus den Formeln fiir B und % erhdlt man durch
formale Rechnung
dh + ode = %:Zf ds-

Es ist leicht, den hieraus folgenden Wert von ds, auch durch geo-
metrische Betrachtungen zu finden, durch Beziehungen, die aus dem
Dreieck M'KK' abzulesen sind. Die Durchfiihrung des einfachen
Gedankenganges sei dem Leser iiberlassen.

6. Die Kriimmungen der Polarkurve. Die Winkel dz,

dcy, dk, der Polarkurve haben folgende Werte:
dig=|do|, doy=tdz, dk,=dk.

Hierin ist noch das Vorzeichen des Torsionswinkels zu ermitteln.
Betrachtet man die Ausgangskurve () als Planevolvente der Kurve
(K), so lassen sich die frither hergeleiteten Beziehungen (8. 40)
zwischen Kurve und Evolvente unmittelbar anwenden. Ist (M) eine
Evolvente der Art (P,), so hat der Ausdruck RdR immer dasselbe
Vorzeichen wie do; ist (3) eine Evolvente der Art (P,) so haben
RAR und dp immer entgegengesetzte Vorzeichen. In beiden Fillen

ist daher (S.41) das Vorzeichen dg, der Evolute dasselbe wie das
RdAR
rdo :
Die drei Kriimmungsradien der Polarkurve sind jetzt eindeutig

yon, ~

bestimmt:
—r|2B| - an| . __ B4R RAR
o = B g mietag]s Yo gues | Sy Endune]

Auf die Untersuchung des sphiirischen Bildes der Polarkurve soll
verzichtet werden, da es zuniichst keine neuen Ergebnisse verspricht,
andererseits auch die Frage durch die Entwicklungen von S. 40 im
wesentlichen erledigt ist. X

7. Die Schmiegungskugeln der Filar- und Planevol-
venten. Die Gratlinie der Evolutenfliche einer Kurve ist der Ort
der Mittelpunkte ihrer Schmiegungskugeln. Nun haben alle Filar-
evolventen eine gemeinsame Evolutenfliche, néimlich die rektifizierende
Fliiche. Daher der Satz:

Die Gratlinie der rektifizierenden Fliche eimer Kurve ist der ge-
meinschaftliche Ort der Mittelpunkte der Schmiequngskugeln aller Filar-
evolventen der Kurve.

Die Evolutenfliche einer Kurve ist ferner auch Evolutenfliche
aller Planevolventen ihrer Gratlinie. Daher weiter:

Die Gratlinie der FEwvolutenfliche einer Kurve ist der Ort der
Mittelpunkte der Schmiegungskugeln nicht bloff der Kurve selbst, son-
dern auch aller Planevolventen der Gratlinie.

Man erkennt hierin den Satz von S. 50 wieder.
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8. Die Kurve der Kriimmungsmittelpunkte. Die Kurve
(C) der Kriimmungsmittelpunkte von (31) liegt auf der Polarfliche und
ihr Bogenelement C'C” fiillt, wie schon vorher gezeigt, mit dem Bogen-
element des Kreises zusammen, der iiber dem Radius M K der Schmie-
gungskugel als Durchmesser konstruiert werden kann. Da der zu-
gehtrige Peripheriewinkel CK C’ = | do | wird, so ist das Bogenelement
ds’ der Kriimmungsmittelpunktkurve

ds'=R|dd]|.

Ferner ist der Winkel C'CK der Sehnentangentenwinkel iiber
der Sehne CK des Kreises; dieser ist gleich dem Peripheriewinkel
CM'K = u, man hat also den Satz:

Der Neigungswinkel des Radius der Schmiequngskugel gegen die
Schmicgungsebene und der Winkel, welchen die Tangente der Kriim-
mungsmittelpunkthurve mit der Kriitmmungsachse bildet, sind gleich.

Hierbei ist die Kriimmungsachse als (nicht gerichtete) Gerade
aufgefaft und fiir jeden der beiden Winkel aus den verschiedenen
moglichen der spitze Winkel genommen. Wegen genauer Unter-
suchung vgl. Kap. 9, Nr. 2 (8. 91).

9. Ubung. Kurven, fiir die der Mittelpunkt des Kriim-
mungskreises und der Mittelpunkt der entsprechenden
Schmiegungskugel einen konstanten Abstand besitzen.
Es sei P ein Punkt der gesuchten Kurve (P), M der Kriimmungs-

mittelpunkt dieser Kurve in P, K der Mittelpunkt der Schmiegungs-
kugel fiir denselben Punkt. Die Aufgabe fordert die Bestimmung

L derjenigen Kurven (P), bei denen MK = & fiir alle
Ry Punkte dieselbe GroBe besitzt.
i Man denke sich an die Polarfliche der Kurve ()
. A 3 die Tangentialebenen konstruiert und in ihnen jedes-
h

] mal den in ihr liegenden Punkt P markiert. Wickelt
: man nun die Polarfliche samt ihren Tangentialebenen

i in eine Ebene ab, so reduziert sich die Kurve (P)

: auf einen Punkt P’, die Gratlinie (K) der abge-

f i wickelten Fliche auf eine Kurve (K') und die
i Kurve (M) in eine Kurve (M’), die so beschaffen

: ist, daB immer M'K’'=h wird. Die Kurve (K'),
N4 die der Raumkurve (K) isometrisch zugeordmet ist
Fig. 21. und in entsprechenden Punkten dieselbe Kriimmung

hat wie (K), ist also so zu bestimmen, daB, wenn

man auf ihren Tangenten in dem konstanten Abstand K'M' = h
vom Beriihrungspunkt die Lote zu den Tangenten konstruiert,
diese Lote sich in einem Punkte schneiden; d. h. die Normalen
von (K'), die ja parallel zu den Loten MK’ sind, umhiillen
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einen Kreis vom Radius 7. Die Kurve (K') ist also eine Kreis-
evolvente.

Tordiert man die Ebene einer Kreiscvolvente, die zu einem Kreise
vom Radius I gehirt, so, dafp die Tangenten geradlinig bleiben, so
erhdlt man eine abwickelbare Fliche, deren Gratlinie eine natiirliche
Gleichung der Form o' = 2hs
besitzt.  Rollt iiber dieser F'ldche die Ebene der Kreisevolvente in der
Weise ab, daf3 immer entsprechende Tangenten der Evolvenle und der
Gratlinie sich beriihren, so beschreibt der Miltelpunkt des Kreises eime
Kurve, fiir die der Schmiegungskugelmittelpunkt wund Kriimmungs-
mittelpunkt einen konstanten Abstand besitzen.

Die eine natiirliche Gleichung einer Kurve der geforderten Art
ergibt sich aus der bekannten GroBe & dieses Abstands:

LAY

ds r

Als zweite Gleichung kann eine beliebige Relation r = f(s) ge-
withlt werden. ‘

Das Verfahren bleibt auch fiir # = O noch richtig, wenn man
als Evolvente eines Punktes einen Kreis von beliebigem Radius auf-
fassen will, dessen Mittelpunkt dieser Punkt ist.

Die Schraubenlinien, die unter diesen Kurven enthalten sind,
liegen als Kurven konstanter Steigung auf Kreiszylindern oder auf
Rotationsparaboloiden mit vertikaler Achse.

10. Sphérisches Bild der Schmiegungskugelradien.
Der Radius MK der Schmiegungskugel liegt in der Normalebene
und bildet mit der Hauptnormalen den Winkel w; sein sphirisches
Bild ist demnach ein Punkt %, der auf dem Kreise 2b im Ab-
stande w von % liegt.

Ist &* das Bild des benachbarten Schmiegungskugelradius M'K’,
so“ist kk’ gleich dem Winkel dw, unter dem sich zwei benach-
barte Schmiegungskugelradien kreuzen.

Die aufeinanderfolgenden Radien MK, M'K', M"K",... der
Schmiegungskugeln schneiden sich im allgemeinen nicht, sondern
erzeugen eine windschiefe Fliche, welche durch die entsprechenden
Punkte der Kurven () und (K) geht. Sie liegen némlich in ver-
schiedenen Ebenen, den Normalebenen der Kurve (1) und treffen
deren Schnittlinien, die Kriimmungsachsen, in verschiedenen Punk-
ten K, K’,... Nur in einem Falle geht die Fliche dieser Radien
in eine abwickelbare Fliche iiber, nimlich dann, wenn die Kurve (K)
sich auf einen (eigentlichen oder unendlich fernen) Punkt reduziert,
wie es bei den sphirischen und ebenen Kurven der Fall ist, bei
welchen diese Fliche eine Kegelfliche, resp. Zylinderfliche ist.
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Hieraus ergibt sich beiliufig ein neuer Beweis dafiir, daB die
Planevolute einer Raumkurve nicht gleichzeitig Filarevolute sein kann.

Um den Winkel dw zu bestimmen, fille man von % auf b'A’
das Lot kk,. Dann ist do = k¥,
und es wird:

Kk 2= kky® + kgk'2.

Aus bk =Dbky=im+ u und kb'k,
= dz folgt kk,= dr cosu, und da
ko' =0’k — 0 hy=b'K —b'ky=0b'k
— (bk — b)) = u + du— p + do
ist, so erhilt man schlieBlich:

Der Winkel do der Radien be-
nachbarter Schmiegungskugeln ergibt
sich aus der Gleichung:

do®= (de¢ + du)*+ dr®cos’u.
( [ [

Der Punkt %, liegt auf dem griBten Kreise b'2’, und zwar von b’
um b'ky= bk entfernt. Dann ist auch bky= bk. Der Punkt k,
kann demnach als das Bild einer Geraden durch M’ aufgefaBt werden,
die in der Normalebene von M’ gelegen ist und mit der Kriim-
mungsachse CK denselben Winkel & bildet wie der Schmiegungs-
kugelradius M K; d. h. &, ist das Bild des Radius M'K der Schmie-
gungskugel von Jf; daher ist der Bogen &'k, gleich dem Winkel
KM'K’ der Radien zweier benachbarter Schmiegungskugeln, die
durch ' hindurchgehen.

11. Sphéarische Torsion. Der Winkel dw, welcher zugleich
der Winkel der beiden zu den Radien KM und K M’ senkrechten
Tangentenebenen zweier aufeinanderfolgenden Schmiegungskugeln ist,
mifit die Abweichung der Kurve von der Kugelfliche; den reziproken
Wert einer Strecke S, welche durch die Gleichung Sdw = ds be-
stimmt wird, némlich: :

Fig. 22.

1 do

S T ase
nennen wir die sphiirische Torsion der Kurve im Punkte M und
die Linie S selbst, néimlich:

den Radius der sphirischen Torsion.t)

1) Vgl. Schell, Uber die Schmiegungskugel und die sphiirische Tor-
gion der Kurven doppelter Kriimmung. (Archiv fiir Mathem. u. Physik (1)
19, 393,

http://rcin.org.pl



VI. Kap. Schmiegungskugel und Schmiegungskegel. 12. h9

12. Schmiegungskegel. Jeder Punkt der Kriimmungsachse
ist der Mittelpunkt eines Rotationskegels, welcher mit der Kurve drei
aufeinanderfolgende Punkte M, M’, M” gemein hat, diese also in der
zweiten Ordnung berithrt. Die Kriimmungsachse ist also auch
der Ort der Spitzen einer Schar von Rotationskegeln, die die
Kurve in der zweiten Ordnung beriihren. In der Schar Kegel,
welche simtlich durch den Kriimmungkreis hindurchgehen, sind drei
besonders ausgezeichnet, nimlich: 1. die Schmiegungsebene; sie stellt
den Kegel dar, dessen Mittelpunkt in den Kriimmungsmittelpunkt C
fillt, 2. der Zylinder, dessen Erzeugungslinien parallel der Kriim-
mungsachse laufen; er ist ein Kegel, dessen Spitze der unendlich
ferne Punkt der Kriimmungsachse ist, und 3. ein Kegel, welcher
mit der Kurve noch einen vierten Punkt 2"’ gemein hat und sie
also in der dritten Ordnung beriihrt. Diesen Kegel, den wir sofort
nither bestimmen wollen, nennen wir den Schmiegungskegel der
Kurve im Punkte 2, weil er von allen derjenige ist, welcher sich
der Kurve am innigsten anschmiegt.

Denken wir uns nimlich die Reihe der in zweiter Ordnung be-
rithrenden Kugeln und ihrer Mittelpunkte I' auf der Kriimmungs-
achse, sowie die Reihe der Kegel und ihrer Mittelpunkte X auf der-
selben Geraden, so wird jede Kugel von einem gewissen dieser Kegel
lings des Kriimmungskreises beriihrt und die Mittelpunkte I') X dieser
Flichenpaare liegen auf entgegengesetzten Seiten der Schmiegungs-
ebene und des Kriimmungsmittelpunktes C so, daB das Produkt der
Abstinde CI'y CX eine Konstante, niimlich gleich dem Quadrat des
Kriimmungshalbmessers g, also

Or. 02 =g?

ist und die Dreiecke M1, SM'I, XM"I bei M, M’y M"” recht-
winklig sind, d. h. die Kegelseiten senkrecht auf den Radien der
Kugel stehen. Riickt der Punkt I" in den Kriimmungsmittelpunkt C,
so entfernt sich der Mittelpunkt X des beriihrenden Kegels ins Un-
endliche und geht dieser in den vorhin erwiihnten Zylinder iber;
riickt I" ins Unendliche, so fillt 3 in den Kriimmungsmittelpunkt
und es gehen die beiden Flichen, Kugel und Kegel, in die Schmie-
gungsebene iiber.. Die Mittelpunkte I" der Kugeln und die Mittelpunkte =
der Kegel bilden eine gleichliegende Punktinvolution auf der Kriim-
mungsachse mit dem Mittelpunkte des Kriimmungskreises als Zen-
tralpunkt und dem Quadrate des Kriimmungshalbmessers ¢ als Kon-
stante dieser Involution. Lassen wir nun die Kugel in die Schmie-
gungskugel iibergehen, also ihren Mittelpunkt I" in den Durchschnitt K
der Kriimmungsachse mit der folgenden Kriimmungsachse fallen.
Die Kugel geht alsdann durch die vier aufeinanderfolgenden Punkte
M, M, M", M, von denen die drei ersten M, M’, M"” auf dem
Kriimmungskreise des Punktes M, der vierte, M"’, aber auf dem
Kriimmungskreise des niichstfolgenden Punktes M’ liegt und von
dem ersten Kriimmungskreis unendlich wenig absteht. Legen wir
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daher durch die Kriimmungsachse und diesen Punkt eine Ebene, so
schneidet sie den ersten Kriimmungskreis in einem gewissen Punkte IV,
welcher dem Punkte M unendlich nahe liegt, und es ist folglich
eine Gerade, welche durch diese beiden Punkte geht, eine Tangente
der Kugel in N, und da sie die Kriimmungsachse schneidet, die
Erzeugungslinie eines geraden Kegels, welcher die Kugel lings des
Kritmmungskreises beriihrt. Dieser Kegel geht durch die vier Punkte
der Kurve, welche die Schmiegungskugel mit dieser gemein hat und
ist also der obige Schmiegungskegel. Der Abstand seines Mittel-
punktes S von dem Kriimmungsmittelpunkte C ergibt sich aus der
Gleichung CS - CK = ¢% und wenn wir ihn mit %k bezeichnen und
fir CK = h seinen Wert einsetzen, so wird er

\ (4
| %] = G \de

Die Neigung der Kegelseite SM gegen die Schmiegungsebene
ist 3 — pu und folglich ihre Neigung gegen die Kriimmungsachse
selbst gleich w. Da auch die Tangente der Kurve der Kriimmungs-
mittelpunkte mit der Kriimmungsachse denselben Winkel u bildet,
so bildet diese Achse mit ihr und der Kegelseite ein gleichschenk-
liges Dreieck, dessen Basis in die Kriimmungsachse fiillt.

Die Betrachtung des Schmiegungskegels zeigt, daBl jede Kurve
doppelter Kriimmung inbezug auf drei aufeinanderfol-
gende Elemente als auf einem geraden Kegel liegend an-
gesehen werden kann.

13. Beispiele. Ist die Kurve eben, so wird # = 0o, mithin
k=0, der Schmiegungskegel fiillt mit der Ebene der Kurve zu-
sammen.

Ist die Kurve sphiirisch, so wird der Radius der Schmiegungs-
kugel konstant und da KS-KC = R? so wird die Entfernung KS
des Kegelmittelpunkts vom Mittelpunkt der Kugel, auf welcher die
Kurve liegt, néimlich:

R!

KS = KO
umgekehrt proportional dem Abstand der Schmiegungsebene vom
Mittelpunkt der Kugel.

Ist o konstant, so wird 2 = 0 und also & = oo, d. h. der Schmie-
gungskegel ist ein Zylinder, die Kurve kann hinsichtlich dreier Ele-
mente als zylindrisch angesehen werden.

14. Die Kurve der Schmiegungskegelspitzen. Die Spitzen
der Schmiegungskegel bilden auf der Fliche der Kriimmungsachsen
eine Kurve S§; zwischen ihr und der Kurve K liegt die Kurve C
und zwar so, dafl immer

CK-CS=¢!, K§-KC=R
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ist. Diese Kurve ist keine Evolute. Denn sind S, " (Fig. 23) zwei
aufeinanderfolgende Punkte derselben, also SS’ ihre Tangente, so
sieht man leicht, daB diese nicht mit der
Kegelseite MS zusammenfallen kann. Sind
niimlich K, K  die den Punkten S, S’ ent-
sprechenden Punkte der Kurve (X) und be-
schreibt man um K mit KS den kleinen
Bogen K@, so wird

Q8'=K'S'— KQ — KK'=K'S'— K8
R!
— KK'= a(SK) + dsy = d () + ds,

und

QS=KS]d6|=ﬁ;1dc|,

mithin, wenn i die Neigung der Tangente der Kurve S gegen die
Kriimmungsachse SK ist,

: h R*
COtgl == ﬁﬁm (dso-i— d T) y

withrend fiir die Neigung der Kegelseite M S gegen dieselbe Achse
die Gleichung

|

cotg u =
besteht.
Ro

Fiir die Liinge der Kegelseite erhilt man: M§ = == Ist sie

konstant, so ist die Kurve S zugleich der Ort der Mittelpunkte einer
Schar Kugeln von konstantem Radius, welche die Kurve in der
zweiten Ordnung berithren.

Das sphiirische Bild der Kurve (S) ist eine Kurve s, deren
Punkte auf dem Bilde ¢ der Normalebene um }m vom Bilde & der
Schmiegungskugelradien entfernt liegen. Hieraus ergibt sich ein
neuer Beweis dafiir, dlaB die Kurve (S) nicht Evolute sein kann.
Denn das Bild der Evoluten schneidet (S. 46) die Bilder b% der
Normalebenen senkrecht; dies kann fiir s nur dann eintreten, wenn
auch % diese Eigenschaft hat, ist also fiir eigentliche Raumkurven
nicht maoglich.

Aufgaben. 1. Bei welchen Kurven ist die Kurve der Schmie-
gungskegelmittelpunkte eine geoditische Linie auf der Polarfliche?

2. Fir welche Schraubenlinien ist M S = konst.?

15. Schmiegungskegel zweiter Art. Die Eigenschaft, die
Kurve in dritter Ordnung zu beriihren, ist fiir den in Nr. 12 be-
trachteten Schmiegungskegel nicht charakteristisch: da durch vier
Punkte im Raume unendlich viele gerade Kreiskegel gelegt werden
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konnen, gibt es deren unendlich viele, die mit einer Kurve vier be-
nachbarte Punkte gemeinsam haben. Von besonderem Interesse unter
ihnen ist neben dem eben betrachteten derjenige Drehkegel, dessen
Spitze M ist; er sei als Schmiegungskegel zweiter Art!) be-
zeichnet. Seine Achse liegt in der rektifizierenden Ebene und bildet
mit der Tangente einen Winkel w, der durch die Gleichung

gegeben ist. Der Kegel ist analytisch von G. Scheffers?), geome-
trisch von C. Heuman?®) untersucht worden.

Ein anderer mit einer Raumkurve in naher Beziehung stehender
Drehkegel, der von de Saint-Venant*) zuerst betrachtet wurde,
ist der Drehkegel, von dem drei aufeinanderfolgende Erzeugende zur
Tangente in M wund zu den beiden Nachbartangenten parallel sind.
Ist die Kegelspitze O als Mittelpunkt der Bildkugel gewiihlt worden,
so sind drei aufeinanderfolgende Erzeugende des Kegels die Geraden
Ot, Ot’, Ot", die den Mittelpunkt mit drei benachbarten Punkten
des Tangentenbildes verbinden; der Kegel selbst schneidet die Bild-
kugel in einem Kreise, der durch ¢, ¢’,¢” hindurchgeht, d. h. dem
Kriimmungskreise des Tangentenbildes; das Bild der Kegelachse ist
demnach der (sphirische) Kriimmungsmittelpunkt, d. h. der Schnitt-
punkt der (sphirischen) Normalen tb und t'd’, es fillt also mit
dem Bild der rektifizierenden Geraden zusammen. LiiBt man O mit
M zusammenfallen, so fillt die Achse Or mit der rektifizierenden
Geraden der Kurve zusammen, und man erhilt den Satz:

Die Achse des Drelkegels, dessen Spitze im Punkte M einer Rawm-
kurve liegt und fiir den die Tangente des Punktes M und die Par-
allelen zu den beiden benachbarten Tangenten drei benachbarte Mantel-
linien sind, ist die rektifizierende Gerade.

1) Dieser Kegel scheint zuerst von G. Scheffers (Theorie der Kurven,
Leipzig 1902) behandelt zu sein.

2) G. Scheffers, Theorie der Kurven. 2. Aufl. Leipzig 1911, S. 344 ff.

3) C. Heuman, Uber einige Kriimmungseigenschaften bei abwickel-
baren Flichen und bei Kegelkurven. Arch. d. Math. u. Phys. (3) 6, 302
bis 305. 1903.

4) De Saint-Venant, Mémoire sur les lignes courbes non planes.
Journ. de I'Ecole polytechn. 80. cah. 1845.
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VIL Kapitel
Die rektifizierende FKliche.

1. Abwicklung der rektifizierenden Fléche. Die Schmie-
gungsebene und die rektifizierende Ebene sind ein Paar zueinander
rechtwinklige Tangentenebenen der Kurve. Die rektifizierende Ebene
steht senkrecht auf der Hauptnormalen (8. 4), zwei aufeinander-
folgende rektifizierende Ebenen schneiden sich in der rektifizierenden
Geraden, einer Linie, welche senkrecht ist zu zwei aufeinanderfol-
genden Hauptnormalen, also senkrecht zu der Ebene, welche diesen
beiden parallel liuft, der Ebene der ganzen Kriimmung (8. 30).

Li#Bt man eine Ebene so an der Kurve hingleiten, daB sie fort-
wihrend rektifizierende Ebene bleibt, so erzeugt sie die rektifizierende
Fliche, welche abwickelbar ist und die
rektifizierenden Geraden der Kurve als Er-
zeugende enthiilt. Der Name dieser Fliche
rithrt daher, daB bei ihrer Abwicklung
die Kurve in eine Gerade iibergeht.
Bei dieser Abwicklung fallen niimlich nach
und nach die rektifizierenden Ebenen der
Punkte M, M', M"”, M'"", ... der Kurve
zusammen, indem jede um die Durch-
schnittslinie mit der folgenden, d. h. um
die rektifizierende Gerade gedreht wird,
bis der Winkel beider verschwindet. Dreht
man die rektifizierende Ebene des Punktes M’ um die rektifi-
zierende Gerade ', so beschreibt jeder Punkt der Ebene einen
Kreisbogen, dessen Mittelpunkt auf der Drehachse r’ gelegen ist
und dessen Ebene auf 7 senkrecht steht, also parallel der Ebene
der ganzen Kriimmung im Punkte M ist. So bewegt sich der
Punkt M der Schmiegungsebene von M auf einem Kreise, dessen
Mittelpunkt O der FuBpunkt des Lotes von M” auf »" ist.
Seine Ebene M0 IN” schneidet die Schmiegungsebene in einer Ge-
rade M”IM”, die zur Hauptnormale von M parallel sein muB, da
ja die Ebene parallel der Ebene der ganzen Kriimmung von M ist.
Diese Gerade M”I" kann als das Bogenelement eines Kreises mit
dem Radius OM” = OM", bzw. eines Kreises vom Radius M M”
= M’ angesehen werden. Setzt man die infinitesimale Drehung

ld Rav

-:l.\:u [y
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64 VIL Kap. Die rektifizierende Fliche. 1.

der rektifizierenden Ebene von M’ soweit fort, bis sie mit der von M
zusammenfillt, so kommt der Punkt 2" in die Lage IN” auf der
Tangente. Dreht man in derselben Weise jede rektifizierende Ebene
eines Punktes in diejenige des vorigen Punktes, so fillt jedesmal
das Bogenelement der Kurve (I) in die Gerade des vorhergehenden
Bogenelementes. Man erhilt so das zu Anfang ausgesprochene Br-
gebnis, das auch folgendermaBen formuliert werden kann:

Eine Rawmkurve ist eine kiirzeste Linie auf ihrer rektifizierenden
Fliiche.

Man hiitte diesen Satz auch folgendermafen beweisen kionnen.
Zwei aufeinanderfolgende rektifizierende Ebenen bilden miteinander
den Winkel dk der beiden auf ihnen senkrechten Hauptnormalen
und es ist nach dem Lancretschen Satze dk®= dz®-+ d¢®. Durch
die Abwicklung verschwindet dk; dies ist nicht anders mdglich, als
dadurch, daB gleichzeitig dv und de¢ verschwinden.!) Wenn aber
der Kontingenzwinkel und Schmiegungswinkel einer Kurve ver-
schwinden, so wird sie eine Gerade.

Ubrigens ist der Beweis bereits in friiheren Entwicklungen (8. 44)
enthalten. Denn die rektifizierende Fliche ist die Evolutenfliche
aller Filarevolventen und die Kurve selbst ist eine ihrer gemein-
samen Evoluten. Bei der Abwicklung der Evolutenfliche gehen aber
alle Evoluten in gerade Linien iiber, also auch die Kurve selbst.

Die rektifizierende Fliche ist nicht die einzige Fliche, welche
durch die Kurve gelegt werden kann, auf welcher diese eine geo-
ditische oder kiirzeste Linie ist. Man definiert niimlich: Eine geo-
détische Linie ist eine solche Linie auf der Fliche, deren
Hauptnormalen mit den Flichennormalen zusammenfallen.
(Der geometrische Nachweis dafiir, daB diese Linien innerhalb ge-
wisser Grenzen mit den kiirzesten Linien auf der Fliche zusammen-
fallen, erfordert fliichentheoretische Hilfsmittel, die hier nicht ent-
wickelt werden konnen.) Daraus folgt, daB jede Fliche, die von der
rektifizierenden Fliche lings der Kurve berithrt wird, die Kurve als
geoditische Linie enthilt. Denn die Hauptnormalen der Kurve stehen
auf den rektifizierenden Ebenen, also auf den Tangentenebenen aller
derartiger Fliichen senkrecht.

Aufgabe. Die Lichtgrenze einer Fliiche (bei Parallelbeleuch-
tung) ist nur dann geoditisch, wenn sie eine Schraubenlinie ist.

1) Dabei ist zuniichst noch zu beweisen, daB bei jeder Verbiegung
der rektifizierenden Fliche die Hauptnormalen der vorgelegten Kurve in
die Hauptnormalen der aus ihr nach der Biegung entstandenen Kurve
tiibergeht. Der Nachweis sei dem Leser iiberlassen.
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2. Die rektifizierende Flache der Filarevoluten. Jede
Kurve hat nur eine einzige rektifizierende Fliche, denn sie hat in
jedem Punkte nur eine einzige rektifizierende Ebene. Umgekehrt
ist dagegen jede abwickelbare Fliche rektifizierende Fliche fir alle
ihre geodiitischen Linien. So ist die Fliche der Kriimmungs-
achsen einer Raumkurve (M) gemeinsame rektifizierende
Fliche fiir alle auf ihr liegenden Evoluten von (M) (8. 43).

Aus den bekannten Beziehungen zwischen Evoluten und Evol-
venten folgt hieraus sofort:

Die rektifizierende Fliche ciner Kurve ist die F'liche der Evo-
luten aller ihrer Filarevolventen und

Die Gratlinie der rektifizierenden Fldche ist der Ort der Mittel-
punkte der Schmiegungskugeln aller Filarevolventen der Kurve.

Auch diese Sitze geben nur eine andere Ausdrucksweise fiir
einen schon frither eingehend untersuchten Sachverhalt. (Vgl.
S. 34, 43, 44.)

3. Sphérisches Bild der rektifizierenden Geraden.
Das sphiirische Bild » einer rektifizierenden Geraden liegt in den
Bildkreisen benachbarter rektifizierender Ebenen bt, b't’, ist also
der Schnittpunkt dieser groBten Kreise (Fig. 7e¢, 7d, S. 24).

Das Tangentenbild der rektifizierenden Geraden st die Hiill-
kurve (7) der Grofkreise, die durch entsprechende Bilder der Tan-
genten und Binormalen bestimmt sind.

Solange eine Orientierung der Geraden nicht vorgenommen wird,
besteht das Bild (») aus zwei kongruenten, beziiglich des Kugel-
mittelpunktes symmetrisch liegenden Kurven.

Da nun r¢t=rt" wird (denn rt steht senkrecht auf ¢¢"), und
ebenso 76 = rb’, so sind die Bilder der Tangenten und Binormalen
sphiirische Evolventen der Kurve (r) Wenn nimlich iiber die Kugel
ein Faden straff gespannt ist, der auf der Kurve (r) aufgewickelt
ist, so wird bei seiner Abwicklung einer seiner Punkte die Kurve (¢)
beschreiben.

Das Tangentenbild der Gratlinie der rektifizierenden Fliche ist
die gemeinsame sphérische Fvolute des Tangentenbildes und des Bi-
normalenbildes der urspriinglichen Kurve. (Vgl. 8. 29.)

Dieser Sachverhalt liBt noch eine andere Auffassung zu, wenn
man die Kurve (R), die von den rektifizierenden Geraden eingehiillt
ist, als Ausgangskurve ansieht. Thre Tangentenfliche ist rektifizie-
rende Fliche fiir alle ihre Geodiitischen, und jede von ihnen kann
kann mit der Kurve (R) in die Beziehung des vorigen Satzes ge-

bracht werden:
Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. b
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Die Tangenten- wund Binormalenbilder aller Geoddtischen einer
abwickelbaren Fliche sind sphirische Fvolventen des Tangentenbildes
der Gratlinie.

Mit Hilfe des sphiirischen Bildes war schon friiher (8. 30) der
Winkel H der Tangenten mit der rektifizierenden Geraden erhalten:

’
tgH=—".
g 4

Die a. a. 0. festgesetzte Orientierung war so gewiihlt, daB der Winkel
zwischen Tangente und rektifizierender Geraden kleiner als = ist. Sie
soll auch hier beibehalten werden, so daB also

: T T
sinH=—, cosH=——
0 r

zu setzen ist.

4. Winkel zwischen Tangente und rektifizierender
Geraden. Man kann den Winkel H folgendermafien auch direkt
finden.

Es seien M7, M'7T" (Fig. 25) zwei aufeinanderfolgende Tan-
genten der Kurve (M) und M'D die Schnittlinie der beiden auf-
einanderfolgenden rektifizierenden Ebenen DM’7 und DM'T’, von
denen die erste auf der Schmiegungsebene 7'M'7T, die zweite auf
der folgenden Schmiegungsebene senkrecht
steht. Die Tangenten bilden miteinander
den Kontingenzwinkel dr, die rektifizieren-
den Ebenen den Winkel d% der auf ihnen
senkrecht stehenden Hauptnormalen in M
und M’. Da durch die Abwicklung der
rektifizierenden Fléiche, bei welcher die
beiden rektifizierenden Ebenen zusammen-
H fallen, die Kurve (M) in eine Gerade iiber-

Fig. 25. geht, so fallen hierbei die beiden Tangen-

ten M7, M'T" zusammen; die rektifizie-

rende Gerade M D bildet daher mit beiden denselben Winkel . Eine

um M’ beschriebene Einheitskugel liefert daher ein gleichschenk-
liges unendlich schmales Dreieck D 77", in dem

dk - sin H = dz.

D

M
M/

woraus
4 dr T
s H == 'd—k = '0
folgt, und da

d? + dot = dk®  oder (%)’+ (g%)g= 1

ist, so wird
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do T
cos H = (TZ = —
und
dr 7

Das negative Vorzeichen in cos H ergibt sich aus der geometri-
schen Anschauung; seine Begriindung sei als Ubungsaufgabe emp-
fohlen.

Wir bemerken noch besonders die Eigenschaft der rektifizie-
renden Geraden, daBl sie mit zwei aufeinanderfolgenden
Tangenten M7, J'T" denselben Winkel H bildet und daB H
zugleich ihr Neigungswinkel gegen die Schmiegungsebene
ist, in welcher diese beiden Tangenten liegen.

6. Ubungen. . Ist # — « konstant, so miissen die rektifi-
zierenden Geraden parallel sein, denn bei der Abwicklung der rek-
tifizierenden Fliche geht die Kurve in eine gerade Linie iiber, wiih-
rend die rektifizierenden Geraden sie isogonal schneiden; d. h. die
rektifizierenden Geraden sind in ein Parallelbiischel verwandelt worden;
sie muBiten also auch vorher schon parallel sein; die Kurve ist
demnach eine geodiitische Linie eines Zylinders.

Die allgemeinen Schraubenlinien sind dwrch die natiirliche Glei-
chung

-=—Fk

Q
charakterisiert, wobei die Komstante k die Tangente des Neigungs-
winkels der Kurve gegen die erzeugenden Geraden des Zylinders be-
deutet, auf dem die Schraubenlinie geodiitisch liegt.

2. Geoditische Linie eines Ke-
gels. Ist die Kurve (3) eine geoditische
Linie auf einem Kegel, so geht sie bei
der Abwicklung des Kegels in eine Ge-
rade (M) iiber, die Erzeugenden in einen
Strahlenbiischel @M, SM’,. .. Der
Abstand des Punktes & von () sei ! &

€

und die Bogenliinge der Geoditischen (M) 9, DR
von dem Punkte M aus gerechnet, der Fig. 26.

der Kegelspitze S am niichsten liegt.

Dieser Punkt geht bei der Abwicklung in den FuBpunkt ¢, des
Lotes von & auf (IN) iiber. Dann ist die Bogenlinge

MM, = s
ferner ergibt sich aus der Figur
l
g I o T
Die oben abgeleitete Relation ergibt den Satz:

5‘
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Die natiirliche Gleichung einer geoddtischen Linie auf eimem be-
liebigen Kegel lautet r 1

0 s
Dabei ist die Bogenlinge vom Scheitel der Kurve aus gemessen,
d. h. von dem Punkte M,, der von der Spitze des Kegels das Mini-
mum des Abstands hat.?)

L&Bt man den Mittelpunkt O der Bildkugel mit der Spitze S
des Kegels zusammenfallen, so erhilt man das Bild einer rektifizie-
renden Geraden dadurch, daB man diese bis zum Schnitt mit der
Kugel verlingert.

Das Bild der rektifizierenden Geraden einer Kegelgeoddtischen ist
also die Schniltkurve des Kegels mit einer konzentrischen Kugel vom
Radius Eins.

3. Das Bild der rektifizierenden Geraden der Geodiitischen des
Rotationskegels ist ein Kreis; ihr Tangentenbild also die Evolvente
des Kreises (d. h. eine sphirische Schraubenlinie.)

4. Die Geoditischen eines beliebigen Kegels zweiter Ordnung
haben als Tangentenbild die Evolventen sphirischer Kegelschnitte.
Nun kann man fir jeden Kegel durch endliche Gleichungen (ohne
Integrationen) die Geoditische finden, die ein gegebenes Tangenten-
bild besitzt.?) Das Problem der Bestimmung der Geoditischen auf
einem Kegel zweiter Ordnung ist also der Rektifikation der sphi-
rischen Kegelschnitte analytisch iiquivalent.

6. Kriimmungswinkel der Gratlinie. Der Winkel zweier
aufeinanderfolgender rektifizierender Geraden, d. h. der Kontingenz-
winkel dr; der Gratlinie der rektifizierenden Fliche, die wir kurz
die rektifizierende Gratlinie oder rektifizierende Kurve nennen
wollen, ist der Winkel der beiden rektifizierenden Geraden M "D, M’ D’

I der Punkte M und B'. Ihr Schnittpunkt D ist

D der zugehorige Punkt der rektifizierenden Kurve.

Sie bilden mit den Tangenten der Punkte 21, M’

die Winkel DM'T=H und DM"7'=H+ dH.

T Dreht man die rektifizierende Ebene DM 7"

A T um die rektifizierende Gerade DM’ soweit, bis sie

o M in die rektifizierende Ebene DM’ T fillt, so fillt

M die Tangente M7’ in die Tangente M7, weil

i bei der Abwicklung der rektifizierenden Fliche

alle Tangenten der Kurve zusammenfallen. Hieraus folgt, daB Winkel

DM'T"= DM T= Hist. (Vgl. auch oben Nr. 4.) Aus dem Drei-
eck DM M” ergibt sich daher weiter

1) Enneper, Gotting. Nachr. 1866, S. 134—140.
2) Vgl. Math. Ann. 67, 454—456.
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XMDM'=DM'T —DM'T’

oder drg=|dH|. Man kann iibrigens das Vorzeichen von

rer iy
dH=—"d (g)
beliebig festsetzen, wenn noch die Fortschreitungsrichtung auf der
Kurve (M) freigestellt ist, und daher in diesem Falle d 7/ > 0 wiihlen.

Dies sei von jetzt ab in dem vorliegenden Kapitel stets voraus-
gesetzt. Nur dann wiire die Annahme nicht statthaft, wenn d H =0
ist, also fiir Schraubenlinien. In diesem Falle aber degeneriert die
Gratlinie der rektifizierenden Fliche in einen unendlich fernen Punkt,
und alle folgenden Entwicklungen werden illusorisch. DaB die hier
festgesetate Fortschreitungsrichtung auf (M) im allgemeinen nicht
mit der im vorigen Kapitel festgesetzten iibereinstimmen wird, ist
ohne Nachteil fiir das folgende.

Der Kontingenzwinkel der rektifizierenden Gratlinie ist gleich dem
Differential des Winkels, welchen die rektifizierende Gerade mit der
Tangente bildet.

Hierzu kommt noch zufolge der Nr. 1:

Der Schmiegungswinkel doy der rektifizierenden Gratlinie ist dem
absoluten Betrage nach gleich dem Winkel der ganzen Kriimmung
der Kurve, nimlich |do,| = dk. Fiir den Winkel der ganzen Kriim-
mung der rektifizierenden Gratlinie hat man daher dkg =dk*+4+ dH?

Das Vorzeichen des Schmiegungswinkels soll erst spiter (Nr. 9)
festgestellt werden.

7. Abstand der rektifizierenden Gratlinie von der
Kurve. Setzt man M'D = I, und fillt von M  auf M” D’ das

Lot M’ u, so wird M'y = LdH =M M" sin(H+dH) 4
oder also wegen M'M"”=ds auch LdH = ds sin H D
und folglich: 2o vl aH
R § e S z
L kann dabei unter denselben Voraussetzungen wie dH i
als positiv angesehen werden. M i
Die eben hergeleitete Formel liiit eine einfache Deu- g o

tung zu. Beschreibt man in der rektifizierenden Ebene
um M M"”D einen Kreis, so ist er in der Grenze ein Kreis, welcher
die Tangente in M berithrt und den Winkel dH als Peripherie-
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winkel faBt. Sein Mittelpunkt liegt in der Binormalen und sein

Durchmesser P folgt aus Pd H = ds, nimlich P= EdI; Hiermit wird

T Piin v :-P.

Es ist daher I die Projektion von P auf die rektifizierende
Gerade.

Errichtet man in M’ auf M'D ein Lot M'Q (Fig. 29), das den
genannten Kreis in ¢ schneidet, so wird M@ oder in der Grenze
M = Pcos H. Dieser Punkt ¢ des Kreises
hat eine besondere Bedeutung. Die Ebene der
ganzen Krimmung in M steht senkrecht auf
der rektifizierenden Geraden M D, die Ehene
der ganzen Kriimmung in M’ senkrecht auf
M”D’. Beide Ebenen schneiden die rektifi-
zierende Ebene von M in den Geraden M (),

MM M"Q und einander in einer auf der rektifi-
T zierenden Ebene in ¢ senkrecht stehenden
Geraden. Die Ebene der ganzen Kriimmung erzeugt eine
abwickelbare Fliche, deren Erzeugende durch die Punkte @
gehen und den Hauptnormalen der Kurve im Abstande

— P cos H = —:—P parallel laufen.

8. Bogenelement der rektifizierenden Gratlinie. Aus
Fig. 28 ergibt sich das Bogenelement der Gratlinie in folgender
Weise. Es ist

,D_D’=—'|.M”D’—‘]|I”_Dl =I.M”.D’_"(MD—{J--M”)[-

Also, da:
uD=MD=L, M'"D'=L+dL

und aus dem Dreieck M"uM’
puM” = M M" cosH = dx cos H:
ds;=+ (d L+ ds cos H).
Das positive oder negative Vorzeichen gilt, je nachdem die Richtung

DD’ mit der Richtung von I zusammenfillt oder ihr entgegen-
gesetzt ist.

Finen anderen Ausdruck fiir dies Bogenelement erhilt man durch
folgende Betrachtung. Vom Punkte D fillen wir auf die Tangente
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VII. Kap. Die rektifizierende Fliche. 8. 9. 1

in M das Lot DQ — p = L sin H; ebenso von D’ auf die Tangente
in M’ das Lot D'Q = p + dp; ein drittes Lot D¢’ von D auf die
Tangente in M wird gleich D@ = p wegen
der Kongruenz der Dreiecke DM’ @Q und DM '¢/,
welche beide bei M’ den Winkel H enthalten.
Zieht man nun noch DV parallel mit ¢'¢,
so erhiilt man im rechtwinkligen Dreieck DVD':

DD’'sin(H+ dH) = DY
und folglich, wegen
D'V=DQ —Dq'=D'Q —DQ=dp
und p = L sin H Fig. 30.

G dp d (L sin H)
W=t g~ % smH

9. Sphérisches Bild und Kriimmungen der Gratlinie.
Die Tangente DD’ der Gratlinie (D) fillt mit der entsprechenden
rektifizierenden Geraden M D zusammen; sind die Richtungen DD’
und M D dieselben, so fallen auch ihre sphirischen Bilder zusammen,
sind die Richtungen entgegengesetzt, so liegt das Bild d der Tan-
gente dem Bilde » der rektifizierenden Geraden diametral gegeniiber.
Immer aber ist, da d H > 0 vorausgesetzt wurde, das Binormalen-
bild von (D) die Gegenkurve des Hauptnormalenbildes von (M),
withrend das Hauptnormalenbild von (D) auf dem Kreise (r»") um
3w von d entfernt liegt.

Die Drehung, die das Bild ¢rb der rektifizierenden Ebene des
Punktes M in das Bild der Nachbarlage iiberfiihrt, ist (vgl. Fig. 31a,b)

a. Fig 31.
do > 0.

um den Punkt » herum immer negativ, also um seinen Gegenpunkt
positiv. Nun gibt aber dieser Drehungssinn der Schmiegungsebene
der rektifizierenden Gratlinie das Vorzeichen des Torsionswinkels d o, au.
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2 VII. Kap. Die rektifizierende Fliche. 9. 10.

Ist also () das Tangentenbild der Kurve (D), d. h. (vgl. vorige
Nummer) ist d L + dscos H> 0 oder auch dp > 0, so ist der
Torsionswinkel negativ, demnach do; = — dk. Ist dagegen
dL + dcos H<O,
also auch dp < 0, so wird doy = + dk. In allen Fillen aber ist
der Torsionsradius durch die Formel
_ =1 ap

"s=Smm ak
gegeben, wiihrend die frither entwickelten Ausdriicke fiir ds,, dr,,
dky fiir den Kriimmungsradius

oy L |92

ST sin H |dH
und fiir den Radius der ganzen Kriimmung

! ldp |
sin H /ar® + d A*

T

ergeben.
10. Ubungen. Da H, p, L alles GroBen sind, die nur von

dem Verhiltnis % abhiingen, so entspricht einer Raumkurve aus der

Kurvenklasse

-

E f(s)
eine Gratlinie der rektifizierenden Fliche, fiir die

dsy= p(s)ds

und

0= y(s)ds
ist, oder eine ganz bestimmte Relation

03 = F(s;)

zwischen Krimmungsradius und Bogenlinge.
Biegt man cine ebene Kurve

03 = I'(34)
unter Beibehaltung ihrer Kriitmmung zu einer Raumkwrve, so bilden
die geoddtischen Linien auf den abwickelbaren Tangentenflichen aller
so entstehenden Kurven eine natiirliche Kurvenklasse, die durch eine
Gleichung der Form

. =10

gekennzeichnet ist.)

1) Pirondini, J. f. Math. 109, 238—260.
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VII. Kap. Die rektifizierende Fliche. 10. 13
Die Grenzfille, die geodiitischen Linien auf Zylinderflichen
” — konst.
e

und die geoditischen Linien auf Kegelfliichen

r l

sind schon an fritheren Stellen als Beispiele herangezogen worden.
Die dabei direkt gefundenen Ergebnisse lassen sich jetzt als unmit-
telbare Folgerungen der allgemeinen Theorie ablesen.

Ist f(s) allgemein gegeben, so bietet die Aufstellung der Be-
ziehung gy = F'(s;) keine geometrisch bemerkenswerten Ergebnisse.
Die einfache Rechnung, die aus unseren Gleichungen die Schluf-
formeln leicht angeben liBt, sei indessen der Vollstindigkeit halber

durchgefiihrt.
Aus

=16

folgt
dH 4
tgHr——f(S), c—“3§=—f(s)ds.
Ferner ist (Nr. 7)
L

e

also
’ L L X B
Ly et 4 B ey f(si o V1t

oder endlich

f(s) 7
L f()V1+f2(s)

also

: r*(s)
p=Lsin H= )
Hieraus ergeben sich unmittelbar die nicht sehr einfachen Ausdriicke
fiir g4 und ds,.

Eine allgemeine Aufgabe #hnlicher Natur ist die folgende: die
Kurven zu finden, fiir welche zwischen dem Krimmungs-
und Schmiegungshalbmesser g,  eine gegebene Relation
f(o, 7) =0 besteht. Da ¢ und r jedenfalls als Funktionen des
Bogens der Kurve gedacht werden konnen, so kann, weil zwischen
ihnen nur eine Bedingung besteht, eine von ihnen willkiirlich an-
genommen werden, z. B. » = ¢(s); die andere o = v (s) ergibt sich
alsdann aus dieser Relation. Man hat alsdann

(s
(s

S

|

o
&
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4 VIII. Kap. Windschiefe Regelfliichen. 1.

und mithin

P
L

Es kann 7 als Funktion von s nach der oben entwickelten
Methode bestimmt werden. Diese und #hnliche Aufgaben sind ana-
lytisch mehrfach behandelt worden.?)

VIII. Kapitel

Windschiefe Regelflichen.

Bisher war die Untersuchung grundsitzlich auf die urspriingliche
Raumkurve und die mit ihr verkniipften abwickelbaren Flichen
beschrinkt. Um auch die zu einer Kurve gehorigen windschiefen
Flichen genauer kennen zu lernen, sind noch die wichtigsten Eigen-
schaften der nicht abwickelbaren geradlinigen Flichen (Regelflichen)
vorweg zusammenzustellen. Wir werden die Geraden auch hier, wie
es ja in der Theorie der Raumkurven geschehen ist, als gerichtet
voraussetzen konnen.

1. Mittelpunkt; Striktionslinie. Eine geradlinige Fliche
entsteht durch die stetige Bewegung einer Geraden im Raume. Zwei
benachbarte Erzeugende g, ¢ (s. Fig. 32)
sind im allgemeinen windschief und werden,
wenn sie nicht parallel sind, von einem und
nur einem Strahl, dem Striktionsstrahl s,
gleichzeitig senkrecht geschnitten. Die Ge-
samtheit der Striktionsstrahlen bildet das
Fig. 32. Striktionsband; dieses besteht aus einer

einzigen Geraden s, wenn g, ¢,... alle die-

selbe Gerade s senkrecht schneiden, also dem Normalennetz von s
angehdren. In jedem anderen Falle ist das Striktionsband wieder
eine Linienfliche.

Der FuBpunkt % des Striktionsstrahls s von g heiBt der Mit-
telpunkt von g. Der Strahl s schneidet die Nachbarerzeugende g

1) Molins, De la détermination, sous forme intégrale, des équations
des courbes dont le rayon de courbure et le rayon de torsion sont liés
par une relation donnée quelconque. Journ. de Math. (2) 19, 425—451;
Darboux, Théorie des surfaces Bd. 1; Lie, Bestimmung aller Raumkurven,
deren Kriimmungsradius, Torsionsradius und Bogenlinge durch eine be-
liebige Relation verkniipft sind. Christiania Videnskab-Selskabets For-
handl. 1882, Nr. 10. Salkowski, Sitzungsber. d. Berlin. Math. Ges. 4, 64
bis 69, 1905. :
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VIII. Kap. Windschiefe Regelfliichen. 1. 2. 5

in einem Punkte ¢. Der Striktionsstrahl s', der ¢’ und g” senkrecht
schneidet, besitze auf diesen Geraden die FuBpunkte E’ und ¢, usw.
Die Striktionsstrahlen schneiden also die Erzeugenden in den Punk-
ten B, E’, E”,... einer Kurve (E) [oder eigentlich in den Punk-
ten zweier unendlich benachbarter Kurven (E) und (e)], die als
Striktionslinie bezeichnet wird.

Die Fliche der Striktionsstrahlen ist abwickelbar, wenn alle
Striktionsstrahlen parallel sind. Dies tritt ein, wenn alle Geraden
der gegebenen Fliche (g) einer festen Ebene, der Richtebene, parallel
sind. In diesem Falle ist das Striktionsband ein Zylinder, der auf dieser
Ebene senkrecht steht. Die Striktionsstrahlenfliche ist aber auch dann
abwickelbar, wenn je zwei benachbarte Striktionsstrahlen s und s’
sich schneiden, d. h. wenn E’ und e zusammenfillt. In diesem Falle
sind die Strahlen s die Tangenten der Striktionslinie, und alle Er-
zeugende der Fliche (g) schneiden sie senkrecht. Da jetzt die Ge-
rade ¢° auf EE’, aber auch auf dem benachbarten Striktionsstrahl
E'E" senkrecht steht, also auf zwei benachbarten Tangenten, so ist
sie die Binormale der Kurve (Z). Umgekehrt werden die Binor-
malen einer beliehigen Raumkurve (M) von den Tangenten der
Kurve senkrecht geschnitten, d. h. diese sind die Striktionsstrahlen
der Binormalenfliche.

Die Binormalenflichen der Rawmkurven sind die einzigen Linien-
flichen, fiir die das Striktionsband eine nicht zylindrische abwickelbare
Fldche bildet wnd zugleich die einzigen, bei denen die nicht gerad-
linige Striktionslinie die Erzeugenden senkrecht schneidet.

DaB TFlichen, deren Erzeugende eine feste Gerade senkrecht
schneiden, diese Grade als Striktionslinie besitzen, war schon vorher
betont. Wir werden solche Flichen als Konoide bezeichnen.

Da s auf g und ¢/, s” auf ¢ und g” senkrecht steht, so steht
auch umgekehrt ¢’ auf s und s" senkrecht, d. h. wenn die Fliche (s)
der Striktionsstrahlen iiberhaupt existiert und ein Striktionsband be-
sitzt, also nicht in eine Gerade oder einen Zylinder ausartet, so ist
sein Striktionsband die urspriingliche Fliche.

Ist das Striktionsband einer Regelfldche wicht zylindrisch oder in
eine Gerade ausgeartet, so ist ihr Striktionsband die wrspriingliche
Fldche.

2. Sphéirisches Bild. Konstruiert man zu den (orientierten)
erzeugenden Geraden g einer Regelfliche (¢) die parallelen und gleich-
gerichteten Geraden durch den Mittelpunkt O der Einheitskugel, so
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76 VIII. Kap. Windschiefe Regelfliichen. 2. 3.

schneiden diese Parallelen die Kugel in den Punkten einer Kurve (y),
die man als sphirisches Bild der Regelfliche bezeichnen kann. Der
Winkel da zweier benachbarter Erzeugender g, ¢’ ist gleich dem
Winkel y0y" der entsprechenden Parallelen oder gleich dem Bogen-
element yy’ der Bildkurve y. Dieser Winkel
sei stets absolut genommen. Der Striktions-
strahl s der Geraden g, g' steht auf beiden
senkrecht; sein Bild ist also von p und '
um jm entfernt, ist also der eine Pol des
groBten Kreises, der durch py’ bestimmt ist.
Zur Erzielung der Eindeutigkeit sei er so
orientiert, daB sein Bild ¢ auf der linken Seite
der Richtung yy" gelegen ist (d. h. sieht man
die Geraden in der Richtung des orientierten Striktionsstrahls, so geht g
in g durch eine positive Drehung iiber. Diese Orientierung entspricht
der Orientierung der Binormalen einer Raumkurve nach Festsetzung
des Fortschreitungssinnes auf der Kurve).

Fiir die Regelflichen mit Richtebene reduziert sich das Bild (y)
auf einen groBten Kreis und das Bild der Striktionsstrahlen auf seinen
Pol; fiir Regelflichen, deren Erzeugende mit einer festen Ebene einen
konstanten Winkel bilden, wird das Bild ein kleiner Kugelkreis, und
das Bild des Striktionsbandes ebenfalls ein kleiner Kreis, d. h. auch
das Striktionsband besteht aus Geraden, die mit derselben festen
Ebene einen konstanten Winkel bilden.

Fig. 33.

3. Vertellungsparameter. Man bezeichne mit dp den un-
endlich kleinen Abstand Ee der Erzeugenden g, ¢/, mit da wie vor-
her den unendlich kleinen Winkel, unter dem sie sich kreuzen. Dabei
ist de nach den Festsetzungen der vorigen Nummer absolut zu
nehmen, dagegen dp positiv oder negativ, je nachdem die Rich-
tung Fe mit der positiven Richtung des Striktionsstrahls iiberein-
stimmt oder nicht.

Die Tangentenebene in einem Punkte A einer Fliche®) ist durch
zwei von P ausgehende Richtungen bestimmt. Fiir eine geradlinige
Fliche geht die Tangentenebene eines Punktes jedenfalls immer durch
die Erzeugende der Fliche, die den Punkt enthdlt. Die Tangen-
tenebenen einer windschiefen Fliche in den verschiedenen

1) Es werden nur solche Flichen betrachtet, die in jedem (reguliiren)
Punkte eine Tangentialebene besitzen.
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Punkten A einer Erzeugenden g bilden daher immer einen
Ebenenbiischel, dessen Achse g ist.

Die Beriihrungsebene im Mittelpunkte E heiBt die Mittelebene
der Erzeugenden, sie ist durch die Gerade g und den Striktionsstrahl s
bestimmt. Die Beriihrungsebene des Punktes A im Abstande KA =
vom Mittelpunkte bilde mit
der Mittelebene den Winkel &
(d. h. man hat die Mittel-
ebene um den Strahl g in
positiver Richtung um & zu

' /////
-‘\\\\\\\\\\\\\\\\\Q.\\h\\\“.\.‘.‘..l.!.!!!t!!’!’!lll;l /,,%7/////////////

Beriithrungsebene von A4 zur Fig. 84.

Deckung kommt, — ;= < &

< lm). Man ziehe durch E die Parallele g, zu ¢ und errichte in 4
auf ¢ die senkrechte Ebene. Diese schneidet ¢’ in A" und g, in A4,.
Dann ist A’Ay= Ee=dp als Lote zwischen Parallelen, und aus
dém bei A, rechtwinkligen Dreieck A’AyA folgt:

drehen, damit sie mit der

’ A
tgAA’ Ay~ A’?fo

und, da A'A,=|zd«| wird und der Winkel AA’'A,= &, baw.
7w — &, so erhilt man immer, auch im Vorzeichen genau:

wo =i,
also, wenn man dp :da =k setzt, tg® = x:k. Die Konstante %
heiBt der Parameter der Erzeugenden g (Verteilungsparameter
der Tangentenebenen lings g).

Dreht sich eine bewegliche Ebene um g als Achse, so ist sie in
jeder Lage Tangentenebene in einem Punkte, dessen Abstand vom
Mittelpunkte x = k tg o ist.

Fir & = 0 ist sie die Mittelebene, fiir & = jn wird z = 0o,
d. h. die Tangentenebene im unendlich fernen Punkte von g
steht senkrecht auf der Mittelebene. Sie heit die Asym-
ptotenebene von g.

Bei einem vollen Umschwung der Ebene liuft A von E iiber
die ganze Gerade g und kehrt, durch das Unendliche hindurch-
gehend, nach ihrem Zentralpunkt F zuriick. Diesseits und jenseits
des Zentralpunktes in gleichem Abstande des Beriihrungspunktes 4
von diesem haben die Tangentenebenen entgegengesetzt gleiche Nei-
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78 VIIL. Kap. Windschiefe Regelflichen. 3. 4.

gung gegen die Zentralebene. Zu jedem Abstande KA = z gibt es
jenseits E einen entgegengesetzten — a’= — K A4,, so daB die Tan-
gentenebenen beider Punkte A und A, senkrecht zueinander sind.
Denn es geniigen z und 2’ den Gleichungen
z="ktg®, 2=rktgd’
und daher wird
—zr'=F fir 8 — 98 =41m

Die Punktpaare A, A, bilden zwei Punktreihen auf g, bei denen
entsprechende Punkte auf entgegengesetzten Seiten des Mittelpunktes
liegen und fiir die das Produkt %® ihrer Abstinde von diesem kon-
stant ist. Bewegt sich der eine von ihnen auf g in einem be-
stimmten Sinne, so folgt ihm der andere in demselben Sinne. Die
beiden Punktreihen sind gleichliegende involutorische Reihen. Thre
ideellen Doppelpunkte liegen vom Mittelpunkte in dem Abstande F.

Hieraus ergibt sich beiliufig eine neue geometrische Deutung
des Schmiegungsradius einer Raumkurve (M). Ihre Binormalen silgd
die Erzeugenden einer Linienfliche, deren Striktionslinie die Kurve
selbst ist und fiir die ihr Bogenelement M M = ds den kiirzesten
Abstand benachbarter Geraden darstellt (S. 75). Zweli solche be-
nachbarte Binormalen bilden aber miteinander den Schmiegungs-
winkel d¢ der Schmiegungsebenen, auf denen sie senkrecht stehen.

Daher ist der Parameter %k der windschiefen Fliche der Binormalen

dp ds
=d—6—d6=r, d h..
Der Schmiegungshalbmesser r einer Raumkuwrve ist der Parameter

der Fliche der Binormalen.
4. Bogenelement einer Flichenkurve. Ist (Fig. 34) 44,

das Bogenelement dS einer Kurve, die die Erzeugende g unter dem
Winkel ¢ schneidet, so folgt aus dem bei A" rechtwinkligen Dreieck

A4, 4 AA’ = dSsini,
und da in dem bei A, rechtwinkligen Dreieck 4.4,4":

|dp|=|A44 cos®|
ist, so ergibt sich

Y R B

i eomm ey
8inz cos & |

Ferner wird ctgi=fz’,j—, oder, wenn man den Abstand eF’
zweier benachbarter Striktionsstrahlen mit dq bezeichnet,

dm-}—dg’
dp

ctgi= cos .
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5. Orthogonaltrajektorien. Es seien PP, Q@' die Linien-
elemente zweier Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden g,/ ...
einer Regelfliche. Dann ist, da Q@ _L PQ ist,
@@’ das Bogenelement eines Kreises vom Mittel-
punkte P, also P Q' = P@Q.

Ebenso ist P’'Q das Bogenelement eines
Kreises, dessen Mittelpunkt @ ist, also @'P=
P’'Q’; aus beiden Gleichungen folgt:

POI=VEQ Fig. 35.)

d. h.

Zwei Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden einer Linienfliche
schneiden auf allen Erzeugenden dieselbe Strecke ab.

Dies folgt auch aus den Formeln der vorigen Nummer. Fiir
zwei Orthogonaltrajektorien (z,), (z;) wird ctgi = 0, also

dz; + dq = dxy + dq = 0;
d. h. 2, — @y = konst.

6. Windung einer geradlinigen Flache. Die Mittelebene
einer Geraden g war die Beriihrungsebene im Mittelpunkte F; die
abwickelbare Hiillfliche der Mittelebenen beriihrt also die windschiefe
Fliche lings der Striktionslinie, und ihre Erzeugenden gehen durch
die Punkte E,..., d. h. die Striktionslinie liegt selbst auf dieser
Fliche, die als Mittelfliche der windschiefen Fliche bezeichnet sei.
Das sphiirische Bild der Mittelebene von g ist der groBte Kreis yd,
von g’ der Kreis yp’c’, also ist das Bild der Erzeugenden der
Mittelfliche der Schnittpunkt » beider Kreise, und umgekehrt sind
die Bilder der Geraden g und ihrer Striktionsstrahlen zwei sphiri-
sche Evolventen der Kurve (r) (Fig. 33). Die Geraden g und ihre
Striktionsstrahlen verhalten sich also zu (r) wie die Bilder der
Tangenten und Binormalen einer Raumkurve zu dem Bild der rek-
tifizierenden Geraden. s

Ist die Fliche (y) eine Fliche mit Richtebene, d. h. liegen alle
ihre Geraden parallel zu einer Ebene, so reduziert sich (r) auf
einen Punkt, d. h. die Mittelfliche ist ein Zylinder. Die Strik-
tionslinie einer Fliche mit Richtebene liegt auf dem Zy-
linder, dessen Normalschnitt der scheinbare UmriB der
Fliche bei Orthogonalprojektion auf die Richtebene ist.

Ganz #hnlich wie bei den Raumkurven wird man von der Tor-
sion einer windschiefen Regelfliche reden. Eine Raumkurve hatte
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positive Torsion, wenn das Tangenten- und Binormalenbild dieselbe
Fortschreitungsrichtung besa8, negative Torsion im entgegengesetzten
Falle. Eine windschiefe Regelfliiche heiBe positiv gewunden,
wenn die Bilder der Erzeugenden und der Striktions-
strahlen denselben Fortschreitungssinn zeigen, negativ ge-
wunden, wenn diese Kurven entgegengesetzten Fortschrei-
tungssinn zeigen.

Nach dieser Definition haben die Flichen mit Richtebene die
Windung Null. Die Windung einer Fliiche hat iiberbaupt immer
dasselbe Vorzeichen wie die Drehung, die die Asymptotenebene von g
in die Asymptotenebene von ¢’ iiberfithrt. Der Windungswinkel df
der Fliche ist bis auf das Vorzeichen gleich dem Winkel 66" be-
nachbarter Striktionsstrahlen.

Ubung. Alle Regelfliichen, die eine bestimmte abwickelbare
Asymptotenfliiche (d. h. Hiillfliche der Asymptotenebenen) besitzen,
werden erhalten, indem man in jeder Tangentenebene der Fliche
nach einem bestimmten Gesetze eine gerade Linie aufsucht, die der
zugehorigen Tangente parallel ist.

7. Asymptotenlinien. Unter den Kurven auf einer Fliiche
gibt es gewisse ausgezeichnete Klassen, die fiir Regelfliichen niiher
untersucht werden sollen; dazu gehdren die Asymptotenlinien und
die geoditischen Linien.')

Eine Kurve einer Fliche heit Asymptotenlinie, wenn sie mit
der Tangentialebene der Fliche eine Beriihrung von mindestens
zweiter Ordnung besitzt. Demnach ist jede Gerade, die einer Fliche
angehort, eine Asymptotenlinie. Fiir jede nicht gerade Asymptoten-
linie muB die Schmiegungsebene allenthalben mit der ent-
sprechenden Tangentenebene der Fliche zusammenfallen,
oder anders ausgedriickt:

Eine krumme Linie auf einer Fldiche ist Asymptotenlinie, wenn
die Flichennormale mit ihrer Binormale zusammenfallt.

Die Asymptotenlinien einer Fliche brauchen nicht immer reell
zu sein; daB es aber auf den windschiefen Flichen auBler den Er-
zeugenden stets noch reelle Asymptotenlinien gibt, kann auf fol-
gende Weise leicht dargetan werden. Durch drei aufeinanderfolgende
Erzeugende der Fliche g, g, ¢” ist ein einfaches Hyperboloid be-

1) Wir lassen in dieser und den beiden folgenden Nummern aus-
nahmsweise die Beschriinkung auf Regelflichen fallen, da die Definitionen
fiir beliebige Flichen ungeiindert giiltig bleiben.
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stimmt; die drei Erzeugenden gehiren der einen Schar von Geraden
desselben an, die andere Schar wird von simtlichen Geraden ge-
bildet, welche diese drei schneiden. Durch jeden Punkt M der Ge-
raden g gehen daher zwei Gerade dieses Hyperboloids, nimlich g
selbst als Gerade der einen Schar und die Gerade %, welche aufler g
noch ¢° und g¢” schneidet. Diese beiden Geraden haben mit der
Fliche drei aufeinanderfolgende Punkte gemein, denn g fillt ganz
in die Fliche und % trifft die Fliche in den drei Punkten, die sie mit
dem Hyperboloid gemein hat. Diese Punkte seien M, M’, u”. Kon-
struiert man in M’ wiederum das Hyperboloid, dem die Erzeugendeu
g’y g" und eine weitere Erzeugende g’ angehiren, so gibt es durch
M’ eine Gerade, welche ¢, g”, 9" in M’', M", u”" schneidet; ebenso
in M" eine, welche die Fliche in M ", M, u!V trifft usw. Die Punkte
M, M, M"”, M. .. bilden eine Kurve, deren Tangenten die Fliche
dreipunktig beriihren, oder anders ausgedriickt: die Ebene durch
zwel benachbarte Tangenten bertihrt die Fliche; die Kurve ist also
eine asymptotische Linie. Durch jeden Punkt M der Erzeu-
genden g geht eine krumme Asymptotenlinie, da die Kon-
struktion, die ihre aufeinanderfolgenden Punkte ergab, im all-
gemeinen eindeutig ist. Die Tangenten dieser verschiedenen asymp-
totischen Linien schneiden ¢ im allgemeinen unter verschiedenen
Winkeln.

8. CGeoditische Linien. Als geodiitische Linien einer
Fliche bezeichnet man auBer ihren Geraden die Kurven, fiir die
Flichennormale mit der Hauptnormale zusammenfillt. Sie
sind im allgemeinen die kiirzesten Linien der Fliche (S.64). Auf
jeder Fliche gehen durch einen Punkt oco! Geoditische.

Fiir die eben definierten Kurven gilt nun der Satz:

Ist eine Kurve auf einer Fliche Asymptotenlinie oder geoddtische
Linie, so ist sie dasselbe auch fiir alle Flichen, die die erste lings
der Kurve beriilren.

Dies folgt, ebenso wie der schon frither bewiesene analoge Satz
fir Kriimmungslinien, unmittelbar aus der Tatsache, daB die betr.
Flichen die Tangentenebenen, also auch die Normalen in den Be-
rithrungspunkten gemeinsam haben.

9. Das sphérische Bild der Asymptotenlinien und
Kriimmungslinien. Unter dem sphirischen Bild eines Flichen-
punktes versteht man nach GauB den Punkt auf der Einheitskugel,

dessen Radius zu der (orientierten) Normalen der Fliche parallel
Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. 6
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32 VIII. Kap. Windschiefe Regelfliichen. 9. 10.

und gleichgerichtet ist. Das Bild einer Flichenkurve ist demnach
mit dem Bild der Regelfliche identisch, die von den Flichennormalen
in den Punkten dieser Kurve gebildet wird.

Fiir die Asymptotenlinien fallen die Binormalen mit den Nor-
malen der Fliche zusammen, d. h. das sphirische Bild einer Asym-
ptotenlinie ist das Binormalenbild der Kurve. Da nun das Bogen-
element des Binormalenbildes in dem Bild der Normalebene liegt,
steht es auf der entsprechenden Tangente der Kurve senkrecht, d. h.

FEine Asymptotenkurve einer Fliche und ihr sphdirisches Bild haben
in entsprechenden Pumkten orthogonale Tangenten.

Fiir eine Kriimmungslinie () ist die Normalenfliche abwickel-
bar und die Kurve selbst eine Filarevolvente der Gratlinie (&) dieser
Normalenfliche. Das Bild von (M) ist also das Tangentenbild von
(@), das Tangentenbild von () fillt mit dem Hauptnormalenbild
von (@) zusammen. Da die Tangenten an das Tangentenbild einer
Kurve parallel zu den Radien nach dem Hauptnormalenbild sind, so
folgt:

Die Kritmmungslinien einer Fliche und ilre sphdrischen Bilder
haben in entsprechenden Pumkten parallele Tangenten.

Ist endlich (M) eine geoditische Linie, so stimmt ihr Bild als
Flichenkurve mit ihrem Hauptnormalenbild iiberein; die Tangente
im Punkte M und das sphirische Bild kreuzen sich aber unter dem
Winkel H — } m, den die rektifizierende Gerade mit der Binormalen
bildet.

10. Tangentenbild der Striktionslinie. Die Kurve, in
der die Mittelfliche die Regelfliiche beriihrt, ist die Striktionslinie E.
Das sphiirische Bild & der Tangenten der Striktionslinie liegt also
auf den Kreisen y¢, und der Winkel, unter dem die Striktionslinie
die Erzeugende schneidet, ist ¢ — pe. Ist nun ¢ konstant, so ist die
Kurve (¢) ebenso wie (y) eine sphiirische Evolvente von (7), also
ist (E) eine geoditische Linie auf der Mittelfliche (8. 65), und somit
auch auf der Fliche (g). Ist umgekehrt (E) eine geoditische Linie
auf () und damit auf seiner Mittelfliiche, so muB (») das Bild
ihrer rekfifizierenden Geraden sein, also r die sphiirische Evolute
von &. Dann aber ist i = ye konstant, da ja (r) auch fiir (y) die
Evolute ist.

Ist die Striktionslinie einer windschiefen Fliche geoddtisch, so
schneidet sie die Erzeugenden der Fldche unter konstantem Winkel.")

1) O. Bonnet, Journ. de 1'Ecole Polytechn. Cah. 82, S. 70. 1848.
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VIII. Kap. Windschiefe Regelfliichen. 10. 11. 83

Damit hat man folgende Erzeugungsweise dieser Fléclen ge-
wonnen: Man lege in der rektifizierenden Fliche einer Raumkurve
(M) gerade Linien, die die Tangenten von (M) in den entsprechen-
den Kurvenpunkten unter konstantem Winkel schneiden. Auf der da-
durch erzeugten Fliche ist die Kurve (M) eine geoditische Strik-
tionslinie.

Auf der Mittelfliche einer beliebigen Regelfliche kann man
immer geoditische Linien finden, deren Tangentenbild mit dem
Bilde (y) der Regelfliche zusammenfillt. Hieraus ergibt sich die
Konstruktion der allgemeinsten windschiefen Fliche, die
eine gegebene Kurve als Striktionslinie besitzt:

Man lege durch die Kurve eine beliebige abwickelbare Fliche,
konstruiere auf ihr eine geoditische Linie (G) und lege durch jeden
Punkt M der gegebenen Kurve die Parallele zu der Tangente an
die geoditische Linie in dem Punkte G, der mit M auf derselben
Erzeugenden der abwickelbaren Fliche liegt.

Oder: Man betrachte eine Ebene als die Tangentenfliche einer
Kurve C, und konstruiere in ihr eine zweite Kurve (M,). Durch
die Punkte der letzteren denke man sich parallele starre Geraden
gezogen, die mit den entsprechenden Tangenten von C, nur in den
Punkten von (M) fest verbunden sind. Verbiegt man nun die Tan-
gentenfliche von (C,) zu einer abwickelbaren Fliche, so gehen die
Parallelen in gerade Linien iiber, deren Fliche die Biegungskurve (M)
von (M,) als Striktionslinie besitzt.

Die abwickelbare Fliche durch (M) ist niimlich die Hiillfliiche
der Mittelebenen, und die Geraden haben beziiglich der Gratlinie
dieser Fliche Bilder, die als das Tangentenbild einer Geoditischen
der Fliche aufgefaBt werden kinnen.

'ﬁbung‘. Hat eine Regelfliiche, deren Geraden mit der Hori-
zontalebene konstante Winkel bilden, eine geoditische Striktions-
linie, so ist dies eine (allgemeine) Schraubenlinie (oder eine verti-
kale Gerade).

11. Tangentenbild einer Kurve auf einer wind-
schiefen Fldche. Es sei (4) eine Kurve auf der Regelfliche, (a)
das Bild ihrer Tangenten, dann ist der Winkel ¢, unter dem die
Kurve die Erzeugende schneidet, durch den Bogen ya gegeben. Dabei
ist 0 <i < m, wenn die Kurve so orientiert ist, da A A" (4 auf g,
A" auf ¢') die Richtung der Tangente bildet.

6#
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84 VIII. Kap. Windschiefe Regelflichen. 11.

Der griBte Kreis ya ist das Bild der Ebene durch g und A4’
d. h. das Bild der Tangentialebene im Punkte A. Die Hiillkurve
dieser Ebenen ist die abwickelbare Fliche,
die die gegebene windschiefe Fliche lings der
Kurve (A4) berithrt, und das Bild der Gratlinie
dieser Fliche ist die Kurve (p), die von den
groBten Kreisen ya, y'a’, y”"a”, ... umhiillt
wird.

Die Beriihrungsebene der Regelfliiche in A
bildet mit der Mittelebene einen Winkel &,
der gleich ays ist. Dann ist ayy' =i=m — &,
adyy'=tn— (8+d9), also a'yy =}n+ (8 4 do) + dp, da
der Winkel aufeinanderfolgender griBter Kreise yy" und y')” gleich
66 =dp ist

Fillt man jetzt von p" auf yp das Lot y 'y, so folgt aus dem
infinitesimalen Dreieck yy,9’

Fig. 33.

-

¥ yo=da cosd.
Anderseits ist
7'y, = sinpy dm,

wobei dw den Winkel ypy" bedeutet. Der Hauptkreis durch y und y,
hat einen Pol w, der auf ya von y, um § = entfernt ist, und der
Winkel y,0y  ist gleich yy,. Anderseits sind in y, und y" yy, und
7'i parallel, also wird der Winkel wy'y =m — y,py’ = jn + 9,
mithin der Winkel ay’' 0 = 1n + (8 +d®) + dp — (3= + 9), d. h.
ay'co =d® 4 df. ‘

Fillt man nun von p auf yo das Lot pp,, so wird aus dem
Dreieck opp,:

y PPy=—Sinwp - yy,= —sinwp - de cos &
und aus dem Dreieck pyp,
ppy=siny’p-(d9 + dp),

1

endlich, da op = yp — 3

7, so wird:
i . decosd
8PP =" 45+ dp
Diese auch im Vorzeichen vollkommen bestimmte Formel gilt
fiir alle Kurven einer Regelfliiche. Sie liBt sich spezialisieren, und zwar:

do

1. Fiir die Striktionskurve ist & = 0: tgyp = — a8’
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VIII. Kap. Windschiefe Regelflichen. 11. 12. 85

2. Ist (A) eine geoditische Linie, so ist die lings (A) um-
geschriebene abwickelbare Fliche die rektifizierende Fliche der Kurve
und daher (a) eine sphirische Evolvente von (p).

3. Ist (4) eine Asymptotenlinie, so sind die Tangentenebenen,
deren Bilder ya, ... sind, die Schmiegungsebenen der Kurve, d. h.
(a) fallt mit (p) zusammen.

4. Ist (A) eine Kriimmungslinie der Fliche (g), so ist (4)
eine Orthogonaltrajektorie der Erzeugenden der umgeschriebenen ab-
wickelbaren Fliche, also ap = + jm.

5. Ist (A) endlich der UmriB der Fliche bei Parallelprojektion
(Lichtgrenze), so sind die Tangentialebenen alle dieser Richtung
parallel, d. h. (p) reduziert sich auf einen Punkt, das Bild der Pro-
Jjektionsrichtung.

12. Der Winkel der geodidtischen Kriimmung. Die
Beriihrungsebene der Fliche im Punkte A enthilt von der Kurve (4)
das Bogenelement AA’, also auch je eine Normale auf A4’ und
A’ A”. Diese beiden Normalen bilden einen Winkel dv, den man
als den Winkel der geoditischen Kriimmung der Kurve (A) be-

zeichnet. Der Quotient % = y heiBt dann die geoditische Krim-

mung der Kurve.

Das Bild ¢ der Normalen zu 4 A’ in der Tangentialebene liegt
auf ya, von @ um } = entfernt. Das Bild I" der Normalen auf 4°4",
die in der Tangentialebene des Punktes A liegt, ist von ¢ um }=
entfernt. Wenn man von a’ auf al das Lot a'a, fillt, so ist ayb’
=3, also aay=1l', m. a. W. der Winkel aa, ist der Winkel der
geodiitischen Kriimmung. Dieser Winkel hat je nach der Richtung
von aa, positives oder negatives Vorzeichen.

Ist ya = p’a’, d. h. (4) eine Isogonaltrajektorie der Erzeugenden,
so ist yy,= aa, und da yy,= da sin®, so wird

dv = da sin .

Da dv von der GriBe von i unabhingig ist, gilt der Satz:
Alle Isogonaltrajektorien der Erzeugenden einer Regelfliche haben
in demselben Punlkte densclben Winkel der geodditischen Kriimmung.
Benutzt man den in Nr. 4 (S. 78) hergeleiteten Wert fiir das
Bogenelement einer Kurve auf der Fliche, so ergibt sich fiir die
geoditische Kriimmung der Isogonaltrajektorie:

__ dasin@cosd-sini sin & cos & sin ¢
i dp e k
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86 VIII. Kap. Windschiefe Regelflichen. 12. 13.

Konstruiert man also in der Tangentialebene um den Punkt A4

einen Kreis mit dem Radius E?—?kcﬂ, so erhiilt man die geoditi-

sche Kriimmung fiir eine Isogonaltrajektorie gleich dem Lote, das
den Endpunkt des in der Richtung der Kurventangente konstruierten
Radius auf die erzeugende Gerade projiziert.

Betrachtet man zwei Kurven p, und p,, die sich rechtwinklig
kreuzen, so wird 4, = }m 4 i, und

g g  sin*@ cos®*d
0 B i 0 o %2 )

dothis

Die Summe der geoditischen Kriiommungen je zweier sich in einem
festen Punkte senkrecht schneidenden Isogonaltrajektorien ist konstant.

13. Geodéatische Linien. Bezeichnet man mit ¢ den Winkel,
den die geodiitische Linie (4) mit der Erzeugenden bildet, so ist,
wenn (a) das Tangentenbild der Geoditischen bedeutet, i = ya; da
nun aa’ L yi steht, so ist y,a = y’a’, d. h.

di = — da sin §.

Fiir alle Geoddtischen durch einen Punkt hat also die Anderung
di des Neigungswinkels gegen die Erzeugende denselben Wert.

AuBerdem gilt die Formel (Nr. 4):

. dx+dg .
Ctg 1 = —d? cos O
Durch Multiplikation ergibt sich aus beiden Gleichungen
deasind cos & (dx + dq)
dp

ctgidi = —

oder:
k d (log sini) = — sin & cos & (dz + dq)

als Gleichung der geoditischen Linien der Fliche, in die noch
tg® =z : k eingesetzt werden kann. Die Gleichung enthilt, wie
vorauszusehen war, nur Gréfen, die bei der Biegung ungeiindert
bleiben.

Ubungen. 1. Fiir die Geoditischen auf den Binormalenflichen
der Kurven konstanter Torsion (dg = 0, k = konst.) wird die Glei-
chung sin i = C cos &.

2. In jedem Dreieck aus geodiitischen Linien auf der Binor-
malenfliche einer Kurve C von konstanter Torsion, dessen Grund-
linie die Kurve C ist, halbiert das Lot von der Spitze die Basis
und halbiert den Winkel an der Spitze.

3. Die geodiitischen Linien der Regelflichen zweiter Ordnung zu
bestimmen.
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14. Asymptotenlinien. Ist die Kurve (4) eine Asymptoten-
linie, so wird (@) die Hillkurve der griBten Kreise ya, d. h. p fillt
mit A zusammen. Es wird daher (S. 84)

; d o cos &
tgi =tgya =tgyp = — d:‘fl{—idfﬂ'
Andererseits gilt auch hier die Beziehung (8. 78):
. dxz+dg
otgi = —5,— cosd.

Hieraus folgt:
dp (9 + dp) = — da(dz + dg) cos® 9.

Oder:
k(d® + dp) = — (dz + dq) cos*d.
Aus tg & =z : k folgt
cos?9 k [kdz — xdk] + k*df = — k*(dz + dq) cos’®
oder:
cos’® - [2kdx — zdk — dq] = — kdf.

156. Kriimmungslinien. Die Gleichungen der Kriimmungs-
linien ergeben sich aus der Bedingung, daB ap — + ;= ist, also
ya —yp = + tm oder tgya = — ctgyp. Nun bedeutet ya = i die
Neigungswinkel der Kriimmungslinie gegen die Erzeugende, soda8
aus den Formeln fiir etgi (S. 78) und tgyp (S. 84) sich als Glei-
chung der Kriimmungslinien

de+dg _ de
dp ad4-dp

ergibt, in die noch der Wert von d& eingesetzt werden kann:
(dz + dq)[cos®® (kdz — zdk) + K*df] = K*dadp.

16. Ubungen. 1. Fiir ¥ = konst., df = dg = 0, also fiir die
Wendelfliiche, wird
dz? cos®d = kdedp.
Also:
kdedp
1= =

ctg?i = (?z% cos 1’?)2 = &

Die Kriimmungslinien der Wendelfliche schneiden die Erzeugenden
unter dem Winkel + L.

2. Man beweise, daB das Rotationshyperboloid die einzige gerad-
linige Fliche ist, deren eine Schar von Kriimmungslinien eben und
in parallelen Ebenen gelegen sind.

3. Die Kriimmungslinien der geradlinigen Flichen zweiter Ord-
nung zu bestimmen.
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88 VIII. Kap. Windschiefe Regelflichen. 16. 17.

4. Fiir windschiefe Flichen mit geoditischer Striktionslinie ist

de = dtsin(H + i); dtcosH= —do, dtsinH = dr,

also:
de = dr cosi — do sin .

Ferner ist ds sini = |dp|, damit wird die natiirliche Gleichung der
Striktionslinie einer solchen Fliche:

[ K) sing 1
bk O L o LAB0CR

0 r k
Spezialisierung fiir Flichen mit konstantem Parameter.

17. Verbiegung von windschiefen Flidchen. Man denke
sich die Fliche aus oo! windschiefen Streifen znsammengesetzt, die
von zwei benachbarten Erzeugenden begrenzt sind. Jeder dieser
Streifen sei als starr vorausgesetzt und eine Deformation der Fliche
nur soweit gestattet, daBl sich die Streifen um die begrenzenden Er-
zeugenden gegeneinander drehen konnen. Auf diese Weise realisiert
man eine Verbiegung der Fliche, bei der die Geraden geradlinig
bleiben, und nur derartige Biegungen sollen betrachtet werden.

Der Flichenstreifen, der von g und ¢ begrenzt wird, ist durch
den Winkel der Erzeugenden de und den kiirzesten Abstand Ee = dp
bestimmt. Diese GroBen bleiben daher bei jeder Verbiegung un-
geiindert. Da die Lage des Mittelpunkts eines Strahls ebenfalls nur
von dem Streifen abhiingig ist, den er bestimmt, muf} bei jeder Ver-
biegung der Mittelpunkt eines Strahls erhalten bleiben, d. h. bei
einer Biegung geht die Striktionslinie der Regelfliche in
die Striktionslinie der verbogenen Fliche iiber.

Nun ist die Lage der Striktionslinie durch den Abstand ¢E’ = dq
zweier Striktionsstrahlen bestimmt oder auch durch den Winkel ¢ £ E’,
den die Striktionslinie mit dem Striktionsstrahl bildet.

Zwei windschiefe Flichen sind aufeinander abwickelbar, wenn die
Striktionslinien einander entsprechen, die Erzeugenden mit den Strik-
tionslinien in entsprechenden Pumlten gleiche Winkel bilden wnd die
Parameter der I'lichen in entsprechenden Pumkten gleich sind.

Anmerkung. Sind die Parameter gleich, bilden aber die Strik-
tionslinien verschiedene Winkel gegen die Erzeugenden, so fallen bei der
oben ausgefiihrten Biegung im Nachbarstreifen die Mittelpunkte beider
Streifen nicht aufeinander. Erst wenn man nach der Biegung noch eine
Verschiebung lings der Erzeugenden vornimmt, kommen auch die Nach-

barstreifen zur Deckung. Zwei solche Regelflichen konnen also der-
art gegeneinander bewegt werden, dall sie in jedem Augenblick sich
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lings eines Flichenstreifens berithren, wobei beim Ubergang von
jedem Flichenstreifen zum n#chsten eine Drehung um die zugehorige
Erzeugende sich mit einem Gleiten lings derselben Geraden kom-
binieren lifBt. Man bezeichnet diese Bewegung als Abschroten.
Zwei Regelflichen kénnen aufeinander schroten, wenn sie
in entsprechenden Erzeugenden denselben Verteilungs-
parameter besitzen.

Bei einer Biegung einer Fliche bleibl eine geoddtische Linie immer

geodditisch, eine Asymptotenlinie dagegen verliert diese Eigenschaft.

Der Satz, der allgemein gilt, sei nur fiir den hier allein inter-
essierenden Fall der Biegung von Regelflichen in Regelfliichen behandelt.
Ist die Kurve (J) eine geoditische Linie, so ist die Berithrungsebene
im Punkte 3 die Ebene durch /M’ und die Erzeugende g’ des Punk-
tes (M), die Tangentialebene in M’ enthilt M M” und die Er-
zeugende g durch M”. Diese letztere Ebene ist aber der Ebene
durch M'M" und g unendlich benachbart, sodaB der Schnitt beider
Tangentialebenen, also die rektifizierende Gerade der Kurve, die durch
den Punkt M’ geht, eine Gerade ist, die mit g’ einen unendlich
kleinen Winkel bildet; eine Rotation um g’ fithrt den Punkt M"
in einen Punkt iiber, der von demjenigen Punkte, in den M’ bei
einer gleichartigen Rotation um 7" iibergefithrt wird, um infinitesi-
male Grofen 3. Ordnung entfernt ist. Bei der Drehung der rekti-
fizierenden Ebene um die rektifizierende Gerade geht die gedrehte
Ebene in die rektifizierende Ebene der Biegungskurve iiber. Die
rektifizierende Ebene der verbogenen Kurve und die Tangentialebene
der Biegungsfliche stimmen also in der Grenze miteinander iiberein.

Ist dagegen (IM) eine Asymptotenlinie, so bildet die Drehachse g’
der Beriihrungsebene in M’ mit der Drehachse MM’ der Schmie-
gungsebene der Kurve einen endlichen Winkel. Hieraus ergibt sich,
dafl die Schmiegungsebene der verbogenen Kurve nicht mehr mit
den Beriihrungsebenen zusammenfallen kann.

Ubungen. 1. Man beweise den eben behandelten Satz mit Hilfe
der sphiirischen Abbildung.

2. Jede Regelfliche mit geoditischer Striktionslinie 148t sich in
eine andere windschiefe Fliche verbiegen, deren Erzeugende eine
feste Gerade unter gleichen Winkeln schneiden.

18. Das Rotationshyperboloid. Wenn ecine Gerade um
eine zu ihr windschiefe Gerade als Achse rotiert, so entsteht eine
Regelfliiche, die gleichzeitig Rotationsfliche ist. Es sei OP = a der
kiirzeste Abstand:der beiden Geraden, ihr Winkel «. Der Abstand
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AQ eines beliebigen Punktes 4 der rotierenden Geraden von der
Achse sei », die Strecke OQ = z. Dann ist die zwischen # und 2
bestehende Gleichung die Gleichung der Meri-
diankurve. Man ziehe durch P zu O@ und durch
@ zu OP die Parallelen, die sich in Z treffen.
Dann ist QL =a und LA = 2z tga, und aus
dem rechtwinkligen Dreieck QL A folgt:

2= a®+ 2tg’«,

d. h. der Meridian ist eine Hyperbel, deren reelle
Achse 2a ist und deren Nebenachse 2a ctg «
mit der Drehachse zusammenf#llt.

Das sphirische Bild der Fliche ist ein kleiner Kugelkreis. Aus
der Symmetrie der Fliche kann man schlieBen, daB der von dem
Punkte P beschriebene Parallelkreis die Striktionslinie ist'), und da
zwei benachbarte Flichenstreifen kongruent sind (die Fldche ist ja
in sich selbst verschiebbar), ist der Parameter konstant. Da die
Striktionslinie von den Erzeugenden unter dem konstanten Winkel
37— o geschnitten wird, so ist sie eine geoditische Linie der Fliche.
Umgekehrt ist jede geradlinige Fliche von konstantem Pa-
rameter und mit geoditischer (aber nicht orthogonaler)

Striktionslinie auf ein Drehhyperboloid abwickelbar.

ﬁ'bung. Alle geradlinigen Flichen, die auf das Rotationshyper-
boloid abwickelbar sind, besitzen eine geodiitische Striktionslinie,

deren eine mnatiirliche Gleichung f: T+ 1; =1 lautet.?) (Benutze
Nr. 15, Ubung 4!)

IX. Kapitel.
Die Fliche der Hanptnormalen.

1. Die Kurve als Asymptotenlinie ihrer Haupt-
normalenfliche. Die Fliche der Hauptnormalen einer Kurve (31)
doppelter Kriimmung ist nach S. 7 windschief. Die Kurve selbst ist
der Durchschnitt dieser Fliche mit der rektifizierenden Fliiche sowohl
als auch mit der Fliche der Binormalen. Sie schneidet die geraden

1) Aufgabe: Man beweise diesen Sachverhalt durch geometrische
Schliisse!

2) Laguerre, Bull. des Soc. math. et astronom. 2, 279 (1871). Im-
plizite schon bei Beltrami, Annali di Mat. Bd. 7, S. 105. 1865.
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Erzeugenden der Fliche rechtwinklig, und ihre Schmiegungsebenen
sind die Tangentenebenen der Fliche in den Durchschunittspunkten
mit diesen; denn sie gehen durch die Tangente (M) der Kurve und die
erzeugende Gerade. Die Binormalen sind Normalen der Fliche in
den Punkten der Kurve, da sie zu diesen Tangentenebenen senkrecht
sind. Hieraus folgt sofort der Satz:

Jede Raumkurve bildet auf der windschiefen F'ldche threr Haupt-
normalen eine Asymptotenlinie, deren Tangenten die erzeugenden Ge-
raden dieser Fldche rechtwinklig schneiden.

Umgekehrt:

Schneidet eine Asymptotenlinie einer windschiefen Fliche alle Er-
zeugenden unter rechten Winkeln, so ist die Fliche die Hauptnormalen-
fliche der Kurve.

Denn die Tangentenebene der Fliche ist Schmiegungsebene der
Asymptotenlinie; da die Erzeugende der Fliche eine Normale der
Kurve ist und in ihrer Schmiegungsebene liegt, so ist sie Haupt-
normale.

Die Fliche der Hauptnormalen einer eigentlichen Kurve kann
niemals eine Fliche 2. Ordnung, d. h. ein einschaliges Hyperboloid
oder ein hyperbolisches Paraboloid sein. Denn fiir eine Erzeugende
einer solchen Fliche ist die asymptotische Linie irgend eines ihrer
Punkte die Gerade dieses Punktes, welche der Schar angehort, in
welche die Erzeugende nicht gehort; sie schneidet néimlich je drei
aufeinanderfolgende Erzeugungslinien. Sie ist aber keine Kurve im
eigentlichen Sinne.

2. Die Kurve der Kriimmungsmittelpunkte. Aufler der
urspriinglichen liegen auf der Fliche der Hauptnormalen noch zwei
besonders ausgezeichnete Kurven: die Kurve der Kriimmungsmittel-
punkte und die Striktionslinie dieser Fliche. Die Kurve der Kriim-
mungsmittelpunkte ist der Durchschnitt der Hauptnormalenfliche mit
der Fliche der Kriimmungsachsen. Das Bogenelement CC’ und
also die Tangente im Punkte C dieser Kurve fiillt in die Normal-
ebene der Kurve (M), daher kreuzen sich die Tangenten
beider Kurven rechtwinklig. Die Normalebene der Kurve C
steht senkrecht auf der Normalebene von (M), ist also
parallel der Tangente von (M). Nun ist nach S.52 die Tangente
von (C) zugleich Tangente an den iiber dem Radius MK der
Schmiegungskugel als Durchmesser konstruierten Kreis, daher geht
die Normalebene von (C) durch die Mitte des Radius der
Schmiegungskugel von (M). Das Bogenelement CC' = ds’
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der Kurve (C) ergab sich aus den fritheren Betrachtungen (8. 56)
als der Bogen eines Kreises mit dem Durchmesser R, der zum
Peripheriewinkel |d6| gehort. Das Bogenelement der Kriim-
mungsmittelpunktskurve ist (bis auf das Vorzeichen) gleich
dem Produkte des Radius der Schmiegungskugel und des
Schmiegungswinkels, d. h. es ist

I TP R
K

Die Tangente der Kurve (C') bildet mit der Kriimmungsachse
(d. h. der Richtung K C) einen Winkel, der mit dem Winkel u des
Schmiegungskugelradius und der Hauptnormalen in sehr enger Be-
ziehung steht. Man denke sich auch hier wie im VI. Kapitel die
Kurve (M) so orientiert, daB dg > 0 ist; dann ist der Winkel
zwischen der orientierten Kriimmungsachse K C' und der Tangente C'C”
immer gleich (m—u). (Vgl. Fig. 20a und 20b, S. 53).

Ist w =;, so ist die Tangente CC’
mit dem Radius der Schmiegungskugel

parallel, ist w Z;, so schneidet sie MK

in einem Punkte U (Fig. 37) auf der einen
oder andern Seite der Hauptnormalen und
bildet mit dieser ein Dreieck M'C'U, in
welchem im einen Falle zwei Winkel
gleich w und }m + w, im andern Falle
gleich # —pu und fm — w sind, daher ist der Winkel M'UC =
(£ 37 — 2u).

Mit der Hauptnormalen und der Schmiegungsebene
bildet die Tangente an (C) den Winkel — (u + 4 =), da sie
mit ihm und der Kriimmungsachse, mit der sie den Winkel w bildet,
in derselben Ebene, der Normalebene, liegt.

Ubung. Fir welche Kurven ist w = konst.? Man bestimme die
Schraubenlinien dieser Kurvenklasse.

Fig. 37.

3. Das sphérische Bild der Kriimmungsmittelpunkt-
kurve. Da das Bogenelement CC’ der Kurve (C) der Normalebene
von (M) angehort, so liegt das sphirische Bild ¢ ihrer Tangente auf
dem gréften Kreise /ib, und zwar ist der Bogen b¢ gleich w — u, wenn
(M) positive Torsion besitzt, gleich 2 — u, wenn die Torsion von
(M) negativ ist. (Auch hier ist, wie in diesem Kapitel durchweg,
do > 0 vorausgesetzt.) Der Punkt ¢ liegt also zwischen b und 7,
wenn d¢ < 0, zwischen 7 und dem Gegenpunkt von b, wenn do¢ > 0.
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Aus dem bei b rechtwinkligen sphirischen Dreieck brc¢ (Fig. 38
und 39), in dem

br=H—4m, be=mn—pyu bw. 27x—yu
ist, ergibt sich der Winkel § = rc zwischen der Kriimmungsmittel-
punktkurve und der rektifizierenden Geraden von (M ):

; T
cos§=:Fcos,usmH==:F%-~g—,

d. h.
____r
cos§—+7{—-

Der Kosinus der Neigung der Tangente an die Kurve der Kriim-
mungsmittelpunkte gegen die rektifizierende Gerade wird durch das
Verhiltnis des Radius der ganzen Kribmmung zum Radius der
Schmiegungskugel angegeben. Das Verhdltnis ist mit positivem oder
negativem Vorzeichen zu wdhlen, je nachdem die Kurve negative oder
positive Torsion hat.

Fig. 38. Fig. 39.

Fiir den speziellen Fall w = 0, in welchem die Kurve (K) der
Schmiegungskugelmittelpunkte mit der Kurve der Kriimmungsmittel-
punkte zusammenfillt, wird der Kriimmungshalbmesser ¢ konstant
(vgl. 8. 54), der Halbmesser der Schmiegungskugel ihm gleich und
die Krimmungsachse Tangente an (C). In diesem Falle werden die
Winkel & und H komplementir. Man sieht dies auch unmittelbar,
wenn man bedenkt, daB die Kriimmungsachse der Binormalen
parallel ist.

Aus dem sphiirischen Bilde ergibt sich auch der Kontingenz-
winkel der Kurve (C). Es seien ¢ und ¢’ die Bilder benachbarter
Tangenten; dann ist be=m—yu [baw. 2w —p], b'c’=n— (u+dp)
[bzw. 27 — (u 4 dw)]. Das Lot cc, von ¢ auf b’c¢’ ist der Bogen
eines Kreises vom Radius sin bc, der zu dem Winkel ¢'bc = dr
gehort, also ist cc; = 4 dr sinu. Ferner ist

et =V —bcg="b'c’—bec="bc— (be— bb) = — du + do.
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94 IX. Kap. Die Fliche der Hauptnormalen. 3.

Damit hat man fiir den Kontingenzwinkel d7'= c¢¢’ der Kriim-
mungsmittelpunktkurve den Wert

dv'®= (do — dp)* + sin? udr®.

Fiir die Kurven konstanter Kriimmung ist u = 0, mithin d7’'=|d¢]|,
wie auch einleuchtet, wenn man bedenkt, daf der Kontingenzwinkel
der Kurve (K), welche in diesem Falle mit der Kurve (C) zu-
sammenfillt, gleich dem Schmiegungswinkel der Kurve (M) ist.

Aus dem Dreieck cc'cy, in dem cc’ das Bild der Schmiegungs-
ebene von (C) und ¢'c, das Bild der Normalebene von (M) ist, er-
gibt sich der Winkel 1 = ¢c’b dieser beiden Ebenen. (Genauer:
A ist der Winkel, durch den man die Schmiegungsebene von (C)
um die Tangente C'C’ in positivem Sinne drehen muB, damit sie
mit der Normalebene von (M) zusammenfillt.)

__drsinp

T TR

. o ith
sml=:Fsmyd—:,, cosd =+ —a

tg

Das Vorzeichen von sini und cos A stimmt mit dem von — do
iiberein.

Die Neigung ¢ der Tangente von (M) gegen die Schmiegungs-
ebene von (C) ‘ist das Komplement des Winkels, den die Normal-
ebene von (M) mit der Schmiegungsebene von (C) bildet, also ist
@ = |+m —4|. Dagegen ist die Neigung 1 der Tangente von (C)
gegen die Schmiegungsebene von (M) gleich |47 — u|. Aus der
Gleichung fiir sin 4 folgt sodann:

co8 @ dr

i Belag o
CO8 1 dat’’

d. h.

Die Kurve (M) und die Kurve (C) ihrer Kriimmungsmittelpunkte
sind zwei Kurven der Art, dap die Kosinus der Neigung der Tan-
gente jeder von ihmen gegen die Schmiegungsebene der anderen in dem-
selben Verhdiltnis stehen, wie ihre Kontingenzwinkel.

Der griBte Kreis durch c¢’ ist das sphirische Bild der Schmie-
gungsebene von (('); er schneidet das Bild ¢/ der Schmiegungsebene
von (M) in d. Dann sei der spitze Winkel ¢d% = » als Winkel
der Schmiegungsebenen beider Kurven bezeichnet. Aus dem bei %
rechtwinkligen Dreieck folgt dann

: - g . AT
€OS @ = Sin A sin u = sin kg

also:
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Der Kosinus der Neigung der Schmiegungsebene beider Kurven
(M) und (C) ist das Produkt der Kosinus der Neigungen der Tan-
gente je einer von ihnen gegen die Schmicgungsebene der amdern.t)

Endlich findet man noch den Winkel
der Schmiegungsebene von (C') mit der
rektifizierenden Ebene von (M), wenn
man den GroBkreis ¢d in e mit dem
Bilde tb der rektifizierenden Ebene schnei-
det. In dem bei b rechtwinkligen Drei-
eck bce ist be und der Winkel bce =1
(bzw. m—1) bekannt, wihrend bec der
gesuchte Winkel » wird. Daraus folgt

Fig. 40.

cosv = |sin cos u|.

Auch der Schmiegungswinkel d¢’ der Kurve (C') liBt sich
aus ihrem sphiirischen Bild ablesen. Er ist gleich dem Winkel be-
nachbarter Schmiegungsebenen, also gleich dem Winkel der Kreise c¢’
und c¢’c¢”, es ist somit, auch dem Vorzeichen nach genau:

de’=dc'b —d'c'd.

Nun ist deb =1, d'¢’b =1 + di. Legt man nun durch cc, den
groBten Kreis, so ist sein Pol p auf ¢yb, um } =z von ¢, entfernt,
gelegen. Der Bogen pb ist daher gleich 3 n — u. Fillt man von
p auf ¢b das Lot pp,, so wird, da der kael Pobp = dr ist:

PPy = sin (An — w)dr = cos udz
oder
ppy=sin (3w — p)dr = — cos pdr,

je machéem dg 2 0 ist.
Andererseits wird p,p gleich dem Winkel p,cp, da ja der Bogen cp
gleich §m ist.
Nun ist bis auf Unendlichkleines héherer Ordnung der Winkel
dc'b=dcp =dcb + bep = A + pp,.
Hieraus folgt
de’ = + (dz cos p — d1).

1) Molins, Sur quelques nouvelles propriétés du lieu des centres de
courbure des courbes gauches. (Mém. de I’Académie des sciences de Tou-
louse, (8). 10, p. 400—409, 1888.)
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Dabei ist dA durch die vorher gefundenen Ausdriicke fiir 1 bestimmt:
sin pdr )
¢ (d c—dy
snpdey;
i N (dos —dp

Es gelten iiberall die oberen oder die unteren Vorzeichen, je
nachdem d¢ Z 0 ist.

4. Kriimmungen der Kriimmungsmittelpunktkurve.
Mit Hilfe der Werte fiir ds’, d7/, d¢’ konnen die Fragen iiber die
Kriimmung der Kurve (C) erledigt werden. Insbesondere ist der
Kriimmungshalbmesser

v e By Rds
T 37 T Yido—dp Fem'pdr

Um diesen Ausdruck zu interpretieren, formen wir ihn um und
schreiben: (L)g_ (do‘—dy 2+ <Sinydj 3
bR ds’ ) ds’ )

Die Kurve (C) geht durch Abwicklung der Fliche der Kriim-
mungsachsen in eine ebene Kurve iiber von demselben Bogenelement d s,
wie die Kurve (C), aber mit einem Kontingenzwinkel gleich do —du.
Ist daher g," deren Kriimmungshalbmesser, so stellt

1 _de—dp
00/ kvt ds;

al =

die Kriimmung der abgewickelten Kurve (C) dar. Legt man ferner
durch die Tangente der Kurve (C) den Normalschnitt der Fliche
der Krimmungsachsen, so hat auch dieser das Bogenelement ds’,
aber sein Kontingenzwinkel wird gleich sin udr. Ist also ¢ sein
Kriimmungshalbmesser, so ist

1 sin pdz

0" ds’
seine Kriimmung. Daher lautet die gedachte Interpretation so:
Das Quadrat der Kriommung der Kuwrve (C) der Kriimmungs-
mittelpunkte ist die Quadratsumme der Kriimmungen der mit der
Polarfliiche abgewickelten Kurve (C) und der Kriimmung des Normal-
schnitts der Polarfliche, welcher dwrch die Tangente der Kurve (C)
gefiihrt werden kann.')

1) Der Satz ist iibrigens durchaus nicht charakteristisch fiir die Be-
ziehung der Kriimmungsmittelpunktskurve zur Polarfliche, er ist nichts
anderes als die Spezialisierung des Meunierschen Satzes der Flichen-
theorie auf den vorliegenden Fall. Da Probleme, die wesentlich flichen-
theoretisches Interesse haben, hier grundsiitzlich ausgeschlossen sind, mag
dieser Hinweis geniigen.
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In dem Falle, daB die Kurve konstanten Kriimmungshalbmesser
besitzt, also fir w =0 wird ¢'= R =yp; d. h. die Kurve (M)
konstanter Kriimmung und die Kurve ihrer Kriimmungs-
mittelpunkte haben gleiche Kriimmmungsradien; sie besitzen
iiberhaupt sehr interessante Beziehungen, die wir im folgenden Ka-
pitel entwickeln wollen.

5. Umkehrung des Problems. Zu jeder Kurve (M) gehirt
eine bestimmte Fliche der Hauptnormalen und auf ihr eine bestimmte
Kurve (C) der Kriimmungsmittelpunkte, welche der Durchschnitt der
Fliche der Kriimmungsachsen mit dieser Fliche ist. Umgekehrt
ist jede Kurve (C) der Ort der Kriimmungsmittelpunkte
fiir unendlich viele Kurven (I1).

Um zu einer Kurve (C) irgend eine dieser Kurven (M) zu
finden?), lege man durch zwei benachbarte Punkte CC” eine beliebige
Ebene ¢ und konstruiere in ihr die Geraden MC | CK; MC | C'K.
Dreht man jetzt ¢ um C'K in die Lage ¢, die die Punkte C'C"K
enthilt, so ist M in die Lage M  iibergefithrt. Das Lot auf M'C”
in C” schneide C'K in K'. Nun drehe man die Ebene ¢ in der-
selben Weise wie vorher & um M~ und K" zu erhalten. So bestimmt
sich aus der Anfangslage ¢ der Ebene und der Punkte M und K
eindeutig der weitere Verlauf der Konstruktion.

Man iiberzeugt sich leicht, da (M) die gegebene Kurve C als
Kriimmungsmittelpunktskurve besitzt. Die Folge der Geraden M K,
M'K’,... bildet eine abwickelbare Fliche, deren Tangentenebenen
& ¢&,... die Kurve (M) senkrecht schneiden. Die Fliche ist dem-
nach die Polarfliche von (M) und die Lote auf die Erzeugenden
von den Punkten M sind die zugehdrigen Hauptnormalen der Kurve (I1).
Hieraus folgt unmittelbar, daB (C) als Schnittlinie der Polarfliche
und der Hauptnormalenfliche die Kurve der Kriimmungsmittelpunkte
von (M) ist.

6. Mittelpunkte der Hauptnormalen. Die Striktions-
strahlen der Hauptnormalenfliiche stehen auf je zwei benachbarten
Hauptnormalen senkrecht. Nun kreuzt auch die rektifizierende Ge-
rade zwei aufeinanderfolgende Hauptnormalen senkrecht, steht also
senkrecht zur Ebene der ganzen Kriimmung, daher ist der Strik-
tionsstrahl zweier Hauptnormalen parallel der rektifizie-
renden Geraden und senkrecht zur Ebene der ganzen
Kriimmung.

1) P. Serret, Journ. de Math. (1) 18.
Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. 7
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Es sei K der Mittelpunkt der Hauptnormalen in M, Ee der
Striktionsstrahl und M'D die rektifizierende Gerade. Denkt man
sich durch ME die Ebene
ganzer Kriimmung parallel
zu M'E’ gefiihrt, welche
die rektifizierende Gerade in
N rechtwinklig schneidet, so
wird EN parallel M'E’ und
der Winkel MEN = dk,
d. h. gleich dem Winkel der
ganzen Kriimmung. Man er-
h#lt daher fiir den kiirzesten Abstand Ee der beiden Hauptnormalen,
den wir dp nennen wollen: Ee = M'N = MM’ cos H, d. h.

t’

-,

Fig. 41.

dp=dscosH=%ds=r-d6=r79dr=

und fiir die Entfernung £ M =u des Punktes F der Striktionslinie von
der Kurve (M) aus der Gleichung MN = ds sin H= EMdk (die
Ebene DN E steht niimlich senkrecht auf der rektifizierenden Ebene,
daher ist SC MNE = §m)

ds dsdr £

ok sinH=—dk,—=rsinH=gsin’H.=—e—r, t?=up,
d.hy

Der Radius der ganzen Kriimmung ist das geometrische Mittel
zwischen dem Kriimmungsradius und dem Abstand der Striktionslinie
auf der Fliche der Hauptnormalen von der wrspriinglichen Kurve.

Die Schmiegungsebene der Kurve (M) im Punkte M hat mit der
Fliche die Hauptnormale M C und das Bogenelement M M  gemein-
sam; sie ist also in M Tangentialebene der Hauptnormalenfliche.
Die Normalebene in M enthilt ebenfalls die Hauptnormale in M
und auBerdem den Punkt C’ der benachbarten Hauptnormalen M'C";
sie berithrt also die Fliche im Punkte C, da in ihr auBer der Er-
zeugenden auch das Bogenelement CC’ der Kurve (C) gelegen ist.
Nun weil man, daB8 der Mittelpunkt & eines Strahls immer zwischen
den Berithrungspunkten M und C senkrechter Tangentialebenen liegt,
und zwar so, daB ME . EC = — K*® ist, wenn K den Parameter
Fliche darstellt (8. 77). Hieraus ergibt sich zuniichst der Satz:

Die Mittelpunkte E der Hauptnormalen liegen zwischen den
Punkten der Kurve (M) und den Kriimmungsmittelpunkten C. Die
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Striktionslinie liegt daher auf der Hauptnormalenfliche immer in dem
Bereich zwischen den Kurven (M) und (C).

Weitter kann man aus dem Werte des Parameters K =dp:dk =
ds cos H : dk = v cos H und den Stiicken M E=wu und EC=— CE
= o — w auf neuem Wege den Wert von w finden; es wird

1 cos’ H = ME - CE = u(o—u),

woraus

ME =u=g¢sin’H
und

CE=¢—u=¢ — gsin’H=p cos’ H,

mithin

ME L)

se W H~ Pl
folgt, d. h.:

Das Verhdltnis der Entfernungen der Pumkte Fiirzesten Abstandes
von den Punkten der Kurven (M) und (C) ist gleich dem Verhilinis
des Quadrats des Schmiegungsradius zum Quadrate des Kitimmungs-
radius.

Wir fanden (S. 98)

dp = rdc = 2dr = = dk .
r i

Hieraus folgt:

&I&.
<l

ke
—~T

&
s

r2
= —
r

&.l&
> »

)

: o : 2 A o % o 4 .
Diese Linien, sowie die Linge u = £y lassen sich simtlich in

dem Kap. III, 8. 28 konstruierten Dreieck darstellen.
Ist néimlich (Fig. 42) AB=¢, BC=r, so wird BD=tr= gz

de’
2 2 d
Ap="e_ % pp_¥_, wmapr-E-%

Das Teilverhiiltnis ME : EC, das oben aus der allgemeinen
Theorie der Regelfliichen gewonnen wurde, kann c
auch direkt aus der Figur bestimmt werden. D

Legt man durch den Striktionsstrahl Ee eine K
Ebene senkrecht zur ersten Hauptnormale, so £ \A7
steht sie senkrecht auf der Schmiegungsebene und B
schneidet sie in einer Geraden E V, welche par- 4 Fi‘; 42F

allel der Tangente in M liuft. Eine Parallele 2"V

zur ersten Hauptnormalen M C' wird von ihr in einem Punkte V' und

die Projektion M’C der zweiten Hauptnormalen auf die erste

Schmiegungsebene in einem Punkte @ getroffen, so daB e senk-

recht zur Schmiegungsebene ist. Da die Ebene VM’e die Richtung
7‘
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der Ebene der ganzen Kriimmung hat, so steht Ke senkrecht auf
ihr und das Dreieck EeV ist also bei ¢ rechtwinklig, und Winkel
eE@Q = H. Nun hat man

M \ | 4 eQ=Me-deo=DMQ-do
5 e = ME-d¢ = udo,
M W QV=MQ- dr = udr,
- E\ & C mithin
. gr ds ¢
Fig. 43. *e’Q‘ — dﬁr = F 2
Ferner ist

eQ*=EQ-QV und eQ=DM'Q-doc= ME-ds
EQ=EC-dr, QV=ME . dx,
mithin e
ME?* - de®= EC - ME - d+®
oder
M - de\b T it

® EC (%) ot
wie wir oben fanden.

7. Bogenelement der Striktionslinie. Das Bogenelement
EE’'=ds der Striktionslinie folgt aus dem Dreieck EeE’, in wel-
chem Ee=dp und eE'=ME —Me= ME — ME = du,
némlich

ds?= dp® + du?,
oder weil
dp = ds |cos H| = trdo
und

9 %
e ‘-H___
= g sin -

d5% = (ds cos H)? + (de sin? H) = r2de® + (d f;)’-

Hat die Kurve insbesondere gleichzeitig konstanten Kriimmungs-
und Schmiegungsradius, ist sie also eine Helix auf einem Kreis-
zylinder, so ist du = 0, mithin ds = dp = vdo, und es fillt dann
das Element der Kurve E in die Linie kiirzesten Abstandes. Da in
diesem Falle die rektifizierende Fliche der Zylinder ist, so fallen alle
Linien kiirzesten Abstandes zusammen und die Kurve (E) ist eine
Gerade, und zwar findet das letztere ausschlieBlich in diesem Falle

statt. Allgemein ist du = 0, wenn % konstant ist. Daher schnei-

det die Striktionslinie der Fliche der Hauptnormalen blo8
dann die Hauptnormalen rechtwinklig, wenn das Quadrat
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des Radius der ganzen Kriimmung proportional dem Kriim-
mungshalbmesser ist.

Eine Regelfliche hat nur dann orthogonale Striktion, d. h. die
Striktionsstrahlen sind die Tangenten der Striktionslinie, wenn sie

die Binormalenfliche einer Raumkurve ist (S. 75). Die eben charak-

terisierten Kurven -
v =ko

sind daher diejenigen, deren Hauptnormalen gleichzeitig Bi-
normalen einer zweiten Kurve sind.

8. Sphéarisches Bild der Striktionslinie. Die Striktions-
strahlen einer Regelfliche sind immer so zu orientieren, da sich
das Bild der Erzeugenden zum Bilde der Striktionsstrahlen wie das
Tangentenhild —einer Raumkurve zu ihrem Binormalenbild verhiilt.
Die Strikt?onssmahlen sind demgemiB ebenso zu orientieren wie die
rektifizier u en Geraden.

Das I(L ‘der Striktionsstrahlen der Hauptnormalenfliche einer
Raumkurié gs} also identisch mit dem Bilde der rektifizierenden Ge-
raden. :S

Die ﬂnge'nten der Striktionslinie (E) konnen stets so orientiert
werden, a8~ ihr Winkel mit der Hauptnormalen kleiner als m ist.
(Dreht mam: die Hauptnormale in dem Sinne, daf sie nach der
Drehunguurn 57 mit dem Striktionsstrahl zu-
sammeﬂlﬁ,ﬁo ist dadurch der positive Drehungs-
sinn nf"dqx: Mittelebene der Fliche definiert.
Die Oﬂ@tmrung der Tangenten EE’ braucht
nicht mit der Fortschreitungsrichtung EE’ zu-
sammenzufallen.)

Man bezeichne mit ¢ das sphirische Bild
der Tangenten von (E), mit n, &, @, 5 der

Fig. 44.

Reihe nach ihre Winkel mit der Hauptnormale, der rektifizierenden
Geraden, Tangente und Binormale von (M). Dann ist 5 = ke,
& =re, ¢ =te und y = be. Dann ist zuniichst

n— &= —;77:,

ferner folgt aus dem bei r rechtwinkligen Dreieck ¢re, in dem
tr = H, te = ¢ ist:

cos ¢ = cos H cos & = cos H sin (— )
und aus dem rechtwinkligen Dreieck bre:

cos y = — sin H cos & = sin H sin .
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Alle auftretenden GroBen sind jetzt durch H und % ausgedriickt,
und aus dem Dreieck FeE’ folgt:

Loy Ee dp ds cos H
EN=¢E = du™ dosin*H)
9. Die Mittelfliche der Hauptnormalenfliche. Die
Mittelebene einer Erzeugenden einer abwickelbaren Fliche ist die

Beriihrungsebene im Mittelpunkte; sie ist durch die Erzeugende und
den Striktionsstrahl bestimmt. Fiir die Hauptnormalenfliche ist aber
die Mittelebene die Ebene durch die Hauptnormale und die rekti-
fizierende Gerade, d. h. also die Ebene durch die Tangente und Bi-
normale der Gratlinie (D) der rektifizierenden Fliche von (). Die
Mittelebene der Hauptnormalenfliche ist also die rektifizierende Ebene
der Kurve (D), und ihre Hiillfliche, die Mittelfliche, ist daher die
rektifizierende Fliche der Gratlinie der rektifizierenden Fliche von ().
Es sei diese Fliche kurz als zweite rektifizierende Fliche der
Kurve (M) bezeichnet, dann kann der eben dargestellte Sachverhalt
auch so ausgedrﬁckt werden:

Die Striktionslinie der Hauptnormalenfliche einer Rawmlkurve (M)
liegt auf der zweiten rektifizierenden Fliche derselben Kurve.

Ubung. Fiir welche Raumkurven hat die Hauptnormalenfliche

eine geoditische Striktionslinie? Ihre natiirliche Gleichung ist durch
2

die Bedingung Z—z = konst. gegeben, d. h. d% = %ds; die Strik-

tionslinie hat mit der rektifizierenden Gratlinie der gesuchten Raum-
kurve dieselbe rektifizierende Fliche.

10. Die Asymptotenfliche der Hauptnormalenfliche.
Die Asymptotenebene war die Ebene, die durch eine Erzeugende
parallel zur Nachbarerzeugenden gelegt wurde. Die Asymptotenebene
der Hauptnormalenfliiche ist demnach die Ebene der ganzen Kriim-
mung. Die Asymptotenfliche der Hauptnormalenfliche ist
also die Hiillfliche der Ebenen der ganzen Kriimmung.

Die Asymptotenfliche einer Schraubenlinie degeneriert, da hier
die Ebenen der ganzen Kriimmung alle untereinander parallel sind.

'ﬂ'bungen. 1. Man untersuche die Asymptotenflichen der Haupt-
normalenflichen von geoditischen Linien auf Kegeln.

2. Fir welche Raumkurven umhiillen die Ebenen der ganzen
Kriimmung einen Kegel?
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X. Kapitel

Die Fliche der Binormalen.

1. Biegung der Binormalenflichen. Es war schon friiher
(S. 75) gezeigt, daB jede nicht ebene Raumkurve auf der Fliche
ihrer Binormalen Striktionslinie ist und daB die Tangenten der
Kurve die Striktionsstrahlen der Binormalenfliche sind.

Jede Binormalenfliiche einer wichi ebenen Kurve ist eine Linien-
fliiche orthogonaler Striktion und wmgekehrt jede F'liche mit orthogonaler
Striktion die Binormalenfliche ihrer Striktionslinie, wofern diese nicht
gerade 1st.

Da nun bei einer Biegung einer Linienfliche der Winkel der
Striktionslinie mit der FErzeugenden ungeiindert bleibt, geht jede
Fliche orthogonaler Striktion wieder in eine Flidche orthogonaler
Striktion iiber, d. h. eine Binormalenfliche muf immer wieder in
eine Binormalenfliche verbogen werden, falls nicht die Striktions-
linie in eine Gerade und das ganze Striktionsband in diese Gerade
ausartet. DaB man jede Binormalenfliche in eine solche Fliche ver-
biegen kann, ergibt sich aus der Anschauung unmittelbar. Hilt man
niimlich den Flichenstreifen fest, der durch zwei Erzeugende g, g’
begrenzt ist, so bewegt sich bei jeder Biegung der Striktionsstrahl
E'E” des Nachbarstreifens ¢'¢g” in einer Ebene, die auf g’ senkrecht
steht, also auch den Striktionsstrahl K E’ des ersten Streifens ent-
hilt. Man kann daher den Streifen g'¢” so weit drehen, daB E E”
in die Verlingerung von K E’ fillt. Setzt man das Verfahren fort,
so wird die vorgelegte Binormalenfliiche in eine Linienfliche gebogen,
deren Erzeugende ein und dieselbe Gerade senkrecht schneiden, eine
Fliche die als gerades Konoid bezeichnet wird.

DaB umgekehrt jedes gerade Konoid, dessen Geraden starr vor-
ausgesetzt werden, in Binormalenflichen und nur in solche verbogen
werden kann, ergibt sich aus der Umkehrbarkeit der eben beschrie-
benen Konstruktion.

Bei der Biegung bleibt, wie S. 88 gezeigt wurde, der Verteilungs-
parameter der Fliche ungeiéindert. Ist eine Kurve, deren natiirliche
Gleichung die Form Wt oig
hat, vorgelegt, so ist ihr Parameter fiir einen durch einen bestimmten
Wert von s festgelegten Punkt der Striktionslinie gleich ». Bei der
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104 X. Kap. Die Fliche der Binormalen. 1. 2.

Biegung #ndert sich nun weder die Bogenlinge s noch der Para-
meter r; die Biegungsfliche ist daher entweder ein Konoid oder die
Binormalenfliche einer Raumkurve, deren eine natiirliche Gleichung
dieselbe Form hat wie die urspriingliche Kurve. FaBt man die Er-
gebnisse zusammen, so erhilt man den Satz:

Jede Linienfliiche, in die die Binormalenfliche einer Raumkurve
gebogen werden kann, ist wieder eine Binormalenﬂdche oder ein ge-
rades Konoid. Fiir die Striktionslinien aller dieser Flichen (wofern
sie micht geradlinig sind) besteht zwischen Bogenlinge und Torsion
dieselbe Beziehung.

Dieser Satz gibt die Losung der Aufgabe:

Alle Kurven zu konstruieren, deren natiirliche Gleichung
r=9(s)
ist.

Man gehe von einer beliebigen Kurve dieser Klasse aus (die
eventuell punktweise gefunden werden muB), konstruiere ihre Binor-
malenfliche und biege diese zu einer anderen Regelfliche, deren
Striktionslinie nicht geradlinig ist. Vgl. die Bestimmung der Kurven-

klassen ¢ = £(s), — = F(s) (S. 18, 72).

g

2. Binormalenflichen der Kurven konstanter Torsion.
Zu jeder Klasse » =@ (s) von Binormalenflichen gehirt ein eindeutig
bestimmtes Konoid. Ist z. B. » konstant, so wird der Winkel be-

nachbarter Erzeugender do = %—g proportional mit ds. Denkt man

sich daher die Binormalenfliche einer solchen Kurve kon-
stanter Torsion aus Streifen konstanter Héhe ds zusammengesetzt,
so sind alle diese Flichenstreifen kongruent, da ja die Winkel wie
die Abstiinde der begrenzenden Erzeugenden fiir alle dieselben sind.
Biegt man nun die Fliche so, da sich ihre Striktionslinie in eine
Gerade verwandelt, so kann man einen Streifen der Fliche mit seinem
benachbarten dadurch zur Deckung bringen, daB man ihn einer Schie-
bung lings der Striktionsgeraden um ds und einer Drehung um diese
Striktionsgerade durch d¢ unterwirft, d. h. einer eindeutig bestimmten
Schraubung. Dieser ProzeB fiihrt jede Lage einer Erzeugenden in
ihre Nachbarlage iiber, und da er fortgesetzt werden kann, erhilt
man als Biegungsfliche diejenige Regelfliiche, die entsteht, wenn eine
Gerade eine Schraubung um eine sie senkrecht schneidende Achse
ausfiihrt. Diese Fliche heift Wendelfliche (gerade geschlossene
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Schraubenregelfliiche). Nach ihrer Entstehung hat sie die Eigenschaft,
sich bei einer bestimmten Schraubung in sich selbst zu verschieben.

Die Binormalenfliche einer Kurve konstanter Torsion ist auf eine
Wendelfldche abwickelbar.

3. Asymptotenfliche und Mittelfliche der Binormalen-
flichen. In den Mittelpunkten M der Binormalen sind die Ebenen
Beriihrungsebenen der Fliche, die die Tangenten M M enthalten, d. h.
die rektifizierenden Ebenen:

Die rektifizierende Fliche der Kurve ist die abwickelbare Fliche,
die der Binormalenfliche lings der Kurve umgeschrieben werden kann.

Dies ergibt sich iibrigens auch aus der Tatsache, daB die Kurve
auf ihrer Binormalenfliche geoditisch ist; es war gezeigt, daB eine
geodiitische Linie auf einer Fliche auch auf allen Flichen geoditisch
ist, die die erste lings der Kurve beriihren (S. 81); die Tangenten-
ebene der Binormalenfliche fillt daher in jedem Kurvenpunkte mit
der rektifizierenden Ebene der Kurve zusammen.

Die Tangentialebenen in den Mittelpunkten der Erzeugenden einer
windschiefen Fliche waren als Mittelebenen bezeichnet; ihre Hiillfliche
als Mittelfliche; der eben bewiesene Satz kann also auch folgender-
maflen ausgedriickt werden:

Die Mittelfliche einer Binormalenfliche ist die rektifizierende Fldche
der Kurve,

Auf der Tangentenebene im Mittelpunkte eines Strahls steht die
Asymptotenebene, d.i. die Tangentenebene im unendlich fernen Punkt
der Erzeugenden senkrecht. Diese Asymptotenebene ist demnach die
Normalebene der Kurve; deren Hiillfliche ist demnach Asymptoten-
fliche der Binormalenfliche, d. h.:

Die Polarfliche ist Asymplotenfliche der Binormalenfléche.

XI. Kapitel.

Besondere Raumkurven.

Schon in der Darstellung der allgemeinen Theorie waren zur
Erlduterung und als Anwendungen gelegentlich besondere Kurven und
Kurvenklassen betrachtet worden. Aber erst, wenn man diese ge-
legentlichen Anwendungen weiter verfolgt und sich mit der Theorie
besonderer Kurven beschftigt, erdffnet sich die ganze Tragweite und
Brauchbarkeit der geometrischen Methoden. Sie lassen sich zumeist
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106 XI. Kap. Besondere Raumkurven.

dem Problem weitaus schmiegsamer anpassen als die analytischen
Methoden, und die Losung wird daher vielfach direkter und natur-
gemifer gewonnen als durch Rechnung. Um dies zu zeigen, ist der
Untersuchung spezieller Kurven ein breiterer Raum zu widmen.

I. Die Kurven konstanter Kriimmung.

1. Die Kurve und ihre Polarkurve. Fiir jede Kurve dop-
pelter Kriimmung (1) ist die Schmiegungsebene, Normalebene und
rektifizierende Ebene eines Punktes M parallel der Normalebene,
Schmiegungsebene und rektifizierenden Ebene der Kurve (K) der
Schmiegungskugelmittelpunkte in dem entsprechenden Punkte K.
Insbesondere fallen die Normalebene von M und die Schmiegungs-
ebene von K zusammen. Daher sind auch die Tangente, Hauptnor-
male, Binormale und rektifizierende Gerade von M parallel der Bi-
normalen, Hauptnormalen, Tangente und rektifizierenden Geraden
von K (8.51). In die Normalebene von M fallen die Hauptnor-
male von (M), die Tangente der Kriimmungsmittelpunktskurve ()
von (M), die Tangente von (K) und der Radius M K der Schmiegungs-
kugel; es ist der Winkel w, welchen MK mit M C bildet, gleich
dem Winkel der Tangenten von (C) und (K) und der Abstand

CK=h=otgu= —Zgr (8. 54). Fiir die Kurven konstanter Kriim-

mung wird do = QC’, k und tg p gleich Null und folgt:

Fiir die Kwrven (M) konstanter Kriimmung fillt die Kurve (K)
der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln mit der Kurve (C) der Kriim-
mungsmittelpunkte zusammen wund schneidet (C) die Hauptnormalen
von (M) rechtwinklig.

Die Kurven Lkonstanter Kriimmung haben mit der Kurve threr
Kritmmungsmittelpunkte gemeinschaftliche Hauptnormalen in den ent-
sprechenden Pumkten M wund C.

Die Schmiegungsebene jeder dieser Kurven st die Normalebene
der andern; jede ist die Kurve der Kriimmungsmittelpunkte der an-
dern und cbenso ist die Tangente der einen die Kriimmungsachse der
andern und ist die Fliche der Evolventen der einen die Fliche der
Evoluten der andern.

Alle diese Sitze sind unmittelbare Folgerungen aus fritheren Er-
gebnissen.

Aus dem vorigen ergibt sich, daB die Kurve der Kriimmungs-
mittelpunkte (C) einer Kurve konstanter Kriimmung (M) wieder
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eine Kurve derselben konstanten Kriimmung ist, deren Kriimmungs-
mittelpunktskurve die Ausgangskurve (M) ist. Die Kurven ()
und (C) sind daher véllig gleichberechtigt; man bezeichne zwei der-
artige Kurven daher als Kurvenpaar konstanter Kriimmung.
Zwischen den Kurven eines solchen Paares bestehen mannigfache
Wechselbeziehungen. (Vgl. Kap. XV.)

Die Ergebnisse des Kap. II, Nr. 10 (8. 19) fiihren auf die fol-
gende Entstehungsweise solche Kurven konstanter Kriimmung: Man
verbiege die Ebene eines Kreises (IR) so, daB die Tangenten des
Kreises geradlinig bleiben, dann geht der Kreis in eine Raumkurve
konstanter Kriimmung iiber. Diese Erzeugung rechtfertigt den Namen
windschiefe Kreise, mit dem man die Kurven gelegentlich be-
zeichnet.?)

2. Torsion und ganze Kriimmung. Die rektifizierenden
Geraden beider Kurven (1) und (C) sind parallel, und die Tangente
der einen ist parallel der Binormalen der andern, daher sind die
Winkel H und H,, welche ihre rektifizierenden Geraden mit den

Tangenten bilden, komplementiir, H + H,= —;n, bzw. %n, je nach-
dem dGZO ist; also wird tg H - tg H,= 1. Sind daher ¢ und g,
r und 7, resp. ihre Kriimmungs- und Schmiegungshalbmesser, so
daB tg H=—r:9, tg H,=—1r,-9,, so wird rr,: go,=rr,: o’ =1,
deehes

Das Produkt der Torsionen der Kurven (M) und (C) ist kon-
stant, ndmlich gleich dem Quadrate der konstanten Kriimmung.

Die Kurven eines Paares haben demnach stets Torsionen mit glei-
chem Vorzeichen.

Da die Kurven (M) und (C) gemeinschaftliche Hauptnormalen
besitzen, so ist der Winkel der ganzen Kriimmung fiir beide derselbe.
Kontingenz- und Schmiegungswinkel haben sie aber (bis auf das
Vorzeichen) reziprok gemein, d. h. es ist

dk=dk, dv==de, de=tds,
und da
og=ds:dt =g,=ds,: dr,
ist, so folgt
ds:ds,=dv:dr,=dvr: Tt de=Lr:¢ und

ds ds,

e T el L ek

rT:Y

1) Cesaro-Kowalewski, Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie.
Leipzig 1901. §. 182.
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disth;
te=+rt,r
oder wegen
rr,= o?
1, =10,
also r7?= 1,0 und damit

Fhri= e (14 7) =2 (14 5) =0 (fs + 1) =t

7 0
(i L
242 =of.

Dabei haben alle Griflen mit dem Index ¢ dieselbe Bedeutung
fir die Kurve (C') wie die nicht gezeichneten GréBen fiir die Kurve ().
Uberall ist das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen, je nach-
dem 7r:g, d. h. d¢ positiv oder negativ ist.

3. Rektifizierende Fliachen zweier zugeordneter Kur-
ven konstanter Kriimmung. Fir die Abstinde L, L, der
entsprechenden Punkte der Gratlinie der rektifizierenden Flichen von
(M) und (C) ergibt sich nach S. 69

__ds ds,

L stinH, Lc:dHCc sin H,,
mithin
X i ds o 2 e
Die Abstinde dieser Punkte von
/2 den Tangenten von (M) und (C) sind:
p:p,= Lsin H: L, sin H,
3 i
c [l - Die Gratlinien (D) und (D,) der

beiden rektifizierenden Flichen liegen
(s. Kap. IX, S.102) auf der Mittel-
fliche der Hauptnormalenfliiche, und

\\élmmmlﬂ

i (Y

die Verbindungslinien entsprechender
Punkte DD,, D'D/,... schneiden die
Hauptnormalen MC, M'C’, ... in
ihren Mittelpunkten E, E’, . . ..

In dem bei M rechtwinkligen
Dreieck EM D ist der Winkel DEM = ¢ durch die Gleichung

Fig. 45.
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DM L edssin H  ds

We=FEM = v~ vaH _ 1dH

gegeben, wihrend aus dem Dreieck ¢ EE’ fiir den Winkel CEE = ¢
der Striktionslinie mit der Hauptnormalen die Relation

" _eE dp dscosH  dscosH OByl sinds:
B N gF ed@in'H) ~ 2esinHAH "~ 2vdH
[
folgt.
Also wird:
tgp=2tge.

Hieraus folgt: Die Hauptnormalenfliche einer Kurve konstanter
Kriimmung besitzt eine geoddtische Striktionslinie, wenn die Kurve eine
geoddtische Linie einer Bischumgsfliiche ist.

4. Ubungen. 1. Die Kurve konstanter Kriimmung, die auf einer
Boschungsfliche geoditisch ist, liegt auf einer Rotationsfliche zweiter
Ordnung; ihre rektifizierende Fliche besitzt als Gratlinie eine Kurve
konstanter Steigung auf einer zweiten Rotationsfliiche zweiter Ord-
nung. Der Orthogonalschnitt des Zylinders, auf dem diese Schrauben-
linie geoditisch ist, ist eine Epizykloide oder Hypozykloide. Die
Schraubenlinie und mit ihr die Kurve konstanter Kriimmung ist
algebraisch, wenn die zyklische Kurve algebraisch ist.!)

2. Man bestimme die Hauptnormalenfliichen aller Kurven kon-
stanter Kriimmung.

II. Die allgemeinen Schraubenlinien.

Die Schraubenlinien oder Zylinderloxodromen?®) waren im Ver-
laufe der Untersuchung schon wiederholt als Beispiele herangezogen
worden. Ihre Haupteigenschaften seien hier noch einmal zusammen-
gestellt und vervollstindigt.?)

1. Die Zylinderfliche ist rektifizierende Fliche der Schrauben-
linie, die Ebenen der ganzen Kriimmung sind simtlich untereinander
und die Hauptnormalen ihnen parallel; die Hauptnormalen sind Nor-
malen des Zylinders.

1) Math. Ann. 66, 534 ff. 1908.

2) Unter einer Loxodrome einer Fliiche versteht man eine Kurve, die
gegen die Kriimmungslinien der Fliche unter konstantem Winkel geneigt
ist. Die Kriimmungslinien eines Zylinders sind die Erzeugenden und ihre
Orthogonaltrajektorien.

3) Ausfiihrlicheres, auch iiber besondere Klassen von Schraubenlinien
%{iblt mit sorgfiiltiger Literaturangabe die Dissertation von Frieda Nugel,

alle 1912.
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110 XI. Kap. Besondere Raumkurven.
2. Die Verhiltnisse der Radien g, », v sind konstant, nimlich
r T ; T
-9—=-—tga, ?==sma, ool Y2

wenn « den konstanten Neigungswinkel der Schraubenlinie gegen die
Mantellinie des Zylinders bedeutet.

3. Die Verhiltnisse des Kontingenz-, Schmiegungs- und des Winkels

ganzer Kriimmung sind konstant, némlich

dr

— cos &, g;=—tga

. [
= 8ln «, d_k=

dk
und dk ist zugleich der Winkel der Projektionen zweier Kriimmungs-
halbmesser auf die Ebene ganzer Kriimmung, mithin der Kontingenz-
winkel des Orthogonalschnitts der Fliche (Linie stiirkster Kriimmung).
4. Die sphiirischen Bilder der Tangenten und Binormalen sind
kleine Kreise, das Hauptnormalenbild ist ein groBter Kreis; alle drei
Bilder liegen in parallelen Ebenen.
5. Die Bogenelemente ds der Schraubenlinie und ds, des Ortho-
gonalschnitts sind durch die Gleichung verkniipft:

dsy=ds sin «a.

6. Daher besteht zwischen den Kriimmungshalbmessern g, g, der
Schraubenlinie und des Orthogonalschnitts die Beziehung
0= o0 sin® «
und es ist mithin
Qo 3¢ YiEd. | ) Qo

== —— —

= sin* e’ " sinccos e’ sin «

7. Der kiirzeste Abstand dp zweier Hauptnormalen ist die Pro-
jektion des Bogenelementes auf die Erzeugungslinie des Zylinders,
nidmlich

dp = ds cos « = ds, cotg « = g, cotg adk.

8. Die Entfernung w des Striktionsstrahls zweier Hauptnormalen

von dem entsprechenden Punkte der Kurve ist

1-!
u‘=-z)—-=go’

d. h.: Der Striktionsstrahl geht durch die Punkte der Evolute des
Orthogonalschnitts, und die Striktionslinie der Fliche der Haupt-
normalen projiziert sich in diese Evolute (8. 11). Daher ist das
Bogenelement der Striktionslinie durch die Gleichung gegeben

ds®= g,? cotg® « - dk*+ dog,®,
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und die Tangente seiner Neigung gegen die Hauptnormale ist

dscosa _ ds,

g d(esin*e)  do, M

9. Der Abstand des Mittelpunktes der Schmiegungskugel von
dem Kriimmungsmittelpunkt ist

de _  dg, 1

&= de dk sin®« cos o’

der Radius der Schmiegungskugel
: L
= gin® « 1/(’02 i dk coos a)
und die Tangente seiner Neigung gegen die Schmiegungsebene:
i Ll i) o 1 dgo
b @ g co8u “dk
10. Die Polarkurve einer Schraubenlinie ist wieder eine Schrauben-
linie.
11. Die Projektion der Kriimmungsmittelpunktskurve auf die
Ebene des Normalschnitts ist eine Zwischenevolute des Normalschnitts.
(Unter Zwischenevolute®) einer Kurve (C) versteht man den Ort aller

Punkte, die die Krimmungsradien von (C) in konstantem Verhiiltnis
teilen).

III. Die gewohnliche Schraubenlinie.

Die gewdhnliche Schraubenlinie oder die Schraubenlinie
des Kreiszylinders teilt alle diese Eigenschaften; insbesondere folgt,
da hier g,= konst. ist, aus Satz 8: 4 = }m; d5 = dp = ds cos a,
u = g,; ferner aus Satz 5: ¢ = konst., also auch r = konst.

Die gewihmliche Schraubenlinie besitzt konstante Kriimmung und
konstante Torsion; ihre Hauptnormalenfliche hat die Zylinderachse als
Striktionslinie, und die Hauptnormalen sind die Lote auf diese Achse.

Die gewdhnliche Schraubenlinie teilt also auch alle Eigenschaften
der Kurven konstanter Kriimmung, die im vorigen Abschnitt be-
handelt waren; also insbesondere gilt der Satz:

Die Kurve der Schmiegungskugelmiltelpunkte eimer gewiohnlichen
Schraubenlinie ist wieder eine gewidhnliche Schraubenlinie.

Ubung. FEine Schraubenlinie ist ihrer Polarkurve kongruent

und liegt mit ihr auf demselben Kreiszylinder, wenn ihr Steigungs-
winkel « = + }m ist.

1) L. Braude, Diss. Heidelberg 1911.
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Man denke sich in einem Punkte M einer gewdhnlichen Schrauben-
linie das Hauptdreikant konstruiert und verschiebe es parallel zur
Zylinderachse um die Strecke dp. Dann verschiebt sich der Punkt M
auf der Mantellinie des Zylinders um dieselbe Strecke, wihrend der
Mittelpunkt 7 der Hauptnormale in M in den Mittelpunkt ' der
benachbarten Hauptnormale riickt. Dreht man jetzt das System um
die Zylinderachse durch den Winkel d% der ganzen Kriimmung, so
fallt die Hauptnormale in M mit der in M’ zusammen, also fillt
der Punkt M auf M', die rektifizierende Ebene von M in die rekti-
fizierende Ebene von M’ (da sie ja die zu den zugehorigen Haupt-
normalen senkrechten Ebenen sind) und die rektifizierende Gerade
von M in die entsprechende Linie des Nachbarpunktes. Da nun
alle Tangenten der Kurve (M) mit den rektifizierenden Geraden
denselben Winkel « bilden, so muB auch die Tangente des Punktes
M in die Tangente des Punktes M’ iibergegangen sein; d. h. aber,
daB die beschriebene Bewegung das Hauptdreikant von M in das
Hauptdreikant von B’ iibergefiihrt hat. Genau ebenso geht bei
derselben Bewegung das Fundamentaldreikant von ' in das des
benachbarten Punktes M tiber, fiir- den M ' M"”" = MM’ = ds ist,
da ja die Schiebungsgréfe und Drehwinkel nur von ds abhingig
sind. Eine aus Schiebung lings einer Achse und Drehung um die-
selbe Achse komponierte Bewegung bezeichnet man als Schrau-

bung, das konstante Verhiiltnis ‘i—i’ als den Parameter der Schrau-

bung. Unsere Ergebnisse lassen sich nun folgendermafien znsammen-
fassen :

Eine jede gewdohnliche Schraubenlinie bewegt sich in sich selbst,
wenn man sie einer Schraubung wum die Zylinderachse vom Parameter

d

dg:' = g, cotg a wunterwirft. Bei dieser Bewegung fdllt das Haupt-
dreikant eines beweglichen Punktes der Kurve der Reihe nach wmit
dem Hauptdreikant aller festen Kurvenpunkte zusammen.

Die Hauptnormalenfliche einer gewdhnlichen Schrau-
benlinie ist eine Wendelfliche. Denn sie wird durch die Schrau-
benbewegung einer die Achse senkrecht schneidenden Geraden be-
schrieben (8. 104): Umgekehrt sieht man:

Die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden einer Wendelfliche
sind gewdihnliche Schraubenlinien.
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IV. Die Kurven konstanter Steigung auf der Kugel.

Fiir die Schraubenlinien auf einer Kugel ist der Radius R der
Schmiegungskugel konstant; zu der Gleichung

(4
Pt L H (H = konst.)
der Schraubenlinien tritt also die Gleichung der sphiirischen Kurven
2
e+ (G =m (R = konst.)
oder, wenn d¢ = ds:r = — ds ctg H : ¢ eingesetzt wird:

2 2
e o
Hieraus folgt:
o?+ ctg® H - s*= R
Wickelt man die Tangentenfliiche dieser Schraubenlinie in die Ebene
ab, so verwandelt sich die Kurve in eine ebene Kurve, fiir die
zwischen Kriimmungsradius und Bogenliinge die eben gefundene Glei-
chung besteht, d. h. in eine zyklische Kurve, and zwar in eine
Epizykloide, Zykloide oder Hypozykloide, je nachdem tg? « = 1 ist.")
Fiir den Orthogonalschnitt des zugehrigen Zylinders ergibt sich
(nach 8. 110):

do 2 ¥
2 i
[ + (dk ’CAO%—EI> R¥sin* H
und, da dk = ds,: g, ist:

2

do,\2 1 R A
(d—so) *"TI_F 1 iR, gin e H.

cos

Also:
0] + cos? H - 5, = R?sin* H.

Der Orthogonalschnitt des zw einer sphirischen Schraubenlinie ge-
hirvigen Zylinders ist immer eine Epizykloide.

Die Normalebenen einer jeden sphiirischen Kurve gehen durch
den Mittelpunkt der Kugel, sie umbhiillen einen Kegel, der fiir die
Schraubenlinien, deren Normalebenen mit der Horizontalebene einen
konstanten Winkel H bilden, ein Drehkegel mit vertikaler Achse ist.
Der Schnittkreis dieses Kegels mit der Kugel ist die Hiillkurve aller
groBten Kreise, in denen die Kugel von den Normalebenen geschnitten

1) Wieleitner, Spezielle ebene Kurven. Leipzig 1908. 8.197. Cesaro-
Kowalewski, Natiirliche Geometrie. 1901. S. 9.

Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. 8
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114 XI. Kap. Besondere Raumkurven.

wird. Andrerseits werden diese groBten Kreise von den Tangenten
der Schraubenlinie senkrecht geschnitten; diese kann also als Ortho-
gonaltrajektorie der Kreise aufgefafit werden und somit als sphiirische
Evolvente ihrer Hiillkurve. KEs ist nur eine andere Ausdrucksweise
fiir denselben Sachverhalt, wenn man den Satz so ausspricht:

Rollt ein grifter Kugelkreis auf einem kleinen Kreise ab, so be-
schreibt jeder Punkt des ersten Kreises eine Sphdrische Schrauben-
linie.)

Aus den sphiirischen Schraubenlinien ergeben sich sofort die
Kurven konstanter Steigung auf einem Rotationsellipsoid mit
vertikaler Achse. Transformiert man den Raum dadurch, daB
man alle zu den Erzeugenden eines Zylinders parallelen Strecken in
dem konstanten Verhiiltnis veriindert, so verwandeln sich die Schrauben-
linien des Zylinders wieder in Schraubenlinien desselben Zylinders, nur
mit einer anderen Steigung. Eine Kugel verwandelt sich in ein
Rotationsellipsoid, dessen Achse der Zylinderachse parallel liuft. Um-
gekehrt lifit sich jedes Rotationsellipsoid durch eine zweckmiiBlig
gewiihlte Transformation der beschriebenen Art in eine Kugel um-
formen. Damit ist der Satz gewonnen:

Der Orthogonalschnitt des Zylinders, der zu eimer Kurve kon-
stanter Steigung auf einem Rotationsellipsoid mit vertikaler Achse ge-
hort, ist eine Epizykloide.

Ganz analog wie vorher kann man hieraus schliefen, daBl die
Kurven, in die diese Schraubenlinien bei der Abwicklung ihrer Tan-
gentenfliche in die Ebene sich verwandeln, zyklische Kurven sind.

V. Die zylindrokonische Schraubenlinie.

1. Der rektifizierende Zylinder. Auf einem Rotationskegel
vom Mittelpunkte S, der Achse SD und der halben Offnung DSG
= y liege eine Loxodrome, deren Tangente M7 gegen die Mantel-
linie SG des Kegels unter dem konstanten Winkel « geneigt sei.
Sie hat den Mittelpunkt S zum asymptotischen Punkt, dem sie sich
in unendlich vielen Windungen annihert. Eine Gerade M E parallel
der Achse SD, die Erzeugende MG und die Tangente M 7' bilden
in M eine Ecke, die an der Kante M G einen rechten Winkel hat,

1) Betreffs der Literatur dieses ganzen Abschnitts sei auf die vorhin
erwithnte Monographie von Fr. Nugel verwiesen.
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recht schneidet. Die diesen rechten Winkel einschlieBenden Seiten-
flichen der Ecke haben die konstanten Winkel « und y; die Ecke
bleibt daher unveriinderlich, wo auch immer der Punkt M auf der
Loxodrome liege. Die Tangenten der Kurve bilden somit einen
konstanten Winkel // mit einer festen Richtung, der Richtung der
Kegelachse. Dieser Winkel ergibt sich unmittelbar aus der sphi-
rischen Abbildung. Der Richtung SD entspricht der Punkt s, den
Mantellinien ein kleiner Kreis vom sphirischen Radius y, auf dem
g das Bild der Linie SG bedeutet.

S

s~ SN

Fig. 46. Fig. 47.

Das Tangentenbild ¢ der Kurve liegt auf dem gréBten Kreise,
der sg in g senkrecht schneidet, und zwar um g¢{= « von g ent-
fernt. Hieraus ergibt sich der Winkel H = st der Tangente mit der
Achsenrichtung: B9 B dod's’ G0u'p]
also wie schon vorher gezeigt war, konstant; d. h. die Tangente
MT der Loxodrome hat eine konstante Neigung gegen die Erzeu-
genden M E eines Zylinders, die parallel zur Kegelachse SD sind.
Daher ist die Kurve (M) zugleich eine Loxodrome dieser Zy-
linderfliche und diese ihre rektifizierende Fliche. Man
bezeichnet daher die Kurve (M) als zylindrokonische Loxo-
drome oder zylindrokonische Schraubenlinie.

Die Erzeugende M E ist die rektifizierende Gerade und die Tangenten-
ebene K5 M T' des Zylinders die rektifizierende Ebene. Es bildet daher die
rektifizierende Ebene der Loxodrome mit der Meridianebene DS @G einen
konstanten Winkel 1, fiir welchen tg v = tg « : siny ist. Der Ortho-

gonalschnitt des rektifizierenden Zylinders, d. h. die Projektion der
8'
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116 XI. Kap. Besondere Raumkurven.

zylindrokonischen Schraubenlinie auf eine zur Kegelachse senkrechte
Ebene ist daher eine logarithmische Spirale, deren Pol auf
der Kegelachse liegt und deren Tangente den Radiusvektor, der vom
Pole nach dem Punkte der Spirale geht, unter dem Winkel v
schneidet.

Die rektifizierende F'liche der zylindrokonischen Schraubenlinie ist
ein Zylinder, dessen Normalschnitt eine logarithmische Spirale ist; die
Achse des Kegels steht auf der Ebene dieser Spirale in ihrem Pol
senkrecht und die Meridiancbene des Kegels bildet mit der Beriihrungs-
ebene des Zylinders den konstanten Winkel .

2. Die Hauptnormalenfliche. Die Hauptnormalen der Loxo-
drome sind senkrecht zu den Tangentenebenen ihres rektifizierenden
Zylinders, sie sind daher als Normalen dieses Zylinders alle einer
Ebene parallel, nimlich der Ebene des Orthogonalschnitts des Zylin-
ders, und alle Ebenen der ganzen Kriimmung sind ihr parallel.
Die Striktionsstrahlen zweier aufeinander folgender Hauptnormalen
sind parallel den rektifizierenden Geraden, also parallel der Kegel-
achse und erzeugen eine Zylinderfliche, welche die Fliche der Haupt-
t g normalen in deren Striktionslinie schneidet. Die
Projektionen der Hauptnormalen auf die Ebene
des Orthogonalschnitts, der logarithmischen Spi-
pm rale, sind deren Normalen und schneiden sich
) e, daher in den Kriimmungsmittelpunkten ¢, dieser
Kurve. Die Striktionsstrahlen der Hauptnormalen
gehen durch die Punkte ¢, der Evolute der lo-

§
% garithmischen Spirale, und ihre Abstinde » von
den Kurvenpunkten M der Loxodrome sind gleich
Fig. 48. den Kriimmungshalbmessern g, des Orthogonal-

schnitts. Nun ist die Evolute einer logarithmischen
Spirale selbst wieder eine logarithmische Spirale
von derselben Tangentenneigung 1, aber um § =
in der Ebene gegen jeme gedreht.!) Daher ist das (hier zylin-
drische!) Striktionsband der Hauptnormalen ein Zylinder,

U

cﬂﬂ

1) Man beweist diesen Satz aus der Theorie der ebenen Kurven fol-
gendermafen: Ist S der Pol der logarithmischen Spirale m und bilden die
Tangenten ¢,¢ in zwei aufeinander folgenden Punkten m,m’ mit den
Radienvektoren Sm, Sm’ gleiche Winkel v, so folgt aus dem Dreieck
Smm’, daB der Winkel mSm’ der Radienvektoren gleich dem Kontingenz-
winkel ¢tm’t’ der Spirale ist. Dieser Kontingenzwinkel ist aber gleich dem
Winkel me,m” der Normalen me,, m’¢c,, und daher liegen die Punkte m,
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dessen Normalschnitt eine logarithmische Spirale von
gleicher Neigung v, wie der Normalschnitt des rektifizi-
erenden Zylinders, aber um } 7= gegen diesen gedreht.

3. Natiirliche Gleichungen. Die Verhiltnisse der drei
Radien g, 7, v sind, wie bei allen Schraubenlinien, konstant, weil der
Winkel H konstant ist, den die Tangente der Kurve mit der rekti-
fizierenden Geraden bildet. Man hat (S. 30) gefunden:

r L ' 3
8 i tg H, o sin I, Zhrgen cos H.

Ebenso sind die Verhiltnisse des Kontingenz-, Schmiegungs- und
Winkels der ganzen Kriimmung konstant, nimlich

d ; 1
d—;;=51nH, g—%=—cosH, :i—Z=—tgH.

dk ist zugleich der Winkel zweier Kriimmungshalbmesser oder
der Kontingenzwinkel des Orthogonalschnitts der rektifizierenden
Fliiche.

Zwischen den Bogenelementen ds der Loxodrome und ds, des

Orthogonalschnitts besteht die Gleichung
dsy = ds sin H,

zwischen den Kriimmungshalbmessern ¢ und g, der Loxodrome und
des Orthogonalschnitts die Relation:

m’, S, ¢, in einem Kreise, der in der Grenze in m beriihrt und also die
Normale me, zum Durchmesser hat. Daher bildet der Radiusvektor Se,
der Evolute mit deren Tangente gleichfalls den Winkel 3 und ist senk-
recht zum Radiusvektor Sm der Spirale (m). Daher ist die Evolute selbst
eine logarithmische Spirale, und ihre vom gemeinsamen Pole S ausgehenden
Radienvektoren stehen senkrecht auf den Radienvektoren der urspriinglichen
Spirale. Die beiden Normalen mc,, m’c’, der Spirale m bestimmen das
Element der Evolute und sind Tangenten an diese. — Die Normalen c,¢,,,
¢,¢’,, dieser Evolute bestimmen den Punkt ¢,, der zweiten Evolute und
bilden denselben Winkel mit einander, wie die Normalen in m und m/'.
Der Radiusvektor Sc,, der zweiten Evolute steht daher auf dem Radius-
vektor Se, der ersten senkrecht, d. h. es liegen m, S, ¢,, in gerader Linie.
Es ist me, der Kriimmungshalbmesser ¢, der ersten und c,¢,, der Kriim-

mungshalbmesser der zweiten Evolute und daher cotg 9 = o Gind da-

her die Punkte m, ¢,, ¢,, der urspriinglichen Spirale und ihrer ersten und
zweiten Evolute bekannt, so kann der Pol S und die Neigung ¥ der Tan-
gente gegen den Radiusvektor des Pols gefunden werden. Ein Lot ¢, S,
vom Evolutenpunkt ¢, auf die Linie mc,, gefillt, welche den Punkt m
der Spirale mit dem entsprechenden Punkte ihrer zweiten Evolute ver-
bindet, liefert der Pol S und das Verhiiltnis g,, : ¢, der Kriimmungshalb-
messer der zweiten und ersten Evolute gibt die Kotangente der Nei-

gung ’I.P.
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0 ds:dev 1

2, % ds,:dk  sin® H

und daher wird:

E)0 r = - ,,_ 90 RPN L = ,,,go,
0= sint H° sin H cos H’ cos H'

Da die natiirliche Gleichung der logarithmischen Spirale
@ = S ctg ¥
lautet'), erhéilt man als die natiirlichen Gleichungen der
zylindrokonischen Schraubenlinie

%= — clg H,

k _ ctgy
Al ¥ - it Y g

4. Die Striktionslinie der Hauptnormalenfliche. Da
der Striktionsstrahl zweier aufeinander folgender Hauptnormalen durch
den Evolutenpunkt des Orthogonalschnitts geht, so ist w = g, und
der kiirzeste Abstand dp der Hauptnormalen (8. 98)

dp = ds cos H = ds, cotg H
und daher der Parameter der Hauptnormalenfliche
Z{) ds" % Ctg H = g ctg H.
Ferner ist der Neigungswinkel n der Striktionslinie der Fliche
der Hauptnormalen gegen den Striktionsstrahl durch die Gleichung

de de doo: dk e
dscosH —ds, WH =gy a5 BH="" tg H=cotgy tg H

gegeben, wenn wie oben g,, = dg, : dk den Kriimmungshalbmesser
der Evolute bezeichnet. Da dieser Wert konstant ist, so bildet
die Striktionslinie auf dem Zylinder der Striktionsstrahlen
eine Loxodrome.

5. Die Fliche der Schmiegungskugelradien. Der Nei-
gungswinkel w der Kurve der Kriimmungsmittelpunkte gegen die
Kriimmungsachse geniigt der Gleichung (8. 111):

de _ de, , [t fgge L ootg
th_pdu sin® H* sm’H dkcos]]—-ak ), Shrg Il_acosH cos H
d. h. es ist

cos H = cotg 1 cotg .

1) Wieleitner, Spezielle Kurven 8. 221.

http://rcin.org.pl



V. Die zylindrokonische Schraubenlinie. 5. 1LY

Der Winkel w wird von der Tangente der Kurve der Kriimmungs-
mittelpunkte und der Kriimmungsachse gebildet; er ist aber gleich
dem Winkel, welchen der Radius der Schmiegungskugel mit der
Hauptnormalen bildet (S. 54). Der Radius der Schmiegungskugel
und die Hauptnormale sind aber senkrecht zur Tangentenebene der
Schmiegungskugel und zur rektifizierenden KEbene. Daher bilden die
Tangentenebene der Schmiegungskugel und die rektifizierende Ebene
gleichfalls miteinander den Winkel w und zwar an der Tangente
der Loxodrome, welche ihre Durchschnittslinie ist. Die rektifizierende
Ebene bildet mit der Meridianebene des Kegels, auf welchem die
Loxodrome liegt, den Winkel 1, und zwar liegt dieser Winkel an
deren Durchschnittslinie, nimlich an der rektifizierenden Geraden.
Die drei genannten Ebenen, die Tangentenebene der Schmiegungs-
kugel, die rektifizierende Ebene und die Meridianebene des Kegels
bilden in dem Kurvenpunkt 2 ein Dreikant, dessen Kanten die
Tangente, die rektifizierende Gerade und die Schnittlinie der Tan-
gentenebene der Schmiegungskugel mit der Meridianebene des Kegels
sind. Die vorstehende Gleichung zeigt, daBl die Tangentenebene der
Schmiegungskugel zur Meridianebene des Kegels senkrecht ist. Es
ist aber auch die Tangentenebene des Kegels, welche durch die Tan-
gente der Loxodrome in M geht, senkrecht zu dieser Meridianebene,
und da es durch die Tangente der Loxodrome nur eine Ebene gibt,
welche senkrecht auf der Meridianebene des Kegels steht, so fillt
die Tangentenebene der Schmiegungskugel mit der Tan-
gentenebene des Kegels zusammen.

Der Schmiegungskugelradius steht also auf der Beriihrungsebene
des Kegels senkrecht, d. h. die Schmicgungskugelradien einer zylindro-
konischen Schraubenlinie schneiden sdmtlich die Achse des zugehirigen
Kreiskegels.*)

Es ist wohl zu beachten, daB dieser Kreiskegel durchaus nicht
mit dem Schmiegungskegel der Kurve zusammenfillt, obwohl beide
Kegel im Punkte M dieselbe Beriihrungsebene besitzen; ihre Achsen
sind windschief und kreuzen sich unter konstantem Winkel.

1) Dies Ergebnis li8t sich noch einfacher aus der Theorie der Zwischen-
evoluten einer logarithmischen Spirale ablesen. Die Kriimmungsmittelpunkt-
kurve (C) der Kurve (M) projiziert sich in eine solche Zwischenevolute
(S.111) und die Tangenten an die Polarkurve in eine bestimmte ihrer
schiefen Evoluten, so daB die Schmiegungskugelradien sich als die Pol-
strahlen der logarithmischen Spirale abbilden. Hieraus ergibt sich aber
unmittelbar der oben ausgesprochene Satz.
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120 XI. Kap. Besondere Raumkurven.

6. Ubungen. 1. Mit einer zylindrokonischen Schraubenlinie
sind drei andere Kurven derselben Art verkniipft: die Kriimmungs-
mittelpunktskurve, die Polarkurve, die Striktionslinie der Haupt-
normalenfliche. Alle vier Kurven liegen auf konzentrischen Kreis-
kegeln, deren Achsen zusammenfallen.

2. Welches ist der Ort der Mittelpunkte der Schmiegungskegel
einer zylindrokonischen Schraubenlinie?

3. Man untersuche die Fliche der Schmiegungskugelradien einer
zylindrokonischen Schraubenlinie. Welches ist die Striktionslinie
dieser Fliiche?

4. Man zeige, daB die Kurven konstanter Steigung auf Rota-
tionsflichen zweiten Grades isogonale Trajektorien der Erzeugenden
zweler Kegel sind, deren Spitzen in den Brennpunkten der Fliche
liegen. Man suche ihre natiirlichen Gleichungen

(o:r=m; o+ As®* = B),

die zugehorigen Zylinder und untersuche ihre Kriimmungsmittel-
punktskurve, Polarkurve, ihre Hauptnormalenfliche.

V1. Bertrandsche Kurven.

1. Asymptotenlinien auf Hauptnormalenflichen. Zu
jeder ebenen Kurve gibt es eine Schar paralleler Kurven, welche
mit ihr gemeinschaftliche Hauptnormalen besitzen. Die Fliche dieser
Hauptnormalen ist die Ebene der Kurve. Dasselbe findet bei der
Schraubenlinie des Kreiszylinders statt. Denn da diese Linie eine
geodiitische Linie des Zylinders ist, so sind ihre Hauptnormalen zu-
gleich Normalen dieser Fliiche; sie bilden eine Wendelfliche mit
der Zylinderachse als Striktionslinie (S. 112). Diese Wendelfliiche
wird aber von der Zylinderschar, welche die Achse gemein hat, in
Schraubenlinien geschnitten und ist deren gemeinsame Hauptnor-
malenfliiche. Die Wendelfliche ist die einzige windschiefe Fliche,
die fiir unendlich viele ihrer Kurven Hauptnormalenfliche ist; auf
einer anderen Linienfliche gibt es entweder keine oder eine oder
zwei Kurven, fiir die sie zugleich Fliche der Hauptnormalen ist.
Beispiele fiir die Kurven, deren Hauptnormalenfliche noch fiir eine
zweite Kurve dieselbe Bedeutung hat, sind die Kurven konstanter
Kriimmung, die ja mit der Kurve ihrer Kriimmungsmittelpunkte ge-
meinschaftliche Hauptnormalen besitzen (S. 106).

Jede Kurve ist eine asymptotische Linie auf der Fliche der
Hauptnormalen und zwar zugleich eine rechtwinklige Trajektorie
der Erzeugenden dieser Fliche (S. 91). Die Frage, ob und wie
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viel Kurven auf einer windschiefen Fliche mdglich sind, fiir welche
sie gemeinschaftliche Fliche der Hauptnormalen ist, kommt daher
auf die Untersuchung hinaus, wie viel Asymptotenlinien eine
Erzeugende g einer windschiefen Fliche rechtwinklig
schneiden konnen. Die Fliche selbst kann hierfiir durch das
Schmiegungshyperboloid vertreten werden, welches sie lings g osku-
liert, d. h. mit ihr auBler g noch zwei unmittelbar folgende Erzeu-
gende gemein hat. Jeder rechtwinklig schneidenden Asymptotenlinie
entspricht eine erzeugende Gerade des Hyperboloids, die auf g senk-
recht steht. Nun sind alle Geraden eines Hyperboloids parallel
den Mantellinien einer Kegelfliche zweiten Grades. Denken wir
diese Kegelfliiche gebildet und suchen wir die Mantellinie y der-
selben auf, welche g parallel ist. Eine Ebene, die durch den Mittel-
punkt der Kegelfliche senkrecht zu y gelegt wird, enthilt alle Rich-
tungen, welche zu y, also auch zu g senkrecht sind, also auch die Rich-
tungen der Erzeugenden des Hyperboloids, die auf g senkrecht stehen.
Diese Ebene schneidet die Kegelfliche entweder in keiner, oder einer oder
zwei Geraden. Suchen wir daher umgekehrt zu diesen als Erzeugenden
des Kegels die parallelen Geraden des Schmiegungshyperboloids auf
so sind sie die Tangenten der Kurven, die g zur gemeinschaftlichen
Hauptnormalen haben, in den Punkten, in welchen sie g schneiden.
In besonderen Fillen kann das Schmiegungshyperboloid ein gleich-
seitiges hyperbolisches Paraboloid sein; dann zerfillt die Kegelfliche
in zwei zueinander senkrechte Ebenen, und es gibt zu jeder Gera-
den y in der einen dieser Ebenen unendlich viele Geraden der
andern welche zu p senkrecht sind. Dann gibt es aber auch un-
endlich viele Kurven, die g zu gemeinsamer Hauptnormale haben.
Daher gilt der Satz:

Auf einer windschiefen Fliche gibt es entweder keine, oder cine
oder zwei oder unendlich viele Kurven, fiir welche eine Erzeugende g
die gemeinschaftliche Hauptnormale ist. Die Entscheidung, welcher
dieser Flille eintritt, hingt von der Beschaffenheit der Linienfldche 20
ab, welche sich lings der Erzewgenden g der windschiefen F'liche
anschmiegt. Ist diese ein Hyperboloid (kein hyperbolisches Paraboloid)
und wird die Kegelfliche, deren FErzeugungslinien den Krzeugungs-
linien des Hyperboloids parallel sind, von eimer Ebene durch dic
Spitze welche zu g senkrecht ist, in 0, 1, 2 Geraden geschnitten, so
ist g fiir ebenso viele Kurven auf der windschiefen F'liche gemein-
schaftliche Hauptnormale. Ist aber die Schmicgungsfliche ein gleich-
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seitiges hyperbolisches Paraboloid, so gibt es wunendlich wviele solcher
Kurven.

Der Satz darf nicht dahin miBverstanden werden, daf jede wind-
schiefe Fliche als Ganzes die Hauptnormalenfliche von zwei reellen
oder imaginiren, ev. zusammenfallenden Kurven wiire. Man kann
allerdings auf jeder Erzeugenden nach dem eben hergeleiteten Satze
0, 1, 2 Punkte bestimmen, fiir welche die Orthogonaltrajektorien
der Erzeugenden die Gerade g als Hauptnormale besitzen, wofern
nicht alle Orthogonaltrajektorien ¢ zur Hauptnormale haben. Ist
dies letztere fiir jede Erzeugende der Fall, d. h. reduziert sich die
Schmiegungsfliche fiir alle Erzeugende auf ein gleichseitiges Para-
boloid, so ist die Fliche fiir alle ihre Orthogonaltrajektorien die
gemeinsame Hauptnormalenfliche, und es wird spiiter gezeigt werden,
daB dies nur fiir den schon erwiihnten Fall der Wendelfliche ein-
treten kann. Wenn dagegen die Schmiegungsfliche ein Hyperboloid
ist, so werden im allgemeinen die beiden (reellen oder imaginiren)
Orthogonaltrajektorien, die die Erzeugende g als gemeinsame Haupt-
normale haben, von denen verschieden sein, fiir die die Erzeugende ¢’
dieselbe Bedeutung hat. Vielmehr wird im allgemeinen jede Ortho-
gonaltrajektorie einer windschiefen Fliche eine der erzeugenden Ge-
raden als Hauptnormale besitzen, und es bedarf einer besonderen
Bedingung, wenn die durch die vorige Konstruktion durch g, ¢/, g7, ...
unabhiingig voneinander bestimmten Kurven zusammenfallen sollen.
Jedenfalls aber ist ihre Zahl sicher nicht grioBer als zwei.

FEine windschiefe F'liche ist entweder fiir alle Orthogonaltrajektorien
ihier erzeugenden Geraden Hauptnormalenfliche oder fiir hichstens
zwei von thnen.

2. Kreuzungswinkel und Abstand zweier Punkte
mit gemeinsamen Hauptnormalen. Wir wollen jetzt die
Beziehungen entwickeln, welche zwischen zwei Kurven (M) und (N)
bestehen miissen, wenn sie in den Punkten M und N, M’ und N,
M"” und N”,... gemeinschaftliche Hauptnormalen MN, M'N’,
M”N", ... haben sollen. Da die Hauptnormalen gemeinschaftlich
sind, so sind es auch die Ebenen der ganzen Kriimmung und beide
Kurven besitzen parallele rektifizierende Ebenen und rekti-
fizierende Geraden. Daher ist auch der Winkel d H benachbarter
rektifizierender Geraden von (M) gleich dem Winkel d H, der entspre-
chenden mit ihnen parallelen rektifizierenden Geraden von (N). Diese
Winkel dH, dH, sind aber die Anderungen der Winkel H und H,,
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welche die rektifizierenden Geraden beider Kurven mit ihren Tan-
genten bilden, Es ist daher d H — dH, oder d(H — H,) = 0, mit-
hin H — H, konstant fiir den ganzen Verlauf der beiden Kurven.
Legt man nun durch die gemeinsame Hauptnormale M N und die
Tangente in M die Schmiegungsebene des Punktes M und durch
dieselbe Hauptnormale und die rektifizierende Gerade von M die
Ebene, welche den kiirzesten Abstand der Hauptnormalen von der
folgenden Hauptnormalen enthilt, so bilden beide Ebenen, da sie zur
rektifizierenden Ebene von M senkrecht sind, den Winkel A mit
einander. Ebenso bildet die Schmiegungsebene des Punkes N mit
jener Ebene den Winkel H,. Daher ist H — II; der Winkel der
Schmiegungsebenen beider Kurven in den Punkten M und N der-
selben Hauptnormale und folglich auch der Winkel, unter dem sich
die Tangenten in M und N kreuzen. Dieser Winkel ist also kon-
stant, d. h.:
- Haben zwei Kwrven (M) und (N) gemeinschaftliche Hawptnor-
malen, so kreuzen sich die Tangenten in den Pumkten M und N, in
welchen sie dieselbe Hauptnormale treffen, unter Fkonstantem Winkel.

Dasselbe Ergebnis liefert noch schneller die Betrachtung der
sphiirischen Abbildung. Die Hauptnormalenbilder von (M) und (N)
sind entweder identisch oder ein Paar Gegenkurven. Die rektifizie-
renden Ebenen beider Kurven haben demnach dasselbe Bild, also
sind ihre rektifizierenden Geraden entweder durch dieselbe Kurve
oder durch Gegenkurven abgebildet. Da das Tangentenbild einer
Kurve eine sphiirische Evolute des Bildes der rektifizierenden Grat-
linie ist, so sind die Tangentenbilder von (M) wie von (N)
Evoluten ein und derselben sphirischen Kurve (oder auch: Ortho-
gonalschnitte einer und derselben Schar von gréBten Kreisen); ent-
sprechende Punkte ¢ und # haben also immer einen konstanten sphi-
rischen Abstand und dieser ist /T — H,.

Da beide Kurven die Erzeugenden senkrecht schneiden, ist (8. 79)
der Abstand entsprechender Punkte konstant, d. h.:

Zwei Kurven, welche gemeinschaftliche Hauptnormalen besitzen,
haben konstanten Abstand voneinander.

3. Die Bertrandsche Relation. Da die Hauptnormalen
einer Kurve () im allgemeinen nicht gleichzeitig Hauptnormalen
einer zweiten Kurve () sind, muB fiir die Kurve (M) irgend eine
Bedingung bestehen. Diese ist nach Bertrand?!) eine lineare Re-

1) Jour;al de Mathém. pures et appliquées (1) 16.
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124 XI. Kap. Besondere Raumkurven.

lation zwischen Kriimmung und Torsion, die sich auf folgendem
Wege ergibt. Es seien MN, M'N’ zwei aufeinander folgende Haupt-
normalen der Kurven (M) und (N), C der Kriimmungsmittelpunkt,
0= MC der Kriimmungshalbmesser, » der Schmiegungshalbmesser
und MCM’' = dv der Kontingenzwinkel im Punkte J; zieht man
Q. in der Schmiegungsebene
el L MCM' von M das Ele-
- = + ‘;,C,i}7 ment NQ parallel MM’
Fig. 49. und verbindet N’ und @),
so wird das unendlich kleine Dreieck N'N@Q bei @ rechtwinklig
(da ja M’'C die Projektion der Hauptnormale M'N’ in die Schmie-
gungsebene M M'C ist) und enthilt den konstanten Winkel N'N@Q
=+ « (bzw. (w — «)) der Tangenten in M und N. Wenn MN
= M'N’=a den konstanten Abstand der beiden Kurven, N' M Q = do
aber den Schmiegungswinkel in M bezeichnet, so hat man?')

: _N'Q _  ads __(e—adr
a0 Al W ol SRR 5 1)
und mithin
a de a 0
& Ammtiort S b

oder
»1~—£cotga=l,
P 2 a
wofiir man auch, indem man — a cotg @« = b setzt, schreiben kann:
a b
i
d. h.:

Wenn die Hauptnormalen einer Kurve zugleich die Hauptnormalen
einer zweiten Kwrve sind, so muf zwischen der Kriimmung % und
Schmiegung % der ersteren ecine lineare Relation bestehen.

Besteht umgekehrt eine derarﬁge Relation fiir eine Kurve (1),
so kann man auf der Fliche ihrer Hauptnormalen eine zweite Kurve
(N) bestimmen, deren Hauptnormalen mit denen von (M) zusam-
menfallen. Denn konstruiert man auf der Fliche der Hauptnormalen

von (M) die Kurve (N) in konstantem Abstande MN = M'N’ =
--=a von (M) und legt durch deren Tangenten Ebenen senk-

1) Die folgenden Formeln entsprechen, wie das sphérische Bild lehrt,
auch dem Vorzeichen genau der Annahme « = H — H,. In der Figur ist
d6 <0 nnd ga<r®. Eine Ubersicht iiber die verschiedenen moglichen
Fille gibt Nr. 8.
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VI. Bertrandsche Kurven. 3. 4. 125

recht zu den Erzeugenden dieser Fliche, so sind diese parallel den
rektifizierenden Ebenen von (M) und erzeugen eine abwickelbare
Fliche, parallel jener, sodaB ihre Erzeugenden den Erzeugenden
jener parallel sind und ihre Gratlinie denselben Kontingenzwinkel
besitzt, wie sie. Die Ebene dieser Art, durch N senkrecht zu MN
gefiihrt, liefert aber das rechtwinklige unendlich kleine Dreieck N.N'¢Q,
fiir welches, wie oben die Gleichung

a a cotg «

(4] :

=1

besteht. Vergleicht man diese mit
a b
il e

so folgt, daB @ cotg @« = b, also « konstant sein muB. Der Winkel
o ist der Winkel, den die Tangenten in M und N miteinander
bilden. Dieser Winkel ist gleich der Differenz der Winkel I
und H,, welche die rektifizierenden Geraden von (M) und ihrer
Parallelfliche an (N) mit den Tangenten der beiden Kurven in M
und N bilden. Daher ist die Differenz H — I, konstant. Es wiichst
aber H um den Kontingenzwinkel der Gratlinie der rektifizierenden
Fliche von (M) und mithin H, um denselben Winkel. Daher ist
die Parallelfliche nach Fritherem die rektifizierende Fliche von (I),
und da ihre Tangentenebenen senkrecht zu MN sind, so sind MN,
M'N’, ... die Hauptnormalen nicht bloB von (M), sondern auch
von (N). Daher:

. s
Besteht zwischen der Krimmung % und Schmiegung S ener

Kurve (M) eine lineare Relation % +g= 1, so gibt es auf der

Fliche ihrer Hauptnormalen in konstantem Abstande a eine zweite
Kurve (N), welche mit (M) gemeinschaftliche Fliche der Haupt-
normalen besitzt und deren Tangenten gegen die Tangenten der ersteren
unter dem Kreuzungswinkel a geneigt sind, fiir den cotga=—"b:a ist.

Wegen der grundlegenden Bedeutung der Bertrandschen Unter-
suchungen fiir die Theorie der betrachteten Kurven werden sie als
Bertrandsche Kurven bezeichnet.

4. Andere Form der Bertrandschen Relation. Wire
man statt von der Kurve (M) von der Kurve () ausgegangen,

deren Kriimmungs- und Schmiegungshalbmesser ¢’ und »* sein mogen,
so hiitte man (Fig. 49) aus dem Dreieck MM'Q’ gezogen:
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126 XI. Kap. Besondere Raumkurven.

S L vad g _, ' +ad’
sma—iﬁ]ﬁ,, cosa—j:—v»»MM,f
und weiter erhalten X b
o o ey

wo wie vorher — a cotg &« = b gesetzt ist.

Ist « = §m, so wird ¢ = a; d. h. die Kurven konstanter Kriim-
mung gehdren, wie von vorn herein zu erwarten, auch zu den ge-
suchten Bertrandschen Kurven.

Als Grenzfall kann man auch die Kurven konstanter Torsion zu
den Bertrandschen Kurven zihlen; fiir sie verschwindet der konstante
Kreuzungswinkel gleichzeitig mit dem konstanten Abstand, sodaB das
Produkt a cotg « gleich dem Schmiegungsradius wird.

Fir « = ;m wird b =1, und die Bertrandsche Relation redu-
ziert sich auf:

1 1 1
e o

Es geniigen daher auch die Kurven, fiir welche die Summe der
Kriimmung und Schmicgung konstant ist, der Bedingung gemeinschaft-
licher F'liche der Hauptnormalen.

6. Torsionsprodukt. Durch Elimination von @ aus den
beiden Gleichungen

‘| 1 1 e | 1 1
;—}—-r—cotga=z, +5 ;cotga—~d—
folgt
1 :
ﬁ_j:v,
i 1 1 L RN WIS e
(7—‘?) cotga——(—é i;)—o, also cotga—}_ 1
r r
die Elimination von « gibt
-2
———--5=1 oder a=— :
a r T TR I
1 of.<5 i ¢t
o AR & 3

Die Vorzeichen hingen von der gegenseitigen Lage der Kurven
(2r) und (N) ab; sie werden in Nr. 8 genauer charakterisiert.
Aus

sin ¢ = 4 (tid , Sine=-4 a:il:
folgt mit Hilfe von
ds P
g ;l—o_' y r == 7 :
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VI. Bertrandsche Kurven. 5. 6. 12

Das  Produkt der Torsionen zweier Kurven wvon gemeinsamer
Fliiche der Hauptnormalen in den Pumkten derselben Hauptnormalen
hat fiir den ganzen Verlauf der Kurven denselben Wert.

Setzt man die beiden fiir sin « gefundenen Werte einander gleich,
so erhilt man einen Ausdruck fiir das Verhiiltnis der y Torsionen
zugeordneter Bertrandscher Kurven.

Aus: ado add

3¢ i ds

ergibt sich, wenn man durch adsds’ dividiert:
rds’?=1r"ds
oder
= ds?: ds'*.

Die Torsionsradien zweier Bertrandscher Kurven in enltsprechen-
den Punlten verhalten sich wie die Quadrate der zugehirigen Bogen-
elemente.

6. Teilverhiltnis der Kriimmungsmittelpunkte. s ist

ISR

dv ; dz’
cosa=(g—a)a?, cos @ = (o -l—a)d—; 3 = ¢y

o= (1=2) (1 +3)

Diese Relation 148t eine interessante geometrische Interpretation

also:

zu. Sind auf der Hauptnormalen M N die Kriimmungsmittelpunkte
der Kurven (M) und (N) die Punkte C und C’, so hat man
MC=9¢, NC' =9, MC'=¢ +a, NC=¢—a
und mithin
MC MC 9
TN ON = o5 %
d. h.:

Der Lonstante Abstand MN zweier Kurven (M) und (N) ge-
meinschaftlicher Hauptnormalen wird durch die Kriimmungsmittel-
punkte C, C" nach Fkonstantem Doppelverhdlinis geteilt. Der Wert
dieses Doppelverhiiltnisses ist das Quadrat des Kosinus des Fkonstanten
Winkels, unter dem sich die Tangenten in M und N kreuzen.')

Da dieser Wert positiv ist, so folgt:

Die Kriommungsmittelpunlite beider Kwrven liegen entweder beide
zwischen M wund N oder auferhalb der Strecke MN, niemals aber

1) A. Mannheim, Comptes rendus Bd. 85. 1877.
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128 XI. Kap. Besondere Raumkurven.

liegt der eine dazwischen und der andere auferhald. M, N, C, ¢’
konnen mnie vier harmonische Punkte sein.

Die Herleitung kniipfte an die Figur 49, doch gilt der Satz
auch in jedem andern Fall, wenn auch in der Zwischenrechnung die
Vorzeichen sich abiéindern konnen. Der Kiirze halber sei die Aus-
arbeitung der verschiedenen moglichen Fille hier iibergangen.

7. Beziehungen zwischen den Kriimmungen zugeord-
neter Bertrandscher Kurven. Aus den Relationen

a b i tyg b
?‘}‘1—.—1, +?+7=1

ergibt sich, wenn wir die Bogenelemente ds, ds’ beider Kurven ein-

fiihren,
ds = adr + bde, ds'= F adr + bdd'.

Ferner ist:

{ds""= NN"?=N'Q*+QN*=N'Q*+ N'@* cotg®a—(1 +cotg®a) N'Q?
= (14 cotg® «) (M'N"d6)® = (1 4 cotg«) a*d6® = (a®+b%)d *

und #hnlich

{ ds'— MM’ = M'Q*+ QM= M'Q* + M'Q* cotg’«
= (1 + cotg®a) M'Q"? = (1 + cotg®«)(add’)t = (a*+ b de’?,

also:
a5 — (a?+ bY)do?, dst= (a2+ bY)do’ .

Hieraus folgt:

P EQIONT . oo LA ML L ..
Va4 b? Va*+b?
mithin
a*4b?
PR AR (b e (a®+4b%e
=& ~tbdr—ads "5 _a T or—ae
or
oder wegen b=r(1 — ), bzw. b = — a ctg «,
a® a
i ae
Q=i1 (1 1 =isina(rcosrx—gsino?)
o)
e @ r
und ebenso
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VI. Bertrandsche Kurven. 7. 8. 129

Die letzte Formel ist natiirlich inhaltlich gleichwertig mit dem
Ergebnis der Nr. 6.

Ubung. Man leite die Ergebnisse der letzten Nummer mittelst
der sphirischen Abbildung her.

8. Die Lage eines Paares Bertrandscher Kurven
auf ihrer Hauptnormalenfiiche. Die in den vorigen Num-
mern auftretenden scheinbaren Unsicherheiten in der Bestimmung
der Vorzeichen hiitten sich zumeist formal durch die Bemerkung
heben lassen, daB die Bogenelemente und Kriimmungsradien absolute
GroBen sind. Eine wirkliche Einsicht in dem Sachverhalt wird aber
erst gewonnen, wenn man auf den geometrischen Inhalt der Formeln
zuriickgeht.

Die Kurven (M) und (N) sind zwei Orthogonaltrajektorien der
Erzeugenden ihrer gemeinsamen Hauptnormalenfliche, und fiir jede
von ihnen besteht eine lineare Relation zwischen Kriimmung und
Schmiegung. Auf derselben Fliche liegen auch die Kurven (C') und
(C") der Kriimmungsmittelpunkte von (M) und (N), und zwar so,
daB (M) und (C), (N) und (C") auf verschiedenen Seiten der
Striktionslinie (%) liegen (8. 98). Dagegen kionnen (M) und (N)
sowohl auf derselben als auch auf verschiedenen Seiten der Strik-
tionslinie liegen.

1. Die Kurven (M) und (N) liegen auf derselben Seite der
Striktionslinie.

Die Hauptnormalen M C und M’ C’ beider Kurven sind in diesem
Falle gleichgerichtet, und, wenn (M) von () weiter entfernt ist
als (N), so wird der Abstand M N = a positiv, also NM = — a
negativ zu rechnen sein. Der Winkel /7, um den man die Tangente
von (M) drehen muB, um sie mit dem Striktionsstrahl parallel zu
richten, ist fiir Kurven positiver Torsion gréBer als {7 und wiichst
bis 7w, wenn (M) sich dem Punkte E immer mehr nihert. Fir die
Tangente in N ist demnach H > H’ und somit fiir d¢ > 0 der
Winkel = H— H
der beiden Bertrandschen Kurven negativ.

Fiir Kurven negativer Torsion dagegen wird « = H — H' > 0,
da der Winkel zwischen der Tangente an die Orthogonaltrajektorie
und dem Striktionsstrahl um so kleiner ist, je mehr die Kurve sich

dem Striktionsstrahl nihert. Beide Male aber ist H und H’ gleich-
Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl, 9
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130 XI. Kap. Besondere Raumkurven.

zeitig spitz oder stumpf, d. h. die Kurven (M) und (N) haben
immer dasselbe Vorzeichen der Torsion.

Die Gleichung fiir (), die in Nr. 3 mit Hilfe der Fig. 49 her-
geleitet wurde, also unter der Annahme negativer Torsion, gilt ebenso
auch fiir Kurven positiver Torsion, wihrend fiir () die Gleichung

a actg a
() —5-t0E_y

gilt. Hs ist sehr anzuraten, die Herleitung dieser Relation, ebenso
wie der folgenden, mit Hilfe zweckmiliger Figuren auch wirklich
durchzufiihren.

Dabei ist wohl zu beachten, daB in der Gleichung fiir ()
der Winkel « eine andere Rolle spielt wie in der fiir (M): es ist
nicht der Winkel, um den man die Tangente der durch die Glei-
chung (V) dargestellten Kurve zu drehen hat, um sie mit der Tan-
gente der zugeordneten Kurve parallel zu drehen, sondern vielmehr
der negative Wert dieses Winkels. Uberhaupt sind in diesem Falle
die Kurven (M) und (N) nicht in jeder Hinsicht gleichberechtigt.

2. Die Kurven (M) und (N) liegen auf verschiedenen Seiten der
Striktionslinie.

Die Kurven (M) und (N) haben jetzt entgegengesetzte Haupt-
normalenrichtungen, und zwar liegt (C) mit (), (C’) mit M auf der-
selben Seite der Striktionslinie. Ist |«|<C§m, so liegen (M) und (N)
beide auf dem durch ihre Kriimmungsmittelpunktkurven begrenzten
Teil der Hauptnormalenfliche, ist |«| =}, so fillt (€) mit (N)
und gleichzeitig (C') mit (M) zusammen, ist «| > 1w, so liegen
die Kriimmungsmittelpunktkurven zwischen den Kurven (M) und (N).
All dieses ergibt sich aus der Tatsache, dal in den Punkten einer
Kurve und in denen ihrer Kriimmungsmittelpunktkurve die Tangential-
ebenen an die Fliche der Hauptnormalen zueinander senkrecht sind.

Da die Hauptnormalen von (/) und (N) entgegengesetst orien-
tiert sind, so ist der Abstand @ der beiden Kurven positiv, gleich-
giiltig, welche als die Ausgangskurve angesehen wird. Auch der
Winkel « hat fiir beide Kurven dieselbe Bedeutung, so dafl fiir beide
Kurven dieselbe Gleichung

4 : g

a_actga=1

gilt. Diesmal sind beide Kurven ihrer Lage nach vollkommen
gleichberechtigt.
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V1. Bertrandsche Kurven. 9. 131

Damit ist fiir jeden iiberhaupt moglichen Fall eine Entscheidung
itber das Vorzeichen getroffen.

9. Die Wendelfliche als Hauptnormalenfliche. Bisher
war nur der Fall ins Auge gefafit, daB auf der Hauptnormalenfliche
der Kurve (M) auBer ihr noch eine Kurve (N) existiert, fiir die
ihre Erzeugenden Hauptnormalen sind; sollen nun noch dieser Art
zwei andere Kurven (N) und (P) vorhanden sein, so muB die
Bertrandsche Relation von der Kurve (J) zweimal erfiillt werden.
Ist niimlich « der konstante Winkel, unter welchem die Tangenten
an (M) und (N), B der konstante Winkel, unter welchem die Tan-
genten (M) und (P) sich kreuzen, und sind @ und a’ die Abstiinde
der Kurven (M) und (N') sowie () und (P) voneinander, so hat man

1 1 1 1 1 1
e cotge = -, ks i cotgf = _r,

woraus fiir ¢ und » konstante Werte folgen. Daher ist (nach 8. 111)
die Kurve (M) eine gemeine Schraubenlinie und mithin die Fliche
der Hauptnormalen eine Wendelfliiche, welche die Achse des Zylinders
zur Striktionslinie hat und gemeinschaftliche Fliche der Hauptnormalen
ist fiir alle Schraubenlinien, in welchen sie von der Schar koaxialer
Zylinder geschnitten wird. Daher gilt der schon erwiihnte Satz:

Gibl es auf einer windschiefen Fliche drei Kurven, fiir welche sie
gemeinschafiliche Fldche der Hauptnormalen ist, so gibt es auf ihr
unendlich viele solche Kurven. Die Fliche ist eine Wendelfldche und
die Kurven sind Schraubenlinien auf einer Schar Kreiszylinder, welche
die gerade Striktionslinie der Wendelfliche zur gemeinschaftlichen Achse
haben; sowie:

Die Wendelfliiche ist die einzige geradlinige F'liche, auf der es mehr
als zwei Kurven gibt, fiir welche die Erzeugenden gemeinschaftliche
Hauptnormalen sind.

Diese Siitze erhalten wir auch unmittelbar mit Hilfe des Schmie-
gungshyperboloids. Denn die Tangenten jener drei Kurven schneiden
drei aufeinanderfolgende Erzeugungslinien rechtwinklig; daher sind
diese Erzeugungslinien alle drei parallel einer Ebene, ebenso wie die
drei Tangenten einer zu dieser Ebene senkrechten Ebene parallel
laufen. Daher ist das Schmiegungshyperboloid ein gleichseitiges
hyperbolisches Paraboloid. Diese Beziehungen gelten fiir jede und
die beiden ihr folgenden Erzeugungslinien. Daher laufen alle Er-
zeugenden der Hauptnormalenfliche einer Ebene parallel, diese ist
die Ebene der ganzen Kriimmung, und der kiirzeste Abstand zweier
Hauptnormalen hat*die Richtung der rektifizierenden Geraden. Diese

9*
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182 XI. Kap. Besondere Raumkurven.

rektifizierenden Geraden sind daher alle parallel; somit ist die rekti-
fizierende Fliiche eine Zylinderfliche. Da der Striktionsstrahl zweier
Hauptnormalen auch die dritte Hauptnormale rechtwinklig schneidet,
so fallen die Striktionsstrahlen aller Hauptnormalen zusammen, und
die Striktionslinie der Fliche der Hauptnormalen ist eine Gerade.
Die rektifizierende Fliche ist
daher ein Kreiszylinder und die
Fliche der Hauptnormalen eine
VeIt T8 Wendelfliche.
£ ¢ Der Beweis der obigen Sitze
s o5 kann auch unmittelbar ohne di-
rekten Gebrauch der Bertrandschen Relation und des Schmiegungs-
hyperboloids auf folgende Art gefiihrt werden.
Sind néimlich (Fig. 50)

MN=MN=M@Q=a uwd MEK=MK=MS=d

die konstanten Abstiinde der Kurven (N) und (X) von der Kurve ()
und haben S und ¢ dieselbe Bedeutung, welche @ hatte, so sind
auch die drei Verhiltnisse

SK' . N@ N

S 2 SR NGO

konstant. Das erste ist niimlich die Tangente der konstanten Nei-
MQ a
MS a
und das dritte gibt die Kotangente der Neigung der Kurve (NV)
gegen die Kurve (M) an. Daher ist auch der Wert ihres Produkts niim-
lich das Verhiiltnis N@ : SK konstant. Nun sind aber N@ und SK
parallel M M’, weil sie die Durchschnitte der drei parallelen rekti-
fizierenden Ebenen der drei Kurven mit der Schmiegungsebene von

M sind, daber auch X0 und folglich auch 1 — X0, d.h KN:KC
konstant. Es ist aber KN = a — a/, daher muB KC und folglich
auch MC = KC + a konstant sein; d. h. es ist der Kriimmungshalb-
messer M C = o der Kurve (M) konstant. Ebenso ergibt sich, daB
die Kriimmungshalbmesser der beiden andern Kurven konstant sein
miissen.

Weiter ist aber

SK KC.dr e—a dr

gung der Kurve (K ) gegen die Kurve (IV), das zweite ist gleich

BE' NE.d¢" o @6
und da dies Verhiiltnis nach Nr. 3 konstant ist, so folgt, daB auch
dr r

de o’
und da o bereits konstant ist, auch » konstant sein muB. Ebenso
fiir die beiden andern Kurven. : 5
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Die drei Kurven sind demnach Schraubenlinien auf Kreiszylindern
und die Fliche ihrer gemeinschaftlichen Hauptnormalen ist eine
Wendelfliche, deren Erzeugende alle einer Ebene parallel laufen.
Auf dieser Fliche gibt es nun unzihlig viele Schraubenlinien, nim-
lich jeder um die gerade Striktionslinie derselben mit beliebigem
Radius beschriebene Kreiszylinder schneidet die Fliche in einer sol-
chen Kurve, und fiir alle diese ist sie gemeinsame Fliche der Haupt-
normalen.

VII. Die geodiitischen Linien auf Boschungsflichen.

Unter einer Boschungsfliche versteht man eine abwickelbare
Fliche, deren Tangentenebenen mit einer festen Richtung einen kon-
stanten Winkel bilden. Die Gratlinie einer Boschungsfliche ist daher
immer eine Schraubenlinie und umgekehrt gehért die Tangentenfliche
einer jeden Schraubenlinie zu den Boschungsflichen.

Da die Polarlinie einer Schraubenlinie wieder eine Schraubenlinie ist,
und die Filarevoluten einer Kurve auf ihrer Polarfliche geoditisch
liegen, so sind die geoditischen Linien der Béschungsflichen
identisch mit den Filarevoluten der Schraubenlinien. Wir
bezeichnen die Kurve zur Abkiirzung in der Folge dauernd als
Kurven E (Evoluten).

1. Sphérisches Bild. Bei jeder abwickelbaren Fliche ist die
Hauptnormale einer geodiitischen Linie parallel zur Binormale in
dem entsprechenden Punkte der Gratlinie (S. 71); die sphiirischen
Bilder beider Kurven sind also identisch oder Gegenkurven (Gegen-
kurven auf der Kugel heillen zwei kongruente Kurven, die beziiglich
des Mittelpunktes symmetrisch sind). Nun ist das Binormalenbild
einer Schraubenlinie auf der Kugel ein kleiner Kreis: also

Das Hauptnormalenbild der E-Kurven ist cin kleiner Kreis der
Bildkugel.

Da die rektifizierenden Geraden einer J-Kurve mit den Tan-
genten der rektifizierenden Schraubenlinie tibereinstimmen, so wird ihr
Bild ebenfalls ein kleiner Kreis.

Das Bild der rektifizierenden Geraden ist ein zweiter kleiner Kreis
auf der Kugel.

Man iiberzeugt sich leicht, daf die Siitze auch umgekehrt werden
konnen.

Aus der allgemeinen Theorie ist bekannt, daB das Tangenten-
bild einer Raumkurve eine (sphirische) Evolvente des Bildes ihrer
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rektifizierenden Geraden ist; das Binormalenbild ist eine zweite
Evolvente derselben Kurve:

Das Tangentenbild eciner E-Kurve ist die sphdrische Evolvente
cines kleinen Kreises, d. h. es wird von cinem Punkte eines grifiten
Kugelkreises beschrieben, wenn dicser auf einem kleinen Kreise abrollt.

Es ist schon frither, bei der Untersuchung der Schraubenlinien
auf der Kugel (S. 114) gezeigt worden. daB diese Evolventen eines
Kugelkreises die Kurven konstanter Steigung auf einer Kugel sind.

Das Binormalenbild ist eine Kurve derselben Art. Da nun das
Binormalenbild einer Kurve gleichzeitic Tangentenbild ihrer Polar-
kurve oder seine Gegenkurve ist, so folgt:

Die Polarkurve einer E-Kurve ist wieder eine I-Kurve.

Dies Ergebnis hiitte man auch daraus schlieBen konnen, daB
die Hauptnormalen der urspriinglichen Kurve parallel der ihrer Po-
larkurve ist, da die E-Kurven durch das Hauptnormalenbild cha-
rakterisiert sind.

2. Natiirliche Gleichung. Die Gleichung der E-Kurven
ergibt sich am einfachsten aus den Beziehungen, die die Kurve mit
der rektifizierenden Schraubenlinie ankniipfen.

Ist
€

. = —tga

die Gleichung dieser letzten Kurve, so erhilt man aus den Glei-

chungen S. 30, Nr. 9
ak
P

wobei

SEMBIRE EIT L ASLADER (OIS iy an L 2
dk = Vd + de® = fif ]/1 4+ ;
und
r
T g
g e

zu setzen ist. Hieraus folgt als gesuchte natiirliche Gleichung?!)

ds V(;jf—?—:)s =—rd —:» - tga.

3. Ubungen. 1. Man ermittle diese durch Differentiation ge-
fundene Gleichung durch rein geometrische Betrachtungen.

1) Die Gleichung ist inhaltlich gleichwertig mit der von Aoust (Cour-
bes dans I'espace, Paris 1876) angegebenen Gleichungsform z* -} 6* = konst.
Dort werden diese Kurven ,Cyclides* genannt.
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2. Man bestimme die der betrachteten Klasse angehérigen Ber-

trandschen Kurven.!)
3. Die natiirlichen Gleichungen der geoditischen Linien des ge-

raden Kreiskegels zu bestimmen. (Sie gehoren zu den E-Kurven.)
4. Was fiir Kurven sind die Filarevolventen der Geoditischen

eines geraden Kreiskegels?

XIL Kapitel.

Die Schmiegungshelix und die konische
Schmiegungsloxodrome.

-1, Schmiegungshelix. Hat eine Schraubenlinie (H) eines Kreis-
zylinders mit einer Kurve (M) doppelter Kriimmung drei auf-
einanderfolgende Punkte gemein, so hat sie auch die Tangente,
Schmiegungsebene, Hauptnormale, rektifizierende Ebene und den
Kriimmungskreis mit ibr gemein.

Wenn dagegen die Kurve (M) mit (H) vier benachbarte Punkte
gemeinsam haben soll, so miissen auch die Schmiegungskugeln zu-
sammenfallen. Nun fillt aber fiir die Helix*) der Mittelpunkt der
Schmiegungskugel mit dem Krimmungsmittelpunkt zusammen, was
fir die Kurve (M) nur dann der Fall ist, wenn sie konstante
Kriimmung besitzt.

Die Kurven konstanter Kriimmung sind die einzigen Rawmkurven,
fiir die eine Helix existiert, die sie in der dritten Ordnung beriihrt.

Wiihrend es also im allgemeinen keine Helix gibt, die eine Be-
rithrung dritter Ordnung mit einer gegebenen Raumkurve hat, gibt
es unendlich viele Schraubenlinien, die sie in zweiter Ordnung be-
rithren, d. h. drei benachbarte Punkte M, M', M” mit ihr ge-
meinschaftlich haben.

Zieht man durch diese Punkte drei parallele Gerade, welche
gleiche Neigung gegen die Tangenten MM und M'M"” haben, und
schneidet sie durch eine Ebene senkrecht zu ihrer Richtung, so er-
hiilt man drei neue Punkte, welche einen Kreis bestimmen, den man
als Basis eines Zylinders ansehen kannj; auf diesem gibt es offenbar
eine Helix, welche durch jene drei Punkte geht. Da man aber un-

1) E. Salkowski, Zur Kenntnis der Bertrandschen Kurven. Math.

Ann. 69, 560—579.
2) Als Helix werde der Kiirze halber die gewthnliche Schraubenlinie

bezeichnet,
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136 XIL Kap. Schmiegungshelix u. konische Schmiegungsloxodrome. 1. 2.

endlich viele Richtungen finden kann, welche gegen die Tangenten
in M und M’ gleich geneigt sind, so ist der Zylinder und mit ihm
die Helix unbestimmt, d. h. es gibt eine ganze Schar Zylinder und
Schraubenlinien, welche durch die drei Punkte gehen. Unter diesen
Zylindern gibt es aber einen, von dem eine Erzeugende mit der
rektifizierenden Geraden zusammenfillt. Diese ist nimlich auch eine
Linie, die gegen zwei Tangenten der Kurve gleich geneigt ist, weil
durch Abwicklung der rektifizierenden Fliche die Kurve in eine Ge-
rade iibergeht (8. 64). Die Helix, welche auf diesem Zylinder liegt,
hat mit der Kurve nicht bloB die rektifizierende Ebene des Punktes
M, sondern auch die rektifizierende Ebene des folgenden Punktes M’
gemein, welche diese in der rektifizierenden Geraden schneidet; sie
hat folglich mit der Kurve auch die zweite Hauptnormale gemein,
wenn auch nicht den Kriimmungskreis des Punktes M.
Sie schmiegt sich daher der Kurve enger an, als alle andern Schrau-
benlinien, welche sie in der zweiten Ordnung beriihren, und ihre Be-
rithrung ist, wenn man so sagen will, von einer Ordnung, welche
zwischen die zweite und dritte Ordnung f#llt. Die Helix eines
Kreiszylinders, welche mit der Kurve drei aufeinander-
folgende Punkte M, M', M” und die rektifizierende Ge-
rade in M gemein hat, nennen wir die Schmiegungshelix
der Kurve im Punkte M.

Die Schmiegungshelix ist somit unter den dreipunktig beriih-
renden Schraubenlinien dadurch ausgezeichnet, daf sie mit der
Kurve (M) zwei benachbarte Lagen des Hauptdreikants
gemeinsam hat. Das Tangentenbild einer jeden Schraubenlinie, die
(M) in zweiter Ordnung beriihrt, ist ein Kreis auf der Bildkugel,
der das Tangentenbild von (Bf) berithrt; das Tangentenbild der
Schmiegungshelix ist der Kriimmungskreis des Tangenten-
bildes von (M).

2. Der Torsionsradius der Schmiegungshelix. Die
Schmiegungshelix hat mit der Kurve nicht bloB den Kriim-
mungshalbmesser, sondern auch den Schmiegungshalb-
messer gemein. Ist nimlich « der konstante Winkel, unter welchem
die Helix die Erzeugenden des Zylinders schneidet und H die Nei-
gung der rektifizierenden Geraden der Kurve gegen die Tangente,
so ist, weil diese Geraden zusammenfallen sollen, « = H. Sind nun
0,7, 0y, 7, die entsprechenden Radien der Kriimmung und Schmie-
gung der Kurve (M) und der Helix, so ist
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r r
&L i e L
(" Ch Qo &
und folglich
b AT
e Q

und da beide Kurven den Kriimmungskreis gemeinsam haben, also
0 = g ist, so ist auch
r=r,.

Dies ergibt sich auch ohne Rechnung durch folgende direkte
Uberlegung: da die Kurve mit der Helix zwei benachbarte Schmie-
gungsebenen gemeinsam hat, so sind ihre Schmiegungswinkel do
und dg¢, identisch. Da auch ihre Bogenelemente ds und ds, zu-
sammenfallen, so wird ds:dr = ds,: dv, also r = r,.

3. Basisradius und Achse der Schmiegungshelix. Da
die rektifizierende Gerade eine Erzeugende des Zylinders ist, auf dem
die Helix liegt, so fallt sein Orthogonalschnitt in die Ebene der
ganzen Kriimmung. Daher ist die Helix bestimmt, sobald der
Radius @ dieses Orthogonalschnitts bekannt ist. Dieser folgt aber

aus der Gleichung (S. 110)
a

- =0
sina  °
wegen « = H, als:

2

a=gsinH = 5

=—=us

Er ist der Abstand des Zentralpunktes der Hauptnormalen vom
Kurvenpunkte, und die Achsc der Schmiegungsheliz ist der Striktions-
strahl der Hauptnormalenfliiche.

Der Satz ergibt sich auch folgendermaBen: Die Kurve (M) und
ihre Schmiegungshelix (H) haben zwei benachbarte Hauptnormalen
gemeinsam, also auch den Mittelpunkt und den Striktionsstrahl der
Hauptnormalen. Nun ist aber der Striktionsstrahl der Helix mit der
Achse identisch und sein Abstand vom Kurvenpunkt gleich dem Radius
des Orthogonalschnitts des zugehdrigen Kreiszylinders. Dies ist aber
der Inbalt des Satzes.

Die Schmiegungsebene schneidet den Zylinder in einer Ellipse,
die die Kurve im Nebenscheitel dreipunktig beriihrt und in diesem
Punkte den Kriimmungsradius ¢ hat.

4. Achsenfliche der Schmiegungshelix. Die rektifizie-
rende Fliche ist der Ort der Erzeugenden der Zylinder, auf welchen
die Schraubenlinien liegen, die mit der Kurve eine dreipunktige Be-
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138 XIL Kap. Schmiegungshelix u. konische Schmiegungsloxodrome. 4—6.

rithrung haben. Die Achsen dieser Zylinder sind die Linien kiirzesten
Abstandes der Hauptnormalen und bilden eine Fliche, deren Er-
zeugungslinie den rektifizierenden Geraden parallel ist. Diese Fliche
ist im allgemeinen') windschief und asymptotisch zur rektifizierenden
Fliche. Sie ist abwickelbar, wenn die Hauptnormalen der betrach-
teten Kurve gleichzeitig Binormalen einer zweiten Kurve, der Strik-
tionslinie sind.

5. Die dreipunktig beriihrenden Kreiszylinder. Die
Erzeugende eines Kreiszylinders, der eine die Kurve in der zweiten
Ordnung beriihrende Helix enthalten soll, muB, wie vorher (8. 135)
erkannt wurde, gleiche Neigung gegen zwei aufeinanderfolgende Tan-
genten der Kurve haben Der Ort aller solcher Geraden ist eine
Ebene, welche senkrecht auf der Schmiegungsebene steht und den
Kontingenzwinkel halbiert. Diese Ebene fillt in der Grenze mit der
rektifizierenden Ebene zusammen. Daher gilt der Satz:

Die Erzeugenden der Zylinder, deren Schraubenlinien eine Kurve
doppelter Kriimmung in der zweiten Ordnung beriihren, sind parallel
der rektifizierenden Ebene.

Der Zylinder dieser Schar, dessen eine Erzeugende mit der Binor-
malen zusammenfiillt, geht durch den Kriimmungskreis; derjenige,
dessen Erzeugende die Tangente ist, reduziert sich auf diese selbst.
Ist B der Winkel der Tangente und der Erzeugenden, so ist der

Kontingenzwinkel des Orthogonalschnitts s?nlﬂ und sein Bogenelement

ds sin ff; also sein Radius

o j—: sin® 8 = ¢ sin® .
Er wiichst von Null bis g, wenn  von Null bis = zunimmt.

6. Die konische Schmiegungsloxodrome. Durch vier
aufeinanderfolgende Punkte M, M’ M”, M"" einer Kegelloxodrome
(zylindrokonischen Schraubenlinie) ist diese Kurve vollstindig be-
stimmt. Denn man kennt damit drei aufeinanderfolgende Tangenten,
welche die Richtungslinien der drei Bogenelemente MM, M'M”,
M”"M" sind; man kennt ferner zwei aufeinanderfolgende Schmie-
gungsebenen MM 'M”, M'M”M” und in ihnen zwei aufeinander-
folgende Hauptnormalen und zwei aufeinanderfolgende Kriimmungs-

2 -

1) Nur fir a = Y _ konst. ist die Fliche abwickelbar und besitzt

die Striktionslinie der Hauptnormalenfliche als Gratlinie. Ist e konst.,
so ist die Achsenfliche ein Zylinder (S. 11, 75). 4
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achsen, in welchen sich die drei Normalebenen der Punkte M, M’, M”
schneiden. Mithin ist auch deren Durchschnitt, der Mittelpunkt der
Schmiegungskugel des Punktes M, bekannt, welche durch die vier
gegebenen Punkte geht; also auch deren Tangentenebene in MM,
welche die Tangente von 1 enthilt. Ferner sind zwei auf den
Schmiegungsebenen von M und M’ zu deren Hauptnormalen senk-
rechte und die Tangenten an 1M, M’ enthaltende rektifizierende
Ebenen und mithin auch die rektifizierende Gerade bekannt, in wel-
cher sich die beiden rektifizierenden Ebenen schneiden. Durch die
rektifizierende Gerade ist die Ebene der ganzen Kriimmung gegeben,
und man hat damit die Richtung der Achse des Kegels, auf welchem die
Loxodrome liegt und vier Punkte der logarithmischen Spirale, welche
die Projektion der Loxodrome auf die Ebene der ganzen Kriimmung
und der Orthogonalschnitt des rektifizierenden Zylinders der Loxo-
drome ist. Vier Punkte einer logarithmischen Spirale bestimmen aber
drei Tangenten ihrer Evolute und zwei Tangenten der zweiten Evolute.
Daher sind der Kriimmungshalbmesser der Spirale, sowie der Kriim-
mungshalbmesser ihrer Evolute bekannt. Hiermit ist aber der Winkel
und der Pol derselben bekannt. Mit dem Pol dieser logarithmischen
Spirale ist die Kegelachse der Loxodrome und durch deren Durch-
schnitt mit der Tangentenebene der Schmiegungskugel der Mittel-
punkt S des Kegels und seine halbe Offnung y, sowie die Neigung «
der Tangente der Loxodrome gegen dessen Erzeugungslinie gefunden
und somit die ganze Loxodrome bestimmt.

Hieraus geht hervor, daB es in jedem Punkte einer Kurve dop-
pelter Krimmung eine Kegelloxodrome gibt, welche die Kurve vier-
punktig oder in der dritten Ordnung berithrt. Sie heifit die koni-
sche Schmiegungsloxodrome der Kurve. Sie hat mit dieser die
Tangente, die Schmiegungsebene, Normalebene und rektifizierende
Ebene, die Hauptnormale, Kriimmungsachse und Binormale, die
Schmiegungskugel, die Ebene der ganzen Kriimmung und die drei
Radien g, », v der Krimmung gemein.

Aus dem Dreikant 7GE (Fig. 46, S. 115) hat man fiir die
Elemente v, «, y der konischen Schmiegungsloxodrome

cos H = cotg v cotg w, sin y = sin H sin u, sin ¢ = sin H sin v,
worin H und w bekannt sind, nimlich

T
cosH=—vr—,

&=

: T 0 :
s1nH=v? s cotgy,=v—h—, sin u =

http://rcin.org.pl
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Den Abstand der Kegelachse ¢, S von dem Zentralpunkte £ der
Hauptnormalen findet man mit Hilfe von ¢3S = g cos ¢ und den
Abstand M T des Mittelpunktes aus MS = mS : sin y.

Fiir ¢ = konst. geht die Kegelloxodrome in die Schraubenlinie
des Kreiszylinders iiber.

7. Ubungen. 1. Man untersuche die konische Schmiegungs-
loxodrome einer E-Kurve (8. 133).

2. Die Achsenfliche der konischen Schmiegungsloxodrome zu
untersuchen.

XIII. Kapitel.

Geometrie der Bewegung der Kurven doppelter
Kriimmung,.

1. Das Hauptdreikant. Die Normalebene, Schmiegungsebene
und rektifizierende Ebene einer Raumkurve bilden fiir jeden Punkt
der Kurve ein dreifach rechtwinkliges Dreikant von bestimmter Lage,
dessen Kanten mit der Tangente ¢, der Hauptnormalen % und Binor-
malen b zusammenfallen.

Von Punkt zu Punkt #ndert es seine Lage; man kann es daher
beweglich denken und sich die Frage vorlegen, wie dasselbe aus
einer einem Punkte M der Kurve entsprechenden Lage in die un-
mittelbar folgende, dem Punkte 2 entsprechende Lage gelangen
konne.

Man kann das Dreikant als das Achsenkreuz eines mit ihm fest
verbundenen riumlichen Punktsystems auffassen, das in dem Raume,
dem die Kurve angehort, sich gesetzmiBig so bewegt, daB seine
Achsen mit den aufeinanderfolgenden Lagen des Hauptdreikants der
Kurve zusammenfallen. Zwei solche Lagen des sich bewegenden
Raumes sind zwei kongruente riumliche Punktsysteme, und jedem
Punkt des einen ist ein Punkt des andern homolog. So entspricht
dem Punkte M der Punkt M’, der Tangente in M die Tangente
in M’, der Hauptnormalen die Hauptnormale, der Binormalen die
Binormale usw.

Eine jede infinitesimale Bewegung eines ridumlichen Systems kann
nun durch eine Schraubung um eine Achse, d. h. durch eine Schie-
bung lings der Achse und eine Drehung um dieselbe Achse hervor-
gebracht werden. Dabei kann sowohl die Schiebungs- als auch die
Rotationskomponente verschwinden. Um die Achse dieser Schraubung,
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den infinitesimalen Drehwinkel, sowie die Schiebungsgriofie fiir den
hier vorliegenden Fall zu finden, bedarf es keiner besonderen Siitze
der Geometrie der Bewegung, da die bisher entwickelten Hilfsmittel
dazu vollstindig ausreichen.

2. Die Schraubenlinie. Es ist bekannt, daB fiir jede Raum-
kurve an jeder Stelle M eine gewdhnliche Schraubenlinie konstruiert
werden kann, die mit der Kurve drei Punkte und zwei benachbarte
Lagen der Schmiegungsebene und Normalebene gemeinsam hat. Dann
stimmen auch die entsprechenden Lagen der rektifizierenden Ebenen
miteinander iiberein, so daBl die Raumkurve beziiglich zweier benach-
barter Lagen, also auch beziiglich der Elementarschraubung ihres
Hauptdreikants durch ihre Schmiegungsschraubenlinie ersetzt werden
kann.

Jede Raumlkurve hat mit ihrer Schmiegungsschraubenlinie zwei be-
nachbarte Lagen des Hauptdreikanls gemein.

Nun wei man aber, daB jede Schraubenlinie in sich selbst ver-
schiebbar ist, und daB eine Lage des Hauptdreikants in die Nachbar-
lage iibergeht, wenn man das System um die Achse der Schraubenlinie
sich schrauben liit. Dabei ist der kiirzeste Abstand der Hauptnor-
normalen die SchiebungsgriBe, ihr Winkel der infinitesimale Dreh-
winkel. Die momentane Schraubungsachse fiir das Dreikant der
Kurve (M) ist also mit der Achse ihrer Schmiegungsschraublinie
identisch, und deren bekannte Elemente ergeben die Lage der Achse
und die Komponenten der Schraubung.

Man hat so den Satz gewonnen:

Das Hauptdreikant einer Rawmkurve kann aus der einem Punkte M
der Kurve entsprechenden Lage in die unmittelbar folgende Lage durch
eine Elementarschraubung iibergefiihrt werden, deren Achse die Linie
des [Liirzesten Abstandes der beiden aufeinanderfolgenden Haupt-
normalen, deren Schiebungsgrife die Projektion ds cos H des Bogen-
elements auf diese Achsenrichtung, deren Amplitude gleich dem Winkel
dk der ganzen Kriimmung und deren Parameler p die drilte Propor-

2
tionale p = % zum Radius der ganzen Kriimmung und dem Schmie-
gungsradius ist.

Dabei bedeutet der Parameter p den Quotienten aus Schiebungs-
grofe und Amplitude, er ist also gleich dem Radius der Schmie-
gungsschraubenlinie.
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3. Die Fliche der Schraubungsachsen. Die aufeinander-
folgenden Schraubungsachsen bilden eine im allgemeinen windschiefe
Fliche, welche die Fliche der Hauptnormalen in deren Striktions-
linie schneidet. Diese Kurve ist zugleich auch die Striktionslinie
der Fliche der Schraubungsachsen, immer wenn diese Fliche wind-
schief ist, da ja die Fliche der Striktionsstrahlen einer Linienfliche,
wenn {iberhaupt, dieselbe Striktionslinie besitzt wie die Linienfliche
selbst (S. 75). Aus den bekannten Sitzen iiber Striktionsstrahlen
folgt weiter unmittelbar, dafl die Fliche der Schraubungsachsen und
die Fliche der Hauptnormalen einander lings der Striktionslinie be-
rithren.

Der kiirzeste Abstand zweier Schraubungsachsen ist gleich du
und ihr Winkel ist d H, da sie zwei rektifizierenden Geraden parallel
sind. Der Parameter der Fliche der Windungsachsen lings der be-
trachteten Erzeugenden ist daher:

o r?

d
g dw . hoy 1o
" d arctg —

Die Achsenfliche ist eine abwickelbare Fliche, wenn zwei be-
nachbarte Achsen sich schneiden, oder wenn sie parallel sind. Im
ersten Fall muB also der kiirzeste Abstand dw = 0 werden, also
die Striktionslinie der Hauptnormalenfliiche die Hauptnormalen recht-
winklig schneidet. Die Schraubungsachsen sind alsdann die Tangenten
der Striktionslinie; diese ist Orthogonaltrajektorie der Hauptnor-
malen der gegebenen Kurve, also (8. 75) ist die Fliche die Binor-
malenfliche der Striktionslinie. Anders ausgedriickt: die gegebene
Kurve und die Striktionslinie stehen in einem solchen Verhiiltnis,
daB die Hauptnormalen der ersten die Binormalen der zweiten Kurve sind.

Nun ist du = O nur, wenn 5: = konst. ist. Hieraus folgt:

Diejenigen Rawmbkurven, deren Hauptnormalen gleichzeitiy Binor-
malen einer zweiten Kurve sind, gehiren der Kurvenklasse

1

7lé (h = kOllSt.)

1 1
e ta=
an (8. 101).
Die Achsenfliche wird aber auch dann abwickelbar, wenn sie in
einen Zylinder iibergeht. Dann aber miissen alle ihre Hauptnormalen

senkrecht zu der Mantellinie dieses Zylinders, d. h. einer festen Ebene
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des Raumes parallel sein. Dies tritt aber nur ein, wenn die Kurve
eine allgemeine Schraubenlinie ist.
Die Achsenfliche einer allgemeinen Schraubenlinie ist ein Zylinder.
Endlich kann sich die Achsenfliche auf eine Gerade reduzieren,
dann schneiden die Hauptnormalen der Kurve diese Gerade recht-
winklig, und die Kurve selbst ist die gemeine Schraubenlinie.

4. Eine besondere Kurvenklasse. Soeben war gezeigt,

daB die Kurven 3

= ho
eine abwickelbare Fliche der Schraubungsachsen besitzen. Die Grat-
linie dieser abwickelbaren Fliche hat selbstindiges Interesse, und
man erhilt diese Kurve, wenn man fragt:

Fliir welche Rawmkurven sind die Binormalen gleichzeitiy Haupt-
normalen einer zweiten Rawmkurve?

Es seien P, (), R, ... benachbarte Punkte einer derartigen Kurve C,
P, @, ... die entsprechenden Punkte einer Kurve C, auf ihrer
Binormalenfliiche, fiir die diese
Binormalen = Hauptnormalen
sind. Dann ist immer

PP,— Q@ — RR,— - - -.

Konstruiert man nun durch
P,, @, ... zu den Tangenten

von C die Parallelen, so schnei- ~\ ) /
den diese sich auf der rektifi- R - /

zierenden Fliche von C, um-

Ny

hiillen dort eine Kurve C;= P - ;

(Py, @y, Ry, .. .) deren Bogen- oo

elemente P, (), . . . parallel den entsprechenden Bogenelementen
PQ, ..., von C sind, und die daher eine geoditische Linie auf der

rektifizierenden Fliche von (' ist. Dabei sind die Ebenen P, @, @, ...
die Schmiegungsebenen von €, als zur Hauptnormalen senkrechte
Ebenen die rektifizierenden Ebenen von C,, ihre Hiillfliiche also die
rektifizierende Fliche der Kurve C,, d. h.:

Die Gratlinie der rektifizierenden Fliche der Kurve C; und die
Kurve C besitzen dieselbe rektifizierende Fliche.

Beispiel. Ist C eine allgemeine Schraubenlinie, so wird die

rektifizierende Fliche PP,, Q,, ... ein Zylinder, also C, eine kon-
gruente Schraubenlinie auf demselben Zylinder. Ferner ist der Winkel
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P,PQ = Q@R = ... gleich dem konstanten Steigungswinkel der
Schraubenlinie. Demnach wird
P Py= @@= =hctgd

konstant, wenn % den konstanten Abstand entsprechender Punkte der
Kurven C und C; bezeichnet. Bei der Abwicklung der Tangenten-
fliche von C, geht die Kurve C; (die auf ihr geoditisch ist) in eine
Gerade iiber, und die Gratlinie C, in eine ebene Kurve €,, fiir
welche das Stiick ihrer Tangente vom Kurvenpunkte bis zur Geraden €,
eine konstante Linge besitzt. Die Kurve €, ist also eine Traktrix,
deren natiirliche Gleichung

V L g
o=hctgo Ve —1.

Diese Schraubenlinien sind, nebst einigen anderen allgemeineren
Kurven neuerdings von O. Weber!) eingehend studiert worden.

5. Die Achsenfliche im Dreikant. Wihrend das Drei-
kant sich lings der Kurve hinbewegt, so daB seine drei Geraden
t, n, b fortwiihrend mit der Tangente, Hauptnormalen und Binormalen
zusammenfallen, fillt auch eine bestimmte Gerade des mit ihm fest
verbundenen beweglichen Systems mit der Schraubungsachse zusam-
men. Alle diese, den verschiedenen Lagen des Dreikants entsprechen-
den Geraden bilden eine konoidische Fliche, welche die Achsenfliche
lings der Schraubungsachse beriihrt, deren Natur sich auf folgende
Weise untersuchen liit. Die mit der jeweiligen Schraubungsachse
zusammenfallende E.rzeugende des Konoi@s schneidet die Gerade »

im Abstande u = % von der Ecke des Dreikants, und ihre Neigung
H gegen t ist gegeben durch tg H = —%. Mit Hilfe der Lancret-

schen Relation % = Qi, + % ergibt sich w =

201

2
E é,"_f’_;, und zugleich wird sin 2 H—=— 7",
B “  Hieraus folgt
2

T u=— 3rsin 2H.
Wihrend der Bewegung des Dreikants bil-
det die KErzeugungslinie des Konoids mit der
Fig. 58. Geraden ¢ den veriinderlichen Winkel H und
schneidet die Gerade » im Abstande w = M E
(Fig. 52) von der Ecke gleich dem Produkte aus dem halben

1) O. Weber, Binormalflichen mit einer zur Striktionslinie iquidi-
stanten Asymptotenlinie. Diss. Halle 1914,
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Schmiegungsradius » und dem Sinus des doppelten Winkels /. Ein
Kreis, welcher die Gerade » in M berithrt und zum Durchmesser
MT = F r hat, liefert mit Hilfe des Winkels 77MU = H bzw.
w — H den Abstand

w=PM=ME=— }rsin2H.

Fir die Kurven konstanten Schmiegungsradius » beschreibt die Er-
zeugungslinie daher ein Pliickersches Konoid (Ballsches Zylindroid).")

2
Aus dem Schraubungsparameter p = Z* findet man p = 30 sin 2 H
und mithin w:p =7r:9=—tgH.

6. Ubung. Bewegt sich das Hauptdreikant einer Kurve ()
lings der Kurve, so beschreiben alle Geraden, die in der rektifizie-
renden Ebene parallel zur Tangente konstruiert werden kénnen, ab-
wickelbare Flichen, deren Gratlinien mit der Kurve auf derselben
rektifizierenden Fliche geoditisch liegen. AuBler diesen existieren
noch andere Geraden des bewegten Systems, die abwickelbare Flichen
beschreiben, wenn die Kurve (J/) eine Cesarosche Kurve ist, d. h

wenn zwischen ihrer ersten und zweiten Kriimmung eine gewisse Glei-

¥ A B0 P Bl e
chung zweiten Grades o - e -+ < & -+ b existiert.?)

XIV. Kapitel
Die zyklifizierenden Flichen.

1. Existenz der zyklifizierenden Flidchen. Die rektifi-
zierende Fliiche ist die abwickelbare Fliche, welche durch die Kurve
hindurchgeht und bei ihrer Abwicklung diese in eine Gerade trans-
formiert. Das Problem, die rektifizierende Fliche einer Kurve zu
finden, ist ein besonderer Fall eines allgemeineren, welches verlangt,
durch die Kurve eine abwickelbare Fliche zu legen, durch
deren Abwicklung sie in den Bogen eines Kreises von ge-
gebenem Radius 4 iibergeht. Eine solche Fliche nennen wir
eine zyklifizierende Fliche, ihre Tangentenebenen die zykli-
fizierenden Ebenen und ihre Erzeugenden die zyklifizie-

1) Vgl. Demoulin, Quelques remarques relatives & la théorie des
courbes gauches (Bulletin de la société mathém. de France, T. XX, p, 43—46).
Uber das Pliickersche Konoid vgl. Pliicker, Neue Geometrie des Rau-
mes. Leipzig 1868, S. 97; Ball, The theory of screws, Dublin 1876;
Lewis, On the Cylindroid. Messenger of Math., Vol. IX, p. 1—5 (1879);
sowie Schell, Theorie der Bewegung und der Kriifte, Leipzig 1879, B. II,

S. 218 u. fig.
2) Joachimi, Diss. Miinster 1911. E.Salkowski, Miinch. Ber. 1911.
Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. 10
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renden Geraden der Kurve!) Wird der Radius 4 = oo, so
geht der Kreis in eine Gerade und die zyklifizierende Fliche in die
rektifizierende iiber. ]

Es seien MG, M'G', M"G", ... benachbarte zyklifizierende Ge-
raden der Kurve (M). Dreht man das Flichenelement M G'M”
um die Gerade M’'G’, bis es mit dem Flichenelemente M G M in
eine Ebene fillt, so gelangt die Tangente M'M " in die Lage 2" M”
und zwar ist IM” die senkrechte Projektion des Punktes M” auf
die zyklifizierende Ebene M G M, da die Drehungsachse MG’ in
dieser Ebene liegt.

Die Punkte MM 'IN” sind drei Punkte der transformierten Kurve,
also eines Kreises mit dem Radius 4. Sein Mittelpunkt N liegt in
der Ebene M G M, und es ist NM = NM'= NIM" = A. Anderer-
seits aber folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck NMIR”, daB
NM” = NIR" ist, d. h. der Punkt N ist ein Punkt, der von drei
aufeinanderfolgenden Punkten der Kurve (M) gleichweit entfernt
ist; N ist also ein Punkt der Kriimmungsachse des Punktes
M. Nun hat aber die Kriimmungsachse vom Punkte M den Ab-
stand ¢; es muB daher, damit die Verwandlung der Kurve in einen
Kreisbogen iiberhaupt moglich sein soll, fiir alle Punkte M

A=MNZ>o
werden.

Die zyklifizierende Fliche, die eine Kurve in einen Kreis vom
Radius A verwandelt, ist nur dann recll, wenn fiir alle Punkte der
Kurve der Kriimmungsradius kleiner als A ist.

2. Konstruktion einer zyklifizierenden Flache fiir
einen gegebenen Radius. Die zyklifizierende Ebene, die zu
einem Punkte M gehort, ist wie soeben dargetan wurde, durch das
Bogenelement MM’ und den Mittelpunkt N des Kreises bestimmt,
in den die Kurve bei der Abwicklung der Fliche in die Ebene trans-
formiert wird.

Man konstruiert demnach die zyklifizierenden Ebenen einer Kurve
(M) als die Ebenen durch zwei benachbarte Punkte 3/, M’ und
einen solchen Punkt N der Polarachse, dessen Abstand vom zuge-
horigen Kurvenpunkte M gleich 4 ist. Da es fiir 4 > ¢ immer
zwei derartige Ebenen gibt, die beziiglich der Schmiegungsebene

1) Molins, De la surface développable passant par une courbe donnée
quelconque, et qui, par son développement, transformerait cette courbe en
un arc de cercle de rayon donné. Journ. d. Math. (2) 1, 265.
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symmetrisch liegen, so gibt es in diesem Falle zwei zyklifizierende
Fliichen, die als Hiillflichen je einer Schar der auf angegebene Weise
konstruierten Ebenen gewonnen werden.

3. Winkel zwischen der zyklifizierenden Ebene und der
Schmiegungsebene. Die zyklifizierende Ebene und die Schmie-
gungsebene des Punktes 2/ schneiden sich in der Tangente der
Kurve (M), ibr Winkel ¢ wird demnach durch den Winkel der in
ihnen gelegenen Normalen, der Hauptnormalen M C und der Nor-
malen M N gemessen, d. h. durch den Winkel, um den die Haupt-
normale in positiver Richtung gedreht werden muB, um mit M N
zusammenzufallen. Aus dem rechtwinkligen Dreieck M CN ergibt

sich unmittelbar

. e
8 4 == tui
COS 7 {

Jedem Werte von A entsprechen zwei Werte von 4, die sich zu
2m ergiinzen.

Ubung: Legt man durch die Tangenten einer Kurve konstanter
Kriimmung Ebenen, die mit den Schmiegungsebenen einen konstanten
Winkel ¢ bilden, so umbhiillen diese eine abwickelbare Fliche, die
bei ihrer Ausbreitung in die Ebene die gegebene Kurve in einen

Kreis vom Radius E;)Ti verwandelt.

4. Sphérisches Bild der zyklifizierenden Geraden. Das
sphiirische Bild o einer zyklifizierenden Ebene von der Neigung 4 ist
ein groBter Kreis durch das Tangentenbild ¢, der mit dem sphiri-
schen Bild ¢¢" der Schmiegungsebene den Winkel ¢ bildet. Zwei be-
nachbarte zyklifizierende Ebenen schneiden sich in der zyklifizierenden
Geraden, deren Bild z der Schnittpunkt, aufein- i
anderfolgender Kreise ¢ ist. Im Dreieck t¢'z ist z
nun (¢ = dr, die Winkel ztt=i und zt't=
n £ (i + di — do), tz = & der Winkel der Tan-
gente und der zyklifizierenden Geraden, endlich
der Winkel ¢zt = dg6, der Winkel benachbarter .
zyklifizierender Ebenen, d. h. der Schmiegungs- ; it
winkel der Gratlinie der zyklifizierenden Fliche.

Das Lot tu von ¢ auf ¢z schneidet das unendlich kleine Dreieck #¢'u

Fig. 53.

ab, aus dem sich 7 .
tw=dr cosi

tu = + drv sin 4

ergibt. In dem bei u rechtwinkligen Dreieck ztu ist der Winkel
10*
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gtu=4i+ tnF (i+di—do)

S : =1nF (di—do),
ieraus folgt
cos (3 F- (di — do))

i tg (tw) :

also bis auf unendlich kleine GriéBen hoherer Ordnung:

drsint

ctg & = +

Da bisher in der zyklifizierenden Ebene ein Drehungssinn nicht
festgesetzt war, ist iiber das Vorzeichen von ctg & noch zu verfiigen;
es sei so festgesetzt, daB in der eben hergeleiteten Formel das obere
Vorzeichen gilt. Damit ist noch keine Orientierung der zyklifizie-
renden Geraden vorgenommen; diese kann noch in der Weise er-
folgen, da 0 << & << festgesetzt wird. Dies entspricht der Figur
und den spiteren Formeln.

Aus der Gleichung

cos i = j—
folgt ‘)
2 do Py do
et U v b v
daher wird
do do
~37 ko
cotg & = ——197— &= dr—ff

Das hier wie iiberall anftretende doppelte Vorzeichen entspricht
der Tatsache, daB durch jeden Punkt der Kurve (M) zwei zykli-
fizierende Ebenen mit gegebenem Radius A gelegt werden konnen.
Dafl die durch sie bestimmten zyklifizierenden Flichen trotzdem als
die Miintel einer Fliche aufzufassen sind, werden spiitere Betrach-
tungen zeigen.

Fiir die Kurven konstanter Kriimmung ist do = O, mithin

0- A
colgid == e
. ry/4*— o’
fir die Schraubenlinie des Kreiszylinders wird & konstant.

1) Statt formal zu differenzieren, kann man di auch durch geome-
trische Betrachtungen finden, die der Kiirze halber {ibergangen seien.
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Der Kontingenzwinkel dr, der Gratlinie ist gleich dem Abstand
zweier benachbarter Punkte z und 2. Nun ist

it =94 de.
Andererseits
=72+ 28 =dry+ & — dv cos i
demnach
= |d® 4 dr cos i|.

Der Schmiegungswinkel do, ist aus dem Dreieck {zw zu ent-
nehmen, und zwar wird

+ do, sin & = {'u = dr sin i,
also
sin ¢
d(fo= i 61;'{} d'L'.

Dieser Ausdruck gestattet noch mannigfache Umformungen. Es war

sin i dv = tg & (di — do),

also ist
di—do
dop==+ ~ 9
oder, weil
di —do

cos & = ——
]/(dz — do‘)2 —}— “deisin®i

ist, hut man
doy? = (di — de)? + dr® sin?i.

Setzt man noch fiir di und sin i die bekannten Werte und schreibt
do =hdo, so erhiilt man schlieBlich

do,? = Qﬁfi{“","’) de® + (1 .4 —) dr®.

Fir die Kurven von konstanter Krﬁmmung wird
doy® = do®+ di* - sin?i.

Die Gratlinien aller zykhhuerenden Flichen einer Kurve bilden
eine Fliche, auf der die Gratlinie der rektifizierenden Fliche und
die Gratlinie derjenigen zyklifizierenden Fliche, welche dem kleinsten
Wert von A entspricht, bei welchem die Kreistransformation noch
moglich ist, ausgezeichnete Linien sind.

Fir 4 = oo ergeben sich die Formeln fiir die Gratlinie der rekti-
fizierenden Fliche.

5. Bogenelement der Gratlinie. Man fiille das Lot M@
von M’ auf MG. Dann liBt sich das Bogenelement G G’ = ds,
der Gratlinie der zyklifizierenden Fliche folgendermafen ausdriicken;
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GG=GM —GM =G M —GQ=G'M —(GM — MQ)
= (M — GM) + MQ.

Also:
dsy=d(MG) + ds cos & .

Nun folgt aber aus dem Dreieck MG M':
MG - dry=ds sin &,
demnach wird:
ds
dsy=d (5 sin & ds cos & .
o (dto in )-l— 0

G Ubung: Man untersuche die Kurven, fiir

die dsy= 0 wird. Es sind die geoditischen
Kreise von Kegelflichen.

6. Kurvenpaar konstanter geodédtischer Kriimmung.
Es war schon vorher (Nr. 1) der Kurve (M) eine Kurve (N) zu-
geordnet, und zwar so, daB die Punkte N von (N) auf den Kriim-
mungsachsen der entsprechenden Punkte M von () liegen und
daB der Abstand entsprechender Punkte M, N; konstant gleich A
ist. Da .

Fig. 54.

N,M,—= N,M,= N,M,— A

ist, so kann N, als Mittelpunkt einer Kugel vom Radius A ange-
sehen werden, die durch drei benachbarte Punkte MM, M,, M, von
(8) geht. Nun ist auch

N,My= NyMy;= N, M,= A
und

NyMy= N;My;= N, M, = A,
also auch

M;N, = MyN,= MyN,= A,

d. h. es ist M, der Mittelpunkt einer Kugel vom Radius A4, welche
durch die drei Punkte N,, N,, N; geht und also die Kurve (N) im
Punkte N, in der zweiten Ordnung beriihrt. Ebenso ist 2; Mittel-
punkt einer Kugel von demselben Radius, welche die Kurve (N) im
folgenden Punkte N” oskuliert usw. Daher liegt die Kurve (M) auf
der Fliche der Kriimmungsachsen der Kurve (N), d. h.:

Von beiden Kurven (M) und (N) ist jede der Ort der Mittel-
punkte der Oskulationskugeln vom konstanten Radius A fiir die andere
und liegt jede auf der Fliche der Kriimmungsachsen der anderen.

Ferner hat N, N, die Richtung einer Tangente an die Kugel um
M,, weleche durch N,, N,, N, geht, und steht mithin senkrecht auf
MyN,, ebenso ist es aber Tangente an eine Kugel, welche durch
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den dem Punkte N, vorhergehenden Punkt, durch N, und N, gehen
wiirde und ihren Mittelpunkt in M, hitte, daher steht IV, NV, auch
senkrecht auf M, N,; folglich steht N, N, auf der Ebene M, NM,
senkrecht. Diese Ebene ist aber zyklifizierende Ebene in M,. Daher:

Die Tangente der Kurve (N') steht senkrecht auf der zyklifizierenden
Ebene oder die zyklifizierende Ebene von (M) ist die Normalebene der
Kurve (N).

Ebenso ist die zyklifizierende Ebene von (N) Normalebene der
Kurve (M). Es stehen also die Kurven (M), (N) in solcher
Beziehung, daB die Normalebene jeder Kurve durch die
Tangente der andern geht, also ihre Normalebenen auf-
einander senkrecht stehen und die Bogenelemente sich
rechtwinklig kreuzen.

Wickelt man die Fliche der Kriimmungsachsen von (M) ab und
denkt dabei die Punkte der Kurve () in den Tangentenebenen der
Fliche als fest, so gelangt bei diesem Vorgange Mg nach M; und
es stehen N, und N, von den vereinigten Punkten, nimlich von A/,
um den Radius 4 ab. Bei der weiteren Abwicklung gelangt 1
nach M, und es stehen NN, N; also auch N;, N,, My von M, um
A ab; gelangt M, nach M;, so folgt, daB N,, N,, N;, N, von
diesem Punkte um dieselbe Strecke A abstehen usw. Die ganze
Kurve (M) reduziert sich auf einen Punkt (vgl. S. 44), der von den
Punkten der bei der Abwicklung aus () entstandenen ebenen Kurve
denselben Abstand A hat; die Polarfliche von (1) ist somit die
zum Radius 4 gehorige zyklifizierende Fliche der Kurve (N). Die
Kurven (M) und (N) stehen also in einer wechselseitigen Beziehung,
die folgendermaflen charakterisiert werden kann:

1. Entsprechende Punkte haben konstanten Abstand.

2. Entsprechende Tangenten stehen aufeinander semkrecht.

Daraus folgt:

3. Jede Kurve liegt auf der Polarfliche der anderen.

Zwei derart miteinander verkniipfte Kurven bilden ein orthogo-
nales Kurvenpaar. (Vgl. das niichste Kapitel.)

Die Beziehung von (M) und (N) 1Bt sich auch an eine fliichen-
theoretische Begriffshildung kniipfen. Ist auf einer Fliche eine Kurve
gegeben, so bezeichnet man den Schnittpunkt der Kriimmungsachse der
Kurve mit der Beriihrungsebene der Fliche als den Mittelpunkt der
geoditischen Kriimmung der Kurve. Er hat von drei benach-
barten Punkten der Kurve gleichen Abstand. Aus der Definition der
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geodiitischen Kriimmung folgt, daB eine Kurve auf allen Fliichen,
die sich in ihr beriihren, dieselbe geodiitische Kriimmung besitat,
dieselbe niéimlich, wie auf der abwickelbaren Fliche, die von den
Beriihrungsebenen eingehiillt wird. Eine Kurve konstanter geodiiti-
scher Kriimmung wird ein geodétischer Kreis genannt; er ist so
beschaffen, dafl er bei der Abwicklung der Hiillfliiche der Tangenten-
ebenen in einen ebenen Kreis iibergeht, diese abwickelbare Fliche
ist also eine zyklifizierende Fliche fiir sie. Die Kurve seiner Mittel-
punkte hat nach dem vorigen die Eigenschaft, ein geoditischer Kreis
auf gewissen Flichen zu sein, und zwar so, daB die Mittelpunkte
ihrer geoditischen Kriimmung mit der ersten Kurve zusammenfallen.
Insbesondere sind (#) und (N) zwei geoditische Kreise auf der
geradlinigen Fliiche, die durch die Verbindungslinien entsprechenden
Punkte gebildet sind. Man kann die Kurven daher zur Abkiirzung
als Paare zugeordneter geoditischer Kreise bezeichnen.

Ein orthogonales Kurvenpaar ist ein Paar zugeordneter geoddtischer
Kreise und wmgekehrt.

Ubungen. 1. Eine Kurve (I1) liegt auf einer Kugel vom Ra-
dius A. Man untersuche die Kurven, die mit ihr ein orthogenales
Kurvenpaar bilden.

2. Man untersuche die Kurven, die mit einer sphiirischen Schrauben-
linie ein orthogonales Kurvenpaar bilden.

7. Oskulationskugeln von konstantem Radius. Be-
trachtet man, wie im Anfang, die Kurve (M) als gegeben und (I)
aus ihr hergeleitet, so war (N) als Kurve der Mittelpunkte aller
Kugeln von konstantem Radius A erkannt, die die Kurve (27) in
zweiter Ordnung beriihren. Die Ergebnisse der vorigen Nummer
lassen sich dann auch so aussprechen:

Die zyklifizierende Fliche einer Kurve (M) fiir den Radius A
ist die Fliche der Kriommungsachsen der Kurve (N), welche den Ort
der Oskulationskugelmittelpunkte vom Radius A fir die Kurve (M)
bildet.

Die Kurven der Mittelpunkte der Oskulationskugeln von kon-
stantem Radius erlangen durch diese Betrachtungen eine auffallende
Bedeutung. Thr Kontingenzwinkel und Schmiegungswinkel ist schon
bekannt. Da niémlich die zyklifizierende Fliche die Fliche der
Kriimmungsachsen fiir die Kurve (IN) ist, so ist der Kontingenz-
winkel der Kurve (N) gleich dem Schmiegungswinkel der Gratlinie
der zyklifizierenden Fliche, néimlich gleich
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V(di — do)® + d® sin’i,
und der Schmiegungswinkel ist, abgesehen vom Vorzeichen, gleich
dem Kontingenzwinkel derselben, nimlich gleich

+ (d9 + dr cosi).

Das Bogenelement ds” der Kurve (N) ist gleich dem Bogen-
element des Kreises mit dem Radius A, in den die Kurve bei der
Abwicklung der Polarfliche von (M) iibergeht. Der zugehorige
Zentriwinkel ist gleich dem Winkel NM'N’, der erhalten wird,
wenn die Normalebene von 3 mit der ihres Nachbarpunktes M’
zusammenfillt; dabei ist:

NM'N' = |di—doq|,
und daraus folgt:
ds"= A|di—do|.

Setzt man hier den frither gefundenen Wert von di (S.148) ein,

so erhilt man:

ds "= 1 ilp;—.-i—Ad(f

Das Auftreten des doppelten Vorzeichens entspricht der Tatsache,
daB die Kurve (N) jede Erzeugende der Polarfliiche in zwei Punkten
N, und N, schneidet, oder, wie es vorher ausgesprochen wurde, daB
es fir jeden Punkt M zwei Kugeln von konstantem Radius A gibt,
die sie dreipunktig beriihren. Bezeichnen wir das Bogenelement des
Kurvenstiickes (N,) mit ds,”, das von (N,) mit ds,”, so wird:

ds,” + dgg" =g | L

9’
}Vl__ 3
1

. (31/, + 32”) = A aresin (;) -+ konst.

b

also

Diese letzte Gleichung ergibt sich durch un-
mittelbare Anschauung. Man wickele die Polar-
fliche der Kurve M samt ihren Beriihrungsebenen

in die Ebene der Zeichnung ab. Dabei verwan-
delt sich (S. 44) die Kurve (M) in einen festen A

Punkt 9, die Gratlinie der Polarfliche K in eine ehene Kurve &
und die Kurve (N) mit ihren Stiicken (N,) und (%,) in zwei Kreis-
bogen N,°N,” und N,°N,” vom Radius 4 und dem Mittelpunkt .
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Rechnet man die Bogenlinge s, bzw. s, der Kurven von zwei
beliebigen festen Punkten N,° bzw. N, so ist

sll,+ sgl’= N1’1N2" s NI,N20= 2A¢ d q)o’
wenn man den Winkel N,” MM N,” mit ¢ bezeichnet und N,'N,° = g,
setzt. Da IME = o ist, so wird sinp = -j, woraus die obige durch

formale Integration gewonnene Gleichung folgt. Die Kurven (X))
und (I,) konnen demnach als zwei Stiicke ein und derselben Raum-
kurve aufgefaBt werden, die allerdings nur dann zusammenhingen,
wenn an einer Stelle der Kriimmungsradius von M gleich A4 ist.
Beispiel. TFir die gewdhnliche Schraubenlinie ist i sowie ©
konstant, nimlich
. 0 ik ed
cosi = -, Bosdemey e —— o
ry4*—e
die zyklifizierenden Ebenen bilden mithin mit den Schmiegungs-
ebenen und in ihnen die zyklifizierenden Geraden mit den Tangenten
der Helix konstante Winkel. Da nun auch die Schmiegungsebene
der Helix mit der Erzeugenden des Zylinders einen konstanten Winkel
bildet, nimlich den Winkel, unter dem die Helix gegen die Erzeu-
genden des Zylinders geneigt ist, so folgt, daB die zyklifizierenden
Ebenen und in ihnen die zyklifizierenden Geraden gegen die Kr-
zeugungslinien des Zylinders ebenfalls konstante Neigung haben.
Hieraus ergibt sich weiter, daB die Punkte der Gratlinie der zykli-
fizierenden Fliche von den Erzeugenden des Zylinders gleichen Ab-
stand haben und folglich selbst wieder auf einem mit jenem kon-
zentrischen Zylinder liegen und daB die Tangenten der Gratlinie
gegen die Erzeugenden dieselbe konstante Neigung haben. Daher
ist die Gratlinie ebenfalls eine Helix und die zyklifizie-
renden Flichen sind abwickelbare Helikoide.

8. Hauptnormalenflichen von XKurven konstanter
Kriimmung. Zu den orthogonalen Kurvenpaaren gehéren als aus-
gezeichnete Klasse die Paare zugeordneter Kurven konstanter Kriim-
mung (windschiefe Kreise). Sind (M) und () zwei solche Kurven,
d. h. Kurven konstanter Kriimmung, von denen jede die Kriimmungs-
mittelpunktskurve der anderen ist, so ist jeder Punkt M, von (M)
gleichzeitig Mittelpunkt der Schmiegungskugel, die zu dem zugeord-
neten Punkte N, von (N) gehort, und dieser umgekehrt der Mittel-
punkt der Schmiegungskugel von (M) im Punkte M,. Daraus er-
gibt sich, daB die Kurven (M) und (N) in der Tat in der behaup-
teten Beziehung stehen.

Verbiegt man die Linienfliche (M, XN,), deren Geraden entsprechende
Punkte M, und N, verbinden, in eine andere Regelfliche, so gehen

http://rcin.org.pl



XIV. Kap. Die zyklifizierenden Flichen. 8. 155

(M) und (N) in zwei Kurven iiber, die ein orthogonales Paar
bilden, da ja bei der Verbiegung die Winkel der beiden Kurven in
entsprechenden Punkten ungeiindert bleiben.

Ist umgekehrt (), (N) ein beliebiges Paar von Kurven kon-
stanter geodiitischer Kriimmung A, so kann man die zugeordnete
Linienfliche (M N) so verbiegen, daf die Erzeugenden in die Haupt-
normalen der Kurve (M) iibergehen, in die sich () bei der Bie-
gung verwandelt. Die Kurve (N) geht dabei iiber in eine Kurve
(N'), deren Punkte in den Normalebenen der Kurve (M) gelegen
sind und deren Tangenten die Hauptnormalen M, N," senkrecht treffen,
also den Binormalen von (M) parallel laufen. Dann laufen aber
die Binormalen von (N') den Tangenten von (M’) parallel und die
Hauptnormalen sind in entsprechenden Punkten parallel (S. 24).
Nun ist in dem vorliegenden Falle der dem Punkte M, zugeordnete
Punkt N, auf der Hauptnormalen von M, selbst gelegen; die Haupt-
normale von N, hat also einen Punkt mit der von M, gemeinsam,
d. h. die Hauptnormalen fallen zusammen. Daraus folgt, daB (27")
und (N’) zugeordnete Bertrandsche Kurven sind, und da sie sich
rechtwinklig kreuzen, insbesondere Kurven konstanter Kriimmung.

Die mit einem orthogonalen Kurvenpaare verbundene Linienfliiche
lapt sich stets in die Hauptnormalenfliche einer Kurve konstanter
Kriimmung verbiegen.

Damit ist eine charakteristische Eigenschaft dieser Klasse von
Regelfliichen aufgedeckt:

Die Biegungsflichen der Hauptnormalenfliche eimer Kurve kon-
stanter Kriimmung sind die einzigen, auf denen ein orthogonales
Kurvenpaar existiert, d. h. ein geoddtischer Kreis, dessen Mittelpunkts-
kurve ebenfalls auf der Regelfliche liegt.

Die Beziehungen zwischen den Kurven (M) und (M) lassen
sich ohne weiteres angeben. Bezeichnet man mit einem Akzent die
zur Kurve konstanter Kriimmung (') gehérigen GroBen, so ist

(8. 148):
g’= .A == ’L.'

Ccos 2

Der Winkel benachbarter Geraden M,N; und M, ,, N; ; bleibt
bei der Biegung ungeiindert und er geht iiber in den Winkel di’
benachbarter Hauptnormalen von (BM").

Der Winkel benachbarter Lagen von MN ergibt sich aus der
sphiirischen Abbildung. Da die Gerade M N der Normalebene an-
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gehort und mit der Hauptnormale den Winkel ¢ bildet, so liegt ihr
Bild # auf dem Hauptkreis 2b, um ¢ von % entfernt. Ebenso liegt
das Bild »’ der Nachbargeraden auf 7’0,
um ¢ + di von A’ entfernt.

Fillt man von n auf 2’7 das Lot nn,,
so ist der Winkel der Nachbargeraden durch
k| nn’ gegeben, und es ist

nn' 2= nn?+ n'ny’.
Nun ist nny, = dr cosi und n'ny=di—ds;
also wird
e £ dk'? = nn'? = d? cos’i + (do — di)?,
und da d7 cosi= 4 d7 ist, so hat man fiir den Schmiegungswinkel d¢’
die Gleichung: PP, o
Das Vorzeichen ist richtig bestimmt, denn bei einer stetigen
Biegung wird der Schmiegungswinkel keine sprunghafte Anderung
erfahren.
Ist (D) selbst eine Kurve konstanter Kriimmung, so wird

S
cosi =

konstant, also
de = do,

und da die Bogenlinge gleichfalls ungeiindert bleibt, »"=r, d. h.

Biegt man die Hauptnormalenfliche einer Rawmkurve konstanter
Kritmmung (M'), so dap (M’) wieder in eine Kurve konstanter
Kritmmung (M) iibergeht, so bleibt die Torsion der Kurve ungedndert.

Nach einem fritheren Satze sind dann die Binormalenfliichen von
(M) und (M) aufeinander verbiegbar. Damit ist ein bemerkens-
wert miteinander gekoppeltes Paar von Linienflichen gewonnen, bei
dem die stetige Biegung der einen Fliche eine stetige Biegung der
zweiten Fliche nach sich zieht.

XV. Kapitel.
Kurvenpaare,

1. Allgemeines. Zwei Kurven (P), (@), die punktweise sich
so zugeordnet sind, daBl jeder Punkt P, der einen Kurve in der
Normalebene des zugeordneten Punktes ¢); der anderen Kurve liegt,
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bilden ein Kurvenpaar.!) Die Verbindungslinien P, @), entsprechen-
der Punkte liegen in den Normalebenen beider zugeordneter Punkte
P, und @;, und die gegebenen Kurven sind dabei zwei Orthogonal-
trajektorien auf der Regelfliche der Geraden P;@);; umgekehrt kann
man sagen:

Zwei Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden eimer geradlinigen
Fldche bilden stets ein Kurvenpaar.

Diese geradlinige Fliche heile die mit dem Kurvenpaar ver-
bundene Regelfliche.

Da bei einer Verbiegung der Fliche die Winkel auf ihr unge-
indert bleiben, so folgt:

Bei einer belicbigen Verbiegung der mit dem Kurvenpaar ver-
bundencen Regelfliche geht dieses wieder in ein Kurvenpaar iiber.

Da die entsprechenden Punkte zweier Orthogonaltrajektorien der
Erzeugenden immer denselben Abstand haben (8. 79), so folgt:

Die entsprechenden Punkte der Kurven eines Paares haben kon-
stanten Abstand.

Man bezeichne diesen konstanten Abstand mit %, das Bogen-
element P, P, von (P) mit ds, das Bogenelement @ @, von (@) mit
ds,, den Kriimmungsradius P,C; von (P) in P, mit ¢, den Schnitt-
punkt von P, @, und der Kriimmungsachse C; K, mit S,. Fillt man
ferner von @, auf die Hauptnormale P, C,
das Lot, dessen FuBpunkt D, sei, so ist

Sl Ql CX Dl
R ey e
Dabei bedeutet
(2) D=1 —% o8 i

und i den Winkel C,P,¢, der Hauptnor-
male und erzeugenden Geraden.

Der Schmiegungswinkel do der Kurve (P) &
ist bis auf das Vorzeichen gleich dem
Winkel C) K, C, benachbarter Polarachsen
und gleich dem Winkel CyP,C,, dessen
Schenkel auf den Schenkeln von C, K, C,
senkrecht stehen.

1) A. Vo8, Kurvenpaare im Raume. Miinchen. Ber. 1909. E. Sal-
kowski, Deutsche Math-Ver. 19, 1910. Ahnliche Fragestellungen bei
L. Bianchi, Palermo Circolo mat. Rend. 25, 1908; G. Darboux, Comptes
rendas 146, 1910.

N

R
<l \“‘i L Baiow i
A
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Dreht man die Normalebene von P, um K, C, in die Normal-
ebene von Oy, so fillt P, auf P;, @, mit dem Punkte @," von S, P,
zusammen, fir den Punkt P,Q,"=k ist, und man erhalt:

di = CyP,S; — C,P,S, = C, P, S, 4+ S, P,S,— C, P, S,
=doc + S, P,8S;.
Daraus folgt
(3) Q' Q="=F-(di — do),
d. h. Q,Q, ist das Bogenlelement desjenigen Kreises, in den sich
die Kurve (@) bei der Abwicklung der Polarfliche von (P) ver-
wandelt.

Aus der Gleichung (1) folgt, daB fiir p = O die Punkte S, und
Q; zusammenfallen; in diesem Falle liegt (@) auf der Polarfliche
von (P) und die entsprechenden Linienelemente beider Kurven kreuzen
sich demgemif rechtwinklig. Die Folge der Ebenen P, P, Q,, Py P;Q,,...
umhiillt dann die zum Radius & gehorende zyklifizierende Fliche der
Kurve (P), die Folge der Ebenen @, @Q,P;, Q;@QsP;, ... ebenso die
entsprechende zyklifizierende Fliche der Kurve (). (Vgl. das vorige
Kapitel.)

Ubungen. 1. Die Bedingung p — konst. bedeutet, daB die
Kurve (@) auf der Regelfliiche liegt, die zu einem Paare geoditischer
Kreise gehort.

2. Ist di=do, so ist die zum Paare (P, ) gehorige Regel-
fliche abwickelbar.

2. Isometrische Kurvenpaare. Ein Kurvenpaar (P), ()
heiBt isometrisch, wenn entsprechende Bogenelemente P, P, , und
@@, ., einander gleich sind. Es seien P, @, P,¢, zwei benachbarte
Erzeugende einer Regelfliiche, die ein isometrisches Kurvenpaar (PQ)
enthalte. Durch den Zentralpunkt U; von P, @, lege man zu P,@,
die Parallele und bestimme auf ihr P’ und ', so daB

P'P— QQ,— dh

dem kiirzesten Abstand der Nachbarerzeugenden gleich ist.

s Ue p ‘Da. die Dreiecke P, P'P, und
1\ dh ©,Q Q, kongruent sind, so ist

¢ 2 /= P'P,— ¢Q,, . h. auch die Drei-
Fig. 56. & ecke U, P,P" und U,Q,Q sind

kongruent und der Mittelpunkt U, halbiert die Strecke P,@,. Die
Striktionslinie (U) bildet also auch mit jeder der Kurven (P) und
(Q) ein Paar; sie ist also eine Orthogonaltrajektorie der Erzeugenden.
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Ist aber die Striktionslinie einer Regelfliche eine Orthogonaltrajek-
torie der Erzeugenden, so ist sie entweder geradlinig oder hat die
Erzeugenden zu Binormalen.

Man erhdlt das allgemeinste isometrische Kurvenpaar, wenn man
auf der Binormalenfliche einer Raumkurve zwei Orthogonaltrajektorien
bestimmt, die von der Striktionslinie gleichen Abstand haben.

Verbiegt man jetzt die Linienfliche, so daB die Striktionslinie
gerade wird, so gehen die Erzeugenden der Fliche in Geraden iiber,
die ein und derselben Ebene parallel sind, und die Kurven des
Paares in zwei Kurven, die auf einem Kreiszylinder mit der Striktions-
geraden als Achse gelegen sind.

Bei der ganzen Betrachtung war auBer acht gelassen, dafB die
Striktionslinie (U') sich auf einen Punkt reduzieren kannj in diesem
Falle sind (P) und () Kurven derselben Kugel, die beziiglich des
Mittelpunktes symmetrisch liegen. Wir fassen die Ergebnisse in den
Satz zusammen:

Isometrische Kurvenpaare sind

1. zwei beziiglich des Mittelpunlktes symmetrische Kurven der-
selben Kugel,

2. zwei beziiglich der Achse symmetrische Kurven eines Kreis-
zylinders und die aus ihnen bei beliebiger Biequng der Regel-
fliiche des Paares entstehenden Kurven.

Man bezeichnet die Striktionslinie (U') zweckmiiBig als Mittel-
kurve des Paares.

Ubung. Die Kurven eines isometrischen Paares haben in ent-
sprechenden Punkten die gleiche Kritmmung, wenn die Mittelkurve
eine Kurve konstanter Torsion oder eine Gerade ist oder in einen
Punkt ausartet.

3. Kurvenpaare, deren Bogenelemente in konstan-
tem Verhiltnis stehen. Fiir jedes isometrische Kurvenpaar er-
gab sich die Existenz einer Mittelkurve, deren Tangentenrichtung
den Winkel der Tangentenrichtungen der Kurven des Paares hal-
bierte. Stehen allgemeiner die Bogenelemente der Kurven eines
Paares in einem von 1 verschiedenen Verhiltnis, so kann man wie
vorher die Existenz eines Kurvenpaares nachweisen, welches hier
eine ihnliche Rolle spielt wie die Mittelkurve der isometrischen
Kurven, und das daher als Mittelpaar bezeichnet werden soll.

Betrachtet man zwei benachbarte Erzeugenden P, @, P,, der
mit dem Kurvenpaar verbundenen Regelfliche und zieht durch P,
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zu @ @, und durch @, zu P, @, die Parallelen, so schneiden sich
diese Linien in einem Punkte P’ so, daB P'P, 4 @, @y wird.
Die Halbierungslinien des Winkels PP, P, und seines Nebenwinkels
schneiden nun P,P’ in zwei Punkten R’ und §’, fir welche die
Relationen

RE. RS, APy
PR PR L EP
ds
v i

bestehen. Dabei soll 4 fiir den ganzen Verlauf der Kurven konstant
sein. Zieht man durch R’ und 8" zu P’@Q, die Parallelen, so schnei-
den diese Py@Q, in den Punkten R, und S, so, daB

/) 21
P2R2= k P2SZ= ki;i, .R2S2=le_‘-i*

Sl
142’
wird. Der Ort der Punkte (R) und (S) ist daher je eine Kurve,
welche mit (P) und auch miteinander ein Kurvenpaar bilden. Da
die entsprechenden Linienelemente R, R, und S,S,, welche bzw. P'R’
und P’S’ parallel sind, einander senkrecht kreuzen, so ergibt sich,
daB die Kurven (R) und (S) ein orthogonales Kurvenpaar bilden.

Die Kwrvenpaare wmit proportionalen Bogenelementen liegen auf
den Regelflichen, die ein orthogonales Kurvenpaar enthalten. Sie
schneiden mit diesem DMittelpaar aus allen Erzeugenden vier harmo-
nische Punkte aus.

Die letzte Bemerkung ergibt sich aus der Betrachtung des Doppel-
verhiiltnisses (PRQS) = — 1.

Die orthogonalen Kurvenpaare sind im XIV. Kapitel niiher unter-
sucht worden (8. 151 f.).

4. Ubungen. 1. Gibt es auf einer Regelfliche ein Paar von
Kurven, deren Linienelemente in konstantem Verhiiltnis stehen, so
ordnen sich alle Orthogonaltrajektorien zu solchen Kurvenpaaren an.

2. Alle Kurvenpaare, deren Bogenelemente in konstantem Ver-
hiiltnis stehen und sich allenthalben unter gleichen Winkeln kreuzen,
liegen als Orthogonaltrajektorien auf der Binormalenfliiche einer Kurve
konstanter Torsion.

3. Das allgemeinste isogonale Kurvenpaar (bei dem entsprechende
Linienelemente iiberall denselben Winkel bilden) geht aus einem Paar
zugeordneter Bertrandscher Kurven hervor, wenn man die Fliche ihrer
gemeinsamen Hauptnormalen beliebig verbiegt.

4. Wenn zwei Kurven so miteinander verkniipft sind, daB jeder
Punkt der einen Kurve in der Normalebene des zugeordneten Punktes
der anderen Kurve liegt, so heifien die Kurven ,durch Normaltrans-
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formation miteinander verbunden“. Zwei Kurven eines Paares sind
stets zwei derartige Kurven. Aus jeder Kurve kann man durch Nor-
maltransformation unendlich viele andere herleiten. Sind nun (P)
und (@) zwei Kurven, die mit (M) durch Normaltransformation ver-
kniipft sind, so existiert eine vierte Kurve (M), die ihrerseits mit
(P) und (Q) durch Normaltransformation verkniipft ist. Die ent-
sprechenden Punkte der vier Kurven bilden ein Tetraeder, dessen
Seitenflichen die Normalebenen der von den Ecken beschriebenen
Kurven sind. Welches ist das allgemeinste Kurvensystem, fiir das
alle co! derartigen Tetraeder kongruent sind?

5. Zwei Kurven, die punktweise derartig zugeordnet sind, daB
jeder Punkt der einen Kurve in der Schmiegungsebene des ent-
sprechenden Punktes der zweiten Kurve liegt, heilen asymptotisch
zugeordnet. Beide Kurven liegen als asymptotische Linien auf der
Linienfliche, die aus den Verbindungsgeraden entsprechender Punkte
gebildet wird, und umgekehrt stehen irgend zwei (krumme) asym-
ptotische Linien einer Regelfliche in asymptotischer Zuordnung. Ist
d der Abstand zweier entsprechender Punkte, y der Winkel ihrer
Schmiegungsebenen, » und 7" ihre Torsionsradien, so ist

ry’ sin?y = d2.

Jeder Kurve konstanter Torsion 1 :r kann man durch asymptotische
Transformation oco! Kurven derselben konstanten Torsion zuordnen,
deren Punkte von den entsprechenden Punkten der ersten Kurve
einen konstanten Abstand haben (Bicklundsche Transformation
der Kurven konstanter Torsion). Zu den Ubungen 4 und 5 vgl. die
oben (8. 157) angegebene Literatur, die den Gegenstand, zumeist
analytisch, behandelt.

XVIL Kapitel

Die Evolutoiden.

1. Evolutoide. Zieht man durch die aufeinanderfolgenden
Punkte M, M', M”, ... einer Kurve Gerade, welche mit den Tan-
genten in diesen Punkten konstante Winkel « bilden und sich auf-
einanderfolgend in den Punkten N, N', N”,... schneiden, so bildet
die Folge der Punkte N eine Kurve, welche eine Evolutoide der

Kurve (M) genannt wird.!) Ist « = —;,
eine Evolute iiber. Die Evoluten bilden also eine besondere Klasse
der Evolutoiden.

so geht die Evolutoide in

1) Lancret, Mém. sur les dévéloppoides des courbes planes, des
courbes a double courbure et des surfaces dévéloppables. Mém. prés. a
IInst. T.II, p. 19. Aoust, Analyse infinitésimale des courbes dans 1'es-
pace. Chap. 10. Paris. 1876.

Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. 11
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Die Evolutoide ist die Gratlinie einer abwickelbaren Fliche, die
durch die Kurve geht und deren Erzeugenden mit den Tangenten
der Kurve konstante Winkel bilden. Diese Fliche und mit ihr die
Evolutoide ist vollstiindig bestimmt, sobald der Winkel « und irgend
eine Erzeugende, z. B. die durch den Punkt M gehende, gegeben ist.
Ein und demselben Winkel o entsprechen aber unendlich viele Evo-
lutoiden, denn man kann zur Anfangstangente derselben jeden Strahl
eines Rotationskegels wilhlen, dessen Mittelpunkt in M liegt, dessen
Achse die Tangente der Kurve in diesem Punkte und dessen halbe Off-
nung gleich « ist. Es hiingt daher die spezielle Evolutoide von zwei
Bedingungen ab, von der GrioBe des Winkels « und der Lage der An-
fangstangente. Die séimtlichen Evolutoiden einer Kurve bilden daher
eine Schar von oo? Kurven. In dieser sind einzelne ausgezeichnete
Scharen enthalten, insbesondere die Schar der Evoluten, die dem

Winkel « = % entsprechen; fiir « = O reduziert sich die Schar auf

die Kurve selbst.

Es gibt co? Geraden, die durch die Punkte der Kurve gehen
und mit ihr einen konstanten Winkel « bilden. Sie bilden also nach
der Ausdrucksweise der Liniengeometriec eine Linienkongruenz
(nach Kummer Strahlensystem). Sie lassen sich auf zweifach un-
endlich viele Weisen zu abwickelbaren Flichen anordnen: einmal in
die co! eben charakterisierten Rotationskegel, deren Spitzen auf der
Kurve selbst liegen, dann die Schar der abwickelbaren Tangenten-
flichen der Evolutoiden. Jede Kongruenz besitzt zwei Brennmintel,
den Ort der Schnittpunkte benachbarter Geraden. Ist ein Brenn-
mantel eine Fliche, so wird diese von allen Geraden der Kongruenz
beriihrt, ist er eine Kurve, so wird diese von allen Strahlen der
Kongruenz geschnitten. Der erste Brennmantel der Evolutoiden-
kongruenz reduziert sich auf die gegebene Raumkurve.

2. Das sphiirische Bild der Evolutoide. Der Winkel,
den die Tangente an eine Evolutoide mit der Kurventangente bildet,
ist konstant gleich «; das sphiérische Bild der Evolutoidenstrahlen
liegt also auf dem Kreise mit dem Radius ¢ um das Tangenten-
bild #. Die Erzeugenden aller zum Winkel « gehdrigen Evolutoiden-
flichen sind demnach die Punkte der Schar kongruenter Kreise,
deren Mittelpunkte auf dem Tangentenbild liegen.

Weiter gehort das Bogemelement MM’ der Kurve () der
Schmiegungsebene einer jeden Evolutoide an; d. h. das Bild der
Schmiegungsebene enthilt das Bild ¢ der Geraden M M’, oder anders
ausgedriickt: die Verbindungslinie der Bilder ee’ benachbarter Er-
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zeugender einer Evolutoidenfliche ist ein sphirischer Radius des
Kreises, auf dem e liegt, und dieser schneidet den Kreis senkrecht.

Die sphirischen Bilder der Evolutoiden einer Kurve (M), die zu
dem Winkel « gehiren, sind die Orthogonaltrajektorien der Kreisschar
von konstantem Radius «, deren Miltelyunkte das Tangentenbild (t)
der Kurve (M) erfiillen.

Damit ist das Problem der Evolutoiden auf die Bestimmung
der Orthogonaltrajektorien einer Kreisschar zuriickgefiihrt.

'ﬁ'bung. 1. Man untersuche die Evolutoiden einer Schrauben-
linie. Wann sind sie wieder Schraubenlinien?

2. Alle Evolutoiden eines Kreises zu bestimmen.

3. Das sphiirische Bild einer Evolutoide einer ebenen Kurve ist
eine sphiirische Traktrix.

3. Der Réaumursche Satz. Ist (M) eine ebene Kurve, so
gibt es eine Evolutoide, die zu dem Winkel &« gehért und in der-
selben Ebene liegt. Es seien MN, M'N',...
benachbarte Evolutoidenstrahlen, dann ist
Winkel NMUM = NM'M” = .- =« Der
AuBenwinkel des Dreiecks N M M’ ist « + dr,
wobei dr den Kontingenzwinkel der Kurve (/)
bezeichnet. Hieraus folgt, daB

X NMM + MNM' =« + dr,
d. h. der Kontingenzwinlel der Evolutoide M NM = dr ist. Da der
Winkel M CM" benachbarter Normalen gleichfalls gleich dz ist, so
liegen die Punkte M, M’, N und der Kriimmungsmittelpunkt C' der
Kurve (M) auf einem Kreise, fiir den M M" eine Tangente und M C
ein Durchmesser ist. Also wird Winkel CNM = }m, d. h. NC ist
die Normale der Evolutoide.

Die Normalen eimer Ewvolutoide gehen durch den entsprechenden
Kriimmungsmittelpunkt der Ausgangskuwrve und wmhiillen eine Evolu-
toide der FEvolute.

Der zweite Teil dieses von Réaumur') gefundenen Satzes folgt
einfach daraus, daB der Winkel MCN = « ist. Er laBt sich in
zweckmiifiger Weise fiir den Raum verallgemeinern. Die Schmie-
gungsebene M NI’ der Evolutoide (E) schneide die Kriimmungs-
achse von M im Punkte Z Dann ist der Winkel ZMM = | =

1) Réaumur, Méthodes générales ..., Mém. de I'Acad. des Sciences.
1709. G. Loria, Spezielle ebene Kurven. 1. Aufl. (1902). S. 627.
11*
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und auch ZM'M"” = +m, da ja die Kriimmungsachse auf zwei be-
nachbarten Tangenten senkrecht steht. Da aber NMM = NM ' M" =«

ist, so wird ZMN =ZM'N=1tn— a;
N die vier Punkte Z, N, M, M’ liegen also
wieder auf einem Kreise, oder der Kueis,
der die Tangente der Kurve (M) in M
beriihrt und durch Z geht, geht auch
durch den Punkt N. ZM ist daher ein
Durchmesser und Z E M ein rechter Winkel.
ZN ist also eine Normale, und da sie
M der Schmiegungsebene von (N') angehért,

7

N\

-
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S\

70
7
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die Hauptnormale der Evolutoide.

Die Hauptnormalen der Fuvolutoiden schneiden die zugchorigen
Kritmmungsachsen der urspriinglichen Kurve.

4. Evolutoidenfliche. Alle einem bestimmten Winkel « ent-
sprechenden Evolutoiden bilden eine krumme Fliche, die Evolu-
toidenfliche. Diese Fliche wird von allen Geraden der Kongruenz
beriihrt und bildet daher deren zweiten Brennmantel. Wenn aber
alle Geraden der Kongruenz die Fliche beriihren, so miissen es auch
alle Flichen, die aus diesen Geraden gebildet sind; also auch die
Kreiskegel, die die zweite Schar von abwickelbaren Flichen bil-
deten; d. h.

Die Beriithrungskegel an die Evolutoidenfliche von den Punktcn
der gegebenen Kurve aus sind gerade Kreiskegel mit der Uffnung 2.

Die Gesamtheit der Evolutoidenflichen bildet eine Flichenschar,
in welcher die Fliche der Kriimmungsachsen als die Fliche der

Evoluten enthalten ist. Li#iBt man den Winkel « stetig von O bis 72’

wachsen, so #ndert sich die Evolutoidenfliche selbst stetig und geht
schlieBlich in ihre Grenze, die Fliche der Kriimmungsachsen, iiber.

6. Charakteristik der Evolutoidenfiiche. Es war eben
gezeigt, dall der gerade Kreiskegel mit der Spitze 2, der aus den
die Evolutoiden berithrenden Geraden besteht, die Evolutoidenfliche
beriihrt; diese ist also die Hiillfliche aller dieser unendlich vielen
Kegel, und die Schnittkurve zweier aufeinanderfolgender Kegel er-
zeugt daher die Fliche der Evolutoiden, diese Linie ist die Cha-
rakteristik und der Kegel die Erzeugungsfliche der Evolutoiden-
fliiche.
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Die Schnittkurve zweier kongruenter Kreiskegel, deren Achsen
(in dem betrachteten Falle die Tangenten) sich schneiden und einen
unendlich kleinen Winkel (hier den Kontingenzwinkel dr) bilden,
zerf#llt in einen Kreis und eine Hyperbel. Legt man ndmlich durch
die Achse MM’ des ersten Kegels eine Ebene, so werden die beiden
Flichen in den Geraden MN, MN,, M'N, M'N, geschnitten, die
vier Punkte N, N,, P, P, gemeinsam haben. Da in den Dreiecken
MPM" und MP'M' die Winkel bei M und M’ sich nun um eine
infinitesimale GriBe unterscheiden, so sind sie gleichschenklig und
PP’ | MM’ bis auf infinitesimale GroBen hoherer Ordnung. Dies
gilt fiir jede Lage der Ebene; alle P, P’ liegen somit in einer Ebene,
- die MM’ im Mittelpunkte senkrecht durchschneidet; also auf einem
Kreise. Dieser Teil des Schnitts beider Flichen reduziert sich, wenn
in der Grenze M und M~ zusammenriicken, auf einen Punkt, den
Scheitel M. Daraus folgt, daB der Restschnitt, die gesuchte
Charakteristik der Evolutoiden-
fliche ein Kegelschnitt, also eine
ebene Kurve sein muf.

N, N

Fig. 62. Fig. 63.

Um die Natur dieses Kegelschnitts niher zu untersuchen, lege
man zunichst die vorher konstruierte Ebene MM’NN,; durch die
beiden Kegelachsen, d. h. also durch zwei benachbarte Tangenten;
sie fillt dann mit der Schmiegungsebene zusammen, und die Winkel
MN,M und MNM  sind gleich dem Kontingenzwinkel dr der
Kurve (M). Die Punkte N und N, liegen daher gleichweit ab von
der Tangente in M, und ihre Verbindungslinie, die dieser Tangente
parallel ist, wird von der Hauptnormalen des Punktes 2/ in @
halbiert. Die Punkte N, N, liegen aber auch, da die Winkel
MNM = MN, M’ gleich dr sind, auf einem Kreise, der iiber dem
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Kriimmungshalbmesser M C' = ¢ als Durchmesser beschrieben werden
kann; daher ist Winkel M NC ein Rechter. Fillt man von N das
Lot NP auf die Tangente, so wird:

MN =gsine, NP=gsin®a, MP=g¢sinacosa.

Legen wir jetzt durch die Tangente des Punktes I/ irgend eine
andere Ebene, welche mit der Schmiegungsebene einen Winkel &
bildet, so schneidet sie die Durchschnittskurve beider Kegel gleich-
falls in zwei Punkten N, N,, welche die Spitzen von zwei Dreiecken
MNM' sind, deren Winkel MNM = d+ aber nicht gleich dr,
sondern gleich dz - cos & sind.

Das sphiirische Bild der Tangenten in 1, M’ seien die Punkte
¢t und t', die Geraden M N und M'N liegen in einer Ebene, die mit
der Schmiegungsebene von M den Winkel & bildet (& sei der spitze
Winkel der beiden Ebenen); ihre sphirischen Bilder n, %" liegen
daher auf einem groBten Kreise durch ¢, der
mit ¢¢ einen Winkel & bildet; ferner ist

tn=a, tW=a+dy
und
‘0 = a.
Fillt man nun von ¢ auf ' das Lot fu,

so ist
Fig. 64. ut = nt' — nu = nt’ — ut= dv,

und es folgt aus dem unendlich kleinen Dreieck tut, in dem ¢f'=d7 ist:
dy = dz cos &.

Die beiden Punkte N, N, liegen auch jetzt noch gleich weit ab von
der Tangente in M, und ihre Verbindungslinie ist daher auch jetzt
zu dieser parallel. Sie liegen auch jetzt auf einem Kreise, welcher
iiber der Sehne MM  den Peripheriewinkel d+ faBt, und daher ist
der Durchmesser dieses Kreises

uf. SN2 ST

dy dr  cos &
oder, weil ]'{ll—;[ gleich dem Kriimmungshalbmesser ¢ der Kurve

(Br) ist .

cos &

Projiziert man sie auf die Tangente und Schmiegungsebene nach p
und N,, so wird #hnlich, wie vorher
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Ly : r 4 . 0 .
NoaalLh - 2 Otk L
M1 cos § Sin e, NP, cos § Sin“ @, MPy= o gsinecose

P ,N,= NP, -cos® = gsine, NN,= NP, -sin® = o tg9 - sin®e.

Hieraus ersieht man, daB die Projektionen der Punkte N auf die
Schmiegungsebene mit den in dieser Ebene selbst liegenden Punkten N
in eine Gerade fallen, die der Tangente des Punktes M im Ab-
stande g sin®« parallel liuft. Es liegen daher alle Punkte N, d. h.
die simtlichen Punkte der Durchschnittslinie der beiden Kegel in
einer Ebene, welche auf dem Kriimmungshalbmesser senkrecht steht
und von der rektifizierenden Ebene um die Strecke g sin®« entfernt
ist. Diese Durchschnittslinie ist also, wie schon vorher dargetan
wurde, eine ebene Kurve. Da aber ihre Ebene der Tangente in 2,
d. h. der Achse des Kegels in M parallel liuft, so ist sie eine
Hyperbel.

Die Ebene der Hyperbel steht auf der Schmiegungsebene senk-
recht und ihre Hauptachse liegt auf der Schnittlinie dieser beiden
Ebenen. Die Hauptachse 24 ist daher gleich dem Abstande NN,
der in der Schmiegungsebene konstruierten Kurvenpunkte, also

A = g sinwcos .

Der Mittelpunkt der Hyperbel ist der Schnittpunkt P von NN, und
der Hauptnormalen wnd, weil die Ebene der Hyperbel mit der rekti-
fizierenden Ebene, also auch mit den beiden Strahlen des Kegels in
M, welche in diese ffallen, parallel ist, sind die Asymptoten parallel
zu diesen beiden Strahlen. Der Winkel der Asymptoten wird dem-
nach gleich dem Winkel 2« dieser Erzeugenden und die halbe
Nebenachse -y

Die Punkte N, N; der Hyperbel liegen auf einem Kreise, dessen

Durchmesser gleich &)‘; ist und dessen Mittelpunkt O in der Nor-

b
malebene liegt. Konstruiert man den von M ausgehenden Durch-
messer, so ist sein zweiter Endpunkt P von M um g :cosd ent-
fernt, seine Projektion auf die Schmiegungsebene fillt daher mit
dem Kriimmungsmittelpunkt C' zusammen.

LBt man jetzt & alle moglichen Werte annehmen, so durchliuft
O die ganze Kriimmungachse und die Kreise umbhiillen eine Fliche,
auf der die Hyperbel liegt, die den Ort der Punkte N bildet. Da

der Kreis von dem bhesonderen Werte des Winkels « nicht abhiingt,
so liegen auf der Fliche auch alle anderen Hyperbeln, welche den
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verschiedenen Werten des Winkels « entsprechen und deren Ebenen
der rektifizierenden Ebene der Kurve parallel laufen. Die Fliche wird
daher parallel der rektifizierenden Ebene in Hyperbeln geschnitten,

. T . . .
und wenn « von O bis - anwiichst, so bewegt sich die Ebene eines

solchen Schnitts von der rektifizierenden Ebene der Kurve M bis
zur rektifizierenden Ebene der Kurve der Mittelpunkte ihrer Schmie-
gungskugeln; dabei wiichst der Asymptotenwinkel von O bis = und
die Hyperbel geht stetig von der Tangente der Kurve M durch alle
Zwischenstufen hindurch in die Kriimmungsachse iiber.

Konstruiert man in den Tangentenflichen einer Raumkurve alle
Kreise, die die Tangente berithren und durch den Schnitt mit der
Kriimmungsachse gehen, so wird die wvon diesen Kreisen wumhiillte
Fliche von jeder zur rektifizierenden Ebene parallelen Ebenc in einer
Hyperbel geschnitten, dercn  Hauptachse in  der Schmiegungsebene
parallel zur Tangente licgt.

Man kann diese Fliche auch unabhiingig von der Theorie der
Raumkurven gewinnen: als Ort aller Kreise, die eine von zwei wind-
schiefen Geraden in dem Punkte beriihren, wo sie von der zweiten
den kiirzesten Abstand besitzt, und die diese zweite Gerade schneiden.

Ubungen. 1. Die Ergebnisse dieser Nummer als Folgerungen
des Réaumurschen Satzes darzustellen.

2. Die Evolutoidenfliche des Kreises ist ein Rotationshyperboloid.

6. Die Evolutoide als kiirzeste Linie. Die Evolutoide
ist die Gratlinie einer abwickelbaren Fliche, deren Erzeugende mit
den Tangenten der gegebenen Kurve (M) konstante Winkel bilden.
Daher ist die Ebene zweier aufeinanderfolgender Erzeugenden die
Schmiegungsebene der Evolutoide. Sie geht aber durch die Tangente
der Kurve (M) und steht folglich auf der Tangentenebene des ge-
raden Kegels senkrecht, dessen Achse diese Tangente ist und auf
dem die Tangente der Evolutoide liegt.

Nun aber beriihrt der Kegel die Evolutoidenfliche in ihrer Cha-
rakteristik (), hat also mit ihr in simtlichen Punkten dieser Cha-
rakteristik die Beriihrungsebene gemein. Auf der Hyperbel (H) liegt
aber der betrachtete Evolutoidenpunkt, dessen Schmiegungsebene so-
mit auf der Beriihrungsebene der Fliche senkrecht steht. Die Haupt-
normale der Evolutoide fillt also mit der Flichennormalen zusammen,
d. h. die Kurve ist geoditische Linie auf der Fliche.

Jede Ewvolutoide ist eine kiirzeste Linie auf der Ewvolutoidenfliche.

Jede Evolutoide ist daher auch eine Kurve, lings welcher ein
iiber die Evolutoidenfliche frei hingespannter Faden ohne Reibung
im Gleichgewichte sich befindet. Befestigt man daher im Punkte 2
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der Kurve einen Faden und spannt ihn iiber den Kegel in I hin
bis zu einem Punkte N der Hyperbel, welche die Charakteristik der
Evolutoidenfliiche ist, und lings welcher der Kegel diese Fliche be-
rithrt, und fithrt ihn dann frei iiber die Fliche hin, so zeichnet er
auf dieser die durch N gehende Evolutoide der Kurve M. Zieht
man also nach allen Punkten N der Charakteristik solche Fiiden, so
erhiilt man alle Evolutoiden, welche demselben Winkel « entsprechen.

Ubung. Die Evolutoidenkongruenzen sind Normalenkongruenzen
von Fliichen, bei denen die erste Schar von Kriimmungslinien aus
Kreisen, die zweite Schar aus den Evolventen der Evolutoiden besteht.

7. Besondere Kurven auf der Evolutoidenfliche. Auf
der Evolutoidenfliche gibt es zwei besonders ausgezeichnete Kurven,
nimlich die Kurve der Scheitel und die Enveloppe aller
Hyperbeln. Keine von beiden ist eine Evolutoide. Um dies
fiir die Kurve der Scheitel zu erweisen, geniigt es zu bemerken, dafl
zwei aufeinanderfolgende Linien M C, M’ C’, welche die Punkte M, M’
der Kurve mit den ihnen entsprechenden Scheiteln C, €’ verbinden,
in den Schmiegungsebenen von M und M’ liegen und sich also,
wenn iiberhaupt, nur auf der Durchschnittsebene dieser Ebenen,
némlich der Tangente, schneiden konnten. Dies ist aber nicht mog-
lich, da die Geraden MC, M'C die Tangente in den nicht zu-
sammenfallenden Punkten 3/ und M’ schneiden. Sie umbhiillen daher
itberhaupt keine Kurve, also auch nicht die Kurve der Scheitel, mit-
hin ist diese keine Evolutoide. Eine Ausnahme macht der Fall,
daB die Kurve M eben ist; dann ist niimlich die Kurve der Scheitel
eine Evolutoide; sie ist die Durchschnittslinie der Ebene der Kurve
mit der Evolutoidenfliche, und um sie gruppieren sich die Evolu-
toiden symmetrisch zu beiden Seiten der Kurvenebene, die also eine
Symmetrieebene der Evolutenfliche wird.

DaB die Hiillkurve der Hyperbeln keine Evolutoide ist, ergibt
sich einfach aus der Bemerkung, daB im Beriihrungspunkte die
Kurve und Hiillkurve die Tangente gemeinsam haben; die Tangenten
der Hiillkurve liegen also immer in Ebenen, die der rektifizierenden
Ebene parallel sind, die also niemals durch den Punkt M der Kurve
gehen konnen, um so weniger daher Tangenten an eine Evolutoide
sein konnen.

Fir o« = % geht die Kurve der Scheitel in die Kurve der Kriim-

mungsmittelpunkte und die Enveloppe der Hyperbeln in den Ort der
Mittelpunkte der Schmiegungskugeln iiber.
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Es ist leicht, den Winkel d% zu bestimmen, welchen die Strahlen
MC, M'C' bilden, welche nach den Scheiteln zweier Hyperbeln gehen.

Der Strahl M C liegt in der Schmiegungs-
ebene von M und bildet mit der Tangente
einen Winkel «, sein sphirisches Bild ist dem-
nach auf dem gréBten Kreise {7 der Schmie-
gungsebene gelegen und zwar so, daB

lc—=a

wird. Ebenso ist das sphiirische Bild von M’ C”
auf dem Kreise #'t” gelegen, der als Bild der

lni Schmiegungsebene von M’ aufgefaBt werden
kann, und es ist auch ¢'¢’= «. Fillt man nun von ¢’ auf ¢¢ das
Lot c¢'c”, so ist c¢c"=1tt =dv, ¢'¢"=dssine und c'c= dk.

Daraus folgt dk?= dv*+ sin e dc?.

Hilr o — —;t- erhilt man hieraus den Lancretschen Satz (S. 27).

Die Scheitelstrahlen M C erzeugen eine windschiefe Fliche, die

fir ¢« = : in die Fliiche der Hauptnormalen iibergeht.

8. Verteilung der Evolutoiden auf ihrer Ortsfliche.
Durch jeden Punkt der Evolutoidenfliche geht eine einzige Evolu-
toide, denn dieser Punkt liegt auf der Durchschnittslinie zweier be-
nachbarter Kegelflichen, nach ihm gehen zwei Strahlen dieser Kegel,
von denen der eine bereits geniigt, um die Evolutoide vollstindig
zu bestimmen. Auch durch jeden Punkt der Scheitelkurve geht eine
Evolutoide, und diese wird von allen Evolutoiden getroffen. Nur
wenn die Kurve eben ist, ist die Scheitelkurve selbst Evolutoide
und haben die iibrigen mit ihr keinen Punkt gemein. Ebenso trifft
jede Evolutoide die Enveloppe der Hyperbeln in einem Punkte.

Ist M ein Schnittpunkt der Kurve (M) mit ihrer Evolutoiden-
fliche, so ist dieser Punkt ein Punkt der Durchschnittslinie des
Kegels in M mit dem folgenden Kegel, also ein Punkt der charak-
teristischen Hyperbel. Nun lduft die Ebene der Hyperbel mit der
rektifizierenden Ebene parallel, fallt also in diesem Falle mit der
rektifizierenden Ebene selbst zusammen; daher reduziert sich die
Hyperbel auf die beiden Geraden, in welchen die rektifizierende Ebene
dieses Punktes den Kegel, dessen Mittelpunkt in ihm liegt, schneidet,
nimlich auf die beiden Geraden, die mit der Tangente von M gleiche
Winkel « bilden. Dieser Punkt ist Scheitel und Mittelpunkt der
Hyperbel zugleich, mithin geht die Kurve der Scheitel durch
ihn hindurch. Da die Tangenten der Evolutoiden die Strahlen
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des erzeugenden Kegels sind und alle durch diesen Punkt gehen, so
gehort er zugleich allen Evolutoiden gemeinschaftlich an. In ihm
stoBen die beiden Flicheniiste zusammen, welche den Ort der Evo-
lutoiden bilden.

9. Konjugierte Kurven. Die Evolutoiden einerseits und die
charakteristischen Hyperbeln andererseits bilden auf der Evolutoiden-
fliche zwei Scharen von Kurven, welchen hinsichtlich ihrer gegen-
seitigen Lage eine ausgezeichnete Eigenschaft zukommt. Zieht man
némlich léings einer Kurve des einen Systems in allen Punkten, in
welchen sie von den Kurven des andern Systems geschnitten wird,
Tangenten an die letzteren, so bilden diese eine abwickelbare Fliche.

Betrachtet man zuniichst eine Hyperbel, so ist die Schar der
schneidenden Kurven von den Evolutoiden gebildet; deren Tangenten
sind aber die Strahlen des Hiillkegels der Fliche, auf dem die
Hyperbel liegt, und dieser Kegel ist jene abwickelbare Fliche.

Betrachtet man andererseits eine Evolutoide (E), so sind die
Kurven des andern Systems Hyperbeln, und die Tangente an eine
solche Hyperbel ist der Durchschnitt zweier Tangentenebenen der
Kegel, welche sich in der Hyperbel schneiden. Diese Tangenten sind
also die Durchschnitte einer stetigen Folge von Ebenen und erzeugen
mithin eine abwickelbare Fliche (F').

Die Ebenen, von denen die Fliche (F') eingehiillt wird, sind die
Beriihrungsebenen der Evolutoidenfliche lings der Kurve (E) und
stehen, wie vorher gezeigt, auf den Hauptnormalen der Kurve ()
senkrecht. Daher ist F' die rektifizierende Fliche der Evolutoide,
und diese geht bei der Abwicklung von (F') in eine Gerade iiber.

Zwei Kurvenscharen auf einer Fliche, die ein derartiges System
bilden, daB die Tangenten an die Kurven des einen Systems léngs
einer jeden Kurve des anderen Systems abwickelbare Flichen bilden,
nennt man konjugiert. Es gilt also der Satz:

Die Evolutoiden wund charakteristischen Hyperbeln bilden auf der
Evolutoidenfliche ein konjugiertes System.

Anmerkung: Der Satz ist nur ein besonderer Fall der all-
gemeinen Tatsache, daB die Strahlen eines Strahlensystems auf den
Brennfliichen konjugierte Kurvensysteme bestimmen.

10. Kontingenz- und Schmiegungswinkel der Evolu-
toiden. Den Kontingenzwinkel dz, einer Evolutoide haben wir be-
reits S. 166 bestimmt; er ist nimlich dr; = dv = dv - cos &, wenn
@ den (spitzen) Neigungswinkel der Schmiegungsebene der Evolu-
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toide gegen die Schmiegungsebene der Kurve bedeutet. Er ist un-

abhiingig von «, mithin fiir alle Evolutoiden, die verschiedenen

Werten von « bei demselben Werte von & entsprechen, derselbe.
Der Schmiegungswinkel de, der Evolutoide ergibt sich aus der-

selben sphiirischen Abbildung, in der ¢{» und ¢'#’ die Bilder benach-

barter Schmiegungsebenen, also ihr Winkel 7't ihren Winkel, den

Schmiegungswinkel der Evolutoide darstellen. (Fig. 64, S. 166.)
Aus dem Dreieck 7'tu ergibt sich dann sofort

ut= 4 do, sin ,
und da
ut= drt sin &
bekannt ist, so wird:

dv .
de, = + Ei!%x sin&.

Das Verhiltnis beider und mithin das Verhiltnis der Kriimmung
und Torsion der Evolutoide ist demnach
dr, sin «
do, ~ Tigo
Aus dem Kontingenzwinkel und dem Schmiegungswinkel der Evo-
lutoide erhilt man fiir den Winkel d%; der ganzen Kriimmung:

sin? o

9
12=dr2 {cos &-I—Sm }

Fir das Bogenelement ds; der Evolutoide erhdlt man in wohl-
bekannter Weise (vgl. S. 69), wenn MN = L gesetzt wird.

ds; = 4 (dL + ds cos )

und weil
I ds sin@ ds  esine
Bl Pledr Y & Flaa ooy B
so wird

|

’sm ad(——) + dscose |-

cos ¥,

11. Evolventoiden. Das Problem der Evolutoiden ist einer
Umkehrung fiihig. Man kann verlangen, alle Kurven anzugeben, fiir
welche eine gegebene Kurve () Evolutoide ist. Solche Kurven
stehen zu der Evolutoide in iihnlicher Beziehung, wie die Evolventen
zu den Evoluten, daher mogen sie Evolventoiden heien. Da die
Tangente der Evolutoide mit der Tangente der Kurve, der sie als
Evolutoide angehort, einen konstanten Winkel bildet, so sieht man
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ein, daB die Evolventoiden einer Kurve alle auf ihrer Tan-
gentenfliche liegen und diejenigen Kurven sind, welche
die Tangenten unter konstantem Winkel « schneiden.?)
Sie sind einander demnach alle parallel zugeordnet und ihre Unter-
suchung kniipft sich naturgemil an die Theorie der parallelen
Zuordnung an, die im niichsten Kapitel behandelt wird.

Da ihre Tangenten in der Schmiegungsebene der urspriinglichen
Kurve liegen, so ist das Tangentenbild auf dem Bogen #/ gelegen,
um ¢ von ¢ entfernt. Aus der sphiirischen Abbildung folgt fiir den
Kontingenzwinkel dz, der Evolventoide:

dr,} = th2 + de? sin®«

und fiir den Winkel ¢ ihrer Schmiegungsebene mit der der urspriing-

lichen Kurve e
tgp = - sin a.

Ubung. Die Evolventoiden einer Schraubenlinie sind wieder
Schraubenlinien.

12. Planevolventoiden. Die Kurven, die in der vorigen
Nummer als Evolventoiden bezeichnet wurden, entsprechen den Filar-
evolventen. Der Begriff der Planevolvente kann nun in zweifacher
Weise verallgemeinert werden. Die Tangenten der Planevolventen
schneiden die Schmiegungsebenen der gegebenen Kurve rechtwinklig.
Man wird also die Kurve, die eine Ebenenschar unter konstantem
Winkel schneidet, als Planevolventoide der Gratlinie der abwickel-
baren Fliche nennen konnen, die von den Ebenen eingehiillt ist.
Jede Raumkurve besitzt fiir jeden Winkel « co® Planevolventoiden
dieser Art.

Ubung. Als Planevolventoide einer Geraden kann man die
Kurven bezeichnen, die den Ebenenbiischel isogonal durchsetzen,
dessen Achse die Gerade ist. Sie sind identisch mit den Loxo-
dromen?) der Rotationsflichen.

Die Planevolventen kinnen aber auch angesehen werden als die
Kurven, deren Punkte in den entsprechenden Schmiegungsebenen der
urspriinglichen Kurve (M) liegen und deren Schmiegungsebenen die
der Kurve (M) rechtwinklig schneiden. Daher kann man auch die

1) Molins, Sur les trajectoires qui coupent sous un angle donné les
tangentes & une courbe a double courbure. J. de Math. 8, 132. Aoust,
Analyse infinitésimale des courbes dans l'espace. Paris 1876. Kap. 15.

2) G.Scheffers, Uber Loxodromen. Leipz. Ber. 1902. E.Salkowski,
Schraubenlinien und Loxodromen. Sitzungsber. Berlin. Math. Ges. 7. 1908.
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Kurven (P) als Planevolventoiden bezeichnen, deren Punkte in den
entsprechenden Schmiegungsebenen von (M) liegen und deren Schmie-
gungsebenen die der Kurve (I) unter konstantem Winkel « schnei-
den.!) Das Tangentenbild einer solchen Evolventoide ist die sphii-
rische Evolutoide des Tangentenbildes der Ausgangskurve.

XVII Kapitel.
Parallele Raumkurven.

1. Allgemeines. Im Laufe der bisherigen Untersuchungen sind
schon mehrfach die Beziehungen gestreift worden, die zwischen zwei
Raumkurven bestehen, wenn sie sich punktweise so zuordnen lassen,
daB in entsprechenden Punkten die Tangenten parallel sind. Zwei
solche Kurven werden als parallele Kurven bezeichnet, und es
war gezeigt, daB zwei Kurven sich dann und nur dann parallel zu-
ordnen lassen, wenn ihre Tangentenbilder kongruent sind. In diesem
Falle kann man nidmlich durch passende Bewegung der einen Kurve
ihr Tangentenbild mit dem der zweiten Kurve zur Deckung bringen,
und dann sind die Tangenten als entsprechende zu wihlen, deren
Bilder zusammentfallen,

Wenn die Tangentenbilder zweier Raumkurven zusammenfallen,
so tun es auch die Haupt- und Binormalenbilder (S. 24), d. h. in
entsprechenden Punkten paralleler Kurven sind die Winkel dr, do,
dk gleich, also auch die Quotienten je zweier; umgekehrt:

Zwei Rawmkurven lassen sich dann und nur dann parallel zu-
ordnen, wenn in entsprechenden Punlten das Verhdltnis der Kriim-
mungen denselben Wert hat.

2. Parallele Zuordnung von ebenen Kurven. I[st in
einer Ebene ein regulires Kurvenstiick (M) vorgelegt, und zieht
man durch den Mittelpunkt eines beliebigen Kreises (K) derselben
Ebene die Parallelen zu den (beliebig orientierten) Normalen der
Kurve, so schneiden diese den Kreis in je einem Punkte K, der als
das Bild des entsprechenden Punktes M auf der Kurve (M) an-
gesehen werden kann. Die Tangenten in den Punkten K und M
sind dann immer parallel; es gilt also der Satz:

1) Molins, Note sur les courbes dont les plans osculateurs font un
angle constant avec une surface développable sur laquelle elles sont tra-
cées. J. de Math. 12, 394.
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Jede ebene reguldre Kurve kamn durch parallele Tangenten auf
ein Stiick eines Kreises stetig abgebildet werden.

Die Abbildung ist sogar eindeutig, wenn das Kurvenstiick (M)
so abgegrenzt ist, daB es keinen Wendepunkt und keine Spitze ent-
hilt. Wird eine zweite Kurve (V) in derselben Weise auf einen Kreis-
bogen abgebildet, so kann man durch eine Drehung es stets er-
reichen, daf die sphirischen Bilder von zwei beliebig gewihlten
Punkten M und N zusammenfallen. Dadurch decken sich die sphii-
rischen Bilder der passend begrenzten Bogen (M), (N), d. h. die
Punkte dieser Bogen lassen sich punktweise so aufeinander beziehen,
daf in entsprechenden Punkten die Tangenten parallel sind.

Zwei ebene Kurven kinnen sich stels auf unendlich viele Weisen
parallel zugeordnet werden.

Der Satz ist natiirlich nur ein Spezialfall des SchluBsatzes der
vorigen Nummer; er ist nur wegen seiner Wichtigkeit noch be-
sonders hergeleitet worden.

3. Die abwickelbare Fliche paralleler Raumkurven.
Es seien M, M', M",... und N, N, N, ... entsprechende Punkte
parallel zngeordneter Raumkurven. Da MM und NN’ parallel sind,
so schneiden sich die Verbindungslinien M N, M 'N’ entsprechender
Punkte. Die Verbindungslinien M N, M'N’, M”N",... entspre-
chender Punkte bilden daher eine abwickelbare Fliche, deren Grat-
linie (@) durch die Schnittpunkte benachbarter Verbindungslinien
bestimmt ist.

Teilt man den (im allgemeinen veriinderlichen) Abstand M N,
M'N’,... zugeordneter Punkte von (/) und (N) in den Punkten

P, P, P"”,... nach einem konstanten Verhiltnis m :n, so daB
MP - MP . _m
PN PN et

ist, so bilden die Punkte P, P’, ... eine Kurve (P), deren Tangenten
PP, P'P”,. .. nach dem Strahlensatz der ebenen Geometrie parallel
zu den entsprechenden Tangenten der Kurven (M) und (N) sind.
Bezeichnet man die Bogenelemente der Kurven (M), (N) und (P)
der Reihe nach mit ds,, ds,, ds, ihre Kriimmungs- und Schmie-
gungsradien entsprechend mit ¢,, ,, 0 und 7,7, und r, so wird,
da die drei Kurven infolge der parallelen Zuordnung denselben Kon-
tingenzwinkel dr und denselben Schmiegungswinkel d¢ haben:

01:03:0 =1y:79:7r =d8 :dsy:ds.
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Ferner ist:

GM:GN:GT=ds, :ds,:ds.
Da die Hauptnormalen in 3/, N, P parallel sind, so liegen sie in
ein und derselben Ebene, die auch die Gerade MG enthilt. Auf
der Hauptnormalen liegen die Kriimmungsmittelpunkte C;,C,, C der
drei Kurven, und zwar nach den oben gefundenen Relationen, so daf

MC,: NCy: PC=ds :dsy: ds
wird, also

MC, :NCy;: PC= MG : NG : PG;
die Punkte (), C;, C gehoren also ein und derselben Geraden am,
die durch G hindurchgeht. Wir fassen die Ergebnisse folgender-
maflen zusammen:

Teilt man die Verbindungslinien entsprechender Punkle auf zwei
parallelen Raumkurven nach einem konstanten Verhdlinis, so liegen
die Teilpunkte auf einer dritten Kurve, die den ersten beiden parallel
ist. Die Kriimmungsmittelpunkte aller Kurven, die den verschiedenen
Werten des Teilverhdltnisses entsprechen, liegen auf einer Geraden,
die durch den zugehirigen Pumkt der Gratlinie derjenigen abwickel-
baren Fldche geht, auf der alle konstruierten Kurven liegen.

Dieser allgemeine Satz umfaBt eine ganze Reihe von wichtigen
speziellen Fillen. Eine ganz spezielle Schar parallel zugeordneter
Kurven im Raume sind die ebenen Knrven, in denen eine beliebige
abwickelbare Fliche durch parallele Ebenen geschnitten wird. Stehen
insbesondere die Ebenen auf einer Erzeugenden der Fliche senkrecht,
so erhiilt man den Satz:

Die Kriimmungsmittelpunkte C aller zur Tangente in G der Kurve
(@) senkrecht gefiihrten Normalschnitte der Tangentenfliiche liegen auf
einer durch G hindurchgehenden Geraden, und die Kriimmungshalb-
messer dieser Normalschnitte sind dem Abstand von G proportional.

Nimmt man nun den Abstand G M = g,, némlich gleich dem
Kriimmungshalbmesser der Kurve (@) in G, so wird MM = g,dr,
=ds,= GG und folglich MC = ds,: doy=1r,, d. h.:

Der Schmiegungshalbmesser ry einer beliebigen Raumkurve (G)
vm Punkte G ist der Kriimmungshalbmesser des Normalschnittes der
Tangentenfliche der Kurve, der im Abstande des Kriimmungshalb-
messers g, dieser Kurve vom Beriihrungspunkte der Tangente senk-
recht zu dieser Tangente gefiihrt werden kann.

Damit ist eine neue geometrische Interpretation fiir den Schmie-
gungsradius einer Kurve gewonnen.
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4. Die Schmiegungskugeln paralleler EKurven. Aus
den vorigen Uberlegungen ergibt sich ds sofort durch ds, und ds,
ausgedriickt. Es wird némlich:

ds, —ds _m
ds—ds, n’
also
mds, -+ nds,

ds =
m-+n

Hieraus folgt ebenso
... L
m -4 n

MR

m—n

Bezeichnet man die Abstinde der Mittelpunkte von Kriimmungs-

und

kreis und Schmiegungskugel der Reihe nach mit %, Ay und %, so wird

gei il ( ¥t dgl) mhy -+ nh,
de  m4n m4n

Auch die Kriimmungsachsen der drei parallelen Kurven sind par-

b=

allel und in einer Ebene gelegen, d. h. auch die Mittelpunkte
der Schmiegungskugeln paralleler Raumkurven auf einer
abwickelbaren Fliche liegen auf einer Geraden. Diese Gerade
geht aber im allgemeinen nicht durch G. Soll dies eintreten, so muf

hy:hy:h=ds :ds;:ds = 9;:0,:0
sein, d. h.
013 dog:de =0,%0:%0,
0= ke,
wo k konstant ist. Dann sind (M) und (N) Parallelkurven auf
einem Kegel.

5. ﬁ'bungen I. Man bestimme die Polarkurven aller Filar-
evolventen einer Raumkurve (S. 34).

2. Die allgemeinen Schraubenlinien lassen sich den Schrauben-
linien eines geraden Kreiszylinders und nur diesen parallel zuordnen.

3. Die geoditischen Linien auf Boschungsflichen lassen sich von
Kegelgeoditischen nur denjenigen des geraden Kreiskegels parallel
zuordnen.

4. Wenn man eine Kurve konstanter Kriimmung und eine Kurve
konstanter Torsion durch parallele Tangenten zuordnet, so liegen
alle Punkte, die den Abstand entsprechender Punkte in konstantem
Verhiltnis teilen, auf einer Bertrandschen Kurve.

D. Gibt es solche Kurven konstanter Kriimmung, demen man
eine Kurve konstanter Torsion so parallel zuordnen kann, daB die

Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. 12
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Verbindungslinie entsprechender Punkte auf den zugehérigen Kurven-
tangenten senkrecht stehen?

6. Welche Beziehungen bestehen zwischen Kurven, die punkt-
weise so aufeinander bezogen sind, daB in entsprechenden Punkten
die Binormalen parallel sind?

6. Kurven mit parallelen Hauptnormalen. Die Haupt-
normalenbilder der beiden Kurven fallen zusammen, also auch deren
sphiirische Polarkurve, das Bild der rektifizierenden Kurve. Die
Tangentenbilder beider Kurven sind von der letzteren sphirische
Evolventen; ihre spharischen Abstinde, d. h. der Winkel entspre-
chende Tangenten ist also immer konstant.

Haben zwei Kurven (M), (N) parallele Hauptnormalen, so sind
ihre rektifizierenden Kuwrven parallel und ihre Tangenten in entspre-
chenden Punkten bilden einen konstanten Winkel.

Bezeichnet man den sphirischen Abstand des Tangentenbildes
von (M) und (N) von dem Bilde der entsprechenden rektifizierenden
Geraden mit H, und H,, so ist bekanntlich

@ @
b et e 4 e
da nun H, — H,= H konstant ist, so muf
Oy 18
tg H, — tg H, 7, T
to H — 108 20 0 . %
g 1+ tg H, H, Lol 00 ?
T

d. h. das Verhiltnis von Kriimmung und Torsion der einen Kurve
ist eine lineare gebrochene Funktion derselben GriBe fiir die andere
Kurve.

XVIIL Kapitel.
Mehrfache Evoluten.

Die Theorie der parallelen Zuordnung zweier Kurven findet ihre
einfachste und fruchtbarste Anwendung bei denjenigen Problemen,
die dem Prozefl der mehrfachen Evolutenkonstruktion in der Theorie
der ebenen Kurven analog ist, und zwar sind hier zwei Verfahren,
die als naturgemiifle Verallgemeinerungen sich darbieten. Auf der
einen Seite wird man die Kurve betrachten, deren Schmiegungsebenen
die Normalebenen der gegebenen Kurve sind, also die Polarkurve und
von dieser Polarkurve wieder die Polarkurve suchen. Setzt man dies
Verfahren bis zum 7' Schritt fort, so erhilt man eine Kurve, die
man als n'® Polarkurve (oder auch n'® Planevolute) der Ausgangs-
kurve bezeichnen kann. Auf der anderen Seite kann man die Kurve
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betrachten, deren Schmiegungsebene mit den rektifizierenden Ebenen
der gegebenen Kurve zusammenfillt und zu dieser wieder die rek-
tifizierende Kurve bilden. Auch hier kann das Verfahren im all-
gemeinen beliebig weit fortgesetzt werden; es bricht nur ab, wenn
man bei einem Schritt auf die geodiitische Linie eines Zylinders oder
Kegels kommt. Die Kurve, die so nach z-maliger Anwendung der
Konstruktion erhalten wird, sei als n* rektifizierende Kurve der
gegebenen bezeichnet. Die Aufgabe, die jetzt behandelt werden soll,
ist, die Beziehungen einer Kurve mit der »*" aus ihr auf die eine
oder andere Art abgeleiteten aufzudecken.

1. Die n'* Polarkurve. Zu jeder Raumkurve (M) gehort
eine eindeutig bestimmte Planevolute (X), die gleichzeitig die Kurve
der Schmiegungskugelmittelpunkte (S. 51) und die Gratlinie der
Polarfliche ist. Sie sei als (erste) Polarlinie der Kurve (1) be-
zeichnet. Die Tangenten, Binormalen und Hauptnormalen von (K)
sind entsprechend parallel’) den Binormalen, Tangenten und Haupt-
normalen von (). Konstruiert man in derselben Weise die Plan-
evolute (L) der Kurve (K), so wird die Kurve (L) zu (K) in dem-
selben Verhiiltnis stehen wie (K) zu (M). Daher sind in entspre-
chenden Punkten M; und L; (i=1,2,...) die Tangenten, somit
auch die Haupt- und Binormalen beider Kurven entsprechend parallel.
In derselben Weise wird man als 3. Polarlinie von (M) die Plan-
evolute von (L) bezeichnen usf.

Aus der Erklirung ergibt sich, daB die %" Polarlinie der m'" Po-
larlinie einer Kurwe (M) die (m + n)* Polarlinie dieser Ausgangs-
kurve ist, daB fermer alle Polarlinien parallele Hauptnormalen und
daher auch parallele rektifizierende Flichen besitzen, daB bei Polar-
linien, deren Index sich um eine gerade Zahl unterscheidet, die ent-
sprechenden Tangemten parallel sind, dagegen senkrecht, wenn ihr
Index sich um eine ungerade Zahl unterscheidet.

Alle Polarkurven einer Raumkurve mil geradem Index sind der
Rawmkurve, diejenigen mit ungeradem Index ihrer ersten Polarkurve
parallel zugeordnet.

Aus der parallelen Zuordnung folgt weiter unmittelbar:

Eine Raumkurve und ihre 2n% Polarkurve kinnmen auf ein und
dieselbe abwickelbare Fliche gelegt werden.

1) Ob die Richtungen der Haupttriederkanten dieselben oder entgegen-
gesetzte sind, kommt fiir das folgende nicht in Betracht.
12*
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Die Anzahl der Polarlinien einer Raumkurve ist im allgemeinen
unbeschriinkt groB; sie bricht mit der »*" abgeleiteten Polarlinie ab
wenn diese sphirisch ist; dann wird die (% 4 1)-te ein Punkt.

Im besonderen Falle kann die abwickelbare Fliche durch die
Kurve (M) und ihre zweite Polarkurve (L) ein Kegel sein; dann
sind die Kurven #hnlich und #hnlich gelegen, wobei die Kegelspitze
das Ahnlichkeitszentrum bildet. Offenbar ist dann auch die vierte,
sechste . . . Polarkurve auf demselben Kegel gelegen und ist den
ersten #hnlich. Ebenso sind dann die erste, dritte,... Polarkurve
untereinander @hnlich und auf einem zweiten Kegel gelegen. Denn
der Ubergang von der Kurve (M) zu ihrer zweiten Polarkurve ist
ja nur eine Ahnlichkeitstransformation des ganzen Raumes, der
gegeniiber alle hier betrachteten Eigenschaften invariant sind.

Liegt eine Kurve mit ihrer zweiten Polarkurve auf einem Kegel,
so liegen auf demselben Kegel alle weiteren Polarkurven gerader Ord-
nunyg. Die Polarkurven ungerader Ordnung liegen simtlich auf einem
zweiten Kegel, der mit dem ersten dieselbe Spitze hat. (Arch. d. Math.
u. ‘Phys.i3. Ber. | Bd.714,78.4231.)

2. Die Aoustschen Kurven. Die Kurven, die mit ihrer
zweiten Polarkurve auf einem Zylinder gelegen sind, hat Aoust
zuerst aufgesucht.!) Sie lassen sich bis zu einem gewissen Grade
ohne analytische Hilfsmittel untersuchen.

Es seien P,, P;, P;, P, benach-
barte Punkte einer Kurve (P), M,
der Kriimmungsmittelpunkt, &, der
Mittelpunkt der Schmiegungskugel
in P;. Der Kriimmungsmittelpunkt
N, der Kurve (K) im Punkte K,
liegt in der Normalebene v, von P,
und zwar so, daB K N, | P M,
wird. Der Mittelpunkt der Schmie-
gungskugel L, von (K) liegt auf
der Kriimmungsachse, die in IV, auf

der Schmiegungsebene von (X),
auf », nimlich, senkrecht steht,
und N, L, ist die Tangente der Kurve (I).

Fig. 66.

1) Aoust, Bulletin de la Société Math. 7, 1878. Das Problem wurde
von Hoppe, Archiv der Math. u. Phys. (1) 66, 386 von neuem aufgenommen
und seither wiederholt in der Literatur behandelt.
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Soll nun die Kurve (Z) der Kurve (M) kongruent sein, so muf
I,L, = M; M,, also auch M, L, = M,L,= e sein, d. h. entspre-
chende Punkte der Kurven (M) und (L) haben eine kon-
stante Entfernung e voneinander. Wenn also (b, ¢) den Winkel
zwischen der Binormalen und P, I, bezeichnet, so ergibt sich un-
mittelbar aus der Figur, daBl die Bedingung

h=ecos (b, e)

fiir sie notwendig und hinreichend ist.
Nun ist aber

de
T
sodab
(1) do = eda cos (b, €)

die Differentialgleichung dieser Kurven ist. Sie seien als Aoust-
sche Kurven, der Zylinder, den die Verbindungslinien entsprechender
Punkte bilden, als Aoustscher Zylinder bezeichnet.

Zu den Aoustschen Kurven gehoren auch die Kurven konstanter
Kriimmung, die ja offenbar die eben abgeleitete Gleichung befriedigen
und bei denen die zweite Polarlinie mit der Ausgangskurve zu-
sammenfillt.

Die Konstruktion einer allgemeinen Aoustschen Kurve ergibt
sich folgendermafien. Man nehme drei Punkte P, P,, P, beliebig
so an, daB P, Py= P,P;=ds wird, ferner drei Punkte L,
Ly, Ly derart, daB L, L, < P, P,, LyLg= P, P;. Man legt nun
durch P, die Orthogonalebene v, zu P, P,, sowie die Orthogonal-
ebene v, zu Py P; durch P,. Der Schnittpunkt der beiden Normal-
ebenen mit der Ebene o, des Dreiecks P, P,P; ist der Mittelpunkt
M, seines Umkreises. Verlingert man L, L, bis zum Schnitt N,
mit der Normalebene durch P, und zieht N, K, P, M;, so erhilt
man in dem Schnittpunkte K, dieser Parallelen mit der Schnitt-
geraden p, der Ebenen »; und v, den Mittelpunkt einer Kugel, die
Py, Py, P, und den folgenden noch zu bestimmenden Punkt P, der
Kurve (P) enthilt. Jetzt ist noch das Gesetz willkiirlich, das die Lage
des Punktes P, auf der Kugel bestimmt. Dieses kann etwa durch
eine Vorschrift gegeben sein, nach welcher die Ebene P, Py P, von
der Ebene ¢, abweicht. Wird diese gegeben, so lege man durch
P, Py die Ebene, die den vorgeschriebenen Winkel du mit der Ebene 6;
bildet, und nehme auf ihrem Schnittkreise mit der Kugel um K,
den Punkt P, so an, daB P,P,=ds wird. Dies Verfahren wird
fortgesetzt, um aus P,P; P, einen Punkt P; zu erhalten usf.

Das die Veriinderlichkeit des Punktes P, einschriinkende Gesetz
kann etwa auch durch die Bedingung gegeben werden, daB die ge-
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suchte Kurve einer beliebig gegebenen Fliche angehirt. Daraus ist
ersichtlich, daB man im allgemeinen auf jeder Fliche von einem
Punkte P; nach P, und P, beliebig fortschreitend, sodann I, L,
NP B L2L B P Py w1llkurhch im Raume a.nnehmend eine Kurve
der verlangten Art konstruleren kann.

Es sei (M) eine Aoustsche Kurve und (B,) eine Kurve kon-
stanter Kriimmung, die der ersten durch parallele Tangenten zu-
geordnet ist, so wird, wenn die BestimmungsgroBen von (M,) mit
~dem Index O gekennzeichnet werden:

doo=0, do,=ds, cos(b,e)=cos(b,,e).

Konstruiert man auf den Verbindungslinien entsprechender Punkte 2
und M, denjenigen Punkt, der die Strecke M M, nach einem festen
Verhiltnis 2 schneidet, so erfiilllen die Punkte P gleichfalls eine
Aoustsche Kurve. Thr Bogenelement, der Kriimmungs- und Torsions-
radius sei ds,, g,, 7,; dann ist (8. 177)

- e+, 3

;S B

Die hieraus folgende Beziehung

d92=i%d l_*_ldacos(b e)
ist aber fiir die Aoustschen Kurven charakteristisch.

Ordnet man eine gegebene Aoustsche Kurve einer Kurve konstanter
Kriimmung durch parallele Tangenten zu, so ist der Ort aller Punkte,
die die Verbindungsstrecken entsprechender Punkle beider Kurven nach
einem gegebenen Verhdltnis teilen, wieder eine Aousische Kurve.

3. Ubung. 1. Die Aoustschen Schraubenlinien sind geodiitische
Linien auf den Zylindern, deren Basiskurve die zweiten Evolventen
der gemeinen Zykloide und deren Ausartungen sind. Zu ihnen ge-
horen u. a. die Kurven konstanter Steigung auf einem Drehpara-
boloid mit vertikaler Achse, ferner die Kurven konstanter Steigung
auf einem parabolischen Zylinder mit horizontalen Erzeugenden.

2. Fiir welche Aoustschen Schraubenlinien ist der Aoustsche
Zylinder rektifizierende Fliche?

3. Welche Kurven sind mit ihrer vierten Polarkurve kongruent?
Welche Schraubenlinien gehiren dazu?

4. Welche Kurven sind zu ihrer zweiten Polarkurve #hnlich?

4. Die zweite rektifizierende Fliache. Wenn man fiir die
Gratlinie der Hiillfliche der Normalebenen die Konstruktion aus-
fithrt, mit deren Hilfe sie selbst aus der urspriinglichen Kurve ge-
wonnen wurde, erhielt man die zweite Polarkurve und durch Wieder-
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holung des Verfahrens ergaben sich die mehrfachen Polarlinien (Plan-
evoluten) einer gegebenen Raumkurve. Dieser Verallgemeinerung des
Evolutenproblems einer ebenen Kurve lift sich, wie schon in Nr. 1
erwihnt wurde, eine zweite an die Seite stellen:

Man konstruiere fiir die rektifizierende Gratlinie einer Raum-
kurve (M) die rektifizierende Fliche und untersuche ihre Beziehungen
zur gegebenen Kurve Die so entstehende abwickelbare Fliche sei
als zweite rektifizierende Fliche bezeichnet.

Es seien M, M,, ... benachbarte Punkte der Kurve (M), R,,
R,,... die entsprechenden Punkte der rektifizierenden Gratlinie.
Dann ist die Schmiegungsebene von (R) mit der entsprechenden rek-
tifizierenden Ebene von (M) identisch, also die Binormale von (R)
im Punkte R, parallel zur Hauptnormalen %, von (M) im Punkte 1.
Die rektifizierende Ebene ist immer durch Tangente und Binormale
bestimmt, sie ist also die Ebene durch die rektifizierende Gerade 7,
und durch 7.

Die rektifizierende Ebene der reltifizierenden Gratlinie einer Kurve (D)
enthdlt die Hauptnormale und die rektifizierende Gerade von (IM).

Sie enthilt demnach auch den Striktionsstrahl der Hauptnormalen-
fliche und ist die Tangentenebene der Hauptnormalenfliche im Mittel-
punkte.

Die zweite rektifizicrende Fliche der Kurve (M) ist die abwickel-
bare Fliche, die die Hauptnormalenfliche der Kurve (M) lings der
Striktionslinie beriihrt. (Vgl. 8. 102.)

Ist die Hauptmormalenfliche von orthogonaler Striktion, hat also
die Ausgangskurve (I) die natiirliche Gleichung

1 I 1

= Sl S %
so ist die Striktionslinie auf der zweiten rektifizierenden Fliiche eine
zur Kurve (r) parallele geodiitische Linie.

Die Striktionslinie der Hauptnormalenfliche einer Raumkurve liegt
auf ihrer zweiten rektifizierenden Fliche; sie ist dort eine zur rekti-
fizievenden Gratlinie parallele geoddtische Linie, wenn die Haupt-
normalenfliche der Ausgangskurve orthogonale Striktion besitzt.

Nimmt man auf, der zweiten rektifizierenden Fliche I' eine zu
(R) parallele geoditische Linie (7') in dem konstanten Abstand a
an, haben die Geoditischen auf der Tangentenfliche von (7') Haupt-
normalen, die parallel den Binormalen von I also auch parallel den
entsprechenden Binormalen von (R) sind. Wenn man nun die Haupt-
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normalen von (M) in N;, N,, ... mit den entsprechenden Tangenten
von (7') schneidet, so ist

M,N,—= MyN,= MyN,— - - - = a.

Dies ist gleichwertig mit dem Satz:

Trigt man auf den Hauptnormalen einer Raumkurve (M) von
der Kurve aus konstante Strecken ab, so whiillen die durch die End-
punkte der Strecken zu den rektifizierenden Geraden gezogenen Parallelen
abwickelbare Flichen, deren Gratlinien dieselbe rektifizierende F'liche
haben wie die rektifizicrende Gratlinie von (D).*)

Ist (M) die geoditische Linie eines Kegels, so reduziert sich (R)
auf einen Punkt, withrend (7') eine geoditische Linie auf dem von
den Normalebenen des ersten Kegels umbhiillten Kegel wird.

Liegt (R) als geoditische Linie auf einem Zylinder, so gehort (77)
demselben Zylinder an.

Da das sphiirische Bild der rektifizierenden Gratlinie die sphiirische
Evolute des Tangentenbildes der Raumkurve ist, so folgt:

Das Tangentenbild der zweiten rektifizierenden Gratlinie einer
Raumkurve ist die zweite spharische Fvolute des Tangentenbildes der
Rawmkurve.

5. Bertrandsche Kurven. Ist die Kurve (1) eine Bertrand-
sche Kurve und % ibr konstanter Abstand von der zungeordneten Bertrand-
schen Kurve (), so ist (V) eine geoditische Linie der Fliche (7'),
auf der sie liegt, also:

Die rektifizierenden Gratlinien zweier zugeordneter Bertrandscher
Kurven sind parallel und besitzen dieselbe rektifizierende F'ldiche.

Von besonderem Interesse sind diejenigen Bertrandschen Kurven (31 ),
deren rektifizierende Gratlinie (R) eine Schraubenlinie ist.

Die zugeordnete Bertrandsche Kurve (N) besitzt dann eine zu
(R) parallele Schraubenlinie (7') desselben Zylinders als rektifizierende
Gratlinie. Da (R) und (7) als parallele geoditische Linien auf dem-
selben Zylinder kongruent sind, so kann man ihre Tangentenflichen
durch eine Parallelverschiebung in der Richtung der Zylindermantel-
linien miteinander zur Deckung bringen. Auf der Tangentenfliche
von (R) gibt es demnach eine Kurve (S), die der Kurve (N) kon-
gruent ist und in die sie durch eine Parallelvergchiebung iibergefiilirt
werden kann. Bezeichnet man nun mit M, N,, R,, T}, §; (i=1,2,...)

1) R. von Lilienthal, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. Leipzig
1908. Bd.I. S. 225ff.
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XVIIL. Kap. Mehrfache Evoluten. 5. 6. 185

entsprechende Punkte der gleichnamigen Kurven, so ist N7, immer
parallel und gleich R.S,.

Die Dreiecke M,N,S, (i=1,2,...) sind alle kongruent, da sie
in dem rechten Winkel N,MS;, der Kathete M;N; und der Hypo-
tenuse N,;S;= R,7, iibereinstimmen. Also ist auch IMS; von kon-
stanter Linge. Bezeichnet man den Abstand M,N; entsprechender
Punkte der Bertrandschen Kurven mit 7/, den konstanten Winkel,
unter dem die kongruenten Schraubenlinien (R) und (7') die Erzeu-
genden R, T, ihres Zylinders treffen, mit 8, so wird

i
cosf3’

Wickelt man jetzt die Tangentenfliche von (R) in die Ebene ab,
so gehen die auf dieser Fliche geoditischen Linien (M) und (S) in
zwei Geraden () und (&) iiber, die sich unter dem fiir das be-
trachtete Paar Bertrandscher Kurven charakteristischen konstanten
Kreuzungswinkel der Tangenten « schneiden. Die Verbindungslinien
9M,S, entsprechender Punkte umhiillen die Verwandelte (%) der
Kurve (R); da IM,©, =1 ctgf konstant ist, so ist die Hiillkurve (%)
dieser Strecken eine Astroide, deren Achsen die festen Geraden sind.

Konstruiert man in der Ebene eine allgemeine Astroide und tor-
diert die Ebene so, dafi die Tangenten der Kurve geradlinig bleiben,
in die Tangentenfliche einer Schraubenlinie, so verwandeln sich die
Achsen der Astroide in zwei Bertrandsche Kurven, von dencn jede
durch Parallelverschiebung in die zugeordnmele der anderen iibergefiihrt
werden kann.

N,S,= R, T,= M,S, =1 ctg B.

6. Ubungen. 1. Man stelle die natiirlichen Gleichungen der

eben untersuchten Bertrandschen Kurven auf (519 - - bt o
_ lctgfrcose—esina e G
b T ) :

2. Ist @ = 90°% so gehen die Bertrandschen Kurven in Kurven
konstanter Kriimmung iiber; ihre rektifizierenden Gratlinien liegen
auf Zylindern, deren Basiskurve eine Epizykloide ist, und sind Kurven
konstanter Steigung auf Rotationsflichen 2. Ordnung mit senkrechter
Drehachse.

3. Verbiegt man durch Torsion ihrer Ebene eine Kegelschnitt-
evolute so, daB die Tangenten geradlinig bleiben, zu einer geodi-
tischen Linie einer Kegelfliiche, so gehen die Achsen der Evolute in
zwei Kurven konstanter Kriimmung iiber, von denen jede durch eine
bestimmte Ahnlichkeitstransformation in die zugeordnete der an-
deren tiibergeht.

Zu dem letzten Abschnitt vgl. Math. Ann. 66, 517 und 69, 562.

=4

http://rcin.org.pl



186 XIX. Kap. Weitere Sitze und Aufgaben. 1—9.

XIX. Kapitel.
Weitere Sitze und Aufgaben.

1. Das sphiirische Bild der rektifizierenden Geraden einer Kegel-
geoditischen ist der Schnitt des Kegels mit der konzentrischen Ein-
heitskugel.

2. Das Binormalenbild einer sphiirischen Kurve ist die sphiirische

Evolute der Kurve.
2
3. Die natiirliche Gleichung der sphirischen Kurven g?i +0=0

gibt integriert ¢ = R sin (6 + 6,). Diese Formel ist geometrisch her-
zuleiten.

4. Die Kurve der Kriimmungsmittelpunkte einer sphirischen
Kurve liegt auf der Polarfliche als geoditischer Kreis.

5. Die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden einer abwickel-
baren Fliche sind nur dann sphirisch, wenn die Gratlinie der Fliche
eine Kegelgeoditische ist.

6. Die geoditischen Linien auf Rotationsflichen sind die Kurven,
deren Hauptnormalen eine feste Gerade schneiden (d. h. einem
Strahlengebiisch angehoren).

7. Die Raumkurven zu bestimmen, deren Hauptnormalen zwei
feste Geraden schneiden. Liegt die eine Gerade unendlich fern, so
sind die Kurven Schraubenlinien, die geoditische Linien auf einer
Rotationsfliche sind. Diese Kurven liegen auf gewissen Zylindern
2. Ordnung als Kurven konstanter Steigung.')

8. Die geodiitischen Linien eines Zylinders, dessen Normalschnitt
eine Kettenlinie ist, liegen auf einem hyperbolischen Zylinder, dessen
Erzeugende die Geraden des ersten Zylinders senkrecht schneiden.

Anleitung. Fiir die Kettenlinie ist y*= s*+ a*, ap = s* + a7
fiir die Schraubenlinie z = ms, also y*= m?z? 4 a’.

9. Auf dem Zylinder, dessen Normalschnitt eine Kettenlinie ist,
werden die geoditischen Kreise, deren Mittelpunkte auf der Er-
zeugenden durch den Scheitel liegen, durch gerade Kreiszylinde:
herausgeschnitten.

1) Pirondini, Giornale di Mat. 23 (1885). Cesaro, Ebenda, Bd. 24
(1886). Piccioli, Duporcq, Nouv. Ann. de Math. (4) 2, 1902. Barré,
Journ. de I'Ee. Polyt. 2. Ser. Bd.16. 1912.
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XIX. Kap. Weitere Siitze und Aufgaben. 9—14. 187

Anleitung. Ist s die Bogenlinge der Kettenlinie vom Scheitel,
so gilt fiir den geoditischen Kreis die Gleichung 22+ s*=1#? (1:r
die konstante geodiitische Kriimmung). Andererseits ist y®= s? 4 a%
also y?+ 2= r?+ a?

10. Die Kurven, deren Hauptnormalen eine feste Gerade unter
konstantem Winkel schneiden, sind geodiitische Linien auf Rotations-
kegeln.

Anleitung. Nach Aufgabe 6 sind die Kurven geoditische Linien
auf einer Rotationsfliche, deren Achse die feste Gerade ist. Simt-
liche Normalen der Fliche schneiden diese Achse unter gleichem
Winkel, daher kaon der Meridian nur eine Gerade sein.

11. Welche sphiirischen Kurven sind die Evolventen der Geods-
tischen eines geraden Kreiskegels?

Anleitung. Die Binormalen der gesuchten Kurven sind den
Erzeugenden des Kegels parallel, ihr sphiirisches Bild ist ein kleiner
Kreis, die Kurven sind also Schraubenlinien.

12. Welche Kurven sind ihrer Polarkurve kongruent?

Die Kurven der konstanten Steigung 1 auf Rotationszylinder und
Rotationsparaboloid.

13. Auf welchem Zylinder gibt es geoditische Kreise, deren erste
Kriimmung konstant ist??)

14. Fiir welche Kurven schneidet die Kurve der Kriimmungs-
mittelpunkte die Polarachsen unter konstantem Winkel?

Anleitung. Die Polarfliche der gesuchten Kurve (M) werde
samt ihren Tangentialebenen in eine Ebene abgewickelt; dabei ver-
wandelt sich ihre Gratlinie in eine ebene Kurve (&), die Kurve (M)
reduziert sich auf einen Punkt M und die Kriimmungsmittelpunkt-
kurve (C) geht in die FuBpunktkurve (€) von () beziiglich des
Punktes M iiber (S. 44). Die Aufgabe ist auf das ebene Problem
zuriickgefithrt: die Kurve (®) zu bestimmen, deren Tangenten von
einer ihrer FuBpunktkurven unter konstantem Winkel « geschnitten
wird. Verbindet man I mit den Punkten von (®), so schneiden
diese Geraden die Kurve (&) unter dem Winkel (37 —«), d. h. (®)
ist eine Kurve, die den Strahlbiischel mit dem Scheitel IR unter
dem konstanten Winkel (§ 7 — «) schneidet, also eine logarithmische
Spirale.

1) Eisenhart, Differential Geometry. S. 150.
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188 XIX. Kap. Weitere Sitze und Aufgaben. 15—19.

15. Fiir welche Kurven beriihren die Schmiegungsebenen eine
feste Kugel??)

Anleitung. Die Schnittlinie benachbarter Schmiegungsebenen
ist eine Tangente der Kurve, sie beriihrt auch die Kugel. Die Bi-
normale der Kurve steht senkrecht auf der Schmiegungsebene, ist
also parallel ihrem Berithrungsradius, und die rektifizierende Fliiche,
die Ebene durch Tangente und Binormale, enthiilt daher diesen Be-
rithrungsradius und damit den Mittelpunkt der Kugel O. Die ge-
suchten Kurven besitzen also rektifizierende Ebenen, die sich in
einem festen Punkte O schneiden; sie sind also geodiitische Linien
auf Kegeln.

15a. Die Kurven, deren Tangenten eine feste Kugel beriihren,
sind entweder sphirisch oder Kegelgeoditische.?)

I5b. Die abwickelbaren Flichen einer Linienkongruenz, von der
ein Brennmantel eine Kugel ist, sind Tangentenflichen geoditischer
Linien auf konzentrischen Kegeln.

16. Die Kurven, deren Normalebenen von einem festen Punkte
konstanten Abstand haben, sind Planevolventen von Kegelgeodiitischen.")

Anleitung. Die Normalebenen einer Kurve sind Schmiegungs-
ebenen ihrer Polarkurve.

17. Die Kurven, deren rektifizierende Ebenen von einem festem
Punkte konstanten Abstand haben, sind die geoditischen Linien auf
den Tangentenflichen von Kegelgeoditischen.)

Anleitung. Die rektifizierenden Ebenen sind die Schmiegungs-
ebenen der Gratlinie der rektifizierenden Fliche.

18. Man untersuche die Hiillfliche der Ebenen, die die Schmie-
gungsebenen einer gegebenen Kurve in der Hauptnormalen unter
konstantem Winkel schneiden ®)

19. Bewegt sich das Hauptdreikant einer Raumkurve lings der
Kurve hin, so beschreibt jede Parallele zur Tangente in der rekti-
fizierenden Ebene eine abwickelbare Fliche, deren Gratlinien zur ge-
gebenen Kurve parallel ist und mit ihr die rektifizierenden Fliche
gemeinsam hat.

1) Schell, Archiv d. Math. u. Phys. (8) 5, S. 4—9.

2) P. Serret, Théorie géométrique et mécanique des courbes & double
courbure. Paris 1860.

3) Aoust, Analyse infinitésimale des courbes dans l'espace. Paris
1876. 8. 318.
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XIX. Kap. Weitere Sitze und Aufgaben. 20—25. 189

Anleitung. Das Hauptdreikant geht in seine Nachbarlage da-
durch iiber, daB es um den Striktionsstrahl der Hauptnormalenfliche
eine Schraubung vollfihrt. Dabei beschreibt die Tangente eine ab-
wickelbare Fliche (die Tangentenfliche der gegebenen Kurve) und
mit ihr jede Parallele in gleichem Abstand von der Schraubungs-
achse, d. h. jede Parallele in der rektifizierenden Ebene.

20. Konstruiert man in einer Schmiegungsebene einer Kurve
konstanter Kriimmung die Parabel, deren Scheitel der Punkt der
Kurve und deren Brennpunkt der Kriimmungsmittelpunkt ist, so be-
schreibt jede der Tangenten dieser Parabel eine abwickelbare Fliche,
wenn das Hauptdreikant sich lings der Kurve bewegt.")

21. Bei der Bewegung des Hauptdreikants lings der Kurve be-
schreibt eine mit ihm fest verbundene Gerade (auBer den in Auf-
gabe 19 genannten) nur dann eine abwickelbare Fliche, wenn zwischen
der Kriimmung und Torsion eine (nicht ganz willkiirliche) quadra-
tische Gleichung bestelht. ?)

Anleitung. Mam dricke die Bedingung dafiir aus, daB bei
einer Elementarschraubhung um die Achse der Schmiegungsschrauben-
linie auf einanderfolgende Lagen der Geraden sich schneiden.

22. Die Kurven, deren Binormalen eine feste Gerade treffen, sind
Asymptotenlinien einer Rotationsfliche, deren Achse die feste Ge-
rade ist.

23. Die Kurven konstanter Torsion, deren Binormalen eine feste
Gerade treffen, haben die natiirlichen Gleichungen ¢ = %@03%,
r = a (Asymptotenlinien anf der Pseudosphiire).

24. Die Loxodromen, deren Binormalen eine feste Gerade schnei-

den, liegen auf der Rotationsfliche der Kettenlinie®), ihre natiirlichen

Gleichungen sind % ~ g, es ="+ 2a.

25. Die Einheitskugel sei auf Parallelkreise ¢ = konst. und Meri-
diane & = konst. bezogen. Dann bestehen fiir ihre Loxodromen die
Beziehungen di®= dp®+ d9*, 1 + rtga (1 — ¥ sin’a) = 0.

1) Die Hiillfliche dieser Parabeln ist fiir den Fall der zylindrischen
Schraubenlinie von E. Miiller (Wien. Ber. Bd. 120. S.1797. 1911) in ganz
anderem Zusammenhang untersucht worden.

2) E. Cesaro, Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie. Leipzig 1901.
8. 190. E. Salkowski, Miinchner Ber. 1911. 8. 523.

3) E. Cesaro, Vorlesungen. §S. 228.
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190 XIX. Kap. Weitere Sitze und Aufgaben. 26—30.

26. Legt man durch die Punkte einer zylindrokonischen Schrauben-
linie in den Schmiegungsebenen die Geraden, die die Tangenten unter
konstantem Winkel schneiden, so bilden die Geraden die Binormalen-
fliche eine Raumkurve.!)

27. Konstruiert man durch die Punkte einer beliebigen Kurve €'
auf einem Kreiszylinder die Geraden, die die Achse unter einem kon-
stanten Winkel « treffen, so erhiilt man eine Regelfliche mit gerad-
liniger Striktionslinie, aus der die allgemeinste Regelfliche mit geo-
diitischer Striktionslinie durch eine beliebige Verbiegung hervorgeht.

28. Konstruiert man in den rektifizierenden Ebenen einer ebenen
Kurve C 1
s gy % (s)
diejenigen Geraden, die sie unter dem konstanten Winkel & schnei-
den, so erhdlt man Regelfliichen, die die Kurve C als Striktionslinie
besitzen. Verbiegt man nun diese Fliiche auf alle nur moglichen
Weisen zu einer anderen Linienfliche, so geht die ebene Kurve in
Raumkurven iiber, die durch die natiirliche Gleichung

tg
%+fg~=¢(s)

r

charakterisiert sind, oder in eine Gerade.?)

29. Konstruiert man in den Punkten einer Raumkurve (M) die
Normalen der Fliche, die von den Kriimmungskreisen der Kurve
eingehiillt werden, so gehen diese durch die Schmiegungskugelmittel-
punkte.®)

Anleitung. Im Punkte M"” schneiden sich die Kriimmungs-
kreise durch die Punkte M, M’, M"” und die Punkte ', M", "’
beide liegen auf der Schmiegungskugel von M; ihre Tangenten be-
stimmen sowohl die Beriihrungsebene der Kugel als auch der Hiill-
fliche im Punkte M”; die Tangentialebenen beider Flichen und so-
mit ihre Normalen fallen zusammen. — Die betrachtete Fliche kann
auch als Hullfliche der Schmiegungskugeln der Kurve (M) auf-
gefaBlt werden.

30. Welche Raumkurve hat mit ihrer zweiten Polarkurve die
rektifizierende Fliche gemein?

1) E. Salkowski, Deutsche Math. Ver. 22. S. 71.

2) D. Math. Ver. 22, S. 68.

3) R. v. Lilienthal, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. 2. Bd.
S. 40 (1913).
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XIX. Kap. Weitere Siitze und Aufgaben. 30—35. 191

Anleitung. Die erste Polarkurve muB dieselbe Kriimmung
haben wie die Ausgangskurve, es muB also % = konst. sein (8. 55).

Ferner mufl 7, = gi’ =4 g% mit & durch die Gleichung &, = +hetg H
1

=+ ’—l:— verkniipft sein. Dies stellt keine neue Bedingung dar.

3l. Die Kurven, die mit ihrer Polarkurve in entsprechendem
Punkte gleiche Kriimmung haben, sind gewisse Planevolventen der-
jenigen Raumkurven, die bei der Abwicklung ihrer Tangentenfliche
sich in Kreisevolventen verwandeln.

32. Auf jeder windschiefen Fliche gibt es immer zwei (reelle
oder imaginiire) Kurven, in deren Punkten die krummen Asymptoten-
linien die Erzeugenden der Fliche senkrecht schneiden (8. 121).
Ist eine dieser Ortskurven selbst eine Orthogonaltrajektorie, so ist
die Fliche die Hauptnormalenfliche einer Raumkurve. Man bestimme
fiir den allgemeinen Fall die natiirlichen Gleichungen dieser Kurven
durch die BestimmungsgroBen der Fliche.

33. Zieht man durch die Punkte einer Orthogonaltrajektorie der
Erzeugenden einer windschiefen Fliche () die Parallelen zu den
Striktionsstrahlen, so bilden diese eine abwickelbare Fliche, deren
Gratlinie (wenn sie iiberhaupt existiert, d. h. wenn (¥') keine Fliche
mit Richtebene ist) eine Geoditische auf der Mittelfliche von (F') ist.

Anleitung. Jede Parallele zu einem Striktionsstrahl s liegt in
der Mittelebene der zugehorigen Erzeugenden. Die Ebene durch das
Bogenelement M M’ der Erzeugenden und die Parallele zu s steht
auf der erzeugenden Geraden g senkrecht und enthilt alle Rich-
tungen, die zu g normal sind, also auch die Richtung des benach-
barten Striktionsstrahls s. Die konstruierten Geraden bilden also
eine abwickelbare Fliche. DafB ihre Gratlinie auf der Mittelfliche
geoditisch ist, lehrt Kap. VIII, Nr. 10 (S. 83).

34. Man biegt die Hauptnormalenfliche einer Kurve (M) so, daB
die Fliiche in die Hauptnormalenfliche einer Orthogonaltrajektorie (V')
iibergeht, deren Punkte von denen der urspriinglichen Kurve den
konstanten Abstand MN = M N’ =...=1 haben. Welche Be-
ziehungen bestehen zwischen den Kurven (M) und (N)?

35. Fiir welche Schraubenlinien ist die Striktionslinie der Haupt-
normalenfliche a) eine geodiitische Linie, b) ein geoditischer Kreis
auf dem zylindrischen Striktionsband der Fliche?
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192 XIX. Kap. Weitere Siitze und Aufgaben. 35—38.

Anleitung. Ist f(sy, go) = 0 die natiirliche Gleichung des
Normalschnitts fiir den zur Schraubenlinie gehdrigen Zylinder und
bezieht man den Zylinder des Striktionsbandes auf ein rechtwink-
liges Koordinatensystem, dessen x-Achse mit einem Normalschnitt
zusammenfillt und dessen y-Achse eine Erzeugende ist, so ist bei
passender Wahl des Anfangspunktes

z=y9, Y=s;s,ctga.

Wickelt man den Zylinder in die Ebene ab, so ergibt sich hier-
aus unmittelbar die Gleichung der Kurve, in die die Striktionslinie
iibergeht: f(,y tge) = 0. Hieraus liest man sofort die Antwort
fir die gestellte Frage ab. — Man beachte den Zusammenhang
dieser Fragestellung mit der Theorie der ,Mannheimschen Kurven*.!)

36. Die Striktionslinie der Hauptnormalenfliiche einer Schrauben-
linie, die zu dem Zylinder gehirt, dessen Normalschnitt eine Kreis-
evolvente ist, liegt auf einem geraden Kreiszylinder und verwandelt
sich bei der Abwicklung dieser Fliche in eine Parabel.?)

37. Verbiegt man die Ebene eines Kegelschnitts so, daB seine
Normalen geradlinig bleiben und der Kegelschnitt in eine sphiirische
Kurve iibergeht, so verwandelt sich die Kriimmungsmittelpunktkurve
in eine Kurve konstanter Kriimmung, die gleichzeitig eine geoditische
Linie eines Kegels ist.?)

38. Die Bogenlingen einer Kurve konstanter Torsion auf einer
Kugel stehen in konstantem Verhiltnis zu den Bogenlingen ent-
sprechender Stiicke ihrer Kriimmungsmittelpunktkurve.

1) G. Loria, Spezielle ebene Kurven. Leipzig 1902. S. 598.
2) G. Pirondini, Giornale di Mat. Bd. 23. S. 228 (1885).
3) Math. Ann Bd. 69. S. 576—577.
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Formeltafel.

1 _d 3 1S do
Kriimmung: b é Torsion: o
% 4
Ganze Kriimmung: - = o=
: 2 2 2, 1 1 1
Lancretsche Gleichung: di*= dr* 4 do*; el +5-
3 d
Radius der Schmiegungskugel: B = Vel+1*; h= _i .

Winkel u des Schmiegungskugelradius mit der Haupt-

[ : h h
normale: cosu =4, Sinp=4, tgp,=?-

Winkel H der rektifizierenden Geraden mit der Tangente:

. T r 7 dr
sunH=?, cos H = — —, g B —— =i

Parameter der Hauptnormalenfliche: r7

Parameter der Binormalenfliche: 7.

dh d

Polarkurve: ds,= |dh + ods|, o, =0+ F i lR d? .

R L

2T r do
Gratlinie der rektifizierenden Fliche:

3 el e
dh el hdree B |, &= ny|gEl BT RE
(; ds
L=_mgsnH, p=_ 5 sin® H.

’ dH dH
Filarevolvente: ds; = sdz, o, =% y Ty
1

Gleichung der Schraubenlinien: %= — tga.

Orthogonalschnitt des zugehorigen Zylinders: s,= ssin«,

9, = o sin’a.

Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. 13
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194 Formeltafel.

Gewohnliche Schraubenlinie: ¢ = koust.

Zylindrokonische Schraubenlinie: ¢ = ks.

Schraubenlinie auf dem Rotationsparaboloid: ¢®= ks.

Schraubenlinie auf dem Rotationsellipsoid wund -hyperboloids
Ao+ Bs?= 1.

Aoustsche Schraubenlinien: 9 = A4 sinke + Bo + C.

S

1 l
A (I =konst.).

Geoditische Linien auf Kegelflichen:
Geodiitische Linien auf dem Rotationskegel: o=/k(/2+4s%)i.
Sphirische Kurven:

2 de\? 2 2l le

¢+ (32) =B o—Rsin(s+6,) (R—konst).

a actg o
T

Bertrandsche Kurven: el

Geoditische Linien auf Béschungsflichen (Aoustsche Cykliden):

;
72 4 62 = konst. oder dg:—) = % (—}—58 (% = konst.).

Kurven, deren Hauptnormalenfliche orthogonale Striktion
. 1 1 1
besitzt: o +a'= = (% = konst.).
Kurven, deren Binormalen die Hauptnormalen einer zwei-

ten Kurve sind: kzgg = 7’4 k? (k=Xkonst.) oder r =%k tgz.
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Abbwickelbare Fliche 5.

Abbwicklung der Tangentenfliche
15198

Acchsenfliche 137. 144.

Aooustsche Kurven 180.

Assymptotenebene einer Linien-
f fliche 77.

Assymptotenfliche 80.

— - der Hauptnormalenfliiche 102.

— - der Binormalenfliche 105.

Assymptotenlinien 80, 87.

— - auf Hauptnormalenflichen 120.

— - auf Rotationsflichen 189.

Beertrandsche Kurven 120—133.
Bitiegung von Linienflichen 88.
— - von Binormalenflichen 103.
Bilild s. sphiirisches Bild.
Biiinormale 4.
Biiinormalenflichen 75. 108—105.
I Parameter der B. 78.
B6ioschungsflichen 133.

Chharakteristik der Evolutoiden-
fl fliche 164.

Evivolute s. Filar- bzw. Planevolute;
1 mehrfache E. 178; sphiirische E. 65.
Evivolutoide 161.
Evivolutoidenfliche 164.
Evivolvente s. Filar- bzw. Planevol-
v vente; sphiirische E. 47.
Evivolventoide 172.

Fililarevolute 42—50.

Fililarevolvente 31—36.

— - der Kegelgeodiitischen 34. 42. 43.

Fliliche, geradlinige 2; windschiefe
FF. 2. 7488,

— - der Kriimmungsachsen 6. 41—50.

— - der Hauptnormalen 7. 90—103.

— ~ der Binormalen 8. 108—105.

Ganze Kriimmung 21. 27. 36;
Ebene der g. K. 30. 36. 70.

Geoditische Linien 9. 64. 81.

— auf Kegeln 34. 67.

— auf Linienflichen 82. 86.

— auf Rotationsflichen 186.

— auf Zylindern 9.

Geodidtische Kriimmung 85.

Geodidtische Kreise 45.

Gratlinie 5.

Hauptdreikant 4; Bewegung des
H. 140.

Hauptnormale 4.

Hauptnormalenfliche 90—103.

— der Kurven konst. Kriimmung 154.

— der Schraubenlinien 11. 112.

Helix 185.

Indikatrix 23.
Invarianten einer Kurve 17.
| Inverser Kriimmungsmittelpunkt 29.

Kongruenz 162.

Konische Loxodrome 114—120.

Konoid 75. 103.

| Kontingenzwinkel 12; Summe der

o s

|Kriimmung 18.

Krimmungsachse 6.

Krimmungslinie 36. 81. 87.

Krimmungsmittelpunkt 13.

Krimmungsstrecke 29.

Kurve, ebene 8. 34; sphiirische 9.
34. 54. 186 parallele 24; Bertrand-
sche 120—138; Cesarosche 145. 189.

— konst. Kriimmung 54. 106—109.

— konst. Torsion 104.

— konst. Steigung 9. 113.

— der Kriimmungsmittelpunkte 14.

52, 91. :
Kurvenklasse 18.
yif 5
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Kurvenpaar 156.

Kurvenpaar konst. Kriimmung 107.
—, orthogonales 151.

—, isometrisches 158.

Lancretscher Satz 27.
Linienfliichen = geradlinige F1.
Loxodrome 109.

— des Rotationskegels 114—120.

Mittelebene 77.

Mittelfliche 79.

— der Hauptnormalenfliche 102.
— der Binormalenfliiche 105.
Mittelpunkt einer Erzeugenden 74.

Natiirliche Gleichung 16.
Normale 4.

Normalebene 4.
Normalenkongruenz 169.

Orthogonaltrajektorie 32. 79.
Oskulation 14.
Oskulationskugeln 152.
Oskulierende Schraubenlinie

= Schmiegungsschraubenlinie.

Parallele Raumkurven 24. 174.
Parameter einer Linienfliche 77.

Polarfliche 6. 41; die m'e 179.
Polarlinie 6. 51—55. ‘
Planevolute 50. i
Planevolvente 37. 55. 3
Planevolventoide 173. ;
|
Réaumurscher Satz 163. '
Regelfliche 2. 74,
Rektifizierende Ebene 4.
— Fléche 7. 63; der Filarevoluten
65; zweite 182.
Rotationshyperboloid 89.

Schmiegung einer Kurve 16.
Schmiegungsebene 3.
Schmiegungskegel 59.

Register.

Schmiegungskugel 50.

Schmiegungsloxodrome.
sche 138.

Schmiegungsradius 16. 37. 78.

Schmiegungsschraubenlinie
(Schmiegungshelix) 135.

Schmiegungswinkel 15; Summe
der S. 20.

Schraubenlinie, allgemeine 9, 109
—111; gewdhnliche 111—112.

Schraubung 112.

Schraubungsachse 140—142,

Sphéarisches Bild 22.

— der Tangenten 23. 25.

— der Binormalen 26.

— der Hauptnormalen 26.

— der rektifizierenden Fliche 29.

Sphiarische Evolute 65.

— Evolvente 47.

— Kurven 9. 34. 54.

— Torsion 58.

Striktionsband 74.

Striktionslinie 75. 82.

— der Hauptnormalenfliche 100.

Striktionsstrahl 74.

Tangenten 3; -ebene 3; -fliche 5.
Torsion s. Schmiegung.

koni-

Verbiegung vonFlichen s. Biegung.
Verteilungsparameter 77.

Wendelfliche 104. 112. 120.

Windung einer Raumkurve siehe
Schmiegung; W. einer Linienfliche
79.

Winkel der ganzen Kriimmung 21.

Windschiefe Flichen s. gerad-
linige FL

— Kreise 107.

— Kegelschnitte 47.

Zyklifizierende Fliache 145.
Zylindrokonische Schrauben-
linie 114—120.
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