Archives of Mechanics @ Archiwum Mechaniki Stosowanej @ 30, 1, pp. 3-15, Warszawa 1978

P.S. THEOCARIS et G.J. TSAMASPHYROS (ATHENES)

Dans un récent article nous avions développé une nouvelle méthode, A I'aide de laquelle nous
avons pu réduire le deuxiéme probléme aux limites & une équation integrale singuliére. Dans
le présent article en utilisant un prolongement analytique different mais un processus analogue
nous fournirons la solution du méme probléme sous la forme d’une équation intégrale regu-
liére de Fredholm analogue A celle de Muskhelishvili [1].

W ostatnim artykule przedstawiliémy pewna nowa metodg, na podstawie ktérej udalo nam sie
zredukowaé drugie zagadnienie graniczne do osobliwego rownania calkowego. W niniejszej
pracy, wykorzystujac odmienne przedluzenie analityczne, lecz analogiczna procedure, podajemy
rozwigzanie tego samego zagadnienia w postaci regularnego réwnania calkowego Fredholma,
analogicznego do réwnania Muskhelishviliego [1].

B nocnemgueit craThe MBI NPENCTABMIM HEKOTOPLIH HOBBIH METON, ONHPAACh HA KOTOPIH
YAanock HaM CBECTH BTOPYIO NpeeJIbHYI0 33434y K CHHTYJIAPHOMY HHTErPAIbHOMY YPaBHCHHIO.
B macrosamieii paborte, HCIOMB3yA ApPYroe aHANMTHYECKOE IMPOJOJDKEHHE, HO AHAJIOTHUHYIO
TIPOUERYPY, NMPHBOOMM pEIIEHHe 3TOH caMoif 3aJauM B BHMAE PEryJIAPHON0 HHTErPAJILHOrO
ypaBHeHHA <Ppearonsma, aHAJNOTHYHOrO ypaBHeHHro Mycxemmusuma [1].

1. Introduction

LA SOLUTION générale du deuxiéme probléme aux limites de I’élasticité plane a été four-
nie, dés 1940, par D. SHERMAN [1], sous forme d’une équation intégrale de Fredholm.
Plusieurs auteurs ont repris et ont amelioré les résultats de SHERMAN [2, 3]. Malgré tout, les
inconvénients de la formulation initiale de Sherman subsistent. Ces inconvénients sont:

i) Les fonctions ¢(z) et p(2) sont definies & ’aide des formules assez arbitraires en
fonction d’une distribution w(?) qui’ n’a aucune signification physique.

ii) L’unicité a été demontrée en introduisant des quantités arbitraires qui n’ont aucun
rapport avec le probléme posé.

iii) La méthode n’est pas valable dans le cas des milieux fissurés.

Avec notre travail précédent [4] nous avons pu apporter reméde a tous ces incon-
vénients. Dans le présent article nous présentons une solution qui conserve les avantages
de notre récent travail et en plus elle aboutit cette fois & une équation intégrale reguliére.

2. Rappel d’équations de Vélasticité pour les domaines multiplement conn exes

Soit un milieu élastique et isotrope qui occupe le domain e multiplement connexe S*
limité par les contours du Jordan L; (j= 1, 2, ..., m, (m+1)), dont le dernier contient

tous les autres (Fig. 1).
Nous supposons que les courbes L; ne s’intérsectent pas et que la courbure est une

fonction Holder contunue de la longueur s de I'arc.
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On definit maintenant par:
L=Li+L;+ ... +Lpy+ Lpyyy
lecontour totaldu S* et on designe par S les régions finies, bornées par L; (j= 1,2, ..., m)

et par S, la région infinie extérieure de L, ,. En utilisant la formulation de Muskh-
elisbvili par deux potentielles complexes ¢*(z) et y*(z) (z = x+iy), qui sont en général

Fic. 1.

des fonctions analytiques et multiformes, nous pouvons exprimer les composantes carte-
siennes des déplacements a I'aide de la formule:

@1 2 {u(x, y)+io(x, )} = 4@ —29' ()~ $(2)

oll ¥ = (3—4») dans les cas des déformations planes et x = (3—v)/(1+») dans le cas
des contraintes planes. Si maintenant on note par a,, €t o, respectivement les composantes
normales et tangentielles des forces par unité de surface appliquées sur un point B de la
limite L, on peut écrire:

22) O +ias =¢/ O+ () + {15 () +9 (1)) gf: 'g';'

ol t est la coordonée complexe du point B. Si on note par (X,, Y,) la résultante des
forces appliquées & un arc AB nous pouvons écrire,

@23) (X +iY)+const = i [(0um+ic,)ds+p(te)
AB

1,4 (1) +p(t)= @) +1¢' (O)+p()
ou (O'x,,d?, CF’.G:?) est la force appllquée sur I’élément dS.

Les fonctions @(z) et $(z) sont des fonctions analytiques et en général sont des fonctions
multiformes.

Selon Muskhelishvili on peut mettre les potentielles complexes ¢(z) et p(2) sous la
forme:

: 1 3
(2.4) $E) = - 5 ,;_11 (Xe+i¥)logz—20)+¢(2),
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@.5) PO = s Z (Xa—iY)log(z—2) +9(2)

ou (X, Y,) est la résultante des forces appliquées sur L;, z; est la coordonnée complexe
d’un point quelconque dans S, et @(z), y(z) sont des fonctions holomorphes de z défi-
nies dans S*.

Soit une fonction continue f(f), définie sur L, et telle que df/ds = f'(t) dt/ds soit
une fonction H-continue (ou f'(r) = df(r)/dt).

On admet maintenant que la quantité f'(¢f) répresente les tractions (o,,+ia,,) appli-
quées sur L. On a donc:

(2.6) [ (raydi+fydey = 0
L

c’est a4 dire les moments par rapport a 'origine des forces appliquées sur L sont nuls.
Nos méthodes se basent 4 un prolongement analytique de ¢(z) et y(z) dans la région S~
complémentaire de S+.

Nous pouvons définir ce prolongement de deux maniéres:

i) En supposant que la région S~ est remplié de la méme matiére que la région S*
et que S est solicité de fagon qu’il y aura continuité du champ des contraintes dans le
plan entier. Par contre il y aura discontinuité de deplacement le long de L.

ii) En supposant que la région S~ est en repos. 4 I'aide d’un des ces deux prolonge-
ments ou peut formuler la solution du probléme, soit en utilisant la rélation (2.3) (équa-
tion des forces), soit la relation (2.2) (équation des contraintes).

On obtient ainsi quatre formulations et par conséquent quatre solutions.

On va exposer ici les deux méthodes de résolution basées au deuxiéme type de prolon-
gement. Le premier type de prolongement a fait I'objet d’une récente publication [4].

3. Premiére méthode basée sur I’équation complexe des forces

Nous allons présenter la méthode dans le cas d’un milieu fini (c’est a dire L, , existe)
multiplement connexe non fissuré. Pour les milieux multiplement connexes infinis la
méthode est tout a fait analogue. Aussi il n’y a pas aucun probléme a I'application de la
méthode dans le cas des milieux fissurés solicité d’un part et de 1’autre de la fissure par la
méme distribution des contraintes; on fait quelques suggestions pour ces cas dans le
paragraphe 5.

Dans ce cas 1a du milieu fini non fissuré les conditions aux limités en tenant compte
de (2.6) prennent la forme:

G1) O+ O+ (1) = f()+¢  pour tel; (j=1,2,...,m+1).
Nous avons ajouté le signe + pour noter que ¢*(r) et p*(¢) sont les valeurs limites de

@*(2) et $*(2) pour z tenant vers un point 7 € L, par 'interieur de S*.
En tenant de (2.4) et (2.5) on peut écrire (3.1) sous la forme:

3.2) P*(O)+1g T O+y* (1) = p(t)+¢, pour  tel,
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ou
% X;~iY;

f—'Zj

+ 27!‘—_—‘—‘(1_*_") 2 (Xk+fY1) {iog(t—zk)-—xlc‘g (f_-—fk)}’f e Lj:
k=1

i=1,2,..,(m+1)
avec Cpyq = 0.
Ainsi le probléme se voit simplifié étant donné que @(z) et (z) sont maintenant des
fonctions holomorphes de z, (z e S*).
Nous effectuons maintenant un prolongement analytique des potentielles complexes
@*(2) et y*(z) dans le domaine S~ de maniére que @(z) et y(z) soient la solution du 2éme
probléme aux limites en absence des forces extérieures. Donc, nous aurons:

(34 e () +t'(E)+y' (1) =0 pour telL.
Nous avons ainsi defini dans le plan entier les fonctions holomorphes ¢(z) et ¢(z) qui
s’annulent a I'infini, et qui présentent & travers de L des discontinuités.

Nous remplagons maintenant les relations (3.6) et (3.7) par leur différences. Nous
aurons donc:

(B35 {e*O)—g O} +t{g* () -~ (O} + {p* () -y~ ()}

Xu—iY; 1 - 5
—f(r)+2ﬂ(1+ 32 T +2n(lH);(wan){!og(r—zk)

—#log(t— z;) }+¢ pour tel; (j= 1,2, ..., (m+1)).
Nous supposons a présent que le long de L existe une discontinuite des déplacement
égale a g(r)/2u. On' peut noter par conséquent:
(3.6) () +iv* () — fu (O +iv~ (1)} = g(0)/2u
o u(z)+iv(z) est le déplacement complex du point z. On peut ecrire cette derniére relation
en utilisant la formule (2.1) comme suit:

BN xlp*)—9” (r)}—f{sv'*(t) (O} vt O-v ()}

Xk-—I'Y;‘

42::(1+x) Z o5, + 5T )Z(X*“’Y*)"“’g("z*’( 7,

= g(t)-

Viel, (=1,2,...,m+l1).
En ajoutant membre par membre les relations (3.5) et (3.7) nous obtenons:

B8 {p*()-¢ ()} = s+ L
ol

(l+) pour tel; (j=l,2,...,(m+1))

4 fO+e® 1 N\, .
(.9) oy = 0280 (Il+x)g(X,,+:Y,)log(r—zk}.
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En supposant que w(t) est H-continue nous obtenous:
1 w(g)dt C(2)

(3.10) 9(2) = i) 1z T el
— ¢+ Com ur zesS; i=1,2,..,m),
@3.11) C(z)={ ik s iy G i
Cmsyy pour ze(ST4HS,+S5:+ ... +85,)-

A Paide de 'équation (3.5) ou (3.7) nous obtenons, en tenant compte aussi de la relation
(3.8), la formule suivante:

t Xi+iYy 1

(1) {prO-v O} = {eO+1' O+ 5qs D 5=+
k=1

+ 2 (Xx—iYy) {log(f—Zz,)—xlog(t—
k=1

Donc:

3.13) o) = — L [2O+@ , 1 p(r)d:

2mi ; t—z 2ni +x ().

Nous avons ainsi exprimé ¢(z) et y(z) en fonction de w(f). Mais il est bien connu que les
fonctions ¢(z) et ¢(z) ne sont pas uniquement déterminées. Si ¢~ (z), ~ (2) sont des solutions
du probléme dans la région bornée S;, les fonctions ¢~ (2)+igz+d;, v~ (z2)—d; (o d;
est une constante complexe et ¢; est une constante réele) le sont aussi. Nous avons donc
le droit de choisir arbitrairement ces constantes. Nous choisissons d; de maniére que ¢~ (2)
soit nulle aux points z},z}, ..., 2%, 24,4, OU z}(j=1,2,3, ..., (m+1)) est un point
quelconque de S;. Comme tels points on choisie les points z;. Ce choix des constantes
nous fournit:

. cnt+l w(f)
(.14) —2mi L de:
et
(3.15) x+l f:"(’zi dt — fi*’gld: G=1,2,...,m).

Nous choisissons maintenant la rotation b; du point z;€S; (j=1,2,...,m, (m+ 1))
égale A zéro. Pour que cette condition soit toujours venflee par quuatlon intégrale que
nous allons formuler, nous supposons que nous appliquons 4 chaque point z; un couple
d’intensité b; égale a;
(316) bj s (l+x) [‘P’(ZJ‘} —Q?'(ZJ)] .

2u 2i

Nous pouvons écrire cette derniére équation comme suit:

) 1: o@dt aT:);‘ff}
= al

= o J @=z)?)

3.17 b, =

J
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Dans ces relations nous avons admis z,,, = O+i0 et comme il est de notre droit nous
choisissons I’origine sur L,, ). Ce choix de I'origine nous donne:

(3-18) C,,,_H = 0.

L’application de ce couple sur chaque S; n’affect par le probléme initialement posé. En effet
la relation (3.4) prend maintenant la forme:

@3.19) o)+ g O+9 () = K.(ﬂ.’i;z—).

On multiplie cette derniére équation par dt, et sa conjuguée complexe par dt, on intégre
leur somme sur chaque L; séparément, et nous obtenons les relations:

(3.20) bj=0 (j=1,2,..,(m+1).
Mais, d’apres les conditions imposées & ¢~ (2) il est bien évident qu’on a partout dans S;:
(3.21) ¢ (2) =0, zes;.

Cette relation nous conduit a la conclusion évidente que (w(r)+c;/(x+1)) n’est que
la valeur limite de ¢* (z) pour z — L*, c¢’est & dire que:

(3.22) o) +c;/(x+1) = g*(1).

Ayant ainsi défini @(2) et y(z) en fonction de w(?) nous pouvons formuler, en utilisant la
relation (3.6), ’équation intégrale qui fournit la solution du probléme. On aura:

1 (o@d 1 I‘mdr 1 o)+t (dt  p(t,)
(3.23) ) =t i) Tim i =t = 3

m+1

1 p(ydt 1 Z by -
-I-RL = +2M;, I?O_E*M:j pour teL; (j=1,2,..,(m+1)).

Nous pouvons étrire cette derniére équation sous la forme équivalente:

1 o(t) 1—t, fo|l _ pP(t)
(3.29) "2?5:2! = dr—sz(t)dlog?_i——l'fw(t)d_ | =9

to 0 lo 2

L. ;f(t)‘dt o §1
Zﬂl 2 I— Io 27”

+r-'; pour teL; (j=1,2,... (m+1)).
k=1

En tenant compte du fait que ¢~ (z) = 0 et de la relation (3.22) nous pouvons écrire aussi
la derniére équation comme suit:
f (!‘)d— o (fa)

(429 9t~ 5 [ gl0)dlog—
L

0

- m+1
1 p(t)dt 1 by ;

= . - A = 1)).

+5 i ) ioh, +5 kEI - +¢ pour teLl; (j=1,2,..,(m+1)
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Cette derniére équation (3.25) n’est que I’équation fournie par MUSKHELISHVILI [1] mais
a l’aide d’un autre progessus de démonstration. La seule différence demeure a la définition
des constantes b; et ¢;. Notre processus présente I’avantage qu'’il reste valable pour les
milieux fissurées comme nous allons le demontrer dans un cas particulier mais aussi pour
la méthode qui va suivre et qui sera basée a I'équation des contraintes. Il faut aussi noter
que a 'aide du processus utilisé ici nous avons pu obtenir Iexpression de la valeur limite
@(1) sur la bord L a I'aide des contraintes et déformations sur ce méme bord (relation
(3.8)). Nous avons encore introduit d’'une maniére naturelle les constantes b; que nous
les avons exprimées ainsi que les constantes ¢; & I'aide de la distribution w(z).

Il est nécessaire, maintenant de prouver I'unicité, de la solution. Pour ce faire on
multiplie d’abord I'équation (3.25) par dt,, I’équation conjuguée complexe par dr, et on
prend l'intégrale de leur somme sur L. On obtient:

(3.26) Woimiry = | {fto)dte+T(to)dto}.
L

En tenant compte de la relation (2.6) on trouve:

t w(t) —
(3.27) By s fi";(-f’- dt+ f “’f(;) dr=0.
L L

Nous supposons a présent que I’origine se trouve sur L, ;,. Nous concluons donc que:
(3.28) Cmys = 0.

Mais selon MUSKHELISHVILI [5] pour prouver I'unicité, il suffit de démontrer que I’équa-
tion homogéne n’accepte que la solution nulle.

En effet 'équation homogene, obtenue par ’équation (3.24) équivalente 4 la relation
(3.25), est aussi équivalente au probléme aux limites suivants:

(3:29)  @olto)+to@olt) +@olte) = ¢§ pour to€ L (=12,..,(m+1)

ol @, et y, sont les solution du 2¢™¢ probléme aux limites en absence des forces exterieures.
Par conséquent:

(3.30) @ol2) = iez+c.
Et en utilisant la relation (3.28) on conclue que:
(3.31) vo(2) = —¢
et que:
(3.32) =0 (j=1,2,..,(m+1)).
Nous avons donc:
(.33 iezhe =5 f .
! 1\ b
(3.34) —c= F.RL wo(f)r+rzwo(t) .3 b z,
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Nous introduisons maintenant les fonctions:
(3.35) @, (t) = wo(t)—iet—c,

—s R
3.36 = - & ., ..
(3.36) (1) wo(1) = two(t) + ¢~ 5 — ) =g

Jj=

Mais, d’aprés les relations (3.33) et (3.34) on trouve que pour tous z € S* nous avons:

(3.37) 2:“ ""_(") dt=0,
(3.38) i f @) 4 _

Par conséquent les quantités ¢, (t)ety, (¢)sont les valeurs limites des fonctions holomorphes
dans les regions S, S3, ..., Sms+1, qui verifient les équations:

(3.39 @1(o0) = y,(c0) = 0.

En substituant dans la rélation (3.27), pour w(t) ’expression de w,(r), obtenue par la
formule (3.35), et en tenant compte les proprietés precitées de @,(r), nous pouvons
conclure facilement que:

(3.40) &=10.

En ¢éliminant wy(¢) par les équations (3.35) et (3.36) on trouve:

S SRR 1 bf,'
(3.41) P +1ei()+y,(2) = i 4 _?_:TZ’;'

On multiplie la relation (3.41) par dr et sa conjuquée complexe par df et on intégre le
long de L; (j = 1,2, ..., m). Leur somme donne:

(3.42) b= 0.
La relation (3.41) devient:

(3.43) P+t )+, () =0 pour teL; (j=1,2,..,(m+1)).

Par conséquent ¢,(z), ¥,(z) est la solution du deuxiéme probléme fondemental pour
les régions S; (j = 1,2, ..., (m+1)) en absence des forces extérieures. En appliquant
de nouveau le théoréme d’unicité nous obtenons:

(3.44) @:1(2) =9 (2)=0 pour z€Su:,

et

(345  @,(2) = igz+¢, ,(2)=-¢ pour zeS§;, j=1,2,..m
De plus, en tenant compte des relations (3.35), (3.36) et (3.42) nous avons:
(3.46) wo(t) =c¢ pour telL,,,,

(3.47) wo(t) = iejt+¢+c pour teL; (j=1,2,..,m).



SUR UNE METHODE DE RESOLUTION DU DEUXIEME PROBLEME AUX LIMITES 11

En combinant les rélations (3.32) et (3.14), (3.15) et les rélations (3.42) et (3.17), on
obtient facilement que:

(3.48) we(t) =0 pour el

ce que demontre I'unicité de la solution.

4. Deuaxiéme méthode basée sur Péquation des contraintes

Nous considerons toujours le probléme d’un milieu non fissuré. Dans ce cas les con-
ditions aux limites sont de la forme:

@) q‘s'+(r)+¢'+(r)+{té>”+(r)+w2»'+(r)}‘f;§/ & _ @ for teL.

On peut écrire aussi la derniére relation (4.1), si on tient compte des relations (2.4) et
(2.5), comme suit:

(4.2) g+t () + {f¢’"(f)+w”'(t)} ds/ d‘ = p'(t)
ou

, , 1 V ((Xe—iYy)  (Xe—iYy)
" PORE (‘)+2x(l+x)'{g (G B

O GV N\ (K—iY) | @ | di
— oot Rl 7 e =5 fus telL.
[' 4-421 -2y & G-z )&/ & P OCE

On definit maintenant ¢~ (z) et $~(z) dans S~ de la méme maniére que précédemment.
On peut écrire donc les conditions aux limites sous la forme:
(4.4). PO+ "0+ {t¢ ) +y -0} 5 - / =0 pour ftelL
étant donné que:
PO =¢7(1) et §(1) =y ().
On remplace I’équation (4.4) par sa difference a partir de la relation (4.2):
@3 {prO-¢~ O} +{g* (O-¢" O} + {1(e" (O —¢ " (1))
+@F -9~ )} 5 = / &= PO

On suppose a present que la discontinuité des déplacements entre les deux milieux S*
et S~ est donée comme une fonction de la longueur de I'arc S. C'est 4 dire on a:

@.6) {ut () +iv* (1)) = {u (1) +io ()} = g(s)/2u.
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On dérive donc par rapport a s la formule (3.7) et on obtient:

@7 x{¢*@)- w"(r)}——{w’*(t) qr(r)}*—{f(fp""(f) 9"~ (1))

Z(A’,—EY; Xp+iYy) dt
e Tl e
et \ T—2y t—z; | ds

m m P

ij—l.Yk Xk"‘fyk dt
Na G2 -5 | &

res B k=1 2

G |
+(yr () -y ")} Z:' =g0)- 21 +%)

pour ([elL.

On multiplie ’équation (4.5) par dt/ds et on I’ajoute a I'équation (4.7). On a:

(4.8) {g'*()—¢'~ (1)} j._; =w'(s) pour telL
ol

L dr !
i : _f(')ZsJ’g(‘) 1\ XetiYdt
4.9) w'(s) = s+ 1 2ﬂ(1+?¢) t—z, ds’

Nous pouvons par conséquent ecrire:

‘w'(s)ds

i t—z
L

4.10) ¢'(2) =

cette derniére relation n’est que la derivée de la relation (3.9).
En utilisant les relations (4.5) et (4.9) nous obtenons:

- dt - | -— d
@11)  {p"*@)—y' (1)} —j%= —{w’(s)+w'(s){‘:.;i / %Hw”(r)% +p’(r)zi—-

D’ou:

_ ot = dt s gl
w'(s)+m'(s)%/% + tw”(t) dt 1 fp'(r)T;

iy e d
“412) ¢ = 2m oz ds+ e o
cette relation est la derivée de la relation (3.17).
L’équation intégrale qui fournie la solution du probléme prend la forme:
r [ w” ds w'(1)dt
(4.13) LJ (Eﬂ w(s))ds { = _') dr+ w(s)_ + “’.Q
2ni J \t—1o t—ro t—t, ;7 t—1lo

7 (f)
o ()dt P df }d!o dt _ , 1),
+ f + 5 P'(to)— 2:; f 53 2 e z,)’ p'(10)
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Cette derniére équation intégrale, aprés quelques simples manipulations, prend la forme:

1 0’.?'(.5') e—Zin‘o) fw'(s)(;"”?o)“"w'(s) (’__ ’0) e‘zw{'ol
(4.14) 2Re{-ﬁ f_‘_ro d’}_—zm'— w'(s, a1l drs o
L L (t—15)
R b 2id(to) 2id(to) (s)d:
j / ¢-¥e) & '(s)ds
¥ 1——’_~;=p(to)(l+ 3 )- o | 22
b=t (to—2o) mio J i1,
ou:
“.15 .%:_;1/% = — 200,

9#(1,) étant I'angle definie par le vecteur normal sur la limite orienté vers I'extérieur du
domaine et ’axe des x.

En tenant compte des relations (3.14) et (3.15) nous pouvons écrire aussi I'équation
integrale (4.14) comme suit:

m+1

~2i0¢0)  @'(s) (t—10) +¢'(5) (t—to) By b;
4.16) 2Refy’ :‘"_7.[' o) ds+ 5 .. ]
(4.16)  2Re{¢'(to)}~ —5 ; (- to)? i £ (1-7)
. -2idte) ~ p'(s)
. = 2if(tg) _e f — -,
o) QeS| ==
Si on met:
4.17) P'(s) = @i(s)—ip;(s)
nous pouvons écrire la relation (4.16) sous la forme:
m+1
Gl WG STAC el et DYAC P B
4. ' e f 0)P1 0) P2 - g i
(4.18)  2¢;(to)+ i (1—10)? ds i L (to—2z)?
L =1 4

o 20000\ 2000 pi(5)ds
=p'(t ’
P(o)(H' 2 ) 2mi g tt

On constate facilement que ’équation (4.16) est la derivée premiére par rapport & s de
I’équation (3.25). Si on refait une intégration par rapport & s de I'équation (4.16) et en
utilisant le méme raisonnement avec celui utilisé pour démontrer I'unicité de la formule
(3.25), on trouve que la solution de I'équation homogéne integrée est:

(4.19) ®o(t) = ¢ pour teS.

Il est donc évident que gy(s), c’est & dire la solution de I’équation homogeéne (4.16),
est identiquement nulle. Cela prouve I'unicité de la solution trouvée. Ici il faut noter le
grand rdle joué par les intensités b;(j = 1, 2, ..., (m+ 1)) dans la démonstration de I'unicité
de la solution.
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5. Rémarques

Si on met:
(5.1 X;i+i¥; =0 (j=1,2,...,m)
’équation (4.14), ou I’équation (3.24), mais en remplagant p’(t) par 2f(t), résoud aussi le
probléme d’un milieu fissuré dont chaque bord de la fissure est solicité par la méme dis-
tribution de contraintes f'(#). Dans ce cas le bord L;(j = 1, 2, ..., k avec k < m) répre-
sente la ligne non fermée de chacune des k fissures. Donc les termes b; (j=1,2,..., k)
ne subsistent plus. Il devient évident que la démonstration de I'unicité se complique.
Mais le probléme des milieux fissurés, dans le cas général ferra I'objet d’une prochaine
publication et nous aurons ’occasion d’en discuter le probléme d’unicité de sa solution.
Dans le cas d’un milieu infini, il faut modifier légérement les formules (2.4) et (2.5)
en mettant a la place de p(z) et p(2) les valeurs:

(5.2) 9(2) = I'z+¢,(2),
(53) v(2) = I"z+y0(2),

oll go(2), yo(2) sont des fonctions holomorphes dans S* (les points infinis inclus), I" et I
ayant la signification suivante:

(5.4) I'= B+icC,

(5.9) I'= B+iC = — (Ny~Nee,
1

(5.6) B = (N +Ny),
_ 2uwg,

(5.7 C = TR

ol:

i) Ni, N, sont les contraintes principales 4 'infini.

ii) o est I'angle de la direction de N, et de I'axe Ox.
iii) @, est la rotation du point 4 linfini.

Pour le reste la démonstration suit la méme chemin.

6. Conclusions

Dans le présent article nous avons proposé une nouvelle méthode de résolution des
problémes aux limites de I’¢lasticité plane. Plus particuliérement nous avons appliqué
cette méthode pour resoudre le deuxiéme probléme aux limites. Nous avons ainsi reduit
le probléme & la résolution d’une équation intégrale de Fredholm pareille & celle fournie
‘par’ MUSKHELISHVILI [1]. En effet, nous avons fournit deux equations intégrales, mais Iz
deuxiéme, qui n’est pas deduite par Muskhelishvili, n’est pas entierement indépendante
de la premiére. Toutes les deux, comme nous 'avons demontré, acceptent une solution
unique.
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Le point essentiel de notre méthode est que nous pouvons étendre son domaine d’appli-
cation a tous les autres problémes aux limites et aux milieux fissurés. En plus I'introduction
et la definition des termes b; et ¢; (j = 1, 2, ..., (m+ 1)), nécessaires, pour la démonstration
de l'unicité de la solution, est faite d’'une maniére naturelle et ces termes conservent une
signification physique simple.

Il faut aussi noter le grand avantage du point de vue application numérique que pré-
sented les équations (4.14) et (4.18), car toutes les intégrations sont effectuées par rapport
a la variable reélle s c.a.d la longueur de I'arc.
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