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Aerodynamique stationnaire linéarisée 11 (supersonique)
D. HOMENTCOVSCHI (BUCAREST)

CE TRAVAIL est la continuation du travail [1]. Les équations en distributions de la mécanique des.
fluides sont utilisées pour ’étude de I’ecoulement stationnaire supersonique d’un fluide com-
pressible en présence d'un corps mince. L’appareil mathématique de la théorie des distributions.
qu’on utilise, conduit & I'équation intégrale (4.12) dont la solution permet le calcul direct de la.
portance. Pour les ailes sans bords de fuite subsoniques la solution du probléme est donnée
par la relation (4.15). Dans le cas de la présence des bords de fuite subsoniques 1'équation (4.12)
conduit de fagon naturelle a I'utilisation de la condition Kutta-Joukowsky sur ces bords. Le cas.
ol le bord d’attaque supersonique de I'aile se réduit 4 un point, est abordé dans la section 4.2.
Dans ce cas la solution de I'équation intégrale (4.12) est plus difficile et dans ce travail on déduit
une équation intégrale réguliere de la deuxiéme espéce pour la détermination de la fonction N(a, b).
Dans la section finale on considere le cas du corps conique. Si le bord d'attaque supersonique
de I'aile ne se réduit pas a un point, la solution du probléme s’obtient sous forme explicite (4.24),
(4.25) en appliquant quelques formules obtenues antérieurement, d’ol résulte aussi le caractére
conique de 'écoulement. On étudie ensuite I'écoulement conique dans le cas ou le bord d’attaque
supersonique de I'aile est ponctuel.

Praca niniejsza jest kontynuacja pracy [1]. Uzyto rownan mechaniki plynéw zapisanych w postaci
dystrybucyjnej, aby zbadaé stacjonarny naddiwiekowy przeplyw cieczy $cisliwej w obecnosci
cienkiego ciala. Uzywany aparat matematyczny teorii dystrybucji prowadzi do réwnania cal-
kowego (4.12), ktorego rozwiazanie pozwala na bezpoérednie obliczanie sity nosnej. Dla platow
bez poddiwigkowej krawedzi splywu rozwiazanie problemu jest dane przez zwiazki (4.15). W przy--
padku istnienia poddiwickowych krawedzi splywu réwnanie (4.12) prowadzi w sposob natural-
ny do uzycia warunku Kutty-Zukowskiego na tych krawedziach. Przypadek, gdy naddiwickowa
krawedz natarcia plata redukuje si¢ do punktu ]est rozwazany w rozdziale 4.2. W tym przypadku
rozwigzanie rownania catkowego jest trudniejsze i w tej pracy wyprowadza si¢ regularne rowna-
nie catkowe drugiego rodzaju do okreslenia funkcji N(a, b). W ostatnim rozdziale rozwaza sig
przypadek ciala stozkowego. Jesli naddZwickowa krawedz natarcia nie redukuje sie do punktu,

rozwigzanie problemu otrzymuje si¢ w jawnej postaci (4.24), (4.25) stosujac kilka wzo-
row otrzymanych uprzednio, skad rowniez wynika stozkowy charakter przeplywu. Ba-
da ;(;ie; takze przeplyw stozkowy w przypadku, gdy naddZwiekowa krawed:Z natarcia jest
punktowa.

Hacrosuas paGota aBnsercsa npofgoyetnem padorst [1]. Hcnons3oBaHe! ypaBHEHHA MEXaHUKH
JKMOKOCTEH, 3anHcaHHkIe B AUCTPHOYTHBHOM BHAE, YTOOLI HCCNIEOBATh CTAIIHOHApHOE CBEPX-
3BYKOBOE TEUCHHME CHKMMAEMO JKUAKOCTH B MPHCYTCTBHM ToHKoro Tena. McnonssoBaHHBIH
MaTeMaTHYeCKHI anmapaT TeOPHH MCTPUOYNMI NPHBOAWT K HHTETPAJIBHOMY YPaBHEHHIO
(4.12), pelieHHe KOTOpPOro NO3BOJIAET HENOCPEOCTBEHHO BLIYMC/IMTh MOABEMHYIO cuiy. Jlns
nocKoctei 6e3 moaBykoBoro pebpa cxoja peileHue npobieMbl JaeTcA 3aBHCHMOCTBIO (4.15).
B ciryuae cymiecTBoBaHHA NO3BYKOBBIX pebep cxoaa ypaBHenue (4.12) npHBOAUT €CTECTBEHHBIM
o0pasom K McHonb30BaHuIO0 yoioBusa Kyrra-JKykoBckoro Ha sTux pebpax. Cnyuwait, xorma
CBEPX3BYKOBOE pebpo aTaKH IJIOCKOCTH CBOJMTCA K TOYKE, paccMaTpuBaercda B rnaBe 4.2.
B aToMm cniyyae pelleHHe MHTErpajibHOrO ypaBHeHHMsA Oonee TpyaHo M B AaHHON pabore BhIBO-
JIMTCA PeryJIAPHOe HHTErpakHoe YpaBHeHHe BTOPOro poa s onpeaenenus dyaxuuu N (a, b).
B mocnenweii rnaBe obcyaaeTca ciydail KOHHYecKoro Tena. EciiM cBepx3BykoBoe pebpo
aTaKH He CBOJAMTCA K TOUKe, pellleHHe npobiembl NojyyaeTcsa B ABHOM BHOe (4.24), (4.25),
NPHMEHSA HECKOJIBKO (POPMYJI IIOJIYYeHHBIX paHblle, OTTYHAa TOXKe ClleyeT KOHHUYECKHi Xa-—
pakTep Tedenus. Mccoienyercsa Toye KOHHUECKOe TeyeHHMe B Ciyyae, KOrja CBEpX3BYKOBOE
pebpo aTaku ABIAETCA TOUEYHBIM.
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4. Etude du régime supersonique
4.1. Cas général

DANs le cas ou M > 1 nous allons effectuer les changements de variables suivants dans
le systeme (2.13)-(2.16) de [1]:

XK= Yf; ﬁy = v'a i zfs
‘(4'1) ’ ’ ﬁi r
pu=u, v=v, w=w, p=p,

ol ﬁ = |'fM2—[.
Avec les nouvelles variables x, y, z, u, v, w, p le systéme (2.13)-(2.16) devient:

@) K+ P i, 1O, D),
dv dp
4.3) =0
4.4 W O oSl 8
7 2= T3, = 1 »)0(x, z),
du dv ow _ 3
-(45) —E“i‘—a?'i‘—a? = —eM !(x,y)t?(x,y] é(z)

Dans le systéme ci-dessus nous avons remplacé /(x, y/B8) par fl(x, ).
Soit la transformée de Fourier par rapport aux variables x, y, z, du systéme (4.2)-(4.5).
Avec les notations:

Uk, k3, k3) = Flu(x,py,2) = fffu(x,y, z)e~ k= +kay+ksD dxdydz

-et de fagon analogue
Viky, ko, k3) = Flo(x, y, 2)],
Wk, ks, ks) = Flw(x,y,2)],  Plky, ki, k3) = Fp(x, y,2)]
le systéme ci-dessus devient sous forme matricielle:

ik, ik, F[ef?l(x, y)i(x, ) 4(2)]
0 :k, 0 ik, 0
0 ik, rk3 F[n(x, »)6(x, y) 6(2)]
—ik, sz ik, Fl—eM?l(x, y)b(x, y)c‘i(z)]
La solution de ce systéme s’écrit egalement sous forme matricielle:
"1 [ k2+k2 ik, iks iki | | oo o2 B
U ke ke | | FEAee)
v| |- E-K ikeiks 0
k? ik k* ik k? k?
9 T ks ikyeiky KP—R2 ks |
K3 1Ky " IR3 —K3 I3
w e mm wae || el
ik, ik ik ik, 4
P = “m =y Fl—eM !5(2)]~J

oll k? = —k2+k3+A2.
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Si les fonctions I(x, y) et n(x, y) sont connues, la transformée de Fourier inverse du
systéme (4.6) conduit a la détermination du champ de vitesse et du champ de pression.

Pour la solution du probléme direct nous allons utiliser la condition aux limites ciné-
matique écrite sous forme linéarisée:

“7 wix,y, £0) = ef3(x,)), (x,»)eD
ol = = &f *(x, y) est 'équation de la surface supériehre de l'aile et z = &f ~(x, y) 'équation
de la surface inférieure (aprés avoir effectué les changements de variables).

La composante w(x, y, z) de la perturbation de la vitesse s’écrit:
0(x—&—y (=1 +27)
¥ ix=§)>— [(J’—T;f)2 +2%]

o 9(«‘ Vo—n)+7 }dd
+(ax2 ) ff (5 )_'m Ve—1o—-n9+z] e

@8) wix,y, D)= o f f I, ) dedy

les intégrales de (4.8) étant considérées en valeur principale au sens de Hadamard.
Considérant dans (4.8) la limite pour z — +0, nous avons:

4.9)

wix, y, 0) = 7 L&) (ax ) Hn(é ndsdy f e o g ::)'3

Des relations (4.7) et (4.9), nous tirons:

(4.10) Ix,y) = fz(x, 9)—fi(x, ),

e L= =

= fi(x, »)+fz(x,¥) = F(x,).

La relation (4.10) fournit la solution du probléme dans le cas de l'aile symetrique. Pour
Paile sans épaisseur, il faut résoudre I’équation intégrale singuliére (4.11).

Nous introduisons, a la place de la fonction n(x, ), une nouvelle fonction inconnue,
définie par la relation:

X

Nex,3) = [ n(E, y)de.

—00

L’équation intégrale 4 laquelle doit satisfaire la fonction N(x, y) s’obtient & partir de
(4.11) a P'aide d’une intégration par parties:

O(x—&~|y—nl)
wn (-2 ){hff N ) ey

be—&+Y ===’ }
+§;2(N(£,n)ﬂ(x—§~|y—nl)ln e dnf = F(x, )

avec (x,y)eD



44 D. HOMENTCOVSCHI

ol C représente la fronticre du domaine D. Puisque sur le bord d’attaque de I'aile, nous
avons N(x, y) = 0, lintégrale curviligne de (4.12) s’étend sur le restant de la frontiére
du domaine D. L’équation (4.12) représente I’équation intégrale du probléme. La fonction
N(x, y) étant déterminée, le saut de pression sur la surface de I'aile n(x, y) s’obtient ensuite
par dérivation. D’autre part, la portance qui s’exerce sur l'aile est déterminée aprés une
intégration par rapport a la variable y. Il faut également remarquer que, lors de la déduction
de cette équation intégrale, aucune restriction n’a par été faite quant a la forme du
domaine Dj; par conséquent, la fonction N(x,y) est la solution de I’équation (4.12)
valable pour un domaine d’une forme quelconque.
Soient dans ’équation intégrale (4.12) les changements de variables:

x—y=a, E-y=oa,

x+y=>5b, &+n=25,
a, b étant les coordonnées caractéristiques dans le plan z = 0.

FiG. 1.

(Fig. 1. On suppose 'origine du systéme d’axes Oxyz choisie au point 0 de la figure).
De I’équation (4.12), nous tirons:

6(a—a) 9(6 B
(4.13) é‘é‘b: ffN( B) Vi VB dodp

+%fN(a, B)6(a—a)0(b—B)In |";g_:_gf5;:_g| d(p— a)} = F(a, b)

ou bien, aprés avoir effectué les dérivations:

o(b—
@14 - f f N g - a)gz (b( ﬁ)'?zd“"'ﬁ

o dp-a
. f N Aila=a)006 P gy = Flas.

EDCB'
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Si le point M(a, b) se trouve a I'intérieur du domaine borné par la courbe 4ABB'E'EFA,
Pintégrale curviligne de I’équation (4.14) disparait. La solution de I’équation qui résulte
s’écrit alors sous la forme [2]:

1 _F@\5) o
(4.15) N(a, b) = f f e

Soit maintenant le point M(a, b) a lintérieur du domaine borné par la courbe BCB'B,
région qui représente la partie de l'aile situé dans la zone d’influence du bord de fuite
subsonique BC. L'intégrale curviligne intervenant dans la relation (4.14) est supposée
connue pour linstant. Appliquant la formule (4.15), nous arrivons a la relation:

1 F@a,b) g
da' db
N, b) = -” V(a—a)(b—b') ‘
da'db’

g Ya—a }
f.”& fN(m LU Vb —B a—a) (b’ B V(e—-a)@®-b)"

BCDE

Aprés la transformation du dernier terme de ’équation intégrale ci-dessus, nous obtenous
la relation:

1 rr F(a,b)da'db'
4.16 N 3 b = — e ——————
W Meh =g fDJ Via-a)b-b)

N(B) [1-A4'(B)ldB
"_’/“ A(b)rfﬁ b+ A(b)—A(B) B—b+a—APB)’

Dans (4.16) a = A(b) représente 1’équation de 'arc FABC; (A(bl), bl), les coordon-
nées du point B, et N(b) = N(A(b), b), la restriction de la fonction N & I'arc ABC.

Considerons dans (4.16) la limite a —» A(b); la limite du dernier terme du second
membre est N(b). L’intégrale sur D, tendant vers zéro pour a — A(b) la relation (4.16)
devient une identité. Autrement dit, pour toute fonction N(b) dans le relation (4.16), la
fonction N(a, b), obtenue sera une solution de I’équation intégrale (4.14). Nous avons
par conséquent une indétermination similaire a celle que ’on rencontre dans 1'écolement
subsonique. Cette indétermination surgit uniquement dans les régions BCB'B et EDE'E
définissant les zones d’influence des bords de fuite subsoniques. Nous pourons déterminer
la fonction N(b) en imposant une condition du type Kutta-Joukowsky. Précisément,
nous allons imposer que le saut de pression soit fini sur le bord de fuite subsonique. (Puis-
que sur la surface de I'aile, nous avons u(x, y) = n(x, y) il vient que cette composante
de la vitesse sera finie sur les bords de fuite subsoniques).

De (4.16), nous obtenons:

_ON N oN _ B byl
@17 nx,)) = o= = o— 4 = ( ) ff,/(a @) (b-b)

a [1-4'(B)dB
(00 ) Y= A(b)f;/ﬁ b+A(b) AB) B—b+a—AP) "
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Notons par ¢, = a— A(b) et par b = B(a) I’équation de I’'arc AFED. Pour &, — 0 nous
avons:

b bi-AG)
@4.18)  n(x,y) =ﬂl%_@---'—{ F(_A“?.}~.:")db + f __ MO 4o
Ve ® e, Vb—b »ay VI—b+A®)

ou nous avons remplacé N(b) par N, (b— A(b)).
Afin que le saut de pression conserve une valeur finie sur le bord de fuite subsonique
BC de laile, le terme entre accolades de I’expression (4.18) doit étre nul ce qui fournit:

F N

4.19) :
Vi—o

= —-G(1).

La fonction G(r) est obtenue & partir du premier terme entre accolades par un changement
de variable ¢t = b—A(b) (t; = b, —A(b,)). La solution de I’équation (4.19) satisfaisant
a la condition N, (b, —A(b,)) = N(b,) = 0 sécrit:

Nl(t)—i D a
Vo—t

La fonction N(f) s’obtient finalement sous la forme:

by E : ,
(4.20) i)k { FUAB.b) 4\ =A@l
@) Lty VB-b  VYB=b+AB)-AB)

Supposons maintenant que les domaines d’influence des bords de fuite subsoniques
se coupent & l'intérieur du domaine D (Fig. 2). Dans la région d’influence commune,
nous avons:

1 F(@,b)dady’ 1 [1—-A4"'(B)dB
4.21) N(a,b) =
(a2)  Ne.s) ffl/(a a)b-b') fl/ﬁ b+A(b) A(B) B—b+a—A(p)

1 f N(x) [1—B'(a)]da
y a—a+B(a)— B(a) %—a+b—B(2)

ou N(a) = N (a, B(a)) est la valeur de la fonction N(a, b) sur le bord de fuite subsonique
ED et (ay, B(ay)), les coordonnées du point E.

La fonction N(a) peut étre explicitée de fagon similaire & la fonction N(b) écrite ci-
dessus.

De cette maniére, le probléme peut étre résolu pour une aile quelconque, les difficultés
de calcul se réduisant A quelques quadratures. Les solutions obtenues coincident, dans
les cas particuliers, avec les solutions données dans [3, 4].
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4.2. Cas de l'aile a bord d’attaque supersonique ponctuel

A la suite des considérations que nous venons de faire ci-dessus, nous excluons le cas
ot le bord d’attaque supersonique A F de I'aile est réduit & un point. Dans ce cas 'expression
(4.15) ne constitue plus une solution de I’équation (4.14); le probleme doit étre abordé
par une voie différente.

Considérons l'aile de la figure 3, o1 les équations des courbes OB of OF sont respecti-
vement a = A(b) et b = B(a). Nous supposons que les valeurs de la fonction N(a, b)
dans le domaine D, sont connues. L’équation intégrale (4.14) devient:

7]
42) - f f Na, ﬁ)(i(“ o (,,(b ﬁ)‘ff;d dB = F(a, b)

1 " do dp
~aw || Ve P g e

(A(b)b,

FiG. 2. FiG. 3.

Cette équation peut étre résolue par la technique précedente qui nous conduit au résultat:

1t F(a',b') ;
N St . il (Y ’
(a, b) = [ f T

L [  dddb N(x, B)dudp
ant. ' ’ ) (a—a)(b—b) ff (@a—a)*2(b—p)"*

Apreés la transformation du dernier terme, la relation finale s’écrit:
N(ax, B) dudf
VIA®)—[B@)— ) (@—2)&—F)

l F(a', b') T
B le(a e

Cette relation (4.23) constitue une équation intégrale réguliére de seconde espéce pour
la détermination de la fonction N(a, b). Un exemple concernant la solution d’un probléme
a écoulements coniques par la méthode des approximations successives, utilisant 1’équation
intégrale (4.23) est donné dans [3].

(423) N, b)+ 2y[a AGB)b- B(a)]f | -
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4.3. Ecoulements coniques

Nous allons considérer par la suite le cas ou le domaine D est limité par deux demi-
.droites qui se coupent en 0. La surface de l'aile est une surface conique d’équation:
= X
(x, )= yg(—)-
4 y
Dans ce cas, la fonction F(a, b) est:

F(a,b) = F(%).

Pour commencer, nous allons aborder le cas de I'aile avec des bords d’attaque supersoni-
ques (fig. 4).

FiG. 4.

Soient b = m;a et b = mya les équations des bords AC et AB respectivement. La
fonction N(a, b) sera déterminée a I’aide de la relation (4.15), oti la variable b est remplacée
par une nouvelle variable m = b/a.

2 fo— l[‘r--- J.:'r‘-_
@4.24)  N(a, ma) =£—fF(;u){ B Gy YL ) m}dp
S S uyp  Wu—ym|  #
& = PR =
+-‘1J F(u){ st '/i”*'_.ﬁ _Ym }d,u.
oF uyp We—-ym| #

De la relation (4.24), il résulte que la fonction n(x, y) est constante sur chaque demi-droite
issue de I'origine; I'écoulement est donc conique.

Si le bord AC est un bord d’attaque supersonique et 4B, un bord (d’attaque ou de
fuite) subsonique, la solution s’obtient de la relation (4.21) en particularisant. Nous obte-
nons:

my

425 N@,ma=2 [ F {””"_‘1 _ VmayIm—pl
(4.25) N(a, ma) “J (w) P n Vs —m—ymy o —g|

- - = _ i
—]/m{mz m)gmz #) }dp+i{-—-——-, i Y my—m— ————l i —arctg ________]/mVl LR
pmj 7w | my V1-m, Vma—m
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Dans la relation (4.25), T = 0 lorsque 4B est un bord d’attaque subsonique et

[ Fydr
T_hf VM2—t

dans le cas du bord de fuite subsonique. Dans ce cas aussi, il résulte de la relation (4.21)
que ’écoulement a un caractére conique. Lorsque les deux bords d’attaque de l'aile sont
subsoniques, le probléme s’intégre dans les discussions du paragraphe 4.2. Le probléme
des écoulements coniques peut étre abordée par une méthode différente.

Supposons que la fonction N(a, ma) ait la forme:

N(a, ma) = aN(m).
De I’équation (4.15) il vient:
) e =y #J

m <m<mj.

@‘%%T}dp = F(m),

Cette relation constitue ’équation intégrale du probléme. Soit:

@.27) Hem) =L [N W) 1, Vm+Ve ,
w #l/,u " Wm—va]

Nous avons:

L[ Nw Ve _de  _ g U g
_f e Gyt = B0 5 ).

Par conséquent, il résulte de la relation (4.26) que la fonction H(m) est la solution de
I’équation différentielle suivante:

my

m2H" (m)+mH'(m)— %H(m) = —F(m).
La solution générale de cette équation différentielle est:

(4.28) l N(F") Vm+]r i-‘

" M/ﬂ =

F,(m) désigne une solution particuliére de I’équation différentielle.

La relation (4.28) constitue une €équation intégrale pour la détermination de la fonction
N(m). Nous allons transformer cette équation en opérant le changement de variables
m=t pu=0*m =1}, m =13

25'2

Ym

du = —F,(m)+2c,)/ m—

2
(4.29) lfN(“)l "-"’d __Fl(ﬁ) clt+£;-.

4 Arch. Mech. Stos. nr /77
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L’équation (4.29) a été considérée dans [6]. Dans le cas qui nous préoccupe, la solution
de cette équation est:

1 du
V iy (my—p) (my—p) m—p

@30)  New) = = (my—m) (m—ml){k |

Fy () dp Ca 1
+5 e RTOET e
2,,;[ Vﬂ-l/fmz—#)(#—ml) m=p  mym, mzl

m

1 du
Vi (m—p)(ma—p) m—#

_.f;mz?%[ m{

+1ﬁf’ Fi(W) du_, o ,l]_

VY =) (e=—my) m=# " mym;m; )

La constante k est déterminée par la relation:

Fy(w)du C2 T
—_— 4, T — '
l/mz (]/ V#]/(mz‘*#)(ﬂ*—m:) l ) mym,

Les conditions qui imposent que la fonction N(m) soit bornée pour m = m, et m = m,,
permettent de déterminer les constantes ¢, et c,. Elles sont équivalentes a la condition
d’annulation du terme entre accolades de la relation (4.30) pour m = m, et m = m,.
La solution obtenue est d’une forme assez compliquée, nous allons indiquer par la suite
une méthode de résolution différente pour I'équation (4.28). En dérivant cette équation
nous obtenons I’équation intégrale:

@431) 2 j ”:;") #d_'ua"=—l'f;ﬁFf(m)+cl+%:-.

La solution de cette équation intégrale est présentée sous la forme [7]:

V uF; (n) du o
Y (my—p) (u—my) =M my'm m,

(432)  N(m) = my (my=m) (m—m,){%f B

Cette expression contient la constante ¢, que I'on peut déterminer soit par la méthode
indiquée précédement, soit en rapportant I’expression (4.32) de N(m) dans I’équation inté-
grale (4.26).

Dans le cas olt AB est un bord de fuite subsonique I'équation (4.26) contient également
un terme avec N(m,) en facteur. Le fait que la pression doit conserver une valeur finie sur
le bord de fuite subsonique (condition de Kutta-Joukowsky) permet de déterminer ce
terme. Les mémes procédés permettent d’étudier également les écoulements coniques
d’ordre supérieur, les difficultés qui surviennent se-référant uniquement au calcul.
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