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Representations irreductibles des fonctions tensorielles non-polynomiales 
de deux tenseurs symetriques dans quelques cas d' anisotropie 

1. P. BOEHLER et J. RACLIN (GRENOBLE) 

UNE METHODE permettant d'etablir des representations irroouctibles pour les fonctions non 
necessairement polynomiales est utilisee pour obtenir la representation d'un tenseur symetrique 
fonction non necessairement polynomiale de deux tenseurs symetriques dans les cas de l'ani
sotropie la plus generate, de l'orthotropie et de l'orthotropie de revolution. Pour le type de 
fonction etudie, les representations irreductibles obtenues sont constituees d'invariants poly
nomiaux et de generateurs simples en nombre plus restreint que dans Ies representations des 
fonctions polynomiales pour les cas de l'orthotropie et de l'orthotropie de revolution. 

Metod~ pozwalaj~c~ na wyprowadzenie niesprowadzalnych reprezentacji dla funkcji anizo
tropowych, niekoniecznie wielomian6w, wykorzystano w celu otrzymania reprezentacji tensora 
symetrycznego - niewielomianowej funkcji dw6ch tensor6w symetrycznych - w przypadku 
najbardziej og61nej anizotropii, ortotropii i ortotropii poprzecznej. Dla badanego typu funkcji 
otrzymane reprezentacje niesprowadzalne S(! utworzone z niezmiennik6w wielomian6w i ge
nerator6w prostych o Iiczbie mniejszej niz w przypadku reprezentacji funkcji wielomianowych 
dla ortotropii i izotropii poprzecznej. 

MeTo~, no3BOJUIIOIUHH BbiBeCTH Hecao~HMbie npe~cTaaneHHH ~JIH aHH30TponHhiX <l>YHI<UHH, 
He o6H3aTeJibHO MHOr04JieHOB, HCI!OJib30BaH C UeJiblO DOJiy4eHHH npe~CTaBJieHHH CHMMeTPH4-
iioro TeH30pa - HeMHOrOt.J:JieHHOH <f>YHI<UHH ~BYX CHMMeTpH4HbiX TeH30pOB - B CJiyt.J:ae HaH-
6onee o6mel1 aHH30Tponuu, opToTponuu u nonepe4HOH opToTponuu . .Una uccne,AyeMoro THna 
<tJyHI<UHH noJiyt.J:eHHbie HeCBO,AHMbie npe,ACTaBJieHHH o6pa30BaHbi H3 HHBapHaHTOB MHOr04Jle
HOB H npoCTbiX reHepaTOpOB C MeHbl.IIHM 4HCJIOM, t.J:eM B CJiyt.Iae npe,ACTaBJieHHH MHOrOt.J:JieHHbiX 
<l>YHI<UHH ,AJIH opToTponuu u nonepe4HOH H30Tponuu. 

1. Intnduction 

LES RPREsENTA1IONS irreductibles des fonctions tensorielles anisotropes non r,ecessaire ... 
ment JX>lynomiales d'un seul tenseur symetrique du second ordre, obtenues a partir de 
la methode proposee dans [1], sont similaires aux representations irreductibles des fonc
tions tmsorielles anisotropes polynomiales. Ce resultat n 'est pas confirme pour les fonc
tions de deux tenseurs symetriques du second ordere: les representations des fonctions 
non-pdynomiales sont plus reduites que les representations correspondantes des fonctions 
polynoniales. Ces reductions sont appreciables dans les applications, notamment dans 
l'etude des lois constitutives des milieux continus ecrouissables, lorsque les fonctions con
siderees ne verifient pas la restriction polynomiale. 

Dars cette etude, nous supposons que ces equations constitutives s'expreiment par des 
relatiors explicites entre trois tenseurs symetriques du second ordre dans un espace a trois 
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dimensions. Un repere lie au milieu precise !'orientation par rapport a ce milieu des 
tenseurs-arguments de la fonction etudiee. Sans restreindre la generalite, ce repere est 
choisi orthonorme dans la configuration de reference. Pour les types suivants d'anisotropie: 
anisotropie la plus generale, orthotropie et orthotropie de revolution, les formes les plus 
generales des equations constitutives sont etablies a l'aide de la theorie des representations 
des fonctions tensorielles isotropes non-polynomiales [2-4] et par application des restric
tions provenant des symetries du milieu oriente considere. Les representations irreductibles 
obtenues contiennent un nombre plus restreint d'elements que celles du cas polynomial, 
explicitees ici par la methode proposee dans [5] pour les groupes de transformations 
orthotrope et orthotrope de revolution. 

2. Formulation du probleme 

Soit un milieu anisotrope, dont la loi de comportement peut etre explicitee par: 

(2.1) 

oil A est un tenseur du second ordre, considere comme variable mecanique; B est un 
autre tenseur symetrique du second ordre, independant de A, considere comme variable 
d'ecrouissage; T, tenseur symetriq ue du second ordre, est la reponse du milieu; ( v 1 , v 2 , v 3 ) 

est un triplet de vecteurs lies au milieu, orthonorme dans la configuration de reference. 
L'anisotropie est introduite par la variation de la reponse T suivant !'orientation relative 
des variables A et B par rapport au milieu. Cette orientation est definie a partir du repere 
(v1 , v2 , v3). 

Le principe de l'isotropie de l'espace impose que, pour que (2.1) soit une eguation 
constitutive, la fonction F doit etre isotrope par rapport a ses cinq arguments; c'est-a-dire 
que pour toute transformation Q appartenant au groupe mthogonal 0, appliquee a_ la 
fois aux sollicitations A et B et au milieu de:fini a partir du repere (V 1 ' V 2' V 3), la reponse 
T do it etre transmuee par la meme transformation [I]: 

(2.2) 

Pour la fonction isotrope F, lorsque ses cinq arguments sont des variables indepen
dantes, des representations dans le cas non-polynomial ont ete etablies par: 

. SMITH [2] qui propose comme base fonctionnelle la reunion de toutes les bases cor
respondant a des sous-ensembles du domaine de F. 

WANG [3], qui propose comme base fonctionnelle (resp. comme ensemble de genera
teurs) la reunion des bases fonctionnelles irreductibles (resp. des ensembles irreductibles 
de generateurs) correspondant a toutes les sous-listes independantes de la liste des argu
ments de F. 

Les differences qui apparaissent entre les resultats de ces deux auteurs ont ete analysees 
et reduites dans [6]. La representation retenue pour la fonction F, non necessairement 
polynomiale et isotrope par rapport a ses cinq arguments, est une combinaison lineaire 
de trente-deux generateurs (tenseurs symetriques du second ordre) ayant comme coeffi
cients des fonctions scalaires de quarante-six invariants scalaires isotropes. Ces invariants 
et ces generateurs sont donnes en Annexe I. Cette representation est irreductible: aucun 
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des quarante-six invariants de la base fonctionnelle n'est une fonction a valeur unique 
des autres invariants de base; aucun des trente-deux generateurs de base n'est une com
binaison lineaire des autres generateurs de base, avec pour coefficients des fonctions 
scalaires des invari&.nts de la base fonctionnelle. 

Dans notre etude, la fonction F est soumise a deux types de restrictions: 
elle doit verifier les symetries materielles propres a chaque type d'anisotropie envisage. 
ses arguments {v1 , v2 , v3) ne sont pas un ensemble de variables independantes, mais 

constituent un repere orthonorme. 
La fonction F, isotrope par rapport a ses cinq arguments (A, B, v1 , v2 , v3), est aniso

trope par rapport aux sollicitations (A, B), le type d'anisotropie etant specifie par le 
groupe d'invariance du triplet (v1 , v2 , v3). Lorsque ce triplet est non degenere, il s'agit 
de l'anisotropie la plus generale. L'orthotropie correspond au cas oil les sens des vecteurs 
(v1 , v2 , v3) ne sont plus imposes. En ne retenant dans les representations de la fonction 
(2.2) que les elements independants de Mii = vi® vi pour i =I= j, on ohtient done une 
representation pour T fonction orthotrope de A et B. L'orthotropie de revolution, par 
exemple d'axe privilegie v3 , correspond au cas oil les vecteurs v1 et v2 sont nuls. En ne 
retenant dans la representation de la fonction (2.2) que les elements independants de 
M 11 , M 22 , M 12 , M23 , M31 , on obtient done une representation pour T fonction ortho
trope de revolution de A et B. 

Les arguments {v1 , v2 , v3) n'etant pas des variables independantes, les representations 
ainsi obtenues ne sont pas irreductibles. n est montre dans [1] que l'irreductibilite est 
obtenue trivialement dans le cas de l'anisotropie la plus generale et qu'elle est automatique
ment satisfaite dans le cas de l'orthotropie de revolution par l'introduction de la condition 
de normalite du vecteur v3 : tr M33 = tr(v3 ®v3) = 1. Dans le cas de l'orthotropie, les 
conditions de normalite trM11 = trM22 = trM33 = 1 ne suffisent pas pour assurer l'ir
reduciibilite, car il faut encore introduire les conditions d'orthogonalite des vecteurs 
(v1 , v2 , v3). Pour une fonction de deux tenseurs sym.etriques, une analyse directe permet 
de conclure. 

3. Anisotropic la plus generale 

La representation de la fonction isotrope (2.2), donnee en Annexe I, fournit une 
representation pour T fonction anisotrope la plus generale de A et B. En analysant les 
formes explicites dans le repere (v1 , v2 , v3) des quarante-six invariants de base, nous 
remarquons que tous ces invariants sont des fonctions a valeurs uniques des douze in
variants independants suivants: 

trM11 A trM22 A trM33 A trM23 A trM31 A trM12 A, 
(3.1) 

trM11 B trM22 B trM33 B trM23 B trM31 B trM12 B, 

qui constituent done une base fonctionnelle irreductible. Il apparait que les invariants 
(3.1) sont les douze composantes independantes de A et B. Ce resultat etait previsible, 
puisque, A et B etant independants et la fonction F ne presentant aucune symetrie, tout 
invariant scalaire de A et B dans le cas de l'anisotropie la plus generale est une fonction 
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quelconque des douze composantes independantes de A et B. La formulation a l'aide des 
tenseurs Mii permet cependant d'exprimer F en fonction des invariants (3.1) et non di
rectement en fonction des composantes de A et B, ce qui est physiquement plus adequat. 

De meme now; remarquons que parmi les trente-deux generateurs de la representation 
de F, les six generateurs suivants sont lineairement independants: 

(3.2) M 11 M 22 M 33 M23+M32 M 31 +M13 Ml2+M21 

les autres generateurs de base s'exprimant par rapport aux generateurs (3.2) par des com
binaisons lineaires dont les coefficients sont des fonctions scalaires quelconques des in
variants (3.1). Les generateurs (3.2) constituent done un ensemble irreductible de gene
rateurs pour la representation de T. Ce resultat etait egalement previsible, puisque ces 
generateurs constituent une base tensorielle de l'espace des tenseurs symetriques du second 
ordre a trois dimensions. 

Une representation irreductible pour T fonction anisotrope la plus generale de A et B 
est finalement donnee par: 

(3.3) T = ct1Mu +ct2M 22 +ct3M 33 +ct4 (M23 +M32)+ct5 (M31.+M13)+ct6 (M12 +M2t), 

cti = cti(trM11 A, trM22 A, trM33 A, trM23 A, trM31 A, trM12 A, trM11 B, 

trM22 B, trM33 B, trM23 B, trM31 B, trM1 2B) 

ou, en utilisant les composantes de A et B avec la base tensorielle (3.2) par: 

11 o o 1

0 o o 1o o o io o o lo o 1 io 1 o 
(3.4) T = T11 [o 0 0 + T22 0 1 0 + T

331
1o 0 0 + T23IO 0 1 + T311l 0 0 + T,21l 0 0 

:0 0 0 0 0 0 0 0 1 :0 1 0 0 0 0 iO 0 0 

les Tii etant des fonctions quelconques des composantes Ak1 et Bmn de A et B. 

4. Orthotropie 

En ne retenant dans la representation de la fonction (2.2) que les elements indepen
dants de Mii (i =I= j) et en introduisant les conditions de normalite tr M 11 = tr M22 
= trM33 = 1, nous obtenons une representation de T fonction othotrope de A et B 
constituee des vingt-cinq invariants: 

trA trB tr A2 tr82 trAB trA3 trA28 2 

trMuA trMuB trM11A2 trl\'fuB2 trM11AB tr83 
(4.1) 

trM22A trM228 trM22A2 trM2282 trM 22AB trA28 
trM33A trM338 trM33A2 trM3382 trM33A8 trAB2 

et des vingt-trois generateurs: 

I A AB+BA M 11 A+AM11 M 22 A+AM22 M33A+AM33 

Mu B A2B+BA2 M 11 B+BM11 M22B+BM22 M33B+BM33 
(4.2) 

M22 A2 AB2+B2A M 11 A2+A2M 11 M 22 A2+A2M22 M33A2+A2M33 

M33 B2 MttB2+B2Mtt M 22 B
2 + B2M22 M33B2+B2M33 
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La base fonctionnelle (4.1) et }'ensemble de gem!rateurs (4.2) ne sont pas irreductibles 
a cause de l'orthogonalite des vecteurs (v1, v2, v3). Les invariants trA, trB, trA2, trB2, 
tr AB et tr A2B2 s'expriment par des fonctions a valeur unique des autres invariants (4.1) 
(Annexe 11). Une analyse directe montre que 1es dix-neuf invariants qui subsistent forment 
une base fonctionnelle irreductible, aucun d'entre eux n'etant une fonction a valeur 
unique des autres. Les generateurs I, A, B, A2, B2, A2B+BA2 et AB2+B2A s'expriment 
par des combinaisons lineaires des autres generateurs ( 4.2) avec pour coefficients des 
fonctions scalaires des invariants de la base fonctionnelle irreductible (Annexe ID. De 
meme une analyse directe montre que les seize generateurs qui subsistent sont lineairement 
independants. 

Une representation irreductible pour T fonction orthotrope de A et B est finalement 
donnee par: 

(4.3) T = /11M11 +/12M22+/13M33+/14(MuA+AMu)+/is(M22A+AM22) 

+/16(M33A+AM33)+/17(MuB+BMu) 

+/is(M22B+BM22)+/fg(M33B+BM33) 

+Pto(Mlt A2 +A2Mtt)+PttCM22A2 +A2
M22) 

+P12(M33A2 +A2M33)+/it3(Mt1 B2 +B2Mtt) 

+ /114(M22B2 +B2M22)+ PtsCM33B2 + B2M33) 

+ Pt6(AB+BA); 
avec: 

(4.4) {fi = /ii(tr A 3 trB3 trA2B trAB2 

trM11 A, trM22 A, trM33 A, trMuB, trM22 B, trM33B, 

trM11 A2, trM22 A 2
, trM33 A2, trM11 B2, trM22B2, trM33 B2, 

trM11 AB, trM22AB, trM33 AB). 

Par une demonstration semblable a celle donnee dans [1], on peut obtenir une autre 
repn!se1tation a partir de ( 4.3) en rempla~ant les generateurs M 11 A 2 +A 2M 11 , M 22 A 2 + 
+A 2M 22 , M 33 A 2 +A 2M 33 par leur somme 2A 2 et les generateurs M 11 B

2 + B2M 11 , 

M22 B2 + B2M22 , M 33 B2 + B2M 33 par leur somme 2B2. Cette nouvelle representation 
pour T fonction orthotrope de A et B est don nee par: 

(4.5) T = /11Mu +/12M22+P3M33+/14(MuA+AMu)+/is(M22A+AM22) 

+/16(M33A+AM3 3)+/i?(M11 B+BM11) 

+/is(M22B+BM22)+/19(M33B+BM33) 

+ PtcA2+PJtB2 +/112(AE+FA) 

les {Ji «ant des fonctions des memes variables que dans (4.4). 
La representation (4.5) n'est pas une forme reduite de la representation (4.3), les 

douze ~enerateurs de (4.5) n'etant pas un sous-ensemble des seize generateurs de (4.3). 
Ces deux representations sont completes et irreductibles. Ceci illustre le fait qu'une re
presenhtion irreductible pour une fonction non-polynomiale n'est pas unique et que le 
nombre de ses elements depend de leur choix. 
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5. Ortbotropie de revolution 

En ne retenant dans la representation de la fonction (2.2) que les elements indepen
dants de M 11 , M 22 , M 12 , M 23 , M 31 et en introduisant la condition de normalite trM33 
= 1, on obtient une representation pour T fonction orthotrope de revolution de A et B 
constituee de quinze invariants: 

trA trB trA2 trB2 trAB trA3 trA2B trA2B2 
(5.1) 

trM33 A trM33 B trM33 A2 trM33 B2 trM33 AB trB3 trAB2 

et de treize generateurs: 

I A B AB+BA A2B+BA2 

(5.2) M 33 A2 B2 M 33 A+AM33 M 33 A2+A2M33 

M33B+BM33 M 33 B2+B2M 33 . 

Comme nous l'avons rappele au paragraphe 2, cette representation est irreductible 
et prend la forme: 

(5.3) T = Y1 l+y2M33+y3A+y4B+ys(M33A+AM33)+y6(M33B+BM33) 

+y1A2 +ysB2 +y9(M33A2 +A2M33) +Yto(M33B2 +B2M33) 

+ y 11 (AB+ BA)+ y 12 (A 2B +BA 2) + y 1 3 ( AB2 + B2 A), 

oil les Yi sont des fonctions scalaires arbitraires des invariants (5.1). 

6. Comparaison avec les representations des fonctions polynomiales 

Le nombre des invariants et des generateurs de base constituant chacune des repre
sentations irreductibles etablies ci-dessus pour des fonctions anisotropes non necessaire
ment polynomiales est: 

anisotropie la plus generale 

orthotropie 

orthotropie de revolution 

invariants generateurs 

12 

19 

15 

6 

12 

13 

Comparons ces resultats avec les representations correspondantes des fonctions ani
sotropes polynomiales. Ces representations sont de la forme: 

(6.1) 

oil les Gi constituent un ensemble de generateurs verifiant les symetries du milieu et oil 
les cxi sont des fonctions scalaires polynomiales des invariants / 1 , • • . , ln1 qui constituent 
une base d'integrite pour le groupe de transformations orthogonales considere. Les re
presentations des fonctions polynomiales constituent egalement des representations pour 
les fonctions non-polynomiales, les coefficients cxi n'etant alors plus necessairement des 
polynomes par rapport aux invariants de la base d'integrite (PIPKIN et WINEMAN [10-11]). 
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Cependant dans le cas non-polynomial, ces representations ne sont pas en general irre
ductibles (SPENCER [12], WANG [3]). 

Les generateurs de la representation d'un tenseur symetrique du second ordre T, fonc
tion polynomiale de deux tenseurs symetriques du second ordre A et B, peuvent etre 
obtenus en prenant les derivees partielles par rapport a T des invariants lineaires en T 
de la base d'integrite des trois tenseurs A, Bet T (ADKINS [5], SMITH et RIVLIN [8], PIPKIN 
et RIVLIN [9]). 

Pour la representation de T dans le cas de l'anisotropie la plus generale, la represen
tation du cas polynomial est identique a celle obtenue en (3.4), les Tii = Tij(Ak1, Bm,.) 
etant des fonctions scalaires polynomiales des composantes de A et de B. Ce resultat est 
banal, puisque la fonction F, ne presentant aucune symetrie, peut etre representee par 
une combinaison lineaire de la base (3.2) de l'espace des tenseurs symetriques, avec pour 
coefficients des fonctions arbitraires des composantes independantes de ses arguments. Ce 
resultat est generalisable pour les representations de fonctions anisotropes de n tenseurs 
symetriques du second ordre. 

Les bases d'integrite ont ete etablies par ADKINS [5-7] pour un nombre quelconque 
de tenseurs symetriques du second ordre dans les sous-groupes orthotrope et orthotrope de 
revolution des transformations orthogonales. Pour deux tenseurs symetriques du second 
ordre, la base d'integrite comporte vingt-trois invariants dans le cas orthotrope et dix
sept dans le cas orthotrope de revolution ( donnes en Annexe liD. 

En appliquant la methode indiquee ci-dessus pour la determination des generateurs 
et des representations de la fonction F dans le cas polynomial, nous obtenons a partir 
des bases d'integrite etablies par ADKINS [5-7] vingt-et-un generate~rs dans le cas de 
1' orthotropie et quatorze dans le cas de 1' orthotropie de revolution (Annexe III). 

En comparant avec le tableau donne ci-dessus, nous constatons que les representa
tions etablies dans cette etude pour les fonctions anisotropes non necessairement poly
nomiales contiennent un nombre plus restreint d'invariants et de generateurs que les 
representations des fonctions polynomiales dans le cas de l'orthotropie et de l'orthotropie 
de revolution. 

7. Conclusion 

La technique utilisee nous a permis d'etablir des representations irreductibles d'un 
tenseur symetrique du second ordre, fonction non necessairement polynomiale de deux 
tenseurs symetriques du second ordre, pour trois types d'anisotropie. La methode utilise 
la represe'ntation irreductible pou~ la fonction T = F(A, B, v1 , v2 , v3), isotrope par 
rapport a ses cinq arguments. Les representations irreductibles specifiques sont obtenues 
en introduisant les restrictions imposees par les symetries propres a chaque type d'ani
sotropie et celles dues a la non-independance des vecteurs (V 1 ' V 2' V 3). Cette methode 
nous a permis de montrer que les representations irreductibles des fonctions anisotropes 
non m!cessairement polynomiales contiennent un nombre plus reduit d'elements que 
dans le cas polynomial. De telles reductions sont appreciables dans !'elaboration des 
relations contraintes-deformations non-lineaires pour des milieux a structure evolutive. 
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Annexe I 

Soient T, A et B trois tenseurs symetriques du second ordre et (v1 , v2 , v3) trois vec
teurs dans un espace a trois dimensions. 

Une fonction isotrope des variables independantes A, B, v 1 , v2 , v3 

'I = F(A, B, v 1 , v2 , v3) 

admet comme representation irreductible ( [2], [3], [6]): 

1 ~ i ~ 32 

ou les Gi sont trente-deux generateurs et les cxi des fonctions scalaires de quarante-six 
invariants donnes dans le Tableau 1. 

Tableau 1. 

Mu= Vt®Vt 
M22 = v2®V2 
M33 = VJ®V3 
AB+BA 
A2B+BA2 

AB2+B2A 

Generateurs 

M12+M21 = Vt®V2+V2®Vt 
M23+M32 = V2®v3+V3®V2 
M31 +Mt3 = V3®V1 +vt®V3 
MuA+AMu = Vt®AVt +AVt®Vt 
M22A+AM22 = V2®AV2+AV2®V2 

M33A+AM3~ = V3®AV3+AV3®V3 
MuB+BMu = Vt®BVt +Bvt®Vt 
M22B+BM22 = V2®BV2+BV2®V2 
M33B+BM33 = V3®BV3+Bv3®V3 
(M12A+AM2t)- (M2 1 A+AM12) = 

(Vt®AV2+AV2®Vt)+ 
-(v2®AV1 +AV1®V2) 

(M23A+AM32)- (M32A+AM23) = 
(v2®Av3 +Av3®V2)+ 

- (v3®Av2 +Av2®V3) 
(M3tA+AMt3)-(M13A+AM3t) = 

(VJ®AVt +AVt®VJ)+ 
-(Vt®Av3+Av3®Vt) 

trA 
trB 
trA2 

trB2 

trA3 

trB3 

trMu = Vt · Vt 
trM22 = V2 · V2 

trM33 = V3 • V3 
trAB 
trA2B 

trAB2 

trA2B2 

Invariants 

trM12 = v. · V2 

trM23 = V2 • V3 
trM3t = V3 • Vt 
trMuA = Vt · Avt' 

trM22A = v2 · Av2 
trM,3A = V3 · Av3 

trM~tB = Vt · Bv1 
trM22B = V2 · Bv2 
trM33B = V3 · BV3 
trM12A = Vt · AV2 
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Tableau 1 [suite] 

(M12B+BMzt)-(MztB+BM12) = 
· (v.®Bvz +Bvz®v.)+ 

-(Vz®BVt +BTt®Vz) 
(Mz3B+ BM32)- (MJzB+ BM23) = 

(Vz®Bv3 + Bv3®Vz)+ 
- (VJ®Bvz + Bvz ®V3) 

(M3tB+BM13)-(Ml3B+BMJt) = 
(VJ®Bvt +Bvt®VJ)+ 

-(Vt®Bv3+Bv3®Vt) 
MuA2 +A2Mu = Vt®A2Vt +A2Vt®Vt 
MzzA2 +A2M22 = Vz®A2Vz+A2Vz®Vz 
M33A2 +A2M33 = V3®A2V3+A2V3®V3 

MuB2 +B2Mu = Vt®B2Vt +B2Vt®Vt 
MzzB2 +B2M22 = Vz®B2Vz+B2Vz®Vz 
M3382 +B2M33 = V3®82V3+B2VJ®V3 

Annexe 11 

trMuA2 = Vt · A2Vt 
trM22A2 = Vz · A2V2 

trM33A2 = V3 · A2v3 
trM12A2 = Vt · A2Vz 
trM23A2 = Vz · A2V3 
trM3tA2 = V3 · A2V1 

trMuB2 = V1 • B2Vt 
trM22B2 = Vz. B2Vz 

tr:M33B2 = VJ · B2V3 
trM12B2 = Vt · B2Vz 
trMz3B2 = Vz · B2V3 
trM3tB2 = V3 · B2V1 

trMuAB = AVt · Bvt 
trM22 AB = Avz · Bvz 
trM33AB = AV3 · BV3 
trM12AB-trMztAB = AVt · Bvz-

-Avz · Bv. 
trMzJAB-trMJzAB = ATz · Bv3-

-Av3 · Bvz 
trM3tAB-trM13AB = AV3 • Bvt

-AVt · BV3 

439 

Nous avons etabli au paragraphe 4 qu'une representation de T, fonction orthotrope 
de A et B, est constituee par les vingt-cinq invariants: 

trA trB trA2 tr82 trAB trA3 tr A28 2 

trMuA trM11B trMuA2 trMuB2 trM11 AB tr83 
(A.l) trM22A trMzzB trMzzA2 trM2282 trMzzAB trA2B 

trM33A trM338 trM33A2 trM3382 trM33AB trAB2 

et par les vingt-trois generateurs: 

I A AB+BA M11A+AM11 M 22 A+AM22 M33 A+AM33 

(A.2) Mu B A2B+BA2 M 11 B+BM11 M 22 B+BM22 M 33 B+BM33 
M22 A2 AB2+B2A M11A2+A2M11 M 22 A2+A2M 22 M 33 A2+A2M33 

M33 B2 MxtB2+B2Mtt M 22 B2 + B2M22 M33 112 + B2M33. 
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Cette representation n'est pas irreductible. Nous montrons ci-dessous que les invariants 
trA, trB, trA2, trB2, trAB, trA2B2 et les generateurs I, A, B, A2, B2, A2B+BA2, AB2+ 
+ B2 A sont redondants. 

a) Base fonctionnelle 

En analysant les formes explicites dans le repere (vu v2, v3) des invariants (A.I), 
no us ob tenons immediatement les identites: 

trA2 = trM11 A2+trM22 A2+ 

+trM33 A2 

trB2 = trM11 B2+trM22 B2+ 

+trM33 B2 

11 subsiste alors vingt invariants dans la base fonctionnelle: tr A 2B2 et les dix-neuf 
invariants: 

trM11 A trM22 A trM33 A trM11 A2 trM22 A2 trM33 A2 

(A.4) trM11 B trM22 B trM33 B trM11 B2 trM22 B2 trM33 B2 

trM11 AB trM22AB trM33 AB trA3 trB3 trA2B trAB2 

La donnee des invariants (A.4) permet de determiner de · fa~on unique les quantites: 

(A.5) 

Kt = A12B12 K2 = A23B23 K3 = AJt B31 

K4 = A12A23B3t +A23A3tB12+A3tA12B23 

Ks = B12B23A31 +B23B3tA12+B3tBt2A23 

/4 = AI2 Is = A~3 16 = A~t 

/ 7 = A12A23A31 

14 = Br2 1s = B~3 16 = Bit 

1, = B12B23B3t 

et reciproquement. Les Ail et les Bil dans (A.5) sont les composantes dans le repere 
(v1, v2, v3) des tenseurs A et B. La donnee supplementaire de l'invariant trA2B2 permet 
de determiner la quantite: 

(A.6) K6 =(It +/2)At2B2JBJt +(/2+/J)A23B3tB12+(/J+/t)A3tB12B23+ 

+ (1t +12)B12A23A3t + (12 +13)B23A3t A12 + (13 +1t)BJt A12A23 

et reciproquement. 
Pour montrer que tr A 2B2 est une fonction a valeur unique des invariants (A.4), il 

faut et il suffit de montrer que K6 est une fonction a valeur unique des invariants (A.5), 
c'est-a-dire que les six quantites: 

(A.7) 
Lt = A12B23B3t 

Mt = B12A23A31 

L2 = A23B31 B12 

M2 = B23A31 A12 

L3 = A31 B12B23 

M3 = B31 A12A23 
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sont des fonctiom a valeur unique des quantites / 1 , •.• , / 7 , J1 , •.• , J7 , K1 , ••. , K 5 • Il vient 
par exemple pour L 1 : 

(A.S)· 

et de meme pour L 2 , L 3 , Mb M 2 , M 3 • Finalement !'invariant trA2B2 est redondant. Une 
analyse directe montre que les dix-neuf invariants (A.4) constituent une base fonction
nelle irreductible. 

b) Ensemble de geoerateurs 

En analysant les formes explicites dans le repere (v1 , v2, v3) des generateurs (A.2), 
no us ob tenons immediatement les identites: 

I= Mu +M22 +M33 

2A = (MuA+AMu) +(M22A+AM22) +(M33A+AM33) 

(A.9) 2B = (MuB+BMu) +(M22B+BM22) +(M33B+BM33) 

2A2 = (MttA2+A2Mtt)+(M22A2+A2M22)+(M33A2+A2M33) 

2B2 = (MuB2+B2Mu)+(M22B2+B2M22) +(M33B2+B2M33). 

11 subsiste alors dix-huit generateurs: A2B+BA2, AB2+B2A et les seize generateurs 

Mu M22 M33 AB+BA 

M 11 A+AM11 M22 A+AM22 M 33 A+AM33 M 11 B+BM11 

(A.IO) MttA2+A2Mtt M 22 A2+A2M22 M33A2+A2M33 Mu B2 + B2M 22 

M22B+BM22 M 33 B+BM33 

M 22 B2+B2M 22 M33B2+B2M33· 

La donnee des generateurs (A.IO) permet de determiner de fa~on unique, par des 
combinaisons lineaires dont les coefficients sont des fonctions des invariants (A.4), les 
generateurs: 

(A.lJ) 

1 0 0 0 Au 0 0 A13A:u 0 0 Bu 0 I 0 B13B23 01 
Mu= 0 0 0 G1 = A12 0 0 G4 = 0 0 F1 = Bu 0 0 F4 = - 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0: 

000 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 
M22 = 0 1 0 G2 = 0 0 A23 Gs = 0 0 AuA31 F2 = 0 0 B23 Fs = 0 0 BuB31 

0 0 0 0 A23 0 0 - 0 

0 0 0 0 0 A31 0 0 AuA23 

M33 = 0 0 0 G3 = 0 0 0 G6 = 0 0 0 
0 0 1 A31 0 0 -0 0 

0 A 31 B23+B31A23 AuB23+BuA231 
Et = - 0 AuB3t + BuA31 

- - 0 : 

0 B23 0 0- 0 

0 0 A31 
F3 = 0 0 0 

A31 0 0 

0 0 BuB231 
F6 = 0 0 0 

-0 0 
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et reciproquement. La donnee supplementaire du generateur A 2B +BA 2 permet de de
terminer le generateur: 

0 A13B23(Au +A33)+A23B3t(A22+A33) A12B23(Au +A22)+ 
+A23B12(A22 + A33) 

(A.12) E2 = - 0 At2B3t(Au +A22)+ 
+ A31 B12(A11 + A33) 

0 

et reciproquement. 
Pour montrer que le generateur A 2B +BA 2 est redondant, il fa ut et il suffit de montrer 

que E2 est une combinaison lineaire des generateurs (A.ll) avec pour coefficients des 
fonctions scalaires des invariants (A.5). Pour cela, nous decomposons le generateur E2 en : 

E2 =(It +I3)V1 +(I2+I3)W1 +(It +I3)V2+(/t +I2)W2+(11 +I2)V3+(I2+IJ)W3 

0 A31 B23 0 0 0 0 I 0 0 A12B23 
Vt= 0 0 v2 = I v3 = 0 0 0 avec: - 0 0 A31 B12' 

0 0 0 0- 0 -0 0 
(A.13) 

0 B31 A23 0 10 0 0 0 0 B21 A23 
wl = - 0 0 W2 = o o B31 A21 w3 = 0 0 0 

,0 0 0 IO- 0 -0 0 

U vient par exemple pour les generateurs V 1 et W 1 : 

M2 MJ 
si h ::f:. 0 V1 = 

14 
G1 wl = -G~ 

h 

v~ 
L3 

w~ = L2 Ft si h = 0, 14 ::f:. 0 =-Ft 
14 14 

(A.14) vl _ K2 G 
- 4 

Is 
wl 

_ K3 G 
- 4 

16 
si h = 14 = 0, lsl6 ::f:. 0 

vl =El wl =0 si h = /4 =Is= 0 

vl = o wl =El si h = 14 = 16 = 0 

les invariants M 2 , M3 , L 2 , L3 etant des fonctions a valeur unique des invariants (A.5) 
comme il a ete montre en a). On obtient de meme des expressions analogues pour les 
generateurs V 2 , W 2 , V 3 , W 3 • Finalement le generateur A 2B +BA 2 est redondant. Par le 
m erne procede on peut montrer que le generateur AB2 + B2 A est egalement redondant. 
Une analyse directe montre que !'ensemble des seize generateurs (A.lO) est irreductible . 

Annexe m 

Les invariants des bases d'integrite pour les representations de la fonction polyno
miale T = F(A, B), obtenues par ADKINS [5-7], admettent comme expressions dans le 
repere (v1, v2, v3): 
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a) cas de l'orthotropie 

Au A22 A33 A~3 A~t Af2 A23A31 A12 

Bu B22 B33 Bi3 B~t Bf2 B23B31B12 

A23B23 A3tB3t A12B12 

A23A31 B12 A31 A12B23 A12A23B31 

A12 B23B3t A23B31 B12 A31 B12B23 

b) cas de l'orthotropie de revolution 

A33; B33; Au+A22+A33; Bu+B22+B33; 

A~t +A~3 +A~3 ; Ait +A~2+A~3+2(A~3+A~t +Af2); 

B~t +Bi3+B~3; Bit +B~2+B~3+2(Bi3 +B~t +Bi2); 

A31BJt +A23B23+A33B33; AuBu +A22B22+A33B33+2(A23B23+A31B3t + 

+A12B12); 

A~t + A~ 2 + A~ 3 + 3A 11 (A~t +AI2)+3A22(A~3 +Af2)+3A33(A~1 +A~3)+6A23A31 A12; 

Bt 1 + B~2 +B~3 +3Bu (B~t +Bf2)+3B22(Bi3 +BI2)+3B33(B~t +B~3)+6B23B31 B12; 

(AuAJt +A12A23+At3A33)B3t +(A12AJt +A22A23+A23A33)B23+ 

+(A~ t +A~3+A~3)B33; 

(BuBJt +B12B23+Bt3B33)A31 +(Bt2B3t +B22B23+B23B33)A23+ 

+(B~t +Bit +B~3)A33; 

Aft Btt + A~2B22 +A~3B33 +2(A22B23 +A23B22 +A12Bt3 +AJt B12 +A23B33 + 

+A33B23)A23+2(A33B31 +A3tB33+AuB3t +AJtBu 

+ A23 B12 + At2B23)A31 +2(AaB12 + A12B11 + A22B12 

+A12B22+A23B3, +A3t B23)A12; 

Au Bf t +A22Bi2 + A33 B~3 +2(A22B23 +A23B22 +A12B13 +A31 B12 +A23B33 

+A33B23)B23+2(A33B31 +A3tBJJ+AuBJt +AJtBu 

+A23B12+A12B23)B31 +2(AuB12+At2Bu +A22B12 

+A12B22+A23B31 +A31B23)B12; 

(Aft +AI2+Ai1) (Bit +Bf2+B~t)+2(A 11 A 1 2+A22 At2+A31A23) (BuB12 
+ B22 B12 + B31 B23) + (Ai2 + A~2 + A~3) (Bi2 + Bi2 

+B~J)+2(AuA3t +At2A23+A31A33) (BuBJt 

+Bt2B23+B31B33)+(A~t +A~3+A~3) (B~t 

+B~J +B~3)+2(A3t A12 +A22A23 +A23A33) 

X (B3tB12+B22B23+B23B33). 

Dam le cas de 1' orthotropie, les generateurs obtenus par la methode indiquee par 
ADKINS [5-7] admettent comme expressions dans le repere (v1 , v2 , v3): 

1 10011~00 1 10001 000 tlO 000 
ooo too i !oo1 

I 

0 0 0 Ill 0 0 A31 I 0 A 12 0 I 
0 0 A23 0 0 0 . A 12 0 0 
0 A23 0 I A31 0 0 I 0 0 0 I

' 0 0 0 I i 0 0 B31 1
1 I 0 B12 0 I 

0 0 B23 I 0 0 0 Bl2 0 0 
0 B 23 0 B31 0 0 I 0 0 0 

6 Arch. Nech. Stos. Dr 3/77 
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I 
0 A23B31 0 11 0 0 0 11 0 0 Al2B231. I 0 A31B23 0 I 0 0 0. 11 0 0 Al3Bl21 

A23B31 0 0 0 0 A12B31 0 0 0 1 I A31B23 0 0 1

1

. 0 0 A31Bu ' 0 0 0 
0 0 0 OA12B31 0 A12B230 0 · 0 0 0: OA31B12 0 A 2 ,B12 0 0 

Dans le cas de l'orthotropie de revolution, ces generateurs sont les suivants: 

I A M33A+AM33 M33AB+BAM33 
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