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PODOBIENSTWA

Pedstawewym celem rachunku prawdepedebiefistwa jest zbu=
dewanie matematycznege medelu zjawisk przypadkewych. W his-
terii rezwsju tej dziedziny wiedzy matematycznej wysdrebnily
si¢ gidéwnie dwa nurty: statystyczny Jempiryczny/, ktérege
przedstawicielami byli m.in. R.A. FISHER [9] 1 R.ven MISES
[13] eraz aksjematyczny. Najbardziej inanyn i pewszechnie
skceptewanym z ujeé aksjematycznych rachunku prawdepedebiefist-
wa jest miarewa teeria KOLMOGOROWA [11]. Te 1 inne ujecia ped-
dans se krytycznej analizie w pracy FINE“A [8].

Rezultatem peszukiwan edmiennege spesebu episu zjawisk
przypadkewych se publikacje [2] (3] [4] [s} [6] erez prace [7]
i [1{} w ktérych rezygnujgc z aksjematycznej metedy skenstrue-
wana padstawewe pejgcis prebabilistyczne, '

Niniejeza publikacja peéwigcena jest teerii wekterdw leso-
wych w ujeciu ciggewym, przy czym sum wekter lesewy zdefiniewa~
ny iest w eparciu » zasade identyfikacji, & pedstawewe charak-
terystyki statystyezne jake érednie z pewnych eperacji na wekte-
rze lesswyn [14}. Pejgciem wyjéciowyi nie jest tu przestrzen
prebabilistyczna jek u “KOLMOGOROWA, lscz wekter lesewy zdefinie-
wany zgednie z intuicje inzyniersks jake zbidér ciggéw realizacji
liczbawych epiesujacych kelejne wyniki ciggu dedwiadczer, nate-
miast prawdepedsbisfistwe i prawdepedebiefistwe warunkewe, ktérym
klasycznie narzucs si¢ wszystkie wlasneéci miary unermewanei,
pejawiajg sig¢ tu jake pejecia wtérne, zgedne z ich empirycznymi,
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odpowiednikemi frekwencj@ i frekwencje warunkows.

Prace pigans jest z my$l§ o zastosowaniach w dynamice,
gdzie wystqphjq zaktécenis losowe, a badanie stabilnosei i
przekroczefi nabiera istotnego sensu w aspekcie prostoty za-.;--'b
. tosowanego tu opisu. I tak wyniki te bedg wykorzystane w ko-
lejnej publikacji dotyczecej teorii uogélnionych proceséw
stochastycznych i ukiadéw punktéw losowych oraz ich zastoso-
waniom. Teorie te zilustrowane bgda przykademi zastosowan
w zagednieniach mechaniki. Mianowicie rozwigzany zostenie
miedzy innymi problem obcigzen konstrukcji sitami i momentam:
skupionymi, ktérych wielkosé, iloséé i punkty przylozenia sg
losowe.

1, 5rednde.

Niech A ozneczs dowolny niepusty zbiér parametriéw,
a2 A odwzorowsnie tego zhbioru w zbiér D - ukiaedéw q

P.Q
dystrybucji lub q funkcji p znisnnych,, p,qg € IN , tzn,.1

ar A - D ¢

P:q
/1.4

A[o}\) ' -{fi_[x.o)t) L fq(x,ok_» 5 n,\é]\ .
adzie fk‘x,o).) s k=1, ...9, : x € RP gg ustalonynt

dystrybucjami /funkcjemi/ p =zmiennych, zaleznych od pare-
merru ok(}\ « Odwzorowanie to rozszerzamy na przestrzen AE
ciggéw elementéw zbioru A . Mianowicie

Laczs A(i,k i w) : = (A(il) L i€ IN) vs

przy czym zachowujemy dle tego odwzorowania takie semo ozne-
czenia jek dla wyjSciowego. Dalej rozszerzmy to odwzorowanis
na rodzine zbioréw A ciggdéw elementéw zbioru ‘A w naste-
pujgcy sposéb

/037 A= fA(A) e m)e (A L 1e m)er]
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zachowujgc 1 tu oznaczenie A, Wartosé A(A] nazywamy ope-
racje na A .

“Dla dalszych rezwazafi tego paragrafu zalézmy, 2e q = 1 .

Definicje 1.1.

Srednig < A(A) ) =z operscji A na A , krétko éred-
nig, nazywamy granic@ dystrybucyjns /punktowg/ ciggu

/1.4/ (% 12‘: AlA) » e m)

dystrybucji /funkcji/, o ile ta granica istnieje i jest iden-
tyczna w sensie réwnosci dystrybucji /funkcji/ dla kazdego
ciogu (,A . 1€ wn)ed .

Uwega 1.1, ‘
Zamisst pisaé <CA(A) >  bedziemy piseé takze < £ (x,A))
i nazywaé j@ érednie na A .

Niech A-n bedzie takim podzbiorem A s 2e dla dowol-
nego ciggu (A , 1€ N) € A istnieje podcieg (1 A i€ IN)
o wlasnobci :

/1.8/ /\ (1115]\0) :

1 € IN

Oznaczmy przez ( " {f\ o)/\ s 3¢ M maksymalny podcigg
h L

spsiniajecy /1.5/, tzn. podciag (il : 1 € IN) zawierajgcy
wszystkie te jego wyrazy, ktére nalezg do A'o .
Dalej oznaczmy przez n, numer 11( A_ o) oraz

./1,5/ n(_/\_o):-zn:’ﬂj\a(ik) . BEIN

i=1



; ol “lt A-

1177 1% L’AB iz ¥ ! A H.A (ﬂ~

Definicis I1.2.

Sredniz werunkowz < A& (A) HA. Y =z cperecfi A mm A
wzgledem Am » krdtko Srednis warsnkows, nazyusmy gremicg
dys trybwcying J/oenktong/ ciagu

n (A,) .4 _
7w | - Z m&ﬂ.fﬂﬂ?AB’ n}m‘;}

Sall 7,V JEE 3 /

dystrybucji ffumkciif, o ile ta granica istnieje i jest idem=-
tyczng ¥ sensie rm-mt dystirybucii /funkcji/ dls kazdego cig-
ou \ Al m;l*e«s..

Uwa p -

Zamisst pisaé < A '(:@\}Ilf\e ) bedziemy pisat tekze
(__ fi(x, A ) \ -f\'“o » i nazywal $redniz na A wzglgden
Wniosek 1.1.

Jezeli istniejg Srednie (‘,“Au(xj> Fgo 1 £ A(ﬁ“}"ﬂj\o(nz

to istnieje Srednia warunkowa < A (2‘) \ Ao > i zachodzi
réwnosc

PO TN IR
/1.9 -{.A (ml AD > 4 <~ Aa i
’ LAy () )
Istotnie, ciliczmy granice \}
(A :
= g AMynadt)
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faan 3 3w () Ang () um 3 35 A, () -

i e T | A g

L 0y G T

ktéra, jak sig okazuje, istnieje i jest identyczna dla kazde-
do cizgu (11 Al & lN) € A, gdy: prawa strona tej réw-
noéci te wtasnoéé,

VWiniosek 1.2.

/1.40/ Cnm). | ALD s thx) s

przy czym f(x) jest dowolng dystrybucjg /funkcja/ niezalez-
ne od parametru A € A\

RS en DALY e D & A YA,

l=i 1=1

przy czym 3, € R, 1l =1, ..., m ; o ile istnisjg érednie
warunkowe po prawej stronie réwnosci /1.11/.

mm!'k 103. V A
: e }
Jezeli R; -{ys!\: g A utN]E,\ ieN CA‘
% i
istnieje érednias <‘A(;\) > . , to istnisje 4rednia warun-

" kowe <A{A}\A_,,> i zachodzi réwnoéé
71927 <A X)) ALY = <a(A)).

¥Wni k A

m
Jszeli R, c.lej\l. X, A VR B W IR R
=1
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i istniej@ érednie (Jﬂju (M) s 1 =1, ..o , m oraz érednie

warunkowe (A(A) 'Al ) sy 1 =1, oo , m to istnieje
érednia ( A (M > i zachodzi réwnoéé

/1,337 {Aa(d) D -i {a (X)\/\i) (4A1(l)>.

1=1

Istotnis, wysterczy zauwsizyé, Ze dil n 2 max {11(1\1] ¢ ses
see 3 im (Am)} zachodzi

n m n H(Al)
13 AN =2 A3 () whoy 3 Al A).
ie1 1=1  4s1 % Yoy 4

§2. Wektor losowy i jego podsta-=
wWowe charakterystyki statyss=
TyezTne

I3 \ 2
Ciag (\1"1- ene_ g 1XN] s 1 & IN) punktéw przestrzeni
RM nazywamy P, - podstawowym jezeli cieg .
n N

/2.1/ (%Z H u(xk-ixk), n e N)

i=1 k=1

Jest jednostajnie zbiezny na ’Y .

Cieg ((ixi, = -4 ix”), 1 € IN) punktéw przestrzeni RN
nazywamy B, - podstawowym jezeli cieg

n N
/2.2/ (%gﬂexpiukixk.neﬂ),

k=1

przy czym 4 = \p’-i € X, aukéﬂ.khi.....ﬂl
jest punktowo zbliZony na "N do funkcji ciaglej.
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Wniosek 2.1.
Jezeli cieg ((ixl, ces 1XN], i€ N) jest PN - podstawowy,
to jest on 8, - podstawowy.

W niepustych, co mozna latwo stwierdzié, rodzinach cig-
géw odpowiednio Py-~, B - podstewowych wprowadzamy relacje od-
powiednio P, , B, w nastepujecy sposéb :

((1)(1, AT ) w) Py ((121. RO o 5 8 m)<=>

/2.3/ n N n N .
=rim 25" [ m(x* - &) = 11m 357 7 wnlxk - S5
ne® A a1 ke NeeN Yai ka1

((1)(1, N oy M N) E& ((iii, oo WigRT), L E N)(——-?

/2.4/ n N n N
<=y 1im 4 Z H exp 1 ukixk - lin 1 Z l——l axp 1 ukiik,
N+ n {1 k=i n+2 n i=1 k'l

Tak okreélone relacje okazuja eie relacjami réwnowazncéciowymi
i jeko takie dziels rodziny ciggéw odpowiednio PN- ’ BN- pod=
stawowych na rczigczne klesy abstrakcji.

Definicie 2.1,

Newyaisrowvm P-wektorem losowym [x‘. ese XH]P nazywamy
klasg 3batrakc_1§ wzgledem relacji ;N +« N=wymiarowym B-wekto=-
rem lesowym | X*, w.. , X g nazywamy klasg abstrakcji wzgle-
dem ralacyl EN . Newymiarowym wektorem losowym T
nazywamy P-wektar losoWy lub - B-wektor losowy.

Wniosek 2.2,
- N
Jazeli X%, see p Jest N-wymiarowym P-wektorem losowym,
to istnieje dokladnie jeden taki N-wymiarowy B-wektor losowy
1 N J
BEL ot s Be
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/2.5/ Y e s x”L o - "N]a .
Istotnie fakt ten wynikes z wniosku 2.1.

Wniosek 2.3.

Jezeli [xi, e utlp XN]B jest N-wymisrowym B-wektorem losowym,
to istnieje dokladnie jeden taki N-wymiarowy P-wektor losowy
PR s B e

/2.6/ [, oo ol e b, L ol

Istotnie z twierdzenia GLINIENK:; [10] wynika, ze dla kazde-
go ciegu ((ixl. svel i ixN), ie IN) By ~-podstawowego istnie-

je taki FN-podstawowY cigg ( Xi, e EN), 1T € IN ), ze

- T
N ot P N
Ja/ ((;x‘. T g m) By [(1x1. iyl Ee m).

Tak wiec [Xl. vee 4 XN]P jest zbiorem tych wszystkich cig~
N

abw Qixi, cee 44X ), 1€ 1N) By -podstawowych, dla ktérych

cigg

jest jednostajnie zbiezny na RN .

Twierdzenie 2.1.

Jezeli [xi. ase » XN]P jest Newymiarowym P-wektorem loso=-
wym, to istniej@ $érednie

/2.7/ 4 ﬁ H(xK - x¥) p 0%

k=1 ‘
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N
/2.8/ ( [_] J(xk - Xk) > , O = dystrybucja DIRACA ,
k=1

./2.9/ < ﬂ exp (1. ukxk]> ’

k=1

na wektorze losowym [xi, cee 4 XN]P .

Dowod .

Istnienie éredniej /2. 7/ wynika wprost z P - podstawowosci
i ckraélenia relacji N . Dla dowodu 1atnienia éredniej /2.8/
cbliczmy granice

N
lil-lZ r‘é(x-x -lin——-—n iﬂﬂx—xk)
ne® " dml key . newdxt 1wl k=1
/8/ i

By < ] neb x4 2

k=1

ktéra jak sig okazuje istnieje i jest identyczna dla kazdego
cia (( x1 M), 1e w) e [x? xN

gu i g wee gy » # ves g P »
adyz prawa strona réwnosci /a/ ma t@ wh snoéé, Dla dowodu is~
tnienia éradniej /2.9/ obliczmy granice

/o/ ' linlzﬂuxpiu X «

i=l k=1

= lim -3 Z r‘ 5 axp(d.. ukxk) J(xk-ixk) ax¥ =

n-von iml k=1l -
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¥ ¥ k=1 k=1

ktéra jak sie¢ okazuje istnieje i jest identyczne dla dowolne-
[(.x* N 1 N

do ciggu \ix Poeee oy ), ie IN)g A5 eaw 3 K P

gdyz praws strona réwnosci /b/ ma te wlasnoéc, Dla uzasadnie~

nia przeliczen /a/ i /b/ dodajmy, ze w /a/ skorzystaliémy =z

przemiennoéci granicy dystrybucyjnej z pochodng dystrybucyjne

[1] ., & w /b/ z cigglosci transformacji [16].

Twierdzenie 2.2.

Jezeli Exj. s0n x”]B jest N-wymiarowym B-wektorem losowym,
to istniejg $rednie /2.7/, /2.8/ i /2.3/ na [Xl, e ¥ XNJB -

Dowédd.

Istnienie $redniej /E.Q/ wynika wprost z EN—podatawowoéci i
okrec<lenie relacji B, . Delej z twierdzenia ustalsjecegc za-
lezno$¢ pomigedzy zbieZnoscig ci@gu dystrybuant a zbieznodcig
ciggu funkcji charakterystycznych wynika, ze ciagi postaci
/2.1/, gdzie ({ixl, b asn oR Jodie i) o T e 2 e
s¢ siabo zbiezne do funkcji lokalnie calkowalnych réwnych pra=-
wie wszguzic, zatem sg@ zbieZne dystrybucyjnie do tej samej
dystrybucji, co dowodzi istnienia $redniej /2.7/. Dowéd ist-
nienie sSredniej /2.8/ jest taki sam w dowodzie twierdzenia

2a1s

Definicia 2.2.

Dystrybuantg, gestoscig, funkcjg charakterystyczng N-wymiaro-
wego P-wektora losowego [Ki, +se y X' |, nazywamy odpowied-
nic érednie /2.7/, /2.8/, /2.9/ na [Xi, cun p XN p .

Ggstoécig, funkcjig charakterystyczng N-wymiarowego B-wektora
losowego ij, ver o XNla nazywamy odpowiednio srednie /2.8/,

http://rcin.org.pl



/2.9/ na [xi, eee § XN}B . Dystrybuantg N-wymiarowego B-wek-
tora losowego [xi. ses g nazywamy funkcje N-wymiarowo
lewostronnie ciggly, ktéra traktowana jako dystrybucja réwna
jest éredniej /2.7/.

Wniosek 2.4.

Jezeli [xi. R XN1P c in. sole: 8 x"]a , to dystrybuenta,
gestosé, funkcja charakterystyczna N-wymiarowego Pywektora
losowego [Xi, eee 4 odpowiednio réwne dystrybuancis, e
ge¢stosci, funkcji charakterystycznej N-wymiarowego B-wektors
losowago [xl, eee s X'lg i

Wniosek 2.5.

Dystrybuanta G{xl. ces 3 XN) N-yniarbnego wektora losowego
ma nastgpujgce wlasnoscis

/1/ Ne-wymierowa niemalejacoéé,
/2/ N-~wymiarowa lewostronna cigglosé.
B tn 6 (x?, ces yxtisn. X Ja0 - ¥e i1, ol

X 4-00

iy 3w 6(x wes s x") -1, )
1

X o
.
.
-

X 2w

Wniosek 2.5.

GCgstodé g(x1. ose xN) N-wymiarowsgo wektora losowego
jest Newymiarows dstrybucjg nieujemng i posiada wktasnosci:

w

/i/ “5 ses T g_(xl, ses 4 x") R d¥" =1

N
. 9 1 N
/”9*1,...,XN--—_NG(‘:--4:*) »
( ) axiono ax
przy czym G(xi. see x") oznacza dystrybuante dahego wek=
tora losowego.
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Winiesek 2.7.

Funkcja charakterystyczne e (ui,...,uN) N-wymiarewege wek-
tera lesewege mea wiasnesci:
73y e (st o) € 1, e(o.....o)- 1

127 %6 (ul....,uNJ = r;N (g(xl.....xn)>(u1....,uN) '

f \
odzie gkxl,...,xN) jest gegstescig tege wektera lesewegs,

‘¥, = eznaczs N-wymisrews trensfermacje FOURIERA [16]

§3, Istatne realizacje wektera
lesewege

Definicje 3.1.

Cigoiem realizacji N-wymiarowege wektera lesewege [Xi,-..,XNJ
nazywany kazdy reprezentant ({ixi,.... iXN), ieMN) klasy
abstrakcji [xl,....XN], & realizacjg kazdy wyraz dewelnege
ciggu realizacji. ;stotna realizacjg N-wymiarowege wektera
loscweao ]_X ..r:.,X _]I nazywamy kazde takg realizacje

Lc ..... ox),ze

J3.1/ ||\e><"',..., .XN:'] € supp ¢ (xl,...,xn) y

gdzie supp g(xl....,xN) eznaczs nesnik ge¢stesci tege wek-~
tera.

Oznaczmy przez J[Xi,...,XN] zbiér wszystkich ciegéw rea=-
lizacji wekters lesewege [Xl....,xﬂj, ktérych kazdy wyraz
jest istetng realizacjg tege wektera, a przez R[xi.....xN]
krétke przez R qgdy wekter jest ustaleny, zbiér wszystkich
istetnych realizecji N-wymiarowege wektera lasowago[xi,...XH
Z wniosku 2.4 etrzymujemy natychmiast wniesek.

Wniosek 3.1.

/3.2/ R[xi,....xN]P N R[x"....,xN]a A 2.
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Twierdzenie 3.1.

Jezeli [x", ey XN]P jest N-wymiarowym P-wektorem losowym,
to ax:, ..., XN s

Dowéd,

Niech {ﬁ i 1& lN) bgdzie takim ciggiem niezaleznych {m]
funkcji mierzalnych, okreslonych na przestrzeni [«/u,m,;‘)

z miare M unormowang, o wartosciach w przestrzeni R~ , ze

/a/ M(ig <x]-c[x) s 1€ N, x-(x". e .xN)e'RN

gdzie Glx) jest dystrybusnte P-wektora losowego [xi,...,xN]P_
Wéwczas z uogdélnienia twierdzenia GLIWIENKI na przypadek wie-
lowymiarowy [17] wynika, 2e cieag

n
/b/ (%Zn(x-ig) A 'ﬂ)

i=1

jest jednostajnie zbiezny do G(x) na takim zbiorze M C JU
ze u(M,) =1 . Pokazemy, ze ,...(Mi) = 1, gdzie

/el _His-{ﬂ €M /\ 48 (m)e€supp g(x)} i

1ie N
przy czym
a" N
4wl ) g ol )

ObTiczmy w tym celu - %

rer (Mo my) s\ {m e+ §(a) ¢ oupr a(x)} ) <

ie N

éip.&menu+ 1§(u)¢supp g(x)}-i S a(x) &x-o.

i=1 1=1 gN\ supp g(x)
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Polétmy dla dowolnie ustalonego m € M

(o N ok it
It/ " ST -15 B A€ N
Widoczne jest, ze ciag

((ixi. P Oy IN) Gl | x"],,.

LY
Z twierdzenis 3.1. i wniosku 2.3. wynika wniosek

Wniosek 3.2.

Jezeli [Xl, csv g XNIB jest N-wymiarowym B-wektorem losowym,
to istnieje dokladnie jeden taki N-wymiarowy P-wektor losowy,
2ze

/3.4/ a[x‘...‘..x"],,c a[x‘,....x”]-s c [xt,....,

§ 4, Momenty, Kores l.pc: ) a 3 qu asi-=
somenty wektora losowego.

Niech [xi,,... > XNI bedzie N-wymisrowym wektorem
losowym, & G(xi. “ev & < jego dystrybusnta.

Definicis 4.1.

A1 S S e .
Momentem m 1 e rzedu s , Jp Egls e NJ »

p=1, «us , 8 i N-wymiarowego wektora losowego [x?,...,x"} '
nazywamy liczbe

oo
)

oo
/4.1/ mjl".."’sl' 5 eas iji"" xjg dc(xioittt‘xN) .

Jedld 9(u1. ves b u") jest funkcje charakterystyczng N-wy-
miarowego wektora losowego xi. eee 4 X i istnieje skofi=~
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_‘11. eon 4 js
czony moment m rzedu s , to zachodzi réwnodé

-8 asaui .ee UN}

jl,.....‘]'
I e

/4.2/ m i

ui-ol.- "N = 0

przy czym pochodna cz@stkowa wystgpujgca we wzorze /4.2/ is-
tnisje i jest funkcje eiggia.

Jezeli funkcja charakterystyczna 9(“1....,!!”) N-wymia-
rowego wektora losowego | X', ... , X jest funkcje anali-
tyczng, to mozna j@ przedstawié w postaci

/4.3/ .

B(u",...,un) T i &:_ Z‘“ .11,..-.3. uJi--. uj.-
g=] : 31.0--.1.-1 ;

Lemat 3.1,

Jezeli (1x, i€ N) jest takim ograniczonym ciggiem liczb
rzeczywistych, 2e dla kazdego s € N  istnieje granica

n
-]
s ifiéz () = =
e

to istnieje granica

n
/4.5/ lim %Z exp 4 (1:&)
Leged R PV
i zachodzi réwnodé
n -
/4.6/ '1,11!% Zcxpt(ix)-1+z.}; m, -
21 i=1 sl
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Dowdd.
Wystarczy wykazac, ze
n
20 s =, 49
AN NN B A T e, | <
E)ONoean)No s=1 im=1 s=1
Ustalmy £ 20 . Wéwczas
oo n
r N/ 4185760 -, I<§
ny ENDREN p-nioi im1 =

20F. LN S NGRS Y s B P

Noeﬂ'n?nueﬁni i=g

Wéwczas dle n P N

ZOBESI AR ED I
&3 A0 - e ST MIES " Tal e

s=1 i=1 s=n_+1 im=l

Twierdzenie 3.1.

Jezeli [xl. ves 4 XN] jest Newymiarowym wektorem losowym
oraz istnieje ograniczony cigg ((i :. ces 13(:1, i'e N)e
€3[x!, ..o, x"], to dle dowolnych 3,4 eeu s 3, €f1,000)
s €N istnieje érednia

3
AR D naia iy ooy x“] i zachodzi réwnosé
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/4.?/ <x11| sen ,XJ. > = m ¢ wes g -

B 3 3 !
. Nenenal® jest momentem s-tego rzgdu wektora loso~
wego [x". ene ,XN] « Ponadto funkcja charakterystyczna tego

wektora daje si¢ przedstawié w postaci /4.3/.

gdzie

Dowéd .

Z zolozeh wynika, 2e kazdy element zbioru a[xl, sse ,KNJ
jest ciagiem egraniczonym. Niech ((ix:. ses .17": ) s IN)c
aa[xi. e ,:6" « Granica

/a/ -
lulzio o x’-lialis...ﬁ '...'xjs.
RS 4ol s o ™ (5

.[—\ 5(x" - ixa )dxl R S ek Exji'...'xj" g(xi....,x’q)

vdxt,eee, dxN » -.S.'"-S xJ"‘ oob X dG(xi.....xN)

dowodzi etnienie éredniej < 1, s 2 ae ot Lol
i réwnoéci /4,7/. Dalej korzystajgc z niezaleznoéci definicji
funkcji charakterystycznej od wyboru ciggu realizacji danego
wektora losowsgo zauwaimy, Ze

1 < 3 k
/b/ O[u i as ,u i&: z exp *‘Z

i=1 k=1

_ ' N
Poniewaz ciegg (E : uk 1&: A S N) jest eograniczonym ciagiem
k=i .

liczb rzeczywistych oraz

/el Rt .
1
1 25

k k
(Z 'Iul. 1:(0 ) =
i=1 =3
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lim 2 Zi: ST o N SR
= : n 1% " idle sl
{LF i1 J,eeeeed =1
N
= £ x]1~...-xj‘ > ujz'--.'ujs s

ey B

wiec korzystejsc z /4.7/ i lematu 3.1 /réwnosc /4.6// uzysku=
jemy

- pesagy J
/d/ a'u‘.....u =1 +Z E at e a0y e

I Prrrrrs R

2%

Definicjs 4.2.

Jareserd
Korelacjami k = B

rzedu s, Jp € ii,...,N}. Pel,sees85
N-wymiarowego wektora losowego [xi.....XN nazywamy symetry-
czne wspdliczynniki przedstawienia funkcji charakterystycznej

.tego wektoras losowego w postaci

%; ﬂ:g::‘ kjl.n..Js}

ey B

uji-...-ujs } 5

W pracy [ ] podano zwigzki pomigedzy korelacjami i mo=
mentami N-wymiarowego wektora losowego. Zaleznosc korelacji od

:

/4.8/ 9(01....,uw) = expl

=

o

momentdw ustala wzér

s [PEPRPRPP.
S e e
/4.9/ kji Js el (ﬁT— - .(4 ,6'“.}
n=l Copooy B 24 81'
Tyt..*Bars 134
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gdzie
Jgrneerd, ¢ Jqeeeedd 5
/4,987 W1 ¥ (& onin, € Je il o
i ] 3 o ¥ 2 wenid
5 §1+1...., 6q * .:.2‘.“ = 6‘1+,__ G'n_ig.i’ rlg

J(lro-OtJS'. /

M ) {5&,..., 5’n) sznacza symatryzacje

Jigncngj ‘!
M - kﬁ'in.-. Eﬂ) -

Zalezneéé mementdw ed kerelacji jest nastgpujeca

!-l.lJ
s s Ka (e seien®)
/4.10/ aji Ie - 5|§ ﬁ. S k. ( 1 n!

4

n=1 8y, o) B 24 163!
6,v...*8h3 8 154
gdzie
dgeeeosrdy Jarereddy, - dgpeaeeriiden g
K (51..... Sn) = k K A

3 e
oo 8'1""'”6-:1-—1 + 1 * ‘s

eeey J ’.'..J
a K070 (5 ,.,5,) emecze eymetryzacye K 1TTTTE,

Definicia 4.3,

‘11""'15
Quasimementami b

rzedu s , Jp € &1.....N},

P® 1,..0,8 1 N-wymiarowege wektera lesowage [xi,....xN]
nazywsmy symatryczrnie wspdiczynniki speiniajace zaleznedé

oa N

s IEE Y]
/4.11/ axij?“ %T _ k"1 jsuj’--.,.-uJs
" am3 Ji'..—-::"s‘l
oo N
- 28 . sreen
= 1 +§':_. -:T in Is uji- ...'uj' X

gud 11.....33-1

W pracy /4/ wyprewadzeno nastgpujgce zwigzki pemigdzy kers-
lacjami 1 quasimementsmit
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; J '.--.J [s ] 4 K}“."‘IJS} (61|'0'I6:I\)
/4.12/ b1 ® = sl = )

m
med 6160 30 [_1 ﬁ'i!
0_06'“,5 14
s n+l ' nj‘ -
/4.13/ kJi""'Js - sl§ S __BJ“ 5}(6'4:---%)
iy n
n=1 CANNT = [:]6'1!
S‘o "6,,‘.5 \
gdzie
JilIOOIJs
/4.13a/ B [61.....6!‘) = p

-1 .“,]
3 veesd Il gyeririds
S L e &, 0

s asa g
bji 61 'p

a BJ(I'.-.'JS) (Gi""' 6'n) oznacza symatryzacje

(6204 6) -

Bj1!"".15

§5. Typa wemktordw losewyoh.

Definicia 5.1. i

Viektorem cigoiym nazywamy taki N-wymiarowy wektor losowy, kté-
reoc gestosé jest dystrybucja regularna. Wektorem dyskretnym
nazywamy taki N-wymiarowy wektor losowy, ktérego zbiér istot-
nych rezlizacji nie posiada punktu skupienia. Wektorem zdeter=-
minowanym nazywamy taki N-wymiarowy wektor losowy, ktérego
zbiér istotnych realizacji jest jednoelementowy.

Lemat 5.1.
; - N
Jezeli [X P 4 ] jest N-wymiarowym B-wektorem losowym o

dystrybuancie G(x ,...,xN] cigglej, to kazdy jego cigg reali=-
zacji jest P, -podstawowy.
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Dowdd.

Oznaczmy

N
/af - Gn(xi.....xN) 1 -%Zn: ﬂ H[xk - 11"),

i=1 k=1

Zadajmy dowolne £ 70 . Dla kazdego k € {1,...,!4} istnie-
Je taki cigg (x:....,x: ) : m € IN, 2e
k

/b/ ~o exk € xk € €% 2t

k
4 K

k

1‘_10*” ;oo.."‘w)-

G(+eo ,.;.,4- o , X

-G(+uo PR xl;_.fw ,...,1.«:) < &

Ustalmy teraz (x",...,x")é rRY . Znajdg sig wéwczas takie
1k' Zze

k

S X ® X '
i +1
k

/e/ x kel iae N o
Stad

1 N 1 N) 1 N
VT4 G(xii....,xj_”)é G(x peeeX | = G(xiid"“'xi“*i)
oraz

1 N 1 N 1 N
/e/ Gn(xii.....xin) <6 (xtenn) é“n(‘iiu'"""iuu)-

Dulej
N

1 N 1 N
7%/ G[xifl'“”;“in*i)- G(xi sy )g_z ] P
1 N k=1 Y

k
s ey ¥ 00 'xik'i‘i' + 00 Seeest m) = G[*” pees,+ 00 .!:k,-tm...

...,mo) < k- E/n =« Em.
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N
Dla kazdego punktu (xii,...,xiN ) ’ ike {O.i,....mk} :

k‘i;oot'N

/o/ lim Gn(xii,...,x:N) = 6(x 11,....x’;n).

N-poo

N

Punktéw ("‘ii"'_‘"‘iu), i, € {0.1....,uk} » k=1,...,N jost

skonczona iloéC, zatem istnieje takie re IN , 2e dla n > r
jednoczesnie dla wszystkich punktéw spelnione sg nierdwnosci

/h/ \Gr;[xil....,xgu)-c(i .....x )l( €2

Poniewaz
Y4 4 G'n(xi,...,xn)- G xi....,xﬂ)ﬁ

N

1 N ;| 1 N
< G kx s )-G(x PP ] )__{.G (x sesesX )-
n 11+1 :.N+1 11 iN 11+1 1N+1

A
1 N > ] N A
s G(xiii-i'.."xih,*i}* /2 élsnkxiid-i"“'xinfi) ¥
N |

-G(xif"“"xiw*i)l‘ €2 < €2+ Er2 = ¢

oraz

: 1 N 1 N
/37 G(x ey X )- Gn(x g )é
: (
G( i +1.....xi +17 -G ( 11,...,x ) Gix ,...,x )+
Eren alad N Vg le(x? Ay o 1 il |
+ /2 Gnkxil,...,x )-.. ic(xii,...,xin G ( ii....,xiN

s €2< €24 Ep e
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wige
k! b Gn{xl....,xﬂ) - G(}i,...,xn)\ <G

dla n ?r . co keficzy dewdd.

Twierdzenis 5.1.

Jezeli G(xia...,xN } jest dystrybuants B-wektora cigglege
[xi...,,x”la i F-wektora clgglego fxi,....x“ p » O

/5.1 [x‘..‘..x"],, « [ty

Dowdd .

Zawieranise

e/ [t sandll, € (0%, il

wynika z wniesku 2.2, Inkluzja odwrotna wyniks wprost z lematu
4.1.

Twierdzeie 5.2.

Dystrybuantd,gestosci 1 funckje charakterystyczna adpowiednie
a{xt, .o x™), g(xi....,xn). e(u"....,uN wektora dyskretnage
kaja nastepujgece pustaciet

/S“a/ Gi-.“-‘-""'..N) 2 z__—._...a 2] ﬁ H(xk - Vk)
£

!
\_YI.---.Y?%F‘ yil,,,.yN k=1

= N
/5.3/ g(_s:l,...,r'.:J} = E p ' r] J(xk " Vk),

Foi G N
;\Yll‘\'b-frj{‘R Frtevay 5s

/5.4/ 0wt - E 5 P 7] oxp 4 uky® |

. 1 N
f‘yll.'.l?NkR RLAR S EAY K
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Dowéd.,

Z definicji wektora dyskretnege wynika, ze

/a/ supp g(xi.....x"]-a

nie posiada punktéw skupienia, zatem dystrybucja g(xi....,xw
jest kombinacje liniowe dystrybucji d - Dirsca i jej pochod=-
nych. Wykorzystujac fakt, ze jako ggstoéé jest ona pochedna
dystrybucyjng funkcji lokalnie catkowalnej otrzymujemy /5.3/.
Wzory /5.2/ i /5.4/ wynikaje odpowiednioc z wkasnosci /2/ ges~
tosci i /3/ funkcji charakterystycznej.

Z twierdzenia 5.2 otrzymujemy nastgpujecy wniosek.

Wniosek 5.1.
Dystrybuanta G(xi.....xu), gestosc g(xi,....xu). funkecje

charakterystyczna e(ui,...,u wektors zdeterminowanego ma=
1§ odpowiednio postacie:

N
/5.5/ olxtseaeii) e [] nls* « yk) ,
k=1
N .
/5.6/ g(xl.....xN) = Y_l J(xk & yk)l
k=1
N
PSS a(ui.....uN} = [_1 exp 4 ukyk )
k=1
gdzie
/5.8/ R = i‘_(yl.....yﬂ)} .

Wniosek 5.2.

N-wymiarowy wektor losowy jest wektorem zdeterminowanym wtedy i
i tylke wtedy, gdy wszystkie korelacje rzedu s, s > 1, sa
rowne zeru.
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Definicje 5.2.

Wektorem normalnym /quassowskim/ nazywamy taki N-wymiarowy
wektor losowy, ktérege wszystkie kerelacje rzedu s, s » 2,
88 réwne zeru.

Odnetujmy, Ze funkcja charakterystyczna E(u1.....uu) i ges-
toéé E(xi.....xn) wektora normalnego wyrazajg sie odpowied-
nio wzerami:

N N ?
/5.9/ Otu"",....un) = exp{iz Klul _; Z k11'12u11u12l
1=1 111'12-1 i
( 'H)-N/z (det x)-i .

2
1.,1 1 1 1 1
k_: 2 -(x 1-k1)(x. Z-kz)} '

/5.10/ E(xi....,xu) =
N
ey
11.12-1

11.1
-1

2

gdzie K oznacza macierz korelacji rzedu 2, a k ale-

menty macgiarry odwrotnej K .

W precy [d 1 wyrazono gestesé g xi.....xN)_ doéé szero-
kie) klasy wektoréw losowyeh [x1,...,X" ], ktérych funkcje
cherakterystyczne daje sig¢ przedstawié w postaci /4,3/ oraz
dls ktérych szereg wystgpujecy po prawej stronie wzeru /4.11/
jest zbiezny w przestrzeni N-wymiarowych dystrybucji tempero=-
wanych: w posteci

/3117 g(xj,«...,xn)-E(xi....,xN)._i f e,
e s e, 2
el 3x't,.. 3.7 ’

s-o-!js

/ J
gdzie ﬁ(xi....,xN) dane jest wzorem /5.10/, a b 8 sq

N
quasimomentymi rzgdu s wektora losowego xi,...,x ].
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56 . Z2darzenie i prawdepodo =
biednstwo.

Probabilistyke uwaza sie wcigz za dyscypline mioda, cho=-
ciazby ze wzgledu na coraz to newe spojrzenia na fundamentalne
pojecia tej teorii - zdarzenie i prawdopodobiefistwo.
‘Najczeéciej prze-z zdarzenie rozumie si¢ odpowiedni podzbiér
przestrzeni zdarzen elementarnych, a2 od rodziny wszystkich
zdarzef zgda sie by stanowila 6 - cialo. W innych ujeciach *
/Logical Probability/ zdarzeniem jest pewne zdanie, & rodzines
zdarzed © - elgebrg Boole”a. Obok prawdopodobiefistwa ilodcio-
wego /Quantitatiive Probability/ rozwaza sig tez pordéwnawcze
/comparative Probability/ i subiektywne /Subjective Probabi-
lity/ [B]. Najczesciej jednak prawdopodobiefistwo jest przeli-
czalnie addytywns miarg unormowang okreslona na pewnym G -cie=~
le /Kolmogorows Calculus/. Niemniej sam Kolmogorow zdaje sobie
stprawg z tego, iz "Elementy © - ciala sg po prostu ideali-
zacje zdarzen rzeczywistych i w otaczajgcym éwiecie nic im nie
odpowiada® [121. natomiast postulowana w aksjomatyce przeli-
czalne addytywnosc nie jest uzesadniona charakterem zdarzefh
rzeczywistych lecz tylko wygodng matematyczna konwencjg [8].

Prezentowana w niniejszej pracy konstrukcja prawdopodp~-
biefnstwa jest zgodna z jego empirycznym odpowiednikiem - frek-
wencja, stgd tez konieczna jest rezygnacja z pewnych konwencji.
Cbecnie podamy definicje zdarzenia i prawdopodobiefistwa zda=-
rzenia wyznaczonego przez ustalony wektor losowy.

Niech [xi...J,xN] cznacza dowolny N-wymiarowy wektor

1o N
losowy, 8 |X".eessX'lp  taks P-wektor losowy, e [xi,...,xﬂL

C.in,....XN1.

Definicjs 6.1.

Zdarzeniem wyznaczonym przez N-wymiarowy wektor losowy
in,...,XN] nazywamy taki podzbiér 2Z przestrzeni RN , dla
ktérego istnieje $rednia <: 4 Z(Xi,...,XN) :7 na J[Xi,...,KQL
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Prawdopedebieristwen ) zdarzenia Z wyznaczo-

(. “1“

nego -przez wektor losowy LX ,...,XN] nazywamy Srenig

LB Ve A ]

Uwaga 6.1.

Jezeli [Xi....,XNJ bedzie ustalonym N-wymiarowym wektorem

lesowym, to bgdziemy méwié krétko; Zdarzenie Z oraz P(Z)

= (z ). flodzing wszystkich zdarzen wyzna-
Bl XN}\.
pewegy

czonych przez wektor losowy Lxl....,x”J oznaczat bedziemy
orzez 2 (x* ,...,XN) lub krtéko przez Z , gdy wektor
rx PR | NJ bedzie ustalony.

b

zamiast

Twieprdzenis 6.1.

.
Jezeli [Xi,,..,xﬂ_l jest Newymiarowym wektorem losowym, to
zbidr zdarzen Z i prawdopodobiefistws P maj@ nastepujace
?lasﬁosci:

/i) ZE@, gez, Pg)=0,

/2/ 2 €2z =04 P(z) €1,

73 & €%z =» ez, P27)=i-pz)
vay ‘®Ve z ., P{LRN)- g
75/ ;ez=>P(LJ.P.an],
/67 Z AnRasg =52z €2 , f{)-o,
L9/ RC Z =z e 2, Flz)sas
8, A SN ZoR W e KT e
fuid 1 e A Rk ﬂm f g
s e x, e
1s1 1e1 11
dar 27, € 7, 2, C R WL TNy P(zi)ép(zz),
( )ap(z -P(Zi), :
| L]
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ior L e onl ez w0, ticz Wz e2,
P(z) =0,

/11/ zi.zzez ¢ 2,0 7, Aok 5 = 2Z,vzZ, ez,

P{ziu zz) - P(Zl) . P(zz) . P(z1 A Zz) :

a0l 2,2, O, P(Zz)-1=>21n12£.2 3
P(Zl n zz)- P(zl).

Dowéd.

/1/ wynika z fektu, iz :ﬂ, (y)mo0, yer',s /272
tego, z¢ 0 € 4 z(y) $£1, dla yeRr", 1 dowolnego
zbioru Z C IRN » Dla dowodu /3/ zauwaimy, ze 1 > (y) -
=1-1 z(v}. Y € rRY . Dalej korzystajec z /1.10/, /1.11/
i /1.12/ etrzymuje sie /3/. /4/ jest kensekwancje /i/ 1 /3/.
W celu sprawdzenia /5/, /6/ i /7/ wystarczy zauwazyé, ze

1 N [ 1 N
/8/ ﬂz(ix "."ix )‘ ﬂz nR kix ,--.,ix iy

B (e ) 1

dla dowolne] iswtnej realizacji (ix’*,....ix”) wektora loso-
wego [x'-‘,....x"]. /8/ wyniks z faktu, iz przy zalofeniach /8/

mamy
m

/el :ﬁO zl(v)-_lzliﬁz:l(y)- y € R

oraz z f1.11/ i /1.12/. Ula pokazania /9/ zauwazmy, Ze
o &y mZg U(zzx 21)' 4 "‘(12\ 21) e T
wigc mozna zastosowa¢ /8/. Druge wiasnoéé podana w punkcie /9/
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oraz wlasnos¢ /10/ wynikaje z nierdéwnosci
lef . fz:l(y)_a_ﬁ' ‘Zz(yj

prawdziwej 'pr-zy zalozeniach /9/ i /10/. Wltasnedci /11/ dowodzi
sie korzystajec z /9/ i /8/. Dla dowodu /12/ przedstawmy

Z, n Z, w postaci (z; uzé)li i zauwazmy, ze 21', Zéez
oraz ze P(Zz')- 0 , wigc Z; n Zé &z na podstawis /10/.
Korzystajac z /11/ otrzymujemy, fe Z; vz ez . Stad
iz /3/ uzyskujemy, ze Z: n Z2 € Z . Dalej korzystajac

z /11/, /9/ 1 /3/ obliczay P(Z, n Z,) = p[(z; v zg)')- We#
-P(zgvzi)=1- "(2;)' P(zz)+ P(zy A 25 )= p(zi)“"(zz)
/f/ '
a to koficzy dowédd.

Twierdzenie 6,2.

Jezeli [x",...,XN] jest N-wymiarowym wektorem losowym e dys=
trybuancias G(xl....,xN). a (s;’.....a?)eﬂ?" dla j & {0,1} '

3 X(' 2y al: )' X[a:. a:) . {(3:.--..32)} naleza do

k=1 k=1

Z oraz zachedzg réwnosdci
N

L O CERE) EE DR
/6.2/ P(Xi[": ’ ':)) :

1

Joteaat]
. J E ' .0(_1_) 1 N G[aji,...,a';ﬂ) ;
grereely

/6.3/ P({(_’é"“"ﬁ )}) e
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3
‘r +...+r f
- E (-1) * N (e} N
/ Jia-.-,aj
Jiuto..jN.D N
przy czym K
a_ + 0 dla e 0
(Eesa/ X gow AL VL
k
K 8, + dla PEi= 1
Dowod,
Dla wykazanie istnienia éredniej
{ \
1 N
far <8y XX Jo D
- &0 ar
W(-e o)
k=1
L
1 1
ags I [X‘,...,XNJF zauwazmy, ze
N
/b/ C [ RS e X - {_T H(a xk;;
/ \
){I-m i gkl. k=1

Zatem ns podstawie twierdzenia 2.1. 1 definicji dystrvbusnty
otrzymujemy istnisnie éredniej /s/ i réunest /6.1/.

Réwnoéé /E.2/ i ietnienie odpowiedniej $rednie) wynike z /1.11/
i /1.12/ eraz réwnosici

N
[.2 VS T : K e
Vi-74 ﬂ N g k\!\x rese X | m 1[H{a°-x )-H{gi-x J13
}—‘\ Léi' 30} k=l
kel

310 oo..jN'o
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Dowéd réwnodci /6.3/ jest snalagiczny do dowodu réwnoedci /6.2/
z tym, 2e obowigzuje tu oznaczenie /6.3a/, a istnienie éred-

niej" .
< r—l H[ai;k- xk) > i réwnesci
k=1
N .
74/ < [:1 n{atk- 2%} >. G(-':‘_i....,al:ﬂ )

se zagwarantowane przez jednostajng zbieznoéé ciggu /2.1/.

Teierdzenie 6.3/

Jezeli [x‘....,x":[ jest N-wymiarowym wekterem dyskretnym,
to

V2V C Y = =->{(y1.....y")} &l P({{y".....yuﬂ)-

- p 1

N
Y seee,yY '

. Iig v
/2/ ZNRm= iyi.....yuhyﬁyz,....yl) o 1sl,000,m =>
m

- zeZ ,P(z)=> p , s
1=1 Yln--s.Yl [ ]

ol zesz ,P(z)er wRC T,

Dowdda

/1/ wyniks z réwnedci /6.3/ 1 /6.2/. Wiasnodé /2/ wynika z
punktéw /S5/ 1 /8/ twierdzenia 6.1 i punktu /1/ twierdzenia
6.3. Dla dowodu nis wprost wiasnoséci /3/ przypuéémy, 2e istnie=

je takte (y',...y) erR1 zez , dla ktérych
/a/ {(yl.---.v’")} ¢z o P(z)=1

eraz P 0

o) B deesdT) 7
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Zatem na podstawie punktu /8/ twierdzenia 6.1. mamy

4 (y* ceey i - -
/e/ P(Z {\Y . Y )}) P(Z) pyi.--uVN 71,

co jest sprzeczne z punktem /2/ twierdzenia 6.1.

Lemat ©.2.

Jezeli [xi,...,x"] jest N-wymiarowym wektorem losowym,

e Z° € Z takim zdarzeniem, 2e P(Za)‘? 0 , to kazdy
1 N 1 le
(Xfeeesp®™) 1 e w) e alxtiiix]l,  zawsere
podciag ({i xi....,i X ), j e IN) o wiasnesci

| 3

1]
-
4D
=]
—

Dowéd,

Zalbéimy, 2e istnieje ciag ((1x1,...,1x") . 1€ IN)e
€3 [xi,....xN p zawierajgcy ce najwyzej skeficzona iloéé

wyrazéw nalezgcych deo Z. .

Wowczas n
1 1 N
/a/ lim = i;“ 1 Zo(ix saeenygX ) = 0
i=1

n-+oo

co sprzeczne jest z zaloZzeniem, e P(z.) 7 0.,

Uwaga 6.2.

Jezeli Exi,...,x” ] jest Newymiarowym wektorem losowym,

te prawdopodebienstwe zdarzeft wyznaczonych przez ten wektor
jest okreslone w szczegdélnoéci na elementach ciala Zo
zozonego ze skoficzonych sum przedzialédw lewostronnie domknig-
tych, prawostronnie otwartych i jest na tym ciele funkcja
nieujemna, przeliczalnie addytywng i unormowana.

Mozna jg zstem, ne podstawie twierdzenia o rozszerzeniu miar,

rozszerzyé w sposéb jednoznaczny do miar przeliczalnie addy-
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tywnej i unormowanej okreséleonej na © - ciele zbioréw bore-
lowskich w przestrzeni ERN =

87 Prawdopodoebierfstwo warunkowe
i niezaleznotédé¢é zdarzeh

Niech [xi....,x"] bedzie N-wymiarowym wektorem losowym,
a Xi,....XN]P takim P-wektorem losowym, ze [Xl,...,XN]PC

G [Xi.....XNLZoEZ [Xi,....XN-J takim zdarzeniem wyznaczonym
przez ten wektor, ze 1 N( o] 27l - AP

[ 'on.l ]
Definicia 7.1.

Zdarzeniem wyznaczonym przez N-wymiarowy wektor losowy [X%...XNJ
‘nzgleden zdarzenia Z  nazywamy taki podzbiér Z przestrza-
ni R , dla ktérege istnieje érednia llar't.mkowa<ﬂ ( ,...,X'ﬂ
Ze ? wzgledem Z. na :l[xi,...,x ]P « Prawdopodobieristwen
zdarzenia Z wyznaczenege przez wektor losowy [Xl,...,x ]

wzgledem zdarzenia Zq P[x1 x" (Z |z ) nazywany $rednia
peeagy

warunkowa < fz( ....,XN) lz > na J[X ey NL, -

Uwags 7.1.

Jezeli [xi,....xN] bedzie ustalonym N-wymiarowym wektorem lo=-
sowym, to bgdziemy czesto méwié krétko zdarzenie Z wzgledem
Z, opuszczajec sformuiowanie “"wyznaczone przez N-wymiarowy
wektor losowy [Xi,...,XN " oraz pisaé krétke P(Z l Z ] zamiast

[x N][z |z o) + Rodzing wszystkich zdarzed wyznaczonych
ek

przez wektor [X = ..,x ] wzgledem zdarzenia 2 oznaczac
bedziemy Z (x:, o z, ) lub krtéko przez Z|z , gdy wek-
tor [x‘, eee, X ] bedzie ustalony.

Viniosek 7.1.

Jezeli [X reea, X ] jest N-wymiarowym wektorem losowym zZ, eZ
P(z ] 7 0 eraz z € 2 \zo, to dla dowolnego ciagu
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((1x1,....1x") o S LN) (3 J[xi,....XN]P zachodzg réwnesci

/7.4 P(z [z)-(dﬁz( LT )Iz >
n(Z )
= 3R _(T—Z 1, (1(z,) x’o--'-ij(zu‘j"").

i=1

Istotnie réwnosé /7.1/ zachodzi na podstawie definicji 7.1
i réwnodci £1.8/, przy czym warunek P(Zo) > 0 gwarantuje
zgodnie z lematem 6.1 sensownos$é rozpatrywanie &redniej wa-
runkowej <;ﬂ (X Paaes )IZ':| 7 na J[Xl,....XN]P wzgleden

2N
(]

Korzystajgc z wniosku 1.1 i punktu /12/ twierdzenis 6.1
latwo uzyskuje sig wniosek.

Viniosek 7.2.

Jezeli [xl,...,xN] .jest Ne-wymiarowym wektorem losowym,
f

2, €L -, Pt?_o} >0, to

PILZ nZ J

)

2/ 262 ,P{zo).1 =,>zez]z°.l=f:z‘.zo)-p(z}.

A

/Al "z nz €2 = 2eTiR P(zl"

Analogicznie jak dowodv twierczen £.1 1 6.2 przebie—-a o
wod nastgpuigceqo twierdzenis.

Twierdzenie 7,1.

Jezell in,....XNJ jest N-wymiarowym wektorem losovn;ym,

a 2 eZ : F‘LZG} > 0, to zbiér Z '{Zo i prewdopsdo-

bisfstwoe F (- %Zc ) meje nastgpu)l@ce wiasnosci :’
1/ zZlz kg, B ezZlz, . P(Blz) =0,

/2/ zeZlz, = o0 & P(Z'.Zo) <1,
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/3 zez\z, - z°ez|z, , P(Z'|2,) =1 -p(zl2),
/47 ®N e Zyz P(R"lzo) al 47,

/5 z € z\z, = P(z'.zo)-P(annzulzn).

/6/ Z AR nZ°-¢=?Z€Z\Z°,P(ZiZ°)-0.

/1 RnZ,C2=>2¢eZl|z, , P(Z|2°)-1,

e zbezlz. P(zalzo)-i.

18/ ZyoeensZ, € Z\2, s 2 02y wp, kﬁl, Kol,=1,000,m

==>C)215-z\2,- (Uz\z” Z_. (zllz)

1=1 l=1 1=1

19/ 2,07, € Z|2, v 7 7, w2~ 2 le Xz, , P(zzwzl\zo)-
- #(z, \zo)¢ p(z, | £ P(z, | zo) & p(22 U
70/ 2, 62|z, P(2,]2,)=0, 2,cz, =
>2z,€2|2,. P(z,[2,)=0.
faAs 2202, AZ, €Tl = 5yviz, € Z{z, P(ziuzzlzo)-
= rlalz) s p(|2) - 2z a2 5,).
J82s mir e 2Yz, p(zz]za)- 1 =2 nz,€Z|z, .

P(zlnzz|z)-9(z1|z ).

713/  jezeli ( ajes .aN). (bg. ...'l:;')e RN '3 = 0,18 %0
kazde ze zdarzen x (-oo ' a:: ) X [s:,ak) {( * .,a:)}jest
k=l
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zdarzeniem wzgledem kazdego ze zdarzen

>21(- 0 , b: ) . gi[b';,bt ) i {(b:'.....b§ )} + przy uinzeniu

#e te ostatnie majg dodatnie prawdopodobiefistwo.

Twierdzenie 7.2,

Jezeli [xi,...,x“] jest N-wymiarowym wektorem losowym,
a A, Bk. An Bk & Z 2 kol ,can e, Bk m 81 = ’ o kalmd,ane

«vsel OFaz P(Bk) 70, k=1,000s,m ki P(Bk) =Y, k¥,
=1
to zachodzi /wzér na prawdopodbbieﬁstno catkowite/

/7.2/ pla)=2_ plale) r(e,) .
k=1

Dowéd mozna przeprowadzié korzystaj@c z wiasnoséci podanych
W twierdzeniu 7.1 i z wniosku 1.4,

VWiniosek 7.3.

. Jezeli [Xl..._..XN] est N-wymiarowym wektorem losowym dys-
kretnyn, a (y ,eceny JER 1 Z ¢ &Y to Zﬁzn{yl....y%}
araz F(Zl{l:yl,...,\r")nl 14 - (yl,...,y ) - [7.3/

=~

Istotnie, zauwazmy, Ze P({(yl.....yN)]) 7 0 . wigc sensowne
jest rozpatrywanie Sredniej warunkowej

R ) 1)
A n({{vian-ﬂu”’)

), G e

i i et
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Definicis 7.2,

Zdarzenismi niezaleznymi nazywamy takie zdarzenia ceeZy

Z,.,
wyznaczene przez N-wymiarewy wekter lesowy [x‘.... Xi], ze
Af Z, NeeenZ P(z ...nz)
/7.4/ e aneZ . (an 5"

- p(z

jlj"...' F(ZJk)

dla wszystkich 1 € 34 oo < Jp s 0,

Twierdzenie 7.3.

Jezeli [x*....,x”] jest Ne-wymiarewym wekterem losowym,
a 21, Zz € Z , to zachedza nastgpujace 1np11kacjgl

L7 RIS

zdarzenia niezaleine => z;. 5’ - zdarze-
nia niezalezne, y

Z;, Zé - zdarzenia niezalezne;

72/ P(zi) =0 v P(Zi) =] = Zi, 22 - z::r::nia niezalez-

/3/ 21. Z.z - zdarzenia niezalezne, P(7_1 V] zz) -1 =>
= Pz,)=1 vp(zz)-1 -

Dowédd.,

Dla dowedu /1/ zauwazmy, Ze na podstawie punktu /11/ i /13/

twierdzenia 6.1. i zalezenia 21 la} Z2 € Z

i ez (z,vz) ez

B0 LPE ng ) 1 2R )= M) s "("‘1)"(22) i
- (1- PRl - P@) - #(z7) - o (a)-
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Dle dowodu drugiej czeéci /1/ zsuwaimy, e na podstawie zalo-
tenis 2, nZ, € & i punktu /9/ twierdzenia 6.1

o/t =Nz ng)eZ |
18/ p(z]nz) = P(zy) - p(z,) + p(2) = P(zg) (2,) -

Punkt /2/ wynika bezposrednio =z punktéw /10/ i /12/ twierdze-
nia 6.1. Punkt /3/ jest konsekwencje punktu /1i/ qdyz

rer 0=z v 2))e plzg) e (zs)
Nastgpujacy wniosek atwo wynika z punktu /1/ wniesku 7.2.

Wniosek 7.3, -

O

Jezeli [xi....,x"] jest N-wymiarewym wektorem losowym,

% 2, e o or(z) P ol e

/i/ Z,Z, =~ zdarzenia niezalezne &7 Z n ZB'EZ A P(ZIZ.) =
- p(2).

§ 8. Niezaleznoéé wektorédw
lesowych.,

Lemat 8.1,

Jezeli [xl....,xn] jest N=wymiarowym wekterem losowym,

a ({ixl.....ix"), 1)« abe . cxt,eun ]
oraz iji.....j-} C{i,....N} « to istnieje d?kladnie jeden

taki m=wymiarowy wektor losowy LX 1....,K mj' 2e
((1,(31”“'1)‘%), i€ w)ea[xj"....,xj']P c[xji.....xj"] -

Dowéd,

Zauwazmy, ze
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n m j j n N
ror 27 (T u( o)) 2 20 [T mf e ) e w,
iwl k=l i=]l k=1
przy czym
xt 15{31.....1-}
/b/ e - A 7 M 1R
o, 1 f.{;i.....J.}
Cigg
n m J J
er (2 [ % (<% o). e w)
i=ml k=1

jest jednostajnie zbiezny na iR™ . Granice ciagdéw postaci

/a/ skonstruowanych dla dowelnych ciagéw z 2 [xi.....XN]P

8§ identyczne i réwne G(yi,....yﬂ) « Nietrudno fsuuazyé. ze
jesli (xi....,xN )E R[xi.....KNJ , te (xdi,...x m) €

ER [xji.....xj'"] .

Oznaczmy przez X N = Ny# eee # N - wymiarowy wektor

5 1 n ! s 8 1
[xl....;x Ni""'xl""'xN"j . Wektory losows [xl""’xNi]f"

....[xg.....xg ] wyznaczone przez wektor losowy X oznaczmy
n

odpowiednie przez J(l,...J(n . Wprowadimy dalsze oznaczeniat

k k k k k —
xX ! -(xl,....xN ) 1 xi.”..xu £ IR i
= k k
/8'1"’ k'i;--a'
k k k
u '.‘ (ui....,uNk) ] ui,...,u:k € IR ;

/8.2/ Aks El [- oy xk> 2 kmig.eu.n,
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N N N N

By wm Y=, an ¥ Lot ag e o agW,
/B .2a/ N N N N

Al s Ak RZ2x,, «R"; A er e, ar "L

k=2, 400,n=1;
Zauwazimy, 2e
N -~

/8.3/ Aer , Rcr"; ke1,....ni

oraz, ze

/8.4/ AkeZ(X“) o R S LG AR el

Definicja B.1.

Viektorami niezaleznymi nazywamy takie wektory losowe Xi,....xn,
ze dowolne zdarzenis 31,...,3" wyznaczone przez wektor
losowy X se niezalezne.

Twierdzenie 8.1.

Kazde z nastepujacych zdah jest réwnowazne niazalaznoéci wek=
toréw losowych X%, ....X" @

VR Y R )= rp 1(A (A"‘) :
dla dowolnych Ai,...,An pustaci /6.2/

/2/ Gx(xi.....xN) = lefxi}' ....'Gxn[;") g

/3/ gx{;xl, -..,KN) = gxi{“l) L4 ves . an(xn)'

/4/ exliui.....u“) - axl‘.'_ui‘}‘ sva sxn(u") ’

Prosty dowéd tego twierdzenia opiera sig¢ na definicji
8.1 wzorze /6.1/ twierdzenia 6.2 i zaleznoéciach pomiedzy

dystrybuantg, ggstosécig i funkcje charakterystyczng wektora
losowego.
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Konsekwencjg twierdzenia 8.1 jest nast@pujecy wniossk,

Wniosek 8.1.

Jezeli X',... X" sa wektorami niezaleznymi, a 8% ¢ Zo
N

w R k, k=1,se0,n § tO

/8.5/ PX[B"x e B Pxi(ai)-... ' xn(a") ;

/8.8/ nx(clsi Kt c1s") - le (1:181) g Px" (cls"') ,

/8.7/ 5(({[:1 P ,x“)}) - Pxi ({xi} ) ...-Pxn ({x"-}) .

W szczegbdlnosci, korzystajgc jeszcze z twierdzenh 5.2. i 6.3
otrzymujemy kolejny wniosek.

Wniosek 8.2,

Jezeli [Xi....,XN] jesth-uymiarnwym wektorem losowym dys=
kretnym, to wektory losowe [xll.....[x” wyznaczone przez
ten wektor sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-
nych (yi,...,yN) € R[Ii,...,XN] zachodzi wzér

/B.a/ P a P *eua"P

§ 9, Ddwzrerowmanis dpopaszczalae,

Niech f bedzie rozszerzeniem funkcji typu RN w
RP  do odwzorowenia okreslonego na rodzinach ciagéw punktiéw
przestrzeni ’RN zgodnie z wzorem /1.3/.

Definicja 9.1. g .

Odwzorowaniem dopuszczalnym nazywamy takie odwzorowsnie f ,
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ze dla dowolnego N-wymiarouago wektora losowege [x ,....XN].
dla ktérego J[X PRSI ] zawiera sie w dziedzinie odwzo-
rowania f , istnieje taki p~wymiarowy wektor losowy [Y P § l
ze

/9.1/ f(a[xi.....xN]B) et il 3

gdzie [xi....,x"la - [Yi,...,Yp]a oznaczajg odpowiednio fa-
kie B-wektory losowe, ze

192/ TR L

/9.3/ [Yl,...,Yplc[Y ,....YP]B .

TwierQ;anio 9,1.

N w RP  do edwzoro-

Rozszerzenie ~ f funkcji ciggiej typu R
wania okreélonego na rodzinach ciagéw punktéw przestrzeni RN

zgodnie z wzorem /1.3/ jest odwzorowaniem dopuszczalnym.
Dowéd.,

Niech [Xi,...,XN] cznacza dowolny N--wymiarowy wektor loso-
wy, a [Xl,...,XN]B teki B-wektor losowy, ze zachodzi dla
nich /9.2/. Obliczmy dla dowolnego ciggu ((1x1.....ix”}, ie n;

€ a[xl,....x"]B i dowolnych wul,...,u"e R granice

n p
N
/a/ lim %Zaxp LZ fr(ixi,...,ix)ur =

Mipoo

i=1 rel
; s j e d( > e xk))
e rei 1= k=i
RN
S g 1 N 1 N
= |\ expid fr(x e e ek )ur dG(x ,....x.) :
RN
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przy czym G(xi,....xN) jest dystrybuantg wektera 1
xi,....XN , & f° oznacza r-ta skiadows funkecji f
r=l,..s;p » Granica /a/ jest funkcje ciggle zmiennych
...,up . Istetnie, zadajmy £ , E 7 0 . Niech 2

taki skofczony N-wymiarowy przedzial, ze ~

/b/ P(z) 7 1- E/a \

oraz niech

osowego

’
U jene

oznacza

/e/ M= nax{sup {fr(xi.....xﬂ):(xi,...,xu)eZ} 11 r £ p}.

Delej
p
\5 exp 12 fr(x 1oeayX )u dG(x PR )-
iR r=1
- 5 exp !.i fr(xi....,xﬂ)ur dG(x .---:XN)\ <
RN r=1
p ; p
é‘S(sxp :LZ erxl,...,xN)ur - &xp 1Zfr(x1,...,xn)ﬁr) .
- r=1 p=1
. dG(\xl,....xN)l+ ]S (exp i prr(_xl,...,xn)ur -

2! rs1i

P \
- exp :I.Lfr(\xi....,xN)Er\}dG{xi,..,xN)l é

\
r=1

P
|
_é.zuE W@ e 2 78 ARCGE W

r=1
/a/
aody tylke p
/6/ Zlur - ufl < E/dﬂ &
r=1
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n

i :
/17 (%Z sk D oM e N)
iel rel

jest zbiezny w kazdym punkcie (u‘,....u") do funkcji cigg~-
tej wzorem /a/, co dowodzi, Zze ciag ((f‘(ixi,...,ix” P

....fp(ixi,...,ix")) g i kel ) jest Bp~pedstanouyn. a kaz-
de dwa ciggi tego typu s@ w realizacji Ep .

Z twierdzenia 9.1 i definicji 2.2 wynikajé wnioski.
Wniosek S.1.
N N
Rozszerzenie funkcji h: IR — R

/9.4/ thl....,xN):- (xpi.....xpN) .

gdzie (91“"'pﬂ ) jest permutacje ciagu (1.....N). zgodnis
z wzorem /1.3/ jest odwzorowaniem dopuszczalnym., Jezeli
[Xi,...,xN}p jest dowolnym Newymiarowym wektorem losowym, to

opracja R T aeneii wyznacza jednoznacznie wektor losowy
X ,....XpN , ktérego dystrybuanta, gestoéé i funkcjg char‘;k-
1

terystyczna sg@ odpowiednio réwne G(\x 1,...,)& ',. g(x s

P P A
Gﬁu “‘,...,u N), przy czym G[xi.....xN}. g(xl,...,x'u),
Oxgz,...,u s& odpowiednio dystrybuantg, g¢stoscig i funkcje
charakterystyczng wektora losowego Y_Xi.n..x N )

Wniosek 9,2.

Rozszerzenie funkcji 1 1 RN - rP

N N
\
/9.5/ l(xi,....xn)x = (S uéxk “ bi,...,iﬂa£XE - bz ))
k=1 k=l

B:. b: ER , 0= f,000,P 3 kwl,cua,N

jest odwzorowaniem dopuszczalnym. Jezeli [x‘....,x"] Jest
dowolnym N-wymiarowym wektorem losowym, to operacja
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X N
{Zakx + b: peeey Z .Ex" + bz ) wyznacza jednoznacznie
k=1 _ S - ! N

p-wymiarowy wekter losewy {Zakx + bk""' E aﬁxk + bz] »
k=1 k=1 N p

ktérege funkcja charakterystyczna ma postaé (axp i E E
k=1 r=1

P P
b; ur)'Q(Zs; B e aa’s Za; ur) « gdzie 9(u1,....uN) jest

r=1 r=l
fun'kcje charskterystyczng wektora lesowego [Xl,....xu] B

Wniosek 9.3,

Rezszerzenie fumkcji R RrRN — RP » 1€ P SN,
/9.6/ R(xi..-..,xp.....xN) = (xi,...,xp)

jest odwzoreowaniem., Jezeli [xl,....xN] jest dowolnym N-wymia=-
rowym wektorem losowym, te operacja X yeeesX wyznacza

jednoznacznie p-wymiarowy wektor losowy [xl,...,x"] ,» ktérego
dystrybuanta, gestosé i funkcja charakterystyczna sz odpowied-

[- =3
nio réwne G[xl.....xp. $90 Jedagt m), s Jg(x".....xp i
xP*+1 ;...,XN) dxP*1 ces de P - u‘.....u’,offf.,o) . gdzie

G(xi.....xN) s 9 xi.....xﬂ) . B ul,....uN) s& edpowiednio
dystrybuante, gestescie i funkcja charakterystyczng wektora
1 [x2

osowego X5 ene K .

510, Zhbieines é weketbridw Laseswvieh.

Definicia 10.1.

Cigg ([xi,....x:] 2l L E IN) N-wymiarowych wektoréw losewych
nazywamy zbieznym de N-wymiarowego wektora losowego [Xi,...XN]
jezeli cigg edpewiednich funkcji charakterystycznych
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(Bn(u?.....uN) s NE N) jest zbleiny de funkcji charekterys-

tycznej 6 (u ,....u") wektera leosowego [x‘.....x“] .

Lemat 10.1.

Kazdy okresowy ciég Uixi,....ixn]. 1e N) jest ciggiem
PN-padstawowyu. Dystrybuanta N-wymiarowsgo wektera lesowego
1 i . %
[x reesy ] wyzneczonego przez cigg ekrasowy (gx reeeay ha

i€ N) o okresie m  jest postaci

710,17/ 6(xt,.. M) = %i ﬁﬂ(&k - 1:") :

i=1 k=1

Dowéd.
Niech {{ix’,.:..ix"), i € IN) oznacza dowolny ciag okresowy
\ ! .

o okresie m . Wéwczas dla dowolnege n € N  jest

/a/ nwpm+r ., 0OSr <m, P, rﬁ E’NU{O]
Zatem
e KK dle Wt il & PF 0
n rﬁ ' ey n
/b/
nxk & mxk dls kel,..s,N i row 0
Dalej
P r

o GNARE R

- n N

: 43 P
Dls dowodu jednostajnej zbiezncéci ciggu ( % I H[xk-ix‘J,
i=1 kwi

n e N) do G(xl,...,xn) danej wzorem /10.1/ zadajmy £ > O
i zauwaimy, 2e

http://rcin.org.pl



/4/ ]%Zn: ['"lu(x“ - ) = 6(etenen) |

iml kel -

Pn® N ™n N
B 11wk - oo 5 [ 8k - ) -

i=1 kwi i=1 k=i

L] N P m N
_% N(xk - ix")‘é -'-;'1 -%l lz ﬂ H(xk- 1x")l+

iml k=1 i=l k=il
Pl oe PR <E

gdy tylke n » %-

Twierdzenie 10.1.

Jezeli [x ,...,IN] jest N-wymiarowym wektorem losowym, to
istnieje cigg ‘[Y .....‘H:] s W€ !N) N-wymiarowych wekto-
réw dyskretnych zbicznych do wektora losowego [xi.....x"] .

Dowéd.

Niech ((1:(",...,1!") R IN\ bedziu dowolnym ciggiem rea-
lizacji wektora losowego [x ,...,X ] , 2 m dowolng liczba
naturalng. W celu zdefiniowania ciggu ({iY;.....iYﬁ ) sud€ .Nj

ustalmy 1 € IN , Wéwczas

/8/ 1=pn+r,, 0Ogr, <m, p,ryeiN v {0] -
Pelbzmy dla k€ {1,.00,N}

k k
1Y.:-r1x ,r1>0

/v/

T uxk ¢« Py >0
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Tek zdefiniowsny cigg ((1‘!‘:.....1\’: ). ie IN) jest skrese-

wy o ekresie m 1 jako taki na podstawie lematu 10.1. =

Py~ Podstawowy. Cigg (B. (u".....u") s BE IN) funkcji cha-

rakterystycznych wektoréw losewych [Y:.....Y’:] jest zbiezny
do funkcji charakterystycznej wektora losowego [x"...., .

Uwaga 10.1.

Istotnym zagadnieniem miarowege ujecia rachunku prawdopodo-
biefistwa sg twierdzenia graniczne [10. 1'?] « Dajg sig one wypo-
wiedzieé w ujeciu ciggowym. Dla sformulewania odpewiednich o
analogicznych zalozeniach twisrdzef trzeba zrezygnowat z reze
wazanie ciggu niezaleznych zmiennych losowych /funkcji mierzal-
nych/ ne rzecz rozpatrywania ciggu ([x:....,xﬂn] v WR N).
ktérego n-ty wyraz jest takim M-wymisrowym wektorem lesowys,

ze wyznaczone przez niego jednowymiarows wektory lesowe

Lx:]r"-t:.x:] 8@ niezaleZne.

Dle przykiadu podamy analogen twierdzenis Lindeberga=-
~-Levyego.

Twierdrenie 10.2.

Jezeli ',\[xrl‘,...,x:], ne N) jest tekim cimgiem wsktoréw lo-
sowych, Xe i

/1/ ,-/\ ;;\ [x:] = [xi] "
neEN 1 ¢k sn
r2/ dla kazdego ne€ N wektory losows [X:],.l., [X:]

St
wyznaczone przez wektor losowy [Xf;..._. .X:_] 8% niezaw
, lezne,

/3/ istnieje skaficzona, niezerowa korelacja
wymiarowego wektoras losowego [xi] '

k1 1 jedﬂﬂ-

to cigg jednowymiarowych wektoréw lesewych
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w27 [w]e -E{ﬁ”l) 12::1 (= - =*)] »

gdzia nt jest pementen wektora losswegs {t:] 2 jest zbiez-
ny de wektorz mormaimege %{0,1 .

§11. Pystrybucyj)my charakter
sbcigzed przypadkewych
prets prestege.

Jpxyk dystrybecil eddsje w spostb najberdzie) maturalmy
cherakrer wsrystkich spotykamych obcigze. Takie pojecia jak:
ohcighenia ciagle @ stale] invensywnosci, sika skupiona craz
mpment shupiemy redzg w spesft naturalny psjecia dystrybucji
Heavistde s, & - Dirscs & & - pochednej dystrybucyi Diraca.
Zgimaniz prgts prestege wymsiuje sile prestepadis de osi preta
M-—:wmm&j“-w tych sii,
Drighki wprewadremin dystrybucji veorii preta mlega znacznemu
upreszczeniu. Przypedek zdeterminewany belki poddanej jedno-
cresnemy dziaksniu !1 momentéw skupionych, Nz si}l skupio-
mypch 4 Ny obcigzet rezkezenych réwnomiernie oméwiony jest
w pracy [15].

Prgt » diuge$ci 1 identyfikujemy z przedzisiem fo,1] cRr,
2 o warteSciach mementow skupilonych L sil skupienych oraz o war=-
toéciach sbcigzef statych zakladamy, e pochodze z przedzialu

egraniczenege JIC IR .,
1 M g o P Moo 1T g
“’.ﬁ‘ch [" .-o"“ 2 B sass,d » F ’.C.'F 'l b ;.aonb tC pe
P 3] ‘vedzie '2!&1 + 2N, + na ~wymiarowym wektorem losowym,
u, N N, N
[{1"1...1..1" a' 1.‘----..1. 1,' _,:Fl....,iF 2.ib1|oco;1b 2.

1c",....1cu3) » 1€ :Ilﬁ\ jego ciggism istotnych realizacji.

Umawiamy sie trskt-unm': “ Es’ko punkt przylozenia momentu
skupienege o wartesci M k=1,0e0,N 4! ibk jako punkt

http://rcin.org.pl



przylozenia sity skupionej e wartoéci iFk ’ k-:l......llz H

a j'c|k jake punkt, w ktérym rozpeoczyna dziatenie sila o.ste=-

tej intensymwneéci C , kel,..uNg 5 4 € W . Przy tej inter-
pretacji obcigzenie pochodzgce od i-tej realizacji ciggu ise
totnych realizacji tego wektoera lotmgo ma postaé [15].

N

/11.3/ 1q(!}-ziﬂk ")+Z O (x- bX) e

k=1 k=1
N

+ i ki (x - o*).

k=i

Istnieje érednia < q{x) > . gdzie q(x) oznacza operacje

e 1 o M. et 2 .1 o 2
J [H ssnesM T,87 000,80 F snassF .b josngh "B ssensl ?]

dang wzorem

) Ny
/11.2/ qu) -Zﬂk 5'(x -ak)+Zl5k 5’(: -bk)&p

k=1 k=3

. ic"u (x - eX)%

k=1

Istotnie, Obliczmy dla dowolnege cugu istetnych realizacji de-
negoe wektera granice

/11.3/ 115-;‘Ziq(x,l -$A 11-12 HI:S )

iml k-l P
Nz ! N
A 11-32 o8 x-'ibkjd-E 1im Zcu )-
ket BPT  gat \ k=1 e imi
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1 n
- lia Sy% J(v'- 1"") 6'(* - 1lk)dv +
kag T im1
3
"z n
+ > 1ia jy;‘; 6‘(}'-1Fk)¢§'(x—ibk)dy+
keg " imi
8
N Ny
+i ck { H(x - c")) - Z—g— S Y gkkx.v) dy' +
k=1 k=1
3
e T N3
+Z Sv gy (xsy ) dy + ZC" 6o (x) .
kel J k=i

odzie gi';x.yj jest gestedcis wektera lesewege [Hk,ak] .

l:a-z....,m1 H gEf\x.y} - gestedécip wektora lesewege [F",bk].
kel,eea )Ny 1 @ G:(x) dystrybuante wektera lesewege [ck],

kedoaen Ny 5

l "

http://rcin.org.pl



Liftesrature.

fa]

wm

Aritesik P,, Mikusifiski J,, Sikorski R., = Theory ef
distributions. The sequential approach, ESPC, Amsterdam,
PWN Warszawa 1973,

Brbickner D., Podherodyniski M., Skalmierski B,; - Pedsta-
wy rachunku prewdopodobisfistwa w ujeciu dystrybucyjnym.
Zeszyty Nauk.Polit.S1., Seria Mat.- Fiz., Nr 29, Gliwice
1979, s. 67-8B1.

Broickner D., Pedhoredyfiski M., Skalmierski B., - Charake
terystyki statyczne zmiennej lesowsj w ujgciu dystrybu=

dyjnym. Zeszyty Nauk. Polit.S5l. Seria Mat.- Fiz, Nr 29,

Gliwice, 1979, s. 13=31. ;

Brtickner D., Podherodyfiski M., Skalmierski B., - Charak=-
terystyki statystyczne wektora losowege w ujeciu dystry-
bucyjnym, Zeszyty Nauk.Polit.S1, Seria Mat.- Fiz, Nr 29

Gliwice 1579, 8. 35=-50. :

Brbckner 0., Podhorodyhski M., Skalmierski B., » Funkcje-
nei charskterystyczny i pewns charaskterystyki estatystyczne
procesu stechastycznegoe Jujecie ciagowe/, Zeszyty Nauk,
Polit.51, Seria Mat.- Fiz, Nr 29, Gliwice 1979, s. 51-85.

Brbckner D,, Podhorodyrfiski M., Skalmierski B., - Proces
stochastyczny w yjeciu dystrybucyjnym, Prace matematyczne,
t. 8, Prace naukows U.S81. Nr 288, Katowice, 1978, s.80-87,

Bréckner D,, - Wybrane zagadnienis ciggowsgo ujecia te-
orii wielowymiarowych uogélnionych procesdw stochastveze
nych, Praca doktorska, U.51. Katowice 1579.

Fine T., Theories of probability. An axeminationas. of
foundations, Acadamic Fress, New York - London 1973,

Fisher R.A,, On the rathematicel foundationd of thevreti.-
cal statistics, Phil, Tras., Royal Sec. 222.

http://rcin.org.pl



[10]
fa1] -
(s3]
9]
24

[15]
[1€]

Fisz M., - Rachunek prawdopodobiefistwa i statyetyka
matematyczna, PWN Warszawa 1969.

Ksllegar.ff A.,N,, = Grundbergriffe der Wahrecheinlich-
keitsrechmung, Berlin 1933.

Kolmogorov A,N,, - Fundations of thethdemry of probabi-
lity, Breux, New York - Chalsea 1956,

Mises R,, = Mathematical thsery of preobability and sta-
tistics, Academic Press, New York - London 1964,

Podhorodyfiski M., -~ Pewne zagadnienia teorii ukZladéw
punktéw losowych w ujeciu ciggiym, Praca doktorska,
U,.81, Katowice 1979. !

Skalmierski B., = Mechanika z wytrzymatodécia materialéw
dla sutomatykéw, PWN Warszawa 1973,

Zemanian A.H., = Teorie dystrybucji i analiza transfor-
mant, PWN Warszawa 1969,

BJ: Zubrzycki S., = Wykiady z rachunku prawdopedobiefistwa

i statystyki matematyczne], PWN Warszawa 1970,

http://rcin.org.pl





