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, 

CI~OWE UJ~CIE TEORII WEKTORbw LOSOWYCH I PRAWDO-
POOOBIE~STWA 

Podstawowya celem rachunku prawdo podobieństwa jest zbu-
dowanie matema tycznego aodelu zjewisk przypadkowych. W hi s-
torii r ozwoju tej dziedziny wiedzy matema tyczne j wyodrt bniły 

sit głównie dwa nurtys sta tystyczny / empiryczny/, którego 
przedstawicielami byli •• in. R.A. FISHER [9] i R.von HI SES 
[t 3] oraz aksjomatyczny. Najbardziej znanym i powsze chnie 
a kce ptowanym z ujęć aksjomatycznych rac hunku prawdo podo bieńs t­

wa jest aisrewa t eoria KOŁMOGOROWA (11] • Te i inne u jtcia pod-
dane s ' k r ytycznej analizi e w pracy FINE •A (a). 

Rezultate& poszukiwań odmiennego sposobu epiau zjawi sk 
przypadkowych sę publikacje [21 [31 [4J, fsl [sl oraz pra ce [7] 
1 (14] w których rezygnuj{'c z aksj ollla tyczne j euttody sk on struo-
wano podstawowe pojtcia probabilist yczne. 

N~niejaza publikacja paświoeona j e st t eo rii we ktor ów l oso-
wych w uj ę:iu cięgewym , przy czym sum ~ak tor l osowy zdef iniowa-
ny jest w oparciu o zasado identyfikac j i , a pods t ewowe cherak-
t e rystyki sta tyaty~ne jako średnie z pewnych ope r acj i na wek t o-
rze loeowyn~ [14] . Pojtciem wyjścJ.owy~ cU.e jest tu pr zestrzen : 
p-r obabilistyczna ·~ak u ;o::ot.MOGOiroWA, lecz wek tor l os owy zde finio-
weny zg~dn ie z in tuicję in%yn ierskę jako zbiór c ięgów real izacji 
liczbGwych opieujęcych kolej ne wynik i cięgu doświadc zeń , nato-
mias t prawdo podobieństwo i prawdopodobieńs two warunkowe , którym 
klasyc znie nar zuca sit wszyst kie własności • iar y unormowane j , 
poj awiaj ę s i t tu jako po j t cia wtór ne, zgodne z ich empirycznyei . 
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odpowi ednikami frekwencję i frekwencję warunkowo. 

Prace pi~ana jest z myślę o z astosowaniach w dyna~ice, 
gdzie występuj ę zakłócenie losowe , e badanie stabilności i 
przekroczeń nabiera istotnego s ensu w aspekcie prostoty zas-
tosowanego tu opisu. I tak wyni~i te b~dę wykorzystane w ko-
lejnej publikacji dotyczącej teorii uogólnionych procasów 
s tochastycznych i uk~adów punktów losowych or a z i ch zastoso-
waniom. Teorie te zilustrowane będę przykładami zastosowań 
w zagadnieniach mechaniki. M~enowicie rozwiązany zostanie 
między innymi problem obciążeń konstrukcji siłami 1 ~omentam~ 
skupionymi, których wielkość, ilość i punkty przyło~enia sQ 
l osowe. 

§ i. Średnie. 

Niech A oznacza dowolny niepusty zbiór par ametrów, 
a A odwzorowanie tego zbioru w zbiór Dp - układów q ,q 
dystrybucji lub q fun kcji p zm1ennych, p,q € ~ , tzn .s 

/ 1.1/ 
l ••• 

gdzie fk (x,
0

A) k • 1 , ••• q, x ( Rp sę ustalonyai 
dys trybucjani /funkcjami/ p zmiennych , zslP%nych od pera-
me tru 

0
).€)\. Odwzorowanie to rozszerzamy na przes:rzeń ~ 

ciągów elenentów zbioru A • Mianowicie 

/1.2/ i € IN) 

przy czym zachowujemy dla t ego odwzorowania takie samo ozna· 
czenis jak dla wyjściowego. Dalej rozszerzmy to odwzorowani• 
na rodzinę zbiorów ). cięgów ele11ent6w zbioru A w nas t~· 
pujęcy sposób 

/ 1.3/ 
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zochowuj Qc 1 tu oznaczenie A·. Wartość A ().) nazywamy ope-
racj Q na ). • 

-Dla dalszych rozważań tego paragra fu załó;Łrny, że q • 1 • 

Definicla 1.1. 

~rednił ( A (A) ) z operecj 1 A na ). , krótko śred­
ni,, nazywamy granteł dyatrybucyjnę /punktowQ/ cięgu 

/1.4/ 

dystrybucji /funkcji/, o ile ta granica istnieje 1 jest iden-
tyczna w senais równości dystrybucji /funkcji/ dla każdego 
ciogu ( 1 A , i € IN) ~ A 

Uwege 1. t . 

z ... ies t piaaĆ ( A (.l.) ) btdzia•y pisać takta ( f 1 (x , .l.)> 
1 nazywać jQ średnio na A 

Niech J\
0 

btdzie taki• podzbiora• J\ , że dla dowol-
nego ciQgu ( 1). , i e III) E A istnieje podetog (1 A ,j € IN) 
o własności j 

/1.5/ 

Oz:naezay przez 

apełn1ajQcy /1.~/, tzn. podciog 
wszystkie te jego wyrazy, które 
Dale j oznae~y przez n0 numer 

n 

•aksymalny podetog 

(i A , 1 E IN ) 
należQ do .!\_ 

0 
• 

i1 (A o) ors~ 

zawia r ajoey 

/1.6/ n( ./\Ja•L:11Ao( 1 AJ ,n< IN, 
1•1 
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t 1 • ;\; € A ~~~ CJ 

/t.7/ 11\ ( A~ -- ll . A <E A. 
Cli Ol 

f~ • c~ f A ~~~ 

~tn:edmiię 'WI!Ir=·~ ( A ~l.] !l A . ) z cpera c:J::ti. A Aii A 
.wzo~ę ćlem A . lenódrcro !;nedr.J:Wtę ~owę., na~ __,..,_ .... 

- Cl ~- ----
dystry'.a~rcn~ .f11="k1I:-IIJ.W~ ci~gu 

dystr y~wcj ~ /F.~kr.l~· o ~ie ~a g r an i c a istnie j e li 3 e st iden-
tyczne 1·1 s e nsU; ~CXS.cd -ć!;y.s :tu·~bucDi / funkcji/ -dU.e każdego cię­

( ' ,, ~ 
QU \ i Ą • l -E. 1JN } "€ /(U • 

Uwao-a ::! . 2 . 

Za mi ast pi sać ( A 
( fl (x , A) \.f\,o 

;·/niosek 1 . 1. 

{A) \ J\
0 

) b\!'dZi e my pisać także 
i nazywać średni~ na A względem 

:Jezeli istnieję ś re dnie (~~ A {A~) l O i ( A(.:\)·1LI fA.)) o j'O l 

to ist nieje średnia warunkowa ( A {.l. ) \ A
0 
> i zachodzi 

r61'1nosć 

lstotniLe,. 
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·(*!:. ! ~.(.>-l . 11"" r iAl)-~!:. ; t, 1A, r.>-f. 
( A 1A}A)) ' ( ~~Ao(Ą)) -

1 

która, jak się okazuje, istnieje i jest identyczna dla katde-
do ci~gu (i A , i E IN) € A , gdyt prawa strona t ej r ów-
ności tę własność, 

Wr>iosok 1 . 2. 

/1.10/ ( f(x) \ A
0 

) • f{x) , 

przy c zym f(x) jest dowolno dystrybucję /funkcjo/ niezalet-
no (Id para~net-r·u .,). < A . ~ 

/1.11/(2:,a1~ (A)! Ą) • 2: a1 ( ~ ( >.) \ 1\0 ) 1 

1•1 

przy czym a1 ~ R , l • 1, , m ; o ila istnieję średnie 
warunkowe po prawej stronie równości /1.11/. 

Wniosek 1 . 3. 

lotnieJ e średnie (A( ,\ ) / , , to istnieje średnia war un-
r.owa ( A ().)\A o ) 1 zachodzi równość 

/ : .12/ < A {A) l /1.0 ) • < A (A)> 

Wniosek 1.4, 

Joteli R.\ C ·V /\1 , /\1 " f\ k • , , k, l • 1 , •••• m 
1•1 
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i istnieję średnie ( 11A1 (A)) , l • 1, , • oraz średnie 

war unkowe ( A (A) l A 1 ) , l • 1, , • to istnieje 

średnia ( A (A) ) i zachodzi równość 

lstotni.J, wys tar czy zauv1a:tyć, :te dla n ~ 11ax { i 1 (A1) , 
• • • , 1m ( A. m) } zachodzi 

§2 . \'l ek tor losowy i jego podat a-
w o w e c h a r a k t e r y s t y k i e t a t y e -
t y c z n e 

C1ęg ((1x1, , 1xN) , i f. IN ) punktów przestrzeni . 
IRN nazywa1:1y PN - podstawowym je:teli cięg · 

n N 

/2.1/ ( ~L n H(xk - ixk) • n " N) 
1•1 k-=1 

jest jednostnjnie zbie:tny na RN • 

Cięg (l 1x1 , ••• , 1xN ) , 1 e IN ) punktów przestrzeni RN 
nazywamy B1, - podstaWOI'.'Yil'l je:teli cięg 

n N 
/2 . 2/ \ ~ L n exp i. uk 

1
xk , n ~ IN ) , 

1•1 k•1 

przy c.:ym ~ • v::-;: f. Z , a uk E IR, k • 1 , ••• , N l 
jest punktowo zbli:tony na RN do funkcji cięgłej. 
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Vł'li.osek 2.1. 

_Je:te~i cięg ((1.x1, ••• , ixN), 1. € IN) jest PN - podstawowy, 
to jest on BN - podstawowy. 

W niepustych, co mo:tna łatwo stwi.erdzi.Ć, rodzinach cię­
gów odpowiedn io PN- , BN - podstawowych wprow8dzamy relacje od-
pow1edn1.o PN , BN w następujący sposób 

IN)<=> 

-k) - X i l 

(!1x1, • • • ' iXN) ' i E iN) 81-\ ((i x1
, • •• ' ix-N), i E IN)<=;> 

/2 . 4/ n N n N 

(:a) lim l 2:n exp 1. uk xk • 1111 .! L. n ex p 1. u\xk. 1 n•oo n 1•1 k• 1 n-.«> n i•1 k•1 

Tak określone relacj e okazuję się relacjami. równowa:tnościowymi 

1 jako takie dziele rodziny cięgów odpowiednio PN- , BN- pod-
stawowych na rozłQczne klasy abst r akcji . 

Oefin! cja 2.1. 

N-wy• 1llrowym P-wektorem losowym [x1 , ••• , xN]P nazywa111 y 
kla•l abstrakcji wzgledem relacji. PN • N -wya~iarowyre B-wekto-
ra~!! losowy,.. [X:..,-. •• , xN] B nazywa_my klasę abatrakcj i wzglę­
dem ro\acji 8~ . N-wymiarowym wektor~ losowym (x1 , • • • ~] 
nb:tył"allly P=wektor loso'W)T""lub - B-wektor losowy. 

V/niosek 2.2 ._ 

;:Je!eli [ x1 , •• • , )(N]p jes t N-wymiarowym P-wek t ore111 lo sowym, 
t o istnieJe dok ładnie jeden taki N-wymia rowy B- wektor losowy 
(x1, ••• , xN]B, :te 
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/2.5/ . . . ~ 

Istotnie fakt ten wynika z wniosku 2.1. 

Wniosek 2.3. 

Jeżeli LX1
1 ••• 1 XN ]B jest N- wymiarowym B- wektorem losowym, 

to istnieje dokładnie j eden taki N-~miarowy P-wektor losowy 
[ x1 , ... , xN]p l że 

/2 . 6/ [ 1 N] C x, ••• , x p 

Istotnie z twierdzenia GLIWIENKI [ 10) wynika, że dla każde­
go cięgu ((ix1 , ••• , ixN), i E., IN) BN--podstawowego istnie-
je taki PN-podstawowy cięg ((ix1 , .. . , ixN ) , "'i E IN) , że 

/a/ ~ix1 , ... • ixN ). i € IN) eN ((ix1, ... • i:xN). i € 1Nf 

Tak więc [ x1 , ••• , xN]p jest zbiorem tych wszystkich cię­
gów (( 1x1 , ... , ixN ) , i € tN) BN-podstawowych , dla których 
cięg 

jes t jednostajnie zbieżny na ~N • 

Twierdzenie 2.1. 

Jeżeli (x1 , ... , xN]P 
wym, to istnieję średnie 

/2 .7/ 

jest N- wymiarowym P-wektorem loso-
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N 

/2.8/ < n . J ( xk - xk ) > d - dystrybucja OIRACA 1 

k•1 

N 

/2.9/ < n exp ( 1. ukxk ) > 
k•1 

na wektorze losowy111 [ x1 , ••• , XN )p . 

Istnienie średniej /2.7/ wynika wprost z PN- podstawowaści 

i okraślenia relacji PN • Ola dowodu 1stni ania średniej /2 .8/ 
cbl1cZłlly granicę 

n N CN n N 

n
l::. *I: nó(xk-ixk). lilii 1 N ~ L n H(xk- ixk). 

i•1 k•1 . n-.oo~x •• • ~x 1• 1 k • 1 

która jak si~ okazuje istnieje i jest identyczna dla ka~dego 
ci ęgu ((1 X

1 , • •. , i xH ) , 1 ~ IN ) E: [X 1 , • • • , XN ]p , 
gdy~ prawa str~na równości ja/ ma tę wesność. Ola dowodu 1s-
tn1en!e średniej /2 .9/ obliczmy granicę 

/b/ 

J 
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która jak się okazuje istniej e i jest i dentyczne dla dowolne~ 
dociągu (( i x 1 •• •• • ixN ) ,iE: IN) E. [ x1 , •• • ,xNJP, 
gdyż prawa strona równośc i /b/ ma t~ własność. Dla uzasadnie-
nia przeliczeń jaj i /b/ dodajmy, że w~/e/ skorzystaliśmy z 
orzemiennośc i gran icy dystrybucyjnej z pochodną dystrybucyjną 
[1) , a w /b/ z cięgłości trensforma~j i [16]. 

Twie r dzenie 2.2. 

Jeżel i L-< 1 , ... , XN]B j e st N-wymiarowym B-v1ek torem losowy111, 
to istnieją średn ie /2 .7/ , /2 .8/ i / 2 . 9/ na [ x1 , • •• , xN] 9 • 

Dowód. 

Istnienie średniej /2.9/ wynika wprost z BN-podst awowośc i i 
ok re ślenia relacji BN . Dalej z t wierdzenia ustalaj ącego ze-
lezność pomiędzy zbieżnością ciągu dys trybuant o zbieżnością 
ciągu funkcji charak terystycznych wynika, że cięgi pos taci 
/2.1/, gdzie ((ix1 , ••• , ixN), i t IN ) c [x1 , ••• , xN] 9 , 
sę słabo zbieżne do funkcji lokalnie cełkowalnych równych pra· 
wie wszę~=~~. za t em sę zbieżne dys trybucyjnie do tej same j 
dyst rybucji , co dowodzi istnienia ś re dniej /2.7/. Dowód ist-
nienie ś redniej /2 . 8/ jest taki sam w dowodzie t wierdzenia 
2 . 1. 

Definicja 2.2. 

Dystrybuantę , gęstościę, funkc ję ch erakterystyczną N-wymiaro-
wego P-wek tor e lo sowego [ x1 , ••• , XN ]p nazywamy odpowied-
nio średnie /2 .7/, /2 .8/, /2 .9/ na [x1 , • • • , xN]P. 
Gęsrościę , funkcję charakterystyczną N- wymiarowego B-wektora 
losowego [x1, ••• , xN)6 nazywamy odpowiednio średnie /2 .8/, 
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/2 .9/ na (x1 , ••• , xN ] 8 • Dystrybuantę N-wymiar owego B-wek-
tora losowego [ x1 , • •• , XN]8 nazywamy funkcję N- wymiarowo 
lawostronnie cięgło, która traktowana jako dystrybucja równa 
jest średniej /2 .7/. 

Wniosek 2.4. 

:>a:teli [ x1 , • • • , XN)p C (~1 , •• • , XNJB , to dystr ybuanta, 
g~stość, funkcja charakterystyczna N-wymiarowego PTwek tora 
losowego [ x1 , •• • , XN~ odpowiednio rónna dystrybuancia, e 

gęstości, funkcji char akterystycznej N-wymiarowego B-wektora 
losowego [x1 , ••• , XN] 8 • 

Wniosek 2.5. 

Dyst r ybuanta . . . ' N-wym iarowego wektora l osowego 
ma nas t ępująca właanościt 

/1/ N--wymiarowa niemalejęcość• 
/2/ N-- wymiarowa lawostr onna cięgłość. 
/3/ lim G ( x1 , • • • , xk, •. • , XN) • 0 , k t: l 1• •• • , N} 

x~ -oo 

. . 
"N 

X -?CO 

Wniosek 2 .6 . 

. . . ' X N) • 1 . \ 

Gę s tość g (x1 , •• • , xN) N-wymiarowego wektora losowego 
j as t ~: -11ymiarową dstrybucj Q n ieujemnę i posiada własności: 

... ... 
/1/ ( ( ( 1 XN) dx1 , • • • , dxN • 1 _l• • • _ł., g. x, ••• , 

/ 2/ g ( x1 , • • • 
N N) · d • Y. . • -71---~-xnN a x • • • o 

pr zy czym G(x1, • • • , xN) oznacza dystrybuantę danego wek-
to rs l osowego. 
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Wni esek 2.7. 

Funkcje cherakterystyczne 9 (u1 , •• • ,uN) N-wymiarowego wek-
tora l osowego me w łasn o ści! 

/ 1/ l e (u1 , ••.• uN )I~ 1, e(o , ... ,o )• 1 
/2/ 9 ( u 1 , ••• ,uN ) • 'JN (g(x1 , •• • ,xN))(u1 , ••• ,uN ) , 

odzie 
; q-

g (x1 , •• • ,xN ) j e st gęstością tego wektora losowego, 

N - oznacza N -wym iarową transformację FOURIERA [16] • 

§ 3. l s t o t n e 

_Definicja 3 .1. 

r e e l i z e c j e 
l o s o w e g o 

w e k t o r e 

Cięgiem real izacji N-wymiarowego wektora l os owe go [x1 , • • • ,xN] 
na zywamy katdy reprezentant (< ix1 , ••• , ixN). .!E IN ) klasy 
abst ra kcji [x1 , ••• ,xN], a realizację katdy wyraz dowolnego 
c iągu realizacji. Istetn ę realizację N-wymiarowego wektora 
losowego [x1 , ••• ,xNJ nazywamy katdę takę realizację 
l o X 1 ' • • • ' o XN ) ' te 

/3 . 1/ (
0
x1 , •• • , 

0
xN ) € supp g ( x1 , ••• ,xN) 

gdzie supp g (x1 , ••• ,xN) oznacza nośnik gęsto ści tego wek-
tora. 
Oznaczmy przez J[x1 , ••• ,xN] zbiór wszystkich cięgów rea-
lizacji wektora l os owego [x1 , ••• ,xN]. których każdy wyraz 
j est istotną realizację t e go wektora, e przez R[x1 , ••• ,xN] 
kró tko przez R gdy wektor jest ustalony, zbiór wszystkich 
ist ot nych realizacji N- wymia rowego wektora losowego [x1 , •• ,X'lJ. 
Z wniosku 2 . 4 otrzymujemy natychmiast wnio sek. 

Wniosek 3.1. 

/3 .2/ 
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Twier dzenie 3.1. 

~eżeli [x1 , •• • , xN]p jest N-wymiar owym P- wektore m losowym, 
to .J[x1 , ••• , xN)p1~ 

~ 

Niech l i "f , i e: IN) będzie taki• cięgiem niezależnych ( 10 J 
funkcji mie r zalnych, określonych na przest r z eni (JU,n!.~) 

N z miarę /"- unormowanę, o wartościach w przestrzeni IR , że 

gdzie Glx) jest dystrybusntę P-wektor a losowego [x1 , ••• 1 XN]p. 
Wówczas z uogólnienia twierdzenia GLIWIENKI na przypa dek wi e-
lowymiarowy [17) wynika, że cięg 

/b/ n e N) 
j e st jednostajnie zbieżny do G(x) na takilll zbio r ze M

0 
C JU 

że ł'- ( M
0

) ,. 1 • Pokażemy, że f'- ( M1) • 1 , gdzie 

/c/ t\ l• t dl f: M o 1\ i5( m)€ supp g(x)} 
J 

i € IN 

przy czym 

/d/ y(x1 
1 • • • l X. N) • 

a N 
c(x1 ~· ·· ~ Ox 1 • •• OXN· 

ObTiczmy w tym c8lu --

00 f:L,utm € M0 + i~ ( m)tsupp 
i • l 

xN) • 

g(x) dx "'O. 
g(x) 
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Połóżay dla dowolnie ustalonego 

/f/ . . . . i" E IN . 

Widoczne jest, że cięg 

(( ix1, . . . . 1 € IN) 
\ 

Z t~ierdzenie 3.1. i wniosku 2.3. wynika wniosek 

Wniosek 3.2. 

~eżeli (x1 , ••• , xN]B j est N-wymiarowym B-wektorem losowym, 
to istnieje dokładnie jeden taki N-wymiarowy P-wektor losowy, 
że 

/3.4/ 

§ 4. M o m e n t y , 
m o 111 e n t y 

k o r e l a c j a 1 q u a a 1 -
wektora losowego. 

Niech [x1 " ••• , xN] 
losowym, a G(x1 , , ~N) 

będzie N-wymiarowym wektereN 
jego dystrybuantę. 

Definicja 4.1. 

Momen tem 
j 1 l 

m 

p. 1, ••. ' s 
nazywamy liczbę 

/4.1/ 

l j s ( J 
rzędu s, jpf:\.1, •• • ,N, 

N-wymiarowego wektora losowego [x1 , ••• ,xN] • 

js (1 ·N) X dG X , • • • ,X • 
-oo 

~eśli 9(u1 , •••, uN) jest funkcję charakterystyc;znę 
miarowego wektor a losowego [ x1 , ••• , xN) i istnieje 
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czony 110111en t 
j 1' • • • • j 

11 s rzędu t , to zachodzi równość 

j 1' ••• ,j - · • • • '1 

przy czy. pochodna c zostkowa występuj ęca we wzorze / 4.2/ is-
t n i eje i jest funkcjo ćięgłę . 

Jeżeli funkcja charakterystyczna e (u1 , ••• , uN ) N- wy•i e-
rowego wekt or a loeowego (x1 , •• • , xN] jes t funkcj ę anal i -
tyczno, t o eotna jO przedstawić w post aci 

/ 4 .3/ 
H j j L m 1 , • •• , a 

j 1 ' • • • ,j s· 1 

Le111t 3.1. 

Je'ż:eli \ ix, i ~ N) j e st t a kim ogran iczonyaa c ięg iell liczb 
rzeczywistych , te dla każdego t ( N i s tnie je gronica 

n 
/4.4/ u.~ L. {ix ) s lla 

n .. .., i•1 

tl'\ ~s •nieje granica 
n 

/ tl.S/ 11111 *L ex p 'i ( ix ) 
n .. .., i • 1 

i zachodzi rówmość 
n ... 

/4 .6/ lio ! I: ex p t{ix ) •1+ L~ • n n•oo a i •1 s • 1 
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IVys ts rczy wykazać, te 
n 

1\ \i~L:~ 
n > N

0 
8• 1 1 • 1 

/11/ 

U s tal my [ > O • Wówczas 

/b/ 

/c/ 

l'lówczas dla n ) N
0 

• 

< E. • • 
nl • 2n

1 

Twierdzenie 3.1 . 

-. 8 

\< 

~· ST •. 

Jeżeli [ x1 , • • • , XN] je s t N- wy•ier owym wek to re• loeowy• 
orazi~tnieje og~an1czonycięg (( 1x!, ... , ix~) .• 1<1N)~ 
E J [ X , • • • , X ) , to dle dowolnych j 1, . . . , j 1 

e; tl, ... , Nj 
e ~IN istnieje średnie 

J1 jll) [ 1 N] <X , •• • , X ne J X , •• • , X i z achodzi równość 
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/4.7/ 

j j 
gdzie • 1 ••••• 6 jest momentem s-tego rzędu wektora loso-
wego [ x1 , • • • ,XN] • Ponadto funkcje cha rek tery s tyczna tego 
wektora daje się przedstawić w postaci /4.3/. 

Z założeń wynika, że każdy element zbioru 
jest ciQgielll e greniczonym. Niech (( 1x~, ••• 
~ J [ x1, , , • ,XN) • Granice 
/a/ 

"" "" 

J j 
x 1 •••• ·x 9 • 

N . n ć(xk - xk) dx1 dxN ) ~ j J g(x1, • • • , xN) i o . . . . . .. X 1 . • • • • X 8 

k•1 -oo -oo 
ao 40 

·dx1 , ••• , dxN • ~ . . . ~ X 
j1 

X 
js dG(x1 , ••• , xN) _.., -oo 

dowodzi istnienia średniej ( xj 1 • ••• ·x35 > na JLX1 , ••• ,xN] 
i równości /4.7/. Dalej korzystajęcz niezależności definicji 
funkcji charakterystycznej od wyboru cięgu realizacji danego 
\'Wektora losowego zauważmy, że 

n N 

/b/ a(u1 , N ) 1 'L: i-L k xk ... ,u • li• ;; ex p u i o n .. ." i • 1 k• 1 

i E IN ) jest ograniczonym cięgiem 

liczb rzeczywistych or az 

/c/ 
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j j 
u 1 . • • . · u s 

j j 
u 1 • •• • • u s 

więc korzystając z /4 .7/ i lema tu 3 .1 /równość / 4. 6// uzys ku-
jemy 

/d/ ( 1 N) Su, •• . , u c l 

Definicje 4.2 . 
jl • • • • ,j ( 1 

Ko relacjami k s rzędu s, j € łt, . .. ,N , pct, ••• ,s; 
N- wymiarowego wektora losowego [ x 1 ••• ~.xNJ nazywamy symetry-
czne w spó łczynniki prze dstawi enia f unkc ji charakterystycznej 
tego wektor a losowego w postaci 

W pracy [ 4] podano zwięzk i pomiędzy korelacjami i mo-
men tem~ N- wymiarowego wektor a losowe go. Zależność korelacji od 
momentów ustala wzór 

/4 .9/ 
s ( \n+ 1 
~ - 1 1 n 
net 

L 
~ .. , ... ,$""" ~A 
8' • .. .. . . 6"'f\. $ 
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gdzie 

/4.9a/ 

oznac za syma tryzację 

j 6'1+ •• • + 6' 1 + 1 , ••• , j 8 
• k n -

d 

j 1 • • • • , j 
' znacza syma tryzacj ~ K 5

, 

Oe firo :!.c Ja 4.3 , 

Quas1mornen tar.1i 
j 1 ' ••• ,j 

b s rzędu s , j p e: l1• .. • , N} 

p .. 1 • ••• • s ; N- wymiarowege wekt ora lo soweg~ ( x1, .. • , xN ] 
nRzyw~ rny syma t- (czne ws pó łczynniki spełn laj ęce zoletnoś6 

/ 4 . 11/ 

j • • . •• , j 
b .L s 

W pracy /4/ wypr owadzono nas tępuj ąca zwi ązk i pomię dzy kore-
lacjami i quasimo~ent3miz 
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/4 .12/ 

/4.13/ 

gdzie 

/4.13a/ 

§ 5 . T y p a 

Definicja 5 .1. 

22 

wektorów l o s o w y c h • 

1'/ektorem ciągłym nazywamy taki N-wymiarowy wektor lo sowy, któ-
rego gęsto6t jest dystrybucję regula rną. Wektorem dyskretnym 
nazywar.~y t aki N- wymiarowy wektor losowy, którego zbi'ór istot-
nych realizacji nie posiada punktu skupienia, Wektorem zdet~r­
minowanym nazywamy t aki N- wymiarowy wek tor losowy, którego 
zbiór istotnych realizacji jest jednoelementowy, 

Lemat 5 . 1. 

Jezeli (x 1 , •• ,xN] jest N- wymiarowym B-wektorem losowyo o 
dystrybuancie G(x~, ••• ,xN ) ciągłej , t o każdy jego ciąg reali-
zacji j est PN - podstawowy, 
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~ 
OznacZJIIy 

jaj 

Zadaj•y dowolne f.)O • Dla każdego k E. t1, • •• ,Nl istnie-
je taki cię g \ X~' • • • 'X~ ) . mk e. IN . że 

k 

/b/ -co . k .:; k ~ ~ xk • + 00 X o x1 . .. Gik l 

G(+ oo , ••• ,+ 00 ' + 00 , ... ,+oo} .-. 

• G(+ oo , •• . ,+ oo , x~,+ co , ... , + oo) < E-j2N 

Ustalmy teraz 
ik, że 

( 1 N\ N 
~ , ••• ,x ) € R • Znajdę si~ wówczas takie 

/c/ 

StQd 

/d/ G(xi
1

, •• • ,x~ )~ G(x1 , ••• ,xN) ~ G(xi
1

• 1 , • • • ,x~N+l) 

oraz 

/e/ Gn(x~l • • • • ,x~N)~ Gn(x1, ••• ,xN) ~Gn(xi1+1''' ' 'x~N+1)• 

Dtllej 
N 

/f/ G(xi
1

• 1 , ••• ,~~N+l)- G(x!
1

, • •• , x~N)~ 2: G(+ oo • •• • 
k•l 

k ••• ,+oo ,x ik+l• +co , . •• ,+co) - c(+ oo , • •• , + OO k , x 1 ,+oo • • • 
k 

•• • ,+oo) <N E-;2 • 
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Dla kazdego punkt u ( xi , • • • , x~ l , ik e: {o,1, . .. , mk l, 
1 N 1 j 

kc1, • •• ,N 

/g/ Hm Gn( xi , •• • , x~ ) .. G( x~1 , •• • , x~N) • 
n~oo 1 N 

?unktów ( x~ , • •• ,xNi ) i "~O 1 m l k 1 N jest 
1.1 N • k .;;. l ' ' • • •,. ki ' =r '• • •' 

skończona ilość, zatem istnieje tak ie re IN , że dla n ;> r 
j ednocze śnie dla wszystkich punktów spełnione sę nieróvmości 

Ponieważ 

/1/ - ( 1 N) ( 1 N) < Gn \ x , .. . ,x - G\x , • •• ,x -... 

\ 

oraz 

/j/ ( 1 N) (1 N) .::: Gx , • • • ,x -Gnx , • • • ,x -

~ G( xi
1
+l' • • .,x~N+l ) - Gn (xi

1
, • • • ,x~J ~ G( xi

1
, • •• ,x~J + 

+ E.;2 - GJx~ 1 , • •• , x~J~ \ G( xi
1

, • • • , x~J - G n ( xi
1

, • • • ,x~J ]· 
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więc 

/ k/ l GJx1 , •• • ,xN) - G~1 , • • • ,xN)\ < f; 
dla n / r , c o kończy dowód . 

}wierdzenie 5 . 1. 

J ete l i G(x1 , • • • , xN) jest dyst rybuan tę s-wek t o ra ciągłego 
[x1, • • ,,xNJ 8 i f>-wektora ciągłego [ x1, • •• ,xN )P, t o 

/5 . 1/ 

Do1vJd, 

Zawi e r anie 

/a/ 

IY) nika z wn i e sku 2 .2. Inkl uzj a odwrotna wyni ka "prc. st z l ema t" 
4 , 1 . 

Twierdzne 5 . 2 . 

Dystrybuant31 gęs tośc1 1 funckja charak terystyczna odpow~odnio 

• r;{x1 , • •• , ./ •) , g (x1 , . .. , xN) , e(u1 , •• • , uN ) wek tora 'dysk r etne go 
~ojv następuj Qc~ p~ ~ tacie t 

1 N Y , • • • ,y 

·L 
( 1 N\. 
Y • • • • , y ,M R. 
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Dowód. 

z definicji wektora dyskretnego wynika, że 

/al 

nie posiada punktó~ skupienia, zatem dystrybucja g(x1 , ••• ,xN) 
jest kombinację liniowę dystrybucji d- Oiraca i jej pochod-
nych. IYykorzystujęc fakt, że jako gęstośĆ' jest one pochodną 
dystrybucyjną funkcji lokalnie całkowalnej otrzymujemy /5.3/. 
1'/zory /5.2/ i /5.4/ wynikaję odpowiednio z własności /2/ gęs­
tości 1 /3/ funkcji charakterystycznej. 
Z twierdzenia 5.2 otrzymujemy następujęcy wniosek. 

Wniosek 5 .1. 

Dystrybuanta G(x1 , ••• ,xN ) , gęstość g(x1 , •• • ,xN), funkcja 
charakterystyczna a (u 1

4 .. .,uN ) wektora zdeterminowanego ma-
ję odpowiednio postacie: 

/5.5/ 

/5.6/ 

/5.7/ 

gdzie 

/5.8/ 

N 

G(x1 •••• ,xN ) • n H(xk-l) 1 

k•1 

N 

g(x1 , ••• ,xN) • n ó(xk- l) 
1 

k"'i 

N 

a(u1 , ••• ,uN ) c n exp 1 uk/ 
ka1 

Wniosek 5 . 2 . 

N-wymiarowy wektor losowy jest wektorem zdeterminowanym wtedy 1 
i tylko wtedy, gdy wszystkie korelacje rzędu s , s > 1 , sę 

równe zeru. 
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Definicja 5 . 2 . 

Wektora• noraalnym /guasaowakia/ nazywamy teki N-wyaiarowy 
wektor losowy , którego wszystkie korelacje rzodu s, a ) 2, 
ao równe zeru. 
Odnotujmy , że funkcja charakterystyczna e (u1 , ••• ,uN) i gęs­
tość g(x1 , • •• ,xN ) wektora noraalnego wyrażają sit odpowied-
nio "zerami t 

/5.9/ 
N 

e (u1 , .•• ,uN). expti-2': ~u1 

1•1 

1 - 2 

11,12 
gdzie K oznacza .macierz korelacji rzędu 2, a k_1 ele-
menty mac ierry odwrotne j K • 

w pracy [ 41 wyrażono gęsaść gJx1 , ••• ,xN) dość szero-
kiejklasy wektorów losowych ( x1 , ... ,x], których funkcje 
cheraktarystycz e daję się przedstawić w postac i /4.3/ oraz 
dla kt6 r ycn s~e reg wystopujęcy po prawej stronie wzoru /4.11/ 
ja6t zeiażny w przestrzeni N-wymiarowych dystrybucji tempero-
' TJ-ych: •.ł P41łJ t~ C l. 

/3.11/ 

s 
j1 .... ,j -a -( 1 N) 

b S j j 9 X '• • • ,X ł 
. Ox l . .. dxO 

( ) 
jl, ... , js 

gdzie g xl,,,,,xN dana jest wzorem /5.10/ , e b sę 
quesimomen tymi rzędu s wektora losowego ( x1 , • •• ,xN]. 
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'§ 6 • Z d a r z e n ~ e 
b i e ń s t w o • 

1 p r e w d o p o d o -

Pro babil~stykę uwa:ta s ię wcię:t za dyscyplinę młodą, cho-
ciażby ze względu na coraz to nowe spojrzen~a na fundame nt alne 
pojęcia t e j teorii - zdarzenie i prawdopodobieńst~ro. 

Naj częściej prze - z zdarzen~e rozu~ie się odpowiedni podzbiór 
przestrzeni zdarzeń elementarnych, a od rodziny wszystkich 
zdarzeń żęda si ę by stanowiła S - ciało. W innych ujęciach 
/ Logical Probabilityj zda rzeniem jest pewne zdanie, a rodzina 
zda rzeń 6' - algebrę Boole ' a . Obok prawdopodobieństwa iloścl.o­
wego /Quantitatiive Probabilityj ro zważa się t eż porównawcze 
/con parative Probabilityj i subiektywne /Subjective Prob~bi-
li ty/ [ 8). Naj_częściej j ednak pra1 do podobieństwo jest przeli-
czalnie addytywną miarę unormowaną określonę na pewnym 6" -cie-
le / Kolmogorowa Calculus/ . Niemniej sam Ko łmogorow zdaj e s obie 
s tprawę z tego, i z •Elementy 6" - ciała są po prostu ideali-
zację zda rzeń rzeczywistych i w e taczajęcym świecie nic im nie 
odpowiada• (12] , natomiast postulowana w aksjomatyce pr.,.eli-
czelne a ddytywnosć nie jest uzasadniona charaktore~ zd~ rzeń 
rzeczywistych l ecz tylko wygodnę matematyczną konwencję (a]. 

Prezentowana w niniejszej pracy konstrukcja prawdopodo-
bJ.eńs twa jes t zgodna z Jego empirycznym odpowJ.ednikiem - f r ek· 
wencJę, s tęd te ż konieczna j est rezygnacja z pewnych kon encji. 
Obecnie podamy def ~nicję zoarzenia 1 prawdopodobień~twa zda-
rzen1a wyznaczonego przez ustalony wektor losowy. 

Niech [ x1 , • •.• ,XN] 

losowy, a [ xl, ••• ,xN]P taki P- wektor losowy, :te 
r 1 N J C. , X , • • • ,X • 

oznacza dowolny N-wymiarowy V'lektor 

[x1 , ••• ,xi, 

DefinicJa 6 .1. 

Zdarzeniem wyznaczonym przez N- wymiarowy wektor l osowy 
. l N) N LX , ••• ,X nazywamy taki poezbiór Z przestrzeni ~ , dla 
które go is~nieje średnia < ~ z(x1 , ••• ,XN)) na :J[x1 , •• • ,XN~ 
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Prawdopodobieńs twem y 1 N] (z ) zda;-z.enia 
LX , ••• , X 

- l N) nego·przez wektor loso~~ lx , . .. , X nazywamy 
~ fJ z( x1 , ••• ,xN ) ) na J(x1, ••• ,xN] P 

Z wyznacza-

ś renią 

Uwaaa 6.1 . 

Jeżeli [x1 •• • ,XN] będzie us talonyr.~ N-wymia rowym we k torem 
lC'sowym , t o będziemy mówić k rótko: Zda r zen i e Z oraz P (z ) 
zamias t ~. 1 N] (z ). f: odzinę wszystkich zdarzeń wy zne-

LX , •• • , X 
czonych przez wek t or losowy [x1 •••• ,xN] oznaczać będziemy 
orzez z (x1, •• • ,xN ) lub krt óko przez Z, gdy wek tor 
[x1, ••• ,xN J będzie ustalony. 

T>~ierdzenie 6 .1. 

Je ze li [ x1 ,. • • , XN] jest N -wy111ia rowym we k torem losowym, to 
~~ió r zdarzeń Z i prawdopodobieństwo P mają następujące 

);ła ... .... ości : 

/1/ 

/ 2/ 

/3/ 

/4. ' 

/5/ 

/6/ 

17/ 

/8/ 

Z ;l ~ . {6 E. z ' P(~) = 0, 
ż E z. ::!) o~ P( Z) !: 1 . 
z E z =<') z' E: z. ' P(z') .. 1 - P(z ), 
R J E. z. . P(lRN ) " 1 . 
z E. z => P(Zi a P(z " R ) ' 

z " R . ~ ><>) z E: z. (z ) = o . 
il c z .::> z E z. • Pl.Z) "' 1 • 
.... l, • .• ,zg e: Z., z k (\ z l 

m 
• l., • • • ,m -> Uzl E. z • 

l :o l 

= ~ • k ;l l • k,l ~ 

n; ' "' 
P ( ~) P zl) ., 2: ? (Z l ) , 

l Ll 1: 1 

/9/ z1 ,z2 €. z , z1 c z2 =7 ~--.. z1 e z., P (z1 ) ~P (z2 ) , 

P(z2 ' z1) P(z2)- P(z1) 
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/ 10/ z2 e: z • P(z2 ) • o , z1 c z2 :s? z1 e: z , 

P( z1) • o , 
/11/ z1 1'\ z2 e: z => z1 v Zz e: z , 

z2 ) .. P(z1 ) + P( z2 ) - P(z1 A z2 ) , 

/12/ z 1 ,ZzEZ , P(Zz ) •1 =>Z1 A Z2 e:z 

P(z1 "Zz ) • P(z1) . 

~ 

/1/ wyni ka z faktu , 11 lJ f6 (y) • O , y €. IRN , D / 2/ z 
tego, t e O ~ ~ z ( y) ~ 1, dl a y e: IRN , i dowol nego 
zbioru Z C. IRN • Ole dowodu / 3 / zauwa:tmy , t e ił z ( y) • 
• 1- 1J z(y) , y e IRN • Dalejkorzys tajęc z /1.10/ , /1 .11/ 
i /1 . 12/ otrzymuj e si~ / 3/. /4/ jest konsekwencję /1/ 1 /3/ . 
W e olu spr awdzenia / 5/ , /6/ i / 7 l wys tarczy zeuv1s:tyć, t e 

/fi/ ~ z(i x1, ...• 1xN ) .. ~z" R (1x1, . . .. 1xN ) l 

/b/ 1l R (ixl, ... , i xN} • 1 

{ 1 N) dl a dowolnej iso:ne j realizacji 1x , ••• ,1x wektora l os.-
wego [x1 , • • • ,xN) . /8/ wy~ ike z fakt u, 1ż przy założeniach /8/ 
'llamy 

/c/ 

ora z z / 1. 11/ i / 1 . 12/. Ola pa kazen i e /9/ zauważmy , że 

więc można zas tosować /8/ . Druga własność podana w punkcie /9' 
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oraz własność /10/ wynikaję z nierówności 

jej . 

prawdziwej przy założeniach /9/ i /10/ . Własności /11/ dowodzi 
się korzystejęc z /9/ i /8/. Dla dowodu /12/ pr zeds t awmy 
z1 f\ z 2 w postaci (Z~ V Z~)' i i zauważmy 1 że z1 " 1 z; e: Z 
oraz że P (z2 )• o , więc z~ f'l Z~ e. Z na podstawie /10/. 
Korzystej ęc z /11/ otrzyraujemy, że Z~ V Z~ € Z • Stęll 
i z /3/ uzyskujemy, że z 1 r. z2 E. Z • Da l ej korzystajęc 
z /11/, /9/ i /3/ obliczmy P(z1 f'l z 2 ) .. P((z~ v z;)')• 1 -
- P(z~ V~) • 1- P (z~ ) - P(Z~) + P(z~ f\ z;) • p(z1) • P(z2) 

/f/ 
a to kończy dowód. 

Twierdzen1e 6.2. 

~eżeli (x1., ••• ,XN] jes t N-wym1arowym wektorem l o sowym o dys-
trybuan~1e G{x1, ••• ,xN) ,Na (a~ , •• • ,a~) ElRN dla j E. {0,1}, 

to X(- oo, a~), X(a~, a~), t(a;, • • • , a~)}n ależę do 
k• i k•1 

1: o raz zachodzę równości 

/6.1/ 

/6 . 3/ 
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przy czym k '\, + o dla rk .. O 
/6.3a/ ak k • 1 . .. .. ,N t r k k dla rk ., 1 a o ł 

Ola wykazanie 1 s tnienie średn i~j 

< ~ N 
(x1 , • •• ,xN ) > 

x(- ~ . ak \ 
o 

/a/ 

k• 1 
• 

n s :J [xt, •.• ,xN]P zat•ważmy , że 

N 

~ 
1 N 

~ H(ek k 
N l X , • • • ,X . • X / • 

l 

X (- oo ak l k .. 1 
o 

/b/ 

k=l 

Zate:m ns podstawie twi erdze.nie 2 . 1. i deftn.l..cj .!. dystrvbue;nty 
otrzyrnujMy istni'!nie śr·edniej /o/ i rćwność /6 . 1../. 
Równość /6.2/ ; l.s tnie nl.e odpowiednie j średr.ieJ wynikv z / 1 .11/ 
i /l .12/ orsz r óllf101cj 

/C/ XK - }i a. ' ) (' . 
. 1 
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Oowód równości /6.3/ jest anal5giczny do dowodu równo~ci /6.2/ 
z tym, że obow14zuje tu oznaczenie /6.3a/, a is tnienie śred-
niej 

s~ zagwaran towane przez jednostajnę zbieżność cięgu /2 . 1/ . 

T~erdzenie 6 . 3/ 

:Jeżeli 

to 

r 1 N J l X , • ••• X jest N-wymierow~• wektor em dyskretnym, 

/1/ (y1, ••• ,yN)€ R ->~(y1, • • • ,yN)} e 2 , p({(y1, •• • ,l)J) .. 
• p 1 N 

Y '• • • ,y 

m 
-> z €. 2:. , P(z) • L p 

1•1 
1 N Yl • ••• ,yl • 

/3/ ZE:Z. , P(z) • 1 =;> R C. Z • 

~ 

/ 1/ wynika z r ównotci /6.3/ i /6.2/ . 1'/łaGność /2/ wynika z 
punktów /5/ i /8/ twie r dzenia 6 .1 i punk tu /1/ t wie r dzenia 
6 .3. Ola o owo d u i e 'pros t własności /3/ przypuśćmy , że istnl.e -
jQ takie ( y 1 , ••• , yN) € R i z E. 2: , dla których 

ja/ t (y1 , • •• ,yN )} <j:. Z , P( Z) •1 

e r az 
p 1 N )' O (y , ••• , y ) /b/ 
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Zatem na podstawie punktu jSj twierdzenia 6.1. mamy 

co jest sprzeczne z punktem j2j twie rdzenia 6.1. 

Lemat 6.1. 

~eżeli [ x 1 , ••• ,xN ] jest N-wymiarowym wektorem losowym, 
a z €: Z takim zdarzeniem, że P (z ) /' O , to każdy 
ciąg

0 

(( ix1 , •• • , 1xN), i c. IN ) E: J [x1~ ••• ,~N]P zawiera 
podciąg (( i x1 , • • • , i XN ) , j € · IN) o własności 

j j 

j6.4j j E: lN • 

~ 

Z.ałóżmy, że istnie je ciąg (( ix1 , ••• ,ixN), i€ lN ) E: 
E J [x1 , • • • ,xN]p zawie rający co najwyżej skończonę ilość 

wyrazów należących do Z
0 

Wówczas 

jaj lim1 n n-.a> 

co sprzeczne jest z za łożeniem, że 

Uwaga 6 . 2 . 

~eżeli [ x 1 , ••• ,xN] jest N-wy11iarowym ; ,ektorem losowym, 
to prawdopodo bieństwo zdarzeń wyznaczonyc h przez ten wektor 
jest określone w szczególności na elementach ciała ~o 
uożonego ze skończonych sum przedziałów lewostronn i e domknię-

tych, prawostronnie ot wa rtych i jest na t ym ciele funkcją 
nieujemną , przeliczalnie addytywną i unormowaną. 

Można ją zatem, na podstawie twierdzenia o rozszerzan iu miar, 
rozszerzyć w sposób jednoznaczny do miar przeliczaln ie addy-
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tywnej i unormowanej określonej na 
lowsk~ch w przestrzeni IRN • 

~ - ciele zbiorów bore-

§ 7. P r a w d o p o d o b i e ń s t w o w a r u n k o w e 

i n i e z a l e ż n o ś ć z d a r z e ń 

Niech (x1 , ••• ,xN] będzie N-wymiarowym wektorem losowym, 
a [x1 , ••• ,xN]p takim P-wektorem losowym, że [x1 , ••• ,xN]pc 

c [x1 , ••• ,xN } 1z 0 eZ [x1 , ••• ,xN] takim zdarzeniem wyznaczonym 

praaz ten wektor, że P [xi, ••• ,>.Niz0 ) / O • 

Definicja 7.1. 

Zdarzeniem wyznaczonym przez N- wymiarowy wektor losowy [x~ •• ~] 
względem zdarzenia Z nazywamy taki podzbiór Z przestrze-. 
ni IRN , dla którego ~stnieje średnia warunkowa(~ z(x1 , ••• ,X~ 
z ) względem z n e J [x1 , ••• ,xN]p • Prawdopodobieństwem 

O O [ 1 N] zda rzenia Z wyznaczonego przez wektor losowy X , ••• ,X 
względe111 zdarzenia Z0 Pr .. i N]( Z \ Z0 ) nazywny średni Q 

~ . . .. . x 
warunkowę ( ~ z (x 1 , ... ,XN) \ze j na J [x1 , ••• ,xN]p • 

Uwaga 7.1. 

Jeżeli [x1 , ••• ,XN] będzie ustalonym N- wymiarowym wektorem lo-
sowym , to będziemy często mówić krótko zdarzenie Z względem 
Z0 opuszczajęc sformułowanie "wyznaczone przez N-wymiarowy 
wektor losowy [x1 .... ,xN]. oraz pisać krótko P(z \z

0
) zamiast 

Pr. 1 NJ(z l Z0 ) • Rodzinę wszystkie~ zdarzeń wyznaczonych 
t}< '• • • ,X .. 

przez wektor (x1 , ••• ,xN] względem zdarzenia 
będziemy Z ( X1 , •., ,XN l Z

0 
) lub krtóko p r zez 

tor l x 1 , ••• ,XN] będzie us t alony. 

Wniosek 7. 1 . 

Z
0 

oznaczać 

Z l Z
0

, gdy wek-

Jeżeli ( x1 , ... ,XN] jest N-wymiarowym wek torem losowym Z
0 

E Z 
P ( Z0 ) / O o raz Z 1:: Z \ Z

0
, to dla dowolnego cięgu 
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/7.1/ P (z \ Z0) .. ( ~ z (x1, ••• ,xN) l z0) .. 
n (z ) 

n (ło} ~p ił z (ij(zo) xl,. •• ,ifo)xN). • l im 
n~ao 

Istotnie r6woo ść /7 . 1/ z a chodzi n a podstawie de finicji 7 . 1 
1 równości /..1.8/ , przy czym wa r anok P(z0) )>O 911arantu je 
zgodnie z l e ma te m 6 . 1 sensowność r ozpa try wania średniej wa-
r unkowe j ( 1J z (x1 , ••• , xN) l Z

0 
) na J [x1 , • •• , xN}p względe l\l 

z o 

Korzys tając z wniosku 1.1 1 punk tu /12/ t iYierdzenia 6.1 
łatwo uzy s kuji s ię wniosek . 

\'/n iosek 7 .2. 

Jeżeli [x1 , • • • ,XN ] _j e st N--wymiarowym wektore 111 losowym, 
Z

0 
e Z. , P (z 

0
) '? o , t o 

/l/ 
, P(z .... z ) 

, P(z lzl .. P("')c, o .1.0 

/ 2/ z Ę z E Z\z
0

, P(z \ z0) .. P(z) . 

Analogiczn i e jak dowody twierdzeń &. 1 i 6 . 2 p rzebiega cer .. 
wód na s tępującego t wierdzcn i s . 

Twierdzen lo 7 , 1 . 

J e :że li L x1 ' • • • ,XN j jest 
P\Z '."? O 

l c l 
t. i~ńs two P ( • \ Z

0 
) /!leję 

tl - wymiar owym I'Jek torem losov'Yrn, 
, t o z biór Z \ Z.

0 
1 pr.lwdopc ::!o-

następuJęco w łasności : · 

/1/ Z\ Z0 "l~ , ~ E Z.\ Z0 , P(9l\Z0 ) • O, 

/ 2/ z € z\ z o => o ~ p (z l z o ) ~ 1 • 
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131 z E: z.\ Z
0 
~ z~ e Z\z

0 
, P(z'\z

0
) .. 1 - P(z l z

0
), 

l 41 iRN € Z l Z
0 

, P ( IRN l Z
0 

) "" 1 , 

151 z e z \ z0 ='? P(z \ z
0
)" P(z" R ,., Z0 \ z0 ), 

IBI z " R 1"\ Z
0 

• p! => z e 'Z \ Z
0 

, P (z l Z
0

) ., o , 

171 R " z0 c z => z e Z \ z
0 

, P ( z l Z0 ) • 1 , 

177 Z
0 

e: z\ Z0 , P (z. l z0 ) • 1 , 

IBI z1, ••. ,zm E Z\z0 , zk " z1 •li', k; 1, k,l,.,1 , .•• ,m 
m m m 

~ U 21 E. 'Z\ zo • P (U zl l zo ) .. 2: P (, l zo) ' 
1.,1 lal 1•1 

191 z1 ,z2 € ZI Z0 , z1 c~ =;:> ~ ...... z1 E Z\ z0 , P(~'z1 j z0)• 

• P(z2 \ Z0 ) - P(z1 l Z0 ) , P(z1 l zo) ~ P(z2 l Z0 ) , 

1101 z2 t:. z l Z
0 

, P( z2 l Z0
) .. o , z1 c Zz =;> 

=9 z1 E. Z l Z0 , P ( z1 l z0 ) .. o , 

1111 z1,7"""2,z1 n ~e: Z \z0 => z1 u~ e: ~ \Z0 , P(z1uz2\ zo) "' 

• P(z1\z0 ) + P(z2 \ z0 )- P(z1 ,., z2 j Z0 ) , 

112.1 z1,z2 t:.z.j·z0 , P(Zz lZuJ "1 ::;>z1 "z2 e: z lz0 , 

P(z1 f\ zzl zo ) • P(z1\ zo ) • 
113/ jeżeli ( a~, • • • ,a~ ) , (b~, • • • ,b~ ) e: JRN , j "0,1, to 

N k ) N k k f( 1 N 1/ keżde ze zdarzeń X·(-oo , a 0 , X [a1 ,a0 ), l a 0 , ••• ,a0 )Jj est 
k•l k .. l 
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zderzeniem wzgltdea ka~dego ze zderzeń x (-00. b~). x [b~ .b~ ). Hb!·· · ··b~ n . 
k•1 k•1 

przy załoteniu 

te te ostatnie mają dodatnie prawdopodobieństwo. 

Twierdzenie 7.2. 

;Je~eli [x1 , • •• ,xN ] j est N-wymisro~ wektorem losowym, 
a A, Bk, A " Bk €. Z , k•1, • •• ,11, Bk A Bl • f6 , k ,1•1, ••• 

m 
• •• ,111 oraz P (ek))o, k•1 , •••• , .z:=P(ek) •1,k~l, 

kei 

to zachodzi /wzór na prawdopodobieństwo całkowite/ 
III 

/7 . 2/ P(A) • L P(A l Bk) P(ak) • 

Dowód moźna przeprowadziĆ korzystajęc z własności podanych 
w twierdzeniu 7.1 i z wniosku 1.4. 

Wniosek 7.::3 . 

( 
N, 

;Jezeli x1 , ••• ,X J jes t N-wymiarowym wektorem losowym dys-
kretnym, e(/, •••• /) €: R i Z c. IRN, to ZtZ\\(y1 , •• ,/ij 
oraz P(z\l(i .... ,/)j)·~z(l .... ,yN). /7.3/ 

Istotnie, zauwatmy, te P({{y1 , ••• ,yN )J) l O , Wite sensowne 
jas r rozpa trywanie średniej wa runkowej 
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Q!Linicla 7.2, 

Zdar4eniam1 niezależnymi nazywamy takie zdarzenia z~, ••• z 
wyzneczono przez N-wymiarowy wektor l osowy [x1 , • •• ,x ], żem 

dla wszystkich 

Twierdzenie 7.3. 

Jeżeli [ x1, ••• ,XN] jest N--wymiarowy11 -ktore11 losowy11, 
a z1 , ~ E: Z , to zachodzę nsettpuj ęce iraplikacjł!: 

/1/ z1' ~ 

z~. z' 2 

/2/ 

- zdarzenia niezależne ~ z~. ~ - zdarza-
nie niezależne, 

- zdarzenia niezależne; 

• 1 ~ z1, z2- zdarzenia niezależ­
ne 1 1, 

/3/ z1 , ~ - zdarzenie niezależne, P (z1 v ~ ) • 1 ='7 

~ P(z1) • 1 v P (~ ) •1 • 
Dowód. 

Ols dowodu /1/ zauweż11y, że na podstawie punktu /i1/ i /13/ 
twierdzenia 6.1, i założenie z 1 A z2 e Z 

/b/ P(z11"\~)· 1- P(z1) - P(z2)+P(z1)•P (z2) • 
• (1 - P(z1))(t- P (~)) • P (z~) · P(Z-2)• 
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Ola dowodu dr ugiej cz~ści /1/ zauważmy, te na podstawie zało­
żenia z1 A z2 ~ Z i punk tu /9/ tWierdzenia 6 o1 

fel z~ " z2 .. z2 '(z1 ,... ~) e Z 

/ d/ P(z~" z2) .. P(~)- P(z1) • P(z2) • P(z~) • P(~ ) . 

Punkt /2/ wynika bezpośrednio z punktów /10/ i /12/ twierdze-
ni a 6 . 1. Punkt /3/ jest konsekwencję punktu /1/ gdyż 

Nas!ępujęcy wniosek łatwo wynika z punktu /1/ wni os ku 7 . 2. 

IVniosek 7,3 . · 

Jeżeli ( x1 , •. •• ~ ] jest N-wy111iarowym wektorem losowy11, 
z, Z

0 
~ Z P (z

0 
) ) o , to 

/1/ Z,Zc - zdarzenia n iezależne <-> Z " Z0 4i: Z /\ P( Z l Z0 ) • 

§ 8 . 

.. P( z ) . 

N i e z a l e ż n o ś Ć 

l o s o w y c h • 

Lemat 8.1 . 

Zauważmy, że 

w e k t • r 6 w 
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pr zy czym 

/b/ 1•1 , ••• , N • 

Cięg 

/ej (~ t rl 
1• 1 k•l 

n ~ IN ) 

j e st jednostajnie zbietny na ~m • Grani ce cięgów pos t ac i 
jaj skonstruowanych dla dowolnych cięgów z J [ x1 , • • • , xN] P 

są identyc zne 1 równe G(y1 , • •• ,yN) • Nie t r udno zauważyć, że 
jeśli {x1 , • •• ,xN)e R[x1 , ••• ,xN] , to ( xh, •• • xl m) e 

[ j 1 jlll J €: R X , • •• ,X • 

Nn - wymiarowy we ktor 

losowe [xi • · · · · X~ ] .. . 
l 

• • , [X~, ••• ,X~ ] wyznaczone przez wek to r losowy X oznaczmy 
n 

odpowiednl.O przez X1 , • • • .)Ć' • Wprowadźmy dals ze oznaczeni a : 

/8.1/ 
k ( k k ) U : • u1 , ••• ,uN : 

. k 

/ 8 . 2/ 

k k 
x1 , • • • ' xN €: IR 

k 

k k 
u 1' • • •• UN E IR 

k 

k=1, • •• , 
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N 
Ak l .. IR 1 • 

N 
• • • • iR n 

/8 .2a/ 

k•2. ••• • ,n-1; 

Zauwa żmy , że 

/8.3/ 
k N 

A C IR k k•1 •••• • n; 

oraz, że 

/8.4/ 

Definicjo 8 .1. 

1'/ek torami niezależnymi nazywamy takie wektory losowe X1 ' •• J('' 
że dowolne zdarzenia .A1 , ••• ,.A" wyznaczone przez wektor 
losowy X sę niezależne. 

Twierdzenie 8. 1. 

Każde z następujących zdań jest równoważne niezależności wek-
torów lo sowy ch X1 ' • • • ,)(' 

/1/ Px(Al., ••• ~A" ) .. px1 ~1) •, ,,'Pxn (A" )' 

/2/ 

/3/ 

dla dowolnych A1 , ••• , A" postaci /6.2/ 

G_x; (~ ' •. • ,xN) 

9)\ ~1 , • • .,J(N) 

G 1 (x 1) ' •••• ·G n(x n) , 
X X -

~1 (~1) ...... g.x" (.xn). 

Prosty dowód tego twierdzenia oplera się na definicji 
8 , 1 wzorze /6 . 1/ tl'lierdzenia 6.2 i zależnościach pomiędzy 

dyst rybuantą , gęstością i funkcję charak terystyczną wektora 
losowego, 
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Konsekwencję twierdzenia 8.1 je~t nastQpujęcy wniosek. 

Wniosek 8.1. 

Jeżeli x1 , ••• ~ są wektorami niezależnymi, a 
N 

w IR k, k•1, ••• ,n :to 

/8.5/ 

/8.6/ 

/8.7/ 

PX(s1 ~ •••• s"). PX1 (s1
)· ••• , PX"(s") , 

f){(clB1 • , • , • c l B") • P Xl (cls1) • , , , • P }(" (clBn) , 

~{(x1 , ••• ,x")!J· PX1 (ix1
}} ... ·P:xn(\x"l) 

W szczególności, korzystając jeszcze z twierdzeń 5.2 . i 6.3 
otrzymujemy kolejny wniosek. 

Wniosek 8.2. 

Jeżeli [x1, ..• ,xN] jest:N-wymiarowym wektorem losowym dys-
kretnym, to wektory losowe (x1] , •.• ,[xN] wyznaczone przez 
ten wektor są niezależne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-
nych ( y1 , • •• • l) € R (x1 , •• • ,XN] zachodzi wzór 

/B.B/ p 1 N • p 1· ••• •P N 
Y •••••Y Y Y 

§ 9. O d w z r o r o w a n i a d o p u s z c z a l n e • 

Niech f będzie rozszerzeniem funkcji typu ~N w 
~p do odwzorowania określonego na rodzinach ciągów punktów 
przestrzeni IRN zgodnie z wzorem /1 . 3/. 

Definicla 9 .1. 

Odwzorowaniem dopuszczalnym nazywamy takie odwzorowanie f , 
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że dla d~wolnego N-wymiarowego wektora losowego [ x1 t •• •txN]t 
[ 1 N] ' dla którego J X t•• • tx B zawie ra się w dziedzinie odwzo-

rowan ia f , istnieje taki p-wymiarowy wektor losowy [ v
1 

•• • vPl 
że 

/9 .1/ f ( J[x1 t • • • ,xN JB) c[v1 t••• tvP}B J 

gdzie [x1 , ••• txN }B t [v1 , ••• tvP]B oznacza1ą odpowiednio ta-
kie B-wektory losowe, że 

/9 . 2/ [ 1 N] C [ 1 N] X , ••• ,X X , ••• , X B 

/9 .3/ [ 1 Pl C f 1 P] Y , ••• ,Y lY , ••• ,Y B • 

Twierdzenie 9.1. 

Rozszerzenie f funkcji ciągłej typu ~N w mP do odwzor o-
wania określ onego na rodzinach cięgów punktów prze s t rzeni IRN 
zgodnie z wzorem /1 .3/ jest odwzorowaniem dopuszczalnym. 

~ 

Niech [x1 , • •• txNJ oznacza dowolny N--wymiarowy wektor loso-
wy, a [x1 , • •• txN] B t a ki B-wek tor losowy t że zachodzi dla 
nich /9.2/. Obliczmy dla dowolnego cięgu ((i x1 , •• • ,ixN) t i'=" l~ 
ć J [x\ . .. ,xN] 9 1 dowolnych u1 t•• •t uNe IR granicę 

n p 

/a/ Hm ~ L,exp ~L fr(ix1 t •• • t 1xN)ur 
n-.co i=1 r•1 

a ~i: j exp i ftr(x1, .. , txN)u' d(* t nH(xk-ixk))• 
-? N r•1 iu1 kttl 

IR 

r( 1 N) r ( 1 N) f X , • • • , X U dG X 1 • • •, X. J 
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przy czym G(x1 , • • • ,xN ) j est dys trybuantę wektora los owego 
[x1, ••• ,xN], a fr oznaczar- tę składowę funkcji f, 
r=1~·· · •P • Granica /a/ j est funkcję ciągłę zmiennych u1 , •• • 

••• ,uP • Is tetAi~ł zadajmy ~ , ~ > O • Niech Z oznacza 
taki skończony N-wymiarowy przedział , że 

/ b/ 

oraz niech 

Dale j 

\ J exp 
IRN 

r( 1 N) r ( 1 N) f X , • • • ,x U dG X , ••• ,x -

r( 1 N)-r ( 1 N) l / f X • • • • • X U d G \X 1 • • • "X .:!:::::: 

p 

~l J ( exp i L 
z r •1 

p 
r ( 1 N) r ~ r( 1 N)-r) f x , •• • ,x u - exp ~ ~f x , • •• ,x u 

oc1 

dG(x1, •• • ,xN)\• \ ) ( exp 

z' 

p 
""""' r{ 1 N ) r i ~f \ )( 1 • • • ,X U -

r•1 

"\L_ r( 1 N)- r \ ( 1 N) \ - exp !l. L,_, f \ X , • • • ,X U ) dG X , • • ,x 
1"21 

p 

f:: 21'-~,l u'·- lir l+ ~ · % ( c 
rr1 

/d/ 
gdy tylko p 

L \ur - ur\ ( ~4M /e/ 
r •1 
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Cię g 

/f/ 

jest zbieżny w każdym punkcie ( u 1 , • • • ,uN) do funkcji cięg­
łej wzorem jaj, co dowodzi, :te ciąg ((t1 ( i x1 , • • • , iXN) , • • • 

••• ,tP(ix 1 , ... ,ixN )) , i e IN) jest Bp-~odatawowyra, a każ­
de dwa ciąpi tego typu sę w realizacji Bp • 

Z twierdzenia 9.1 i definicj i 2.2 wynikajł wnioski . 

Wniosek 9.1. 

Rozszerzenie funkcji ht IRN- RN 

/9.4/ h \x1 , ... ,xN): c ( xp1 , ... ,xPN ) , 

gdzie (p1, ... , pN) jest permutację ciągu (1, .. . ,N) , zgodnit 
z wzorem /1.3/ j est odwzorowaniem dopuszczalnym, ~eteli 
[x1 , • •• ,xN] jeo t dowolnym N-wymiaro~1m wektorem lo sowym, to 
opracja (xp1 , ••• ,XPN ) wyznacza jednoznacznie wektor lo sowy 
(xP1 , ••• ,XPNJ , którego dystrybuanta, gęs tość i funkcja cnarak-
terystyczna sę odpo~~ednio równe G(xP1 , • •• ,xPN ), g(xp1 , •• x~~ 

( P1 PN) ( 1 N) ( 1 N) 9 u , .•• , u , przy czym G x , ••• ,x ~ g x , •• • , X , 
9 (u1 , • • • ,uN ) s Q odpowiednio dys trybuantQ , gęs tośc ią 1 funkcję 
charakterys tyczną wektora l osowego t x1 , ••• ,xN). 

Wniose k 9.2. 

Rozsze rzenie funkcji l 1 ~N ~ ~p 

/9.5/ 

a~, b~ E. IR , r ,. 1 , • •• , p ; k• 1, •• • ,N 

j e s t odwzo r owaniem dopuszczalnym . ~eteli [x1 , ... , xN } j est 
dowo lnym N- wymi arowym we kto rem l osowym, to operacja 



http://rcin.org.pl

47 

N ..... L aexk • bk) wyznacza jednoznacznie 
k•1 . k•1 N N 

p-wy111iarowy wek ter losowy l 'L:.S~xk • b~ ••••• 2::: aexk • bk ] • 
k•1 k•l N p 

którege funkcja charakterystyczna ma postać ( exp i. L '2:. 
( 

p p ) r r) "" r r ~ r r bk u • 9 ~ a1 u , ••• , L.... aN u , gdzie 
r•1 r•1 

k•1 r•1 
s(u1, •• • ,uN) jest 

funkcję charakterystyczną wektora losowego [x1 , ••• 1 xN] • 

Wniosek 9.3. 

Rozszerzenie fuRkcji R s IRN -r IRP , 1 ~ p ~ N , 

/9.6/ (. 1 p N) ( 1 P) ~\X , ••• ,X , ••• , x • X , ••• , X 

jest odwzorowaniem. Jeżoli (x1 , ••• ,xN] jest dowolnym N-wymia-
rowym wektorem losowym, to operacja (x1

1 ••• 1 xP) wyznacza 
j ednoznacznie p-wymiarowy woktor losowy (x1 , •• , 1 xP] , którego 
dystrybuanta, gęstość i funkcja charakterystyczna są odpowiod-

00 00 

nio r ówne G(x1 , ••• ,xP 1 + oo 1 •• • ,+ oo~ • •• J g (x1 , •• • ,xP , 
xp+l , • •• ,l(N ) dxP+l ••• dxN e(u1

1 •• ,,uP 101-::. 1 0) 1 gdzie 

G(x1
1 . ,, ,xN ) 1 g(x1 , •• • ,x"1

) 1 e(u1, ••• ,uN J sę edpowiodnio 
dystrybuantę 1 gęstością 1 funkcję cha rakterystyczną wektora 
losowego [ x1 

1 ••• 1xN] • 

§ 10. z b i e i n o ś ć w e k t o r ó w l o s o w y c h • 

Definicja 10.1. 

Cięg ([x~, •• • ,x~) 1 n e: IN) N-wymiarowych wsktorów losowych 
nazywamy zbieżnym do N-wymiarowego wektora losowego [x1

1 •• ,x~ 
jeżeli cięg odpowiednich funkcji cha r akterystycznych 
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(en(u~, ••• ,uN )
1

, n € ~N ) jest zb~e~ny do f unkcji charaktorys-
tycznej e (u •••• ,u ) wektora l osowego [ x 1 , ••• ,xN] • 
Lemat 10.1. 

Każdy okresowy ciQg ((ix1 , ••• ' iXN ) , .i E IN) jest cięgi.om 
PN-podstawowy~. Oystrybuanta N- wymiarowego wektara losowego 
tx 1 , • • • ,xN ] wyznaczone go przez ciog okr~sowy (~x1 , •••• 1xN) , 
i E: N) o okresie m jeot postaci 

oznacza dowolny ciąg okresowy 

o okresie m • Wówczas dla dowolnego n '- 1N jest 

jaj 

Zatem 
xk • 

n 

/b/ 

xk a 
n 

Dalej 

/ c/ 

xk , dla k•1, • •• ,N 
rn 

xk 
m dl a k•1, ••• ,N 

.! • pn r 
..!l 

m n na~ 

1 

i rn • o 

n N 
Ols dowodu jednostajne j 7bi eżncści cięgu ( ~ L n H ( )(k_il(.(). 

1•1 k•1 

n E N) do G( x1 , • • • ,xN ) dane j wzorem /10.1/ zadajmy E ) O 
j_ zauważmy, te 
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n N 
/d/ l* :z.::: n H(xk - iXk)- G(x1 , • • • ,xN) l• 

i•1 k•1 . 

rn ·-n 
( rn 
~ n• • • + 

gdy t ylke n / -\! 
Twierdzenie 10.1. 

.... 
~eżeli [ x1 , ••• ,xN] jest N-wymiarowym wektorem losowym, to 
istnieje ciQg ([v1 , ••• ,YN} , 111 e IN ) N-wymiarowych wekto-

11 
11 

( 1 N] rów dys kretnych zbieżnych do wektora losowego X , ••• ,X • 

~ 

Niech ( (1x1 , ••• 'iXN) , 1. e IN) bę~zie dowolnym ciągiem rea -
lizacji wektora l osowego [x1 , ••• , x ] , a m dowolno liczbą 
naturalnQ. W celu zdefiniowania ciągu ((1v;, • • "i~ ). 1 e: ,N 1 

ustalmy 1 ~ IN • Wówczas 

fal 1• pin+ ri , O~ri<m, pi, r 1 e: IN v ~oJ . 

Połóż11y dla k ·e t1 , ••• ,N} 

yk 
i • l • xk 

ri • 1"1 / o 

/b/ 
yk 

1 11 
l D xk , r1 • o 11 
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jest akreao-

wy o akresie • i jako taki na podatawio lematu 10.1 
PN- podstawowy. CiQg ( 9

11 
(u1 , ••• ,uN) , e € IN) funkcji cha-

rakterystycznych wektorów losowych ( v; . ••••V:] jest zbie%ny 
do funkcji charakterystycznej wektors losowego [x1 , •••• ~) • 

Uwaga 10 . 1. 

Isto tnym zagadn ienieM eiarowego ujtcis rachunku prswdopodo-
bieńs twa sę twierdzenia graniczne [ 10, 17) • Daj Q a ił one wypo-
wiedzieć w ujęciu cięgowym. Dla sformułowania odpowiednich o 
analogicznych założeniach twierdzeń trzeba zrezygnować z rez-
ważania cięgu niezależnych zmiennych losowych /funkcji eierzal-
nyc h/ na rzecz rozpatrywania cię g u ( [X~, •••• ~ ) • n E t1) , 
którego n-ty wyraz jest takim • - wymiarowym wektore~ lcaowy•, 
ze wyznaczone przez niego jednowymiarowe wektory losowe 
~ x~), ... ,[X~ J sę niezależne. 

Ole przykładu podamy anslogon twierdzenL& Li.ndeberge-
-Levyego. 

Tw~e rdzenie 10.2. 

Jeżeli \( X~, . •• ,x~ ] . n E tl) j est teka cięgiee wektorów lo-
sowych , :!:e 

111 1\ / \ [x~J·(xiJ 
nEIN 1'k~n 

/2/ dla każdego n E: IN wek t ory losowe [ x~ ].. ~ .• (x~ J 

/3/ 

~ 1 J wyznaczone przez wektor losowy lxn••• : •X~ a~ nieza-
• leżne, 

is t nieje skDńczona, niezerowa korelecje 
wymiarowego wektors l osowego [xiJ , 

to cięg ~ednowymterowych wektorów losowych 
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gdz:1a a 1 J-t -ba ..tt...-. l.ea1 •ga {x!] • Jes~ :z:bieŁ-
ny a teł:.tona ~ •(o.,jJ • 

~U. Dystryb•cyjny c~•rakter 

ebc~•~·~ Fr~ypadkawych 

pr•t• pr• .. ~·~ ·· 

~ dyst.rybwcJ~ ~~· w sposób ne~~ej ~~t~ralny 
c:t.r.lttar -.z:ysdtilo'tl lł'po~nay.cłl .o'bc-ię:te. Ta'He poj~cl.ll Jak: 
~~~~· ~łe e ~tałeJ ~tansywnoścl~ sila skupiona oraz. 

••-t ~ ,..aq • ..-s6'b ::~atu.rdny ~J~b ćly.B.ti"J'bucj i 
s-o~ ~ qf'- p o.e.hod-J ~.Bril'\)'buc~:i .O:Lraca. 

Z.gln!.'IIR:1>11 p1"9h pre~ ...-h:D..e .sH:t prwstapa~łf &l DSl pręta 
lab ~ty -~ <~.:!~ 'JII p~~ ityc.b s:Lł. 

~CUY~zanu. ~ Mate.l"lllUI'o1'18ny belkl poddanej jedno-
cze-liLu ći"ZUl:!rl!ll!EI a1

11 
a0111an~6:w e'lcupionych, N2 sił• skupie-

~ • N7 obc iOżeó ro:z:iozonych r6wnoaiern1e omówiony jest 
111 Pt"N:7 [ts). 

Pr~t,. dłu~oici 1. J.de:ntył1Jc uJemy z. pr:z:edz.ielem [o ,l] ClR , 
o o nart,..ści.ach mome-ntow skupionych 1 sił skupionych oraz o war-
tościach obcięże~ •tełych z.akładamy, że pochodzę z przedziału 
•graniczonego ..J C IR • 

[ 
1 ~1 1 N1 1 N2 1 . ~ 1 

N ~ch M , ••• ,M , a , •• • , a , F , ••• , F , b , ••• , b , c , • 
••• ,c 3 ] otdzi• 2N1 + 2N2 + N3 -wymiarowym wektorem losowym , 

(( 
1 lil1- 1 N1 1 N2 1 N2 

8 1M • ••··~M ' 1 8 ••• • •A8 ' iF •••••1F 'ib •••••1b • 

1 1113 ' \ !f. c , •• • 'i c ) , i E: 11!1; 
Umawiamy się traktowsi 
skupionego o wartości 

jego cięgiem istotnych realizacji. 
Ie ia ~aKO punkt przyłoie~ia momentu 

iM , ka1, ••• ,N1 1 1b jako punkt 
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przyło~enia siły skupionej • wartości iFk , k•1, ••• ,N2 : 
a ick jako punkt, w którym rozpoczyna działania siła o . ata-
lej intensywności Ck , k•1, •• • ,N3 f i ~ IN • Przy tej inter-
pretacji obcię~enie pochodzące od i-tej realizacji ciągu ie• 
totnych realizacji tego wektora losowego •a postać [151. 

N1 N2 

/11.1/ iq (x) • L iMk ó'(x- 1ak) +L iFk o (x • 1bk) + 

Istnieje średnia ( q (x ) > , gdzie q~x) oznacza oparacjt 
na 

[ 
1 . N 1 1 N 1 1 N2 1 N2 1 N31 

J M , • •• #H •• , ••• ,a ,F , ••• ,F ,b , ••• ,b , c , ••• ,c J 

danl! wzorem • 

/11.2/ 

Istotnie. Obliczmy dla dowolnego citgu istotnych realizacji da-
nego wektora granict 

/ 11.3/ 
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\ Y~ t ó(y -l'k) ó'(x - 1ok)dy + 
J 1• 1 
~ 

H X 
' 

r 2 
\ y gk \X ,y ) dy 

gdz•• g~ (x,y ) jest gęsteścif ~oktera lasawega [Mk ,ak] , 

2 . 1.. k) 
k• , • • • •J 1 1 g"- ,x y - g staśc1.( .-.olo.tera lasawoga LF ,b , 

k•1 , •.• ,N2 1 a G~(x) dystrybuantf wektara lada~cga tek), 
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