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Aerodynamique stationnaire linearisee. I. (Subsonique) 

D. HOMENfCOVSCHI (BUCAREST) 

CE TRAVAIL considere 1'6coulement stationnaire, linearise, d'un ftuide compressible non visqueux 
en presence d'un corps mince. On ecrit d'abord les 6quations de la mecanique des ftuides en 
distributions. Ces equations sont valables autant a l'interieur du ftuide que sur les surfaces 
de discontinuite de 1'6coulement, ce qui permet de construire une representation pour le champ 
des vitesses analogue a celle qu'on obtient dans le modele de la surface portante. La resolution 
du probleme est reduite ensuite a la resolution d'une 6quation integrate singulrere a deux di­
mensions. Pour le cas des ailes de grande envergure par rapport a la profondeur on obtient 
une equation integrale singuliere a une dimension. Cette 6quation coincide avec 1'6quation 
integrodifferentielle de Prandtl pour les ailes sans bords lateraux. On fait ensuite )'analyse du 
cas du corps d'envergure negligeable par rapport a la profondeur. 

W pracy rozpatruje sict ustalony, zlinearyzowany przeplyw plynu scisliwego i nielepkiego w obec­
nosci ciala smuklego. R6wnania mechaniki plyn6w formuluje sict na gruncie teorii dystrybucji. 
Te r6wnania Sll wai:ne zar6wno wewnlltrz plynu jak i na powierzchniach niecillglo§ci p~ 
plywu, eo pozwala na konstrukcjct obrazu pola prctdkosci analogicznego do tego, kt6ry otrzy­
muje sict dla modelu powierzchni no§nej. RozwillZaflie problemu sprowadza sict w dalszym 
cillgu do rozwillZaDia pewnego r6wnania calkowego osobliwego w dw6ch wymiarach. W przy­
padku skrzydel o dl1Zej rozpicttosci w stosunku do cicteiwy otrzymuje sict jedno r6wnanie cal­
kowe osobliwe, jednowymiarowe. To r6wnanie pokrywa sict z r6wnaniem calkowo-r6miczko­
wym Prandtla dla skrzydel bez bocznych krawct<lzi. W dalszym cillgu przeprowadzono an~ 
przypadku ciala o rozpicttosci pomijalnej w stosunku do cicteiwy. 

B Hacro~eH: pa6oTe paccMaTpHBaeTcH yCTaHOBHBmeecH, mmeapH30BaHHoe Tet~eHHe C>KHMa­
eMOH H HeBH3l<OH ~OCTH B npHcyTCTBHH TOHKOI'O TeJia. llpe>K~e BCero 3aiiHChiBaiOTCH 
ypaBHeHHH MeXaHHI<H >KH~OCTeH, HCfiOm.3YH AHCTpH6~. 3TH ypaBHeHHH CIIpaBeWIHBbi 
Tal< BHYTpH >KH~OCTH, 1<81< H Ha noaepXHOCTHX pa3pbiBa Tet~emm, tiTO n03BOIDieT Ha no­
crpoeHHe 1<3pTHHbl nOIDI Cl<OpOCTeH aHa.JIOrHtiHOro Tal<OMY nomo, l<OTOpoe no.nyqaeTCH ~ 
Mo~eJIH Hecyllleii noBepxaocru. PemeHHe a~aliH CBOAifTCH B ~am.HemueM 1< pemeHHIO Hei<o­
Toporo cmrrym~pHoro HHTerpam.Horo ~ByMepHoro ypaBHemm. B c.nyqae I<p&IJibeB c 6o.JILIIIHM 
pa3MaxoM no ornomeHHIO 1< xop~e no.nyqaeTcH o~o cmrrym~pHoe, HHTerpam.Hoe, o~oMep­
HOe ypaaHeHHe. 3To ypaBHeHHe coBna~aeT c HHTerpo-~cpcpepe~a.JILHbiM ypaaHeHHeM 
IIp~IDI ~ I<pbiJILeB 6e3 6oi<OBbiX I<paea. B ~a.JILHeimieM ripoBe~eH aHa.JIH3 c.nyqaH Te.na 
c pa3MaxoM npeHe6pe>KHMo Ma.JlbiM no ornomeHHIO 1< xop~e. 

1. Introduction 

L'trunE mathematique du mouvement de l'aile d'avion en presence d'un fluide incompres­
sible, constitue un probleme que les chercheurs scientifiques ont aborde des le debut du 
siecle, parallelement aux progres enregistres dans le developpement de !'aviation. 

Un premier modele du mouvement de l'aile d'envergure finie, en presence d'un fluide 
incompressible, est du a PRANDTL [1]. Son modele, qui porte le nom de "modele de ligne 
portante", est base sur les hypotheses simplificatrices suivantes: 

1. On suppose que l'aile est 1e "siege" de certains tourbillons "lies", dont la direction 
est celle de l'envergure. 
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326 D. HOMENTCOVSCID 

2. L'aile est assimilee a un segment rectiligne situe au bord de fuite. 
3. En aval de l'aile on admet }'existence d'une nappe de tourbillons "libres", plane 

et parallele a V oo. 

4. Les tourbillons lib res sont supposes paralleles a V oo. 

5. En dehors de ces hypotheses l'etude du mouvement de l'aile, en presence d'un 
fluide compressible, necessite encore I'hypothese des petites perturbations. 

Dans le cas du modele de la ligne portante la condition aux limites est globalement 
satisfaite, ce qui conduit a I' equation integro-differentielle de Prandtl ou les seuls parametres 
de l'aile qui y interviennent sont a(y) etj(y). 

Les resultats obtenus a l'aide de la theorie de Prandtl correspondent aux resultats 
pratiques seulement dans le cas des ailes de grande envergure par rapport a la profon­
deur, ce qui impose necessairement l'amelioration du modele de la ligne portante. Les 
investigations ont ete orientees surtout sur la modification des deux premieres hypotheses. 
Ainsi, E. REISSNER [2), E. TRUCKENBRODT [3), J. WEISSINGER [4) ont admis que: 

1 '. Les tourbillons lies sont inclus dans un plan. 
2'. L'aile est assimilee a sa forme dans le plan. 
Ces hypotheses ont mene au modele de la "surface portante" qui a ete rigoureusement 

formule par P. COCARLAN dans [5]. Dans ce modele on utilise les conditions aux limites 
linearisees imposees sur la forme dans le plan de l'aile. Finalement, on arrive a une equa­
tion integrate singuliere a deux dimensions. Le probleme qui se pose maintenant est celui 
d'etablir quelles sont les conditions sous lesquelles }'equation integrate a deux dimensions 
peut etre reduite a une equation de Prandtl. Nombre de recherches ont ete effectuees 
ace dessein, mais, tel que l'on peut voir dans [6], aucune de ces demonstrations n'est en 
mesure de rendre satisfaction. 

Dans ce travail nous allons tacher d'aborder ce probleme d'un point de vue different. 
Puisque nous avons l'intention d'aborder !'etude des fluides compressibles, nous allons 
adopter des le debut l'hypothese des petites perturbations. 

No us allons done considerer une theorie sur les hypotheses suivantes: 
1. Les equations que nous allons utiliser seront les equations linearisees de l'aerody-

namique. 
2. La condition aux limites sera utilisee sous forme linearisee. 
3. L'aile sera substituee a un domaine plan (se forme dans le plan). 
Nous ecrirons d'abord les equations de l'aerodynamique en distributions, utilisant 

la technique developee par L. SIROVICH [7]. Ensuite, l'appareil mathematique de la theorie 
des distributions nous permettra de construire l'entiere theorie de la surface. portante, 
sans utiliser les hypotheses qui se referent aux tourbillons libres et lies (les hypotheses 
1', 3 et 4). La solution du probleme se ramene a la solution d'une equation integro-diffe­
rentielle a deux dimensions, equivalente a l'equation integrale de [5]. 

Si la profondeur de l'aile est negligeable par rapport a l'envergure, la resolution du 
probleme necessite la resolution d'une equation integrate singuliere a une dimension. 
Pour les ailes sans bords lateraux cette equation est equivalente a l'equation integro­
differentielle de Prandtl. 

Le cas limite de l'aile d'envergure negligeable par rapport a la profondeur sera ega­
lement analyse. 
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2. Les equations de la mecanique des fluides en distributions 

Considerons dans un fiuide non visqueux et compressible, une surface fermee d'equa­
tion S(x, y, z, t) = 0 qui horde le domaine D,. Cette surface peut etre soit une surface 
de discontinuite de l'ecoulement du fluide, soit la surface d'un corps qui se deplace en 
presence d'un fluide. Dans ce dernier cas nous admettrons que l'interieur du corps est 
occupe par le meme fiuide que celui de l'exterieur qui se trouve en repos par rapport 
au corps. 

L'ecoulement du fiuide sera rapporte a un triedre cartesien fixe. L'ecoulement sera 

decrit dans les deux domaines Di et De = CDt par les equations suivantes: 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

ae a 
-+-(eV1) = 0 (eq. de continuite), 
at axj 

a a 
-a (eV,) +-a (eV, V1 +P~u) = o (eq. de Euler), 

t Xj 

(! = e(p) (la loi de compressibilite). 

En cas que S(x, y, z, t) = 0 represente une surface de discontinuite de l'ecoulement du 
fiuide, sur cette surface nous aurons les relations de saut (8] suivantes: 

(2.4) e<i> (V<i>- d) · n- e<•> (V<•>- d) · n = 0, 

(2.5) e<'>v<i> { (V<i> -d)· n}- e<e>y<•> {(V<•> -d)· n} +(p<i>-p<•>)n = 0, 

oil n est le verseur de la normale exterieure a S, d la vitesse de deplacement de la surface, 
e<'> la densite du fluide de l'interieur de la surface, e<•> la densite du fiuide a l'exterieur etc. 

Si S(x, y, z, t) = 0 est la frontiere d'un corps, alors sur cette surface no us aurons 
la condition aux limites: 

(2.6) V·n=d·n 

qui decrit le glissement du fluide sur la surface du corps. 
Soit: 

O(x, y, z, t) = {~ (x, y, z) e D, 

(x, y, z) E De. 

Dans le sens des distributions no us avons [7]: 

(2.7) 
ao Tt = d · n~(s) gradO = -n~(s), 

oil ~(s) est la distribution 

(2.8) (~(s), qJ(x,y, z)) = J J qJ{x,y, z)da. 
s 

No us allons considerer main tenant les fonctions (Sirovich): 

e = e<i>o +e<•>(I-0), 

eV = e<i>y<t>o +e<e>y<e>(l-0), 

7* 
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Chacune de ces fonctions donne naissance a une distribution. Apres une serie de calculs, 
utilisant les relations (2.7) nous obtenons: 

~+~(eV1) = [ ae<'> +_!_(e<'> VJ'>)]O+ [ ae<e> +~(e<e>vy>)](l-0) 
ar ax1 ar ax1 ar ax1 

+ [e<e>(v<e>-d) · n-e<i>(V<'>-d) · n] ~(s) = 0. 

Chacun des crochets du membre droit est annule gr~ce a !'equation (2.1) et aux conditions 
(2.4) ou bien (2.6) de sorte que no us obtenons I' equation: 

ae a 
(2.9) a~+ ax

1 
eV1 = o 

qui est valable maintenant sur tout l'espace. 
De fa~on analogue no us avons: 

a:~· + a:J (ev. vJ + pb,J) = [ ae;tVIn + a: J <e''' vp> Y}'' +P'" "•J>} 

[ 
ae<e> v:<e) a J + ' +-(e<e>y:<e>v}e>+p<e>~IJ) (1-0) + {e<e>vfe>[(V<e>-d). n] 

ar ax1 ' 

-e<•> V,<i>[(V<'l-d) · n] +(p<e>_ p<i>)n1} ~(s). 

De nouveau les crochets du membre droit sont nuls. L'accolade s'annule dans le cas ou 
S(x, y, z, t) = 0 est une surface de discontinuite dans le fluide. Si cependant elle est la 
frontiere d'un corps, ce qui en reste est le dernier terme et dans ce cas les equations de 
Euler deviennent: 

(2.10) a~v, + ':la (eVtVJ+P~IJ) = p<e>ni~(s). 
ut UXj 

Le raisonnement peut etre repete identiquement aussi dans le cas oil nous avons plusieurs 
surfaces de d.iscontinuite et plusieurs corps dans le fluide, vu que dans le membre droit 
les equations de Euler n'interviennent que les termes correspondants aux frontieres des 
corps impermeables. Ainsi: 

( -p<e>n~(s), 1) = - J J p<e>nda = R 
s 

represente la resultante de !'action du fluide sur le corps rigide. 
11 faut remarquer que les equations (2.9) et (2.10) sont valables sur tout /'espace, meme 

si a l'interieur du jluide il y a des surfaces de discontinuite de /'ecoulement. 
Considerons maintenant l'etude de l'ecoulement du fluide compressible non visqueux 

en presence d'un corps mince qui d.iffere un peu d'une plaque plane. L'ecoulement du 
fl.uide est uniforme aux grandes distances en amont, la vitesse V 00 est constante et on sup-
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pose qu'elle se trouve dans le plan du corps. Nous allons rapporter l'ecoulement du fluide 
a un triedre cartesien orthogonal choisi tel que le plan z = 0 coincide avec le plan du 
corps, que l'axe Ox ait la direction et sens du vecteur V 00 et que l'origine soit situee au 
milieu du corps (Fig. I). 

Soit: 
z = ef*-(x, y) 

!'equation du bord superieur et respectivement inferieur du corps. (Toutes les magnitudes 
calculees sur le bord superieur du corps recevrons l'incide + et celles calculees sur le bord 

z 
lj 

a a X 

Fro. 1. 

inferieur l'indice - ). No us allons egalement designer par O(x, y) la fonction caracte­
ristique du domaine D, la forme en plan du corps. 

Dans l'hypothese e ~ 1 le membre droit de (2.10) peut etre mis sous la forme [7]: 

p<e>n<5(s) = [(p+ (x, y)-p-(x, y)]O(x, y) <5(z)i3- e[(p+Jt -p-f;) <5(z)i1 

+(p+fi -p-f;) <5(z)i2 +(p+J+ -p-J-)<5'(z)i3]0(x, y)+O(e2). 
Ou: 

(2.11) p<e>n<5(s) = el(x,y)O(x,y)<5(z)i1 +em(x,y)O(x,y)<5(z)i2+ 

+n(x, y)O(x, y) <5(z)i3 +eq(x, y)O(x, y) <5'(z)i3 +0(e2), 

chacun des premiers trois termes du membre droit ayant la signification de la composante 
du vecteur - R sur les axes respectifs: 

( -el(x, y)O(x, y)<5(z), I)= e J J (p+J:-p-f; )dxdy = Rx+O(e2), 
D 

( -em(x, y)O(x, y)<5(z), I)= e J J (p+J:-p-f;)dxdy = R,+O(e2), 
D 

(-n(x,y)O(x,y)<5(z), I)= - JJ(p+-p-)dxdy = R:+O(e2
). 

D 

De plus, le dernier terme de (2.II) peut etre interprete comme moment de la pression 
par rapport au plan z = 0. Des quatre termes de (2.II) les plus importants sont le premier 
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et le troisieme qui correspondent respectivement a la trainee et a la portance. Nous allons 
done utiliser !'expression: 

(2.12) p<e>n6(s) = el(x,y)O(x,y)6(z)i1 +n(x,y)O(x,y)6(z)i3 • 

Nous allons considerer les variables sans dimensions: 

V = V /IV ool' e = e/eocH p = (P-Poo)/~eoo V~. 
Mettant en evidence les perturbations que nous allons designer par v(u, v, w), (!, p, nous 
ecrirons les equations (2.9) et (2.10), utilisant (2.3) sous la forme: 

(2.13) ~: + + ~~ = e/(x, y)O(x, y) 6(z), 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

ov 
-+ ox 

op 
+-=0 oy , 

aw op 
ox +a:z = n(x,y)O(x,y)6(z), 

~+~+ aw + M2!P = 0 
ox oy oz ax ' 

oil M est le nombre de Mach (en fonction des valeurs de ce parametre no us aurons 
a considerer le regime subsonique (M < 1) et le regime supersonique (M > 1). Nous 
allons consacrer ce travail seulement au premier cas. 
· De meme, la condition aux limites cinematiques (2.6) sous la forme linearisee, est: 

(2.17) w(x, y, ±0) = efi(x, y), (x, y) e D. 

3. L'etude do regime sobsoniqoe 

3.1. Le cas general 

Pour M < 1 nous allons effectuer les changements de variable: 

x = x', fly = y', {Jz = z', 

(3.1) {3u = u', v = v', w = w', {3p = p', 

ou{3=y1-M2
• 

Utilisant les notations x, y, z, u, v, w, p pour les nouvelles variables, le systeme 
d'equations (2.13)-(2.16) aura la forme: 

(3.2) ~: + + ~~ = e{32l(x,y)O(x,y)6(z), 

(3.3) ~+ +~=0 
ax ay ' 

(3.4) 
aw ap 
ax +a:z = n(x, y)O(x, y)6(z), 

(3.5) 
au av aw -+-+-
ax ay az 

= - e M2l(x, y)O(x, y) 6(z). 
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De meme, nous avons note {Jn(x', y') par n(x, y). 
Nous allons considerer ensuite la transformee Fourier de ce systeme par rapport 

aux variables spatiales: 

0 0 
ikl 0 
0 ikl 

ik2 ik3 

!~:]·[~] = [~{e{J
2

l(x,y)~(x,y)<5(z)} ], 

ik3 W ~{n(x,y)O(x,y)<5(z)} 

0 P ~{-el(x,y)M20(x,y)<5(z)}, 

oil 
00 

U(k1, k2, k3) = ~ {u(x, y, z)} = J J J u(x, y, z)e-i<ktx+k2y+k3z>dxdydz, 
-oo 

les fonctions V, Wet P etant definies de fa~on analogue. 
La solution de ce systeme s'obtient aisement sous la forme: 

u k2 -k~ ik2 ik3 ikl 
~ { e{J2l(x, y)O(x, y) <5(z)} 

iktk2 F k2 - k2 

V 
ik2 k2 -k~ klk2 ik2 

0 F iktk2 - iktk2 - k2 
(3.6) = 

w ik3 k2k3 k2 -k~ ik3 
~ {n(x, y)O(x, y)<5(z)} F - iklk2 iktk2 - k2 

p ikl ik2 ik3 ikl 
~ {- eM 2/(x, y)O(x, y) d(z)} - k2 -v - k2 k2 

k 2 = kt+k~+k~. 

Si les fonctions l(x, y) et n(x, y) sont donnees, alors du systeme (3.6) on peut determiner 
le champ des vitesses et la pression, et de }'equation (2.4) on obtient la forme du corps. 
De cette maniere le probleme inverse est resolu. Pour resoudre le probleme direct il faudra 
determiner les fonctions l(x, y) et n(x, y) a l'aide des conditions aux limites. Du systeme 
(3.6) nous avons: 

ik3 { } k
2 -ki } W= k 2 ~ e/(x,y)O(x,y)<5(z) + ik

1
k 2 ~{n(x,y)O(x,y)<5(z). 

Mais: 

~-1 k2 -k~ = _ _!__l __ J:__ dx = _x_+_l _ _!_ Y l+~ , 
% [ J 

{ ik.k2 } ax 4nr ay2 f 4nr 4nr3 4n ay . y2 +z2 ( r) 
-oo 

oil r 2 = x 2 +y2 +z2
• Pour determiner les transformees Fourier inverses, ecrites ci-dessus, 

no us avons utilise la condition d'annullement des solutions fondamentales pour x-+ - oo. 
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La fonction w(x, y, z) sera donnee done par les produits de convolution: 

x [(y!,;)2'1+z2 (I+ ((x-~)2+~-!'1)2+z2]112 )}~tb]. 
L'expression que no us avons trouvee pour w(x, y, z) coincide avec celle de [2] et [5] 
mais abstraction est faite du premier terme. D'ailleurs le coefficient e indique que ce 
terme est d'un ordre de magnitude plus petit que les autres, et que sa presence est due, 
tel qu'on la verra plus has, a l'epaisseur du corps. 

Si l'on neglige les termes en e (ce qui equivaut un corps sans epaisseur) nous obtenons 
encore: 

u(x, y, z) = - 4~ J J n(E, 'YJ) [(x-E)2 +(yz-'Y})2 +z2]3!2 dEdrJ' 
D 

"(x, Y, z) = ! J J n(~ • '1) :'1 [ (y _ 71;2 +z2 {I+ [(x _ ~)2 + ~-! '1)2 +z2]'12 ) }~ tbJ · 
D 

11 faut remarquer que la fonction v(x, y, z) est discontinue non seulement sur le domaine 
D mais aussi sur la demibande du plan z = 0 situee en aval du corps donne. Cette surface 
de discontinuite peut etre interpretee comme une surface de tourbillons. Par consequent, 
les equations de la mecanique des fluides en distributions nous ont permis de determiner 
une representation pour le champ des vitesses sans utiliser des hypotheses supplementaires. 
En meme temps, comme une conclusion de ce que nous venons de dire, il resulte que 
le modele de la surface portante est le seul possible si la geometrie du corps permet 
!'utilisation de la theorie des petites perturbations. 

No us devons calculer la limite de w(x, y, z) pour z -+ 0 et (x, y) e D. Les premieres 
integrales de (3. 7) representant respectivement la derivee normale et la derivee tangentielle 
d'un potentiel de simple couche de sorte que leur limite s'obtient d'une maniere simple: 

. 1 JJ zdEdrJ 1 
z~o4n D l(E,'YJ)((x-E)2+(y-1])2+z2]312 = ±2/(x,y), 

. 1 JJ (x-E)dEdrJ 
z~~o 4n D n(E, 1]) [(x-E)2 +(y-'Y})2 +z2]3'2 

oil Ca est une courbe simple, fermee qui entoure le point (x, y), et D8 est le domaine 
horde par cette courbe. 
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Nous avons egalement (v. Annexe): 

oil: 

(3.8) 

D~ etant !'intersection du domaine D avec une bande large de 2e parallele a l'axe OE 
et a l'axe de symetrie qui passe par le point (x, y) (v. Fig. 2). Ensuite C designe la fron-

Fio. 2. 

tiere du domaine D. Compte-tenu de ces formules, de (2.17) et (3.7) nous aurons a la 
lim.ite les relations suivantes: 
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Pour le corps sans epaisseur, nous avons encore, apres quelques calculs simples: 

(3.10) lim u(x, y, z) = + 
2
1 

n(x, y). 
Z-+±0 

Faisant la difference entre les deux conditions (3.9) no us obtenons: 

l(x,y) =f;(x,y)-ii(x,y) 

{les fonctionsii(x, y) etant celles resultant defi(x, y) a l'aide des transformations (3.1)). 
De cette maniere la fonction l(x, y) est completement determinee. Elle est differente 

-de zero seulement dans le cas des corps a l'epaisseur. 
De la somme des deux conditions (3.9) no us obtenons ensuite: 

Mais: 

= __!__ JJII on(~, rJ) (y-rJ)d~drJ 
4n D orJ (x-~Yv(x-~)2+(y-rJ)2 

1 J y-1} d~ 
+ 4n c n(~, 1}) y(x-~)2+(y-1})2 -x-~' 

·oil J jiiF(x, y, ~' 1J)d~d1J est definie de fa~on analogue a J J= F(x, y, ~' 1J)d~d1J avec 
D D 

la seule difference que cette fois ci Dll est !'intersection de D avec une bande large de 2e 
parallele a 01) ( dont le centre est egalement en le point (x' y) ). 

Par consequent, pour la determination de la fonction n(x, y) nous obtenons !'equation: 

(3.11) _1 If= on(~, 1}) d~d1J +-1 Jn<~ )_!!L 
4n 01J y-1} 4n '1J y-1} 

D C 

+-1 JJ* on(~, 1}) y(x-~)2+(y-1})2 ki~d +-1 j n(~ ) y(x-~)2+(y-1))2 d~ 
~4n 01J (x-~) (y-1}) • 1J 4n '1J (x-~) (y-1}) 

D C 

e - -= 2 [J;(x,y)+f;(x,y)]. 

No us avons note: 

J J* F(x, y, ~' 1J)d~d1J = lim J J F(x, y, ~' 1J)d~d1J 
D t-+0 D-D'f 
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ou D=f est !'intersection du domaine D avec deux bandes larges de 2e, une d'elles parallele 
a 0~ et l'autre parallele a O'YJ l'axe de symetrie de ces deux bandes passant par le point 
(x, y). 

L'equation integro-differentielle (3.11) est equivalente a !'equation integrale singuliere 
de [5]. No us avons prefere neanmoins la forme (2.11) vu qu'elle est plus facile a maneouvrer 
par la suite. 

Etant donne que le probleme de !'integration de cette equation est particulierement 
diflicile, nous allons nous occuper seulement de quelques cas limites. Dans ce but nous 
allons effectuer d'abord les changements de variables: x = ax', y = by', ~ = a;', 'YJ = b'Yj' 
ou 2a represente la profondeur de l'aile et 2b l'envergure. Renotant par x, y, ~, 'YJ les 
variables independantes, par D le domaine resultant de la suite de changement, et par 
C la frontiere de ce domaine, !'equation (3.11) devient: 

_a_JJ= on(~, 'YJ) d~d'YJ + _1_ !!_ Jncz:, )_:!!__ 
(3.12) 4nb O'YJ y-'Y} 4n b ~ 'YJ Y-'YJ 

D C 

3.2. Le cas du corps a profondeur negtigeable par rapport a l'envergure (a~ b) 

Si dans !'equation (3.12) nous considerons un developpement en series par rapport 
a la magnitude afb, nous obtenons: 

_.!__ff* on(~, 'YJ) sgn(y-'Y}) d~d'Y}+-1- fnc~, 'Y}) sgn(y-'Y}) d~ 
4n O'YJ x-~ 4n x-~ 

D C 

_1 !!.-Jf on(~, 'YJ) d~d'YJ +-1 !!_ J (~ )_:!L_+o(~ 1 (!!_)) = ( ) + 4n b O'YJ y- 'YJ 4n b n ' 'YJ y- 'YJ b2 n b g x' Y · 
D C 

Mais: 

OU X = x_(y) et X = X+(y) SOnt }es equationS de la frontiere C (respectivement de l'arc 
en aval et en amont), !'accent indiquant que l'integrale respective est calculee en valeur 
principale au sens de Cauchy. 
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Par consequent, !'equation utilisees pour la determination de la fonction n(x, y) 

devient: 

.x+(Y) ( 

_!_ f n(E,y) dE= 2g(x,y)--I ~ fj"= on(E, 'fJ) dEd'fJ + fn(E, 'fJ)_!!L). 
n x-E 2n b O'f} y-'1} y-'1} 

LOO D c 
(3.13) 

Nous remarquerons que !'approximation d'ordre zero en afb conduit- au cas oil le corps 
a la forme d'un cylindre dont les generatrices sont paralleles a Oy- a !'equation integrate 
de la theorie des profils minces dont la solution peut etre explicitee. Considerant que 
le membre droit de (3.13) est connu et que y est un parametre, no us obtenons: 

(3.14) V
_.x+ -

2 X+-X t-X_ dt 
n(x,y) =- --J-. ~--g(t, y)-

n x-x_ V x+-t t-x 
.X-

oil la derniere integrale est une integrate singuliere au sens de Hadamard. 
Afin d'obtenir !'expression (3.14) nous avons utilise le postulat de Kutta-Joukowsky, 

nous avons suppose done que les vitesses au bord de fuite du corps sont finies. 
Notons: 

.X+ 

n{y) = J n(x, y)dx . 
.X-

Dans ce cas, de !'equation (3.14) nous obtenons, a la suite d'une simple integration, 
!'equation suivante pour la fonction n(y): 

.X+ -- +1 

f -. jt-x_ a x+-x- J* n('f}) 
(3.15) n(y) = 2 V x+-t g(t, y)dt-b-4- (y-'1}) 2 d'fJ. 

L -1 

La fonction n(y) une fois determinee, I' equation (3.14) determine la fonction n(x, y) par 
une simple integration. D'un autre cote pour le calcul de la portance i1 est suffisant de 
determiner la fonction n(y). 

Notons: 

Cette quantite represente le rayon du cercle a l'exterieur duquel on peut representer 
conformement le plan y = const avec la coupure [x_(y); x+{y)] sur l'axe z = 0 si la 
representation garde les vitesses a l'infini. De meme, de la theorie des profiJs minces 
no us avons encore [8]: 

.x. --

f -./ t-x_ g(t, y)dt = -.2.na(y)j(y). V X+-t 
,x_ 
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Finalement, avec ces notations, !'equation (3.15) devient: 

+1 

(3.16) . a(y) J* dYJ C(y) = 4na(y)J(y)--b- C(YJ) (y-YJ)2-, 

-1 

oil C(y) est la circulation de la vitesse sur une courbe qui entoure le corps dans le plan 
y = const, et conformement a (3.10) nous avons: 

C(y) = -n(y). 

THEOREME. Si les fonctions a(y) et j(y) sont continues, alors I' equation integrale (3.16) ad met 
une solution, et cette solution est unique. 

Soit: 
+1 

F(C) = (/>(y, z)+iiJI(y, z) = ~ J C(YJ~ dYJ 
nl YJ-~, 

-1 

qui est une fonction holomorphe dans le plan complexe C = y + iz avec la coupure [- 1 ; + 1] 
sur l'axe reel. Sur ce segment nous avons: 

+1 

lim F(C) = ±C(y)+~J' C(YJ) dYJ, 
z-+±0 nl y-'Yj 

-1 

ou encore [9]: 
+1 

(3.17) lim F'(C) = ±C'(y)+~ J* ( C(YJ~2 dYJ, 
Z-+±0 nf y-'Yj 

-1 

done: 

C(y) = ±(/>(y, ±0), 

Par consequent la resolution de !'equation integrale (3.16) peut etre reduite a la resolution 
du probleme aux limites suivantes: determiner la fonction F(C) = (/>+iiJI holomorphe 
dans le semi-plan superieur et satisfaisant aux conditions suivantes a la frontiere: 

(/>(y, 0) = 0, yE (- oo, -1) U(l, +oo), 

. a(y)n ocf> 
(/>(y, +0) = 4na(y)1(y)+ -b -az(y, +0), ye ( -1, +1). 

Or, ce probleme aux limites coincide avec le probleme aux limites considere par E. TREFFrz 
[10] et C. JACOB [8] en liaison avec !'equation de Prandtl. Les auteurs cites ci-dessus de­
montrent l'existance de l'unicite de la solution de ce probleme aux Iimites dont la reso­
lution se reduit a la resolution d'une equation integrale de type Fredholm de la 11-me 
espece. 

LEMME. Pour les ailes sans bords /ateraux, /'equation integrale (3.16) cotncide avec 
l' equation de Prandtl. 
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En effet, dans ce cas C( ± 1) = 0 et par consequent: 

De cette maniere !'equation (3.16) devient !'equation integrodifferentielle de Prandtl. 

3.3. Le cas du corps d'envergure negligeable par rapport a la profondeur (a~ b) 

Pour les grandes valeurs du parametre a !'equation (3.12) devient: 

(3.18) _!!_ff= an(E, 'Y]) {1 +s ex-E)} dEdrJ 
4nb a'YJ gn y-'Y] 

D 

b J qn~-~ (~) +Sna n(E,'YJ) x-E dE+O Q2 =g(x,y). 
c 

Negligeant les termes d'ordre (bja)2 cette equation peut etre ecrite sours la forme: 

+1 

(3.19) a J* C(x, 'YJ) 
4nb -{y-rJ)2 d'YJ = g(x, y) 

-1 

oil: 
JC 

C(x, y) = - f n(E, y)dE. 
x-(y) 

Pour integrer cette equation no us ecrivons de nouveau C = y + iz et 

+1 

F(C, x) = ~(y, z, x)+i!P(y, z, x) = ~ J C(x, ~) d'Y]. 
nz rJ-

-1 

Conformement a la formule (3.17), la fonction F(C' X) holomorphe dans le semi-plan 
z > 0 du plan complexe C, verifie les conditions aux limites: 

oil: 

(3.20) 

~(y, 0, X) = 0, y E (- oo, - 1) U (I , + oo), 

a~ b 
-a (y, +0, x) = -g(x,y), -1 < y < 1, 

z a 

~(y, 0, X) = 0, y E (- oo, - 1) U (1 , + oo), 

b 
!P(y, +0, x) = --G(x,y)+h(x), -1 < y < 1, 

a 
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oil G(x, y) est une primitive, par rapport ay de la fonction g(x, y) et h(x) une fonction 
arbitraire pour !'instant. La solution du probleme de Volterra avec les conditions a la 
frontiere (3.20), bordee en les points y = ± 1 est: 

-- +1 
y C2 

- 1 f 1 { b } dt F(C, x) = . V h(x)- -G(x, t) --,. . 
m 1-t2 a t-.., 

-1 

(3.21) 

La fonction h(x) sera determinee par la condition que F(C, x) soit annulee a l'infini, ce 
qui, apres quelques calculs simples, conduit a !'expression: 

+1 

h(x) = _!!_ J G(x, t) dt. 
na -1 y1-t2 

La fonction F(C, x) une fois determinee, nous avons: 

C(x, y) = <P(y, +0, x) 

d'ou nous obtenons immediatement la fonction n(x, y). 
Pour conclure, l'auteur desire remercier dr. doe. Lazar DRAGO~ et dr. N. MARCOV 

de 1ui avoir accorde leur appui pour la reussite de ce travail. 

Annexe 

Soit tp(x, y) une fonction dont la derivee est continue sur tout le plan et dont le sup-­
port est D = [-a, a] x [ -R(x), R(x)]. Nous avons: 

limJJtp(x, y) 2 Y 2 (1 +V x )axdy = 
z-+0 D y +z x2 +y2 +z2 

= limJJ{tp(x,y)-tp(x, 0)}~(1 + .. ! x )dxdy 
z-+0 D y +z J' x2 +y2 +z2 

+limJJtp(x, 0)~(1 + x )axdy. 
z-+0 D y +z y x2 +y2 +z2 

Mais: 

Iimjjtp(x, 0) 2 Y 2 (1 + y x )dxdy 
z-+0 D y +z x2 +y2 +z2 

a R(x) 

= lim J tp(x, 0) J 2 y 2 (1 + y x )dydx = 0· 
z-+O y +z x2 +y2 +z2 

-a -R(x) 

vu que l'integrant est une fonction impaire par rapport ay. Nous avons done: 

limJJtp(x,y)~(1+ y x )axdy 
z-+0 D J +z x2 +y2 +z2 

= JJ tp(x, y)-tp(x, 0) (1 + x )axdy .. 
D y yx2+y2 
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Mais: 

ff q>(x, y)-tp(x, 0)(1 + x )dxdy = JJ q>(x, y)-q>(x, 0)(1 + x )dxdy 
y y x2 + y2 _ y }I x2 + y2 

D D-D; 

+ JJ q>(x, y)-q>(x, 0) (1 + x )dxdy, 
D= y vx2+y2 

8 

<>il n=:- est !'intersection du domaine D avec une bande de largeur 2e parallele a Ox et 
dont l'axe de symetrie passe par l'origine. Nous avons encore: 

If q>(x, O) (1 + .. I x -)dxdy = 0, 
_ y r x2 +y2 

D-D; 

limJJ tp(x, y)-tp(x, O) (1 + x )dxdy = 0 
s-+0 _ y ~1 x2 +y2 

D- J' 
8 

-et par consequent: 

lim JJq>(x, y)~(1 + y x )dxdy 
z-+0 D y +z x2 +y2 +z2 

= lim JJ q>(x, y) (1 + x )dxdy = JJ= q>(x, y) (1 + x ) dxdy 
8-+0 _ y .. I x2 + y2 y ,. I x2 + y2 ' 

D-D; Jf D ·r 

Cette formule est valable, en conditions plus generales, pour la fonction q>(x, y), mais 
la demonstration respective est plus laborieuse. Nous avons encore: 

limJJtp(x, y)-aa {~(1 + .. I _x )Jdxdy 
z-+0 D y y +z Jf x2 +y2 +z2 

= lim{JJ-aa [tp(x,y)~(1 + Y x )Jaxdy 
z-+0 D y y +z x2 +y2 +z2 

Par consequent: 

limJJq>(x,y)-aa { 2Y 2 (1 + y x )}dxdy 
z-+0 D y y + Z X 2 + y2 + z2 

= - f' q>(X, y) (1 + X ) -ff= aq>(X, y) 1 (} + X )dxdy. 
C y yx2+y2 D ay y yx2+y2 
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