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Aerodynamique stationnaire linéarisée. I. (Subsonique)

D. HOMENTCOVSCHI (BUCAREST)

CE TRAVAIL considére I'écoulement stationnaire, linéarisé, d’un fluide compressible non visqueux
en présence d’'un corps mince. On écrit d’abord les équations de la mécanique des fluides en
distributions. Ces équations sont valables autant a I'intérieur du fluide que sur les surfaces
de discontinuité de I’écoulement, ce qui permet de construire une représentation pour le champ
des vitesses analogue 4 celle qu’on obtient dans le modéle de la surface portante. La résolution
du probléme est réduite ensuite 4 la résolution d’une équation intégrale singuliére 4 deux di-
mensions. Pour le cas des ailes de grande envergure par rapport a la profondeur on obtient
une équation intégrale singuliére 4 une dimension. Cette équation colncide avec I'équation
intégrodifférentielle de Prandtl pour les ailes sans bords latéraux. On fait ensuite I'analyse du
cas du corps d’envergure négligeable par rapport 4 la profondeur.

W pracy rozpatruje si¢ ustalony, zlinearyzowany przeplyw plynu éciéliwego i nielepkiego w obec-
nofci ciala smuklego. Réwnania mechaniki plyn6w formutuje si¢ na gruncie teorii dystrybucji.
Te réwnania sa wazne zar6wno wewnatrz plynu jak i na powierzchniach nieciaglodci prze-
plywu, co pozwala na konstrukcj¢ obrazu pola predkoéci analogicznego do tego, ktéry otrzy-
muje si¢ dla modelu powierzchni noénej. Rozwiazanie problemu sprowadza si¢ w dalszym
ciggu do rozwiazania pewnego rownania calkowego osobliwego w dwdch wymiarach. W przy-
padku skrzydel o duzej rozpieto$ci w stosunku do cieciwy otrzymuje si¢ jedno réwnanie cal-
kowe osobliwe, jednowymiarowe. To réwnanie pokrywa si¢ z rownaniem caltkowo-rézniczko-
wym Prandtla dla skrzydet bez bocznych krawedzi. W dalszym ciggu przeprowadzono analize
przypadku ciala o rozpigtosci pomijalnej w stosunku do cigciwy.

B mactosme#l paboTe paccMaTpHBaeTCA YCTAHOBHBINCECH, THHEAPH3OBAHHOE TEUEHHE CHKHMA-
emoif M HEBASKOl YKUOKOCTH B NPHCYTCTBHM TOHKOrO Tena. [Ipe)kjie BCEro SamicCHIBAIOTCH
VpaBHEHASA MEXaHWKH YKHIKOCTEH, MCIONBL3YA JACTpUOYImH. DTH ypaBHEHHA CIpaBeTHBLI
TaK BHYTDH JKHIKOCTH, KAK M HAa NMOBEPXHOCTAX DasphIBA TEUEHHHA, YTO IO3BOJIAET HA IIO-
CTPOeHHE KapTHHBI IOJIA CKOPOCTEH aHANOrHYHOrO TAKOMY OO, KOTOpOe NONMY4aercd IUIA
MOJMIeNH Hecylueid moBepxHocTH. Perienne 3ajjaun CBOAMTCA B JaNbHEHINEM K DEMICHHIO HEKO-
TOPOr0 CHHTYJIAPHOTO MHTErpaBHOrO JBYMEPHOro ypaBHeHHA. B ciyuae KphumeB ¢ Goybmmm
Pa3MaxoM IO OTHOMIEHWIO K XOp/e IOJy4aeTCA OJHO CHHIYJIADHOE, HHTErPAJLHOE, OHOMED~
HOe ypaBHeHMe, JTO YypaBHEHHE COBNAaeT ¢ HHTerpo-aubdepeHUNaTLHLIM YPABHEHHEM
Ipangrna oA KpbulkeB Ge3 GoKOBBLIX KpaeB. B manmeHeiiiem npoBefcH aHANHM3 CIy4as Tesa
¢ pasmaxom mpeHebpe)KHMo MasbIM 110 OTHOILEHMIO K XOpHe.

1. Introduction

L’£TUDE mathématique du mouvement de I’aile d’avion en présence d’un fluide incompres-
sible, constitue un probléme que les chercheurs scientifiques ont abordé dés le début du
siécle, parallélement aux progrés enregistrés dans le développement de I’aviation.

Un premier modéle du mouvement de I'aile d’envergure finie, en présence d’un fluide
incompressible, est di & PRANDTL [1]. Son modéle, qui porte le nom de “modeéle de ligne
portante”, est basé sur les hypothéses simplificatrices suivantes:

1. On suppose que laile est le “siége” de certains tourbillons “liés”, dont la direction
est celle de I’envergure.
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2. L’aile est assimilée 4 un segment rectiligne situé au bord de fuite.

3. En aval de l'aile on admet I'existence d’une nappe de tourbillons “libres”, plane
et parallele 3 V.

4. Les tourbillons libres sont supposés paralléles & V.

5. En dehors de ces hypothéses I'étude du mouvement de I’aile, en présence d’un
fluide compressible, nécessite encore I'hypothése des petites perturbations.

Dans le cas du modéle de la ligne portante la condition aux limites est globalement
satisfaite, ce qui conduit a I’équation intégro-différentielle de Prandtl ol les seuls paramétres
de I'aile qui y interviennent sont a(y) et j(y).

Les résultats obtenus & 'aide de la théorie de Prandtl correspondent aux résultats
pratiques seulement dans le cas des ailes de grande envergure par rapport a la profon-
deur, ce qui impose nécessairement I’amélioration du modéle de la ligne portante. Les
investigations ont été orientées surtout sur la modification des deux premiéres hypothéses.
Ainsi, E. REISSNER [2], E. TRUCKENBRODT [3], J. WEISSINGER [4] ont admis que:

1'. Les tourbillons liés sont inclus dans un plan.

2. L’aile est assimilée a sa forme dans le plan.

Ces hypothéses ont mené au modeéle de la “surface portante” qui a été rigoureusement
formulé par P. COCARLAN dans [5). Dans ce modéle on utilise les conditions aux limites
linéarisées imposées sur la forme dans le plan de laile. Finalement, on arrive a une équa-
tion intégrale singuliére & deux dimensions. Le probléme qui se pose maintenant est celui
d’établir quelles sont les conditions sous lesquelles I’équation intégrale & deux dimensions
peut étre réduite & une équation de Prandtl. Nombre de recherches ont été effectudes
a ce dessein, mais, tel que 'on peut voir dans [6], aucune de ces démonstrations n’est en
mesure de rendre satisfaction.

Dans ce travail nous allons ticher d’aborder ce probléme d’un point de vue différent.
Puisque nous avons l'intention d’aborder I’étude des fluides compressibles, nous allons
adopter dés le début I’hypothése des petites perturbations.

Nous allons donc considérer une théorie sur les hypothéses suivantes:

1. Les équations que nous allons utiliser seront les équations linéarisées de I'aérody-
namique.

2. La condition aux limites sera utilisée sous forme linéarisée.

3. L’aile sera substituée 4 un domaine plan (se forme dans le plan).

Nous écrirons d’abord les équations de I’aérodynamique en distributions, utilisant
la technique developée par L. SIRovicH [7]. Ensuite, ’appareil mathématique de la théorie
des distributions nous permettra de construire I’entiére théorie de la surface. portante,
sans utiliser les hypothéses qui se référent aux tourbillons libres et liés (les hypothéses
1, 3 et 4). La solution du probléme se raméne a la solution d’une équation intégro-diffé-
rentielle 4 deux dimensions, équivalente a I’équation intégrale de [5].

Si la profondeur de I'aile est négligeable par rapport & Ienvergure, la résolution du
probléme nécessite la résolution d’une équation intégrale singuliére 4 une dimension.
Pour les ailes sans bords latéraux cette équation est équivalente & 1’équation intégro-
différentielle de Prandtl.

Le cas limite de Iaile d’envergure négligeable par rapport a la profondeur sera éga-
lement analysé.
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2. Les équations de la mécanique des fluides en distributions

Considérons dans un fluide non visqueux et compressible, une surface fermée d’équa-
tion S(x, y, z, 1) = 0 qui borde le domaine D;. Cette surface peut étre soit une surface
de discontinuité de ’écoulement du fluide, soit la surface d’un corps qui se déplace en
présence d’un fluide. Dans ce dernier cas nous admettrons que l'intérieur du corps est
occupé par le méme fluide que celui de I’extérieur qui se trouve en repos par rapport
au corps.

L’écoulement du fluide sera rapporté a un triédre cartésien fixe. L’écoulement sera

décrit dans les deux domaines D; et D, = CD; par les équations suivantes:

@.1) if +—(9V,) (éq. de continuité),

)
2.2 2 @V +5— 3 (@Vi¥;+pdiy) =0  (éq. de Euler),
(2.3) = g(p) (la loi de compressibilité).

En cas que S(x, y, z, t) = 0 représente une surface de discontinuité de ’écoulement du
fluide, sur cette surface nous aurons les rélations de saut [8] suivantes:

2.9 Q(I) (v(i) —d) ‘p— E,(c) (Vm—d) ‘n =0,
(2_5) e{l)vci}{(v(i) —d)- n} = emv(ﬂ {(V(e) —d) . n} + (p‘"«-p“’)n =0

ol n est le verseur de la normale extérieure a S, d la vitesse de déplacement de la surface,
o® la densité du fluide de Pintérieur de la surface, o la densité du fluide a I'extérieur etc.

Si S(x,y,z,t) =0 est la frontiére d’un corps, alors sur cette surface nous aurons
la condition aux limites:

(2.6) Vin=d'n
qui décrit le glissement du fluide sur la surface du corps.
Soit:
1 (x ) J’ > z) € D is

Ok, 152, 0) = {0 (x,y,2)eD,.
Dans le sens des distributions nous avons [7]:

a0
2.7 - = d-nd(s) gradf = —nd(s),
ou d(s) est la distribution
28) (36), 9(x, 7, 2) = [ [ p(x, y, 2)do.

S

Nous allons considérer maintenant les fonctions (Sirovich):
¢ = 0 +0“(1-9),
QV = e(nvu)ﬁ +e(‘)v(‘)(l_ﬂ),

T*
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p =pPB+p(1-0),
ViV, = E,(i) y® V}"B +o®V® V}”(I —-0).

Chacune de ces fonctions donne naissance a une distribution. Aprés une série de calculs,
utilisant les relations (2.7) nous obtenons:

39 4 = 39“) _3_ ) ey 39(” i (e) 17(e)
73?*3—:@(9”"‘[7“% @OV [0+| T+ 5, €V |0-0)

+ [Q“)(V(')—d) . n_e(i)(v(i)._d) -n]d(s) = 0.

Chacun des crochets du membre droit est annulé grice a ’équation (2.1) et aux conditions
(2.4) ou bien (2.6) de sorte que nous obtenons I’équation:
de 9
(2.9) ot +'3—xJ'QVJ =0
qui est valable maintenant sur tout I’espace.
De fagon analogue nous avons:

Vi, @ PV o
—gt—‘ + > @ViV;+pdy) = [Lat—t—* + > (ol el s i +p("6u)]6
© e
+ [—_a‘? 4 @OV +pt=1a,,)]a ~6) +{eOV[(VO-d) - 1]

— 0D VO(VO—=d) - 0]+ (@ — pP)n} 8(s).

De nouveau les crochets du membre droit sont nuls. L’accolade s’annule dans le cas ol
S(x, y,2,1t) = 0 est une surface de discontinuité dans le fluide. Si cependant elle est la
frontiére d’un corps, ce qui en reste est le dernier terme et dans ce cas les équations de
Euler deviennent:

doV, 0
(2. 1 0) __gt_l + a—xj (QV; Vj +Pau) = p(‘)ﬂ{ é(.s') ;

Le raisonnement peut étre répété identiquement aussi dans le cas ot nous avons plusieurs
surfaces de discontinuité et plusieurs corps dans le fluide, vu que dans le membre droit
les équations de Euler n’interviennent que les termes correspondants aux frontiéres des
corps imperméables. Ainsi:

(=pné(s), 1) = - [ [pndo = R
S

représente la résultante de I’action du fluide sur le corps rigide.
1l faut remarquer que les équations (2.9) et (2.10) sont valables sur tout I’espace, méme
si @ Pintérieur du fluide il y a des surfaces de discontinuité de I'écoulement.
Considérons maintenant ’étude de I’écoulement du fluide compressible non visqueux
en présence d’un corps mince qui différe un peu d’une plaque plane. L’écoulement du
fluide est uniforme aux grandes distances en amont, la vitesse V,, est constante et on sup-
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pose qu’elle se trouve dans le plan du corps. Nous allons rapporter I'écoulement du fluide

4 un triédre cartésien orthogonal choisi tel que le plan z = 0 coincide avec le plan du
corps, que ’axe Ox ait la direction et sens du vecteur V,, et que I’origine soit située au

milieu du corps (Fig. 1).
z = of(x, )

Soit:
I’équation du bord supérieur et respectivement inférieur du corps. (Toutes les magnitudes
calculées sur le bord supérieur du corps recevrons I'incide + et celles calculées sur le bord

z)
y

Fia. 1.
inférieur I'indice —). Nous allons également désigner par 6(x, y) la fonction caracté-

ristique du domaine D, la forme en plan du corps.
Dans I'hypothése ¢ < 1 le membre droit de (2.10) peut étre mis sous la forme [7]:

pOnd(s) = [(p* (x, )—p~ (x, MIO(x, y) 8(2is — &[(p* /3 —p /) 8(2)i,
+(*f5 —p7f3) 6@)iz +(p*f* —p7f7) 8 (2)is0(x, ) +0(e?)

Ou:
chacun des premiers trois termes du membre droit ayant la signification de la composante

(2.11)  p“né(s) = &l(x, y)6(x, y) 8(2)i; +em(x, y)0(x, y) 8(2)i, +
+n(x, y)0(x, y) 8(2)i; +eq(x, y)b(x, y) &'(2)is +0(c?),
du vecteur —R sur les axes respectifs:
(—&l(x, »)0(x,)82), 1) = ¢ [ [ (0*f2 —p~fz Ydxdy = Re+0(e?),
D
(—em(x, )0(x, »)8@), 1) = & [ [ (0*f —pf5)dxdy = R, +0(¢?),
D

(=, »)0(x,)0(2), 1) = — [ [ (o —p~)dxdy = R +0(s?).
D

De plus, le dernier terme de (2.11) peut étre interprété comme moment de la pression
par rapport au plan z = 0. Des quatre termes de (2.11) les plus importants sont le premier
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et le troisi¢éme qui correspondent respectivement a la trainée et a la portance. Nous allons
donc utiliser 1’expression:

2.12) p@nd(s) = &l(x, y)0(x, y) 8(2)i, +n(x, y)0(x, y) 6(2)is.
Nous allons considérer les variables sans dimensions:
V=V/Val, &=0/0w 7= (P—P)l300V2

Mettant en évidence les perturbations que nous allons désigner par v(u, v, w), g, p, nous
écrirons les équations (2.9) et (2.10), utilisant (2.3) sous la forme:

@13) Hov L = ellx, y)0(x, )86,
(2.14) %Jr +~g—‘§; =0,

@15) 2L w66, )0,
(2.16) —2%+%+2—:’+ M=%=o,

ol M est le nombre de Mach (en fonction des valeurs de ce paramétre nous aurons
A considérer le régime subsonique (M < 1) et le régime supersonique (M > 1). Nous

allons consacrer ce travail seulement au premier cas.
De méme, la condition aux limites cinématiques (2.6) sous la forme linéarisée, est:

(2.17) w(x,y, +0) = ¢f#(x,»), (x,y)eD.

3. L’étude du régime subsonique
3.1. Le cas général

Pour M < 1 nous allons effectuer les changements de variable:
x=x, ﬁy=y'! ﬁz:z’,
(3.1) pu=u, v=9v, w=w, fp=p,
ou f =y 1-M2.
Utilisant les notations x,y,z,u,v,w,p pour les nouvelles variables, le systéme
d’équations (2.13)-(2.16) aura la forme:

d )

3.2 S o= efl(x, DO(x,)(2),
v ap _
(3.3) =t ty = 0,
aw dp _ 0 P

(3.4) 'a—x+§ = n(x, y)0(x, y)é(z),

ou dv ow >
(3.5) =t m = —&eM(x, y)0(x, ) 6(2).
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De méme, nous avons noté fn(x’, y') par n(x, y).
Nous allons considérer ensuite la transformée Fourier de ce systtme par rapport
aux variables spatiales:

ik, 0 0 ik, U F {ef?l(x, y)0(x, ») 8(z)}

0 ik, 0 ik, v _ 0

0 0 ik, iks| | W] | #{nx,»0x, 6@} :
ik, ik, iky O P F {—el(x, y)M*0(x, y) 8(2)},

ol

Uky, ez k) = # {u(x, p, 2)} = [ [ [ulx, p, ye-"timsharsksngdy dz,

les fonctions ¥V, W et P étant définies de fagon analogue.
La solution de ce systéme s’obtient aisément sous la forme:

T [ k-k2 ik ik ik, | | 1
UV | e = o || T i »e)
, ik K-k} kiks ik 0
3.6) N N
" S ik3 kz ka k2 — k% ika '
w K T ik k2 ik k2 k2 F {n(x, »)b(x, ) 6(2)}
ik ik ik ik
P - . 'k_; _‘k_; ’k_; F {—eMl(x, y)0(x, y)8(2)}

k2 = K3 +k3+i3.

Si les fonctions /(x, y) et n(x, y) sont données, alors du systéme (3.6) on peut déterminer
le champ des vitesses et la pression, et de 1’équation (2.4) on obtient la forme du corps.
De cette maniére le probléme inverse est résolu. Pour résoudre le probléme direct il faudra
déterminer les fonctions I(x, y) et n(x, y) a I'aide des conditions aux limites. Du systéme
(3.6) nous avons:

W = T (el 005,00} + 53 (6, 900,00

Mais:
F-1 "‘_3} -l et 1.2
k2| 4dmozr  4n r?’
9—1{&1’_‘%}_ 1 f R _L_(Hi)
ik k2 |~ ox dar 4ar 4m3 4n dy | y*+z* rll

ol r? = x%2+y?+z2. Pour déterminer les transformées Fourier inverses, écrites ci-dessus,
nous avons utilisé la condition d’annullement des solutions fondamentales pour x — —oco.
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La fonction w(x, y, z) sera donnée donc par les produits de convolution:

_ & ZdEd?)
(3.7) W(x! Y, 2) - _H-L'f!(fi '}) [(x_$)2+(y_’?)2 +22]3."2

: (x—¢&)ddy 1 2
+H-1U "C ) [G=pr o -y + 27 "?«?i f nE o *

y—n x—€
o e
L’expression que nous avons trouvée pour w(x, y,z) coincide avec celle de [2] et [5]
mais abstraction est faite du premier terme. D’ailleurs le coefficient ¢ indique que ce

terme est d’un ordre de magnitude plus petit que les autres, et que sa présence est due,

tel qu’on la verra plus bas, & ’épaisseur du corps.
Si I’on néglige les termes en & (ce qui équivaut un corps sans épaisseur) nous obtenons

encore:

1 z
u(X, s Z) = _E.j[fﬂ(Es 7?) [(x—§)2+(y—1})2+zz]3f2 dfdn;

1 d z x—&
o(x,y,2) = Z;_[fn(&. m%[()’-ﬂ)’ﬂ’ (l + (O g e ):'dédq.

Il faut remarquer que la fonction o(x, y, z) est discontinue non seulement sur le domaine
D mais aussi sur la demibande du plan z = 0 située en aval du corps donné. Cette surface
de discontinuité peut étre interprétée comme une surface de tourbillons. Par conséquent,
les équations de la mécanique des fluides en distributions nous ont permis de déterminer
une représentation pour le champ des vitesses sans utiliser des hypothéses supplémentaires.
En méme temps, comme une conclusion de ce que nous venons de dire, il résulte que
le modele de la surface portante est le seul possible si la géometrie du corps permet
I'utilisation de la théorie des petites perturbations.

Nous devons calculer la limite de w(x, y, z) pour z — 0 et (x, y) € D. Les premiéres
intégrales de (3.7) représentant respectivement la dérivée normale et la dérivée tangentielle
d’un potentiel de simple couche de sorte que leur limite s’obtient d’une maniére simple:

zd€dn -
z«-io'i?v”f J 160 g Gy = £l
(x—E)dedy
,‘l“;ﬁf [ me.m ta=g s

1 =§ n(&, 1)
=4_.«DHU f & G g =T “”*f [(x—s)=+(y—n)21”?“"’]

x—£
f [Cne.m ey dedn,

ou C, est une courbe simple, fermée qui entoure le point (x, y), et D, est le domaine
bordé par cette courbe.
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Nous avons également (v. Annexe):

s B d x—§ \
Hﬂm-‘[\f"(&ﬂ) 37}[(}' n)z+zz(l+v(x*5)z+(y 1})"-{-22)] dfd

1 3n(£.n)( x—§ )dsdn
4n ., V=85 +(—7)?

1 x—& d&
RV, = X 1 .
4“! e ")( * V(x—s)=+(y—n)2)y—n

ou:
(338) I P, y, &, ey = im S| Fex, 3, &, myaean,
D &0 D—-D:

D7 étant l'intersection du domaine D avec une bande large de 2¢ paralléle & I'axe O&
et a I’axe de symétrie qui passe par le point (x, y) (v. Fig. 2). Ensuite C désigne la fron-

do

iy

n
/

Fic. 2.

.

*(xy)

-

tiére du domaine D. Compte-tenu de ces formules, de (2.17) et (3.7) nous aurons & la
limite les relations suivantes:

. £ 1 © x—§
69)  limwx,y,5) = F 5l )+ f I nte.m gy e

f = on(E, n)( x—¢ \ dédn
T Ve=82+G-n? | y=n

q x—& \ dé
+ 4“! n(e,n)(1+ o)

= ef$(x, ).
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Pour le corps sans épaisseur, nous avons encore, aprés quelques calculs simples:

(3.10) lim u(x 2= n(x ¥).

240

Faisant la différence entre les deux conditions (3.9) nous obtenons:
Ix, y) = [ (x, 9)=f¥x, )

(les fonctions f2(x, y) étant celles résultant de f(x, y) & 'aide des transformations (3.1)).
De cette maniére la fonction /(x, y) est complétement déterminée. Elle est différente
de zéro seulement dans le cas des corps & I'épaisseur.
De la somme des deux conditions (3.9) nous obtenons ensuite:

f f ") = e)2+(y n)z]afz'dfd?)+-— f f 3**(5 n(E,m)

¢ \dédn x—§ d
MY s ) 4== s ”)( VG- e)=+(y‘—n)2)

= 5 (f¥ ) +f2 (x, ).

Mais:

| © x—£&
Eﬂ ") [ g G

1 f f Il 9n(g, ) (y—m)dédn

o (x=&Y =8 +(—n)?

y—1 &
f@ QLY e

ol ff"F(x,y, &, n)dédn est définie de fagon analogue a fJ'—F(x, ¥, &, n)dEdn avec
D D

la seule différence que cette fois ci DI est 'intersection de D avec une bande large de 2¢
paralléle 2 On (dont le centre est également en le point (x, »)).
Par conséquent, pour la détermination de la fonction n(x, ) nous obtenons I’équation:

a5 f g f uE,m)

* an(&, ) V(_x—_s)=+(y n)? 1 Vea=82+0—1)
4:»” G=H -1 *"“’”HJ"‘E’ G-H0-n “

= %[ﬁ(x,y)-!-fi’(x, b))

Nous avons noté:

JJ* Py, 6, mydean =1im [ [ Fee,y, & nydean
D MD-—D?
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ol D¥ est 'intersection du domaine D avec deux bandes larges de 2¢, une d’elles paralléle
4 Of et l'autre paralleéle & On I'axe de symétrie de ces deux bandes passant par le point
(x, )

L’équation intégro-différentielle (3.11) est équivalente & I’équation intégrale singuliére
de [5]. Nous avons préféré néanmoins la forme (2.11) vu qu’elle est plus facile 3 maneouvrer
par la suite.

Etant donné que le probléme de I'intégration de cette équation est particuliérement
difficile, nous allons nous occuper seulement de quelques cas limites. Dans ce but nous
allons effectuer d’abord les changements de variables: x = ax’, y = by’, § = af’, n = by’
ol 2a représente la profondeur de l'aile et 2b I'envergure. Renotant par x, y, &, 9 les
variables independantes, par D le domaine résultant de la suite de changement, et par
C la frontiére de ce domaine, I’équation (3.11) devient:

a on(é,n) dédy 5
(312 4:mb.£ 4nbf €)=

an y=n n

# an(E ) Va*(x=¥7 +b‘(y )
4nb ff

1
x=& (- 4mb

o R s B, 54 o )
xjﬂam OO = ()42 ) = g, 9.

3.2. Le cas du corps a profondeur négligeable par rapport 4 I'envergure (a < b)

Si dans 1’équation (3.12) nous considérons un développement en séries par rapport
4 la magnpitude a/b, nous obtenons:

J‘j‘# on(&,n) sgn(y—n) F I f”(‘f )sgn(y 7) dE
4

x—§
1 a ([=on¢,n) dedn a® . [a)| _
2;"5 T y—q 4% b f &, (bJt ia (F)) = 8(x, ).
M H .
#* an(E 7) sgn(y—n) sgn(y—7)
ff e &w+fﬂa) B g

xa(;") df xf?) dé x+, H(E )
=lim{ n(é, y—e) + rr(E,y+s)——-}=2 sl e

el x.'{[) I R =8 x_.{,[; x—§

ol x = x_(p) et x = x,(») sont les équations de la frontiére C (respectivement de I'arc
en aval et en amont), I’accent indiquant que l'intégrale respective est calculée en valeur
principale au sens de Cauchy.
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Par conséquent, ’équation utilisées pour la détermination de la fonction n(x, y)
devient:

G613 — f 'nte, y)de 2(x, »)—- (“‘an(e, )déd'?+f n(e, )

Nous remarquerons que 'approximation d’ordre zéro en a/b conduit — au cas ol le corps
a la forme d’un cylindre dont les génératrices sont paralléles & Oy — a I’équation intégrale
de la théorie des profils minces dont la solution peut étre explicitée. Considérant que
le membre droit de (3.13) est connu et que y est un paramétre, nous obtenons:

Xy
2 x+—xf t—x_ . dt
(3.14) n(x,y) = W]/x_x_ ]/x+“,g(f, D

e /E = fn(s,n)ds

4 -

ol la derniére intégrale est une intégrale singuliére au sens de Hadamard.
Afin d’obtenir ’expression (3.14) nous avons utilisé le postulat de Kutta-Joukowsky,
nous avons supposé donc que les vitesses au bord de fuite du corps sont finies.

Notons:
X4

) = [ n(x,y)ax.
Dans ce cas, de I’équation (3.14) nous obtenons, 4 la suite d’une simple intégration,
I’équation suivante pour la fonction n(y):

(.15) n(y)._zf]/

La fonction n(y) une fois déterminée, 1’équation (3.14) détermine la fonction n(x, y) par
une simple intégration. D’un autre cdté pour le calcul de la portance il est suffisant de
déterminer la fonction n(y).

Notons:

+1
aA+ x_ (* n(n)

el

% x:0)-%.0)} = a0).

Cette quantité représente le rayon du cercle & I’extérieur duquel on peut représenter
conformément le plan y = const avec la coupure [x_(y); x4+(y)] sur I'axe z =0 si la
représentation garde les vitesses & l'infini. De méme, de la théorie des profils minces
nous avons encore [8]:

TV e ni = ~2ma0)i0.
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Finalement, avec ces notations, 1’équation (3.15) devient:

+1

*
(3.16) COy) = 4M(y)j(y)——— C s>
fl o- n)‘

ou C(y) est la circulation de la vitesse sur une courbe qui entoure le corps dans le plan
y = const, et conformément a (3.10) nous avons:

) = —n().
THEOREME. Si les forictions a(y) et j(y) sont continues, alors I’équation intégrale (3.16) admet
une solution, et cette solution est unique.
Soit:
+

1
RO = 00,+1%0.9 = [ Than

qui est une fonction holomorphe dans le plan complexe { = y +iz avec la coupure [—1; +1]
sur ’axe réel. Sur ce segment nous avons:

i

+
lim FQ) = +CO)+— f C(’”
z—+40 1

ou encore [9)]:
+

¥ ' - " L C(ﬂ)
(3.17) ,l.'.nioF@)_ic(y) m.[ = zd’i-
donc:
+1
- 1 *_cm . _ 9P
o) = 00, £0, [ Drdn = 2, £0).

Par conséquent la résolution de I’équation intégrale (3.16) peut étre réduite 4 la résolution
du probléme aux limites suivantes: déterminer la fonction F({) = @ +i¥ holomorphe
dans le semi-plan supérieur et satisfaisant aux conditions suivantes a la frontiére;

P(y,00=0, ye(—oo,—-1)U(, +o0),

By, +0) = 4na(»)j () + "0’)"" a“’(y +0), ye(=1, +1).

Or, ce probléme aux limites coincide avec le probléme aux limites considéré par E. TREFFTZ
[10] et C. JAcoB [8] en liaison avec I’équation de Prandtl. Les auteurs cités ci-dessus dé-
montrent I’existance de 1’unicité de la solution de ce probléme aux limites dont la réso-
lution se réduit a la résolution d’une équation intégrale de type Fredholm de la Il-me
espéce.

LeMME. Pour les ailes sans bords latéraux, I’équation intégrale (3.16) coincide avec
I’équation de Prandil.
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En effet, dans ce cas C(+1) = 0 et par conséquent:

+1 +1 +1
* Cm) ‘C'(m) c(+1) _C=n _ ("CMm
f G-n7 1~ y=1 T Ty A %-

De cette maniére ’équation (3.16) devient I’équation intégrodifférentielle de Prandtl.

3.3. Le cas du corps d’envergure négligeable par rapport a la profondeur (g > b)

Pour les grandes valeurs du paramétre a 1’équation (3.12) devient:

a = on(&, n) dédn
(3.18) s _!;f e {1 +sgn(x—-§)}ﬁ

b sgn(x—¢&) b*\ _
+WJH($, '?)Td§+0(?) = g(x, ).

Négligeant les termes d’ordre (b/a)* cette équation peut étre écrite sours la forme:

8:-1:a

+%Cfn(5, n) {1 +sgn(x—&} -2 S

(3.19)
ou:
Cex, ) =— [ n,y)de.

x-(0)

Pour intégrer cette équation nous écrivons de nouveau { = y+iz et

FC, ) = B, 2, ) +i¥(, 7, x) = 11 Cf;‘ g) &
-1

Conformément 2 la formule (3.17), la fonction F({, x) holomorphe dans le semi-plan
z > 0 du plan complexe £, vérifie les conditions aux limites:

¢(y,0,x)=0, }’E(" o0, -I)U(l, +°°):

oD b
E(yx +0!x) =E'g(x,y)s -1< Y < 1!
ou:

d(y,0,x) =0, ye(—oo, —1u(l, +00),
(3.20)

W, +0,0) = —2G(x, ) +h), ~1<y<l,
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ol G(x, y) est une primitive, par rapport a y de la fonction g(x, y) et h(x) une fonction
arbitraire pour I'instant. La solution du probléme de Volterra avec les conditions a la
frontiére (3.20), bordée en les points y = +1 est:

— +1
(321) ren =Y [ s -2 6, 0 -2
21

La fonction A(x) sera déterminée par la condition que F({, x) soit annulée a I'infini, ce
qui, aprés quelques calculs simples, conduit & ’expression:

+1
_ b G(x,1)
"(""a_[“—ﬁ:,—z .

La fonction F({, x) une fois déterminée, nous avons:
C(x! y) = ‘D()’, +0= x)
d’oll nous obtenons immédiatement la fonction n(x, y).

Pour conclure, 'auteur désire remercier dr. doc. Lazir DRAGOS et dr. N. MArcov
de lui avoir accordé leur appui pour la réussite de ce travail.

Annexe

Soit @(x, y) une fonction dont la dérivée est continue sur tout le plan et dont le sup-
port est D = [—a, a] x [~ R(x), R(x)]. Nous avons:

1imff X, Y)—s> (1+ E )dxd=
0u #( y)yz_’_zz ]/xz+y2+~23 4

— 1 — y
= lim £ [0, 0} 2 (1 +

X
]

nff ,00—2 (1 2 dxd
i ey ’y2+z=(+./m !

Mais:

Iimff x, 0 AN SN Y
09 #l )y2+z¢( VX2 +y* +22 7

a R(x)
=1imf (x, 0) f ( ___) dydx = 0
0 4 —R(x) 2+23 ]/x2+y +2*

vu que Pintégrant est une fonction impaire par rapport & y. Nous avons donc:
tim [ [ ge, ) (1+ _x____)dxd
O ’ ?} yZ +22 l/xz +yz +33 y

) ?’(str’)—'P(x,O) b
_lf : (1+ S )dxdy.
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Mais:
p(x, y)—glx, 0)(l P(x, y)—g(x, 0) )
'z[f y +l/x 24y Df p y (1 l/x e
P(x, y)—g(x,0) {
e

ol D7 est I'intersection du domaine D avec une bande de largeur 2¢ paralléle 4 Ox et
dont I’'axe de symétrie passe par 'origine. Nous avons encore:

1[5t

; tp(x, »)—¢(x, 0)
l‘ﬂif y (1 Vx’+y )dxdy B

)dxdy =0,

€t par conséquent:
tim [ [ px, )= (1+ _x____*_)dxd
Sk o(x, ») o 3 Ve ly
= lim ff‘?(x’y)(u E|dxd Effzq’("”’) (1+ Z )dxa‘
0ol s y ]/Jcz +y? & i y ]/x’ +y? Y,

Cette formule est valable, en conditions plus générales, pour la fonction ¢(x, y), mais
la démonstration respective est plus laborieuse. Nous avons encore:

. 0 y X
li ff i R — V"
=3 7% =y2+2’( * l/x’+y’+z2)} e

b y -
= 1215, L[f " [w(x,y) 2422 (l + V32 +y*+22 ’]dxdy

dp(x, ») ( x ) }
- 1 — |dxdy
2 2
':[ oy y'+z Vx*+y?+22

. r y x
v 1 dx d
i [ o055t (14 e
x
_ dxdy\.
ff dy »* +z’( ]/x’+y +zz) .V}

Par conséquent:
A d ¥y x
tim [ [ g(x, )2 1+ o2 \axd
250 quo(x ») dy {y’-{»z2 ( VxZi+y2+22 )} Y
" o(x, ) x = dp(x,y) 1 ( x )
- 1+ Ko AR RE 2 fg g S L
cf Y ( Vx’+y’) ~1U v v\ )
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