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Ondes de cisaillement a polarisation horizontale. 
Diffraction par une sphere parfaitement rigide. 

A. GERARD (PARIS) 

LA PROPAGATION d'ondes spheriques de type SH est envisagee dans un milieu infini, elastique, 
homogene et isotrope contenant une inclusion spherique parfaitement rigide. La source est 
situee a l'exterieur de cette derniere. La solution de ce probleme de diffraction s'interprete 
aisement en termes d'optique geometrique. La reft.exion des ondes SH suit en premiere approxi­
mation les lois de Descartes. En outre, il apparait sur la surface de la sphere une serie d'ondes 
dispersives evanescentes, faisant m fois le tour du noyau et dont la vitesse de propagation est 
inferieure a celle des ondes SH incidentes qui leur ont donne naissance. 

Rozwai:a si~ rozchodzenie fal sferycznych typu SH w osrodku nieskoriczonym, spr~iystym, 
jednorodnym i izotropowym, zawieraj~cym inkluzj~ sferyczn~, doskonale sztywn~. Zr6dlo jest 
umieszczone na zewn~trz tej inkluzji. Rozwi~nie takiego problemu dyfrakcji mo:ina latwo 
zinterpretowac posluguj~c si~ terminami z optyki geometrycznej. Odbicie fal SH wynika z pier­
wszego przyblii:enia praw Kartezjusza. Ponadto pojawia si~ na powierzchni sfery szereg fat 
dyspersyjnych tlumionych, twor~cych m-krotny obr6t wok6l rdzenia. Pr~kosc ich rozcho­
dzenia sic: jest mniejsza od pr~ko8ci fal padaj~cych SH, kt6re wywoluj~ fale dyspersyjne. 

06cy>~<.Qae-rc.a pacnpocrpaHHe c<PepHtlecKHX BOJUI THIIa SH a 6eCKoHe"tllloH:, ynpyroH:, 
OA~fOpoA~fOH H H30TponHOH cpeAe, COAep>KaBweif c<!>epHtieCKoe, HAeaJILHO >KeCTKoe BKJIIOtie­
HHe. 11CTO'IHHK noMe~eH BHe 3TOI"O BKJIIOlleHHR. PeweHHe Tal<OH 3aA8llH AH4>paK~H MO>K­
HO JierKo HHTepnpempoaaTI>, nocJiy>KHBa.aci> TepMHHaMH Ha reoMeTpHtleCKoH: OIITHKH. OT­
pa>KeHHe BOJIH SH CJie,zzyeT Ha nepaoro npH6JIH>KeHHR aaKOHOB .IJ;eKapTa. KpoMe Toro 
fiO.JIBJUieTC.JI Ha noaepXHOCTH c<l>epbl PRA 3aTyXa10~ AHCUepCHOHHbiX BOJIH, o6paay1Q~J!X 
m-Kp8THbiX o6opOT BOKpyr cep~eBHHbl. CKOpoCTI> HX pacnpoCTpaHeHHR MeHI>We tieM CKOpOCTI> 
naAaiO~HX BOJIH SH, KOTOpbie Bbi3biBaiOT AHcnepCHOHHbie BOJIHbi. 

Introduction 

LA DIFFRACTION des ondes elastiques longitudinales-ondes P-et de cisaillement­
ondes S--est etudiee par de nombreux chercheurs. Le plus souvent les solutions analyti­
ques obtenues le sont a l'aide des methodes asymptotiques utilisees en electromagnetisme 
et en acoustique. 

Ainsi, des 1956 SCHOLTE (13], NAGASE (9] etudient, independamment l'un de l'autre, 
la propagation d'ondes spheriques Pet S dans un milieu elastique, homo gene con tenant 
une inclusion spherique fluide. Le premier auteur detaille la reflexion, la transmission 
et la diffraction des ondes P; le second s'attarde sur les ondes de Rayleigh issues des ondes 
P et S venant frapper une sphere fluide. Tous deux utilisent conjointement la transfor­
mation de WATSON et la methode du col. TA-LIANG TENG et RICHARDS [15] en 1969 s'inte­
ressent plus particulierement au voisinage de la frontiere de la zone "d'ombre" lors de la 
diffraction d'ondes planes P et S par une cavite cylindrique entouree d'un milieu infini, 
elastique et homogene. lis utilisent essentiellement la transformation de Fourier, la somma­
tion de Poisson et la methode de la plus grande descente. Recemment, ANSELL [l] 1973, 
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1030 A. GERARD 

exploite }'etude de NAGASE a }'aide des polynomes de CLEMMOW et donne ainsi une forme 
analytique nouvelle de la solution du probleme evoquee ci-dessus. 

Ces diverses etudes issues de la geophysique incitent naturellement a entrepret;tdre 
celle de la diffraction des ondes spheriques de cisai11ement a polarisation horizontale 
(ondes SH) par une sphere parfaitement rigide incluse dans un espace infini, objet du 
present travail. Les milieux envisages sont supposes elastiques, homogenes et isotropes. 
Adaptant la methode des champs de forces [3 et 4] a notre probleme, on commence par 
retrouver un resultat connu [5] pour representer le champ "incident". Celui-ci est utilise 
au deuxieme paragraphe pour preciser la propagation des ondes spheriques SH dans notre 
modele. La solution du probleme de diffraction obtenue a l'aide de la transformation de 
Watson est valable derriere l'ol?sta~le- zone d'ombre- et nous l'interpretons au para­
graphe suivant en termes d' optique geometrique comme des rayons diffractes par I' inclu­
sion; en outre, il apparait sur la surface de celle-ci des on des evanescentes et dispersives 
qui s'y propagent a des vitesses inferieures a celle des ondes SH incidentes. Dans la derniere 
partie on etablit la solution de notre probleme en avant de !'obstacle- zone eclairee­
par une technique due a NuSSENZVEIG [10]. Ce dernier resultat montre que les ondes SH 
suivent en premiere approximation Ies lois de Descartes de l'optique geometrique et permet 
d'atteindre la solution globale recherchee. 

Ce travail est a rapprocher de celui effectue en 1959 par LEVY et K.ELLER [7]. Ces der­
niers en s'appuyant sur des bilans d'energie et une extension du princiPe de Fennat ba­
tissent une theorie geometrique de la diffraction a l'aide de laquelle ils resolvent le probleme 
de la diffraction des ondes electromagnetiques par des objets de forme geometrique simple. 
Nous avons constate que nos resultats sont similaires a ceux de l'exemple de la sphere 
conductrice donnes par LEVY et KELLER. Ainsi l'interet de l'etude que nous presentons 
ici se situe dans la nature des ondes considerees, la rigidite ·de !'obstacle, !'introduction . 
de la perturbation due a la ·source dans les equations du mouvement, !'acquisition de la 
solution du probleme en avant de la sphere ainsi que dans certaines interpretations des 
resultats et leurs eventuelles applications en geophysique. 

1. Recherche du champ incident par un champ de forces 

On choisit un systeme de coordonnees spheriques de vecteur de base e, e1h e'~'. Les 
ondes dont nous envisageons l'etude etant des ondes de cisaillement a polarisation hori­
zontale, il en resulte que le champ de deplacements n'a qu'une seule composante normale 
au plan e, eo. D'une facon analogue a !'etude de ScHOLTE [13] pour les ondes P on 
cherche le champ de deplacement u sous la forme: 

u = VA[e,rqf(r,O,qJ,t)]. 

BURRIDGE & KNOPOFF [3], HUDSON [4] ayant etabli qu'une force concentree etait equiva­
lente a une source d'ondes, nons supposons qu'au pointS de coordonnees r = b, 0 = 00 , 

91 = 9?o existe une telle force. Nous sommes ainsi conduit a definir un champ de forces F 
par unite de volume possedant les memes proprietes que le champ de deplacement de sorte 
que l'on oose: 

F = VA[e,rf(r, 0, qJ, t)]. 
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0NDES DE CISAIU.EMENT A POLARISATION HORIZONTALE 1031 

En utilisant les lois de contraintes-deformations de l'elasticite classique on verifie que les 
composantes radiates F,, u, de F et u sont nulles ainsi que la dilatation. L'une des equa­
tions du mouvement est automatiquement satisfaite tandis que les deux autres le sont 
si 'l' est solution de: 

(1.1) 1 a [ 2 a'l'] 1 a [ . aP] 1 a2'l' 1 ( a2'l' ) 
r2 Tr r Tr + r 2sin8 ao smO ao + r2sin8 aq;2 = J72 at2 -! ' 

ou V 2 = p,fe designe le carre de la vitesse des ondes SH, p, etant le coefficient de Lame 
et e la masse volumique du milieu infini. 

La distribution de force J, correspondant a la source S monochromatique de pulsa­
tion w, communique au milieu elastique un mouvement d'amplitude / 0 tel que: 

(1.2) 

SINGH &BEN MENAHEM [14] ont montre que: 

.00 If 

(1.3) ~(8-80)~(q;-q;0) = _1 ~.., ~, (2n+1)(n-m)!Y: (O )Y. (O ) 
sinO 4n LJ LJ (n +m)! '"" o. (/Jo mn 'q; 

n=O m=-n 

avec Ym,. le conjugue de Y'"" = P:'(cos8)e1
""P. 

Pour resoudre !'equation (1.1) compte tenu de (1.2) et (1.3) il est naturel de supposer 
que 'Pest de la forme: 

00 11 

(1.4) 'l' = }; }; U'""(r) Y '""(8, q;)e-i(J)t. 
n=O m= -n 

Si nous posons P = wfV, Um,.(r) doit alors verifier !'equation: 

(1.5) d
2
Umn(r) ~ dUmn(r) {P2 _ ~n + 1)) rr ( ) = A ~(r-b) 
d 2 + d + 2 v mn r mn 2 , r r r r r 

(n-m)!-
Am,. = (2n + 1) -( --)-' Ymn(Oo, (/Jo). n+m. 

Deux solutions fondamentales ·de !'equation homogene associee a (1.5) sont les fonc­
tions de Hankel de premiere et seconde espece d' ordre n + 1 /2. Compte tenu de leur de­
veloppement asymptotique pour r grand et de (1.4), H~') 112 (pr) correspond a une onde 
qui s'ecarte a l'infini en restant bornee, nous la baptisons: onde divergente, par opposi­
tion a H~~lf2 (pr) qui progresse en sens inverse et que nous designons par: onde conver-­
gente. 

En r = 0, seule la somme de ces deux fonctions est finie de sorte que nous retenons pour 
solutions fondamentales de (1.5) les fonctions de Hankel et de Bessel: 
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1032 A. GERARD 

Poursuivant la resolution de !'equation (1.5) par les methodes usuelles (cf. [8], p. 826) et 
compte tenu de la valeur 2i /n{Jr du wronskien des solutions fondamentales retenues, 
on trouve: 

U if~(2n+1)(n-m)! _ 
mn = 8v2 V rb(n +m)! Ym,.(Oo, f!Jo)J,.+ lf2({Jb)H~l_/.tt2({Jr), 

U if0 (2n+I)(n-m) !_ 
mn = 8v2 yrb(n +m)! Ym,.(Oo, f!Jo)H~l_)1 12({Jb)J,.+1t2({Jr), 

r ~ b, 

(1.6) 

Le modele que nous etudions par la suite ayant la symetrie de revolution, on suppose 
que la source S est situee en 00 = 0, q;0 = 0. A l'avenir nous omettrons volontairement 
le facteur e- iwt et le champ "incident" sera represente par la composante P = lJfi du po­
tentiel vecteur qui, d'apres (1.4) et (1.6), vaut: 

00 

(1.7), 'P, = 4v~irb}; (n+ ~) H~'J,12(ftb)J •• ,,2(ftr)P.(cos6), 0 ,; r,; b, 
n=O 

r~ b. 

On retrouve par cette methode les resultats connus [5]. No tons que (1. 7) est aussi le 
developpement (cf. [12], t. 1, p. 12) de: 

foeifJR 
R = (r2+b2-2brcos0) 1

'
2. 

4nV 2R' 

Enfin (1.7) 1 est finie en r = 0 et represente une onde "convergente" tandis que (1.7h 
qui est bornee a l'infini, s'interprete comme une onde "divergente". Cette remarque nous 
sera precieuse par la suite pour determiner le "champ total" qui regne dans un milieu 
infini contenant une inclusion spherique, ce que nous nous proposons d'etablir a present. 

2. Ondes incidentes sur une sph~re parfaitement rigide 

Le champ precedemment defini vient frapper une sphere rigide de rayon a. Dans la 
region de l'espace r > a, on note P, le champ total qui se compose du champ incident 'Pi 
et du champ reflechi 'P, a determiner. En r = a, la sphere etant parfaitement rigide, la con­
dition a la limite se traduit par: 

(2.1) a'P, = o ( ) ao en r =a. 

Les ondes reflechies par la sphere de rayon a sont du type divergent; il est done nature I 
de chercher lJI, sous la forme: 

(2.2) 

00 

'P, _ ifo \1 <1> ({J ) n 
, - 4V 2 yrb L..J A,H,.+ 11 2 r P,.(cosv), r >a. 

n=O 

La condition a la limite (2.1) no us fournit la valeur du coefficient A, so it 

(2.3) A - ( 1 /2) H~~ 112 ({Jb) J. ({J ) ,. - - n+ n<•> ({J ) "+l/2 a . 
n+1/2 a 
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0NDES DE CISAILLEMENT A POLARISATION HORIZONTAL£ - 1033 

Puisque IJ't = Pi+ IJI, en portant (2.3) dans (2.2) et tenant compte de (I. 7), le champ 
total s'ecrit: 

(2.4) IJf = ifo ~ 
t 

4
v2 y'rb L..J (n+ 1/2)gi(n, {Jb, {Ja, {Jr)P,(cosO), 

n=O 

j = 1, 2 

avec la notation: 

n <1> ({Jb)n< 2> ({J ) no> ({J )n<t> ({Jb) n~~112 ({Ja) st· a < r < b, 
gl = n+lf2 n+lj2 r - n+lf2 r n+lf2 n<l) ({J ) 

n+ lf2 a 
(2.5) 

nu> ({J )H<2> ({Jb) H< 1> ({J )H<1> ({Jb) H~~ 1 ' 2 ({Ja) si r ~ b. 
g2 = n+lf2 r n+l/2 - n+l/2 r n+l/2 H<O ({Ja) 

. n+l/2 

En ne retenant que Ies termes dominants du developpement asymptotique de n~lJ- 112 et 
H~2j1 12 il vient: 

(2.6) 'l', = - BV~~rb (n+l/2)-H(; r ou ( ~rl P.(cosO) {I +0(! )} 
suivant que r < b ou que r > b. Comme IP,(cosO)I :s:; 1 la serie 'Pt converge et ceci tres 
lentement. 

On ne peut done pas a voir une bonne approximation de la solution IJ't en ne conservant 
que les premiers termes de la serie (2.4). Nous sommes incites a utiliser la transformation 

Im(v) 

FIG. 1. 

de WATSON [2] pour passer de la serie (2.4) a une serie equivalente et plus rapidement 
convergente. 

Considerons l'integrale dans le plan complexe v: 

(2.7) J = fo J vgj(v)P,_112C -cosO) dv, 
16V2 y' rb c COSn'V 

oil C est le contour entourant la partie positive de l'axe reel de v (Fig. 1). 
Si on remarque que n~1 >(x), en tant que fonction de v, n'a pas de pole sur !'axe reel 

positif de 'V, on en deduit que la serie des residus de rintegrant de J pris aux poles,,,. = 
= n + 1/2 est identique a la serie 'Pt; ceci nous permet de remplacer l'etude de (2.4) par. 
celle de J. 

Les proprietes des fonctions n~1 >, n~2 > et P,_ 112 (cf. Appendice C) permettent 
d'etablir que l'integrant de Jest une fonction impaire de v. 11 est alors possible de rempla-
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C' c" 

, Re(v) 
~~-----~----------

FIG. 2. 

Im(v) 

D 

0 

FIG. 3, 

Im(y) 

Re(v) 

FIG. 4. Les croix designent les zeros de Jt,1
>(pa). 

cer la partie inferieure du contour C par le contour C' + C" (Fig. 2) lequel peut, sans diffi­
culte, etre deforme pour devenir la droite D allant de - oo a + oo (Fig. 3). Ainsi, dans 
(2.7), nous remplaoons le contour C par le contour D. 

Soit D, le contour ferme constitue de la droite D et du demi-cercle C, de rayon R,. 
trace dans J+, le demi-plan Im(11) positif (Fig. 4). 

Nous choisissons C,. de faoon a eviter les singularites qui se trouvent dans J+ lesquelles 
sont les zeros de la fonction de 11, H~1 >(/Ja), c'est-a-dire les poles de la fonction g1 definie 
en (2.5). 
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Comme (cf. Appendice A) 

I. lo J "'KJ(P)P._t12( -cos8)dv _ 0 liD - ' 
1•·1-+oo 16V2 .. lrb cosm y c,. 

(2.8) 

pt est egale a la serie des residus pris aux divers poles de la fonction gj{tl} car l'integrale J 
se reduit a: 

(2.9) 

00 

'l'. _ / 0 J t~gj(t~)P.,_t12( -cos8) 
' - 16V2 ~ rb cos m dv. 

-oo 

Sur le contour D on a la relation: 
00 

- 1- = 2tt•• ~ ( -1)"'e21 ... 
cosm .L.J 

m=O 

et (2.9) s'ecrit: 
00 

(2.10) 'l',(r, 8) = ~ 'P.(r, 8) 
m-o 

avec: 

Puisque P•-t/2( -cos8) = ( -1}'-1 '2P_11~(cos8) on a aussi: 
00 

(2.12) '1' .(r, 6) = ~ ;: ~~ J ~g/?)P._ 112(cos(/)e2,_. d7. 
-oo 

Pour connaitre '1', il nous suffit de calculer les integrales par la methode des residus. 
On trouve que les zeros en., de la fonction H~1>(fta) sont donnes par [6]: 

(2.13) ( )

1/3 

P11(/Ja) = Pa+ ~a x11 ei•f3 +0({/Ja)- 113), 

oil -x~~ est le nieme zero de la fonction d'Airy d'argument x; pour n assez grand on voit 
que: 

So it r 11 la quantite: 

Pour ., voisin de pa on utilise les approximations (5) de l'appendice C. 11 convient aussi 
de tenir compte du Wronskien des fonctions d'Airy Ai( -x) et A1( -xe21•13) pour obtenir 
la relation: 

r = e-l•f6 (Pa)t/3 
11 2n 2 -=[~A~i(=---x-~~:-::)]-::-2 ' 

7 Arch. Mech. Stos. nr 6n4 
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1036 A. GERARD 

oil A~ designe la derivee de la fonction d'Airy. Le · calcul de (2.11) et de {2.12) conduit 
respectivement aux expressions: 

(2.14) 

00 

(-l)mfcin 2 IT/ (r ll) 0 . ~· r n<1>(fJr)HO>.(jJb)P (-cosll)ei(2m+1)lrlln 
Tm 'V = 2 .. ! "n n "n "n •n-1/2 V . ' 

4V .,-rb 
n=l 

00 

(2.15) IT/ ( ll) ( -l)m fo in: "", r H<1>({Jr)H<1>(jJb)P (cosO)e2 i1EI'n 
r m r' V = I L.,; n n "n ' "n •n-1f2 • 

4V2 V rb 11=1 

Aux fins d'expliciter les relations_cj-d(fssus on se sert des formules (3) et (4) de l'appendice C 
qui no us conduisent a: 

xexp{ifJ(b2 -a2
)

1
'
2 -iv11 arcos: -in/4}. 

. ·• 1/3 . {Ja' {Jae- inf6 

•·'· = (z-) 2J< [A;( -x.W 2
• 

11 est alors aise d'ecrire (2.14) et (2.15) sous la forme: 

+ (b2 -a2
)

1
'
2l} i; [AI( -xn)r

2
exp {iv, [<2m+ l)n-8-ar cos~- arcos:] +in/4}, 

n=J 

+W -a2
)

112
} t. [AI( -x,W2 exp{w. [ [2mn+8-ar cos:- ar cos~ ]-in/4}. 

De ces deux dernieres expressions on deduit sans difficulte: 

00 

(2.16) 'Pm(r, 0) = B exp {ifJ[(r 2
- a2

)
112 + (b2

- a2
)

112
]} ( -l)m ,I [A~(-x,)J- 2 x 

n=l 
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avec 

a a 
~ =O-ar cosh -ar cosr • 

(2.17) 
a a 

y = n-0-ar cos_,.... -arcos-. 
b r 

P~ir anticipation sur le ·paragraphe suivant .nous pouvons noter que (2.10), compte 
tenu de (2.16), represente la solution du probleme pose quel que soit 8 si m ;;?; 1 et pour 
101 > n/2 si m = 0. Les resultats ci-dessus, etablis independamment des travaux sur la 
propagation des ondes electromagnetiques de Levy et Keller, sont en accord avec leur 
relation 26 p. 173 de [7] obtenue a l'aide d:un bilan d'energie et d'une extension du 
principe de Fermat. Voyons a present quelques traits particuliers se degageant de (2.10) 
ainsi que son domaine de validite. 

3. Domaine de validite, interpretation, zone "d'omb~ 

Pour connaitre le domaine de validite du develppperitent auquel nous venons d'aboutir 
il convient d'examiner la convergence de ce dernier. 

Puisque v, a une partie imaginaire. positive on voit que la partie reelle de iv, ~ est nega­
tive si ~ est positif; ce qui a lieu si: 

(3.1) 

Lorsque cette condition est satisfaite les termes de la serie (216) decroissent exponen­
tiellement. Dans tous les autres cas la solution est ina.cceptable. La comparaison de ce 
resultat a (2.6)justifie· done a posteriori l'usage de la trimsformatioo. de Watson. 

Enfin, lorsque l'on remplace v, par {3a, on neglige les·termes de l'ordre de (fta)113. Par 
suite (2.16) n'est valable que si: 

{3(r2-a2)1f2 ~ ({3a)lf3 et. p(b2-a2)tf2 ~ (pa)1f3; 

cet ensemble de conditions s'ecrit encore: 

(3.2) (r-a) ~ 0 113 p-2/3 et (h-a)~ at/3 p-2/3 

Autrement dit, la solution proposee au paragraphe pr6c6dent est acceptable quel que 
soit m, si la source et "1' observateur" sont suffisamment loiD de 1a sphere de rayon a d'apres 
(3.2), et seulement dans la zone "d'ombre"~ si m = 0 d'apres (3.1). 

On peut interpreter, en termesd'optique geometrique,la solutionetablie au paragraphe 2. 
Envisageons d'abord le cas simple m = 0 qui fournit ·le premier element 1J'0 du develop­
pement (2.10) soit: 

00 

(3.3) 'P0 (r,O) = Bexp{i{3[(r2 -a2
)

1
'
2 +(b2 -·a2

)
1

'
21}}; (A~(--'x,)r 2 x 

•.PI 

7* 
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oil l'on a pose: 
B = .fo<Pa)1132-sJ6e'•f3a[(r2-a2)(b2-a2)]-tl4 . 

· 4n3/2 V 2 y rb {Ja sin 0 ' 

(3.4) 
a a 

y = n-8--cos/i-arcosr, 

tJ a 
~ = 8-arcosb-arcos-,. 

Puisque {J, l'inverse de la longueur d'onde, vaut wfV, il est commode pour l'avenir d'ecrire 
(2.13) sous la forme: 

(3.5)1 

(3.5)2 

(3.5)3 

ma . 
"· = w. +•x., 

w. = Y[l +(4afJ)-2/3x,.l-1' 

l• = w; (4afJ)-213x,. JIJ > 0. 

Les niemes composants de '1'0 ont pour phase: 

0 = {('2-a2)1/2 (bz-az) 1

'

2 .!!.!} 
tp,. 1 eo yz + y2 + W,. ' 

{( 
2 ,r-)•'2 (JJ2 2)1'2 } f/J~2 = eo r ~ + ;za + ;: . 

(3.6) 

(
b2 2 )

1/3 
11 est clair que ; 2a correspond au temps mis par l'onde pour parcourir le trajet 

ST, ou ST;, Fig. 5. De mCme, le temps ( r• ;.a• )''2 

correspond aux rayons T2P ou T2P 

tandis que les termes a~fW,. ou .:. repr6sentent les chemins T~ T~ ou T1 T2 parcourus 

sur la surface de la sphere de rayon a a la vitesse W,.. 11 en resulte que les termes de phase 
(/}~ 1 et tp~2 correspondent respectivement aux trajets ST~ T~P et ST1 T2 P. 

Ainsi le premier element '1'0 de la solution represente une diffraction des rayons issus 
de la source S. En outre, il convient de remarquer que les chemins T1 T2 et T~ T~ sont 
parcourus par une infinite d'ondes q1Ji, ayant pris naissance aux points T1 et T~, possedent 
les trois proprietes ( 1) suivantes: 

a) Elles sont evanescenteS eat elles oot un facteur d'amplitude, a decroissance expo­
nentielle, proporti(mnel soit a: 

exp (- x,.d) so it a exp (-x. y) d'apres (3.3) et (3.5)3. 

b) Elles sont dispersives_puisqueleur vitesse W,. depend de la frequence w d'apres (3.5)2_. 

c) Elles se propagent toujours a une vitesse W,. inferieure e) a celles des on des SH 
incidentes qui leur ont donne naissance d'apres (3.5)2 • 

(1) ScHOLTE, dans son etude sur les ondes P, donne seulement la premiere propriete (a) (cf. [13], 
p. 32) ce qui est inherent a la methode qu'il utilise. 

(2) On est done en presence d'ondes de surface d'apres les caracteres a et c. 
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Une analyse semblable peut etre conduite lorsque m~ I. En effet, si nous ecrivons 
(2.16) sous la forme: 

(3.7) 

il est clair que la phase des deux composants de !1'. est: 

(3.8) 

Ainsi (3.8) nous montre que les termes !1',. correspondent a des rayons qui effectuent le 
trajet ST1 T2 P ou ST~ T~ P (Fig. 5) en ayant fait 11J fois le tour du noyau (3). 11 y a atte-

S(b,O) 

FIG. S. 

nuation et dispersion des ondes faisant m fois le tour du noyau et le trajet T~ T1 ou T1 T2 

est effectue a une vitesse w. < V. On est done en prisence d'ondes de surface. Enfin, si 
nous remarquons que pour n fixe, la serie en m est une s6rie geometrique de raison infe­
rieure a 1 en module, on peut alors ecrire la solution 'JI sous la forme: 

Cette derniere expression de 1Jf est apalogue i la relation (2.6), p. 173 donnee par LEVY 
et K.ELLER [7] dans le cas de la diffraction des ondes electromagnetiques par une sphere 
conductrice. 

(3) A notre connaissance, une interpretation de meme nature a ete don.n6e pour la premiere fois a 
propos d'ondes electromagnetiques par LEvY et KELLEil (cf:. (7J, p. 173). 
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4. Solution en avant de l'obstacle 

Nous avons remarque que la solution obtenue au 2eme paragraphe est en defaut en 
avant de l'obstacle si m= 0. Nous adaptons la methode de Nussenzveig a notre probleme 
pour determiner dans ce cas le champ diffracte. Cette methode a l'avantage d'eviter de 
recalculer tousles residus et perm.et en outre de mieux voir le lien entre la zone "d'ombre" 
et la zone "eclairee". Nous ne gardons que les grandes etapes de cette technique dont les 
details peuvent se deduire facilement de ceux donnes en [ 1 0], pp. 41 a 46. 

Nous partons de la decomposition: 

(4.1) P,_t12(cos0) = Q~~ tf2(cos0) +Q~:?t12(cos0). 
Les residus contenant y restent rapidement convergents dans la zone "eclairee" pourvu 
que, d'apres (2.17), 

(4.2) {/Ja)1
'

3 (0 +00 ) ~ I, 

(4.3) 
a a 

60 = ar cosh +arcos--,, 

ce que nous admettrons; faisant m= 0 dans (2.12) il vient: 

fo 
00 

Wo = BV2 yrb J -vgi(v, {Ja, {Jb, {Jr)P,_ 112(cosO)dv. 
-eo 

(4.4) 

En introduisant (4..1) dans (4.4) il en resulte deux integrates; l'une 'P<tf> contient ~:>112 ? 

l'autre P'~2> contient ~~tJl· 
Nous considerons d'abord l'int.6grale P'~1 >. Etant donne que le premier element de g 1 

ou de g2 (cf. 2.5) n'a pas de p()le dans J+ ces termes fournissent une contribution nulle 
a l'intt~grale de sorte qu'il reste a evaluer par la methode du col la quantite: 

eo 

(4.5) ITf(l) - - !o f n<l>fR )H(l)({Jb) H~2>(fJa) Q(l) ( ll)dv 
ro - 8V2y'rb V • \Pr , H~t>(fJa) v-1!2 cosv . 

-eo 

On constate, au voisinage de {Ja, la· presence de deux cols d'egale importance et la contri­
bution de chacun d'eux doit etre prise en·compte. Celle relative a celui qui est situe a droite 
de {Ja s'obtient a l'aide des.developpements asymptotiques de l'appendice A qui montrent 
en particulier que 

H;(x)/H~(x) "' -1. 

Le col est defini par: 

(4.6) 

d'ou la premiere valeur: 

(4.7) 

C'est done le champ "incident" eri P (cf. Fig. 6) que l'on retrouve par ce premier calcul. 
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Le second calcul pour Pb1> est relatif au deux.ieme col situe entre 0 et {Ja; Jes approxi­
mations de l'appendice A nous conduisent alors a: 

H~2'(x)fH~''(x)~ exp{-2i [ (x2 
-Y

2
)

1
'
2
-Y arcos: ~n/41}. 

Le col est determine par: 

(4.8) V = {Jrsin wl = {Jbsin Wz = {Jasin w3 avec wl + w2 -2W3 +0 = 0 

et I' evaluation de ( 4.5) conduit a: 

(4.9) 

ou l'on a pose: 

a/0 ysin W3 cos W3 

4nV2 y rbsinO 

D1 = bcos W2 -acos W3, D2 = rcos W1 -acos W3. 

Le resultat (4.9) s'interprete aisement avec la Fig. 6 comme des rayons reflechis ayant 
parcourus un chemin du type STP. On note que (4.8) est !'analogue pour les ondes SH, 
des lois de Descartes de l'optique geometrique. 

P(r,B) 

FIG. 6. FIG. 7. 

En faisant pour Pb2> les memes calculs que ceux effectues pour Pb 1 
> on trouve la pre­

miere contribution a Pb2> so it: 

(4.10) mcz> -· fo eiPR, R w b w r ·- , 1 = rcos 1 - cos 2 , 
toe 4nV2 Rl 

provenant du col defini par: 

V= {Jrsin wl = {Jbsin Wz avec wl + Wz -0 = n. 

La deuxieme contribution a Pb2> est: 

(4.1 I) 
(2) afo 

tp ru "' 4nV 2 J/rbsinO 

avec 

D1 = bcos W2 -acos W3 , D2 = rcos W1 -acos W3 • 
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Cette derniere approximation etant afferente au col defini par: 

, = {Jrsin W1 = {Jbsin W2 = {Jasin W3 tel que W1 + W2 - 2 W3 - 0 = 0 (Fig. 7). 

Ainsi compte tenu de l'etude ci-dessus(4
) la solution complete de notre probleme s'ecrit 

a }'aide de (2.10), t2.16), (4.7), (4.9), (4.10) et (4.11); sous la forme: 

'P = !I'~~! +!P~}+'Pf~! +!I'~~ 

oil le coefficient B est celui defini en (3.4). 

5. Conclusion 

Nous avons etudie les effets d'une inclusion spherique parfaitement rigide sur la pro­
pagation d'ondes spheriques SH. 

Dans un premier temps, la mise en oeuvre de la transformation de Watson a permis 
de donner la solution de ce probleme sous la forme d'une serie qui converge exponentielle­
ment vers zero lorsque 101 > n/2 (zone d'ombre) pour le premier terme et quel que soit 8 
pour les autres termes. 

Dans une seconde etape, on a interprete en termes d'optique geometrique les resultats 
obtenus au deuxieme paragraphe. Ceux-ci ne sont valables que si la source et "l'obser­
vateur" sont loin de la sphere diffractante. 

L'etude particuli~re faite pour atteindre la solution en avant de I' obstacle (zone eclairee) 
a montre que les ondes SH suivent en premiere approximation les lois de Descartes de 
J'optique geometrique comme les ondes P. 

Enfin il se degage de cette etude que l'arrivee d'ondes SH sur la cavite spherique don­
ne naissance a une infinite d'ondes evanescentes, dispersives qui se propagent sur la surface 
de l'inclusion et font m fois le tour de celle-ci a une vitesse w,. inferieure a celle des 
ondes SH incidentes. 

Appendice A 

On pose: {Ja = x, {Jb = y, {Jr = z. 
On utilise les identites: 

(1) H~1>(x)ffl2>(y)-ffl1>(y)H!2>(x) = 2{J.(x)H~2>(y)-H!2>(x)J.,(y)}, 

(2) H~1>(x)H!2>(y)- H~1>(y)H~2>(x) = 2{J.,{y)H~1>(x)-H!1>(y)J,(x)}. 

('
4
) Les resultats (4.9) et( 4.11) sont analogues a ceux donnes par SCHOLTE pour les ondes P (t-i'. (13) 

relation (10), p. 27). 
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Im(v) 

\ ,,. ... ---- --- ............ , 
\ /' ,, I 

\/' ",I 
} i 

1 \ I\ 
I \ I \ 
I \ I \ 
IC\ 8 lA' 
I \ I \ 

-Rn -v 0 )) Pe(v} 

FIG. 8. 

I. Dans la zone A 

On utilise (I) pour mettre Kt sous la forme: 

(3) g 1 = 2 ~;::~~ {J,(x)H~21(z)-H~21(x)J,(z)}avec x < z < y. 

Pour z et " grands, on utilise les valeurs asymptotiques des fonctions de Hankel et de 
Bessel (cf. appendice B); d'ou: 

Kt"' iA 2eCZ(x)-CX(y) { eCX(x)-CX(z)- eCX(z)-CX(x)}, 

X 
or, x < z < y =>- < 1, comme dans la region A Re(") > 0, l'accolade se comporte 

z 
com.me: 

2i Kt"' _ -e•1o1 zJy 

"" 
or zfy < 1 => K -+ 0 exponentiellement quand 1,1 -+ + oo. 

11. Dans la zone B Re (v> > o 

On peut de merne utiliser la forme (3) d'ou: 

2i Kt .- -e«<'>-IX(x){ eCX(x)-~(J:) _ e-CX(x)+«<z>J => 
n'JI 

K~t quand 1,1 -+ + oo, se comporte comme: 

2i •Iou/Z' Re(,) > o. 
we ' 
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Ill. Dans les zones B Re (v) < 0 et C 

On utilise la formule (2), d'ou: 

Kt = 2 z~::~~ {J,(x)H~1>(z)-J,(z)H!t>(x)} avec X < z < y. 

On etablit (cf. appendice C) 

d'ou: 

K = 2ei""{J (x)H<t>(z)-J (z)H< 1>(x)} H~t>(~)_ 
t _, " _, " HV>(x) ' 

or dans ces zones on a: 

et 

d'ou: 

2i Kt = -e"logyf:~> {e-"logxfz_e"logxfz} 
XII 

2i Re(v) < 0 et yfz < I ~Kt "" - -e"logyfz 
nv 

done Kt, quand lvl -+ + oo, converge exponentiellement vers zero dans les regions 
BRe(v) < 0 et c. 

En resume, on a les comportements ci-apres pour Kt : 
dans A 

2i 
Kt ""-e"101 zfy, zfy < I et"Re(v) > 0; 

XII 

dans B 

2i 
Kt "" -e"1o&Yfz, yfz < 1 et Re(v) > 0, 

XII 

2i 
Kt "" - -e•Iogyfz, yfz < 1 et Re(v) < 0; 

XII 

dans C 

Ces resultats permettent d'etablir sans difficulte la relation (2.8) pour la fonction Kt . 11 en 
est de meme pour la fo'nction K2 • 
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Appendice B 

Les resultats que l'on trouve dans Watson p. 262 ne sont pas tres bien adaptes a nos 
calculs. Partant des representations integrales des fonctions de Hankel et de Bessel on 
etablit, en utilisant la methode du col, les comportements asymptotiques ci-apres pour 
z et v grands: 

quand lvl-+ + oo; A =V,! , e"''' = (~: r. B = ::~. 
Im(v) 

I I 
I 

C, Re(a)>O \ 
\ 

Re(cx+ inv)"=O-\ 

8, Re(tx)>O I A, Re(a)=O 
I 

\ 
\ 

,-v 
I 

0 

1.---- Re(a)=O 
I 

I 
I 

\+v 
\ 

Re{v} 

IJ, Re(rx)>O / 

'(c I 

£, Re(a)>O \ A, Re(rx)<O 

Re a-i1rv)-o--t 
I 

\.-Re{rx}=O 

' 
FIG. 9. 

Da sA 

H~ 1 >(z) = - iAe-«<z> 

H~2>(z) = iAe-«<z> 

A 
J,(z) = 2lt<z> 

H;<t>(z) = iBerz('z> 

n;<2>(z) = - iBef%(z> 

Dans C 

H! 1>(z) = Aerz<z> 

H~2>(z) = _ Aef%(z)+2i~tv 

A 
J,(z) = 2 e«<z> 

H;(l>(z) = Bea.<z> 

J_,(z) = i ~ e-[«(z)+ilrv] 

DansB 

H~1 >(z) = - Ae«<z> 

H~2>(z) = iAe-a.<z> 

A 
J,(z) = T ea.<z> 

n;<1>(z) = Be«<zt 

H;<2>(z) = - iBe-rt<z> 

J (z) = i ~ e-(a.(z)+i~tv] _, 2 

Dans D 

H~l)(z) = - Ae«<z>-2i~t, 

H~2>(z) = Aerz<z> 

A 
J, (z) = 2 erx<z> 

n;(J>(z) = _ Bea.<z>-2ilt" 

J _,(z) = - i~e-£1%(z)-i~tvJ 
2 
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Dans E 

A 
J (z) = - e«<•> .. 2 ' 

Appendice C 

On a utilise les relations 

(1) H~1J(x) = ef•• H~1>(x); ][<_~>(x) = e-i••H!2>(x), 

(2) P _,_ 112(cos6) = P.,_.12(cos0), 

cf. RoBIN tome 2, p. 240, formule 40. 

(3) P,_ 112(cos0) =-. / ~ 
0 

e'<..tl-•14>+0(1/,), · Jl m'SlD 

cf. PrnAu, p. 145. 

exp{ -i(,O-n/4)} 
~~ 1/2 (cos 0) = ____:=-.;:...-:=~=..:.......;.....:.... 

y:brvsinO 

E)(l) ( O) _ exp{i(,O-n/4)} 
~if-lf2 cos - .. ! · ., 2n1'sin0 

cf. [12], p. 89. 

( 4) Ill' >(x) = V! (x2 -r)- 1
'
4 exp { i[(x2 -~2) 112 -nr cos : - n/41}, 

( ( )1/3) (2)1/3 
(5) H!1> "-xe1

"'
3 

; = 2e-"''3 
-; A1(-x)+O(l/,), 

(6) Hl2> ( (•- xe1"13 
( ~ )"') = 2e1"i3 

( ! )"' A1(- xe21
"i

3
) +0(1/•), 

Jes trois premiers ze?os de la fonction d'Airy A1( -x) ~ont: 

x1 = 2,33811, x2 = 4,08795, x3 = 5,52056; 

d'une maniere generale tousles x,. sont positifs (cf. V.A. FocK, Electromagnetic Waves, 
vol. 1, p. 384, 1965). 

(7) 

(8) 

On a: 

2J,(y) = H~1,(y)+H~2>(y), 2J_,{y) = H~1/{y)+H~J(y) 

=> 2J _,(y) = e1
"" H~1 >(y) +e-1

"" H~2>(y); 

avec (7) on remplace H~1 ' par H!2> d'ou: 

(9) 

2J _,{y) = e'""[2J,(y)- H~2>(y)] +e-1
"" H~2>(y), 

2J _,(y) = e-1""[2J,(y)-H~1 >(y)] +e'•• H~1>(y), 

http://rcin.org.pl



0NDES DE CISAILLEMENT A POLARISATION HORIZONTAL£ 

d'ou: 

et ainsi: 

(10) 

(11) 

Bibliograpbie 

J_,(y) = e1""J,(y)-H!2>(y)sinin-v, 

J_,(y) = J,{y)e-'•"+H~ 1>(y)sin im 

J,(y) = ei••J _,(y)-e-1•" sinbwH~1>(y), 

J,(y) = e-1
"" J _,(y) +e-1

"" sininvH~2>(y). 

1. J. H. ANSELL, Geoph. J. R. Astr. Soc., 31, 95-117, 1973. 

1047 

2. H. BREMMER, Terrestrial radio waves. Theory of propagation, Elsevier Publ. Comp .• Amsterdarn-New 
York 1949. 

3. R. BuRRiooE, L. KNoPOFF, B. S. S. A, 54, 6, 1875, 1888, 1"964. 
4. J. A. HUDSON, Geoph. J. R. Astr. Soc., 18, 233, 249, 1969. 
5. N. JoBERT, Ann. de Geoph., l, 1965. 
6. J. B. KELLER, S. I. RUBINOW, M. GoLDSTEIN, J. of Math. Phys., 4, 6, 829, 832, 1963. 
7. B. R. LEVY, J. B. KELLER, Corn. Pure Appl. Math., ll, 159, 209, 1959. 
8. MORSE and FESHBACH, Methods of theoretical physics, 1 et 2, 1953. 
9. M. NAGASE, J. of Phys. Soc. ot JAPAN, 11, 3, 279, 301, 19S6. 

10. H. M. NUSSBNZVEIG, Annals of Physics, 34, 23, 95, 1965. 
11. G. PETIAU, La thiorie des fonctlons de Besse/, C.N.R.S., Paris 1955. 
12. L. RoBIN, FonctioiU sphiriques de Legendre et fonctions spMroida/es, Gauthier Villars, Paris 1957. 
13. J. G. J. SCHOLTE, N. E. D. Met. Inst., Paper No 65, 5, 55, 1956. 
14. SINOH and BEN MENAHEM, Geoph. J. R. Astr. Soc., 17, 3, 333, 350, 1969, 
15. TA. LIANG TENG and RICHARDS, J. of Geoph. Res., 74, 6, 1537, 1555, 1969. 
16. G. N. WATSON, Theory of Besse/ functions, University Press, Cambridge 1922. 

THE CLASSICAL 

INSTITUT DE MECANIQUE THEORIQUE ET APPLIQUE£ 
UNIVERSITE DE PARIS VI 
4, PLACE JUSSlEU -75230 PARIS -CEDEX OS 

Reru 20, 2, 1974. 

http://rcin.org.pl




