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R.Bogacz
A .Niespodziana

Pracownie Teorii Materiaidw
Niesprezystych IPPT PAN

O STATECZNOSCI CIAGLYCH KOLUMN BECK'A ZE
ZLOKALIZOWANA UTRATA SZTYWNOS3CI

Streszczenie

Pracg poswigcono badaniu statecznodci kolumny Beck’a
zioZone] z segmenidw sprezystych potgczonych niewazkimi
przegubami sprezystymi. Badania dotyczg wpiywu sztywnoséci
przegubdéw, ich polozenia ne wartos$¢ sily krytycznej stano-
wiacej granice obszaru niestatecznosci. Do analizy wykorzys-
tano metode maclerzy przeniesienia pozwalajacg na uzyskanie
scislych zaleznosci pomigdzy silg a czegstosécig, co jest
istotne w przypadku jekosciowych zmian uksztaltowania krzy-
wych charekterystycznych, Uzyskane wyniki 4wiadczg o moz=-
liwosci stabilizacji i destabilizacji ukladu poprzez lokal-
ne zmniejszenie sztywnosci kolumny. Na szczegélng uwage
zasiuguje rezultat dwiadczacy o cztercokrotnym wzroécie sily
krytycznej w przypsdku kolumny o przegubie sprezystym usytu=-
owanym w érodku posiadajacym sztywnosé tyeilgckrotnie mniej-
szg od sztywnosci kolumny, Rezultat ten jest pordéwnywalny
z najlepszymi wynikami optymalizacji sily krytycznej metoda
zmiany ksztaltu, jednak jego znaczenie ma tylko charakter
poznawczy, bowiem destabilizujacy wplyw tlumienia uniemozli-
wia realizscje¢ takiego uktadu w rzeczywistodci,
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Bedanie stabilnodci uktaddw cieglych znajduje zastoso-
wanie w rdznych dziedzinech wspéiczesnej techniki., Do zagad-
nien technicznych wymagajgcych badenia stabilnos$ci moznz
zaliczyé problem dtugich wirujacych elementéw urzgdzen wier-
tniczych, problem flateru konstrukcji lotniczych, teorii
reaktoréw jadrowych, réznorodnych ukiaddw sterowania i

innych,

Dyskretyzacja uktadéw ciggiych /tj. zastgpienie nia=-
skoriczonej liczby stopni swobody jej skonczona liczbg/ jest
czesto wynikiem tendencji do uproszczen matématycznego
modelu. W wielu przypadkach chcac unikngc¢ trudnosci zwig-
zanych z rozwiazywaniem réwnan rdéZniczkowych czgstkowych
po dyskretyzacji przechodzi sig do rdéwnan rdézniczkowych
zwyczajnych.

W przypadku, gdy obcigzenia maje@ charakter konserwa-
tywny wyniki anelizy dynamicznej i statecznoéci technicznej
nie sa tak wrazliwe na sposéb dyskretyzacji jak ma toc miejsce
w przypadku niektdérych obcigzent niekonserwatywnych,

W pracy [1] zbadano statecznoéé dwuelementowsgo
uktadu dyskretnego. Przeanalizowano szczegéiowo dyskretny
uktad sprezysty Zieglera oraz ukiad dyskretny z tiumieniem
duojakiego redzaju, translasyjnym i rotacyjnym. Uzyskanez
wyniki poréwneno z innym ukiadem dyskretnym o nieznacznie
odmiennym modelu tlumienia orsz =z uklsdenm ciagiym,.
Stwierdzono wéwczas istotny wplyw dyskratyzacji rozwazanego
uktadu na krytyczne paresmetry obcigzenia. Poza réznicami
ilodciowymi stwierdzono réwniez réznice jakodciowa,.
Zaskakujacym wydaje sig fekt, ze w przypadku ukladéw dys-
kretnych wystapity dwustronnie ograniczone obszary nie-
statecznosci, podczas gdy w przypadku ukiadéw ciagiych
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byty one od géry niepgraniczone.

Dyskretyzacja uktadéw jest pewna idealizacj@ wigkszosci
probleméw fizycznych i technicznych. Dalsze badania skon-
centrowancu wiec na analizie ukladdéw ciagiych z lokalna
utrata sztywnosci, lub lokalnym tumieniem.

W celu poréwnania charakterystycznych cech uktadu
dyskretno-ciggtego z mcdelem zieglera [2] przedstawiany
analize uktadu pretow odksztaltcalnych 2z dwoma przegubami
sprezystymi,

W dalszych rozwazaeniach zaktada sie 1liniowg sprezys-~
tosé przegubbéw a w przypadku przegubdéw lepkospregzystych
lepkoéé proporcjonalng do predkosci przemimszczer. W bada-
niach ukladéw sprezystych korzystano z kryterium stateczno-
$ci Routha -Hurwitza, natomisst w przypadku uktadéw lepko=-
~-sprezystych posiuzone sig uogélnionym kryterium Michaj-
towa [37].

wielu badaczy zajmujecych sig analizg statecznoéci
uktadéw niekoneerwatywnych zwraca uwage na paradoksalne
zjawisko braku przejécia granicznego do ukladu sprezystego
przy intensywnosci titumienia dgzzcej do zaera. Zjawiskien
destabilizacji kolumn ttumionych zajmowal sig juz Ziegler
f4 -6]. Badal on paremetry krytyczne podwéjnego waha-
dta z lepkosprezystymi przegubami obcigZonego siig sle-
dzace wykazujgc, %Ze male lepkie tlumienie moZe powo-
dowaé znaczne obnizenie sily krytycznej. Bolotin [7] roz-
patrywal matematyczny model wukladu =z dwoma stopniami
swobody wykazujac, 2e wielko4¢ destabilizacji dla =zani-
kejgcego ttumienia, =zalezy od 1lorazu wspdiczynnikdw
ttumienia wystepujacych w obu stopniach swobody., Maksymal=-
neé wartod4é¢ obciazenia krytycznego ukladu z tlumieniem
wystepujacym wéwczas przy Jjednekowej intensywnosci tlu-
mienia. Nemat - Nasser i Herrmann wykazali, 2e obcia-
zenie krytyczne uktadu dyskretnego o "n" stopniach swo-
body bez ttumienia jest kresem gérnym dla obcigze-
nia krytycznego tego samego ukladu poddanego dzia-



raniu si2? dedacych funkcjandi liniowymi prgdkosci uogélnio=—
h [8].

R, Bogscz i 0. lizhrenholtsz [9,10] analizowali
1y kolumny sprezystej z tXumikami dyskretnymi. Kolumng obcigzo-
no sits %ledzgcg oraz skupiong siZa oporu proporcjcnalna do
predkogci trenslscji lut predkoéci obrotu w punkcie oddziaXy-
wania tiumika, Otrzymane rezultaty $wiadczg, 2e w przypadku
kolumny z t2umikiem translacyjnym si2a krytyczna zalezy istot-

nie od polozenia ttumika a nie zalezy od intensywnofci tiu-
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4 obszarach 4, B, C

kolumnie cizglej

obcigione]

przedstawionych na Rys.1.1 ukiad

treci statecznoéé odpowiednio z pierwszg /i/, drugg /B/,
trzecig /C/ formsg wtasng, W obszarze D uklad traci statecznosé

z pierwszg i trzecig formg wlasng, natomiest w obszarze T, =z
drugg i trzecig formeg. Obszar niestatecznodéci w prezypadku
tiumika rotacyjnego /wrazliwego na predkoéé obrotowg kolumny/

ilustruje Rys. 1.2.

Interesujgce rezultaty uzyskano w przypadku kolumny
Beck oz posiadajace]j sprezysty przegub. Bowiem dla dostatecz-
nie malej sztywnodci takiego przegubu zlokalizowanego w $rod-
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Rys.1.2. Zaleznodé silty krytycznej od polozenia tlumika
rotacyjnego w kolumnie ciggXej obcigzonej siia
¢ledzgeg

L

kowej czedci kolumny mozna uzyskad istotny wzrost sily kry-
tycznej osiggajacy wartoé$é okolo czterokrotnie wyzszg anizeli
dla kolumny jednorodnej przy sztywnodci przegubu tysigckrot-
nie mniejszej od sztywnoéci kolumny bez przegubu [11],
Interesujgcym wydaje sig¢ zbadanie wpiywu tiumienia w przegu-
tach lepkosprgszystych wbudowanych w odksztaXcalng kolumneg
sprezysta na wartodé sidy krytycznej. Zagadnienie to bedzie
jednym z przedmiotéw rozwazah niniejszej pracy i dalszych
badaf,

2. SformuYowanie zagadnienia

Analize przeprowadzimy wykorzystujac metode macierzy
przeniesienia [12], [13]. Metoda ta w przypadku kolumn zlo-
zonych z segmentéw pozwala rozwigzaé zagadnienie w sposéd
S$cisly.

Wykorzystujac zwigzek /Rys. 2.1/

o 0
Gier = T4G4 (2.1)

gdzie Qi jest wektorem stanu postaci:
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Rys.2.1. Schemat ukiadu segmentéw

I ' . w, T
G=1{ 59,4 =[5, 5, EIy*, - ELy7 T (2.2)

natomiast T; - macierzg przeriesienia "i-tego" elementu. Ma-

cierz przeniesienia dla calej struktury cpisama jest zwigz-
kiem:
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n Snet Zpez v Iz Iy s (2.3)
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E’n+1 - T 91 {224]
Spelniajac warunki brzegowe:
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(2.5)
5 0 0 T
Spet = [yn+1v@n+1' Hib oF,
otrzymamy réwnanie charakterystyczne postaci
t33 ta4 iy
=0 2.6)
t43 44 '

umozliwiajgce badanie konfiguracji krzywych na plaszczyinie
P, W . Xacierz przeniesienia dla elementu kolumny ciggej

otrzymujemy na podstawie rozwigzania rdézniczkowego réwnania
rucku odksztaicalnej kolumny cizglej poddanej dziataniu sily
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Przyjmuje ona postaé podang w[12], [13].
Wacierz przeniesienia dla elementu dyskretnego w postaci
przeguhu przyjmuje postal:

{E g g 0
T, = 0] 1 i/ O (2.8)
J g 1 0

ORI Oy

Jezell przegub jest sprezysty i liniowy to M jest staia:

M= U, (2.9)
gdzie N - modul sprezystoéci przegubdu.

Natomiast w przypadku przegubu o modelu lepkospresystym
Voigta-Kelvina W mozna wyrazié w postaci:

M= Ke+ 1WN, (2.10)

gdzie W, - wspb2ozynnik trumienia w przegubie.

3. Rezultaty analizy numerycznej dla przypadku kolumny
ocigglej 2z dwoma przegubami sprezystymi

Na wstepie przyjmiemy, 2e pre¢ty odksztalcalne o sztyw-
nosei EI, gestofei [0 i przekwoju poprzecznym A potgczone sg
dwoma przegubami sprezystymi o jednakowej sztywnodci (M =WU,).
Przeguby zostaly rozmieszczone jak pokazano na Rys. 3.1.
Yykres P (W) dla wybranych wartodei stalych sprezystych
prezedstawiono na Rys. 3,2, Wartodé sity krytycznej wyznacza
proste P = Picr styczna do pierwszej gatezi krzywych charak-
terystycznyoh w punkcis odpowiadajgcym pierwszej i drugiej
czestodci drgaf. Dla sztywnodei przegubbw W =W, dgigcej do
nieskoficzonodci warto$é sily krytycznej dazy do wielkodci



-10<

|
1, 8%
Rys.?.1. Schemat kolumny cigglej z dwoma przegubami
sprezystymi

20.05-%}-tj. osigga wartoéé =ity krytycznej dla ciggtej kolum-
ny sprezystej obcigzonej silg $ledzgca /bez przegubbw/. Zmniej-
szenie warto$ci stalych sprezystych powoduje spadek wartodoi
obcigzenia krytycznege. Dla najmniejszej ze zbadanych wartoéei
Mi=WU, = 0,00001 sita krytyczna osigga wartodé bliskg

Pkr = 14.3-%}- . Interesujgce wydaje sie, Ze w przypadku tak
malych wartosci W, =W, warto$é obcigzenia krytycznego jest
wzglednie duza, Duze gmisny w wartodciach statych sprezystych
w przypadku WU, =W, powodujg stosunkowo niewielkie zmia-
ny sity krytycznej, majg natomiast istotny wplyw na wartosé
czgstodci drgah. W miare zmmiejszania sztywnoéci przegubdw
pierwsza i druga czestodé drgafi wiasnych male jg przyjmujac

dla Uy = N, = 0.00001 wartodci

W, < Wy< 01 \/35—}_,,

Przejdziemy teraz do analizy przypadku, gdy sztywnodci
przegubéw sprezystych mogg przyjmowaé rézne wartodei Wiz N,
Dla pewnych wartoéci parametrdéw )i1,1i2 uzyskano wartos$é sily
krytycznej kilkakrotnie wigksza niz w przypadku ukladu spre-
tystego bez przegubdw. Zjawisko skokowe] zmiany wartosei sity
krytycznej dla takiego ukladu o pretach odksztalralnych wys-—
tepuje tylko w przypadku, gdy sztywno$é dolnego przegudbu jest
wigksza od sztywnoéci gérnego przegubu [14].
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Wykres sity krytycznej w funke ji stalej sprezystej gdérnego
przegubu przy ustalonej wartoéci staZej sprgzystej dolnego
przegubu / W4 = const/ przedstawiono na Rys. 3.3.

.&

Rys. 3.3. P (M;) dla W= const

Maksymalna sita krytyczna dla ulkladu o dwéch przegubach spre-
zystych osiaga wartodé okolo czterovkrotnie wigkszg od siiy
krytycznej w przypadku cigglej kolumny sprgzyste] bez przebu-
bbw. Jezeli sztywnodé dolnego przegubu jest niewielka

/W,€ (0.00001 ~ 1,0)4 to przy wartoéci stalej sprezystej gér-
nego przegubu W, okolo dziesigé razy mniejszej nastgpuje skok
wartoéci sity krytycznej. Dalsze zmniejszanie sztywnodci gér-
nego przegubu nie ma istotnego wptywu na zmiane wartoéci sity
lerytycznej. Obraz krzywych charakterystycznych na ptaszczyZnie
P, wyjaéniajgeych przyczyny skokowej zmiany wartodci sity
krytyceznej dla WM, = 0.01 1 W= 0.1 ilustruje Rys. 3.4.

Jezeli sztywnodé dolnege przegudbu jest wzglednie duza

(W, = 500) to zjawisko skokowej zmiany wartoSci sity kry-
tycznej ma odmienny charakter. Wraz ze wzrostem wartodeci M,
male je warto$é W, przy ktdrej nastepuje skok. Ponadtc w wy—



Rys.?.4. Uksztaltowanie krzywych charakterystycznych
ilustrujacych zjawisko skokowej zmiany war-—
todci sity krytycznej na plasszczyénie P, (1)
dla M, = 0,01, 0,1

niku skoku maleje wartoéé sily krytycznej przy malejacej sztyw-
nogci U ,, czyli przecivnie anizeli w przypadku skoku sily kry-
tycznej dla wzglednie malych wielkod$ci WM, . VWykres P (W) dla
W4 = 500 przedstawiono na Rys. 3.5.
llozna zauwazyé, %e istnieje taka wartoéé sztywnosci dolnego
przegubu W; , przy ktérej nie wystepuje zjawisko skoku sity
krytycznej, Jak widaé na Rys. 3.3 dla wartodei W, = 50.0
zjawisko to jest prawie niezauwazalne,

W obu rozwazanych przypadkach, zaréwvno dla matych jak i
duzych wartofci staXej sprezystej dolnego przegubu, styczra w
punkcie poigczenia krzywych odpowiadajgcych plerwszej i drugiej
postaci drgaf wyznacza warto$é sity krytycznej przed "skokiem",
natomiast po "skoku" wartosé sily krytycznej jest granicg nie~
statecznodéci drugiej i trzeciej postaci drgah.

Przy skoku wartodci sity krytycznej czterem pierwszym postaciom
drgafi odpowiada jedna czgstodé. Wartos$é meksymalnego obcigZenia
krytycznego wyznacza granice niestateczno$ci drugiej i trzeciej



18 36 54 72 &

Rys.3.5. VWykres P(W) dla WM,= 500 ilustrujgcych zjawisko
skokowej zmiany wartodci sity krytycznej

formy wlasnej /Rys. 3.4/ lub pierwszej i drugiej postaci
drgaf /Rys. 3.5/. W pierwszym przypadku przy malejgcej war-
todci sztywnodci przegubu W skokowi towarzyszy wzrost war-—
todci sity krytycznej, w drugim za$§ jej spadek.

Fodsumcwujgc rezultaty uzyskane dla kolumny ciggiej =z
dwoma przegubami sprezystymi nalezy podkreélié, ze wartodé si-
1y krytycznej w przypadku przegubéw o jednakowej sztywnodci
NN, jest zawsze nizsza anizeli wartodé sity krytycznej
w przypadku jednorodnej kolumny spresystej. Przy sztywnedci
obu przegubdw dg2gce] do nieskoficconos$ci istnieje przejécie
greniczne do sily krytycznej dla ukladu kolumny jednorodnej.
Wzrost wartoSci sily krytycenej mozna uzyskaé poprzez odpo-
wiedni dobSr parametrdéw W,,WN, . Nalesy podkredlié jeszoze,
¢e do analizy stateczno$ci tego typu ukladéw nie wystarcza
badanie pierwszej i drugiej postaci drgah [15], (16],[18] .
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4, Kolumna ciagla z jednym przegubem lepkosprezystym

Interesujacym wydaje sie zbadanie wpiywu lepkoéci w prze-
gubie na wartoéé sily krytycznej[171].

W pracy [11] wykazano, Ze przy dostatecznie malej sztyw-
noéci przegubu sprezystego zlokalizowanego w érodkowe] cazeéci
kolumny osigga sig¢ istotny wzrost sily krytycznej., Dla sztyw-
noéci przegubu tysigckrotnie mniejszej od sztywnos$ci kolumny
otrzymano warto$é sily krytycznej okolo czterokrotnie wyzszag
anizeli dla kolumny jednorodnej /Rys, 4.1/,
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Rys.4.1. Zeleznodé sily krytycznej od polozenia przegubu
sprezystego /U = 4.801/

W przypadku, gdy przegub sprezysty potozony jest na koficu
swobodnym kolumny wartodé siiy krytycznej jest taka jak w przynad-
ku kolumny sprezystej bez przegubu., W miare zmiany polozenia
przegubu wzrasta warto$é sily krytycznej. Przy ¥ = 0.5 war-

tosé sily krytycznej doznaje skoku przyjmujac maksymalng war-

toéé révng ckolo 80 2 Dalsza zmiana polozenia -przegubu po-
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woduje ciqgly spadek wartodci sily krytyczuej., Przy x =0
warto4é ta jest nizsza anizeld w przypadku kolumny jednorod-
nej. Obraz plaszczyzny P,  dla przegubu o stalej sprezys-
tej W = @.@¥1 przedstawiono na ‘rysunku 4.2.
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20 0.007 lll‘lgﬂi\ 09 ¢ ~
10 /.

0 10 20 3 W w0
Rys.4.,2. Zeleznoéé P(W) dla W = #.9@1 w przypadku ko-
lumny ciggiej 2z jednym przegubem spre¢zystym

W rozwazanym przypadku zaleznie od lokalizacji przegubu
otrzymano jakosciowo rézny ksztalt charakterystyk,
Usytuowanie przegubu w $rodkowe] czedci kolumny powoduje, Ze
nie pierwsza i druga postaé drgaf decyduje o utracie statecz-
no$ci, jak ma to miejsce w przypadku kolumny jednorodnej, ale
druga i trzecia postaé drgaf. Linie cherakterystyozne dla pier-
wszej i czwartej postaci przecinajg sie wyznaczajac wartodé
gily krytycznej. Wplyw sztywno$ci przegubu na wartosé sity
krytycznej dla wybranych warto$ci x ilustruje rysunek 4.3,
Jezell sztywnodé przegubu jest wzglednie duza to niezaleznie
od lokalizacji przegubu sila krytyczna przyjmuje wartoéé
bliskg warto$ei krytycznej dla kolumny jednorodmej /bez
prezegubu/,
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Rys.4.3. Zalezno$é Pkr(}t) dla wybranveh wartodci x

Wyniki pracy [14] podwieconej analizie statecznodoci ko-
lumny zZozonej 2z uktadu dwich pretdw odlsztaicalnych polaczo-
nych jednym przegubem lepkosprgzystym dowodzs,Ze wartodé sily
krytycznei zalezy wylgcznie od lokalizacji przegubu [11].

Wptyw lokalizacii przegubu na wartoéé sily krytycznej ilus-
truje rysunek 4.4,

Wéréd obszardéw niestatecznodci przedstawionych na rys. 4.4
wyrézniono dwe rodzaje utraty statecznodci, ¥ obszarze I uklad
traci statecznosé oscylujge z pierwszs form3a wiasng, natomiast
w obszarze Il nastgpuje utrata stateczno$ci drugiej formy
wiasnej.

Sita krytyczna osigga maksymalng wartodé réwnag 20,05 E}— ’

gdy przegub jest umieszczony w polowie wysokodci kolumny lub
na jej koficu swobodnym, Liaksymalna wartoéé sily krytycznej

w ukladzie z przegubem lepkosprezystym nie przekracza warto$-—
¢l sily krytyocznej dla jednorodnej kolumny sprezystej.
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Rys.4.4, Zaleznos$é silty krytycznej od lokalizacji
przegubu lepkesprezystego

llzjwigkszy cdestabilizujgcy wplyw lepkodci uystepuje w przypad-
ku przegubu o sztywnodei W = /.£71 przy wartodeci x = 0,22.
Kinimalna wartof¢ sily krytycznej jest wéwczas okolo dwudzies-
tokrotnie mniejsza anizeli w przypadku jej wmaksymalnej war-
tosci /X = 0.5; 1.0/.Dla x=0,0, }Kr
Ttumiki dyslaxretne zlokalizowane w przegubie dzialajg
destabilizujgeco na uklad, Destabilizacja jest wieksza dla
mpiejszych sztywnodci przegubu /np. = g.021/. Vartosd
sity lkrytycznej ukladu z przegubem sprezystym jest okolo 30—
krotnie wigksza anizeli w przypadku kolumny z przegubem lep—
kosprezystym /por. Rys. 4.4 i Rys. 4.5 dla x = 0.2 Tf
Kaksymalne réinica w wartodci sity krytycznej dla ukladu z
przegubem sprezystym i lepkosprezystym wystepuje, gdy przegub
umieszczony jest w polowie wysoko$ci kolumny. Wynosi oma okolo
60 ™ /dla W{SP = g.001/. Czestodd drgeh odpowiadajgca sile
krytycznej Lukr zalezna jest réwniez od polozenia przegubu
w kolumnie /Rys. 4.5/.

osigga wartosé 16 s
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Rys.4.5. Zaleznodé Wy od polozenia przegubu lepko-
spr¢zystego

Obzzary utraty statecznodci ukladu z plerwszg formg wlasng
oznacgorio przez I, a z druge formg wlasng przez II.

Poréwnujac wyniki uzyskane dla przypacdku ukladu z jednym
przegubem lepkospredystym z przypadkiem o jednym przegubie
sprezystyn mozra stwierdzié, Ze w obu przypadkach lokalizacja
proegubu wpzywse istotnie na warto$é sily krytycznej. Maksymal-
ng wartodé siiy krytycezne; csigga sie w przypadku przegubu
zlokalizowanego w polowic wysokosci kolumny /lub na swobod-—
nym Yoficu w prmypadku przegubu lepkosprezystego/. Okolo
czterokrotny wzrost wartofci sity krytycznej uszyskany w ko-
lumnie 2z przegubem sprezystym przy odpowiednio malej warto$ci

-wspdozynnika sprezyatoéci W /badano dla U = @#.7¢1 £l w/

znika po uwzslednienivhieskoficzenie malego tzumienia,

http://rcin.org.pl
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ON STABILITY OF CCHTINUOUS BECK’S COLUMN WITH
LOCALIZED LOBE OF THE RIGIDITY

Summary

The column consiasting of segments connected by elastic
or viscoelestic hinge-joints is considered, Assuming & steady
state periodic solution of the problem creobtsins a set of
charectaristic equations. The determination of the regions
of astability make possible a design of stable systems for
a given conditions., Considerable increass »nf the critical
load wes cbteined in the case of local loss of rigidity in
the centre of column,

The obtained result 4s of theoretical importence only
because destabilizing influence od the damping make impos-
sible realization of such svstem,





