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Krzysztof Wisniewski
Zaktad Teorii Konstrukeji
IPPT PAN

ANALIZA NUMERYCZNA POWLOKI CYLINDRYCZNEJ: STATYKA
DLA UBCI@ZEN NIESYMETRYCZNYCH I DRGANIA SYOBODNE

1. WSTEP

Analiza powlok cylindrycznych, poddanych dowolnemu nie-
symetrycznemu obcigzeniu, stanowi zagadnienie o duzZym znacze-
niu praktycznym w zwigzku 2z p}ojektowaniem takich konstrukeji
Jak wieZze chtodnicze, silosy, zbiorniki na ciecze i wiele
.Jinnych, Zazwyczaj konstrukcje te posiadaja ekstremalne para—
metry geometryczne oraz poddane sg obcigzeniom o skomplikowms—
nym charakterze jak np, dziatanie wiatru, obciazenie sejsmiecz-
.ne itp. Z tego wzgledu wazne w procesie projektowania sag
nastepujace rodzaje analiz /nie obejmujace oczywiscie wszyst-
kich aspektéw zachowania sie konstrukcji/:

a/ liniowa analiza statyczna, dostarczajaca informacji o sggmie
sitr 1 przemieszczenn konstrukcji pod dziataniem zadanych
obcigzen; ¥

b/ analiza drgad swobodnych, sluzgca do przyblizonej oceny
podatnosci konstrukcji na dynamiczne dziatanie obcigzen;

¢/ analiza statecznosci szacujaca obcigzenia krytyczne dla
danej konstrukcji,

W niniejszej pracy zbadano zagadnienie statyki i drgan
swohodnych powtoki cylindrycznej; statecznosé bgizie przedmio-
tem oddzielnego opracowania.

W wielu pracach poswieconych analizie powlok obrotowo-
symetrycznych poddahych dowolnemu, niesymetrycznemu obcigze-~
niu wykorzystuje sie mozliwodéé wyrazenia funkcji obciaZenia
i przemieszczenia w postaci skoiczonych szeregdéw Fouriera,
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Prowadzi to do ciggu zadan jednowymiarowych, ktére nastepnie

sg efektywnie rozwiazywane.przy pomocy metody rdznic skounczo-
nych np, Bushnell 1 in.[ 4,5] , elementéw skoiczonych np.
Wilson, Zienkiewicz [ 11,12] lub metod calkowania numeryecz—
nego np,Kalnins{ 7] . W niniejszej pracy zastosowano
rozwiniecia w szeregi Fouriera, w potaczeniu z metodg réznic
skoticzonych, w sformulowaniu energetycznym, Koncowy uklad
réwnan zbudowany jest w oparciu o twierdzenie o minimum energii
potencjalnej dla zagadnienia statycznego i twierdzenie Hamiltona
dla problemu drgan wiasnych. Powyééza metoda oraz wariant
réwnan liniowej teorii powlok sandersa-Koitera [ 3] stanowity
podstawe do zbudowania programéﬁ na EMC, ktére wykorzystano

do analizy numerycznej obydwu zagadnied.

Zastosowana metoda réznic skonczonych pozwala za pomocq
przygo towanych progzraméw analizowaé powioki o skokdwo zmien—
nej grubosci, W zwigzku z tym wykonano dla przykiadu oblicze~
nia powtoki zakiadajgc stalg /zastepczag/ lub zmienng kawatkami
grubogé powtroki, Na tej podstawie oceniono réznic¢ stanu
przemieszczer powtoki obcigzonej wiatrem oraz czestosei i
formy drgan swobodnych przyjmujac realng i zastepcza grubosé
powloki,

Ponadto, w pracy opisano i skomentowano specyficzne cechy
analizowanego zagadnienia wiazace sig¢ z wykorzystaniem me tody
réznic skonczonych, a takze problemy natury numerycznej poja-
wiajace sie przy rozwigzywaniu algebraicznego zagadnienia na

wartoéci wtrasne,
2, PODSTAWOWE ROWNANIA TEORII POWLOK

Do rozwiazania postawionych w pracy zagadnien wykorzystano
wariant Sandersa-Koitera liniowej teorii sprezystych powlok
cienkich [ 3,9] . Poniewaz, w klasie tecorii liniowych jest to
wariant standardowy przytoczone zostana wytacznie te rdwnania,
ktore sg niezbedne w zastosowanym podejsciu wariacyjnym i
sformulowaniu przemieszczeniowym, Z tego wzgledu nie przytoczo-
no réwnan réwnowagi i ruchu oraz statycznych warunkdéw brzego-
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wych, Wykorzystane w pracy rownania, w postaci wyspecyfikowane]
dla geometrii powoki cylindrycznej, podane zostang we wspdi-
rzgdnych cylindrycznych {'T,q?,X}, wg rys. 1 .

Deformacja powierzchni srodkowe] charakteryzowana Jjest przez:

sktadowe tensora odksztalcen

A
Ep=y({Up+W)
Vﬁx

A A
&x¢,= E (li,x + ;; V;?)

(2.1)

M
x
|

skZadowe tensora zmian krzywizny

4
Np="71 (Wige™ Uyp)
{22) XX:'-—'WI)‘X
' B 3 1
qua‘—;(wjxcp" g U T VHP)
gdzie: W , V , U to sktadowe wektora przemieszczen
WG TysS. 1 .

W oparciu o te miary zapiszemy energig¢ odksztaXcenia spre-

tystego

x4 '“""‘f’-}

Tl (h(Noen = Nog, iy
S

1) Me %p# Myt + My, 1dS

gdzie: ,5 oznacza powierzchnig sSrodkowy powXoki



Rys. 17 . Podstawowe oznaczenia ,

lMX?
X
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MY e
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Rys. 2 . Dodatnie zwroty nuogdlnionych sit* i momentdw

wewnetrzanych .
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qu ,va.hL¢' sktadowe wektora sit blonowych
P1x,P1¢.P1x¢' sktadowe wektora momentow przekrojowych

Powyzsze sktadowe sit i momentdéw wyznaczono z zasady prac
wirtualnych, wykorzystujic odpowiednio oszacowang, dwuwymiarowg
posta¢ energii odksztalcenia sprezystego, Otrzymane zwigzki

fizyczne majg postac:

Ne=Blegz*ve,)
e =B L)
qu,= B (1"1/)5)::,0

=Dt %0 56N
a) i Me=Dlsx, v 2,
BB L V) H

gdzie:

Eabh/(1 =)
BIsEh (12 (1-3%)

h - grubosé powioki
E,V - state materiatowe: modul Younga i wspotcazynnik

Poissona,
Dodatnie zwroty skladowych sit i momentow wewngtrznych przeds-

tawia rys. 2.
Praca powierzchniowych sit zewnetrznych wyraza si¢ nastepuja
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(2.6) W=f(pw-w+pu-u F B M) dS
b

gdzie: Pw,Pv, Py to skiadowe wektora obcigzenia.
Do przeprowadzenia analizy drgan swobodnych powZoki

niezbedne jest wyrazenie na ene‘rgie kinetyczng powzoki
_4 . o 2 .
@) K=y Lohfom™ = v 24t d s
S ;

przy czym & to gestosé masy, & kropka oznacza pochodng

po czasie (¥
Ze wzgledu na sformuzowanie przemieszczeniowe problemu narzu-
cane warunki brzegowe muszg dotyczyé przemieszczerd. Na krawe-
dziach powloki mogg byé zadane wartosci skXadowych wektora
przemieszczenia W,V,U oraz skladowej wektora obrotu
B,(= - W,x .Jednorodne statyczne warunki brzegowe sg spei-
niane jako konsekwencja twierdzenia odwrotnego do twierdzenia

0 minimum energii potencjalnej.
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3. SFORMULOWANIE PROBLEMU BRZEGOWEGO

Do rozwiazania postawionych zagadnien wykorzystano kKoncepecjg
rozwinigeia funkcji obcigzenia i przemieszczenia w skoiiczony
szereg Fouriera., Prowadzi to do ciggu zadan. jednowymiarowych,
ktére rozwigzano za pomocsg metody rdznic skoiiczonych w sformulo—
waniu . energetycznym, Koncowy uklad rdéwnan zbudowano w oparciu
0 twierdzenie o minimum energii potencjalnej dla zagadnienia
statycznego i twierdzenie Hamiltona dla problemu drgaan swobod-
nych,

Ponizej pokazane zostanag etapy przeksztatcania odpowiednich
funke jonatow energii od postaci rézniczkowo-calkowej do alge-
braicznej wykorzystanej nastgpnie do rozwigzania zagadnienia
na komputerze,

3.1. ZAGADNIENIE STATYCZNE

Zapiszmy funkecjonat energii potencjalnej \/ w postaci

3.1 V=U-W

gdzie:
11 - energia odksztalcenia sprezystego powloki w
postaci (2.,3) ;
\ﬂJ - praca sit powierzchniowych, wg (2.4)

a ) ROZDZIELENIE ZMIENNYCH
Pierwszym etapem modyfikacji funkcjonatu jest rozdzielenie

zmiennych niezaleznych przez przyj¢cie nastgpujacej reprezen-
tacji dla sktadowych przemieszczei:
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L
w(x;cp)=wolx)+Ziw,Jx)‘cos ne +
n: '
k
Z1w,,,(x)‘sin me
L
(3.2) ulx,go)=u5(x)+):1u,,(x)'sin ne +

k
[1um(><)'cosmcp

l
vix, Q) =vo(x)+Z1v,,(x)'cos nep +

k
L V(X)) stnme
m={
gdzie: X,(p - wspéirzedne cylindryczne: poludnikowa
i katowa;
i',k - liczba fal w Kierunku obwodowym.

W analogiczny sposéb przedstawimy skladowe wektora obcigze-
nia dziatajgcego na powierzchnig powiolki.

[
Pu (X, @) =p.:’,(><)*‘[1 pulx) cosnp *

k
L paix) sinme

m=1



{
LA 4 n ‘e +
(S0 0 91 = DRl )n:“pu(x) stin ng
k
L 1,D,'l‘()() “CosS Mo
. (
pV(x,qo)=p3(x)+E1p3(x)‘ cosng*

k
L pJix) sin mg

m=1

Poniewaz funkcjonal energii potencjalnej jest forma kwadratowg
wige wykonanie calkowania wzglgdem @ prowadzi, ze wzglegdu
na ortogonalnosé¢ funkecji tryzonometrycznych w przedziale

( 0 ,27T> , do dekompozycji funkcjonaktu V na funkecjo-
naty sktadowe VJ zwigzane z deformacjg i obcigzeniem w
postaci pojedylczej harmoniki J

(3.4) V=LV, . i=l*k
j0

W kazdym z ( L+1 ) zadan sktadowych, charakteryzowanych
przez parametr . , dla obeigzen (Pd/ . P{, ”D;L )
nalezy okresli¢ ( Wog, \/j' ,u}) . W kazdym z funkcjonaldw
sktadowych wystepujg wielkosci zaléezne wylacznie od wspolrzed-
nej K ; W tym sensie sprowadzono problem do ciggu zadai
jednowymiarowych,
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b) APROKSYMACJA SZEREGIEM TAYLORA

Po wybraniu punktéw weziowych przydzielamy im wzajemnie
roztaczne lecz pokrywajace caly obszar przedzialy calKkowania.
W otoczeniu kazdego punktu weziowego rozwijamy funkcje sktrado-
wych przemieszczed W;(X), Vy(x}llfj(X) w szereg Taylora
i obliczamy ich pochodne, Niech. f ) oznacza jedna z

funkcji skladowych przemieszczen, Wtedy

f(x)=f(x,) +f, (Xo)'s +f (X)) -ziz
(3.5) SOV D e 0 G O

£ EE i)

przy czym Xo = wspoirzedna punktu wezlowego

5= 3=,

Po podstawieniu powyzszych wielkosci do funkcjonaiéw
energii wykonujemy calkowanie wzgledem x , W przedziatach
przypisanych punktom wg¢zlowym. Aproksymacj¢ szeregiem Taylora
wykonano w celu zmniejszenia wrazliwoéci zadania na sposdb
przydzielania obszaru calkowania, ktéra to wielkosé¢ jest
cecha charakterystyczng metod rdéznicowych [ 8} . Komentarz
na temat efektéw powyzszej aproksymacji zamiescimy przy

]

omawianiu przyktaddw numerycznych,
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¢) DYSKRETYZACJA RUDZNICOWA

Aproksymacja szeregiem Taylora i zastgpienie pochodnych
operatorami roznicowymi stanowia etapy dyskretyzacji zadania.

Do tworzenia operatoréw rdéznicowych wybrano metod¢ opartg
o warunek minimum bledu zaproponowang w pracach J,0rkisza i
T.Liszki [ 8] .

Ponizej podano postaé tego warunku. Zatoézmy, ze funkcja
przemieszczen f(x) w otoczeniu pktu w¢zlowego .O' Jest
odpowiednio gtadka, tak by mozna ja bylo rozwingé w szereg
Taylora. Njech ,{  bgdzie punktem sgsiednim punktu 10
Kazdemu _( ? przypisuje sig¢ kwadrat btedu rozwinigcia
i wage 7 :

L

Bo=Lf-(,+f,,, h; +f,. T2
3 _
c AT i xiox,

Wazony kwadrat bledu rozwiniecia dla wézystkich punktéw sgsied-
nich jest réwny:

‘35,7’) E5 =:fi ESE T

o=

Varunek minimum tego bl¢du wzgledem f;,x i fo,xx Y
dostarcza postaci operatordw rétn;cuwych w punkcie ,0 .
Kryterium powyzsze przy regularnym rozkladzie punktédw i we

wnetrzu obszaru prowadzi, w przypadku jednowymiarowym, do
klasycznej postaci operatordw roznicowych, Natomiast dla
punktéw brzegowych postaé¢ klasyczna otrzymamy przy pewnej
zmianie postepowania, okreslajac najpierw 0, % e
dopiero pdznie] fo,xx . W pierwszym etapie pomi jamy
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czlon kwadratowy w (3.6) rozwijajac f( X ) tylko do
najblizszego punktu i wykorzystujemy warunek minimum wzgledem

fo,x . W drugim etapie stosujemy peina postaé ( 3.6 )
rozwijamy f(x) do obydwu punktédw, & nasicpnie minimalizujemy
B wzgledem fo,xy , Przy czym pierwsza pocliodna wykorzysta-

na jest w postaci rdznicowej.
Ostatecznie otrzymalismy zdyskretyzowany furkcjonal energii
\/3 . ktéry zwigzany jest z deformacja 1 obcigzeniem w
postaci J ~ tej harmoniki . \ j jest funkcja kwadratowg
wzgledem wektora przemieszczen W punktach wezlowych, dla
ktérej na mocy twierdzenia o minimum energii potencjalnej,

zapisujemy nastepujgce warunki

(3.8) L T Y Bl NS
iz

przy czym
qu - skiadowa przemieszczenia odpowiadajaca j—tej
- harmonice w punkcie wg¢zlowym;
L - liczba wyrazdw rozwiniecia w szereg Fouriera;
7 - liczba punktéw wezlowych,
Rezultatem jest ( L+ 1) uktadow zawierajacych 5‘f linio-
wych réwnand algebraicznych. Kazdy z tych uktadéw mozna zapisaé

w postaci

(3.9) [KI' {g}=1p}' . ; j=0,..,

gdzie
[P(]J - macierz sztywnosci infinitezymalne}j

{(i}J - wektor sktadowych przemieszczen

{f)}j - wektor sktadowych obciagzen
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Po rozwiazaniu wszystkich uktaddéw rownan wartosci przemieszczen
w dowolnych punktach powZoki okreslamy stosujgc superpozycje,
zocodnie z reprezentacja ( 3.2) . W analogziczny sposdéb okresla-
my wartosci sit i momentow przekrojowych.

3.2. ZAGADNIENIE GRGAN SWOBODNYCH

Analiza drgan swobodnych wymaga uwzglednienia energii
odksztalcenia i energii kinetycznej powloki, Wyrazenie na
funkc jonat Lagrange'a L_ jest nastgpujace:

(3.10) L=li-K

gdzie
- energia odksztalcenia wg (2.3)
P( - energia kinetyczna powloki wg (2.,5)
1 Funkc jonal L_ zmodyfikujemy tak jak to robiligmy 2z funkcjo-
natem energii potencjalnej \/ przyjmujac funkcje skYado-
wych przemieszczen w postaci

wix,@,t) = w;(x,1)cos jg
Dl ulk ot =udxli-sin g

vix,o,th = vjlx,t)cos |o

Poniewaz amplitudy zalezg od czasu 15 rozdzielimy zmienne
X oraz [ uwzgledniajac zaleznosé
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wilx,t) = wjix)-sin (wt +y)

(3.12) Vilx,t) = vi(x)sin (Wt *y)

L}

U(x, 1) = uj(x) sin (wt *+y)

gdzie
J - liczba fal w kierunku obwodowym

() - czestosé kolowa
3* - przesunigcie fazowe,.

Po podstawieniu tych relacji do ( 3.10) zaleznos¢ od czasu
wyraza sie poprzez wystapienie mnoznika 032 przed wvraze-
niem na energie kinetyczna oraz mnoznika Sinz(b)f+b*)wspél-
nego dla calego Hamiltoniand.

Minimalizacja zdyskretyzowanego funkcjonalu wzgledem
skladowych wektora przemieszczen ;q[, Gv ’ilj prowadzi
do liniowego jednorodnego ukladu réwnan

B13)  (IKI'+w?[MI){g} ={0}
Uklad ten ma nietrywialne rozwigzanie gdy

(34y)  det ([KI'*w?MI')=0

Warunek powyzszy jest uogdlnionym algebraicznym zagadnieniem
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wtasnym, w ktérym macierz sztywnosci [ P<l} i macierz bez-
wladnosci [ Pﬂ]j sa funkcjami zalozonej liczby fal w
kierunku obwodowym,

4, TWOLZENIE UKLADU ROWNAN ROZNICOWYCH

Budujac koricowe uktady réwnan (3.9) , (3.13) nalezy
uwzglednié specyficzne cechy problemu wynikajace ze sformulo-
wania réznicowego, Wszystkie podane nizej uwagi bedg dotyczyd
czgs tkowych funkcjonaldw w postaci zdyskretyzowanej, Zapisa--
nych jako funkcje sktadowych wektora przemieszczen w weztach
siatki,

Jedna 2z cech specyficznych sformulowania rdznicowego jest
wystepowanie kazdej dyskretnej niewiadomej tylko w pewne]
liczbie wyrazend na energie¢ w poszczegdlnych punktach, Uwzgled-
nienie lokalnosci niewiadomej ma szczegdlne znaczenie dla
czasochtonnego i zloZonego procesu generowahia macierzy sztyv=-
nosci i bezwtadnoseci., W wyniku wykorzystania tej cechy tworzone

~ sg wylacznie elementy niezerowego pasma macierzy.
Zdefiniujemy zbidr 7_[ punktéw wykorzystywanych przy budo-
wie operatora rdznicowego W punkcie,i'

b TG dfgl.E,0M

gdzie
fj - skladowa wektora przemieszczemn przypisanego
punktowi .| ;3
df i - - . eon
t = operator roznicowy w punkcie .l 3§
- funkcja liniowa wzgledem {j'
¥ »
Kazdy punkt wezlowy .k Jest uzywany do tworzenia
operatoréw réznicowych tylko w pewnej liczbie punktow zbloru Rk‘
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(4.2) Ro®ty. ke Tl

W

e wnetrzu obszaru zbiory F?k 3 71 dla punktu , k sa
identyczne, Dla punktéw strefy brzegowej mozna podaé¢ relacje
miedzy tymi zbiorami w oparciu o kKryterium modyfikowania 71

w tej strefie,

Minimalizujgc funkcjonal energii potﬁncjalnej \/ wzzledem
niewiadoinej przypisanej punktowi , k sumowanie po wszystkich
punktach zastepowane jest sumowaniem po punktach nalezacych

do Rk

(N3]
~Q
x

el ey e el S

gdzie
\& - 0znacza energie¢ czastkowg otrzymana przez S
catkowanie \/ w obszarze przypisanym punktowi (.
Y - liczba punatdéw modelu dyskretnego.
Ograniczenie poste¢powania, przy tworzeniu rdwnania odpowiadaja-
cego q* do punktow Rk jest konsekwencja lokalnosci
wystepowania niewiadomej q,‘ w dyskretnej funkcji energii
Druga z cech charakterystycznych metody roéznic skoiiczonych
s3 problemy zwiazane z uwzgl¢dnieniem warunkéw brzegowych
natozonvech na obroty tzn, warunkdw na pochodne sktadowych
przemieszczen, Warunki te sg szczegdlnie kltopotliwe w zada-
niach wielowymiarowych, gdzie zachodzi koniecznosé rozwiazywa=-



nia dodatkowego uktadu rownan oraz podania kryterium wyboru
niewiadomych eliminowanych, W przypadkach. jednowymiarowych
zagadnienie uwzgledniania tych warunkow wigze sig zZ problemem
sposobu generowania operatordw rdznicowych na brzegu i zmianami
w budowie uktadu rdéwnan, Zaldzmy, ze postaé warunku brzegowego
jest nastepujace

B o =Rl g,

gdzies
ql - niewiadoma przypisana punktowi :
qk - niewiadoma przypisana punktowi Lk
R = operator liniowy

Przy obliczaniu pochodnej energii wzgle¢dem qk trzeba
wzigé pod uwageg punkty nie nalezgce do ﬂ?k , ktorych wyraze-
nia na energie zawierajg qk . Sa to punkty nalezgce do R{ .

warunek minimum energii przyjmnie postad:

(4.5) 2 -paY Ly Ve g
J

przy czym
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Ostateczna posta¢ rownania przypisanego Qk jest kombinacig

liniowa:

(4 /) 7(q. +2q— r(q,) =0

gdzie: 'f(q/k) A q,l) sa roéwnaniami przypisanymi
C}k i C}l bez uwzgledniania warunkdw brzegowych,
Ponizej podamy jednowymiarowy przyktad ilustrujacy powyiZsze
stwierdzenia,
Wybierzmy ciag punktéw wezowych f‘f ,2, 3’ Lv, 5 y ) n }
przy czym punkt {4} jest punktem brzegowym. Niech zbiory
i ».=1,2,3,4 , .zwiazane ze sposobem tworzenia operatora

roznicowego,beda nastepujace:

A

(4 8) Teedd 24l ¢ T; {
' s34 5]

e lon i L

Dla powyzszych T[ okreslimy zbiory RL' zgodnie z definicja

(o)

g Rt R,={1,2,3 .4}
Ry={1,2,3,4 R,~{345}

co pozwala zapisa¢ wyrazenia na pochodne energii potencjalnej



w przypadku bez warunkow brzegowych.

av— —a—— + =
8_94_ aq‘(\/1 Vg) 0
Vi B
e A
29, 1

(4.10) a‘f/ Wl R o

i AR

295 2g, (V1T Va* ViV, =0
avV_ 2 . %
’5'{;"- 'a-_é"’(\/g"’\/z, \/5‘)"0

Zatdzmy, ze nalezy uwzgledaié warunek brzegowy w dyskretnej

postaci

(411)  q,-h(qg.)

Wtedy pochodna po 92 ulegnie zmianie

w12) 2V .2V, dhiga 3V _p
aq; aq: dqz aq3

czyli rownanie dla -q;_ tworzymy w sposdb naste¢pujacy:

S e R
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Pozostale rownania pozostaja bez zmian.
Punth{4,2 ,3) tworza strefe brzegowa, ktdrej zasig¢g zostak
zde terminowany typem warunku brzegowego oraz postacia operato-
ra réznicowego w punkcie{ 1} . Punkt { H} jest punktem
wnetrza, w ktérym czynniki powyzsze nie uwidaczniaja sig,
Reasumujac mozna stwierdzié, ze w strefie brzegowej Kompli-
kuja si¢ procesy tworzenia operatora réznicowego i generowania
ukladu roéwnan.
Wydaje sie¢, ze niedogodnoséi te sa cechami nieodlacznymi

metody roéznic skomnczonych,

5., CHARAKTERYSTYKA PROGRAMOW NUMERYCZNYCH

W oparciu o opisany poprzednio sposob postepowania zbudowa=-
no dwa programy: VESSLIN - do liniowej analizy statycznej
oraz VESSDYN - do analizy drgan swobodnych.

Programy napisano w jezyku FORTRAN IV i uruchomiono na
maszynie cyfrowej ODRA 1305,W obu programach uwzgledniono
pasmowy charakter i1 symetrie macierzy, tak ze w efekcile
wszystkie operacje wykonuje sig na péipasmach,

W programie VESSLIN podstawowy ukiad réwnan zagadnienia
rozwigzywany jest za pomoca metody eliminacji Gaussa, w wersji
opartej na rozktadzie trdéjkatnym, dostosowanym do macierzy
dodatnio okreslonej. W efekcie zagadnienie o 60 stopniach
swobody, przy przyjeciu funkcji obciazenia i przemieszczenia
w postaci 7 pierwszych harmonik, rozwiazywane jest w czasie
'120 sekund procesora.

W programie VESSDYN ograniczono si¢ do poszukiwania naj-
mniejszej czestosci wiasnej odpowiadajace] daheJ harmonice,
Rozwigzanie uogodlnionego zagadnienia na wartosci wiasne
przeprowadzono w oparciu o metod¢ tzw, iteracji podprzestrzen-
nej opisang w pracy Bathe go i Wilsona [ 2 ] . Metoda ta
wykorzystuje szereg czynnikéw przyspieszajacych zbieznosé
lecz jej efekiywnosé zapewniana jest przede wszystkim przez
wiasciwy wybdr podprzestrzeni iteracyjnej.

Stosowanie podprogramu opartego na tej metodzie z prowadze-
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niem obliczer z podwéjna precyzja, pozwala rozwigzywac zadanic

dla jednej harmoniki o 60 stopniach swobody w czasie 40 sekund

procesora wliczajac w to czas tworzenia macierzy podstawowych s
Cechg obu programéw jest to, 2e bardzo oszczednie wykorzys—

tuje sie¢ pamieé operacyjna i uzywa zewngtrzne zbiory dyskowe

co pozwala znacznie zwiekszy¢ rozmiary zadan obliczdnych tymi

programami,
6. PRZYKLADY NUMERYCZNE

Przy pomocy programéw VESSLIN I VESSDYN analizowano powloke
cylindryczng o osi pionowej i skokowo zmiennej grubosci majaca
znaczenie w projektowaniu zbiornikow na ciecze. W celach
porownawczych obliczenia przeprowadzono dla dwéch modeli tego
zbiornika:

a/ o grubosci skokowo zmiennej, Zgodnej z rzeczywistg

geometrig zbiornika ;

b/ o staej grubosci zastepczej, obliczonej jako srednia
grubosé pasow, ¥

Powloke¢ zastepczg stosuje sie zwykle wtedy gdy wykorzystywane

sg rownania teorii blonowej, z warunkami brzegowymi B lub D

wg tablicy 1, patrz np, praca Baczyiskiego i Janasa [ 1 ] N

W niniejszej pracy dokonamy oceny skutkéw posiugiwania sie

modelem zastepczym porownujac podstawowe wielkosci analizy

statycznej i drgan swobodnych, otrzymane dla tych dwéch modeli.
Podstawowe wielkosci geometryczne analizowane]j powioki,

patrz rys,.3, sa nastepujace:

R=4300[cm] H=2000[cm),d=200[cm]
h,=3.2[cm] h,=2.9[cml h;=2.5 [cm]
n=2.2leml he=1.91cml b~ 6leml
horh2t5lemlhg=12lcml b= 10fcm]
hy 2195 [eml
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Tablica 1. Warunki brzegowe wykorzystywane w przyktadach

A B C D

GORNY Nxx=Nx'.0 le=Nn'=O N‘g=Nx'=o inzo
BRZEG o e
g JNh?mnydp-O

uU=€e-sih @, e=cond

DOL NY|
BRZEG|w=u=v=0| u=v=0 |wau=v-0| wu=v=0

<x-.() B 0

Przyjeto nastgpujgce dane materiatowe:

E=2110°[k6/cm? , v=03
g=78510%[k6/cm?®]

gdzie: E' - modut Younga, Y - wspéiczynnik Poissona,
g - ciezar objetosciowy stali.

Schemat obliczeniowy uwzgledniajacy sformulowanie rdznicowe
pokazany jest na rys.4, przy czym granice obszaru calkowania
przydzielanego punktowi sa wyznaczone przez srodki odcinkéw
tacgacych wezel z punktami sgsiednimi. Warunkiem uzupeiniajgcym
jest zadanie, zeby w kazdym obszarze calkowania grubosé¢ powloki
byta stata, co jest istotne w przypadku analizowania powlok o
skokowo zmiennej grubosci. Zasada ta jest spetniona, dla pasow
o rdéwnej szerokosci, gdy punkty wezXowe rozmieszcza sig réwno-
miernie, z dodatkowywm punktem na dolnej krawedzi powloki,
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6.1« ZAGADNIENIE STATYCZNE

Apalizg statyczna powioki cylindrycznej, o ktdrej mowa
powyzej, poddanej dzialaniu wiatru, przeprowadzono przy pomocy
programu VESSLIN, Obciazenie parciem wiatru przyj¢to wg Polskiej

Normy [ 10] w postaci:
e 6
{600 plx,plzp. Cip) Pl ccosng

gdzie:

Cl%”- jest wspdtczynnikiem aerodynamicznym cisnienia,
uwzgledniajacym takze ssanie wewngtrzne w przypadku
powtok otwartych od gor,. W obliczeniach przykiado-
wych ssanie pominigto, wWartogei tego wspotczynnika
dla proporcji analizowanej powloki podano na rys.5,
na ktérym kat q? jest odmierzany od plaszczyzny
symetrii obcigzenia.

P° - jest pewnym globalnym wsp6iczynnikiem uwzgledniaja—
cym migdzy innymi dynamiczny charakter dziatania
wiatru, Wspélczynnik ten jest uzalezniony od
podatnosci powloki na dynamiczne dziatanie wiatru 1
zwigzany jest z czg¢stoscig drgan swobodnych., W
obliczeniach przyjgto wartosé Po~ 1

W zwigzku z postacig obcigzenia ( 6,1) reprezentacje¢ dla
skiadowych wektora przemieszczern (3,2) ograniczono de
wyrazow zerowych i czrondw odpowiadajacych sumowaniu pe N .
Obliczenia wykonano dla modelu sktadajgcego sig z 21 punktiow,

2 roznymi warunkami podparcia dolnej krawg¢dzi i ze swobodnym

gornym brzegiem,

Otrzymane wyniki dla powloki z warunkami brzegowymi 4,
obrazujace wptyw rodzaju modelu na stan przemieszczen, przedsta-
wione 2zostaty na rys, 7,8,9 i 10, Rys.7 uwidacznia zwigzek

sktadowej normalnej W wektora przemieszczenia z rozktradem

grubosci po wysokosci powloki, Rtysunek ten pokazuje sk
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Rys. 5 . WspbéXczynnik aerodynamiczny cisnienia .
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normalna w dwéch charakterystycznych przekrojach, w ktorych
sktadowa ta osiaga najmniejsza i najwieksza wartosé,

W obu przekrojach przehieszczenia na goérnej krawedzi powloki
sa wieksze w przypadku powloki o zmiennej grubosci, natomiast
w strefie szedciu dolnych paséw wigeksza jest wartosé przemiesz—
czen powtoki o statej grubosci, Lamany charakter wykresu dla
powioki o zmiennej grubosci, spowodowany przez znaczne roéznice
w przemieszczeniach punktéw nalezacych do réznych paséw, jest
efektem skokowej zmiany grubosci paséw. VWyniki uzyskane dla
modelu zaste€pczego odbiegaja w sposdb istotny od wynikéw dla
modelu o zmiennej grubosci: maksymalna rdéznica dla przekroju
QD-DO wynosi 23 °/° a dla przekroju §0=70°Jest rzedu 'fll % .
Stad wniosek, Ze ocena stanu przemieszczen w oparciu o model
zastepczy nie moze by¢é dokonana w sposdb adekwatny, Pomijamy
przy tym kwestig¢, ze powloke zastepcza analizuje si¢ zazwyczaj
w oparciu o teorie btonowg co jest powodem dodatlkowych bigdow.
Uzupelniajace pordwnanie stanu przemieszczen umozliwiaja
rysunki 8,9 i 10 pokazujace poszczegolne sktadowe wektora
przemieszczen dla gornej krawedzi powloki. -

Wykonano takze, dla powloki o statej grubosci, analize
porodwnawczg majaca okresli¢ wplyw stosowanej teorii powlok

(b&onowa lub zgieciowa) oraz warunkéw brzegowych (A lub B

lub C} na przemieszczenia powloki, W oparciu o t¢ analizg¢ mozna
stwierdzié, ze rodznice w przemieszczeniach obliczonych wg
réznych teorii powlok wystepuja tylko w strefie, w ktdérej
uwidacznia sie sposdb podparcia powtoki, patrz rys.6, Dla
analizowanej powloki strefa ta obejmuje dwa dolne pasy.

Powyzej tej strefy rezultaty bez wzgl¢du na zastosowana teorie
powlok i sposdb podparcia sa identyczne. \

Dla powloki o statej grubosci i warunkach brzegowych A na
‘rys,., 11 pokazano rozktad sit bronowych dla przekroju w potowie
wysokosci powloki. Zwraca uwage fakt, ze ﬁJQ 1 Nx maja
w przyblizZeniu w tym samym mie jscu, q9=.37° » punkt zZerowy.
obszar od 0° d0 37° tworzy strefe czolowg, ktéra ze
wzgledu na sciskajace sity obwodowe ¢ , Jjest narazona na
utrate statecznosci, Najbardziej jest zagrozona gdrna czesé
tej strefy bo sity th y Tozciagajace wzdluz catej wyvsokosci,
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osigagaja na goérne)j krawedzi wartosé zerowae.
6,2, ZAGADNIENIE DRGAN STOBODNYCH

Dla okresjenia podatnosci powloki na dynémiczne dzialanie
wiatru w procesie projektowania korzysta si¢ migdzy innymi z
kryterium opartego na znajomosci czgstosci drgain swobodnych
np, Polska Norma [10] , Dlatego tez, wykorzystujac program
VESSDYN, przeprowadzono analizg w rezultacie ktérej otrzymujemy,
dla zatozonej postaci drgan w kierunku obwodowym, najmniejszg
czestosé wrasng i odpowiadajacy wektor wirasny,

Poniewaz w zagadnieniu na wartosci wtasne duzg rolg¢ odgrywajy
cechy modelu dyskretnego obliczono kilka przyktadéw w celu
okreslenia wptywu:

a/ postaci operatordéw réznicowych, oraz

b/ liczby i1 rozmieszczenia punktéw wezlowych

na rezultaty analizy,

Ponilzsze przyklady dotycza powloki z warunkami brzegowvmi A i
drgai w postaci kilku pierwszych harmonik.

Tworzac operator réznicowy na brzegu bez uzycia punktow
fikcyjnych uniknigto pojawienia sig¢ dodatkowej bie¢dnej czgstosci
wiasnej. Jednak postaé tego operatora spowodowala skokowe zacho-
wanie wektora wlasnego dla obu modeli powiok, rys. 12, w obszarze
przy goérnej swobodnej krawedzi. Wektor wtasny dla powloki o
zmienne]j grubosci zachowuje si¢ skokowo takze w obszarach
zmian sztywnosci, co mozna stwierdzié¢ przez porownanie z rys,

10 dla tej samej skiadowe]j otrzymanej z analizy statycznej.

Wystapienie skokowego zachowania wykreséw swiadezy o tym,
ze zastosowanie rozwinigcia w szereg Taylora (rozdz.s) nie
prowadzi do tak zadawalajacych wynikéw jak siatki zmodyfikowane,
opisane przez Bushnella w [ 5] , Sprzgzenie punktéw sasied-
nich wprowadzone przez to rozwinigcie nie jest na tyle skutecz-
ne by wyeliminowaéd skokowe zachowanie si¢ wykresu. Innym
czynnikiem majacym wplyw na zachowanie gradkiego charakteru
wektora wtasnego 1 najnizsza czestosé wiasna, jest rozkilad
punktow wezlowych., Wyniki odpowiednich obliczen zamieszczono
w tablicy 2, zdzie indeks o oznacza rownomierny rozktad,
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Teblica 2. Czestosci drgan swobodnych () w [rad/s]
dla 6 pierwszych harmonik.

s 0 f 2 3 4 ‘] 6
W, {166.0(1052 | 814 [ 626 | 485 | 385 | 34.0
€57, u1e7.6.11106.204 82% | 630 | 992 1392 [31€
Qg | 830 | 9867 532 | vud [ 357 | 28.5°1 228

Tablica 3. Minimalne czestodci drgash swobodnych ) [rad/s]

warunkil gruposé| w3 | m=47 | m=18 | m=24 | m-22
brzegone
C stala S| 7.946 | 7.87Y
zmienna| W* 8.071 | 8065
A ptala o TABETBI o enad
2mienna | G3° : 1°8-028 | §.031
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n - nierdwnomierny rozktad a liczba umieszczona jako dolny
indeks okresla liczbe punktow dyskretyzacji. Na podstawie tych
wyvnikéw mozna stwierdzié¢, ze korzystniej Jjest wyodre¢bniad
tikecyjne podobszary powloki i stosowaé w nich rozktady o réz-
nych gestosciach ale rdéwnomiern e niz zmieniac¢ zaggszczenie
punktéw, co zauwazyl Bushnell w pracy [ 5], Kwestia ta wiaze
sie z rdéznicg w sposobach tworzenia operatora na brzegu fikeyj-
nym i we wnetrzu obszaru, Fakt nidkorzystnego wpiyvwu zmienne}j
gestoécl potwierdza tez pewien przyklad, w ktérym w trzech
podobszarach powtoki zadano siatke o 3 gestosciach, przy czym
maksymalna do minimalnej byta jak 12:1. Podobszary zaggszczone
utworzono w poblizu obu brzegéw, Wyniki otrzymane w oparciu o
te siatke to wartosci 00;3 z tablicy 2. S3 one w przyblize-
niu o polowe mniejsze od poprawnych LJ;: , otrzymanych

dla regularnej siatki, Zmienna g¢stosé punktow wptywa nie-

korzystnie takze na postadé wektora wtrasnego, ktéra cechuje sie

znacznymi skokami wartosci w miejscach zmian gestosci siatki,
Nastepne przyktady maja na celu okreslenie w jaki sposdéb
najmniejsza czgstod¢ drgan wiasnych zalezy od przyjetego modelu
powloki tzn. od warunkow brzegowych i rozktadu grubosgci wzdiuz
tworzacej., Okreslié to mozna w oparciu o wyniki analiz podane

w tablicy 3, w ktdrej Wmin 2najduje sig¢ zawsze pomigdzy

dwoma zamieszczonymi wartosciami w . Na podstawie rezulta-

téw z tablicy 3 mozna wyciagnaé nastepujace wnioski:

1/ LJ:;" < Q)%{n tzn, czegstoéé drgan dla przypadku swobodnego
podparcia (warunki A) jest nizsza od wartosci dla utwierdze-
nia dolnej krawedzi (warunki C) . Sposob podparcia dolnej
krawedzi nie wplywa w sposdéb isiotny na (Jmin . Jest to
zgodne ze stwierdzonym w analizie statycznej (rys.s) niewielKim
wplywem warunkow brzegowych na stan przemieszczen powloki.

2/ L):ﬁn < LJ:ﬁn tzn. minimalna czestosé drgan dla powtroki o
statej gruboéci Jjest mniejsza od czestosci dla powloki o
zmiennej grubosci, Tak wige, wykorzystujac do obliczen
powlok¢ zastepcza o staiej grubosSci otrzymujemy bezpieczne
przyblizenie czg¢stosci drgan powioki rzeczywistej.



a/ m:,,—,,( p:'n:,;,_ tzn, liczba fal odpowiadajaca o,
jest mniejsza od liczby fal odpowiadajacych g e
statg gruboscia zastepczg wigze sig mniejsza liczba fal w
kierunku obwodowym, Rezultaty dla powloki o stalej grubosci

. i warunkach brzegowych C pordéwnano z wynikami uzyskanymi wg

relacji z pracy Gol’ denvejzera i in. [ 6 ] .

Stosujae hetodq asymptotyczng, dla przyblizenia rzg¢du zero-
wego podano w tej pracy nastepujace wzory na najmniejszg
czestosé kolowg Cvnin i odpowiadajacg liczbe fal Mg,

wz_=§ Zdzh
Ehe S ont PRI = VY

A PR o
3 Hh

(6.2)

gdzie:

Gl jest wspoétczynnikiem uwzgledniajacym warunki brzego-

we, Dla warunkéw C przyjmuje sieg K =1875

Dla analizowanej powloki otrzymano (Jm,= 11.24 a mMmy=16
Czgstosé drgan wedrug metody asymptotycznej jest w istotny
sposéb wyzbza od wartodeci otrzymanej metoda réznic skornczonych,
w przyblizeniu rdwnej 7.91 , hatomiast liczba fal postaci
drgan jest mniejsza,
Rozbieznosci te sg efektem roznej jakosci metod uzywanych do
rozwiazania problemu, Nalezy zwrdcié uwage na uproszczenia
zwigzane 2z przyjeciem parametru warunkdéw brzegowvch W
metodzie asymptotycznej. Pomimo, ze ten sam warunek brzegowy
w rézny sposéb wplywa na deformacj¢ w postaci rdéznych harmonik
przyjmowana jest stata wartosé wspodtczynnika &
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7. UWAGI KONCOWE

Praca dotyczy wykorzystania rozwinieé w szeregi Fouriera
oraz energetycznej metody rdéznic skonczonych do analizy statycz-
nej i drgan swobodnych powlok cylindrycznych o skokowo zmien-
nej erubosci., Bazujac na wariancie réwnan Sandersa-Koitera
liniowej teorii powiok opracowano programy numeryczne pozwalaja-
ce rozwiazywac¢ zagadnienia z klasycznymi warunkami podparcia
oraz dla dowolnego, ograniczonego gestodeia siatkil rozktadu
grubosci wzdtuz tworzacej powleki,

VW oparciu o podane przyktady numeryczne dokonano pordwnar
majacych na celu sprawdzié zasadnosé postugiwania sie powlokg
o stalej grubosci,zamiast powtoki o skokowo zmiennej gruboseci.
Nalezy podkreslié, ze wnioski dotyeza tylko powlok o grubosci
zroznicowanej podobnie jak w analizowanym przyktadzie,
Stwierdzono, ze powioka zastg¢pcza nadaje sig wylacznie do
szacowania minimalnej czestosci drgan swobhodnych, poniewaz
otrzymuje si¢ dla niej rezultaty stanowiace bezpieczne przy-
blizenie drgan powloki rzeczywistej, Natomiast postaci drgand
swobodnych, oraz stan przemieszczen otrzymany w analizie
statycznej, dla powioki zastepczej roznia si¢ w sposdb istotny
od otrzymanych dla powloki o skokowo zmiennej gruboseci.

Przeprowadzone obliczenia pozwalajg stwierdzié, Ze zasteso-
wanie koncepcji rozwinigecia w szeregi Fouriera prowadzi do
bardzo efektywnych algorytméw numeryczrych, Niedogognosci
zwigzane ze stosowaniem metody rdéznic skoinczonych dotycza
'problemu drgan swobodnych poniewaz zagadnienie na wartosci
wlasne, do ktdrego sprowadza si¢ problem drgan, wykazuje duza
czutosé na sposdb dyskretyzécji. Stwierdzono, ze zastosowane
w pracy rozwinigcie w szereg Taylora w przydzielonym obszarze
catkowania, mniej skutecznie eliminuje efekty zwigzane z
dyskretyzacja niz rdéznice modyfikowane, zaproponowane przez

Bushnella w pracy [ 5] .
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