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Maceciej Sowinski

Zakklad Teorii Fal
Eleektromagnetycznych
IPPPT PAN

ROZPRASZANIE NA RDZENIU ZYROTROPOWYM UMIESZCZONYM
POPRZECZNIE W FALOWODZIE PROSTOKATNYM

W pracy rozwazony zostal problem rozpraszania fal elektro-
maggnetycznych na cylindrycznym, Zyrotropowym rdzeniu, umiesz-
czoonym poprzecznie do kierunku propagacji w falowodzie prosto-
kattnym. 08 Zyrotropii pokrywa si¢ z osig symetrii cylindryczne-
go rdzenia. Problem znalezienia pola w taklej strukturze przy
‘pobnndzeniu Jej falami Hm'n badz Em,n zostal sprowadzony do za-
gadinienia dwuwymiarowego a nastepnie do uktadu dwéch jednowy-
miaarowych réwnan calkowyeh Fredholma pierwszego rodzaju, ktére
mogza byé juz latwo rozwiazywane metodami numerycznymi,

W ceelu otrzymania tych rdéwnan w pracy zostalty uzyte: podziail
peléa na tak zwane mody transwersalne podiuznie oraz skalarme

poteencjaly Hertza dla oérodka 2yrotropowego wyprowadzone przez
autcoréow pracy [1].

Na uwage zasiuguje réwniez sformulowanie zagadnienia poszu-
kiwaania pola w rdzeniu zyrotropowym w postaci dwéch réwnai
Helmmholtza. Funkcje bedace rozwigzaniami tych rdwnaxi sprzezZone
sa ttylko warunkami zszycia na konturze przekroju rdzenia.
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Rozpatrzymy tutaj problem przejscia fal elektromagnetycz-—
nych przez odcinek falowodu prostokatnego z umieszczonym w nim
rdzeniem Zyretropowym o cylindrycznym ksztalcie. 06 Zyrotropii
pokrywa si¢ z osig symetrii rdzenia i jest prostopadia do jed=-
nej z par Scianek falowodu. Praktycznymi przyktadami takich
struktur sa rdzenie anizotropowe bgdi ferrytowe - magnes owane
statym polem magnetycznymiﬁ; skierowanym wzdiuz osl rdzenia,
rys.1. Zakladamy, %e sScianki falowodu sa idealnie przewodzace,

0=o , pobudzenie jest zalezne harmonicznie od czasu zgod-

-iwt

nie z czynnikiem e , osrodek wypelniajacy falowéd poza rdze-

niem jest izotropowy.

———-a

Rys.1.

Przypadek szczegdlny, a mianowicie pobudzanie struktury po-

kazanej na rys.1 falami H zostal rozpatrzony w pracy [3].

m,o’
Obecnie zajmiemy sie pobudzeniami ‘pozostalych typdw to znaczy
Hm,n 4 Em’h dla n # 0, co wyczerpie mozliwodci, gdyz fale Em'o

nie moga si¢ ‘tutaj propagowad.

1.2. Opis_pola w rdzeniu Zyrotropowym

Rozwazymy osrodek zyrotropowy, umieszczony pomigdzy dwiema
rownolegiymi, przewodzgcymi plaszczyznami, rys.2.



Rys.2.

Przenikalnodé¢ magnetyczna i elektryczna dane sa nastepuja=-
cymi tensorami:

LBl S B € J-ieg, 0
i) T e BT A e
L OB 0 SRl S

gixient iy e LRI E e B el 1 czban] EesSpalol—

nymi,a wiec oSrodek moze byé dowolnie stratny.
Do opisu pola elektromagnetycznego w takim osrodku uzyjemy ska-

larnych potencjatéw Hertza W i V wyprowadzonych dla osrodka
zZyrotropowego przez S, PrzeZdzieckiego i R.A, Hurda (1],przyj-
mujgc jako kierunek - wyrézniony kierunek osi z. Pola elektro-
magnetyczne wyrazaje sie przy uzyciu tych potencjaléw nastepu-
Jaco:

Elg_-é%vfw ; e:v(gvzv'«mp%’-v‘VOiwpvt!V'z:
(1.2)
Hz:'_pE;VQZV ; hs= vt%\-;——mg%!V‘W‘inVl‘WZ

http://rcin.org.pl



gdzie W i "V speilniaja nastepujacy ukiad réwnan:

2
<) 2 S €q 8V
(v + T gz ke )W = wpt 5

v'=v-?°§az d e:E—ioEz sh=H =Tk
2= iR
. Bg, h 2_ 2 H-Hg E-Eg
Tg__fq"_ug_ y ke_mgn Tl i K _wzuu €

Z

W przypadku dwdéch rownolegtych ptaszmezyzn 2 = 0, 1 z = b Mika-
eljan [2] pokazal, Ze pola elektromagnetyczne pomigdzy takimi

- wersor osi z.

plaszczyznami maja, rdwniez dla odrodka Zyrotropowego, nastgpu-

jaca zalezno$s¢ od zmiennej z:

(1.4.) E,,=e,(#,y)cos ﬂg‘—z B hz(x,y)sin-r-%lz s n=0,1,2,.

Laczge ten wynik z 'poprzednim mozemy op:lsac pole przy pomocy
dwuwymiarowych potencjalnych funkeji Hertza w, i v, okre-
glonych zgodnie z (1.2) i (1.4) jako;

e 7 S SUEATE
(1565 ) W, (x,y,2) =W, (x,y)cos ”g‘z Vol%,y,2) = Valx,y)sin =gz ;
= 0020
gdzie " w, i v, spelniajq rownania:
{

/Vz+k2-_ nzrtzEJ‘} A Eg nm

R PR R e T B
(1.6 ) n=012,.

: 2 o R e Ko DT

(*skn-TF T wer, PR W
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Przypadek n = 0 zostai rozpatrzomy w pracy (3], w dalszym cia-
gu bedziemy wigc zakiadac, ze n > 0, to zmaczy m = 1,2,3, ...
Dla kazdego, ustalonego n = X 0, pole opisane parg funkeji

Wh, + Vg, DoZe samodzielnie istnied w rozpatrywanej tutaj
strukturze co bezposrednio widoczne jest z réwnai (1,6), ktdre
beda speiniane przez pary Wao v Va, dla kazdego n, oddziel-
nie. Zatozymy wigc, %e ustalilismy pewna wartosé n = n, 1 be-
dziemy odtad opuszczali indeksy przy funkcjach w i Vv .
Zatozymy ponadto, ze poszukiwane rozwigzania uktadu (1,6) sa
conajmniej 4-krotnie rdézniczkowalne. Przy tym zalozeniu moZeﬁy
rozwiktaé uktad (1.6 ) otrzymujac dwa rownania 4-tego rzedu.
Okazujg si¢ one identyczne, t0 zZnaczy zaréwno w jak i v muszg
speiniaé réwnanie:

(1274 AW s aAw + Bw =0

gdzie:
‘kz kz_nzn2 E‘L E'l‘
Q= '1' = —ni—b kE + ll}

2.2 2.2 2

o DR R A e [ L it
p'(kc e E)(Km B -ﬁq) WEgH, Ty 735
AtV

Jest to réwnanie eliptyczne na catej ptaszczyinie X,Y .
Operator | Az+aA'OB) mozna roztozyé na iloczyn dwéch
operatordéw Helmholtza;

A vadep = (A+TT) (A7) = HeH,

gdzie:
20, oa+kf—b@ 2 oo
(1.8) IS > A >
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Poniewaz réwnanie (1.7) jest jednorodne a skladanie operatordw

H1 i H2 jest przemienne, poszukiwane potencjaty W i v muszg
speiniaé tylko jedno sposréd nastepujacych dwéch réwnad Helm-
holtza: :

(1.9) viw o+ [Pw=0

LAz o) v w +G2w=0

Aby jednak funkcje W i V stanowily pare rozwigzan ukladu
(1,6 ) muszg speinia¢ to samo rdwnanie Helmholtza i co wiecej,
moga si¢ rdéznié od siebie tylko o statg multiplikatywna., MoZzli-
we sg wigc dwie nastepujace pary rozwigzan;

Hyw; =H,¥ =0
(111) (Wg)‘ (wz) gdzie:

Yt i How,=H,v,= 0

Ponadto maja miejsce zaleznosci;

(.12 ) v, = Awg v, = AW,
gdzie:
eb(BE &L, 1t
o b2 € = . W E-Tg HyNg T
i W TgEy Ny T Pb(ﬂ%—b@%f'ki*ffz)

dla i = 1,2,

Podobnie postepujac mozZemy otrzynﬂnfur:’f;nanie czwartego rzedu
analogiczne do (1,7) dla dowolnegd‘ﬁ)srodka Zyrotropowego.,
Jednak w ogélnym przypadku rozlozenie tego réwnania na dwa
niesprzezone réwnania rzedu drugiego jest niemozliwe, na co

wskazuje autor [4]. MozZna go dokonaé¢ dla harmonicznej zaleinos-



- C -

¢l od zmiennej z co zZostalo tutaj zrobione.

Do opisu pola w osrodku izotropowym uzyjemy rowniez poten-
cjalnych funkcji Hertza zgodnie z pracg [1] przyjmujae jako
kierunek wyrézniony - kierunek ’z'o, wersora osi z. Funkcje po-
tencjalne Ui U spelniajg rownanie:

3513 (v2~k2)(bl>:0 i kf=wie, py

gdzie: €, , |, - przenikalnosci osrodka izotropowego.

Dowolne pole elektromagnetyczne wyraza si¢ wzorami:

E=zvxvxUZ +iwpvxUZ

(1.14) o -2
H:_iwsov,:u_zoonVx UZo

Ktadac U =0 lub U = 0 otrzymujemy pola TE i TM wzgledem
kierunku i'o.

PoniewaZ zaréowno w rdzeniu jak i w falowodzie prostokatnym za-
leznosé pél od zmiennej z jest postaci sin Uf-z , cos D%Lz
zaleznodé¢ ta musi by¢ spelniona w catej strukturze z rys.1,
aby zachodzila ciaglosé skladowych stycznych pola na powierz-
chni rdzenia.

Zakladajgc, Ze nadbiegajgce do struktury 2z rys.1 pobudzenie

sktada si¢ z modéw o tym samym indeksie n = no, otrzymujemy
dwuwymiarowy opis pola;

- Nt
(1.15) Ulxy,z )=u(x,y)cosn-glz ; Ulxy,z)=v(x,y)sm —%—z

gdzie funkcje U i v spelniajg rdwnanie;

2
(1.16) (vz.kjn)(}}):o : k%ﬁ-ﬂ%}

"o
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w obszarze ptaskim na zewnatrz konturu rdzenia, rys.3.
Caltkowite pole elekiromagnetyczne wyraza si¢ przez funkcje
i v nastepujgco:

e :—(Eﬁblvu* iwp,Z, x vv) sin D%EZ
Ez=-(v2u) cos D%Ez

n B =
{1.27) h=("2-vv+iwe,Z,xvu)cos gz

H,=-( %) sin DPDE z

Podstawiajac do wzordéw (1,17) fu.nkcje‘l;u,;n ifilf;, dane wzorami;

i AR i X
(1.18) TR0 B e' Ymne sin mal Yoo ey )=e|v""“° cos EGE y
gdzig: 1v=i[V’M) i =1 [H'm) w ukladzie jednostek
MESA
gdzie; Ym, ng = kiu—m—uz":—' "; ReYmn,>0 ; lmymn°>0

otrzymujemy mody transwersalne podluznie, oznaczane PPM

BRE oot .
mod6éw z modami Em = 1 Hm - otrzymywanymi przy podziale pola
] L —

wzdluz wersora osi propagacji, w naszym przypadku wersora X

jest nastepujacy, ( por.[5] str.12);

mng

propagujace sie z prawa na lewo, rys.3. Zwiazek tych

% mTt -
of qlWE, T e nm
TM,=Emn g k2 PPE e ¥ You b PEMas
(1.19) : .

. nm Al ;
TE atys oy, oM Pre s o wp TR opu
W K ) ki |

v A 3
gdzie: 1_9, = 1(-5) } 15 =1 [7] w ukladzie jednostek
MESA oraz

. 2
gdzie: ki =k312b%—



At DTt

Dla przykiadu, chcac pobudzac strukturg¢ z rys.1 pewnym ustalo-

nym modem Emo B propagujacym sie¢ z prawa na lewo moZemy gZO W y=-
’

generowac¢ wzorami (1,17) z pary funkecji potenejalnych:

(1.20) (v 25w (xy ) ,@k‘z w e, T8 05, 0y )) = (U gy , V)
n \ gy -y,

o e
pomnozonych przez 4v ik lﬁ odpowiednio,

Jak wynika z rozwazan w poprzednich podpunktach dla ustalo-
nego indeksu n = n, problem opisuje si¢ przy pomocy dwuwymia-
rowych potencjalnych funkcji Hertza w , v , u i v
Rycunek 3 przedstawia przekrdéj struktury z r&sunku 1 w plasz=-
czyznie (X,Y). W obszarach 1 i 3 pole elektromagnetyczne mozZe-
my wyrazié przy pomocy moddePPMm i PPE generowanych

,no m,no
przez funkcje:

B i oG e T e ce~ VYmnoX oo MI
VA () SRR MO s Usi(x,y)=e Ym,no cos —g°Y

:
1Y m.ngX

(a0, 247) W= ey ) =o' Ymno X gip m(—]]ly P Um(xy)=e COSE%EV
] X
dia m=12,. UE (xy) =4e Yo
y
Obszar 1 Obszar 3
(dWhng,dy U, )
i X

Rys. 3.

Jako pole pobudzajace wezmiemy par¢ funkcji | dzuhotd1dho)
ktore przy odpowiednim doborze statych d1 2§ d2 mogg reprezen—
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towac mod Emo,no jak w przykiadzie (1.20) badf mod Hmc.nu,’ lub
liniowa kombinacje¢ tych modow. :
Problem polega na znalezieniu funkcji potencjalnyeh w i v
okredélonych w S’ przy zadanych: pobudzenin, geometrii i prze-
_nikalnoéciach; Zyrotropowego rdzenia i osdrodka otLaczajacego
rdzen.

Pole w obszarze 1 bedzie polem, ktére przetransmituje sig

poprzez obszar 2 z obszaru 3. MoZemy je zapisaé¢ jako:

[d227) (%)h > T Ym dla x < x,

Pole w obszarze 3 bedzie sumg pola fal pobudzajacych i pola
odbitego od obszaru 2, Zapiszemy je w postaci:

i =]
(1281 (¥) - (gz‘:gu) * é., RmWn| dla x=x,
1 = bisd ;“

Sformulowany powyZe]j problem zawe¢zany jest czesto w prakty-
ce do znalezienia wspélczynnikow transmisji T, i w, oraz
wspéiczynnikéw odbicia e i IRm przy zadanym pobudzeniu i para-
metrach rdzenia.

W obszarze 2 opisy pola w S i w S réznis sie. W obszarze
izotropowym s' pole opisuja funkcje u i v speiniajace rowna-
nie {(1.16)

(1.18) (v rky )(B) =0 w S

oraz warunki brzegowe na sciankach falowodu:

http://rcin.org.pl



2 , = S G Sgun =
(1.24) Uix0)=u(x,a}=0 ; 2= (x,0)=F=1[xa] 0

W obszarze zyrotropowym S odpowiednikiem pary funkeji (uu)
jest para dwuwymiarowych potencjalnych funkcji Hertza dla
odrodka zyrotropowege (w v)= [ w +w,, Aw, +A,W,)]
{ por.podpunkt 1,3 ) gdzie funkeje w, i w, sa rozwigzaniam! row=
nai :

(1.9) (92 P )w; =0 wS

(1.10) (0’ I

zas stale Ai dane sg wzorami (1,12) i zaleza od parametrow
odrodka Zzyrotropowego i od czestosci w .

Mozemy teraz postawi¢ problem znalezienia calkowitego pola
w obszarze S v S ezyli w obszarze 2z rys.a{ Sprowadza sie on
do znalezienia funkecji u , v speiniajacych réwnanie (1.16) w
obszarach 1,3 i s’z warunkami brzegowymi (1,24 ) oraz funkcji
Wy i wz Spelniajacych réwnania (1.9) 1 (1.10) w obszarze S.
Tak postawiony problem jest niejednoznaczny. Aby zapewnié¢ je-
dnoznacznosé nalezy zazagdac¢ dodatkowo cigglosci sktadowych sty-
cznyc 3pola elektromagnetycznego generowanego przez funkcje U ,

v, w, 1 w, na granicy obszardw S 1 s, Sa to tak zwane warun-

ki zszycia, zapisywane w postaci,

(1.25) AxH V=R g™ O (xy2z0eC®2

J

(1.26) FeE =R E® | (xyz)eCOZ

gdzie: indeksem (i) oznaczone zostaly pola w osrodku izotropo-
wym, indeksem (%) - pola w rdzeniu, Z - o8 zmiennej z, ® =-ilo-
czyn kartezjanski.
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Ze wzgledu na cylindrycznos¢ i potozZenie rdzenia wzgledem
uktadu wspélrzednych wektor normalny do powierzchni rdzenia le-

2y w plaszezyinie (X,Y), czyli 1 = v B} .. Powoduje to
rozpad warunkdw (1.25), (1.26) na cztery niezalezne warunki:

= (i) i)
(1.27) H. 2 H dla (x,y,z )eC®Z
(1.28) = gl e
(1.29) Ex h(i’,= ﬁxh(i) g LS
{1.30) - noxelil= H:E(i) n

Wyrazajace E‘:’i E;Mprzez funkcje W i v , zas skladowe H:)i Ez"h

przez w, i W,y otrzymujemy z warunkéw (1,27) i (1,28) warunki:

n |
(3.2 kﬁc'tr:J‘f;A,l'lzw,+-&—nAzrzzw2 {4,576 C
(1,28) k:°u= %arfw‘f e%rzzwz : (x,y)eC

Cheace przeksztalteié warunki (1.29) i (1,30) nalezy policzyé

) postugujac sie wzorami (1.17).

wpierw #«h't) oraz Fxe
Przyjmiemy; T - wektor styczny do krzywej, Jjako e 'z'“x_ﬁ"

zgodnie z rys.4.
y

Rys. 4,
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Po przeksztalceniach otrzymujemy ze wzordw (1,17):

il n, T .
n:hm=(-‘b—% *nwso-s-a‘:)cos—%n“z

(_‘T =+ iwle g_g_) sin ﬂ‘biz

Podobnie ze wzordéw (1.2 ) mozemy uzyskaé, podstawiajge w = W, o+
+ Wy, V = Ai':l + A2w2 naste¢pujace wyrazenia:

gL [(Q,F 9%5 a;"\ﬁ E%+(D§Az—me—“f)g¥3+iwe%§]cosﬂgz“

o

er‘ilz[(m-wp%’ )g\;\f Iqu.A (&B‘ e E )a_mrﬁ"‘iwul\zaa—“ﬁg]sinugz

Z otrzymanych wyrazed i warunkdw (1.29), (1.30) otrzymujemy

warunki zszycia;

: 0OV . dU | WS 3w
(1.29) 5 5?"‘”505 ab 6—2, (%, y ) EC
(1.30) LTS g Sl Bl (xyleC

- 5T WkesR t 5T T35 Y
gdzie:
Rﬁ(ﬂ‘gE“A,‘wEE&)t-ﬂweﬁ'
—  [nen e e
bzz(Jb—Az-ws—L:f)tuwen
{11531
- NgTT E -
Cf( ‘qu:SAw)tkuAm
- NgT € -
5= (M- on 2, )T+ iwpa,d
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Rézniczkowanie w kierunku pewnego dowolnego wekiora zZespo-
lonego B nalezy, podobnie jak w pracy [3], rozumieé jako:

{1,32) %;B.-vu ; gdzie §={B1,Bz) BBy C

Warunki (1.27) , (1.28") , (1,29) 1 (1.30') wiaza ze sobg fun-
keje w , U , Wi Wy i ich pochodne na konturze rdzenia.
Sa one brakujgcymi dla uzyskania jednoznacznosci zagadnienia
poszukiwania funkeji w , v , W, i Voo sformulowanego w pod-
punkcie 1.4, warunkami zszycia. 1

2.1. Catkowa posta¢ funkcji pote}lc,jalnych.

Zajmiemy sie najpierw calkowym przedstawieniem funkcji v iV
w obszarze izotropowym S’, rys. 5.

y -
Lt?

RyS. 5.

Podobnie jak w pracach [3] i [8] zastosujemy do obszaru s’
ograniczonego krzywymi Loul ulyul, 1 C symetryczny wilr
Greena, stosujac nastepujace funkcje Greena:

i 5 -1 o (T L mm ) o Ymngl X X1
(2.1)  o(6,r') =2 (aiYma, " sin(TEy) sin (T y)e ™

\
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‘ s i Lo g et = . -1
{2028 Sl ) s (2aly o Tes talte +%(cwm'no} cos(r%my)cos(m“—é—\/)-

. e~ Ymnel %=Xl

Funkcje ¢ i W sa symetryczne i spelniaja rdéwnanie;
2 2 el ) - ki
(2.3) (vr+kn°>kw“rr.)>- B Le~r')

oraz warunki brzegowe:

(2.4) o(ryrl=0 ; g g
i ; an,
r'elguly re Lyuly

Stosujgc symetryczhy wzdr Greena do par funkcji (o,u) 1 (¥, v)
otrzymujemy, wykorzystujac warunki (2.4) i (1.24):

4 i gt L AT E AL IR

(2.5) u(-r)wj(tp(r,r) S u(r)‘—aﬁ—-r-"——pdlr
LulgeC

- B [y oy BRLEDY

(2.6 ) u(r)-f(wrr,r)an*(r) vir) S ) at,
L‘vauC

Funkecje ¢ (r,r') i W(r,r') sktadaja sig¢ z fal wybiega-
jacych od punktu zZrédia r. Funkcje u 1 V., (1.,22) 1 (1.23),
sktadaja si¢ z fal wybiegajacych na zewnatrz od rdzenia za wy-
jatkiem fali pobudzajacej (dzu.;,,o ¢ d,Lr,',,u) , ktéra biegnie do

rdzenia. Biorac pod uwage te wiasnosci funkeji { S B
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mozna wyliezyé:

: & e TN
f(@(r,r)%}trl-nlr)%—l)dl,y-dzumér)
Llutp g
1%7) :
(Wrr) = (')~ U(r)gw—gﬁ‘l)du—d‘u&o(r)
LluL’.

Z gzaleznodeil (2,5),(2.6) 1 (2.7) otrzymujemy wzory Kirchhoffa
dla tunk\ciji potencjalnych u i U w obszarze g7 s

(2.8) u(r)=j(¢tr,r')%(r)u(r)-a-L[rdL)) LW, (1)
c
(2.9) . "“"f(“’("”aﬁ"” vir) S Jdlg+d,vn (1)

W przypadku pobudzahia modami nadbiegajacymi z lewej strony
struktury nalezy we wzorach {2,8) 1 (2,9) zastapié u;n i lf;no
przez funkcje u, i U} .

by ¢ au v

Znajgc na konturze C funkcje u, U , FYd i T mozZemy W pro-

sty Spoﬂéb liczy¢ wspdlezynniki transmisji i odbicia wzorami,
ktére otrzymuje sie z (2.8), (2,9), (1.22) 1 (1.23):
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(2610 )
= 1 = [ "i'Yk,n .L“— 'au ' _i( -.l-vl-n ‘X.'
T2 & 0ty ) jd(lLe ° " sin Y'é’f( r') aﬁ,.e o
c
sin Ly )u(r )}
(2.2117)
: | G oK
M=8, -0y +aiv,, ) ‘{[ =1 Yy00% cosj-y =(r)- ( W
5 Ny

(23

cos L-Td‘*y‘) u(r')} dl

(2.12) R,=(giy, nu)"j[eiYL,no‘x]sin%y—&rr)- (é""h"o sun—g-y')u(r')} dl,

(2,13) R, =(uiY;,n,)'y [e""l,ﬂo”‘ cos l%y'gu ()= 35 ( Vg™ cog %y')tftr']}d I
T

C

W obszarze S funkcje w, 9 i W, |r) przedstawimy w postaci
potencjaléw warstwy pojedytczej ( por,[7], str,155) z pewnymi
nieznanymi gestodciami ¢ ok 8 okreslonymi na konturze C.
Jako jader tych potencjalow uzyjemy funkeji;
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(2.14) G, (r,r!) == F N AT Ir=r'1) ; i=12.

\

gdzie: No (z) = zerowa funkcja Neumanna.

(2.15) w,(r)z!G,(r,r');,(r')dl,n

12.18) w; r)=jGZ(r,vr') ¢, (1) dl,’

Tak okreélone funkcje W, i W, spelniajg dla 91. §2 g Lz(C)
réwnania (1.9) i (1.10) we wnetrzu obszaru S oraz sg ciagle w
intSuv C, eczyli w domknietym obszarze S, przy dodatkowym zalo-
zeniu, ze krzywa C jest conijmniej klasy ct.

2,2, Wyprowadzenie ukladu réwnan calkowych.

Celem niniejszego podpdnﬁfu jest sprowadzenie problemu po-
szukiwania funkcji potencjalnych u, v, Wy i W srormulowanego‘
w podpunkcie 1,4, do ukladu rdéwnai calkowych na konturze C.

Dwa rdéwnania catkowe moZzemy bezposrednio uzyskaé ze wzordw
(2,8) 1 (2.9) przechodzac z punktem obserwacji r do konturu C,

r —=—C%

2l P :
(2.17) Fu(r) ff%ni’f'—’u (') dL, -er,r ) 8% (a2 dpin,r)
£ ¢ e C
(2.18) %u(rh{f%ﬁuu‘mlr- ~fwr,r')%%(r‘)m,.=d,-lg,°(r) ; FeC

c ¢



R S S
f - oznacza calkg w sensie wartosci gldwnej Couchy.
Wykonujac takie samo przejsécie graniczne, r —C, we wzorach

(2,125) 1 (2.16) i wykorzystujac warunki zszycia (1.27f) 1 (1.28)
uzyskujemy kolejne dwa réwnania ecalkowe:

(2,19)

K, () - %Amzfrz,(r,r‘)g,(r')d:,.—ﬁAzngGz(r,r')g,(r')m,. e
(o

kz,,uu(r)“EE—

T,""fG,(r,r')g,(r')dt,-— ELGEUO(Gz[r,r’) glr)dlu=0 ;recC
c y c
(2.20)

Zrézniczkujemy teraz zaleznmos¢ (2,15) w kierunku zespolonego
wektora E,:(Dg—rA,—ms %’-)? riwen i przejdimy gra-
nicznie z punktem obserwacji r do konturu C.

Przy takim przejéciu skoku doznaje tylko ta czesd LT ktéra rdz=-
niczkowana jest w kierunku normalnym do konturu. Otrzymujemy:

b

OV ()= JUE g ) o Dllrr) o yar ; reC
¢

kb, CLI
Podobnie mozemy wyliczyé aawT'I(r) /i %(r) i aa? [lrJ
1 2 2
¢ ¢ &
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’ ‘ X r
Podstawiajgc wyliczome funkcje do warunkéw zszycia (1.29)
(1.30") otrzymamy kolejne dwa réwnania calkowe:

(2.21)

ngTr 3y WA SR Wl o et
—-Qb—- at !T)ilmﬁn a?‘_lr)— > (g1(r)+g2(r))+f 3‘{,',. l;‘,(r}dlri-

+f3a (60) o (r)dl, ; rec
t 5

(2.22)
B 3 (1) s jop, 2 (r) = 18 (A, (r)+ Ay gf) +f i%%r—’ g, (r)dl, +
1.7 X

b 8l
+f—2-[—l—-)~aﬁ A g,(r') dlyr ; reC

e
Ll

Réwnania (2,17 <+ 2.22) zawieraja 8 niewiadomych funkcji wu,
ve 949 99 g‘r% s % ’ 27“ i —aa—.i“r: . Otrzymanych réwnan cal-

kowych jest 6, nalezy wigc wyeliminowad¢ dwie niewiadome funkcje
spo$éréd wymienionych oémiu. Okazuje si¢ to mozliwe do zrobienia,
gdyz znajomosé funkcji u i v na konturze C pozwala wyliczyé

—g_% i —g% na C.

WprowadZmy na krzywej C parametryzacje¢ lukowa, opisujacg te¢
krzywg parametrem se[0,D], poczynajgc od pewnego, dowolnie
wybranego punktu na krzywej. Wektor wodzacy krzywej bedzie mial
postaé r(s)=[x(s)yl(s)] , gdzie x,y EC‘EO,D]

Funkcje u i U beda teraz runk&_jami parametru s, rézniczkowalny-

mi na przedziale [0,D]. Policzmy ich pochodne:



o
E
Iy

i

oa du
ax

_j/_» A _ Ou \
3y ds vur(s}—tvu-—vt;—(s:

{s)=

dx |
s ds

o

Aby zachodzila réwnosé r =t nalezy przyja¢ kierunek parametry-

zacji zgodny z kierunkiem ruchu wskazdwek zegara, czyli prze-

ciwny niz orientacja plaszezyzny (X,Y ) na rysunkach 3,4 1 5,

Jest to zwigzane z uprzednio przyjeta definicjg wektora t. Po-
duv _ 8y
dobnie otrzymamy Jeits o
Wprowadzajac wyzej opisang parametryzacje w rdéwnaniach(2.19),
(2,20 ) 1 rézniczkujac je po ds wyliczymy z tych rdéwnan %%& I
gg . Nastepnie wstawiajac do réwnan (2.21) i (2.22) wyliezo-

ne wielkosci otrzymujemy w ich miejsce nastgpujace réwnania
calkowe:

3G [r.r') :
{2.23) 1uma-( *\ws(gt( +gﬂrﬂ+£‘gﬁé——ng)dh'+

SGArr)

a5, Selr)dle =0 rec
2r

)
4

Obecnie uzyte wektory.ﬁi, Eé, 6; i Eé maja postad;

'B' _( ﬂe: ”I—AT;Z— ﬂ"blA, +ms—ﬁ-’-)f— IWE-T
= 2 s e
G ST -2 o )t

-

(2,25a)
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(2.25b)
it N E 2 N, & e -
CZ_=(—’—-—zb€akan;' i +c.)p-§"-i\z)’r -1 AN

Réwnania (2.17), (2.18), (2.19), (2,20), (2.23) i (2.24)
stanowia uklad réwnai calkowych z szescioma niewiadomymi fun-

; du ov .
el

Uzywajac notacji operatorowej uklad ten moZemy napisaé w
bardziej zwartej i ezytelnej postaci. Oznaczmy;

(2,26) gj(g)é%}fﬁ;(r,r'}g[r')dl,- s
(2.27) 4)1’j(g)‘=‘-a"-m f—a—%‘é{r—r) glr)dlp ; j=12
(2728 ﬁz,j(s)é‘ﬁ¢%§':_’)9(")dlr' 3 jmb2

; i .
(2.29) P (g) & Zf%#f)g(r')dlrl
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A Tl 3(r,r') ;
(2.30) P (e) qu_——gﬁr g(r') dle
(2.31) Efc) é-szr; a(r')dl

&
s
(2.32) Fls) 2-2980rr)g(r) dl,

Otrzymany uklad rdéwnan mozemy teraz zapisaé w postaci:

(v-:—amg.(g‘)-ﬁ;ﬁ\zﬁz!gz) =0
w- £ G (o) - G (a,) =0
%’K— - %; A—zle, —%ﬂ%zqz +43,1(9,).+312(92) =0
HE ﬁg_;_;_gg, L o, # 0y () + () 20
VR (u}+F(—2ﬁ) =24,
ku*« ()*Fz(%ﬁ) =2d, v,
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Wéréd 10-ciu operatordw wystepujacych w réwnaniaeh (2.33)
operatory G, 1 F,, j = 1,2, 88 operatorami catkowymi z jadrem
o osobliwo$ci logarytmicznej. Operatory te nalezs wigc do kla-
sy Lf (Ce G
Operatory Dji; j,l = 1,2, s istotnie osobliwe ze wzgledu na
wystepowanie w wektorach CJ B , jJ = 1,2, niezerowej sktadowe]
w kierunku wektora stycznego 1, por,[2.251).

Operatory P1 i P2 sa takze osobliwe. Autor pracy [8] podaje
procedurg¢ ieh przybliZonego liczenia, wykorzystujaca asympio-
tyczne rozwinigcia szeregéw okreslajgcych funkeje ¢ 1 V
(2.1) i (2,2), wzgledem indeksu sumowania. 0sobliwo$é tkwi w
asymptotyeznych wyrazeniach na reszty tych szeregow.

Przygladajac sig¢ postaci réwnan (2.33) widzimy, Ze moZna
zredukowaé ich liczbe, jak i liczbe niewiadomych funkcji.

Wyliczmy z 1—szego réwnania v , z 3-go %%% i wstawmy do
S5-~tego réwnania z ukitadu (2.33). Otrzymamy:

2 :

[ E(& +Peg,) + ,ﬁ‘ﬁ?ﬁﬁﬂwfhﬁ %ﬁa*Ai F&d@ﬂ
=2d, vy,

Podobnie wykorzystujac rownania 2-gie, 4-te i 6-te ukladu

(2,33) otrzymujemy réwnanie calkowe z dwiema niewiadomymi fun-—
kcjami g1 i 92. Zdefiniujmy nastepujace operatory:

(2.34) X, (a) &AL (G P0G+ F Fedijlle) 5 =12

1‘f

(2.35) %, ()4 [ £ (50 R0G) e b ER-ReDy]la) ;5 jni2

Otrzymane z ukladu (2,33) réwnania calkowe moZemy teraz zapi-
saé¢ w postaci uktadu dwéch rownan, réwnowaznego uktadowi(2,33):

http://rcin.org.pl



el s K (8]« A le,) :M"U;“o
4 218 ) s Hple,) = 2du0,

Operatory calkowe }(J jsl = 1,2, sg zbudowane w pcstaci
sumy i zlozend operatoréw G _j‘ F‘J il DJ {» d»l = 1,2, danych
wzorami (2.26 + 2.32), Jak widaé ze wzordw (2.34) i (2.35)
operatory osobliwe Dj Pt PJ sg skladane z operatorami o jag-

Flrach catkowalnych w :irugiej potedze G"j i FJ’ co w efekecie po-
woduje, Ze operatory Xj,l posiadaja jadra calkowalne w drugiej
potedze, Tak wigc uklad (2.36) jest niejednorodnym uktadem row=
nan catkowych Fredholma pierwszego rodzaju.

Rozwiazanie uktadu tych dwéch réwnani ealkowych pozwala w
prosty sposdb znalei¢ wszystkie pozostale funkcje, potrzebne do
okreslenia pola na zewnatrz rdzenia, Wzory na te funkecje otrzy-
mujemy bezposrednio z uktadu réwnai (2,33):

A () A, e

(2.37) u=%9(@1 t 92(92‘
v .1 £
a0 _u__[A 8 *A0,) bu g, 'D1,2 (g,)
Ie
gﬁ-‘ =3 % lgeey) -D,0e) -Byle,)

Znajac z kolei funkcje VvV , U , -g—% i -g% na konturze
rdzenia C mozemy badz ze wzordw (2.8), (2.9) 1 (1.17) liezyé
pole elektromagnetyczne na zewngtrz rdzenia badZ ze wzordw
(2,10), (2,12), (2.12) i (2,13) liczyé wspdlczynniki odbicia 1
transmisji, rozpatrywanego urzadzenia mikrofalowego. \

2,4, Rozwiazywanie_ numeryczne ukladu réwnai,

Chege rozwiazywaé numeryeznie uktad réwnan (2,36) nalezy
wpierw sparametryzowac¢ Krzywg C, przy czym nie musi byé to ko=
niecznie parametryzacja tukowa, ktdra przy skompukowanym
ksztalecie krzywej C moze wreez utrudnié¢ niz utatwié oblicze=-
nia.
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Po sparametryz&waniu krzywej, r (s) opisuje krzywg C dla
s € [0,D].

Podobnie jak w pracy [3], zastosujemy metode momentdéw, po-
szukujgc funkeji g?l i gJSI w postaci szeregdw;

N
¢ /(s)=2a;p;(s)

g 1 r(s)el
(2. 38) gdzie; pj(s)=
N 0 rls) ¢ (;
g,(s) = %bj pi(s)
1=1.2,...N

gdzie: lJ - rozigczne tuki, na ktdre podzielony zostail kon-
tur C przez podzial przedziatu [0,D] na N czeSci.
Uklad rdéwnai (2.36) sprowadzi si¢ wtedy do uktadu 2N algebra-
icznych réwnain liniowych z 2N niewiadomymi 8y aN,b1 hN .
ge ooy B SLE )
Macierz tego ukladu, wymiaru 2Nx2N bedzie postaci;

24t
(2.39) A= _L"ﬁzl
o ¥3p
gazie: X, macierze wymiaru NxN operatordw ¢, ; jl=12.

Stosujac opisang wyZej metode, wszelkie oblieczenia sprowa-
dzamy do mnozenia macierzy przez macierz lub wektor i do doda-
wania macierzy i wektordw. I tak macierze )QJ liczymy ko-
rzystajac ze wzordw (2.34) i [2.35), w ktérjzg_znak zlozenia
operatorow"o" nalezy zastapi¢ znakiem mnoZenia macierzy. Aby
wiec policzy¢é elementy macierzy X nalezy policzyé macierze
operatordw calkowych PJ' FJ, GJ' DJ.!' okreélonych wzorami
(2:26° < '2,82).

Przy obliczeniach elementéw diagonali macierzy P1 i P2 na-
lezy zastgpi¢ tuki (; odoinkami prostymi, co zostalo pokazane
w pracy De Jonga [8]. W przypadku liczenia elementdw diagonali
pozostatych osobliwych operatordw, nalezy stosowal typowe, nu-—
meryczne metody, stuzgce do obliczania calek w Sensie wartodci
gidwnej Cauchy,



s g T

W odréznieniu od przypadku szczegdlnego rozwazonego W pracy
(3], gdzie przy pobudzeniach typu Hm,o otrzymalidmy tylko jedno
réwnanie calkowe, tutaj przy podziale konturu C na N lukéw {;,
otrzymujemy uklad rdéwnar algebraicznych wymiaru 2Nx2N. Celowe
wigc wydaje sie¢ proponowanie przedstawionej w niniejszej pracy
metody do obliczen rdzeni o matych, w pordwnaniu z diugoscig
fali, wymiarach przekroju, na tyle matych aby nie byto koniecz-
noéei stosowania zbyt duzej lieczby podzialu N,

Nawigzujge do postowia w pracy [3] potwierdzona tu zostala
hipoteza, wediug kiérej minimalng liczbg rdéwnai catkowych Fred-
holma, do ktéryeh daje sie sprowadzié¢ dane zagadnienie brzego-
we, jest minimalna liczba skalarnych funkcji potencjalnych moga-
cyeh opisac¢ pole w tym zagadnmieniu.
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