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Materiau elastoplastique ecrouissable. Distribution de la contrainte
dans une evolution quasi-statique

NGUYEN QUOC SON (PARIS)

METHODS proposed recently by J. J. Moreau or G. Duvaur and J. L. Lions to characterize
the stress-evolution in elastic-perfectly plastic medium are generalized to a class € of strain
hardening elastic plastic materials, It is shown here that the field of stresses and hidden para-
meters satisfies a parabolic inequation. The uniqueness theorem is deduced from this. One can
prove easily that the ciass % is sufficiently broad to cover usual laws of hardening (The Bau-
schinger effect, isotropic or kinematic hardening).

Metody, zaproponowane niedawno przez J. J. MOREAU oraz G, DuvauT i J, I. Lionsa dla opisu
przebiegu stanu naprezenia w osrodkach doskonale sprezysto-plastycznych, zostaly uogélnione
na przypadek materiatdw sprezysto-plastycznych klasy € ze wzmocnieniem. Wykazano, ze pole
naprezenia oraz parametry utajone spelniaja pewna nieréwno$¢ paraboliczna, skad wyprowa-
dzono twierdzenie o jednoznacznosci rozwiazania. Latwo mozna dowiesé, ze klasa € jest do-
statecznie szeroka, aby obja¢ zwykle prawa wzmocnienia (zjawisko Bauschingera, hipoteza
izotropowa i kinematyczna).

Iist ynpyro-IUmacTHUECKHX YNPOUHAIOIMXCA MaTepHanoB kiacca € maercs ofobluerme me-
TOJIOB {IOCTPOCHHA HAIPAXKEHHOTO COCTOAHMSA, NpeJIOXHEHHBIX HelaBHO B paborax Moro,
IroBo 1 JIAMCOHA Ay1A cayyas MAEaTbHO-YIIPYro-IIacTHYecKoit cpemsbt. ITokasaHo, uto none
HANIPSDKEHWI M CKPBIThIE MapameTpbl YAOBIETBOPAIOT HEKOTOPOMY TapabolHuecKoMy Hepa-
BEHCTBY, OTKyZJa cjiefiyeT Teopema o6 OJHOSHaYHOCTH perneHus. MoykHo Jerko AoKasats,
yro Knacc € ABNAETCA JOCTATOMHO OGUIMPHLIM M BIJIIOYAET M3BECTHbIE 3AKOHBI YIPOUHEHMS
(appext Baymmurepa, M30TPONHYIO H KHHEMATHYECKYIO THIOTE3BI).

1. Quelques rappels de plasticité

On rappelle ici quelques notions utiles dans la suite. On considére un solide ¥~ soumis
a Paction des efforts de volume F(x, ), des efforts de surface T;(x, t) sur une partie %y,
de sa frontiére. Sur la partic complémentaire &,, (qui forme avec &, une partition
de %(i-1,3) les déplacements sont imposés égaux a wuy,(x, r).

Pour simplifier, on va supposer uy(x, t) = 0. Cette hypothése n’est pas restrictive.

La donnée compléte des fonctions Fi(x, t), Ti(x, t) définit dans ces conditions un trajet
de charge; ¢ = 0 est le début, r = T est la fin du chargement; le déplacement u(x, f) et
la contrainte o(x, r) sont les inconnues & déterminer.

La plasticité se traduit dans I'espace & six dimensions des contraintes (la contrainte &
est alors représentée par un vecteur & six composantes) par le fait suivant: la contrainte
se trouve & I'intérieur ou sur la frontiére d’un domaine convexe (de o) F(o, x) < 0; ce
domaine dépend des paramétres cachés «. Lorsque la contrainte arrive sur la frontiére de
ce convexe avec une vitesse dirigée vers I'extérieur ou dans I’hyperplan tangent, des dé-
formations plastiques peuvent se produire. Ces déformations modifient les propriétés du
matériau, en particulier la frontiére du convexe en question F(o, 2) < 0 est entrainée
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avec o, les paramétres a évoluent. Lorsque la vitesse de o est dirigée vers I'intérieur, les
déformations plastiques cessent, la frontiére F(o, o) = 0 et les o restent alors fixes. Le
matériau est dit parfaitement plastique lorsque la frontiére F(o, a) = 0 ne se modifie pas
et les o sont des constantes.

En plasticité classique, on se limite & I'étude de I’accroissement de la transformation
entre les instants ¢ et f+dt en supposant connus a I'instant ¢ la position de I’élément de
matiére, son état de contrainte a(x, t) et de I’écrouissage a(x, #). On ne s’intéresse ainsi
qu’a un probléme partiel. Il faut étudier la transformation subie par I'élément depuis
I’instant ¢ = 0 si 'on veut résoudre le probléeme complet de I’évolution d’un milieu élasto-
plastique le long d’un trajet de charge. Lorsque les déformations sont grandes, I'évolution
globale est un probléeme difficile. Si I’on se limite a la transformation infiniment petite, pour
un matériau parfaitement plastique, &, et &, étant supposés invariables, 1'évolution
compléte de la contrainte o(x, t) dans un intervalle de temps (0, T) est caractérisée par
une inéquation d’évolution parabolique. De cette maniére J. J. Moreau [1], G. DuvaAur
et J. L. Lions [2] ont obtenu quelques résultats nouveaux sur o plus forts que ceux classique-

ment connus qui ne concernent que sa vitesse ¢ = —a}—c(x, £): T'unicité et I'existence de

o(x, t) dans un espace particulier.

On veut ici étendre certains de leurs résultats aux matériaux écrouissables. On suppose
dans la suite:

— transformation infiniment petite;

— tenseur des compliances élastiques L constant et strictement défini positif;

— &, et ¥y, indépendants du temps.

On étudie d'abord le cas d’un seul paramétre «: le critére de plasticité est de la forme
F(o, a) = f(o)—y(x) < 0. Ces résultats seront €largis ensuite lorsque 'on considérera
une famille de paramétres.

2. Remarque sur Pévolution de I’écrouissage

Dans ce paragraphe, on discute certaines hypothéses concernant f, y et un choix pré-
férentiel de a. Dans les pages suivantes, il suffit de supposer que f'et y sont des fonctions
données.

On suppose qu’il existe un potentiel plastique confondu avec le critére de plasticité:
la vitesse de déformation plastique a la direction du vecteur normal extérieur a la surface
de charge.

L’écrouissage est entiérement défini si I'on se donne le module g(o, «). En effet €"(x, r)
désignant la vitesse de la déformation plastique a I'instant 7 en un point x situé dans la
région en déformation plastique, on a:

@ & = g0, <>,

ou .
f si f>o0,
<f>={o si. £<0,
et g(o, o) > 0.
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Pour un point x en charge plastique, la condition de plasticité s’écrit:

F(o,a) =0, F(o,a)=0.

11 en résulte que (f) —-g:-& = 0 et par suite:

Lorsque I’'on impose & o de vérifier une relation analogue a (2.1):
. . dy
(22 @ = g(o, Df)(f)ﬁ
on trouve que:
d o
T = {glo, @)} .

On peut résumer les relations (2.1) et (2.2) sous la forme:

oF oF p
el = —_— = —— - = = .
e =4 750 & Aaa avec A = g(o, ){f)
Considérons la fonction y définie par les conditions suivantes:
dy L
@3) Y@ =f0), = (o, 0}7, pO) =k

f(o) et p(x) définissent alors une fonction #(X) de la variable a sept dimensions X' =
= (oy,, ) que 'on suppose convexe. L’existence d’une fonction y vérifiant (2.3) est assurée
par exemple lorsque le module g(o, o) peut se mettre sous la forme:

g(o, @) = g*(f, o).
En effet, prenant f comme variable, on a a partir de (2.1):

dy da
T
ou dot = ]/ g*df avec, pour f = k, a = 0. Cest une équation différentielle du premier
ordre en f avec une condition initiale donnée. Dans le plan («, f), on peut dessiner la
courbe % qui représente les variations de f en fonction de a: f = y(«). Si cette courbe
est concave, #(X) <0 définit un domaine convexe de X. On suppose vérifiée cette condi-
tion.

En général, dans les problémes pratiques, on fait ’hypothése que g(g, o) dépend unique-
ment de o. L’ensemble #(Z) < 0 peut &tre obtenu a partir de la courbe expérimentale
contrainte-déformation plastique en traction ou en compression simple. Par exemple avec
le critére de Misés, on a la Fig. 1.

Dans les cas usuels, la convexité de #(Z) n’est pas une hypothése trop restrictive. Le
point X se trouve a I'intérieur ou sur la frontiére du domaine convexe #(X) < 0 qui se
réduit au segment fermé Ok si le matériau est parfaitement plastique.

1 0,
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FiG. 1. Courbes contrainte-déformation plastique en traction simple et les domaines F(o, ) < 0
correspondants.

3. Formulation du probléme global en contraintes

On se donne une fonction #(2) = F(e, o) convexe de la variable X'

C désigne le convexe #(2) < 0.
S(t) désigne le convexe des champs de contraintes statique-admissibles c’est a dire véri-

fiant:
dive+poF(x,t) = 0 dans v,
on—T(x,t) = 0 sur &;.
K(r) désigne le convexe mobile:
K@t)={2eC|Z = (o,a)aveca € S()};
@(Z, 1) désigne la fonction indicatrice de I’ensemble K(¢), c’est & dire la fonction définie
par:
_ ) 0si ZeK(n),
P& =\ i Z¢KQ).
Désignons par:

(@,b) = [ abdx,
v

(2,29 = [ Lyouchdx+ [ aa*dx;
1 4 vV

L;j,, sont les composantes du tenseur des compliances élastiques L. Nous avons:

e = A%E avec A=0 si F(&)=0,
G.1)
. oF ;
-0 =Ad— A=0 si F(2)<0;
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(3.1) montre que le vecteur (€°, —a) est une normale extérieure au convexe C. Il vérifie
par conséquent:
(", 6*—0)+(—a, a*—a) <0 VY(o* a¥)eC.

Or € = Lo+¢” est un champ de vitesse de déformation cinématiquement admissible,
si Z* € K(t), 6*— o est un champ de contrainte auto-équilibré, on a alors:

(Lé, 6*—0)+ (e, 6*—0a) = 0.
11 en résulte que, quel que soit Z* e K(¢) on a:

(Lo, o*—0)+ (&, a*—a) 2 0,

3:2) ave o(x, 0) = 0o(x),  a(x, 0) = xo(¥),
ou que

2 X X120 T+ e K(1),
o) [ 150 Yt eK()

E(I! 0) = ):O(x)s

(3.2") montre que —2X est une normale extérieure au convexe K(f) au point X; on peut
encore écrire:

(3.2”) -2e 6‘?(‘2’ t)! E(x, '0) = Z'o(x),

ou deg(Z,t), multivoque, représente le sous-différentiel de ¢ ou le cone des normales
extérieures au point X' a K{(r). L'évolution de X(x, 7) est régie par I'inéquation parabolique
(3.2). Pour la théorie des inéquations aux dérivées partielles, on peut consulter J. L. Lions
[3], G. Duvaur et J. L. Lions [2] ou H. Brézis [4].

Remarque: la forme [+, ] étant symétrique, 2 un instant ¢ donné, la vitesse 2
vérifie le principe du minimum:

2 minimise la fonctionnelle ¥ [2*, 2*] parmi les champs 2* vérifiant:
5% <0 lorsque F(2) =0,
2% = (6*, a*) avec o* € .S"(t)(‘)(statiq. admissible (F, T))
Ce n’est autre que le principe du minimum classique concernant les vitesses de contrainte
: ] % ; B
(on reconnait dans —z—a” la quantité %a*s‘”’).
Pour démontrer qu’il s’agit d'une formulation équivalente du probléme, il suffit de

vérifier que le coefficient A vaut g{f) avec f = E&. Or pour un point de la surface

Jo
de charge:
_ SO = N dy .
FX)=0, FX)=0, < 2 %=0
% —j—i(/l%)= 0 ou A= <f'>(%)_

(*) 8(r) a la méme signification que S(t); il correspond au probléme en vitesse.
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d’aprés la construction de la fonction y(«) on a bien:

A = g(o, a)<f>-

La donnée du module d’écrouissage permet de construire la fonction y(x), d’ou le
domaine #(X) < 0. Le point essentiel est le suivant: il existe une fonction # (X)) convexe

de la variable X, jouant le rdle d’un potentiel plastique:
oF . oF
P = —— — = —_—
(3.3) e =4 F a=4a4 TR

K(t) est un convexe variable, cela entraine des difficultés pour I’étude de I’existence et de
la régularité d’une solution éventuelle. Mais I'unicité d’une solution est immédiate.

4. L’unicité

Soient X, et X', deux solutions éventuelles vérifiant:
El(x'! 0) = EZ(x! 0) e ED(x)

en prenant successivement 2* = X\, X=X, puis 2*=2,, X' = X, on a:

(Lo, 62—0y)+ (&, 22—2;) = 0,
([“,2’ g, _62)+(&'2) al_uZ) = 0;
ou:

(Lo, —L6,, 0,—0,)+ (4 —dp, a4, —a) <0 Y 2€(0, 7).
En intégrant cette derniére expression sur l'intervalle (0, T), on en déduit:
{(Le,—Lo,, 6, —6,)+ (2, — o, oy — ;) },or < {—idem—},_,  car Z;(x,0) = Z,(x, 0)

on a donc:

J (60;,—0,)L(e, —0o,)dx+ J (¢ —a,)?dx <0 VWtel0, T

ou que
Gi(x,1) = 02(x, 1)
o,(x,t) = a(x,t) c.q.fd.

La généralisation 4 plusieurs paramétres d’écrouissage oy, k = 1, n & partir de (3.1)

est immédiate lorsque 1’on peut poser:
. oF y oF
P il
=4 Go o = A o

F{(o, «) est une fonction convexe de la variable Z' = (0, ;). La difficulté est plutdt d’ordre
physique car il faut interpréter la signification des a ainsi que le choix correspondant de
la fonction F(e, @). Le module d’écrouissage g vérifie:

1 _oF o
g Owy 0oy

L’évolution de X est caractérisée toujours par le systéme (3.2).
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5. Probléme regularisé — schéma viscoplastique associé

Une régularisation du probléme consiste & remplacer la fonction indicatrice de C par
une distance de 2'a C qu’on peut appeler potentiel viscoplastique £2(X):

2A2) = 5 (FEO,

7 est un paramétre destiné 3 tendre vers 0. On a:

. 1 oF
—o = 'a'_‘ — ?(F(G, a)) a
£2(Z) est une fonction convexe de Z. Pour tout ¢ € (0, 7) on a 4 la place du systéme (2.3):

. 09
(Lo+$,u*—o)=0 Y o* e S(1),

i+ 9220, 0(x,0) = 03(), 2(x,0) = ()
(5.1) est une équation d’évolution non linéaire. On remplace I'inéquation (3.2) par I'équa-
tion (5.1), puis on fait tendre % vers 0 pour retrouver la solution du systéme (3.2). Comme

(3.2) la solution de (5.1) est unique, en effet on a:

(5.1)

i i aQ o
* __ % _ Ll * et L =
(Lo, o*—a)+ (&, a)+(ac,cr a)+(aa,a a) 0
or 2(X) est convexe

(%%’ u‘—c) + (%? m*~rx) < J Q(o*, a*)— (s, 0)dV

onadoncte (0, T)et Y o* e S(r)
Ls, 0*—0)+ (% oa*—a)+ [ 2(c*, a*)— [ (o, ®)aV > 0;
V Vv

2, X, désignent deux solutions éventuelles, en prenant respectivement 2, = X* X, = X
puis X, = X X, = Z* on en déduit I'unicité.

6. Conclusions

Pour les matériaux écrouissables, lorsque le critére de plasticité F(o, o) est convexe
et lorsque les vitesses de la déformation plastique et des paramétres d’écrouissage
vérifient:

da

I'évolution de a(x, r) et de x(x, r) est caractérisée par une inéquation parabolique.

& =

A2 or
[+]

9 Arch. Mech. Stos. 4/73



702 NGuYeN Quoc Son

Remerciements

L‘auteur remercie Monsieur le Professeur D. Radenkovic pour I'intérét quil a bien
voulu portér a ce travail et le Dr. J. Zarka pour ses remarques.

Bibliographie

1. J. J. MOREAU, Séminaire d’analyse convexe, Montpellier 1971.

2. G. Duvaur et J. L. Lions, Les inéquations en physique et en mécanique, Dunod, 1972.

3. J. L. Lions, Sur les inéquations aux dérivées partielles, Article a paraitre aux Ouspechi Mat. Nauk.,
1970.

4. H, Brezis, Problémes unilatéraux, Thése, Paris 1971.

5. P. PErRzYNA et W. Ovrszak, Proc. 11th Cong. Appl. Mech. Munich, 1964,

6. Z. MROzZ, On the description of anisotropic work-hardening, J. Mech. Phys. Solids, 15, 163-175, 1967,

Regu 4 Septembre 1972

ECOLE POLYTECHNIQUE
LABORATOIRE DE MECANIQUE DES SOLIDES, PARIS





