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Materiau elastoplastique ecrouissable. Distribution de la contrainte 
dans one evolution quasi-statique 

NGUYEN QUOC SON (PARIS) 

METHODS proposed recently by J. J. MOREAU or G. DUVAUT and J, L. LIONS to characterize 
the stress-evolution in elastic-perfectly plastic medium are generalized to a class CC of strain 
hardening elastic plastic materials. It is shown here that the field of stresses and hidden para­
meters satisfies a parabolic inequation. The uniqueness theorem is deduced from this. One can 
prove easily that the class CC is sufficiently broad to cover usual laws of hardening {The Bau­
schinger effect, isotropic or kinematic hardening). 

Metody, zaproponowane niedawno przez J. J. MOREAU oraz G. DuvAuT i J. I. LIONSA dla opisu 
przebiegu stanu naprC(ienia w osrodkach doskonale sprC(zysto-plastycznych, zostaly uog61nione 
na przypadek material6w ~prC(iysto-plastycznych klasy CC ze wzmocnieniem. Wykazano, ze pole 
naprC(ienia oraz parametry utajone spelniajll pewnll nier6wnosc parabolicznll, sklld wyprowa­
dzono twierdzenie o jednoznacznosci rozwilllania. Latwo mozna dowie8c, ze klasa CC jest do­
statecznie szeroka, aby objllc zwykle prawa wzmocnienia (zjawisko Bauschingera, hipoteza 
izotropowa i kinematyczna). 

,Ilna ynpyro-rmacn~qecKHx ynpoqHHIOII.\HXCH MaTeplla.JIOB KJiacca CC ,JJ;aeTcH o6o6I.QeHKe Me­
TO,JJ;OB nocTpoeHHH HanpHmeHHoro cocroHHaH, npe,lJ;JiomeHm.IX He,JJ;aBHO B pa6oTax MoPo, 
,nroao ll JI.AHcoHA MH c.rryqaa H,JJ;eam.Ho-ynpyro-rmacmqeCl<oii cpe,JJ;bi. TioKaaaHo, ~o none 
HanpHmeHilii H cKpbiThie napaMeTphi y,JJ;oBJieTBopHIOT HeKoTopoMy napa6oJII{qecKoMy Hepa­
BeHCTBy, oTKy,JJ;a cne,JJ;yeT TeopeMa o6 o,JJ;Ho3Ha~ocm peweHIUI. Mo>KHo nerno ,JJ;oKaaaTb, 
qTo KJiaCC CC HBJIR:eTCH ,JJ;OCTaTO~O 06IIIHpHbiM H BKJIIOqaeT H3BeCTHbie 3aKOHbl ynpo~eHHH 
(3cl>cl>eKT EaymHHrepa, H30TponHyro H KHHeMaTHqecKyro rlllloTe3bi). 

1. Quelques rappels de plasticite 

On rappelle ici quelques notions utiles dans la suite. On considere un solide 1"' soumis 
a I' action des efforts de volume Fi(x, t), des efforts de surface Ti(x, t) sur une partie f/ f; 

de sa frontiere. Sur la partie complementaire f/u; (qui forme avec f/1i une partition 
de g(i=l,3)) les deplacements sont imposes egaux a ud;(x, t). 

Pour simplifier, on va supposer ud(x, t) = 0. Cette hypothese n'est pas restrictive. 
La donnee complete des fonctions Fi(x, t), Ti(x, t) definit dans ces conditions un trajet 

de charge; t = 0 est le debut, t = Test la fin du chargement; le deplacement u(x, t) et 
la contrainte a(x, t) sont les inconnues a determiner. 

La plasticite se traduit dans l'espace a six dimensions des contraintes (la contrainte a 

est alors representee par un vecteur a six composantes) par le fait suivant: la contrainte 
se trouve a l'interieur ou sur la frontiere d'un domaine convexe (de a) F(a, (X) ~ 0; ce 
domaine depend des parametres caches (X. Lorsque la contrainte arrive sur la frontiere de 
ce convexe avec une vitesse dirigee vers l'exterieur ou dans l'hyperplan tangent, des de­
formations plastiques peuvent se produire. Ces deformations modifient les proprietes du 
materiau, en particulier la frontiere du convexe en question F(a, (X) ~ 0 est entrainee 
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avec er, les parametres (X evoluent. Lorsque la vitesse de er est dirigee vers l'interieur, les 
deformations plastiques cessent, la frontiere F(er, Cl) = 0 et les C'l restent alors fixes. Le 
materiau est dit parfaitement plastique lorsque la frontiere F(er, Cl) = 0 ne se modifie pas 
et les C'l sont des constantes. 

En plasticite classique, on se limite a l'etude de l'accroissement de la transformation 
entre les instants t et t+dt en supposant connus a !'instant t la position de }'element de 
matiere, son etat de contrainte er(x, t) et de l'ecrouissage C'l(x, t). On ne s'interesse ainsi 
qu'a un probleme partiel. 11 faut etudier la transformation subie par !'element depuis 
!'instant t = 0 si l'on veut resoudre le probleme complet de !'evolution d'un milieu elasto­
plastique le long d'un trajet de charge. Lorsque les deformations sont grandes, !'evolution 
globale est un probleme difficile. Si I' on se limite a la transformation infiniment petite, pour 
Un ffiateriaU parfaitement plastique, f/ u ; et f/ f; etant SUppOSeS invariableS, I' eVOlUtion 
complete de la contrainte a(x, t) dans un intervalle de temps (0, T) est caracterisee par 
une inequation d'evolution parabolique. De cette maniere J. J. MoREAU [1], G. DuvAUT 
et J. L. LIONS [2] ont obtenu quelques resultats nouveaux sur er plus forts que ceux classique-

ment connus qui ne concernent que sa vitesse a = ! er(x, t): l'unicite et I' existence de 

er(x, t) dans un espace particulier. 
On veut ici etendre certains de leurs resultats aux materiaux ecrouissables. On suppose 

dans la suite: 
- transformation infiniment petite; 
- tenseur des compliances elastiques L constant et strictement defini positif; 
- f/.,1 et f/11 independants du temps. 
On etudie d'abord le cas d'un seul parametre C'l: le critere de plasticite est de la forme 

F(er, Cl) = f(er)-tp(C'l) ~ 0. Ces resultats seront elargis ensuite lorsque I' on considerera 
une famille de parametres. 

2. Remarque sur !'evolution de l'ecrouissage 

Dans ce paragraphe, on discute certaines hypotheses concernant J, 'P et un choix pre­
ferentiel de C'l. Dans les pages suivantes, il suffit de supposer que f et 1p sont des fonctions 
donnees. 

On suppose qu'il existe un potentiel plastique confondu avec le critere de plasticite: 
la vitesse de deformation plastique a la direction du vecteur normal exterieur a la surface 
de charge. 

L'ecrouissage est entierement defini si l'on se donne le module g(er, Cl). En effet t:P(x, t) 
designant la vitesse de la deformation plastique a !'instant t en Ufi point X situe dans la 
region en deformation plastique, on a: 

(2.1) 

oil 

et g(er, C'l) > 0. 

t:P = g(er, C'l)(j) :~' 

<I>= { ~ si i> 0, 

si j ~ 0, 
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Pour un point x en charge plastique, la condition de plasticite s'ecrit: 

F(a, a) = 0, F(a, a) = 0. 

Il en resulte que (j) - -~!- a= 0 et par suite: 

& = (j) ::. 

Lorsque I' on impose a a de verifier une relation analogue a (2.1): 

(2.2) 

on trouve que: 

. d'lf 
& = g(a, a)(f) da 

d1p { } _ __!_ 
{ii = g( a, a) 2 • 

On peut resumer les relations (2.1) et (2.2) sous la forme: 

avec A = g(a, a)(f>. 

Considerons la fonction "P definie par les conditions suivantes: 

(2.3) 1p(a) = f(a), 
d'lf { } _ __!_ 
da = g(a,a) 2, 1p(O) = k; 

697 

f(a) et 1p(a) definissent al~rs une fonction F(.E) de la variable a sept dimensions .E = 
= (a;j , a) que l'on suppose convexe. L'existence d'une fonction "P verifiant (2.3) est assuree 
par exemple lorsque le module g(a, a) peut se mettre sous la forme: 

g(a, a) = g*(f, a) . 

En effet, prenant f comme variable, on a a partir de (2.1): 

1_ d1p da = 0 
da at ' 

ou da = y g* df avec, pour f = k, a = 0. C'est une equation differentielle du premier 
ordre en f avec une condition initiale donnee. Dans le plan (a, f), on peut dessiner la 
courbe CC qui represente les variations de fen fonction de a: f = 1p(a). Si cette courbe 
est concave, F(.E) ~0 definit un domaine convexe de .E. On suppose verifiee cette condi­
tion. 

En general, dans les problemes pratiques, on fait l'hypothese que g( a, a) depend unique­
ment de a. L'ensemble .F(.E) ~ 0 peut etre obtenu a partir de la courbe experimentale 
contrainte-deformation plastique en traction ou en compression simple. Par exemple avec 
le critere de Mises, on a la Fig. I. 

Dans les cas usuels, la convexite de .F(.E) n'est pas une hypothese trop restrictive. Le 
point I: se trouve a l'interieur ou sur la frontiere du domaine convexe ff(.E) ~ 0 qui se 
reduit au segment ferme Ok si le materiau est parfaitement pla~tique. 
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FIG. 1. Courbes contrainte-deformation plastique en traction simple et les domaines F(a, ex) :::;; 0 
correspondants. 

3. Formulation du probleme global en contraintes 

On se donne une fonction .F(E) = F(a, a) convexe de la variable 1: 
C designe le convexe.F(E) ~ 0. 
S(t) designe le convexe des champs de contraintes statique-admissibles c'est a dire veri­
fiant: 

diva+eF(x, t) = 0 dans v, 
an-T(x, t) = 0 sur !/1. 

K(t) designe le convexe mobile: 

K(t) = {EEC I 1: = (a, a) avec a E S(t)}; 

cp(E, t) designe la fonction indicatrice de l'ensemble K(t), c'est a dire la fonction definie 
par: 

Designons par : 

(.E t) = { 0 si 1: E K(t), 
cp ' oo si 1: f/: K(t). 

(a, b)= J abdx, 
V 

[L', E*] = J Liikl(hz(]~ dx+ J a a* dx; 
y V 

Liikl sont les composantes du tenseur des compliances elastiques L. No us avons: 

£P =A oF 
oa 

avec A~ 0 si .F(E) = 0, 

(3.1) 

-0: =A~~ A= 0 si .F(E) < 0; 
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(3.1) montre que le vecteur (£P, -<i) est une normale exterieure au convexe C. 11 verifie 

par consequent: 

(£P, a*-a)+(-<i, oe*-oe) ~ 0 V(a*, oe*) E C. 

Or £ = La+ f.P est un champ de vitesse de deformation cinematiquement admissible, 
si }.;* e K(t), a*- a est un champ de contrainte auto-equilibre, on a alors: 

(La, a*-a)+(£P, a*-a) = 0. 

Jl en resulte que, quel que so it .E* e K(t) on a: 

(3.2) 

ou que 

(3.2') 

(La, a*-a)+(<i, oe*-oe) ~ 0, 

avec a(x, 0) = a0 (x), oe(x, 0) = oe0 (x), 

[I:, }.;*-I:] ~ 0 V}.;* E K(t)' 

J.:(x, 0) = L 0 (x); 

(3.2') montre que -test une normale exterieure au convexe K(t) au point I:; on peut 
encore ecrire: 

(3.2") 
-I: E Olp(t, t), J.:(x, 0) = L 0 (x), 

oil iJq:;(J.:, t), multivoque, represente le sous-differentiel de qJ ou le cone des normales 
exterieures au point J.: a K(t). L'evolution de J.:(x, t) est regie par l'inequation parabolique 
(3.2). Pour la theorie des inequations aux derivees partielles, on peut consulter J. L. LIONS 
[3], G. DUVAUT et J. L. LIONS [2] ou H. BREZIS [4). 

R e m a r q u e: la forme [ · , · ] etant symetrique, a un instant t donne, la vitesse t 
verifie le principe du minimum: 

t minimise la fonctionnelle-} [t*, t*] parmi les champs l:* verifiant: 

o§' 0 

o.E }.;* ~ 0 lorsque §'(.E) = 0' 

t* = (a*, <i*) avec a* E S(t)e)(statiq. admissible CF, i)). 
Ce n'est autre que le principe du minimum classique concernant les vitesses de contrainte 

(on reconnait dans + ._., la quanti tO ~ u• ... ) . 
Pour demontrer qu'il s'agit d'une formulation equivalente du probleme, il suffit de 

verifier que le coefficient A vaut g(j) avec j = ~=a. Or pour un point de la surface 

de charge: 

ff(J.:) = 0, #(.E) = 0, 
0 d1p 0 

(f) - doe oc = 0' 

<I>- dtp (A dtp )= o ou 
doe doe A= <f>(~:r 

~S(t) a la meme signification que S(t); il correspond au probleme en vitesse. 
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d'apres la construction de la fonction VJ(cx) on a bien: 

A = g(a, ex) (j) · 

La donnee du module d'ecrouissage permet de construire la fonction VJ(cx), d'ou le 
domaine ~(.E)~ 0. Le point essentiel est le suivant: il existe une fonction ~(.E) convexe 
de la variable .E, jouant le role d'un potentiel plastique: 

E
'P=AoF_ . oF 

(3.3) oa, -ex= A a;. 

K(t) est un convexe variable, cela entraine des difficultes pour !'etude de l'existence et de 
la regularite d'une solution eventuelle. Mais l'unicite d'une solution est immediate. 

4. L'unicite 

Soient 1:'1 et 1:'2 deux solutions eventuelles verifiant: 

E1 (x, 0) = E2(x, 0) = L'0 (x) 

en prenant successivement .E* = 1:'1 , .E = 1:'2 puis .E* = 1:'2 , .E = 1:'1 , on a: 

(Lisu a2-a1)+(a.t. cx2-cxt) ~ 0, 

(La2, a1 -a2)+(a,2, ~>'t-cx2) ~ 0, 

ou: 

(La1-La2, <1t-<12)+(a.t-a.2, cxl-cx2) ~ o v t e (O, T]. 

En integrant cette derniere expression sur l'intervalle (0, T), on en deduit: 

{ (La1- La2, a1- a2)+ (at- cx2, cx1- cx2) }r=T ~ {-idem- },=o 

on a done: 

ou que 

a1 (x, t) = a 2 (x, t) 

cx1 (x, t) = cx2(x, t) c.q.f.d. 

La generalisation a plusieurs parametres d'ecrouissage ab k = 1, n a partir de (3.1) 
est immediate lorsque l'on peut poser: 

er.= A~!- -a.k =A oF 
I) OO'ij ' oak 

F(a, ex) est une fonction convexe de la variable .E = (<1ii, cxk)· La diffi.culte est plutot d'ordre 
physique car il faut interpreter la signification des ex ainsi que le choix correspondant de 

la fonction F(a, ex). Le module d'ecrouissage g verifie: 

oF oF 
g = oak oak . 

L'evolution de .E est caracterisee toujours par le systeme (3.2). 
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5. Probleme regularise - schema viscoplastique associe 

Une regularisation du probleme consiste a remplacer la fonction indicatrice de C par 
une distance de 1: a C qu'on peut appeler potentiel viscoplastique Q(l:): 

Q(l:) = 2l'fj (§'(1:))2' 

'fJ est un parametre destine a tendre vers 0. On a: 

. aD 1 aF 
£vp =- = -(F(a, ex))-' 

aa 'fJ aa 

. aD 1 aF 
-(1. = 8ex = -:;J(F(a, ex))-aex. 

Q(l:) est une fonction convexe de 1:. Pour tout t E (0, T) on a a la place du systeme (2.3): 

( 
. aD ) La+ aa' u*-a = 0 V a* E S(t), 

. aD 
CX + f;(j_- = 0, a(x, 0) = ao(X), ex(x, 0) = ex0 (x); 

(5.1) 

(5.1) est une equation d'evolution non lineaire. On remplace l'inequation (3.2) par l'equa· 
tion (5.1), puis on fait tendre 'fJ vers 0 pour retrouver la solution du systeme (3.2). Comme 
(3.2) la solution de (5.1) est unique, en effet on a: 

(Lci, cr*-cr)+(<i, a*- a)+ ( ~~, cr•-cr) + ( ~~, a•-a) = 0 

or Q(£) est convexe 

( ~~, cr*-cr) + ( ~~, a*-a) ~ J !J(cr*, a*)-!J(cr, a)dV 

on a done V t E (0, T) et V a* E S(t) 

(La, a*-a)+(ci, ex*-ex)+ J Q(a*, ex*)- J Q(a, ex)dV ~ 0; 
V V 

1:1 , E2 designent deux solutions eventuelles, en prenant respectivement 1:1 = l:*, 1:2 = 1: 
puis E1 = 1:, 1:2 = l:* on en deduit l'unicite. 

6. Conclusions 

Pour les materiaux ecrouissables, lorsque le critere de plasticite F( a, ex) est convexe 
et lorsque les vitesses de la deformation plastique et des parametres d'ecrouissage 
verifient: 

£P =A~~ 
aa' 

l'evolution de a(x, t) et de ex(x, t) est caracterisee par une inequation parabolique. 
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