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Anna Brahmer-Kacprzynska
Zaktad Teoril Fal Elektromagnetycznych

POLE W POBLIZU CZOEA SYGNALU % FALOWODZIE WYPELNIONYM
PLAZMA DYSPERSYJNA

Streszczenie

Dla pkaskiego falowodu ¢ sciankach doskonale przewodzacych
wypeinionego jednorodng plazmg elektronowg skonstruowano
funkcje Greena w postaci sumy funkcji Bessla J (Sciste roz-
wigzanie). Traktujgc problem ten jako problem kanoniczny,
dla prazypadku plazmy niejednorodnej przedstawiono pole w po-
blizu czola sygnatu jako odpowlednlo dobrang sumg¢ funkeji
Bessla.

I/%step

Dla okreslenia wtrasnosci propagacji w osrodku dyspersyj-
nym,tzn.takim, w ktérym przenikalnosé dielektryczna jest
funkc jg czestotliwosci fali, nle wystarcza zbadanie ruchu fa-
lowego w» stanie ustalonym,innymi stowy nieograniczonego w
czasie i przestrzeni.Ustalenie wspomnianych wtasnosci mozli-
we jest dopiero po zbadaniu propagacji sygnatu ograniczonego
w drasie. Sygnak takl bowiem, o danej w chwill poczatkowej
postaci, rozchodzac sie w osrodku dyspersyjnym ulega defor-
macji, gdyz kazda z jego harmonicznych sktadowych rozchodzi
sie z inng predkoécia.Propagacja sygnatdéw nieustalonych ¥
osrodkach dyspersyjuych byta od dawna przedmiotem wielu prac,
por. np.[ 1 ]. Problem ten ostatnio znéw budzl zainteresowa-
nie ze wzgledu na zastosowania praktyczne takle jak impulso-
we pobudzanie falowoddw, propagacja Swistdéw w duktach magne-
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AR
tosferyczanych, propagacjé sygna¥éw VLF w jonosferze, diagno-
styka plazmy. 1
Opracowanie ninlejsze dotyczy propagacjl sygnatu elektro-
magnetycznego w strukturze prowadzacej jakg stanowi falowdd
ptaski o dwu sciankach doskonale przewodzacych,wypeiniony
izotropows,ziing plazma elektronows posiadajgcg wiasnosé dys-
persji.Pole elektromagnetyczne promieniowane przez 2rédto
umieszczone wewngtrz falowodu mozna przedstawicé albo jako
sume¢ prowadzonych modéw ( rodzajéw falowodowych), albo jako
sume¢ pSl wzdtuz promieni dochodzacych do punktu obserwacjl
drogs kolejnych odbié od scian [2] . W osrodku charakteryzu-
jacym sie dyspersjg czasowa nieuzyteczna staje sig zwykta
metoda optykl geometrycznej, a do asymptotycznej analizy polal
nalezy stosowal koncepcje promieni przestrzenno-czasowych,
wprowadzonych po raz plerwszy przez H.Lewisa.[}] -

W wielu problemach fizycznych pojawla sie pytanie jak
wiele moddw czy wielokrotnie odbitych promieni nalezy uwzg-
lednié przy obliczaniu pola w strukturze prowadzgcej. Odpo-
wied” mozna znale?é stosujgc metodge hybrydows, proﬁﬂniowo—
modows, opracowang w grupie L.B.Felsena [4) [5]. Jak wykazano
w dotychczas przéanalizowanych problemach pfowadzenia pdl,
zastosowanie kombinacji hybrydcwej: pola wzdituz promieni +
mody wymaga uwzglednienla o wiele mniejszej ilosci zardéwno
promieni jak i modéw, anizell opis rozktradu pola tylko przez
sume modéw lub tylko przez sume pSl wzd}uz promieni. Sformu-
towanie hybrydowe daje tez mozliwogd rozwigzania konkretnych
zadan dla osrodkdw niejednorodnych, dla péiprzepuszczalnych
sciénel czy przeszkdd wewnatrz falowodu. W rozwigzanych do-
tgd metodg hybrydows problemach nie rozpatrywanc struktur
wypetnionych osrodkiem dyspersyjnym.Autorka tej pracy pracu-
je nad tym ostatnim zagadnieniem poszukujgc sformulowania
hybrydowego dla modéw i promienl przestrzenng-czasowych [67.

Asymptotyczny opis pola metods promlenl przestrzenno-cza-
sowych rawodzd w poblizu czota. sygnatu (frontu fali). Pole
w tym obszarze czagowym tzn. dla t¢:§ ,gdzle ' r - wspdrrzedna
punktu obserwacji, przedstawia sie przez funkcje¢ przejsciowsg
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dobrang stosownie do badanego problemu. Temu zadaniu poswie-
cone bedg dalsze rozwazania niniejszej pracy. Przedstawidne
wyniki obejmujg kolejnc: 1.funkcje Greena dla ptaskiego fdlo-
wodu wypeinionego osrodkiem niedyspersyjnym, 2. funkcje Gree-
na dla ptaskiego falowodu wypeinionego jzdnorodng plazmg
elektronowg 3. funkcje przejsciowg ~ opisujgcg pole w pobli;
zu czotra sygnatu w falowod%ie wWypetnionym niejednorodng plaz-

mg elektronowa.

11/ Funkcja Greena dla ptaskiego falowodu wypetnionego ogrod-
kiem niedyspersyjnym.

Dazgc do okreslenia pola w falowodzie &ypeknionym osrod-
kiem plazmowym rozwigzywac bedzlemy zadanie dwuwymiarowe:
jedna zmienna przestrzenna i zmienna czasowa. Zadanle takie,
choé uproszczone, zawiera najbardziej istotny dla nas element
- dowolng zaleznos¢ od czasu, a rozwigzywane réwnania sg row-
naniami hiperbolicznymi. Jako etap wstepny do dalszych roz-
wazan przeanalizujemy przypadek wypetnienia niedyspersyjnego
migdzy dwieﬁa ptaszczyznami .Poszukujemy funkejl Greena dla
réwnania falowego z warunkami brzegowyml typu Neumanna. Funk-
cja G (potencjatr skalarny przez ktdéry mozna wyrazié pole )
speinia naste¢pujgce rdéwnanie : i

i [ B - & ] Glagt) == 5(1) dl)

c .

gdzie ¢ - predkosé swiatta, Zrédto o charakterystyce- impulso-
wej 4(t) umieszczone jest na ptaszczyinie z = z, pomigdzy
dwiema  doskonale przewodzacyni ptraszczyznami z = O oraz

z = a, na ktérych funkcja G spetnia warunki brzegowe typu

Neumanna :

/2/ %Q—:O dlaz:Oorrazz=a
7 4 i

Rozwiazaniem réwnania /1/ jest funkcja Heaviside'a ( np.['7])



A
£U (¢t -p2l), zdefiniowana nastepujaco:
{O dla x <o

1dla x% 0
Rozwiazania /1/ z warunkami /2/ poszukujemy metoda obrazdw,

/30 Ulx) =

dodajac fikcyjne Zrdédta, ktdre w sumie powodujg spetnienie
warunku brzegowego. Rozk¥ad tych Zrddel ilustruje schematy-
cznie rysunek 1.
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Rys.1: Rozk¥ad ZrddeX (do n=2) w rozwigzaniu /4/.

W rezultacie otrzymujemy nastepujacg sume:
= c
/4/ G =(Gy + Gy + Gy + Gy + 04).?_.

gdzie oznaczono:

Gy = U (et = |2-2.])

6, ="§ U(r_t-l.z-?.m\-rz,J)
G, = ZU(ct —‘7.-20.1\-2.,[)
Gam ZU(ct —|z+lan -z,[)



Gy =i U(ct -Iz+lmm,+z.|)
1

Poniewaz interesuje nas rozwigzanie dla punktu obserwac ji
migdzy ptaszczyznami tzn. dla 0< z< a ,mozna w kolejnych fun-
kcjach G modut zastgpié odpowiednimi znakami. Funkcje G,
mozna , przesuwajgc wskafnik sumowania n, wtgczyé do odpowied-
niej sumy w zaleznosci od tego jakl jest znak [z - zol. Inte~
Tesuje nas pole w konkretnej chwili czasu t < @ . Przyjmujac,
iz np. ¢t= z - z, + 2aM, gdzie U - maksymalna liczba odbié,
otrzymamy w kazdej z sum G1y2,3'4 — poczynajac od M + 1 —
wszystkie funkcje U (¢t - (z-z  + 2an {]= Odlany M+ 1.

Przeprowadzone rozumowanie, choé dotyczy elementarnie
prostego problemu, wskazuje na wazny aspekt mechanizmu propa-
gacji - w wybranym uktadzle prowadzgcym rozchodzg si¢ cztery
czota (fronty)falows.

I1I/ Funkcja Greena dla piaskiego falowodu wypelnionego jedno-
rodng plazmg elektronows.

Funkc ja Greena dla zimnej plazmy elektrongwej spelnia,
w przypadku jednej zmiennej przestrzennej, naggujqce réamanie
typu Kleins-Gordona : i

o, [1_ S B il W;)J G (33t) =-d(4) I[2-2,)

o B (5= S

gdzlew, oznacza czestosé plazmowsg charakteryzujaca osrodek.
Zgdamy , aby funkcja 0 spelniala zasade przyczynowosci:
/10/ G=0 dlat<o0

Rozwigzaniem Scistym tego problemu jest funkcja Bessla JO :

G=% JoFg\/cTt‘—(l-z.)‘ ) U (ct‘ll‘I-l)_

ZakYadamy, ze plazma ograniczona jest dwoma doskonale prze-
wodzgcymi ptaszczyznami, na ktdrych sg speilnione warunki /2/.



B
Rozwiazanie réwnania /9/ z warunkamidbrzegowymi typu Neumana
/2/ mozna otrzymaé tak jak w punkcie II/ metodg kolejnych
odbié. W wyniku otrzymujemy :

= LG
/1Y 6 =[G, + 6, + 6y £ 6, )%

gdzie a \/‘(.1 [7. 'Za+2a-n} U [Lt -2 +2a,\)}

ol
J,( \/c?t ~(2+2+2am) U[ot 240 rm,h)}
o2

(.£2 b= 2.;-2111'\ U[‘-t (2- 10‘7517\)}

]

oMt oMy oMn 0(\/13

0

G4 =

80 (%?\[Gt’—[hzo*hm)l U[at'(vzo 'Zu’h)]
Uzyskane rozwigzanie jest rozwigzaniem sScistym, opisujacym
pole w catej przestrzeni (z,t) , a wiec réwniez w poblizu
czota sygnatu. W zapisie /11/ uwzgledniono iz interesujg nas
punkty obserwacji dla kxtdrych zachodzi 0<z <{a oraz dla
ustalenia uwagi pljzngto Z = 207 0. Interesuje nas konkretny
czas obserwacji t<eo . Przyjmijmy , ze ct{ z - z, 2afi+1),
wobec tego w kolejnych sumach prowadzimy sumowanie do M -
maksymalnej liczby odbidé. Stosujgc wzdr sumacyjny Poissona
18}, [9) , mozna powyzsze rozwigzanie zapisaé w postaci sty
adpowiednich moddw.

Wzdr ten, w postaciczesciowej" przyblera postad (por.LQ ]. [5])

soe UM
| ] 'l Y
iy -7 e 3 pad
/12/ Z Qn " % Fo 0 fn P g LZ_OOJ %&Q dw ) 4w mEaq
0

Wzdr /13/ mozna zastosowaé kolejno do G1, G?_,GB,G4.
Po przeksztaXcenliach mozna pokaza®,ze zachodzl
2N M
) e T
[ 5 UP i L)’

0 ! o/

o’
ala (,f.) 2520 u‘-—\'
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Po skorzystaniu z danych w tablicach D1], Bé]’wzoréw. otrzymamy a.f
dia plerwsze] sumy :

ks (T, = ‘EI'JO( WU(LQ 'Hz),{ o(‘!.P e (,.7'.;,,;1 -”'Zd]
s
sint Yool + Gh)* il B
s Viwe + (&) 4 ! x UEt (z-2, Zuh_?_)_

IV/ Pole w poblizu czola sygnatu w falowodzie wypelniomym
niejednorodna plazmag.

[t

%Alil d

W pewnych,specjalnych pfzypadkach, jak rozpatrywane powy-
ze] rdéwnanie Kleina-Gordona ze statymi wspdétczynnikaml, pole
nieustalonego sygnaiu wmozna wyrezié w zamknietej postaci przez
znane funkcje, lecz ogdlnie przedstawia sie je w postacl catko-
wejy reprezentacje catkowg otrzymule sle przez ca;kowanie roz-—
wigzan harmonicznych wzgledem czestosci. Czgsto, dla osrodkdw
niejednorodnych, rozwigzania harmoniczne réwnari falowych sa

mozliwe do znalezienia jedynie w postaci catek lub szere-
gow, Dlatego tez dla uzyskania informacji o sygnarach nieusta-
lonych siega sie po metody asymptotyczne. Owocng i dajgecg fi-
zyczng interpretacje zjawiska metodsg jest wspomniana juz pro-
cedura promieni przestrzenno-czasowych wiazaca si¢ z techniksg
punktu siodowego [37), {07, [13].

Typowe przedstawienie catkowe pola sygnatu nieustaloneg%

na praszczyznie zmiennej zespolonej w ma postac:
RN

w)

/14/ I‘l( Ty 5ﬂ( ) 420

-+
gdzie q(w) = k(w) z - wt ,
k( w) ogznacza zalezng od czestosci liczbe falowg :lokalne]
fali ptaskiej, z - parametr zwiszany z odlegloscia, f(w,z)
jest amplituda lokalnej fali ptaskiej. Droga catkowania jest
tak dobrana, aby przechodzika ponad osobliwosciami wyrazenia
podcatkowegc, co zapewni speinienie zasady przyczynowosci.
Zakiada sig, ze k(w) ~ ¥ dlawsn, gdzle c- predkosé swia’ tra
W proézni.
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Wtasnos$ci asymptotyczne catki /14/ bada sig przy zalozeniu,

iz parametr z jest duzy. Po odpcwlednim przeskalowaniu mozna
alternatywnie wprowadzic¢ duzy parametr zwigzany z wtrasnoscia-
mi osrodka np. duzg czestosciy plazmowa. G¥éwny przyczynek do
catki typu /14/ pochodzi od punktéw siodtowych . okreslonych
przez :

i A
115/ f}f;; -0 K(w)=F N,
Wy

gdzie v_ oznacza predkosé grupowg "paczki" falowej wokd® .
Krzywe, na ktérych «J, jest state definiujgq promienie przest-
rzenno-czasowe. Pole opisane réwnaniami zwyczajnymi wzdXuz
tych promieni odpowiada czesci g@éwnej sygnatu, rozchodzgcej
sig¢ z predkoscig grupowg. Ten wynik asymptotyczny przestaje
obowigzywaé dla punktdéw obserwacjl w poblizu czota sygnalu,
odpowiadajgcych pierwszemu prekursorowl, gdzie zachodzi z =ct.
Dla czgstosci odpowiadajgcych najwiekszej predkosci - ¢ -
rozchodzenia sie poczatkowego zaburzenia,dérodek tracli wtas-
nosé dyspersji.Réwnanie dyspersyjne, wigzgce wektor falowy z
czestoscig, ma dla waoce postad takg jak dla prézniw = kc .
Pole w poblizu czota sygnaiu jest tworzone przez sktradowe
wysokoczestotliwoéciowe [10), [13] . Metoda punktu siodtowego
staje sle wtedy bezuzyteczna, gdyz {'ét7i promienie nie opisu-
ja tej czesci sygnalu.Dla opisu pola w omawianym zakresie wpro=-
wadza sie funkcje przejsciows.

Pcniewaz gtdéwny przyczynek do /14/ dla t =

z
<

pochodzi od

zakresu wysokich czestotliwosci, mozna przyja¢ , zZe zachodzi :
o Wa (2

A k(wlz)r\/ ¢ _cTJ w > o

gdzie Wo wielko$é zwigzana z parametrami ogrodka.

W przypadku rozpatrywanego modelu plazmy elektronowej, w ktérej

pole jest opisane rdwnaniem Kleina-Gordona, zwiazek dyspersyj-
ny ma postad

/11/ ck o= Vwt-wer



- 11 =
z wzoru /17/ otrzymujemy

2
/11e/ x=%Vi-%h T ¥ _ ¥ h w oo

&

Nasteﬁnym zatozeniem jest:
4
/et (wr)~B(2) (¥

gdzie B (z)-wolnozmienna funkcja z niezalezna od czestosci .
Korzystajgc z zatozer /16/ 1 /17/ mozna dla t=% calke/14/
sprowadzié do postaci odpowiadajgcej transformacie Laplacea
dla funkji J, [10], i1] :

=4 k)
L1958 | ixp v B%} : ﬂh}‘.p [’L(a‘t);)

gdzie J (x) jest funkcjs Bessla argumentu x, U= t-% (mate),

22
a = “‘é—'dla osrodka jednorodnego, lub
z
1 2
a =fJ Wy (})dj dla oérodka niejednorodnego.

0 W,
W przypadku rozpatrywanego modelu plazmy elektronowe]j Wy = 7}

(por./17/). PoniWwaz dla tego przypadku scistym rozwiszaniem

réwnania /9/ jest funkcja Jo(wp \/t‘—@-)" ) to jesli dla ct=1
eI 15 i

zastapimy Vt?- 2 wielkoscig \/q z (¢ -.:.) otrzymamy

funkcje¢ przejsclowg typu /19/ ktadac B=-4 . }

Wobec tego dla badanego osrodka funkcja I p DPprzyblera postac

o/ 1,~B Fo (o))

Dla zZrddta umieszczonego w niejednorodnej plazmie migdzy dwo-
ma ptaszczyznami doskonale przewodzacyml ( probdlem /9/ /2/
dla wp: WP(Z)) przez analogie z przypadkiem wypeinienia jednorod-
negolfunkcje Greena mozna zapisaé jako sumg¢ czterech rodzajéw
funkeji G; / 11/ .Czoto sygnatu dla kazdej z funkcji Gy

jest opisane funkcja przejsciowa /20/. Funkcje G za czolem



= Qi =
sygnatu mo.ns przedstawié jako sume pdl wzdiuz czterech rodza-
jéw promieni. W tym opisie asymptotycznym znene , sclste roz-
wigzarnia (dla Wp = const.) stuzg jako rozwigzania problemu
Kanonicznego i aostarczajg, poczatkowych wartosci pola w oto~
czeniu Zrddza, a metods promieni przestrzenno-czasowych zna*-
duje sie rozwigzanie w innych punktach (z,t).
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