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Tomasz Jabiaiski

Zak¥ad Teorii Fal Elektromagnetyecznych

SPEKTRALNE WLASNOSCI OPERATCROW NIESAMOSFRZEZONYCH
W ELEETROMAGNETYCZNYCH ZAGADNIENIACH BRZEGOWYCH

Wstep

Praca zawiera opis metod matematycznych, wykorzystujgcych
spektralng teorig¢ operatoréw w przestrzeniacﬁ Hilberta, przyda-
tnych do analizy pdl elektromagnetycznych w zagadnieniach dy-
frakcji, promieniowania, a takize propagecji /falowody/. Metody
te sg mlternatyws dla metod asymptotycznych optyki geometrycz-
nej i sg szczegdlnie efektywne do wyznaczania pél w przypadku,
gdy dtugosé fali poréwnywalna jest z rozmiarami obiektu./przypa-
dek ten znajduje si¢ poze zakresem stosowalnogci metod asympto-
tycznych/ oraz do badania wkasnoéci regonansowych obiektéw,

W pracy podene sg schematy giéwnych metod spektralnych wraz
z duzg iloscig ich weriantéw stosowalnych przy réznych specyfi-
cznych werunkach brzegowych. GXéwny nacisk poXozony jest na sfor-
muXowanie matematycznych kryteridw stosowelnoéci tych metod. Pra-
ca ma na celu stworzenie bazy oraz dostarczenie matematycznego
"narzedzia" do rozwigzywania problemdéw praktycznych w przyszio-
Bci, Wychodzi ona na przeciw wzrastajacemu zapotrzebowaniu prak-
tykéw, ktorzy w ostatnich latach coraz czesciej i w coraz bar-
dziej skomplikowanych problemach elektromagnetyzmu zéczynajq sto-

sowaé¢ metody spektrakne, czesto bez wystarczajgcego matematyczne-



e
go usprawiedliwienia., Dostarcza ponadto szeregu nietrywialnych,
stymulujgcych pytan dla matematykdw.

ook

Rozdziatr 1. Schematy podstawowych metod spektralnych.

1.1 Metoda rozktadu na funkcije wiasne /NRW/.
Schemat MRW zilustrujemy na klasycznym przykradzie. Rozwaz-

my problem:
4 ] ¢
(a+kYu=0 w LR~D k>0
w =
=t
lxl(gﬁ-éku)qo, [x[ - o=
gdzie J! - obszar nieograniczony na zewnatrz skaiczonego obiek—

szghwgmMummmP,Pe&.

Jesli szukemy rozwigzania w postaci:

Lkr
ws Yo qody e
B

to

Tg =%
gdzie

Lkr'

/1l 1/ “)5 ngr 3(3)&2

To, co praktycy nazweli metodg rozk*adu na funkcje wiasne
/URW/ jest niczym innym, niz metodg Pikarda rozwigzywania samo—
sprzezonych réwnar carkowych pierwszego rodzaju.

Praktycy zaktadajg /najczeéciej bez sprawizenia/, ze:

1/ operator T ma wektory wXasne:
11 :Ajfj ) 3o 15258y Al AT
2/ operator T nie posiada wektoréw stowarzyszonych /to znaczy

nietrywialnych rozwigzai réwnenia:



e

/M =1/t =

dla pewnego ne¢N, n»2 oraz AeC/,
3/ zbidér wektordw wiszsnych /,=.system wlasny/ operatora T: ifji,‘:
tworzy baze Riesza w przestrzeni H = L (i) /patrz definicja
ponizej/

Przy powyzszych zarozeniach réwnanies
Tg =1

rozwlgzuje sie przy pomocy prostej formuty /lkonsekwencja zacho-
dzenia réwnoéci Parsevala/:

s % )\U«) i

gdzie ("')H- iloczyn skalarny w H.

Na tym w zasadzie polega MRW, Jest ona uzywana bez analizy
metematycznej przez praktykéw na przykiad w [1] 5 [2] s [3] . [4].
W obszarze rezonansowym, jest ona niezwykle dogodna z praktyczne-
go punktu widzenia, gdyz wtedy w formule na g tylko kilka czXonéw
posiada wspbéXczynniki istotnie rézne od zera, Ponadto, znajomosc
"modéw wiasnych" pozwala na gtebszy fizyczny wglad w istote bada-
nego zjawiska.
Definicja
Niech:

ihﬁiﬂi - baze ortonormalna w przesirzeni Hilberta H,
4
4=m0<m1<m2(... ~ cigg liczb carkowitych, m, 00 pray 15,

H, = SP&D/ iy v isiee gl
5 T e 411 /s
Ql = ortoprojektor na Bl’
{IJ'SJI:'S - zupeiny system minimalny w H,
P. = span/ £ , R [l L 7
* B el o T
Pl - projektor ne Fl.

Wtedy:
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1/ System {f K tworzy baze Riesza w H /oznaczenie: {fjleR/H/ s
jeéli istnie_]e izomorfizm B taki, ze ¢
Bh, = £ «. dla wszystkich jeN.
2/ System {fj];:“ tworzy baze¢ Riesza z nawiasami w H /oznaczenie:
tfj]enb/‘a/ /, jeéli istnieje izomorfizm B-teki, Ze
BHl = dla wezystkich 1e&X

1 :
3/ System t:t j}.j: tworzy baze Bari z nawiasami w H /oznaczenie:

lr }enb/ﬂ/ PR T O
’ 2 IR-Quly <o

Dalekie od trywialnych pytania, jakie sig natych.m:.a.st poja—
wiajg w zwigzku z MRW, sg nastgpujgce:
1/ Czy prawds jest, Ze niesamosprzezony i zwarty /a taki wXasnie
jest/ operator T ma w ogdéle wartofci wxasne? /a priori nie musij;
np. operatory Volterry nie majs niezerowych warto$ci wiasnych/.
2/ Czy system wiasny operatora T jest zupexny wH = L2(r')?
3/ Czy zupeilny system wiasny operatora T tworzy bazg Riesza w Lz([‘)?
/zupeln,y system w H nie musi tworzyé bazy w H: na przykiad -
L /0 1/ £ /1/ x®, n=0,1,2,... wtedy nie dla kazdego
SéL/O i/ g= Zgux fo
4/ Zabzmy, ze system wiasny operatora T nie tworzy bazy Riesza
wH= L2(l") /z algebry liniowej wiadomo, Ze system wiasny niesa-
mosprz¢zonego operatora nie musi tworzyé bazy: na przykXad A
dziatajgecy w Bzz A =(1 1

01
Wtedy: czy 1 kiedy zbidr wszystkich wektordéw stowarzyszonych

) posiada tylko jeden wektor wiasny/.

/.=.system stowarzyszony/ operatora T tworzy baze Riesza w H?
/Wiadomo, ze w R® dla kazdego operatora /macierzy/ system stowa-
rzyszony tworzy bazg w B2 i kazda baza jest bazg Rieszaj w nie-
skaiczenie-wymiarowe]j przestrzeni Hilberta jest to nieprawdg/.
5/ Kiedy operator T nie posiada wektoréw stowarzyszonych, a jedy-
nie wrasne, tworzgce baze w H?

Z praktycznego punktu widzenia najistotniejsze sg pozytywne
odpowiedzi na pytania 1/, 4/, 5/. O tym, Ze pytania powyzszego



typu sg nietrywialne niech swiadczy fakt, ze nic nie wiadomo o
istnieniu i wiasnoSciach funkcji wiasnych dla podstawowego w te-

orii laserdéw réwnania:
A

= 92
/1.1.2/ S e‘Lng)] 1’2(3) cl;j = N0

~ 4

Na szczgscie sytuacja jest znacznie lepsza w przypadku wielu ope-

ratoréw interesujgcych praktykéw /miedzy innymi operatora T/.

1.2 Metoda rozkXadu wzgledem osobliwoSci 0/

Schemat MRO zilustrujemy na nastepujacym prﬂblemie /niesta-
cjonarnym/:

flU, =8u =0 L t70, xeRcR
U =0
w(0x)=0 ) W (o) =f0 £eldR)

gdzie J1 - obszar nieograniczony na zewngtrz skaiczonego obiektu
D z gXadkg powierzchniqi’, F&CE.
Jeéli wezmiemy funkeje Green’a nastepujgcego problemu:
{(—a +kz)G=é-(k-‘3) w Jl, Rek>0
Glp =0
10 rozwigzanie u mozna napisaé w postaci:

Ctedd
A Wkt ‘
Rl U= 577 @ Vix,k) ok

C=-L0

vix, k)= ie(x.g.-k‘)#(s)c’tg

Zaxézmy, ze v/x,k/ jest meromorficzne w catej k-ptaszczyinie ze-
spolonej /dla problemu przykXadowego jest to prawdg; cf.[ﬁ]/

oraz, ze v/X,k/ spetnia nastepujace oszacowanie:

gdzie

/1.2.2/ I\/()(]k)‘ . £ &=t y0, 0.?%

: A+1k(® ¢
dla Rek ) -4, ]Imkl)NA, A>o0,
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Oszacowanie to pochodzi od Lax’a-Philips’sa [-_-6:[.

Spetnienie powyzszych zaXozer pozwala przesunas w lewe kon-
tur calkowania w /1.2.1/, w wyniku czego otrzymujemy nastepujgcy
rozk2ad /asymptotyczny/ rozwigzania wzg}édem osobliwodci funkeji
Green'a G/x,y,-kz/:

1823/ W= %;f:m im i gt c(e_—mek,,n)

gdzie kj - bieguny funkcji G/x,y.-kz/, bj - ich krotnodci.
Hozkad /1.2.3/ jest rozkiadem typu MRO. Suma jest wkiadem
residudw w biegunach k,, j<K, zaé reszta pochodzi 2z oszacowania
catki w /1.2.1/ z c{~[Re k.NI. Zauwaimy jeszcze, Ze
m=4
kt +

Sl k;t
kekj (k=)™ 7 (m-)]

e

Uwaga: y

Gzéwna trudnoéé w zastosowaniu MRO polega na udowodnieniu
zachodzenia /1.2.2/. Sama meromorficznoéé funkeji v/x,k/ nie wy-
starcza do otrzymania /1.2.3/, gdytz istnieje mozliwcé¢ wystepowa-
nia biegunéw -€, +(lW, 2z bardzo maiym €7C i bardzo duzym Wn.

V. zwigzku z MRO powstajg nastepujgce pytania:
1/ Co mozne powiedzieé o poozeniu biegunéw kj?
2/ Kiedy zachodzi oszacowanie /1.2.2/7
3/ Jakie sg wiesnoéci biegunéw kj?
4/ Jak te bieguny wyliczaéd?

5/ Czy bieguny zalezg w sposdb ciggly od brzegu obiektu?
6/ W jakim stopniu zbiér biegundw ikﬁ, Re kj(o, determinuje
ksztatt obiektu?

Wykorzystujge praktycznie MRC zakleda sig, ze tylko kilka
czzondw w /1.2,3/ jest istotnych, na przyklad pierwsze trzy /tak
bedzie, gdy iﬁe kjb)]ne k3| + 3>3/. Mierzy si¢ nastgpnie ekspery-
mentalnie chwilowe pola u/x,%/ i wyznacze bieguny k,', k2' k3 Za=
k¥adajgc przy tym, Ze potozenie tych trzech biegunéw funkcji Greem'sz
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G/x,y,-xz/ dostarcza wystarczajgcg ilos¢ informacji do zidentyfi-
kowaniz cbiektu I = R3 ~Jl . Zarozenie to nie posiada dotychczas
poparcia teoretycznego.

W oparciu o powyzsze rozwazania mozna sformutowaé interesu-
jacy problem odwroiny: ’
Dany zbiér liczb zespolonych {kjg, Re k, {0. Znalesé obiekt roz-
praszejgey taki, ze funkcja Green's dla tego obiektu ma bieguny
{kja. Rozstrzygngé przy tym nalezy, czy zbiér {k31 determinuje
obiekt jednoznacznie oraz podaé ograniczenia, Jekie trzeba naXo-
zy¢é na zbidr {kj}, aby byt to zbiér biegundw funkcji Green’a pew-
nego obiektu,

Powytszy problem pozostaje dotychczas otwarty, Znany jest
jedynie nastepujgey fakt /cf.[b]/: jegli obiekt jest typu gwiazdy
oraz warunek brzegowy jest warunkiem Dirichlet’s, to {kJ} speX-

nia warunek:
|Rekj| > & W |lwki+ & , a>0

Z praktycznego punktu widzenia sformulowany wyze] problem
odwrctny nie wyglgda zbyt obiecujgco, poniewaz tylko w niewielu
przypedkach znane sg zespolone bieguny. Co wigcej, wydaje sig ma-
Yo mozliwym wycigganie wnioskéw ogélnych o obiekcie bez powaznego
zawgzenia klesy rozwazanych obiektéw /ne przyktad jesli a priori
wiadomo, Ze analizowanym obiektem jest jakad kule, to wtedy mozna
w oparciu o MRO wyznaczyé jej promier/. Dlatego wydaje sig, ze
w celu praktycznego wykorzystania MRC do identyfikacji obiektow,
lepiej jest sporzgdzié¢ empiryczne tabele odpowiedzi dla typowych
obiektdw, niz rozwijaé matematyczng teorie w oparciu o sformuXo-
wany problem odwrotny. Jednskowoz, problem ten pozostaje bardzo

interesujgcym z matematycznego punktu widzenisz,

Hozdzigx 2, Matemetyczne aspekty metod MRW i MNRO,

Rozdzia ten zawiera podstawowe fakty znane matematykom,
zwigzane z metodemi MRW i [RO. Podene sg odpoviedzi na najistot-

niejsze pytania zadene w rozdziesle 1 oraz sformuXowane sg gXdéwne



problemy otwarte, w przypadkach gdy takie odpowiedzi pozostejg
nieznane. PeXne dowody matematyczne zostaty pominiete, poniewaz
sg one trudne dla niespecjalistéw z anai'iZy spektralnej, sg dXu-

gie, a mozna je znaleié¢ w cytowanej literaturze,

2.1. Zupetnosé¢ systemu stowarzyszonego operatora liniowegc A

w_przestrzeni Hilberta H.

Moze byé ona ustalona w oparciu o nastepujgce twierdzenia:
Twierdgenie /2.1.1/ /Gohberg-Krein [7]/
Jesli L jest samosprzezonym operatorem w przestrzeni Hilberta

H z widmem dyskretnym, O #¢fL), Q jest operatorem liniowym,
D/ D>D/L/, L7 'Q jest zwerty oraz p/L-1Q 17/ (oo, whedy
system stowarzyszony operatora

A=L+Q
jest zupeknj w H.
Uwaga:
p/T/ £ o= oznacza, ée T jest zwarty oraz g‘sé’/ T /L+oe
gdzie 8, 84 wartosciami singularnymi ope;gtora T, to znaczy war-
toéciami wrasnymi operatora |T| = / T*T
Twierdzenie /2.1.2/ /Gohberg-Krein [7]/

Jeéli operator A jest zwarty, dyssypatywny, Im A jest operato=-

rem nukleernym, lim inf n-sn/ 4 / = 0, to system stowarzyszony
operatora A jest zupeiny w H.

Uwaga:

Uperator liniowy A nazywamy dyssypatywnym, jeéli dla kazdego fe€D/A/
Im/ Af,f /.>0.

Zwarty ope}itor liniowy A nazywamy nuklearnym, jes$li ﬁ_’ sn/."._/<v0°
Twierdzenie /2.1.3/ /Ram [8]/ s

Jeéli operator A»C jest zwarty, E jest dyssypatywvny i nukle-

erny, to system stowarzyszony operatora A + 3 jest zupeiny w H.

Irzykiad,
Operator T zdefiniowany » /1.1.1/:
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£ g04) dy

Rl
37 Jung
n

of

dziazzjgey w H = L2(F) , mozna rozbié¢ na sume:

T = T1 + T2

gdzie =

9= § i, 39y

Ytedy Td;;G, be jsdro é% jest dodatnio okredlone, T1 Jjest

zZwaryy 1 samosprzgiony, bo jest operatorem catkowym ze stabg oso-
tliwogcig. Zatwo pokazuje si¢ dyssypatywno$é i nuklesrnodé opera-
tore T2 /nuklearncéé w oparciu o dostateczna gradkosé jadra T2/.
Zatem, 2 twierdzenie /2.1.3/ otrzymujemy zupeinoéé systemu stowa-
rzyszonegoe operatora T w H = LZ(P).

Twierdzenie /2,1,4/ /Simon-Reed [9]/

Jefli A-operator nuklearny, ktory jest silrnie m-akretywny,
to znaczy, fe dla kazdego £ I istnieje € > 0 takie, Ze
erg[/ L,hL /& V=€
to system stowarzyszony operatora A generuje catg przestrzed H.
Uwaga:
Niech & jest cperatorem silnie m- skretywnym, niech A&l ,

Wtedy:

Ren<o = AéG( < HA-N € (R

2.2, BazowoS¢ systemu STOWErzysSzCOnego niesamocprzeZonego opera—

tora A dziarajgcego w przesirzeni Hilberta He.

Przez bazovwodé systemu stowarzyczonego operstors rozumiemy
fakt, Ze zbidr wszystkich wektordw stowarzyszonych operatora two=
rzy bazg w H. Naszs wiedzz ne temat spektrelnyech wrasnoSci opera-
torcw niesamosprz¢zonych jest bardzc ograniczona, Na przykaed nie
wiadomo, jak baded te wasncéci w przypadku operatora z réwnenia
/141.2/. Jeéli niesamosprzezony operator jest stabym zaburzeniem

operatcra samosprzezonego /w sensie zdefiniowanym ponizej/, to
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przy pewnyck zaIogeniach dotyczgeyca dystrytucji wertosci wias.pyeo
takiego operatore, udzje sic uz;3kaé bazowosé systenn: FLOWArIYSLO-
nego, dokradnieje i
aiech L - gestn okreslomy, samosprzezony operator z widmem dyo=
kretnym, dzieteajgcy w przestrzeni Hilberta H, O & é’(u‘.), Zaldzmy
ponadtc, ze spelnicay jest nastgpu;s2y werunek dotyczery vonhios
du wartogci wiasnych:

/2.2.1/ M=cnfe 0™ , rse
’

gdzie » 70, c>C, p1(_p.

Rozwazmy operator A

o DILS = T/T/

J2.2:2/ A= Lo+

£

bliszki operatorowi L w tyz seasic, Zze cperator /niesamosorzesony.
Q Jlest aubexiynocwary % stesunku do 4, to zZnaczy:
N ’ i
dle kagdegs fel/L /: iethy & cagt: il
- Py
gdzie a ¢ orez D/ DTS,

Poniewasz dls A#E(L} WETY |
A )T el

S PAT o .-.,VL+Q—)«I/“1=q
U S /—11313—8’&5-1/ TRl F
wige Xutwo widaé, ze  Ag 5{R) ¢ ile
1
y i 1 Hi
/2244y AT e G i
’ 1 i / 'l“ i F
Ze zwartoéci LT mamy, 2e
; 1.e a -4
i/ 2 =A1 /7727 & mup Nl A=A
Zatew jesli
: ‘ a
E)‘n')‘g ) I}‘hl Cd.q/
gdzie q >4 2st dcvolne, to warunek /2.2,4/ jest spetniomy.
Cdoviodniliémy zatem
Lemat /Keto [11], Kacneisen [10]/

Niech L - samosprzeiony operator z widmem dyskretnym,
Q - liniowy, subordynowany % stosucku do L,
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A=1+Q
Wtedy ¢(R)c U gdzie
"t e

W= U a0 =Ml <IN g 4943
Fonadto, ¢(HK) jest dyskretne.
/Dyskretnoéé widma wyniks ze zwartosci operatora / L - )\I/-1 i
ograniczonosci operatora {I + /L =AI /—1I.E‘I..-aﬂll-1 W /2c2a3/ /e

W oparciu o powyzszy lemat, wykorzystujgc wiasno$ci projek-

toréw spektralnych, cszacowania dla rezolwenty operatora A oraz
informacje o dystrybucji wartoéci wasnych /co pozwala tak podo-
bieraé¢ kontury catkowania w catkach Rieszs, aby odpowiednie sze-
regi byty zbiezne/ Kacnelson w [30}, a takze Agranovich w [1]
uzyskali podstawowe twierdzenie o bazowofci systemu stowarzyszo-
nego operetora A:
Iwierdzenie /2.2,5/ /Kacnelson [10]/
Przy zaXozeniach /2.2.1/:

7 e T ) {rj} & R /H/

p/1 -8/ >1 = {fjl & B, /B/

: Bl ="a/iz 2 {rjg € R/H/ /Ramz [311]/

gdzie {fj};: - system stowarzyszony operatora A zdefiniowanego
W/ 2e2e2/

Owage:

Przy pewnych dodatkowych zalozeniach Agrancvich [1] pckazal,
ze szeregl rozwijane wzgledem bazowych wektordéw stowarzyszonych
8§ szybko-zbtiezne,

Uwaga:

nykorzystujac powyzsze twierdzenie pokazuje sie bazowoéé sys-

temu stowarzyszonsgo dla operatora T zdefiniowanego w /1.1.1/

orcz wszystkich operatorédw generos

ych przez zagadnienia brzego-

we w wariantach metody MRW, cpicanych w rozdziale 3 tej pracy,

/Szczeglty - pairz dodatek w [1]/.



2¢J. Istnienie bazy ortonormalne; zicicne; *yiko o weltordw

wiasayche

Froblem ten ma znaczenie przki:aes

g8Cyz zatwie) wyliczs

siz wektory wiasne, niz stowarzyszone, Wiedome, 2€ operatory nor-

x E 3 ; . . : o
nalne / AA” = A"A / nie posciadajg wektordw stowarzyszonych, Wy-

starczy zeatem podad¢ warunek dostzteezny ns tc, 8ty dany operstor

ot

byl normalny. Jesli znane jest jezc jadro, tc warunek tern jes
zazvyczaj pewnym warunkiem dotyczacym Drzegu | rozvszanegs obie-
tud
Przyktrad 1.[e]
Rozwazmy operator T zdefiniowany w /1.7.1/. Zaiwe pokazuje sig,
ze 3adrc C/x,y/ operatora C = TTF - ToT Wynosi:

5 i 1 " 1
23,1/ Clay= 2t | aedkBo G o

r\

T 1Cn2r;t Y:;

m

etem, T jest normelny iff C/x,y/ = 0 mal'.

o

(]

nikanie /2,3,1/ jeet waruckien dotyczacym powierzonni it

nionym ne prazykrad dla sfery!

; & L , At
Bysil eit itgydas hfe NVEEL
-a
Tuve] jgdrc cperetere T = g wynosi:
i
D(x‘ﬂ) = 2L _\’ ou«u{(_x—nhziaz
—-a

*aruzek D/x,y/ =0 dla x,y€ [2,&] Jest ocsywiscie spelriony. Za-
-

tex E jest operctorem normzlinym w If,-’—a,a/ 1z jego wektorow

wigsnych mozna zbudcwad baze criznormalnzg w

Twaga:

Normalnosé operatora nie jest warun¥iem KCpiecraym ne Dezowdse
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rz, d nieskaiczenie-wymierowych

ch Hilverta istri zwazrte cperatory, ktérych wek-

©

Srie Tozpinaly care 1, a ktére nie sy podobne do operato-
3 o

: ; ; ]
2év normalnyen proyedad - of. [14]/.

f?] aformuz owasy Jest nestepujgey fakt:

Podoprzesirzan wiasna 1 pocaprzestrzed stowarzyszona zwartego ope-
gce wartosci wiasnej A pokrywajs sie

iegunem prostym rezolwenty /A~ )\I/"1
£=0 D /fA- AL/P =

ivp iff 3/ operator A= AJl nie posiada zer w podprzestirzeni

Eange/h= AL/ .

2e4. Lerkelizeceia i1 wrasnodel tiegundw funkciji Green’a,
ek G/x%

.¥.k/ = funkcja Green'a dla zewnetrznego zagadnienia

fa+k)G=-dky =R

| X{—=> 0

. k20

ieograniczory ne zewngtrz skaiczonego obiektu
e e
" Peics)

Funkcja G/x,v,x/ jest mercmorficzra w caie] k-plaszczyinie zespe-

tidr blegundéw funkcji Green'a G/x,y,k/ pckrywe sie ze zbioren
(A ] B . <
Zersfunkeji N Akl 0 = 1,2, .4, gozie )\n/lr/ wartosciami wia=-

’
.

anjxi operatorz T/k/ zdefiniowancgo w /1.1.1/
Lviage;

inene 5@ metody wariacyjne wyliczeniz wartotci wXasnych niesa-

mosprayzonych, zwartych creratordéw /ne przyktad of. 1_16}/.
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Uwaga:

Niewiele wiadomo na temat lokalizacji zespolonych hiegunéw
funkeji Green'a oraz kiedy bieguny te .58 proste. Dysponujemy tyl-
ko cze¢sciowymi informacjami o bardzo szczegédlnych przypadkach,
na dodatek trudnymi do wykorzystania w praktycznych problemach,

2,5. Ogdlna metode wyliczania biegunéw funkcji Green's,

Zostalae ona zaproponowana przez A.G. Bamm’a /cf. chap.IV w
BE]/. Jest wariantem ogdélnej metody projekcji. Zademonstrujemy
jg mé i;ﬁykkadzie problemu z impedancyJnym warunkiem brzegowym:

(a+k®u=0 v R=R-D
_hu,( =0 h=cowst., Reh>0
/2:5.Y/ L~ L—Ukm‘{?(n, X102 , w=%‘

gdzie t—' - jest gradkim brzegiem ograniczonego obszaru D, 2 N
normalng zewnetrzng do I,

Jesli poszukujemy rozwigzania w postaci

2822/ w= g'ﬁrr epdy

to podstawiajge /2.5.2/ do warunku impedancyjnego w /2.5.1/ otrzy-
mu jemy :

/205.3/ E — og
gdzie 2k
[ rﬁ't-
Q‘ i S aNt "-‘Tr&c G’Uﬂaﬁ

=4 S—%Tr_r c(s)da

Kiech ie i.w = baza Riesze w H = L (f") orez
3=
rodstewiejge &, 30 /2.5.3/ i bicrae iloczyn skalarny w hzf M)

£ e, otrzymujemry ukiad rownm ne niezpane wspléZeozynniki c @
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2.5.4 Goiklisis

gdzie

RS e

/ I i ) S . o

L Len me alstriywilsile resnissanye iRy vylio wiedy Y

b G dﬁt[ bnlLL)J = k, P& ";‘\-f;-}\g.
Lewn shroud /2.,5.6/ jest catikowitsy funkojy k. Jiech L) bedg Jjej

vierwiasthaml. Uowednd sie nastepujacy

peliay
(R
; RN : :
Graaice: b5 X2 % 1staieiq i réwre £5 biegunom funkeji
O T ¥ b

arnzn’s ils daperps nrohl

]

toneits, kazdy biegup moZe byd uzy-
skany w ten sposdh.,
Uwaga:

Powvesze metodn stosowalna jest do sueruise] kiasy weaunlkdw
brzegowyeh Swigczejac werurck Dirichlet’s, Neumenn'’a oraz trze-
~iogo rodzeju/. Na prayedad jedii Uj = 0, to /2.5.3/ ma postai:
~ ihQR
g = | S wlasdA = tef

J UTG
=
i

zed /2.5.5/, /£.5.6/ wyglieda nestszpujigen:
Bij = (Tey, e )
d_e‘t[@;\;[k):’:C -1£(J;JCN'
Uwaga:
¥ zastosowuniu prakiycznym metody wystipujg dwa nietrywialne
momenty: 1/ - wyliczenie hij/k’/ w /2.5.4/ oraz 2/ - numeryczne
rozwigzanie réwnania /2.5.6/, W obu przypadkach istniejg stosow-
ne metody w literaturze z analizy numerycznej.
Uwage:
Nietrywianlnie dowoczi sig, %e w kazdym zwartym obszarze prasz-

ezyzny zespolonej bieguny zalezg W ciggry speséb od brzegu obie-
ktu /ef. 56_]/.-
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2.5, Otwarte problemy zwiazane z LEW i MRC,

1/ Zastosowad kryteria na zupernog¢d Ayazowoéé/ systemu stowarzy-
szonego dla réznych operatordw wystgpuiscych w konkreinych
zagadnieniach rozwazanych przez praktykdw,

2/ W zagadnieniach tych, metodg MRW, znalezé rozwigzanie na pols
EM oraz przeasnalizowaé wiasnoSci rezonansowe obiektdw,

3/ Podaé warunki na brzeg & , aby odpcowiadajgey operator by ncr-
melny /patrz 2.3/.

4/ Zbadaé wiasno$ci spektralne operatora catkowego teorii lase-
réw, zdefiniowanego w /1.1.2/.

5/ W jékim stopniu bieguny funkecji Green’a determinujg geometrie
ckiektu rozpraszajgcego?

6/ Rozstrzygnal¢, czy bieguny funkcji Green'a dla zewngtrznego
problemu Dirichlet’s /z wypuk¥ym, gradkim brzegiem/ sg prcste.
/éle impedancyjnych warunkéw brzegowych moga wystgpié¢ bieguny

wyzszych rzeddéw/

~

7/ Rozstrzygnaé, czy rzad bieguna pokrywa sie z krotnodcilg zers

cépowiadajpce; wartosci wXasnej.

8/ Przetestowaé numerycznie metode /2,5/ znajdowania biegundw
funikeji Green'a ne praktycznyck problemach.

9/ Czy mozliwe ject przeiscie z N-D0° w rozwinigeiuw MKRO /1,2.3/

i otrzymsnie w wyniku tege szeregu zbiezroego?

Rozdézisex 3. Yarienty metody MBY w zegadnieniach brzegowych wy—

stepujgcych w praktyce.

niowanisa, czy prepagacii w postaci niejednorodnego fze zrodiami
rovaania Helmheltz'a pewnymi warunkemi brzegovymi /Dirichlet’s,
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W ktérym jeden ze wspbéiczynnikéw zagadnienia /ne przyktad k, £,
h, f, itp./ speznia role wartodci wiasnej /parametru spektralne-
g0/. Warianty MRW réznig si¢ sposobem wprowadzenia parsmetru spe-
ktralnego - étqﬂ biora swoje nazwy - na przykrad: £- metoda,

h - metoda itd.

Dowodzi sig, Ze operator generowany przez pomocnicze zagad-
nienie wiasne me widmo dyskretne /najczeéciej nierzeczywiste -
gdy wystepujg straty energii/ oraz, e jego system wZasny /stowa-
rzyszony/ tworzy bazg¢ w stosownej przestrzeni Hilberta..Pozwala
to poszukiwaé rozwigzania problemu wyjSciowego w posteci rozwi-
nigcis w tej bazie:

U=1"+ ZAu
0 w nan
gdzie U~ - pole pierwotne,
LAt fuﬁkcje wiasne /stowarzyszone/ zagadnienia jednorodnego,
An - wylicza sig, wykorzystujgc zwigzki ortogonalnoéci oraz
zgdajgc, aby U speXniato wyjSciowe réwnanie /warunek
brzegowy/ .
Czgsto zagadnienie wXasne daje sig¢ sprowadzié do réwnowaznego mu
réwnania catkowego i rozwigza¢ numerycznie metodeml wariacy jnymi
lub elementu skaiczonego.

Uniejetno$é wyznaczenia dostatecznej ilosci warto$eci i funk-
cJji wtasnych decyduje o praktycznej uzytecznosci metody w konkret-
nych zagadnieniach. W przypadku, gdy wartoéé ktéregoé z paramet-
réw obiektu jest bliska wartoéci rezonansowej /to zneczy ktorejs
z wertosci wtasnych zagadnienia pomocniczego/, tylko niewielka
iloé¢é wspdXczynnikow A, wystepujgeych w rozwinigeiu rozwigzania
Jest istotnie rézna od zera. Wtedy metym kosztem numerycznym mo-
zZemy otrzymadé dostatecznie doktadne rozwigzsnie dla pola EM. Ne=-
toda nadaje sig do badania wtasnosci rezonansowych dla bardzo sze-
rokiej klasy obiektéw, biorge pod uwage geometrig oraz rodzaj me-
terialu /na przyk*ad przenikalnoéé dielektryczna, czy impedancja
moze byé funkejg porozenia, przypadki siatek metalowych, falowo-
ddw o dowolnym przekroju itp./.
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3,1, Elasyczne k-metoda.

Zilustrujemy Jg ne przykiadzie wewngirznego zagadnienia Dirich-
let'a:
Aut ka :—-? wal,

Yin =0

gdzie V - ograniczony obszar z gredkim brzegiem [' .
Pomocnicze zagadnienie wiasne, jednorodne ma postaéd:

T keu=0 wV
/3.1.1/ u"h‘ ,o

kn pezni tutaj role parametru spektralnege /wartoéci wtasnej/,
Dobrze wiadomo, Ze operator generowany przez to zagadnienie ma
widmo dyskretne i Ze ms miejsce "rzeczywiste" ortogonainosdé fun-
kcji wXasnych:

§ UpttmdV =0 ) s

4

Rozwigzanie poszukujemy w postaci:

1 =
[3eve2/ U= ZAu
gdzie An wyznacza sile korzystajgc ze zwigzkdéw ortogomalinosci tak,

aby speXnione byXo wyjéciowe réwnanie z prawg strong réwng f:

ﬂ ¢ A S#hud\/
"Wk Subdv

Uwaga:

k-metoda nie nadaje sie do zagadnien zewnetrznych. W tym przy-
padku bowiem, dla wszystkich kn, Im kn)'o zaé funkcje wtasne za-
gadnienia /3,1.1/ rosnag na nieskaiczonofci. Wtedy /3.1.2/ nie
speinia warunku wypromieniowania i aby zachowaé rozwigzanie w po-
staci szeregu po funkcjach wasnych nalezaXoby dorgczyé carke po

widmie ciggl¥ym /krére jest wtedy niepustym zbiorem!/, kompensujg-
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cg eksponencjalny wzrost szeregu. Na przyklad dla cylindra o pre-
mieniu 2 , wartoSci wtasne sg pilerwiastkemi rdéwnenia:

A2, -

"m/Kmna/ -2

ze£ funkcje wiasne rosmng jak

e Qalear) (1 ke >0)

C atrakcyjnosci i praktyeznej przydatnodci metody MRW decy=-
duje faki, ze przy innym sposobie wprowadzania parametru spektra-
inego niz w k, udaje si¢ zachowal dyskretnoé¢ widma generowanego

przez zazgadnienie cperatora, réwniez dla zegadnier. zewnetrznych.

3.2, & —metoda.
Przyktadowo rozwazmy problem dle dielektryka z € =const,
Vau+Keu=d  w V©
= e (V)
’A(&.* ku,-f w V =1V
W-wlp=0
W' U7 =
Lau Er ln—o

warunek wypromieniowanis

gdzie vt - obszar ograniczony z gradkim brzegiem [
¥ pomocniczym jednorodnym zesgednieniu wiasnym parametr spektral-
ny wprowadzamy w przenikalnoéé dielektryczng ¢ :

A, +ide,u,=0 whf
Au, + Xy, =0 w VvV’
uu1+ i u;ln =O

Qi éﬂs =0

IN an |
warunek wypromieniowania

Ckazuje sig, Ze tak sformurowane zagadnienie ma widmo czysto dy-
skretne /przy czym Im €,70/ oraz, ze system wiasny tworzy bazeg.

Usprawiedliwia to przedstawienie rozwigzenie w postaci:



gdzie UO - pole pierwotnec,.
Kazde rozwigzanie takiej postaci spetn%e rdvnanie w V™, warunki
ciagtosci na [ oraz warunek wypromieniowania /to ostatnie nie

jest takie oczywiste na pierwszy rzut oka/. Korzystajge z faktu:

gu..uwAv:O JM*W
VT

wspotczynniki Al dobiera sig¢ tak, aby U speiniaXo réwnanie w v,

Otrzymujemy: g Lf d
U dV
A=E Lk

£~ € §* uédv

B

¢ -metode mozna stosowaé réwniez w przypadku, gdy €= €(V) jest
funkc jg potozenisa, réwng jednoséci poza ograniczonym obszarem.
Wartoscig wXasng zagadnienis jednorodnego jest wtedy nie g =¢,(0
ktéra sama jest fdnkch potozenia, lecz pewna liczba wystepujaca
w wyrazeniu na €,(v). Postaé funkcji E£.(v) zalezy od postaci fun-
keji €Ww), podobnie jak w przypadku € =const, ten sam ksztart

obiektu wystepuje w zagadnieniu wyjsciowym jek i1 pomocniczym.

343. h-metoda,
Polege na wprowadzeniu parametru spektralnego w impedancy jny
warunek brzegowy wyst¢pujgcy w zagadnieniu pomocniczym. Dla przy-

kXadu rozwazmy problem:
AlL*lAV'LL-'—'F UL,D,
dU 3
o+ h._a—h'%r.=o B.ML\QO
arunek wypromieniowania

gdzie - cR_obszar nieograniczony z gXadkim brzegiem F s zaé h mo-
ze przyjmowaé réwniez wartosé zero /warunek Dirichlet’a/

lub o¢ /warunek Neumann’a/.
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Jednorodne zagednienie wasne dla tego problemu przybiera postad:

Aug+ Kun=0 o L
didy =
U.-“,+ hw—av |p‘o

arunek wypromieniowania

Dowodzi sig, ze /tak, jak w pozostatych wariantach/ rozwiazanie
mozna przedstawi¢ w postaci:

Ui T +anun

gdzie jak zwykle o° jest polem pierwotnym,ktdérego wybdér jest w
miarg¢ dowolny /wptywa on jedynie na postaé wspéczynnikéw An/.
Dowolncé¢ tego wyboru ma duze znaczenie praktyczne na przyktad,
gdy znane jest rozwigzanie problemu zblizonego doc rozwazanego.

Dla funkcji wiasnych u, zachodzg nastgpujgce zwigzki ortogo-
nalnosci:

duw i =
Cununds=0 , (3 2mde=0, wtw
i F :
Pozwalajg one wyznaczy¢ wspdtezynniki An tak, aby speXniony by
wy jSciowy warunek impedencyjny problemu.

A S(L(*h )bk.
H =
ST b0 e

Impedancje wkasne hn sg dyskretnym podzbiorem ptaszczyzny ze-
spolonej /jeéli w wyjéciowym problemie oprécz strat energii na
brzegu 2 wystepujg inne straty, na przykfad na promieniowanie,
to Im hn> 0/« Sa to jedyne dopuszczalne warto$ci, przy ktérych
wystepujg nietiumione drgania wiasne w obiekcie, przy ustalone}
czgstotliwoéci k., 2 kolel czestotliwodci rezonansowe sg pierwias-—
tkami réwnania:

h=n/k=

Dla zsgadnied wewn¢trznych bez strat /Im h = 0/ pierwiastki te



e

85 rzeczywiste i pokrywajg si¢ z czgstotliwodciami rezonansowy-
mi z k-metody. Dla zagadnied zewnetrznych pierwiastki te sa zaw-
sze zespolone, poniewaz Imh >0 oraz Im h<0.

h-metod¢ mozna stosowaé tekize, gdy impedancje jest funkcjsg
punktéw brzegowych: h = h/s/, sel .

3ede -metoda,

Metoda ta polega na wprowadzeniu do jednorodnego zagadnienia
pemocniczego warunku brzegowego /zawierajscego parametr spektral-
ny fu /s sprzggajacego wartoéci brzegowe pola ne réznych stronach
brzegu M . 0 ile warunek impedancy jny oznacza carkowite oddzie~
lenie, "zaekranowanie" pewnego obszaru, o tyle warunek sprzegajg-
ey oznacza, ze brzeg jest czesciowo "przeiroczysty" dla pola,
Rozwazmy przykZad:

AU+ k2u=-P G )

ulr!:.O

warunek wypromieniowania

s z giadkim brzegiem i o

Pomocnicze zagadnienie wxasne formutuje sige dla cate] przestrze-

ai B’ S ) VY ) I

gdzie JU - obszar nieograniczony w R

(Au,+ Pu,=0  w R-T
Wo-Uy= 0'[.1
’Uﬁ?‘“ e ol
warunek wypromieniowania
Wspdiczynniki AW rozwigzaniu U :
U= UO + ;Anun

wyznacza si¢ tak, aby speXniocny byt wyjdciowy warunek brzegowy.
Tiynoszg one:’
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gu‘qu‘&
Baror e
> f’n-év:&s
|

gdzie

dua Didu
Va = TN LY ?p

f~metod¢ mozna stosowad do probleméw z réznymi innymi warunkemi

brzegowymi., Werunek brzegowy moze, ne przykiad, przybraé postad:

uf — = C”r
R ey Dl L
TR TR In
Opisuje on wtedy metalows siatke periodyczng, gdzie
= ::ji. e .E!V
f o A ol g
przy czym p - okres, g - wspéiczynnik zapeXnienia siatki.
Réwniez problemy dla dielektrykdw typu:

ABEaTE kae/au! =f7, W LQ*
Aw +lPw=f" w dU
u‘-u‘-O,p

+

ON N [F

n LU O LS )

mozne rozwazac f -metodg, poszukujgc rozwigzania od razu w cate]
przestrzeni = LU,

é-ﬁ. s-metoda,

Nadaje sie ona szczegdlnie do zagadnied zewnetirznych. Para-—
metr spektralny s wprowadza sig¢ do warunkdéw ne nieskaiczonocéci.
Wartos¢ wiasna jest wtedy wiasnym wspdXczynnikiem odbiciaz - sto-
sunkiem amplitudy fali wrasnej odbitej do padajgcej. Jesli jedy-—
nymi stratemi energii sg straty na promieniowanie, to réwnanie

catkowe, .do ktdrego sprowadza sie jednorodny problem wiasny, jest
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rzeczywiste, a widmo jest dyskretnym pcdzbiorem okregu jednostke-
Wego.
Sposéb wprowadzania parametru spe&ﬁralnego s zilustrujemy na
nastepujgcym przykradzie:
Au+l}g(r}u=f L e RE
-k

uw~ -%? | r-roﬂ.

gdzie E(v)- funkcja potozenia, résna od jednoéei tylko w ograni-
czonym obszarze )] »

Jednorodne zagadnienie wXasne dla tego problemu wyglada nastg¢pu-

jaco: /wartoscig wiasng jeat,an/

AU, + Kewu, =0 w k¥
Ckv T 4

Uy & (q’:_%'ﬁ A, 47-1% )’A4~¢u et

'(P:(cf) =L ¢.. (¢+m)

Jest ono réwnowazne nastepuigcemu réwnaniu calkowem:

Alitr= Lci{(emq) o ( Na(kR)= An JokRY) AV

przy ezym

gizie B = |r - r'|, zeé )\n = 1 ;_5,22_ speinia rolg wartoéci
wiasnej w tym réwnaniu,

Funkc je wiasne u, nie stanowig dogodnej bazy dla przedstawie-
nia rozwigzania problemu wyjéciowego /nie speXniaja one warunku
wypromieniowania/, Dlatego jeko funkcje bazowe przyjmuje sig pe-
wne funkcje, ktére wyrazajg sie przez funkcje u e Ich bazowosé
dowodzi sig nietrywialnie, wykorzystujge teori¢ przestrzeni Pon-
triagina TE‘z indefinitnym iloczynem skalarnym.

Przytoczone w rozdziale tym przyk¥ady wariantéw MRW dajg je-
dynie ogdlny obraz mozliwosci jej praktycznego wykorzystania,
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Specyfikacja MRW do wybranej klasy zagadnien brzegowych, wraz ze
szczegoiows

J analizg, bedziz tematem odrebne] publikacji.

Na zakaiczenie przytoczymy /cf.[‘lJ/ ciekawsg, maXo znang me-
tode iteracyjng rozwigzywania jednorodnych réwnan catkowych, po-
zwalajgeqg wyliczaé numerycznie duzo wiekszg ilosé wartoSel i fun-
kcji wiasnych, niz przy stosowaniu metod tradycyjnych.

Niech U - pewna funkeja na [' , Przyjmiemy jg jako przybli-
zenie poczgtkowe, Wtedy u/m/ réwne:

(G u™"ds
P

definiujemy, jako je] m-tg iteracje jadrem G wyjéciowego opera-
tora calkowegc.
Definiujemy fN : N -
=, /-1y Y
z nieokreslonymi wspdlczynnikami cj. Kxadgc na przykiad oy =
pozostale z nich wyliczamy z warunku znikania fN w N réznych pun-
ktach brzegu ', Wtedy wartoéci wiasne /przyblizone/ rozwiszywa-
nego réwnania carkowego wyznaczamy jako zera wielomianu
PN = g-oc xj
Funkcje wXasne znajdujemy z wyrazenia.-
Yp = %0 zj: zo /-1/" €y-m N-m

Iloé¢ otrzymywanych tg metods elementéw wrasnych zalezy od ge-
stoSci poczgtkowych wartosci widma oraz od wyboru u/o o Nowe ite-
racje przestajg by¢ efektywne, gdy u/m/ staje sie bliskie pierw-

Sze) funkcji wiesnej. Dlatego, W przeciwienstwie do metod klasy-
/0/
Nyl M

[¢]
5]
3]

L]
fe)
=3

-
0

nzlezy wybraé¢ tak, aby jej rozwiniecie na funkcje

wiesne zawieralo jak najwiece] nietrywialnych cziondw,
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Streszczenic.

Todane 2ostaly schemsty metody
rozkzadu nz iu.m:c.'w wzasne /MR o/ oraz
metody rozkiadu wzgledem csobl_mosc‘\ JIRC/ .
Przeanalizowano matematyczZne aspekty
stosowalnofc? wytej wymieniomych metod
spektralnych, eredy.,}mtowam réZne wa-
rianty MRV stosowalne do szerokiej kla-
sy elektromagnetyc z.n;ych ‘.agadniex'x Brze-
gowyck. KaZzdy z tych wariantiw mnoz“-rwa
zachowanie dyak:r.-etne a wimo to zupernaj
reprezentacji pola, a takZe zhadanie wia- .
snosSci rezonansowyck rozwazanege obiekiu,






