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Halina Kudrewicz
Stanistaw Przezdziecki

Zaktad Teorii Fal
Elektromagnetycznych

FALE POWIERZCHNIOWE WZBUDZONE NA
POLPLASZCZYZNIE JEDNOSTRONNIE
IMPEDANCYJNEJ

i. Wstep

Prowadzenie fal powierzchniowych przez struktury impedan-
cyjne jest zjawiskiem dobrze znanym w technice prowadzenia’
fal elektromagnetycznych.'Dyfrakcja fali pitaskiej na impe-
dancy jnej péiptaszczyznie stanowi kanoniczny problem przy--
datny migdzy innymi do badania mozliwoscl wzbudzenia fali
powierzchniowej na ptaskim ekranie i zaleznosci jej para-
metréw od wiasciwosci materiatu pokrywajgcego ekran,

Istnie jg dwie metody rozwigzania zagadnienia dyfrakcji
na impedancyjnej pélptaszczyznie asymetrycznej /tzn. pél-
ptaszczysnie o réznych impedencjach po obu jej stronach/:
metoda MaliuZyica opracowans dla klina /1958/ i metoda
Wienera-ﬂopfa-ﬂilberta'/WHH/ opracowana dla rozwigzania
uk}¥adu réwnan Wienera-Hopfa /Hurd 1976/,

Rozwigzanie Maliuzynca wykorzystali m,innymi autorzy
pracy [3], dostosowujgc je do obliczen numerycznych wyko-
nanych dla kombinacji impedancji nie prowadzgcych, a takze
prowadzacych fale powierzchniowe, Metode WHH eksploatowali
autorzy pracy [5]. Okazato sig, Ze jest ona szczegdlnie do-
godna dla przedledzenia zaleznosci rozwigzania od impedan-
c¢ii kazdej ze stron,

Prezentowana praca jesat kontynuacjg [5} i dotyczy przy-
padku, gdy jedna ze stron péiplaszczyzny jest doskonale
przewodzaca, Znaleziono rozwigzanie, Przedyskutowano mozli-
wogé wzbudzenia fali powierzchniowej i zaleznosé je] para-
metrow od impedancji péiplaszczyzny,



2, Sformulowanie zagadnienia o
Na pélptaszczyzne z = 0, X » 0 pada fala piaska

/1/ ¥ = exp [-i.k(x:._o:-cpo-b z s(r;.qo, )-iwt]

pod katem ¢, , prostopadle do krawgdzi.

Nalezy zn;alez'é pole E, H przyjmujgc, 2e jedna strona
péiplaszczyzny jest doskonale przewodzgca, druga - impedan-
cyjna, scharakteryzowana przez warunek Leontowicza

/2/ nxE = -Z,[nx(axy)]

gdzie n oznacza wektor jednostkowy prosvopadiy do péiplasz-
czyzny i skierowany do otaczajgcego osrodk=, Rys 1A, 1B,

zp = %‘ oznacza impedancj¢ powierzchniowg _---:-?.plaszczyzny.‘
F

) : shrona, doskonale
obszav (4 b 4n G i obszar i) %, e ;
obszar (2) strona.  doskonale obsza { ‘ﬂ x

priewodzgcan
Rys.1A. Rys.1B.

[

Rozréznimy dwa przypadki polozenia pdlplaszczfzny wzgle~-
dem fali padajgce j.
A. Strona impedancyjna pdéiplaszczyzny jest oswietlona,

O<¢c““— ,» Rys.1A,
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B.Doskonale przewodzgca strona péiplaszczyzny jest oswiet-
lona, O0<¢,<w , Rys 1B,

Poniewaz fala pada prostopadle do krawedzi,problem jest
skalarny i sprowadza sie do rozwigzania réwnania Helmholtza

/3/ iy + Y = 0

z warunkami brzegowymi,

Dla polaryzacji E, gdy £ = (0 5;,0) mamy E =(0,&,,0).

Wtedy ¥ =€y , a warunek brzegowy ma postaé

/4A/ %—Z— +

i%‘ql:o da z= 0+ , x>0
1
W:O dia, z—.O-, * >0
= cl z =0 "70
/4B/ Yy =0 oo 7
aa—\i--‘t—%wzo dia Z-_—o_‘ X?Q,

gdzie ¥ Jjest liczbg zespolong i1 oznacza wspéiczynnik impedan-
cji wzglednej v = —‘Zz—"’— ; Z Jjest impedancjg osrodka,

Dla wygody rozrézniania dalszych wzordw,wspélezynnik impe-
danc ji 7 oznaczony jest indeksem 1 dla przypadku A, a indek-
sem 2 dla p_rzypa.dku e

Dla polaryzacji H,gdzie gl =80, H;,o) mamy H = (o, Hy, 0).

Wtedy ¥=Hy i warunek brzegowy ma postad

w:i;?% _a_; dla, z2=0. , X0
/55/ %

et = ¢ dla z=0. x>0

29

V_. d uo x>0
ERy ey = Y &

Yy o= AN S e Zm s, %70
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3. Rozwigzanie dla polaryzacji E - problem TM,

Rozwigzania poszukujemy w posiaci sumy pola padajacego
¥; i ugietego VY ;

/6/ Y= ¥tV

Pole ugiete spelnia réwnanie Helmholtza
/1 Y+ KV, 20
Z niejednorodnymi warunkami brzegowymi

LC Vemi B 2% o (qepsing) € h g sug, rr

/BA/ k 02
1 Y= -e““'w‘d'o dia Z=0., x>0
N _e-ikst¢, dla z=0;, X>0
5
/8B/ ’ itk G
Voo il B (guguind)e Ot e 20,00,

’

oraz z warunkami cigglosci na granicy obszaréw /t/ i /2/
dla X<O , Rys 1A, 1B,

v - v dia z=0, x40
/9/ 0]

ﬁ_.@.’”_‘m diec z=0, x <O,

2z dz ’

Rozwigzania szukamy w klasie funkcji speiniajgcych waru-
nek w ostrzu

/10/ Y=C+0(3") dla ¢—0

gdzie €= \x%z* , C jest stalg dowolng, T70.
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Ponadto zgdamy aby dla stratnego odrodka:Rek >0, Imk >0
i stratnej impedancji pdéiptaszczyzny: Re p >0
pole ugigete, po odjeciu pola odbitego, dazylo do zera. jak
e IR,
4. Metoda rozwigzania

Rozwigzania poszukujemy metodg Wienera-[opfa-Hilbertia
WHE, /2/, /4/, /5/. Praca ohecna jest kontynuacjg pracy /5/,
dlatego bedziemy sig¢ odwolywac do wyprowadzonych tam wzoréw,

4,1, Postaé rozwigzania

Postulujemy rozwiazanle w postaci calkowe}j

. JA(«) SR dia =70
/11/ ; N -
v, = [ee g R iy a0
<
gdzie &
/127 ¥ o= YK-at

Linia Q przebiega na plaszczyznie o« z cigeciem wzdiuz pdéi-
prostyeh " 1 [T jak na Rys.2,

~
G Lo k
—p“ P L A >

Rys.2.



4,2, Wyznaczenie funkcji A@) , B(«) przez funkcje Ls(x), La(x)
lub Uate) , Up (%) b

Podstawienie rozwigzania /11/ do warunkéw brzegowych /8A,
9/, /8B,8/ tworzy /w kazdym z przypadkéw A, B8/ cztery réwnania
calkowe, Rozwigzanie kazdego z réwnan wyraza sie przez jedng
z funkeji Ul(‘) 5 Uz(ot),Li(d;)_ szd._).

Funkcje Uy(x) , U,(x) sa analityczne w obszarze powyze]
linii Q i w pewnym jej otoczeniu,

Funkc je L1(¢) ’ Lz(d.) sg analityczne w obszarze ponizej linii
Q i w pewnym jej otoczeniu, )

Jednoczesnie otrzymuje sie zwigzki miedzy poszukiwanymi
funkecjami A(«x) , B(? 1 nowymi funkcjami,

Zwigzki te majgq postaé

A = L)+ L L,
713/ :‘[ 7 L]
Bew)= [ Fla — L]

e ...“'_ Si—¥e )
- o
Y A () ey [ U, () e ——‘Zd-‘a
4 4

Bds W —on o

4

A= Ugla) — P e

/14B/

[Uz(u) s Savwg )

B(=) =
21 k-Kg

1
Sy
gdzie oznaczono

/15/ %o = —kcosd,
e 1= 4,2
/18/ e P =
%
W ten sposéb rozwigzanie /11/ zostaje okreslone za pomocg
funkejl Uy (), Uy(e) /lub Ly(=) , Lp(x) /o



4,3. Réwnania VWienera-Hopfa

Fynkcje U , L(¢) otrzymuje sie z ukladu rdéwnai Wienera-
Hopfa, ktéry powstaje przez wyrugowanie funkeji A@) , B{(x)
ze zwigzkéw /13, 14A/ i odpowiednio /13, 14B/, '

Uktad réwnarn Wienera-Hopfa ma postaé

/11/ Gle) Lx) = Ulx) + (,c,_,(,o)" P
gdzie
/18/ L(‘) - 4 U(i) 2 A )
L, &) Uy ()
i ¥45,
T'Q'S
/1947 G @@= i T
; L o =
P 1 A -
/19B/ G (x)= >
- ¥-5, l%hj

S,~%¥o
/208/ P=-£—m[ ; J

9
" 4
e 45 —2—&[ 51”’:]
giézie
/21/ : UdaIF:‘_:' = ksind,

Dowodzi sie nastepujgce twierdzenie [43, [5]:
Jezeli macierz Gl«) daje sig przedstawié w postaci iloczy=-
nu

/22/ Glx) = Gyl G (=)

gdzie macierz Gy(®) jest analityczna i nieosobliwa w
obszarze powyzej linii Q i w pewnym jej otoczeniu,a maclerz
G, ) Jjest analityczna i nieosobliwa w obszarze ponizej linii
Q i w pewnym jej otoczeniu, to ka%de rozwigzanie ukXadu /17/



=10 =~

wyraza si¢ wzorem

G;_'(-f.) C-r;' () P
&k = ko

Let) =

+ G () Cha)

/23/ -
UB_) = —L——-——‘G (=) 6:_‘::)-'[ p + GU(&‘) Ce

gdzie I jest macierzg jednostkowg, C(x) - calkowitg funk-
cja wektorowsg,

4.4, Metoda Wienera-Hopfa-Hilberta /WHH/

Metoda WEH polega na skonstruowaniu maclerzy G,(«) i GL(a)
przy pomocy funkcji analitycznych rozwigzujacych problem Hil-
berta na linii " 1lub F, /ogélnie na linii ciecia wybranej
na ptaszczyznie o /,

Problem Hilberta powstaje z przedluzeniz roéwnania Wienera-—
Hopfa danego w otoczeniu linii Q na cals piaszezyzne « zZ cig-
ciem, oo

Dla taktory;zacji macierzy G(«) wystarczy przediuizyé jedno-

rodny uklad réwnan Wienera-Hopfa

/24/ Gl =u
gdzie G = G(x) jest macierzg okreslong wzorem /19A/ /19B/,
Uq U, (o) | )
ol [ ] jps [ ] Lz ; ke :
Uz Ug () ' l b La(a)
Przedluzenia dokonamy na obszar «¢I" .
wartodéci funkcji g lewej strony skierowanej linii I’ jak na
Rys. 2 oznaczymy przez /+/, wartogci fuunkcji z prawej strony
linii ' przez /-/. Otrzymamy
725/ Gely = U
/26/ G_L_ = W
Poniewaz l+=l_ na 1linii "', bo funkcja 1 jest analityczna w

dolnej péiptaszczyznie, to z /25/, /26/ wynika wektorowrdéwna-
nie Hilberta

127/ Hu_ =u,
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gdzie
728/ H = G,G'
Przyjmujac oznaczenie 3; =Yy, ¥_=-¥% otrzymauy dla macie-
rzy /194A/, /19B/ odpowiednio

7 VAR S B e 5]
_1*54 0

o f . o

/298/ T gt

| -¥-5, O

W %adnym z przypadkdw /29A, /29B/ uklad /27/ nie jest
rozseparowany wzgledem skladowyeh u4,u, wektora 4 , ale
daje sie rozseparowaé wzgledem iloczynu i ilorazu tych skta-

dowych,

Otrzymu jemy
/30A/ (U'A w, )+ = %‘—-i (u.u,)
/314/ ) (&)= Gernser
/308/ (Wue)y = 5;*_‘ (wisy)_
31B AL R SR el
Aty ( H1)+( Uz)- (52+%)(s,-¥)

Przy rozwigzaniu wykorzystamy podobieiistwo réwnai /30-31/
do zbadanych juz rdéwnan wystepujgcych w dyfrakcji na asyme-
trycznej péiptaszczyznie (4], [5].

Néwnanie /30A,B/ przedstawia typowy problem Hilberta na
krzywej otwartej, Po zlogarytmowaniu stanowi on problem zna-
lezienia analitycznej funkcji przy zadanym skoku jej wartos-
ci na linii

/32/ l’"(‘*quz).,_ Er lm.(H,b(.z)_ = In -sﬂ— s ":“‘,2

Rozwigzaniem problemu znalezienia analitycznej funkecji ¢F¢)
doznajacej przy przejéciu przez linig L skok ¢, (t)-¢.(t)= ¢(t)



/W najprostszym przypadku zerowego indeksu zagadnienia/ jest
catka Cauchy ‘ego!

“2m ) T«
Bez dodatkowych zalozeii co do klasy poszukiwane]j funkcji

rozwiazanie jest niejednoznaczne [T] . W przypadku /30AB/

calka: [‘m__aﬂ.(ﬁ ot nie istnie je,
S -u(t) t&
;4 k- 8 ¥(t)+s' dt
T e Tl s -4, natomiast istnieje |ln TES 2t

S, - (-t = Fi) -5 ke

Wprowadzimy zatlem nowg zmienng

/33/ W) = Uty Vs o
Zz /30/, /33/ otrzymujemy réwnanie
/34/ W fot) = XL W (o) y =42
- S;
Stad otrzymujemy rozwigzanie

: A ) S it ) e
/35/ wWis) = exp%z—mJ x—(;)—:.i__m_j et

i ostatecznie

- :
Uhy = ——= W(x)
/36/ a2 Ty it
Bardzie]j ogdlnie, rozwigzanie rdwnania /30/ ma postaé
B(t)+S; ot )
wity = (ko) "7 expf L (1 BOSE ot
/37/ 1WA ( ) 2mi A ¥i#)~S; t-o& j
Liczba n zostanie wyznaczona przez zadanic odpowiedniego
zachowania funkeji =~ Upx) , Up(e) /inaczej funkcji A=),
B(u\-)/"f nicskolczonosci dla speinienia przez funkcje Ys dang
wzoren /11/ warunku w ostrzu /10/,
Funkcja we? jest znana jako czynnik faktoryzacii funkcji

/38/ K = SE

v otoczenin linii Q ;



/39/ Ku(«)=¢!P{z—;i—1w%—?‘—gl:—fz}‘

Zachodzi rdwnosdd W) = Ky ().

Funkej@ /35/ jest przedluzeniem analitycznym funkceji /39/
na cals ptaszczyzne o €7 [4], [s].

catka /35/ nie wyraZa sie przez funkcje elementarne, Zna-
ne sa jej rézne postaci uzywane do obliczen numerycznych.
Senior [ 67 sprowadzil ja do catki wystepujacej w rozwigzaniu
Maliuzyrcea, 77 te]j pracy bedziemy jg stosowali bez zadnych
przeksztalcerkorzystajac z jeJ nastgpujacych wiasnoéci: jest
to funkcja analityczna i bez zer dla « €M, Kyld) =1 dla a— ==,

Prze jdzmy do rdéwnania /31A/. Tak jak w analogicznym pro-

blemie dla asymetrycznej pdélplaszczyzny , wprowadzany nowa
zmienng
1 Ua
0/ Ve = i (8
/40/ s Uy

z /31A/ i /40/ otrzymujemy

Vile)= Vo (o) = = A (5 )0
i + gy (1’ )

/417 Y = ;_—-;—j-f—’ﬁ— T Py ey g

i
Zatem
edy -t 2
TP %P{\Jkﬁ. V(ab)} :
Zgodnie z symbolika przyjete w pracy [4] , [5] wprowadzimy
oznaczenie

742/ 9,2; = exp { N V(q)i
Wtedy
/43/ ‘ %1"1 4 9;10

Funkc ji /42/ nie udaje sig wyrazié przez funkcje elementar-
ne, ale daje sig¢ przedstawié w postaci dogodnej do analizy
jakoséciowego charakteru rozwigzania,

Przedstawimy jg jako iloczyn, w ktdérym jeden z czynnikéw za-
lezny od zmiennej o i od impedancji p /lub 5 / jest znamy



_u-

funkcjg wystepujgcg w zagadnieniuﬁ?ytrakcji na péiptaszczyzi-
nie asymetrycznej, zas pozostate czynniki nie zalezg od impe-
danecji, ;

Zauwazny, ze jezeli wprowadzimy funkcj¢
/44/ N(,S,) = (8+%) VE* "
i dokonamy jej faktoryzacji w otoczeniu linii Q
/45/ N (.50 = Ny(oiS1) N (€,50)

gdzie funkcja N&(“»deest énalityczna w obszarze lezgcym
nad linig ¢, a &L@iﬁ,) jest analityczna w obszarze lezacym
pod tg linig, to funkcja 5; wyrazi sie jako przediuzenie
na obszar o« ¢I" funkcji zlozonej

» o Ve
46/ 90 = [Nu(=s0]
Mamy bowiem [ n
in S, *rit ot
/41/ N("Sﬂ'“l’{zm Vk+t e45=
st Js.w(t)][&-x(w]ﬁ dt
i zm j © Vet t-d J,

Dowdd przebiega analoglcznle jak w Dodatku [5] . Caika

: : m [Sa+Vi—tT] ( nt
/ v ; SO A
/4%/ istnieje, gdyz Ty O t”1) dla

Do sfaktoryzowania funkcji ﬁ(«.&) wykorzystamy przepro-
wadzong w [ 5] faktoryzacjge funkcji K (,5.) = Ky (=«,s,) K. (of,5.),
gdzie 1
E (e, $4) — (5‘*‘ ) el = N (""s')

¥ % M (o)

/48/

przy oznaczeniu

= 1

/49/ M=) = ¥ v"‘ =\Vk-

Z rownosci /48/ wynika dla czynnikéw faktoryzacji zalei-
nos¢é

750/ Nu (£, 5:) = My(«) Ky (e, 54)



=T

Funkcje M,(«) Pprzedstawimy w postaci iloczynu
4

’ & Iz 4 w(k-t) db
JELL - My ) = (Vicx ) YRr& e’P{wrf L (et oo }

Z /46/, /504 /51/ mamy
/52/ 9, = Y& 39 q'(x,s.)
gdzie /obliczenia w Dodatku [5] / 9% (e 84) = [lzu(ﬁ‘.h)

Wicrd; o fiae )= +Vkeec)

]'kf‘

/53/ q(e,s;) =
Vies (V2k + fiv)
/54/ dj = ‘Tk 4»2? , 1=4,2 | gdzie °"‘37j"§£ G'Q‘F'-'—?} < a'ﬂ’?,"’%
i
natomiast

i Tk+o mle-t) _dt
/55/ g = eXp Y “umc et At

Badanie funkcji /55/ w nieskoriczonosci daje wynik
/56/ d'g —+1  dla [&k|—=
Ze wzordéw /37/ i /43/ mamy cigg rozwigzarn
{n)
i A [“?m]
gdzie ;
b ‘! ¥
ut:" = (\/kux) Ku G0
(o L n-4 —A
W, = (‘1) (‘““J Ky Y90

dla catkowitych n,

/58/

<

Macierz Gy(=)jest utworzona przez dwa wektory sposréd /58/
o wakagnikach nm=0¢ n=1tak,zeby wektor VUk)dany wzorem /23/
byl r‘zedu nie wyiszego niz o(q‘i), co zapewnli speinienie
przez funkcje Y= ¥Yi+Y¥s warunku na ostrzu,
Warunkiem koniecznym takiego zachowania funkcji U(x) w nie-
skoriczonosci jest C(x) =Q we wzorach /23/ A

Mamy zatem 9ég Vk+a gdg
1
758/ | G ) = 2K

COATIE Y



Dla (xil—=e3 Ky, g, dg = 0(1) . Wobec tego
.

4 <%
Gu(‘) - O[d-“' 4]

Macierz G:tﬂ) wyraza sie wzorem-
s - et Vi 999
/60/ G, () = B

| Amash 93

Podstawiajgec /59/, /60/ do drugiego z wzordw /23/, gdzie
Cx)=( , a nastepnie do /144/ otrzymujemy

Afe) = -

- % 9% 690 (Si'ﬁz)("" k-ntq ) +993%{r (1 , e )

(x=-%0)(5 +7%)

/61/ Zoh -
T o Y5 g5 85 (ETr -~ 7Em)(58.) 49,59 (1efEre )
( ) Wi VK\I i - e
~ gdzie ’

do = ~kosdo + ¥o = KSind, , 9o =gle) , 390 =39ED , KJ = Ky ()
Rozwigzanie- probleméw lilberta /30B, 31B/, przebiega analo-
giczniec 1 wyraza sie wzorami
Uiy = (kea) ™72 K, (% 50)
/62/ 1 A 1 4
W = A S2) = = — ey
e
gdzie Ky(«,s52) Jest dane wzorem /35/ lub /39/, Kv (< Sa)=wm)
dla j=2 , funkcja g'(ﬂ\.sz) jest dana wzorem /53/ dla
j =2, funkcja 89 - wzorem /55/.
Macierze Gu(=x) i G_'(«x) sa dane wzorami

/63/ G ( ) 4 {K_' v'“'% g“é‘g‘ g"6§| B
syl = — v

: i s -/ 949 |

g 1 [fe=gds  g'ég ]

/64/ Gyl=x) = —Kﬁ— i ]

R 9dq - =%

Podstawiajgc /63/, /64/ do drugiego z wzoréw /23/, gdzie
C(x)=(0 , a nastegpnie do /14B/ otrzymujemy



17 -
A) = - 1 99iiky 909 J:::‘ 1 ) i 35'55:'(7'&{ 7 7::%:?)(“*“)
¢ Ku

o (—r &~ Lo
/65/ : i -
o odelEs Gebs (fike - V) + 583, (1* Vics ) (32 0we)
B = T Y-Izr : ("""')(51"")‘

wiednich funkcji w punkcie o =g,

gdzie jak poprzednio indeksem ,o" zaznaczono wartosé odpo-~

e

5. Apalityczne przedluzenie rozwigzania dla wszystkich wartos-
ci parametru v

W przedstawionej metodzie WHI macierz Gy(«) y a w efekcie
funkcje A¢=] , B(x) wyrazajg sie za pomocg czynnika faktoryza-

cji dwéech funkeji 4
Klen) = k+n V- o sEw L K(etip) = [K(m,yz)] Vieret
TS ¥

Dla kazde] wartosgci n z plaszczyzny zmiennej zespolonej
flmkcja_K(ot"r) ma dwa punkty zerowe
ktére lezg na ¥ lub II placie powierzchni Riemanna « ,

Dla ptatdéw wybranych tak jak na Rys, 2 krzywa S;, O réwnaniu
Red = 1, Rys,3a,dzieli plaszczyzne p» na dwa obszary: obszar
£2.. przylegajacy do krzywej Sy, od géry i obszar Orp przyle~
gajacy do krzywej S;,, od dotu, Dla ve Sy zera  leza na
ptacie I, dla we Ory zera . lezg na ptacie II powierzchni
Riemanna & ,

Rozwigzanie /11/ /61/; /11/, /65/ Jjest znalezione dla ta-
kich wartedci parametru, dla ktdrych macierz G(a)jest nie=-
osobliwa, a wiee v, € Brm , 73 € Ory,

Jezeli interesuje nas tylko impedancja pasywna to dodatkowo
Rena 70 , Rev,70. :

Trudnoéé w analitycznym przediuZeniu rozwigzania tkwi w

przedtuzeniu czynnikév faktoryzacji omawianych funkcji, ktére
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4 @ } @
Srm
S v
-1 A
2
ZSTE
Rys.3a. | Rys.3b. .

dla we SQr. wyrazajg sie innymi formutami, Problem ten
jest szczegélowo rozpatrzony w [5],skqd zaczerpniemy wyniki,
Mamy dla % € Q. , ¢ M

Vik+e

2 «, ) = & +dl; Vied; +
i R N e P e T A

+dy A 1+
/87/ Ky () = .3_4-7,2' {_"_J’[M ¥ Y- e

o +d, A PO v e
- S exp{gir [ & =

gdzie d; wyraza si¢ wzorem /54/ przy czym galgqz pierwiastka
we wzorze /54/ wybiera sie tak, ze Imd; >0 dla Revz,- 20,
Imw; 70, Liniami cigcia dla \fde—, i \/k‘_d.,' we wzorze /66/
sa odpowiednio I i 7 i Vk+d; =4k, Jk-o =#K dla dj=0.

6. Bieguny funkeji A(s), B(e) ,

Rozpatrzmy kole jno wzory /61/ i /65/.
NiezaleZnie od wartosci parametru v punkt o =& jest biegunem
I rzedu kazdej z funkeji A(x), B(e).
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Dla pe Urm mozemy stwierdzié ¢o nastepuje :
| ./ zera funkcji s+» leig na placie II,

./ funkcje gix,) oraz Ky(xn) ag analityczne i bez zer na
ptacie 1I.

Wniosek: fumkcje A() 1 B(x)nie majg biegunéw na piacie I poza
punktem o =dae
Dla ne 'QTH stwierdzamy co nastepulje:

1/ funkcja s+¥ ma zera I rzedu d=ztxd na placie I,

2/ funkcja Gi«,n),wzér /66/ 1 funkcja Ky(417) , wzér /67/ ma

zero I rzedu'na ptacie 1.

Badany przypadek A, Do wzoréw /61/ podstawiamy g dane wzo-
rem /66/, K, dane wzorem /67/ oraz S,+¥ = m‘—l&_—'d') .
W punkcie <=-d, licznik i mianownik funkoji A(«) maja zera
I rzedu, Jest to punkt pozornie osobliwy, W punkcie o= d,
mianownik ma zero I rzedu, licznik jest rézny od zera,
Wniosek: funkcja A(«) ma biegun I rzedu w punkcie «£ = d,,
Funkcja B(x)nie ma innego bieguna oprdécz bieguna w punkcie
ad =de,

Badamy przypadek B. Do wzoréw /65/ podstawiamy g dane

wzorem /66/, K, dane wzorem /67/ 1 5,+% =i-£:_d_15i‘-%hl

Wniosek: funkcja A(«x) Rie ma bieguna innego niz biegun w punk-

cie &t =& ., Funkcja B(x) ma biegun I rzedu w punkcie « = d,,

7. Rozwigzanie dla polaryzacji H - problem TE,

Przez wstawienie £ w mie jsce 7; we wzorach na rozwigzanie /11/
/61/; /11/, /65/ otrzymujemy rozwigzanie dla polaryzacji H,
Odwzorowujgc przez inwersje krzywsg STH dostajemy krzywg
STE' Rys 3b. Je%eli oznaczymy jak poprzednio przez Q"I‘E
obszar lezgcy nad krzywsg STE’ a przewz UTE obszar lezacy pod
krzywg, to przeciwnie niZ poprzednio macierz G, Jjest nie-
osobliwa dla ve Q‘TE'
Dla vne¢ St funkcja g Jjest dana formulg /53/,gdzie
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d; = kfi-g7 , funkcja K, = we) formuts /35/ lub /39/, gdzie
wstaviamy -L. w miejsce y; . 3

Dla ne zy;e funkcja g Jjest opisana wzorem /66/, & funk-
cja K, wzorem /67/, gdzie wstawiamy % ‘w mie jsce % /wtedy
a; = kVi-n; /. ‘

Dla e Ure funkcja A () dla przypadku A ma biegun w punk-
cie dy= k{y-9; 1 odpowiednio funkcja B(=) dla przypadku B ma
biegun w punkcie d,.

8. Analiza rozwigzania, Fale powierzchniowe

Klasyczng metods badania rozwigzania /11/ jest metoda
punktu siodiowego,
Przez zamiane zmiennych przestrzennych.

X=rs@
68 )
#o5/ Y=1rsing

i zmiennej calkowania

/69/ &= keosp

catka /11/, /61 (/11/, /65/) przybiera postaé
fﬁ(P) eikrco& (p-6) d,{!.
C

kv p+8)
J'a.((s)ek 234 dp

]

Ugl(r,) dla 0<@<rr

/70/
dla w<@<Z

Ug (r,8)
gdzie C jest obrazem linii Q na piaszczyznie [ przy odwzoro-—
waniu /69/, Rys 4.

VW metodzie punktu siodiowego linia C wspdlna dla wszyst-
Kich wartosci v, & , ktére w calce sg pa:ametraml zostaje za-
mieniona przez krzywg najszybszego spadkﬁWTﬁnq dla kazdego 8 .

Krzywe S(€) sa dane réwnaniem
/T pe-6 = arceos a:};;

gdzie P +i-p,; =0

Réwnanie /71/ przedstawia rodzine linii z parametrem g .
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Linie sa przesuniete réwnolegle wzgledem siebie, Kazda z nich
przecina oé‘ chs w punkcie © , Rys.4., Na 3ys,5. naszkicowano
obrazy S$(0) krzywych S(8) na ptaszczyinie « dla 0<@< i,
Weszystkie krzywe lezg na placie I, Krzywa S(©) Jjest linig
ciecia F , krzywa 3(7) - linig ciecia I,

®

S(0) 5@ S(E)  s(m)

v P
e % L
o Y i
R |

Rys.ﬁ:

o

1

: $(o) Su)
1/}////
—E\
G o, K

kwsBd

_5(%)

3(m)

Rys.5.



Przy zamianie drogi calkowania.zgodnie z tw, Céuchy'ego
mamy

ikt cos(p-0) -
Ug (7, ©) .-.fA(fs)e ( dp =
€

. kv -G
e&hrcos{f"‘e)dﬁ -~ szr% A(/S) e‘ feslre
k=1 P

= )

Sl

/127
ikrcos(p+d) =

uy(r27-8) = (B(p) e o

& ;

(ke pos (p+0) e ' lkrcos(p+e)
=J'g(r,) e ( dp +2mé"ﬁ€;;k B(pe

S(et
gdzie p, oznacza biegun funkcji A (p) /B (p) / zawarty miedzy

liniami C i S(9) dla 0<¢®<MT ,

Jak zbadaligmy, kazda z funkeji A (x), B(«) ma biegun
I rzedu w punkcie & =d&,. Ponadto funkcja A(x)ma biegun I
rz¢du w punkcie o = d dla przypadku A, a funkecja B(x) ma
biegun I rzedu w punkcie « = d dla przypadku B, Transforma-
cja /69/ nie zmienia typu osobliwosci w tym punkcie, Oznaczy-
my Lo=p(os) » fog = f‘a(d)

W interpretacji fizycznej skiadnik sumy wystegpujgcej w
pravej stronie wzoru /72/ okreslony przez residuum funkcji
A(ﬁ) W punkcie f = Ad przedstawia fale¢ powierzchniowg pro-
wadzong przez gérng strong¢ pdéiptaszczyzny. Skiadnik sumy
okreslony przez residuum funkcji B{p)w punkcie fp = pd
przedstawia fale powicrzchniowg prowadzong przez dolng stro-
ne péiptaszczyzny.

8,1, Parametry fali powierzchniowe j

Przy zmianie poiozenia krzywej S (8),/5(g)/ wraz z katem @,
biegun Fd , /d4/ przestaje lezec¢ w obszarze migdzy pierwotng
linig calkowania, a krzywa S(&),/5(6). Fala powierzchniowa
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zatem, istnieje w pewnym tylko sektorze kgtowym przylegajg-
cym do péiptaszczyzny od géry: Q<@ ' 4 lub od doiu:
2F-¢ <@ < 2T o Kate jest rdwny g,edzie @4 jest parametrem
kxrzywej S(6) przechodzacej przez punkt Sy , Rys. 4 /krzywej
5(®) przechodzacej przez punkt d, Rys 5/.

wyegodnie jest analizowaé falg plaska we wspéirzednych x,2,
Wréémy tez na plaszczyzng of %

W sektorze O<¢g<{¥ fala powierzchniowa jest niejednorod-

ng fala plasks
i(dx 4%y Z)
/13/ wo(d, x,2) = Wi(d) €

a w sektorze 2M-¢(Y & 21'-'—5' niejednorodna fala pXaska

/74/ Wy (d,x,z)= wz(d)et(d.x-gdz)
gdzie
/75/ Td =V‘("di
/16/ W (d)= 27 res AL, Wy(d) = 2 1es B®)

Wydzielajgc czes$é rzeczywista i urojong liczby d 1 ¥,:
d=Red +iimd |, ¥y= Reyy +iIM%¥a

fale ptasks /73/ i /74/ mozna przedstawi¢ odpowiednio w

postaci

J1T/ wi(d,x,2) = W,(d) €

~(Imdx 4+ Imbyz) e«: (Red:x +Re ¥4 2)
oy - DRy o (Reh = ReT ]

/78/ W, (d,x,z) = Wy(d) e

0znaczymy przez ne wektor prostopadly do plaszczyzny sta-
tej fazy, a przez n, wektor prostopadly do ptaszczyzny stale]
amplitudy. Sg one wzajemnie prostopadie, Fala powierzchniowa
propaguje sig¢ w kierunku wektora n. 1 zanika w kierunku
wektora n, .

Dla fali 'ari(d,x,z}
719/ neg= (Red, Ra¥a)

ng ™= (Imd , Im¥4)
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dla fali w,(d,x,z)
n; = ( Red, - Re Ta)
n, = (Lmd, -1Im ¥d)

Do znalezienia wektoréw n,:"; oraz kata v dla kaz-
dej wartosci nz interesujacego nas obszaru Drm ¢
'Iéﬂm i Ren>0 dla przypadku TM, Rys.6a i obszaru Dte !

n€ Wre i Ren>0 dla przypadku TE, Rys.6b postuzg odwzorowa-

nia przedstawione na Rys.6. .

Obszar Dp.s Rys.€a, odwzorowano funkcja d = '%%V*‘?z-
Odwzorowany ébszar umieszczono na plaszczyznie &« , Rys.6c.
Ten sam obszar DTM odwzorowano funkcjg w¥gq = - —%— i umieszczo-
no na ptaszeczyznie ¥ , Rys.6d, oraz funkcjg pa = arcsin (-1’2_)
i umieszczono na ptaszczyznie [3 ,

¥ ten sposdb dla danej wartodci n z obszaru D odczytu=
je sig wartosé d z hys.6c, wartosé ¥y=- K = V k*-d*
z Rys.6d, oraz wartosé fy =art5v'n(--'.7)= oviosg z rys.6e, Odezyt
jest tym bardziej dokladny im dokladniej wykona si¢ odwzorowa-
nia /np. przez odwzorowanie jakiejs siatki ukladu wspdirzed-
nych/.,
Zatgaczone rysunki przedstawiaja jedynie szkice,

Te same rysunki dotyczg przypadku TE.

/80/

Przedstawiony na ptaszczyznie o, ¥ ¢ f3 obszar jest obra-
zem obszaru DTE’ Rys.6b, kolejno przy odwzorowaniu funkcjg
d = kJ'I-rf' v Ta= -k¥ , B4 = dGrcsin (~rz).

Odpowiadajace sobie linie i obszary na Rys.Babcde. 'sa
zaznaczone w ten sam sposdb, Charakterystyczne cechy odwzuro—
wan: przy odwzorowaniu obszaru DTM punkt N = 0 odwzorowuje sig
w punkt d =¢9, T4 =<, [figq=c2 5 | Obszar Inl<4
odwzorowuje sie¢ w 'zewnetrze lemniskaty Bernoulli'ego na ptasz-
czyznie « , w zewngtrze okrggu o promieniu k na pltaszczyznie ¥
i w zewnetirze zamknietej linii naszkicowanej na ptaszczyznie
f - I na odwrét, obszar |7|»4 odwzorowuje sie we wnetrze
kazdej z tych krzywych,
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Przy odwzorowaniu obszaru DTE punkt n= 0 odwzorowuje sie
w punkt d = 0, ¥y= 0, Bq= 0. Zatem wnetrze okregu jedno-
stkowego na piaszczyznie y odwzorowuje sig we wnetrze kazde j
z omdwionych krzywych na plaszczyznie «, B‘n.‘p s & zewnetrze
- w obgzar lezgcy na zewnatrz tych zamknietyeh krzywych,
Korzystajac z rysunkéw 6 mozna przeanalizowaé zaleinosé
paramctrow fali powierzchniowej od impedancji pétptaszczyzny,
Na Rys.T. naszkicowano kierunek propagacji, kierunek zani-
kania amplitudy i sektor istnienia fali powierzchniowej dla
trzech wybranyeh wartosci 7 na okregu jednostkowym : ., %
7% zaznaczonych na Rys.6a, 6b,
Liczby W,(d), W,(d) okreslajace amplitude fali /73/,
/T4/ wyrazajg si¢ Drzez wzory
o W,(d) = 2m: re,z AL) =
e
5Q4 Ké (5-7a) 30 690(5 “G'o)(‘l"'lkwu ) %5%Vf—f¢-&’
»’T<T (o - )

— el
i 2
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wz(d) = 20¢ s B(x) =

/82/ Ko
s selal 98 (R o) e (1 (s
% VK, d= do
gdzie
/83/ 9d = Vk+d -¥k-d

2k +k+d .

Funkeja K<) wyraza sig wzorem /67/ . Indeksem "d' zaz-
naczono wartosé odpowiednich funkcji w punkcie x= d ,a in-

y P P .
deksem o zaznaczono wartos$é tych funkcji w punkcie o= o,

9. Streszczenie

W pracy rozwigzano problem padania fali ptaskiej ns pdi-
ptaszczyzne, ktdérej jedna strona jest doskonale przewodzaca,
a druza impedancyjna - opisana warunkiem Leontowicza. Fala
pada prostopadle do krawedzi pdiptaszczyzny. Zastosowano me-
tode Wienera - Hopfa - Hilberta, ktdérej istota tkwi w fakto-
ryzacji macierzy / Eurd 1976 / .

Przez zanalizowanie rozwigzania metoda punktu siodXowezo
wyodrebniono niejednorodng fale ptaska, ktéra w interpretacji
fizycznej stanowi fale powierzchniowg,propasgujaca si¢ w ob-
gszarze katowym przylegajacym do impedancyinej strony pdipia-
szezyzny. Przedyskutowano zaleznosé parametrdw tej fali od

impedancji pd¥ptaszczyzny.
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