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Anna Brahmer-Kacprzynska
Zaklad Teorii Fal Elektromagnetyczngch

FUNKCJA GREENA DLA PLASKIEGO FALOWODU
WYPEZNIONEGO PLAZMj ELEKTRONOWA

W pracy skonstruoweno funkéje Greena dla Zrédta umieszczo-
nego w dyspersyjnej /elektronowe j/ plazmie ograniczonej dwie-
ma piaszczyznami doskonale przewodzgeymi. Z catkowego prééd-
stawienia tej funke ji otrzymeno reprezentacje w postaci su-
my moddéw falowodowych. Dla rozwazanej struktury prowadzg-
cej wykazano ekwiwalentno8é przedstawienia poles jako sumy
promieni czasowo-przestrzennych i jako sumy modéw falowodo=-
wych.

X/ Wstep

W badanisch Jjonosferycznych wazng grupg zagadnief stano-
wi ansliza propagacji fal i sygnseiéw elektromegnetycznych
w falowodach wypeXnionych cérodkiem plazmowym, ktdérego giéw-
ng cechg Jjest dyspersja czasowa.

Konwenc jonalna metoda znajdowania rozkYadu pola promie=-
niowanego przez #Zréd2o umieszczone wewngtrz falowodu opie=~
ra sie na przedstawieniu pola jako sumy modéw /rodza jéw/
falowodowych. Procedurs ta napotyka ns trudnoéci przy bar-
dziej zroZonym rozkxadzie Zrédet. Alternatywng metodg jest
konstruowanie pole wedrug zasad optyki geometrycznej. Me=-
tode promieni optyki geometrycznej rozwinigto [1]1 dla
probleméw promieniowsnia i rozpraszenia wewngtrz nie jedno-
rodnego falowodu o scisnach impedancyjnych. Daje ona wys-
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tarcze jgcg dokXadnosé nie tylko dla fal krdétkich, ale i dla
stosunkowo dXuzszych. W konkretnych zedeniach wyliczenie
pols w strukturze prowadzacej moze wymagael zeumowanis wielu
modéw lub wielu promieni wielokrotnie odbitych. Trudnoéei
wigzgcych sie z problemami sumowenia pozwala unikngé opra-
cowana W grupie L.B. Felsena metoda hybrydowa, promienio-
wo-modowa. Odpowiednio dobreny zestaw modéw i promieni
optyki geometrycznej stanowi efektywng metode dls oblicza-
nia pola i dostarcza nowych informac ji fizycznych o mecha=-
nizmach propagacji oraz rozpraszenia w strukturach prowa-
dzgcych. Zestaw: promienie + mody wymagas uwzglednienia o
wiele mniejszej ilogci zaréwno promieni jak i modéw nig
opis pola tylko przez mody lub tylko przez promienie. Teo-
ria zostaXa najpierw stworzona dla jedne] wklestej pPowierz-
chni impedancyjnej prowadzgcej pole [2] , a nastepnie roz-
winieta dle duktu o niejednorodnym wspéiczynmniku zaXemania,
ktéry powoduje wychwycenie polas w poblizu piaskiej powierz-—
chni [3] . Zastosowanie metody hybrydowej do analizy prowa=—
dzenia pola elektromegnetycznego przez dwie powierzchnie

" opracowano dla paskiego, Jjednorodnie wypeXnionego falowo-
du [4] . Wykazano, ze kumulujqcy efekt promieni ulegaja-
cych wielu odbiciom miedzy dwoma &cienamil moze by¢ reprezen-
towany przez odpowiednio dobrang ilo#é moddéw falowodowych
blisko czestotliwodci odcigcia.

W ninie jszej pracy skonstruowano funke j¢ Greena dla Zré-
dXe umieszczonego w falowodzie wypemionym plazmg eléktrono-
wa. Plazma jest oérodkiem dyspersyjnym w ktérym do asympto-
tyczneJ analizy pols stosuje sie metode promieni czasowo-
przestirzennych /space - time w¥ays, STR/. Zmierza sig do
sformuzowenia hybrydowego, promieniowo - modowego, problemu
prowadzenia fal w strukturze wypeinionej o8rodkiem dysper-—
sy jnym. Otrzymang w postaci carkowej funkc je Greena przed-—
stawiono Jjako sume modéw. Nastepnie stosujge wzér sumacy j—
ny Poissona wykazano ekwiwalentno&é sumy promieni czasowo-—



-przestrzennych i sumy modéw.

11/ Prezedstawienie calkowe funke ji Greena

Pierwszym, podstawowym etapem okreslenia pola w falowo-
dzie wypeInionym oérodkiem dyspersyjnym jest rozwigzanie
zadania dwuwymiarowego: Jjedna zmienna przestrzenne i zmien-
na czasowa. Dalsze rozwazania bedg prowadzone dla takiego
przypadku, uproszczonego, lecz zewierajgcego, nie rozpa-
trzony dotgd w formutowaniu metody hybrydowej, element dys-
persji czasowej.

Propagacje¢ fal elektromagnetycznych w zimnej plazmie
elektronowej w przypadku jednej zmiennej przestrzennej opi-
suje nastepujgce réwnanie typu Kleina-Gordona:

2 2 ;
3 _'| e 2)] ' Fris | '
e [ (3 )] stz 2 s rimen

Oznaczono: g - potencjat skalarny przeéz ktéry mozna wyra-
zié pole
wp,= czgstodé plazmowa
.¢ - predkoéé éwiatlra w prézni
Poszukujemy rozwigzenia tego réwnania przy zelozeniu, ‘e
¢rédzo umieszczone Jjest na praszeczyZnie 2z:=0 i me chara-
kterystyke impulsowg 6(t) czyli fl(z,2',t,t')=6{(z)6(t).
Potencjaz g powinien spetniaé warunek przyczynowosci:

/2/ gs0 dla t<0

Zak¥adamy, 2e plazma ograniczona jest dwoma doskonale
przewodzgcymi pYXaszczyznami: z =0 oraz Z:0a ,na ktémch
funkcja g speinia jednorodne warunki brzegowe typu
Neumanna:



/3/ —=0 dla z=0 oraz z:=a

Wprowadzemy przedstawienie Fouriera funkeji g :

+00

/47 g(Z’ZI:t’t.)=Q]—E[G(Z.ZZW)E-im(t't)dw

Podstawiajge wyrazenie /4/ do Téwnenia /1/ i pamigtajge iz

100

6(t-t')=ﬁ fe‘“”“"” dw

otrzymujemy nastepujgce réwnenie na funwcje Glzw) z°= o 3

y .
JAE [%2+(w2-w§)£7:}6(z,w)=—ﬁtz)

Funkcja G (2,w) speXnia te same warunki brzegowe /3/ co
funkcja gl(z,t) , czyli szukamy rozwigzania réwnania /5/
dla obszaru 0O<:z<a zak¥adajgc i3 w, Jest w tym obsza-
rze stale. Rozwigzanie te konstruujemy analogicznie do cha-
rakterystyczne]j funkcji Greena dla Zzagadnienia Sturma Liouw-
illa por. [5]

Dla wyjaénienia prowadzonych dalej rozwazall przypomnijmy,
e wprowadza sie dwie funkc je E(z,w) oraz G [z,w) spexnia-
Jjace jednorodne réwnania /5/. Funkcje te spetniajs warunki
brzegowe /3/ odpowiednio przy z=2z,:=0 oraz z=z,=a
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Rozwigzanie speiniajgce réwnanie /5/ dla z ¢z /2 - jest
punktem, w ktérym znajduje sie Zrédro, w naszym prazypadku
z=0 / i warunek cigglodei dla 2z =2 , ma postaé

/8/ Glz,Z,w) =AGZd G (Zy)

Symbole Z_ oraz Z, oznacza)g mniejszg i wiekszg spomiedzy
wielkodei 2z z' .

Stalg & wybiera sig z warunku na skok wielkoéei g—ZG
£rédra.

Ostatecznie wzdér na funkcje¢ Greens ma posteé:

w p-cie

1/ G(z,zlw)-:‘(lwi)’)

gdzie W Jest wronskisnem, statym dla wszystkich z.
W przypedku rozpatrywanego tu odrodke jednorodnego, funke je
G orez G majg postaé funkeji wyktadniczych:

/8a/ E(ZLU):E-”(Z *Roe'kz 5 k=%—<w2-wé

/8b/ Gz wl e‘k2+Rﬂe"|kz
Przy jednorodnych warunkach brzegowych /3/ otrzymano

R, - eZlkG
Dla 7rédta umieszczonego na ptaszczyfnie 2z =0 zachodzi:

Glzw =2 ; W=2ik(1-Ry)
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Wobec tego w rozpatrywanym przypadku wyrazenie /7/ przybiera
postac:

e
/Bc_/ Glz,zk )= o2

ikz e-ik(z-Zc)

W liczniku wyrazenia /8c/ wystepuje suma dwu sktadnikéw.
Przy zaleznosci od czasu e-“m plerwszy z nich odpowiada fali
rozchodzgcej sie¢ w kierunku dodatniej osi z, a drugl - fali
odbitej od granicy z = a i rozchodzgcej sie¢ w kierunku ujemne}
osi z. PoniewaZ impuls zostai wystany ze Zrdédia na plaszezyd-
nie z = O w chwili t = 0, to fala odbita pojawia sie w punkcie

obserwacji z po czasie t> 2553—5 . Zasade przyczynowosci

dle konstruowanej w powyzszy sposdéb funkcji Greena nalezy wiegc
przyjaé jak nastepuje:

20-2
C

O0<zga

/8a/  glz,t)=0 da t<

Obowigzuje ona dla obu rodzajéw fal.
Ostatecznie przedatawienie calkowe poszukiwanej funkcji
g, | z, t) mozna zapisaé (z, t = 0):

+ 0O 20
—iwlt-==) ikz _ -iklz-2a)
(9) ghzﬁi)=§ﬁ e +e_ . dw
i k(15— atiks)
gdzie 1
k:z-VUZ_Ug

Punkcja podcatkowa posiada bleguny w punktach W,
gdzie zachodzis

(10) ki1 - 6e¥ipg
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Funkcja podcatkowa jest parzystg funkcjgq k, wigc nie mu-
simy omawiaé jej punktéw rozgatezienia.

Kontur catkowania na ptaszczyZnie zmiennej zespolonej do=-
bieramy tak, aby obejmowat rzeczywiste bieguny w = X Wm
od géry tzn. przebiegaz bezposrednio nad osig rzeczywistg.

Jesli t> Eac- Z kontur mozna zamknaqé w dolnej ptaszczyi-

nie pétokregiem Cp o duzym(|w|=e )promieniu bez zmiany war-
todci caxki i zastosowaé wzdr caktkowy Cauchy ego.
Znikenie catki pe Cp moZna przesledzié dla przypadku

granicznego W >> We

Dla W = - ijwl funkcja podcazkowa iachowuje sig jak :
& -l - =
v (w) (elwl(i Z ) % eIml( l) :
ka -
Zgodnie z lematem Jordanai po Cgznika jesli t-gﬁ-c-—;-)lo.
Poniewaz 0<z<Qa do znikania tej calki wystarczy warunek t> %.

Dla t(é—'—a kontur zamykamy w dolnej péipraszozyinie .
o 4

Rys.,1.,: Droga catkowania i bieguny na piaszczyinie zmiennej
zespolone]

Imy

droga catkowania

i

" Ym =%p w, Wy Rew
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III/ Przedstawienie funkcji Greena jako sumy modéw /rodzajdéw/
falowcdowych.

Po okreéleniu konturu catkowania, mozemy zastosowacd
twierdzenie o residuach:

. 2
1M/ glzZitf)= 2T 3 Res Glz,w,) €91t
czyli

112/ g=2 gn dla t»<L9-2

c

gdzie kazdy skadnik sumy odpowiada rodzajowi falowodowemu

/czasowo-przestrzennemu/(por.[4])

Ze zwigzku /10/ otrzymamy
dla m = 0

/13a/ k =0 czyli O = +W

idlam#0°

mTT 2
AIARLS e —— czyll (O = i\/é +(

P

e

m1t 1%a

a

P

Obliczajgc residua w odpowiednich punktach wm otrzymamy

2
/14/ gmM:u; cos [(z-a)—r?ll]etiu"‘h_'zq

Sumujgc parami dla dwu znakdéw Wa dostajemy

m 1

7S/ g, ~ cos [lea=n) ==

] ein um(t-g—“).

IV/ Przedstawienie funkeji Greena przez sum¢ promieni przes-
trzenno-czasowych.

W przypadku osrodka dyspersyjnego asymptotyczng analizg
propagacji fal elektromagnetycznych przeprowadza sig metodg
promieni przestrzenno-crasowych. Podstawy matematycznie te}j
metody dal R. Lewis [6 ] jako metody rozwigzywania réwnan
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hiperbolicznych dyspersyjnych. Interpretacja fizyczna promieni
przestrzenno-czasowych i ich powigzanie z krzywymi dyspersyj-
nymi oérodka zostaly gteboko przeaneslizowane przez L.B. Felse-
na (5] »

W rozdziasle tym skonstruujemy rozwigzenie problemu /1/ -
/3/ metoda promieni przestrzenno-czasowych /oznaczanych dalej
symbolem STR - space = time - rays /. Rozwigzanie to mozna
przedstawié Jjako sume promieni ulegajgcych wielokrotnym odbi-
ciom mipdzy dwoma plaszczyznami. Kumulujgey efekt tekich pro-
mieni mo2na zapisaé jako sume skonczong modéw.

Dle oérodka jednorodnego promienie bedg prostymi. Jedli
4rédto umieszczone Jjest w punkcie (z,t)=(0,0) , wychodzace
one 2z poczgtku uktadu wspéirzednych. Dla w, = const rozwig-
zanie /1, 2/ dla wolnej przestrzeni sg funke jami Bessele,

Jo(wp/f{%ﬁ . Funkcje te w metodzie asymptotycznej
stuzg jako rozwigzania probleméw kanonicznych. Rozwigzenie
problemu /1, 2/ z warunkemi brzegowymi /3/ mozna otrzymaé me-
todg obrazéw jako sume funkcji Bessela. Ze speschutego w tym
mie jscu nie korzystemy, poniewaz, choé przyjeliémy zaXozenie
Jjednorodnoéci oérodka, chcemy przedstawié ideg metody poste-
powania sXusznej réwniez dla bardzie) zXozonych problemdw
/oérodki nie jednorodne/ i pokazaé¢ mozliwoéé tworzenia opisu
pola w sformutowsniu hybrydowym t.j.: promieniowo-modowym.

Liczba odbié w falowodzie przestrzenno-czasowym jest ogra-
niczona gdys zgodnie z zasads przyczynowoscl wuygsc . CZyFL1
kat pod ktérym promienie wychodzg ze Zrédra €< 45°.

Funke je Greena dla problemu /1/ - /3/ mozemy zapisaé jeko
sume promieni:

4 h 4 Nmax ;
/16/ g-2 g == 2 (STR)
i=1 i=1 n=0 a
Wskaznik ,n’ oznacza liczbe odbié w falowodzie n =N - ma-

max

ksymalng liczbe odbié, Zauwazmy iz N_.  odpowiada predkosci
po promieniu, czyli predkosci grupowej, bliskiej predkoéei
éwiatla. W przypadku tym, zwykle rozwinigcie asymptotyczne
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promieni przestrzenno-czasowych naleiy zastgapié¢ rozwinigciem
jednolitym. Problem ten wymaga osobnego rozwazenia. ¥skaZnik
ui" oznacza rodzaj promieni ktéry rozwazamy. W naszym proble-
mie bedziemy mieli cztery rodzaje promieni: dwie grupy w za-
leznoéei od zneku ‘"w w rozwigzeniu /wisze sie to z dwiema
gatezismi krzywej dyspersyjnej dla wybranego modelu plazmy/

i dwie grupy réznigce sie droga w falowodzie tzn. réiznigce
sie tym, od ktérej piaszczyzny promien zostal ostatni raz
odbity /przed osisgnieciem punktu obserwac ji/. Dalsze rozwa-
2ania tego rozdzistu beds prowadzone dla jednego rodzaju pro-
mieni:

Rys.2.: Promienie /STR/ w falowodzie przestrzenno-czasowym

ct ct 4
Fl
o
&
[
45° 45°
0 a F4 0 a z

Zgodnie z ogélng teorig, asymptotycznych rozwigzall réwnad hi-
perbolicznych dyspersyjnych poszukuje sig w postaci rozwinie-
cia

ivW(B,f)E%

s gl(R,t)ze Civ) " ug (R, t)
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duzy parametr v wprowadza 8ig przez skalaryzacje zmiennych,
lub przyjmujgc ze w, Jest wielkodeia duzg.

W delszych rozwazaniach bedziemy uzywaé tylko pierwszego wy-
razu rozwiniecia (m=0) .

Promieniami przestrzenno-czasowymi sg charskterystykxi réwna-
nia dyspersyJjnego:

i g 1 A R ol (R
/18/ G AR e

Wprowadzajac oznaczenia

/198/ we=- 3¢

/19v/ K =Vw

otrzymujemy zwigzek

/20/ wlK, R =K w? (R

Réwnanie /18/ typu Hemiltona-Jacobiego mozna rozwigzaé przez
wprowedzenie réwnafi charaskterystycznych definiujgcych pro-
mienie

d
s21a/ € .vu
iy
/21v/ i Vow

Dla rozpatrywenego przypadku: oérodek jednorodny, Zrdédo
w punkeie (t,z)=(0,0)
réwnanie promieni ma postaé
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2
/22/ z = lg;~t =yt gdzie U predkoéé
grupowa

Dla oérodka Jjednorodnego wielkoéei w, K,y 8a staXe na
promieniu. Funkcja fezy V¥ Jjest dana wzdIuz promienia przez
réwnanie

z
/23/ Wiz, t)-wlz, ,t,)=fi<dz —wlt-t, ) =K(z-2,) - wlt-t,)

L1

Amplituda g, znaleziona z odpowiedniego rdéwnania transportu
ma postaé

/24/ gc(z,l)~t-llzg°(z1,t,)

Wertodci poczgtkowe g, oraz Y 2znajduje sie z rozwigzenia
problemu ksnonicznego. Dalej opuszczamy wskaZnik ,o0" .

Dla "prytki” plazmowe] z warunkami brzegowymi

@

gt dla z=0
=D oa

oblicza sig¢ fazy 1 amplitudy na odbitych promieniach,
Wspérczynnik odbicia [[=+1

Z formelnege rozwiniecia /16/ na sume promieni mozemy otrzymaé
sformuXowanie hybrydowe promieniowo-modowe przez obcigcie su-
my ns wyrazie np. N .

Dla jednego rodzaju promieni otrzymemy:

Nmax N Nmax
/25/ fa g, = Eognof G Npyoy =M
n= n=

Net max
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Do drugiego wyrazu /reszty/ stosujemy czeéciowy wzér sumacyj-
ny Poissona [7] :

2n(M)

M @
1 1 . e
i r%i g"=_?gn.|_7—9”,,‘%'[§ f[gle"’wl(l.” inl] 4o

|z-o
21 (Ne1)

g, - otrzymujemy z g, przez zamiang n- 3ﬁ?

Agymptotyczng wartosé carki we wzorze /26/ mozna znaleZé meto-
dg punktu siod2owego. GXéwne brzyczynki do catrki pochodzg od

punktéw siodXowych w przedziale caltkowania i od punktdéw kori-
cowych.,

Punkty siodXowe sg okredlone przez
Ay =L
/21/ g L

Dla pierwszego rodzaju promieni , funkeja Y po odbiciach msa
postaé

/28/ vEk(zZr 5E) - wt

Z waruriku na punkt siodXowy otrzymamy:

729/ e

l av

/30/ w, =/(48) c? wh
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Jest to taki sam warunek, Jjak otrzymemy z przedstawienis
catkowego warunek /T3/. /W zapisie pojawil sig dusy para-
metr v , ktéry mozine wprowadzié do /13/ przez odpowiednie
skalowanie/.

Pokazalismy, %e stosujgc formalne rozwinigcie funke ji
Greena na sume promieni, mozna otrzymaé sformutowanie hy-
brydowe

N

M
/31/ g-2 (STR),+ 2 (mody) +R

n=0 =N NM

W kolejnym etapie pracy nalezy znalefé R, = przyczynki
od punktéw koficowych carki we wzorze /26/ i nadaé im in-
terpretac je¢ fizyczng.

Mozliwodé otrzymanis przedstewienia funkc ji Greena w po--
staci hybrydowej na podstawie jedynie zwigzkéw geometrycz-
nych dla promieni przestrzenno-czasowych jest uiyteczna
w bardziej zlosonych problemach, gdzie skonstruowanie przedi=-
stawienia catkowego moze by¢ trudne /oérodki nie jednorodne,
obiekty rozpraszajace wewnatrz falowodu/.

Zakonczenie.

Kole jnym etapem pracy nad sformutowaniem hybrydowym fun=--
kc ji Greena dla falowodu wypeXnionego plazmg bedzde rozwinig—-
cie mianownika w przedstawieniu caXkowym na szereg geome-
tryczny, usuniecie w ten 8sposéb biegunéw i otrzymanie su-
my catek. Catrki te obliczs sig asymptotycznie metods pun-
ktu siodZowego, kazde z nich daje przyczynek, ktéry mo-
2na interpretowaé Jjako pole wzdiuz promieni. Poréwnujase
résne przedstawienia funkc ji Greena sformuuje sig gre-
bszg interpretacje zapisu promieniowo-modowego.
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