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Kazimierz Piechér
Zaktad Mechaniki Cieczy i Gazdw

Instytut Podstawowych Probleméw Techniki PAN

DYSKRETNE MODELE ROWNANIA BOLTZMANNA:
STRUKTURA OPERATORA ZDERZENIOWEGO. PROPAGACJA DZWIEKU.

Rozdziat 1

Wstep

Niniejsze opracowanie jest streszczeniem i podsumowaniem prac
1-5, stanowigcych rozprawe habilitacyjng autora. Opracowanie
sktrada sig¢ ze wstepu i dwdch czesdci merytorycznych.

Z powodu istnienia szerokiej literatury dotyczacej dyskret-
nej teorii kinetycznej ((9], [14], (5], (18] , a takze sprawozdanie
Z sympozjum cytowane w [Q ,EK% i innych miejscach spisu litera-
tury), ograniczgmy przeglad wynikéw uzyskanych przez innych auto-
row do minimum, zwracajac w nim szczegdlng uwage na relacje mie-
dzy wynikami uzyskanymi w dyskretnej teorii kinetycznej a odpo-
wiednimi wynikami uzyskanymli w ramach tzw. prawdziwej teorii ki-
netycznej, tzn. opartej na peinym réwnaniu Boltzmanna.

W pierwszej czesci zajmujemy sie dyskretnym operatorem zde-
rzeniowym. Giéwnym wynikiem jest twierdzenie, mbéwigce ze w klasie
dwulinicwych operatoréw odwzorowujacych IRnlep w IRP jedynie
operatory postaci (1.6), tzn. klasyczne dyskretne operatory zde-
rzeniowe, charakteryzujg si¢ posiadaniem niezmiennikdéw zderzen,
znikaja tylko dla maxwellianu i rozwigzania ukiadu postaci (1.5)
spelniajg twierdzenie H. Podejscie jest aksjomatyczne a dowdd

konstrukcyjny. Podana konstrukcja jest nastepnie uzyta do zbudo-
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wania dyskretnych modeli dla mieszanin gazéw szlachetnych i gazdw
2z binarnymi reakcjami chemicznymi. Jako szczegbdlne przypadki
uzyskujemy modele istniejgce wczeséniej. W przypadku gazdw z reak-
cjami chemicznymi nie jest w zasadzie spelniona zasada bilansu
szczegélowego; tzn. prawdopodobienstwa reakcji prostej i odwrot-
nej nie sg na ogdéi jednakowe. Tylko w przypadku tzw. rownowagi
chemicznej mozna uwazac¢, ze ta zasada jest spelniona. Nasze modele
wymagajg speinienia tej zasady, a to dlatego, ze zakladamy kla-
syczng dla teorii dyskretnej postadé maxwellianu. Zdaniem autora,
dyskretne modele kinetyczne mozna rozszerzyc¢ tak, by dopuscié
wieloczgstkowo reakcje¢ z iloscig czgstek po reakcji inng niz
przed, ale usuniecie czy tez nawet pewne osiabienie zasady bilan-
su szczegdlowego wymaga innej niz klasyczna postaé maxwellianu,

a wiec tya samym innej, nowej postaci operatoréw zderzeniowych.

Prace nad nieklasycznymi operatorami zderzen trwaja, a
pierwszym, niedoskonatym modelem jest prosty model zaproponowany
przez autora w pracy ]'_'3’7] .

W tej czgséci niniejszego opracowania podajemy tez wyniki
konieczne 1 dostateczne na to, by dany model dyskretny byl nie-
trywialny, tzn. by ukiad (1.5), (1.6) nie rozpadal sig na kilka
niezaleznych podukiadow.

Czesé druga dotyczy zagadnienia propagacji dzwieku.

Froblem ten rozwazamy na przyktadzie tzw. piaskich regularnych
modeli o parzystej liczbie predkos$ci. Zwracamy szczegdlna uwage
na przej$cie graniczne z liczbg réwnan dgzacych do nieskodaczonos-
ci. Formalnie rzecz biorgc cigg takich modeli jest zbiezny do tzw.
modelu pdldyskretnego. Okazuje sie jednak, ze w ogdlnosci tak

by¢ nie musi, a odpowiedZ zalezy od postawionego zagadnienia.

Dla fal swobodnych dowodzimy, 2e zbieznos¢ ta ma niejsce a nawet
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podajemy, jaka liczba réwnan dyskretnych gwarantuje to, ze biad
miedzy rozwigzaniem z dyskretnym rozkiadem predkosci a odpowied-
nim rozwigzaniem z cigglym rozkladem predkosci nie przekroczy
z g6éry zadanej liczby. W przypadku fal swobodnych takiej zbiez-
nosci nie ma. Ponadto dyskutujemy zasadniczy problem dla relacji
miedzy rozwiazaniami z dyskretnymi prgdkoéciami a odpowiednimi
zagadnieniami z ciggiym rozkladem predkosci. Chodzi mianowicie
o to, w jakim sensie cigg rozwiazan zagadnien dyskretnych bedgcy
ciggiem wextordw, ktérych wymiar dgzy do nieskoaczonosci, ma
przyblizaé¢ funkcje od ciggiego afgumentu.

Zajonujemy sie tez predkosciag diwieku i jego tlumieniem dla
zagadnienia propagacji wymuszonych fal dzwiekowych. Okazuje sig,
2e dla tal o duzej czestosSci wyniki sg nawet JjakoSciowo niezgodne
z wynikanmi eksperymentalnymi. Zdaniem autora jest tak dlatego,
2e modele o tyn samym module predkosci nie dopuszczaja duzych
preckosci molekularnych, ktére powoduja tlumienie fal diwieko-
wych o duzej czgstosci.

W klasycznej teorii kinetycznej [7], [8] gaz jest reprezento-
wany przez zbidér punktdw materialnych zawartych w pewnym, ograni-
czonym lub nie, obszarze 0 C:lRa, poruszajgcych sie z losowymi
predkosciani ¥ & R2. Podstawowym pojeciem tej teorii jest funk-
cja rozktadu f(t,¥%,¥), bedaca gestoscia prawdopodobienstwa zna-
lezienia czgstki w elemencie przestrzeni fazowej dX dV wokél
punktu (X,Vv) w chwili czasu t.

Funkcja f jest rozwigzaniem dobrze znanego rownania

Boltzmanna (przy zaniedbaniu sit zewnetrznych)

o) -
€113 %+?2—i: S‘(f,, fa - £ £,)1¥ - ¥ bdb ded¥.

http://rcin.org.pl
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gdzie ¥, V., s3 predkxosciemi czastek przed zderzenieam, Vv , Vg,

sg predkosciami tych czgstek po zderzeniu, f, = £(¥.),

.

f, = £(¥)), £'= £(¥") (polozenie i czas sa we wszystkich wyraze-
niach wystepujgcych w réwnaniu Boltzmanna takie same, wiec dla
uproszczenia zapisu nie podajemy ich jawnie). Wreszcie be <0,<)
jest tak zwanym parametrem zderzen, a 0 <t <€ 2T jest katen
miedzy plaszczyzng zderzenia a wybrang piaszczyzng odniesienia.
Réwnanie Boltzmanna jest bardzo zlozonym rownaniem réznicz-—
kowo-calxowym dla jednej funkcji, zaleznej od siedmiu zmiennych.
W zwigzku z tym pojawily sie liczne pomysly zastgpienia rdéwnania
Boltzmanna przez jakie$ prostsze rdéwnania, tzw. rownania mcdelowe.
Jednym z takich pomystéw sg tzw, modele z dyskretnymi predkoscia-
mi. Podstawowym zalozeniem jest to, 2e kazda czastka gazu moze
porusza¢ sig tylko z pewna predkosciag V& nalezgcg do zbioru V
skiadajacego si¢ z p ustalonych wektordéw z m3 (lub ogdlniej
z &%)

(1.2) Vv = (%’1,?2,...,?}’? : e B2 1 = Q5Pyaes D)

Zaktada sig¢, ze predkosci Vi speiniajg zwigzki

(4..3) ?i + ?5 = ?i + Vi (zachowanie pedu)
1.4) Vf + ?? = ?i + V% (zachowanie energii)

dla pewnej, nietrywialnej czwdérki indekséw 1s1i,j,k,1 £ p.
Zastepujac catke po prawej stronie rdéwnania Boltzmanna (1.1)
przez skonczong sume¢ i oznaczajac
£08,3,¥,) = N, (¢,3), i 2 1,25 00esD »

otrzyauje sie nastepujacy uktad rdéwnan:

http://rcin.org.pl



?

oK, ON, o
(1.5) =t + ¥, I_oF . ov,m 1 = 1525 cx03D
at 1oz ’ *

- .
gdzie EI‘i jest i-tg wspdlrzedng wektora 3 odwzorowujacego

B® > IR® w RP danego przez

"

Kl
(1.6) %T.l(U,“v‘) = g é; ;; O AR ANER AR AN

gdzie U;, V; (i = 1,2,...,p) sa wspoirzednymi wektoréw U,Ve€ ®P.

W (1.6) Agé nieujemnymi wspélczynnikami charakteryzujacymi zde-

& 2 - — - g s .
rzenle opisane przez  Uj,U. == Up,Uy. Zwykle zaktada sieg, ze

J
) S [ s < |
Ay = A = A58 s
it? =0 " jegeli n £
im — 7 J -
(a7 <
alt - af - o, jezeli k #4i 1lub 1 #1i
Af; = 0 dla kazdej czwdérki indekséw, dla ktdérej nie

zachodza réwnosci (1,3), (1.4),

Analogicznie do teorii réwnania Boltzmanna mozna teraz
wprowadzié pojecie tzw., momentdéw hydrodynamicznych, zwanych tez
wielkosciami makroskopowymi. I tak definiujemy:

- gestoéé liczbowga n

(1.8) = i N, ,
n & g

I : --
- predkosé Srednig u

- 1 2
(1.9) “=E§;"i"i

~ tensor cisnien P

http://rcin.org.pl
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(1.10) P =2 - DO - Dy

-~ <cisénienie hydrodynamiczne p

(1.11) p = .1, {;LT(Vi - 8)21\'.l

-~ temperature T

(112) T = g BT, - DA,

gdzie k jest statg Boltzmanna,

~ strumien ciepia 3

(113§ =316 - DA - DNy,
1=

Jak widaé z powyszszego, definicje wielkosci hydrodynamicznych sg
w pelni analogiczne do definicji odpowiednich pojeé wystepujacych
w teorii pelnego rdwnania Boltzmanna. Jedyng zmiang Jjest zastag-
pienie catek z teorii o ciggiym rozkiadzie predkosci przez sumy
skonczone.
Z (1.11) i (1.12) wynika réwnanie gazu idealnego
(1.14) p = knT
zupeinie tak samo jak w teorii Boltzmanna.

Analogicznie do zwyklej teorii kinetycznej wprowadza sig
pojecie niezmiennikéw zderzeniowych. S3 to takie wektory mp,

ktérych wspéirzedne (q%,?z,....qp) spetniajg
(1:45) i+ 4y =Y + Y,

http://rcin.org.pl
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dla kazdej czworki indekséw i,j,k,l, dla ktérej zachodzg (1.3),
(1.4,

Zbidr niezmiennikéw zderzen tworzy przestrzen liniowa [FCR.
Jednakze tu pojawia sie istotna rdéznica miedzy dyskretng a ciggig
teorig kinetyczng. Mianowicie niech q = dia IF. & ciggtej teorii
kinetycznej mamy pieé¢ liniowo niezaleznych niezamiennikéw zderze-
niowych, w teorii dyskretnej iloé¢ liniowo niezaleZnych niezmien-
nikoéw zderzeniowych, czyli q, moze by¢ rdézna od pieciu.

Tyopowymli niezmiennikami zderzeniowymi sg

= masa

g, = (11000010 € RP,

= (61,82,...,%),
- a takze energia

g= (% v,2‘, % vg oY % vg)e ®P

Poniewaz, w ogdlnosci q # 5, oznacza to, ze mogg by¢ niezmienni-
kami zderzeniowymi, w niektérych modelach, takie wektory, ktore
nie majg bezposredniego sensu fizycznego. I przeciwnie wektory,
ktére majg sens fizyczny, moga nie byé niezmiennikami zderzen.
Dzieje sie tak dla szczegdlnie prostych modeli o dwdch predkos-
ciach, gdzie wektor pgdu nie jest niezmiennikiem zderzeniowym.
Jednakze zawsze niezmiennikiem zderzeniowym jest wektor masy.

Innym pojgciem z cigglej teorii kinetycznej, ktére mozna
przeniess na przypadek dyskretny, Jjest pojecie funkcji K.

Jest ona zdeliniowana nastepujgco

http://rcin.org.pl



Mozna tez udowodni¢ dyskretny analog twierdzenia H Boltzmanna,
a przez to mozna zdefiniowaé pojecie maxwellianu. Jest to taki
wektor N = (Nq,NE,...,Np), ze (1ogN1,1ogN2,...,1ong) jest
niezmiennikiem zderzen. Mozna udowodni¢, ze tak okreslony
maxwellian ma wszystkie wiasnos$ci, ktére posiada maxwellian

w teorii Boltzmanna.

Dla dowolnych wektoréw U = (U1,U2,...,Up)é: ®P i

vV = (V1,V2,...,Vp) ¢ R® oznaczamy symbolem (U,V) ich iloczyn

(u,v) = gi; Uy

Niech wﬂ, QZ,..., qq bedg liniowo niezaleznymi niezmienn: ami

skalarny

zderzen, Okre$Slamy

(pi= (\fi9N)| 1= 1,25004,0Gs

7 réownan (1.5) wynikaja réwnania transportu

e 'dr, P (L2, o0l .
—= VR Y)Y = = Nywes 34
ST S ( - JIJ%}J) 0, i st 58

Uktad ten nie jest zamkniety, podoonmie jak w peinej teorii kine-
tycznej. W tej teorii uklad roévnan transpértu zamyka sig stosujgce
np., metode Chapmana-Enskoga. Wymagane sg dwie rzeczy: wprowadzenie
liczby Knudsena i wyrazenie maxwellianu przez wielkos$ci hydro-
dynamiczne., Te dwa warunki mozna spe%nié¢ rowniez w teorii kine-

tycznej, a wiec mozna przeniesé procedure Chapmana-Enskoga na

przypadek dyskretny. ¥ wyniku uzyskuje sig, podobnie jak w praw-

http://rcin.org.pl



14

dziwej teorii kinetycznej, zamkniety ukiad réwnan Eulera, Naviera-
Stokesa, itd. Pcdobienstwo tc jest tak giebokie, 2e w dyskretnej
teorii kinetyczne] wspdleczynniki transportu w modelowych rdéwnaniach
Naviera-3tokesa nie zalezg od gestosci, jak to ma miejsce w
prawdziwej teorii kinetycznej, a rownanie zachowania masy jest

w obu teoriach doktadnie takie samo. Tym razem jednak uktad

réwnan "hydrodynamiki" skiada sie z q <rownan, zamiast pigciu.

Szczegdly tej procedury, jak i dowody faktdédw tu wspomnianych
mozna znalezé w ksiazce R. Gatignol [9]. W pracy [10) procedura
Chaomana-Enskoga zostala rozszerzona na dyskretne mcdele z wielo-
czgstkowyni zderzeniami.

Historycznie jako pierwszy ayskretny model rbéwnania Boltaz-
manna nalezy uzna¢ model zaproponowany przez Carlemana [11],[32]

ON, on,
e + v*@i_ = N2 - N
(1 46)
N, - N,
ST ~Vgx =N =¥ .
Model ten jest zwykle interpretowany jako opisujgcy gaz, ktorego
czastki poruszajg sie po prostej z dwoma réznymi predkosciami,
torymi wymieniajg sie podczas zderzenia.

Bardzo szybki rozwdj teorii modeli dyskretnych nastgpiit
Jjednak w zwigzku z pracg J.E. Broadwella, [13], ktéry zaproponowal
i uzyt do wyznaczenia struktury fali uderzeniowej nastepujacy
model: czgstki gazu poruszajg sie¢ wzdiuz trzech prostopadiych
prostych stanowigcych osie ukladu wspélrz¢dnych z ta samg szyb-—
kKoscig v, a wyniki kazdego nietrywialnego zderzenia maja to samo
prawdopodobienstwo. Taki "gaz'" jest opisany przez nastepujacy

uktad réwnan

http://rcin.org.pl
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N
—:g-EN,] % v,ﬁl = G(N3N4+N5N6-2N1N2) -
D "ON,
T’ENZ = V,g-:—(-- = G(N5N4+N5N6—2N,‘N2) )
, DN
17) ,—:?}—Nﬁ + vfgy—3 = GI(N,IN2+N5N6—2N5N4) ;

> AN,
gl - Viss :G(N1N2+N5N6—2N3N4) i

7

ON
-:%Ns s v=2 = 6‘(N,FN2+N3N4-2N5N6) ,
- ONg
el = Vg = © (Nqlpslah,~2HcNg) .

0d tego czasu opublikowano mnéstwo prac na temat modeli dyskret-
nych, pojawily sie tez ksigzki i prace przegladowe (pozycje [10],
[14),[15],[16] - to tylko niektére z nich), w szczegdélnosci
opracowano wiele nowych bardziej zlozonych modeli niZ cytowane
tu modele Carlemana i Broadwella., Wobec tej ilosci prac dokonamy

ponizej jedynie przegladu najwazniejszych kierunkéw badan.

Istnienie i jednoznaczno$é rozwiagzan zagadnienia

Cauchx'eqo
Przez dos¢ diugi okres sadzono, ze udowodnienie twierdzenia
o globalnym istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan zagadnienia
Cauchy “ego
¢ o ¥ > n 1
) = : >
(1.18) Ni(0,%) = Njo(X) : Y — R, , n21

dla uktadu (1.5) jest prostsze niz udowodnienie istnienia i jed-

noznacznoscl rozwigzan odpowiedniego zagadnienia dla pelnezo

http://rcin.org.pl
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réwnania Boltzmanns. Jednakze prawda okazala sie inna, a nianowi-
cie di Perna i Lions [17] udowodnili istnienie (ale nie jedno-
znacznosé) rozwigzan sagadnienia Cauchy'ego dla petnego rdwnania
3oltzmanna. Jednakze metoda, jaka zastosowali, nie da sig prze-
nies¢ na przypadek dyskretny. Wobec tezo modele dyskretne nie
spetnity poktadanych w nich nadziei. Jednakze nie nalezy sgdzig,
%e praca wiozona przez wielu autordw (por. [147,(18]) byta bez-
uzyteczna., Po pierwsze, wyniki uzyskane dla modeli dyskretnych
zawleraja twierdzenie o jednoznacznos$ci, po drugie, uzyskuje sie
wiele wynikdw dotyczacych asymptotycznego zachowania sig rozwig-
zan zagadnienia poczjtkowego dla rdwnan dyskretnych przy czasie
dgzgcym do nieskonczonogci, po trzecie wreszcie, znaczenie niekto-
rych metod zastosowanych w teorii dyskretnej wykracza poza nig
i sa one ciekawe z punktu widzenia ogdlnej teorii réwnan réznicz-
kowych.,

Wreszcie dla modell dyskretnych uzyskano wiele ciekawych

wynikéw (18], [19]1,[%2] w orzypadku zagadniein brzegowych.

Hozwigzania dokiadne

Dla najprostszych modeli dyskretnych takich jak modele dwu-

pregdkosciowe czy tes dla modelu Broadwella znaleziono wiele nie-
trywialnych rozwigzan dokzadnych (por. np. [20],(21]).
Cornille znalazi tez rozwigzania dokladne dla modelu ze zderze-
niami troj-czgstkovyni [2?]. Interesujgce jest, ze dla modelu
14-precdkosciowezo znaleziono ostatnio doktadne rozwigzania przez
zastosowanie tzw., programu MACSYMA i uzywajac komputera [25].

Z powyzszezo wynika, ze pod tym wzglgdem uproszczenie rdwna-

nia Boltzmanna wynikajace z dyskretyzacji zbioru predkosci mole-

http://rcin.org.pl
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kularnych okazato sig¢ bpardzo owocne.

Granica hydrodynamiczna

Jednym 2 gidwnych zadan teorii kinetycznej jest uzyskanie
makroskopowego opisu gazu. Gatignol [10] pokazata, jak formalnie
stosowaé procedury Hilbertd i Chapmana~Enskoga znane z prawdziwej
teorii kinetycznej. Podjeto intensywne wysitki w celu udowodnienia
matematycznej poprawno$éci tych procedur. Dla najprostszych modeli
skonczyio sie to powodzeniem, a przeglad metod i wynikdéw dany jest
w (4], Tutaj zwroécimy uwage na te prace, ktdérych autorzy doswiad-
czenie zdobyte przy analizie modeli dyskretnych wykorzystall do
analizy przypadku cigglego. Ellis i Pinsky [24] badali asymptoty—
ke przy liczbie Knudsena dgzacej do zera dla ogdlnych zlinearyzo-
wanych modeli dyskretnych a nastepnie’ rozwijajac metody wyznaczy-
1i odpowiednig asymptotyke dla zlinearyzowanego rdéwnania
Boltzmanna [25], [26].

Rowniez Caflish, ktéry wraz z Papanicolaou [27] uzyskat
§ciste wyniki dotyczace granicy hydrodynamicznej dla modeiu
Broadwella, wykorzystal zdobyte dos$wiadczenie i wiedze do pokaza-
nia poprawno$ci procedury Hilberta dla pelnego réwnania Boltz-

manna [28].

Struktura fali uderzeniowej i inne zastosowania

Dyskretne modele réwnania Boltzmanna byly wykorzystywane do
badania konkretnych przeptywéw. Szczegdlnie intensywnie byi bada-
ny problem fali uderzeniowej rozpoczety jeszcze przez Broadwella

E13]. Problemowi temu poswigcona jest znaczna czeéé ksigzki

http://rcin.org.pl
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Gatienol [9]. Uzyskata ona szereg wynikow dotyczacyeh fal uderze-
niowych w modelowych rownaniach Fulera. Badala tez przypadki
szczegdlne zarowno teoretycznie jak i1 numerycznie. Interesujgcym
jest wynik numeryczny pokazujacy, ze grubosé struktury fali ude-
rzeniowej w przyblizeniu Naviera-3tokesa dla modeli dyskretnych
jest mniejsza niz w opisie kinetycznyan. Te sang wtasno$é mozna
zauwazy<¢ pordwnujac struktury fal uderzeniowych uzyskanych z
prawdziwych rownan hydrodynamiki i réwnania 3oltzmanna [29].

Caflish [30] badal zwigzek miedzy strukturg fali uderzenio-
wej w modelu Broadwella 1 ocodpowiadajacych mu przyblizeniach typu
Eulera i Naviera-Stokesa. Kawashima i Matsumura f51], badali
stabilnoéé struktury fali uderzeniowej w modelu Broadwella.

Struktura fali uderzeniowej w mieszaninie gazow Broadwella
badana byta w pracach [33],[34],[35],(%6]. Ostatnio autor niniej-
szego opracowania [37] pokazal, ze mozna stoscwaé modele typu
dyskretnych modeli réwnania Boltzmanna do problemu struktury fali
uderzeniowej w tzw. gazach wstecznych.

Z innych przepiywéw badane byly przepiywy typu Couette a
i Rayleigha (por. [9], [14],[33]1).

Dyskretne modele rdéwnania Boltzmanna daty tez poczatek tzw.
gazom sieciowym f59]. Obecnie ta teoria stanowi samodzielng i
bardzo obszerng dziedzing badan, uprawiang gildéwnie w USA i
Francji. (Wiele prac na ten temat mozna znalezé w cytowanych

sprawozdaniach przy pozycjach f6],[10],f48],f36]).

http://rcin.org.pl
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Czesé 1

Rozdziat 2

KONSTRUKCJA DYSKRETNYCH MODELI ROWNANIA BOLTZMANNA

Motywacja. Klasyczna konstrukcja dyskretnych modeli rdéwnania
poleza na tym, ze ustalamy najpierw liczbe predkosci p, a potem
staramy sig¢ dobraé¢ te predkosci tak, by dla jakichs$ nietrywial-
nych czwdérek indekséw speinione byly réwnodci (1.3) i (1.4). To
zadanie jest jednak po pierwsze bardzo trudne, a po drugie, nawet
po jego rozwigzaniu nie mozemy by¢ w peini zadowoleni, gdyz liczba
niezaleznych niezmiennikéw zderzen tak uzyskanego modelu nie musi
by¢ taka, jaka chcielibysmy mieé. Dalej w przypadku, gdy |Vl] =W
(i =1,...,p), to réowncéé (1.4) jest konsekwencja zasady zachowa-
nia masy (lub odwrotnie)., Zatem do skonstruowania, a tym samym i
do zdefiniowania modelu uzywa sie rdwnosci, ktdére nie muszg byé
niezalezne,

Stwierdzenie tego jest punktem wyjscia konstrukcji opisane]
w pracy [1]. Mianowicie, proponuje sie rozpoczaé¢ konstrukcje
modelu dyskretnego od konstrukecji jego przestrzeni niezmiennikéw
zderzen. Jest to wiec idea odwrotna do tej, ktdéra byta dotychczas
stosowana. Wymaga to przede wszystkim udowodnienia, ze przestrzen
niezmiennikéw zderzen catkowicie i jednoznacznie okre$la model
dyskretny. Jest rzeczg istotng zauwazyé, ze Zadne z réownan kine-
tycznych o ciaglym rozkladzie prgdkosci nie posiada tej cechy.

)

Metody zastosowane w omawianej pracy pozwalaja na opis nie-
Jednoznacznosci, jaka wystepuje przy konstruowaniu dyskretnych

http://rcin.org.pl
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modeli réwnania Boltzmanna. Pokazuje si¢ tez, 2e w zakresie dwu-
liniowych operatordw w przestrzeniach euklidesowych operator
zderzeniowy dany przez prawa strone rownan (1.5) jest jedynym,
ktéry posiada te wiasnosci, ktorych zwykle wymaga sig od opera-
toréw zderzeniowych.

W czescl trzeciej niniejszego przeglgdu podajemy zastosowa-
nia zarowno pojeé, jakie wprowadzamy jak 1 podajemy konstrukcje

konkretnych modeli.

Podstawowe pojecia

Niech p22 bedzie dowolng, ale ustaiong liczbg naturalng.
Zbibr wszystkich par nieuporzadkowanych (i,j) , takich ze
1 <1i,j € p oznaczamy przez gj »

Wprowadzamy nastepujgcg definicje

Definicja 2.1. Kazdy element z iloczynu kartez,jailskiegog}xg3

nazywamy zderzeniem i oznaczamy (i,jj;k,l).

Definicja 2.2. Niech (j,k;1,m)e 3’ . Wektor ¥ € IRP,

ktdrego i-ta skiadowa Y, dana jest wzorem

(2.1 }(i=6-i'l+ dim-S"_S'k'

ij i
zdzie d-ij jest deltg Kroneckera, nazywamy syabolem zderzenia
i oznaczamy przez ¥(j,k;l,m).

Zderzenie nazywamy trywialnym, jezeli jego symbol jest zero-

wyn wektorem 2z IRV,

Definicja 2.3. Moéwimy, ze dwa (lub wigcej) zderzenia sg nie-

zalezne, jezelli ich symbole sa liniowo niezaleznymi wektorami 2z ®P.

Podstawowym pojeciem, Jjakie wprowadzamy, jest tak zwany

http://rcin.org.pl
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zbidr zderzen podstawowych, zdefiniowany jak nastegpuje: zbior

zderzen podstawowych @ sktada si¢ z dowolnie wybranych r = p-gq
(1< p-q< p) zderzen niezaleznych.

Zbidér ten nie jest, nawet dla danych p i q, wyznaczony jedno-
znacznie. W pracy [1] nie zajmujemy sig¢ jego konstrukcja, ale

wprowadzamy

Zatozenie 2.1. Zbiér zderzen podstawowych jest dany; jest on

dowolny, ale ustalony.

Definicja 2.4. Zbiorem zderzen dopuszczalnych nazywamy zbidr
takich nietrywialnych zderzen, ktérych symbol mozna przedstawid
jako kombinacje¢ liniowg symboli zderzen z §. Zbidr zderzen
dopuszczalnych oznaczamy przez 6.

Poniewas symbole zderzen tworzacych Q sg liniowo niezalezzne,

to rozpinaja one (p-q)-wymiarowa podprzestrzen liniowa IF' < RP.
Przyjmujemy kolejng definicje¢

Definicja 2.5. Ortogonalne (w sensie standardowego iloczynu
skalarnego w Rr®) dopeinienie [ podprzestrzeni ®" do RP
nazywamy przestrzenia niezmiennikdéw zderzen, a kazdy wektor q

z E nazywamy niezmiennikiem zderzen. Oczywiscie mamy

dim F
F & &

q
®P.

i

Dowodzi sig, Ze obowigzuje

Lemat 2.1. Niech Y = (Q1, 42,..., qp) bedzie wektorem z RF.
Nastepujace wiasnosci sg rownowazne
a) q‘iﬁ?

- (et "
B - My Hy =W ey, » L= 5B yune 1P
dla kazdego zderzenia (is,j-ijk<,lc)E @

http://rcin.org.pl
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( -
) Wyt Yy =P+ ¥y
dla kazdego zde-venia (i,j3;k,1)eq.

W ten sposéb majac dany zbidr zderzen podstawowych & moz-. -y
wyznaczyé zbidr wszystkich zderzen nietrywialnych, a takze
skonstruowaé¢ przestrzen niezamiennikdéw zderzen. iozliwe jest podejs

cie odwrotne, o czym méwi

Lemat 2.2. Niech 1i,jjk,1 (1< i,j,k,1 <p) bedg takimi

liczbami naturalnymi, ze dla kazdezo wektora
Y= 41 Yaseeeny ) & F
Yi*t 93 =Yt M

wtedy albo (i,j;k,l) jest zderzeniem trywialnym, albo
(i,33k,1) € Q.
Te mozliwosé konstrukeji dyskretnego modelu réwnania Boltzmanna
poprzez uprzednie zadanie jego przestrzeni niezmiennikéw zderzen
wykorzystamy w nastepnym rozdziale do konstrukcji dyskretnych
modeli dla mieszanin.

Majgc skonstruowang przestrzeld niezmiennikéw zderzen mozemy
skonstruowaé maxwellian, Czynimy to w sposdb nastepujacy.
Niech RE bedzie podzbiorem tych wektordw z Rp, ktérych wszyst-
kie sktadowe sg dodatnie.
Dla wygody wprowadzamy oznaczenie nastepujgce: niech
N = (Nq,NE,...,Np)E ®P. Symbolem 1nN oznaczamy wektor dany
przez

In N = (1n N4y 1n Nyyeonyln Np).

Teraz wprowadzamy definicje

Definicja 2.6. Kazdy wektor Néjﬁg y taki 2e Iln N= F

http://rcin.org.pl
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nazywamy maxwellianen.

¥ ten sposdéb skonstruowalismy zderzenia, niezmienniki zderzen
i przestrzen niezmiennikéw zderzen a takze maxwellian bez znajo-—

mosci operatora zderzen, Teraz przystepujemy do jego konstrukcji.

Operator zderzeniowy

Niech F bedzie symetrycznym dwuliniowym operatorem

EIf: 8P x RP — RP,

Jego i-ta skladowa El_i dana jest przez

Sfi(u,v) s %;;‘ g D; 5 (UgV + T 73D

gdzie Ui’ Vj

nikami takimi, ze

sg sktadowymi wektordw U,Vesmp a Dijk sg wspdiczyn-

Di gk = Diyj (35K = 1520 vagDls
Przyjmujemy
Zatozenie 2.2. Zbidxr wartoécizgjjest zawarty w ¥ ,tzn.
g ®P x RP — 7,
gdzie F* jest podprzestrzenig ®rP rozpietg na symbolach zderzen
2 Q.
Wtedy obowigzuje
Lemat 2.3%. Operator F speinia zaltozenie 2.2 wtedy i tylko

wtedy, gdy ma postaé

- [ 1 -

o2 (U = *SL% . : .
(2.2) (U,V) = » é: ¥ T Coyr(UsVy + UyVy)

a wspdiczynniki C

4 ik spelniajg warunki
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qxjk = C<k3 XK = 1525845309

Jvk = 112)"'IP 3
zas x> =¥ (laydcikay L) (<=1,2,...,p-0) sa symbolami zderzen
tworzacych zbidér zderzei podstawowych.
Teraz przyjaujemy nastepujace
ZaYozenie 2.3%. Dla dowolnego operatora T RP<RP ——%»ﬁp

maxwellian jest rozwigzaniem rdéwnania

(2,3) 3(N,N) = 0,

zdzie maxwellian jest okreslony w definicji 2.6.
Z definicji maxwellianu, z (2.2) i (2.3) wynika

Lemat 2.4. Operator I spelnia zaltozenia 2.2 i 2.3 wtedy

i tylko wtedy, gdy mozna przedstawié go w postaci

2.w) Fu,v) = 2 Ejz{‘* _ B, g3k, 10+
2—\7\= (is%’l)eq bl
. (UiVj + UV - Uy - UV,

gdzie gﬂ’SE,_'.,Ep—q sa symbolami zderzen tworzgcych zbiér Q
zderzen podstawowych, a B.(i,j;k,1) sa pewnymi wspétczynnikami
liczbowymi,

Przedstawienie operatora F w postaci (2.4) nie jest jedyne,
mozna znalezé¢ inne jego reprezentacje. Najogdlniejsza reprezenta-
cjacgj jest otrzymana w dowodzie Lematu 2.4. Wybralismy te¢ repre-
zentacje, sdyz ona najbardzie] przyoomina prawdziwe rdwnanie

Boltzmanna.

Nieodwracalnoéé

W teorii pelhego rdéwnania Boltzmanna pokazuje sie [7},[8},

ze
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(2.5) Jate, o) £ ay € 0

zdzie J(f,f) jest operatorem stojacym po prawej stronie rowna-
nia Boltzmanna (1.1).

Konsekwencja tej nierdéwnosci jest znane twierdzenie H
Boltzmanna o nieodwracalnosci.

Azeby poglebic¢ podobienstwo miedzy prawdziwym réwnanienm
3oltzmanna i jego dyskretnym analogonem pectrzebujemy nastepujgce]
nierdvnosci
(2.6) (1n N, F(N,N)) < 0
dla kazdego N = RY .

Niestety, uszywajgc tylko (2.6) nie potrafimy uzyskaé zadnych
dalszych ograniczen na wspdéiczynniki w przedstawieniu (2.4) ope-
ratora 67 (wyjatek stanowi szczegbélnie prosty przypadek p = 2,

Q9 = 15 por. [56]). Dlatego musimy przyja¢ bardziej ograniczajgce

zatozenie. Wstawiajac (2.4) do lewej strony (2.6) otrzymujemy

(2.7)  (in ¥, F(N,N)) =

N.N E B (3 yd sk (A NkNl)l s
= . 1yJ3 - n
(1 R eg "1 g Dl Bl Bl

Rt G

Nieréwnosé (2.6) bedzie spetniona, gdy

(2.8) E- B (i, jzk,1)(1 = NkNl)ln S RS 0
. AR ERIE S ] N.N. Ny =
o ivj iM4

dla kazdego zderzenia (i,jj;k,1) € Q.

Przyjmujemy wiegc

Zalozenie 2.4. Opérator F dany przez (2.6) jest taki, ze
dla kazdego zderzenia (i,jj;k,1) € Q i dla kazdego wektora

N-iﬁf jest spelniona nieréwnosé (2.8).

Zatozenie to rézni sig¢ od poprzednich tym, Ze ma wyrazny
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z
=/

sens mikroskopowy (nierdwnosé (2.3) zachodzi dla kazdego zderze-

g;g). Pod tym wzgledem przypoaina onc sytuacje, ktoéra ma aniejsce

w prawdziwej teorii kinetycznej, gdzie nierdéwnosé (2.5) zachodzi
dlateso, ze funkcja podcatkowa jest nieujemna. To 2z kolei wynika

z wprowadzonej w teorii kinetycznej "strzalki czasu': od niezalez-
nosci czgstek przed zderzeniem do ich statystycznej zalesznosci po
zderzeniu.

Przez analogie mozna wigc interpretowaé zalozenie 2.4 jako wprowa-—
dzenie "strzatki czasu'" w teorii dyskretnych modeli rdéwnania
Boltzmanna.

% zalczenia 2.4 a takze z lematéw 2.3 i 2.4 wynika

Twierdzenie 2.1. Operator dwuliniowy 3 . R®x RP — rP

speinia zatozenia 2.2, 2.3 1 2.4 wtedy 1 tylk5 wtedy, gdy jest on

postaci

(2.9) F(u,v) =

1 A .o . _
= o (5T A(:L,J,k,l)zf(l,g,k,l)(UiVJ.+UJ.Ji—Ule Ulvk),
2 ¥ P9 ™

gdzie wspéiczynniki liczbowe A(i,jj;k,l) sg takie, ze dla
kazdego (i,33k,1)€q
AL ,aak,1) 2 0.

Korzystajac z definicji (2.2) symbolu zderzenia ¥ (i,j;k,1)
tatwo przekonujemy sig¢, ze (2.9) moze byé zapisany réwniez w

kKiasycznej postaci danej przez prawa strone réwnan (1.5).

Poprawnosé konstrukcji

Nalezy jeszcze zbadad, czy przeprowadzona konstrukcja daje
istotnie operator o poszukiwanych wiasnosciach. Poniewaz wspdl-

czynniki A w (2.9) speiniaja stabe nierdwnosci,

http://rcin.org.pl



2n
to w szczegdlnosci wszystkie one moga byé roéowne zero. Wtedy
Jjednak dla takiego, skrajnie zdegenerowanego przypadku, przestrze-—
nig niezmiennikéw zderzen jest cala przestrzen &Y zanmiast zgda-
nej jej podprzestrzeni F. Innym problemem jest wyznaczenie wszyst

kich rozwigzan rdwnania
(2.10) F(n,N) = 0, NzgP .

Cczywiscie kazdy maxwellian speinia rownanie (2.10), ale odwrotne
twierdzenie nie jest w ogdlnosci prawdziwe. Jest tak w przypadku,
gdy np. wszystkie wspdiczynniki A w (2.9) sa réwne zero. Wtedy
oczywiscie, dowolny wektor N z BE spetnia réwnanie (2.10).

Te dwa przyklady wskazujg, ze potrzebne sa pewne dodatkowe
zatozenia, ktére nie wynikajg z zalozen juz przyjetych. Wygodnie
jest wprowadzié zbiér § C § zderzen odpowiadajacych dodatnim

wspéiczynnikom A; definiujemy
Q = {(i,.j;k,l)e Q: A(i,i3k,1) > o} s

Przyjmujemy nastepujaca definicje:

Méwimy, ze operator I3 dany przez (2.9) ma wtasno$é zupel-
nosci, jezeli zbiér zderzen Q zawiera p-q zderzen niezalez-

nych.

tatwo jest ustalié, czy operator F ma czy tez nie wiasnosé
zupeinosci. W tym celu tworzymy macierz K , ktérej wiersze (lub
kolumny) sg utworzone z symboli zderzen z Q. Operator Qr‘ma wias—
nos¢ zupeino$ci wtedy i tylko wtedy, gdy rzad macierzy M jest
réwny p-q.

Uzywajgc pojecia zupeinosci operatora F mozemy udowodnié

Twierdzenie 2.2. Kazde rozwiazanie Ncimf réwnania (2.9)
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ma te wiasnosé, ze
InNe F

tzn. jest maxwellianem wtedy i tylko wtedy, gdy operator ma

wiasno$é zupeinosci.

Twierdzenie 2.3. Operator # dany przez (2.9) ma wtasnosé

zupeinosci wtedy i tylko wtedy, gdy F odwzorowuje RP x ®P na
B

Z tych dwu twierdzen wynika

Twierdzenie 2.4. Kazde rozwigzanie NE.RE réwnania (2.9)

jest typu maxwell-owskiego wtedy i tylko wtedy, gdy operator
dany przez (2.9) odwzorowuje BRP x B®? na 7',

Zauwazmy jednak, ze wiasnosé¢ zupeinosci operatora zderzeniowego
nie jest konsekwencja przyjetych wczesniej zaXozen. Muszg wiegc

one by¢ wzmocnione tak, by unikngé niepozadanych czy wrecz try-

wialnych sytuacji.

Twierdzenie 2.4 sugeruje wyraznie jak to uczynié., Mozna

zrobié na dwa rdéwnowazne sposoby.

I) Zamiast zatozenia 2.2 przyjmujemy

Zatozenie 2.2 . Niech zbiér Q zderzen podstawowych bedzie

: e iotd =y ;
dany. Zbiorem warto$ci operatora dwuliniowego J- okreslonego na

&P x RP Jjest o, Mamy :

Twierdzenie 2.5. Dwuliniowy symetryczny operator ii- okres-

lony na RP < RP speinia zalozenia 2.2', 2.3 1 2.4 wtedy i tylko
wtedy, gdy ma postaé (2.9) z nieujemnymi wspdlczynnikami A oraz

gdy ma wtasnosé zupelnosci.

Dodatkowo: kazde rozwigzanie réwnania (2.9) N takie, ze
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N& RE jest typu maxwellowskiego.

II) Zamiast zatozenia 2.3 przyjmujemy

Zalozenie 2.3  Kazdy wektor N< Rf speiniajacy (2.9) jest
maxwellianem.

W tym przypadku mamy

Twierdzenie 2.6. Symetryczny dwuliniowy operator 'F okreslo-

ny na RPX RP speinia zalozenia 2.2, 2.3 1 2.4 wtedy i tylko
wtedy, gdy jest postaci (2.9) z nieujemnymi wspdlczynnikami A

oraz posiada wiasno$sc¢ zupeinosci.

S L
Zbiorem wartosci F jest F.

Fizyczne zasady zachowania

Chcemy podkreslié, ze definiujagc zderzenia i odpowiadajgca
im przestrzen niezmiennikéw zderzen nie uzywalismy w ogdle pred-
koéci molekularnych. Jednak w wielu przypadkach moze byé rzecza
wazng, aby ped i energia byiy zachowane. W tym celu musz3 byé
spetnione (1.3), (1.4) dla kazdej czwérki indekséw i,J,k,1
takiej, ze zderzenie (i,j3;k,1) < Q. Z lematu 2.1 wynika, ze
wystarcza, by zwiazki (1.3), (1.4) byly speinione dla kazdych
iyjykyl  takich,ze {(1:3s%,1) = Q.

Zwigzek (1.3) oznacza, ze wektory

(2.11) (v,i‘,v%,...,vli)) e F , 12 1,2,000,ds

Niech 4)": (‘?1,@2,...,({);)),. (X =1,2,...,9) beda wektorami

bazowymi w . Relacja (2.711) zachodzg wtedy i tylko wtedy, gdy

e = K .
(2.22) vy o= > cy;§)i ’ % =Ny Pyains 3P

oL =A
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gdzie ¢. = =&Y s3 dowolnymi wektorami.

Yistawiajac (2.12) do (1.4) otrzymamy p-q kwadratowych
réwnan alzebraicznych dla gqd niewiadomych wspéirzgdnych
wektorow Eq,...,Eé. Zatem na og6étr liczba réwnan bedzie wigksza
niz liczva niewiadomych, a wigc otrzymany ukiad begdzie miai, i
to niejednoznaczne, rozwigzania. Jezeli jednak zdarzy sie, ze
ten uktad rownan nie bedzie mial rozwigzan, to bedzie to oznacza-

Yo, ze w danyn modelu zasady zachowania pedu i energii nie mogag

byé jednoczesnie speinione, Jest tak np, gdy p =2 i q = 1.

http://rcin.org.pl



Rozdziax 3

ZASTOSCWANIA TECRII

Przyk:ady

VW pracy [2] zajmujemny sie konstrukcja wspdlczynnikow
A(i,j;k,1) wystepujacych w operatorze zderzeniowym. Poniewaz
jest to adaptacja idei wprowadzonych przez Gatignol f91, to pomi-
niemy tutaj te konstrukcje. Dokiadniej nieco omdéwimy pewien
przykiad [2].

Bierzemy p = 2r, gdzie r Jjest pewng liczba naturalng,
takg ze r 2 2. Jako zbidr zderzen podstawowych bierzemy

r-1

G = Lj {(i,i+r;i+1,i+r+1)} =
i=1

Zbidr Q zderzen dopuszczalnych ma postad

Q= LJ { (i,i+r;j,j+r)}

1<i<jsr
Postepujgc wedtug schematu opisanego w poprzedniej czesci i zakta-

dajac, ze kazde ze zderzen z @ jest jednakowo prawdopodobne

uzyskujemy
3, 2V L
" 1 o Nl i
(3.1 &, (N,N) = =5 Zj= (1\‘i+jNi+J+r NyNy L )y 151,2,..0,20

gdzie ¢ Jest wielkosScig o wymiarze predkosci, a S mozna

utozsamiaé z przekrojem zderzeniowym, a w (3.1) przyjelismy umowe:

Jezeli i3y2r, to i = j(mod 2r), (1< j = 27).
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Zatem model Jjest nastepujacy

) IN, O 7
(3.2) =+ & 53 =3 (0,5, 1= 42 o sl

cdzie éic_ B (1 = A iPhss058T0 X & Bd, a ;fi dane sa przez

i =952, 50 50

gdzie §O,Vq,...,? sa dowolnymi wektorami z RY, takimi ze

r

(3.4) v§=v§=...=v2=v

Interesujgce s3g przypadki szczegdlne.

a) Ktadac d =2, ¥_ =0 oraz

LT G-
r e !

(3:5) V. = v(cos

&, , sin 1 = Malssie D

uzyskamy tzw. model regularny o 2r predkosciach wprowadzony

przez Gatignol [9].

b) Jezeli przyjmiemy d = 3, r = 3 oraz VO =0,

=

o 1 0 N 0
(3.6 v, =v(0), ¥ =v(1), v;=00),
0] 0 1

to uzyskamy znany model Broadwella [13],(a takze (1.17)).

¢) Przyjmujac d = 3, r = 6, Vo = 0 oraz

http://rcin.org.pl
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Vi = v(cosx,sinicos g%E,sinxsin E%E)’ i=1,2,3
(3e7)

Vi = v(cosp,sinfcos Lgi%1zr,sinfﬁsin igigili, i=4,5,6
gdzie

tgat = 3 - V5, tg (3 =3+ V6
otrzymamy tzw. model 12-predkosciowy wprowadzony przez
Cabannesa [40].

Stosujac proponowang procedurg pokazalismy, ze te trzy modele
sg pewnymi szczegdlnymi ovrzypadkami ogdlniejszej klasy modeli.
Uzyskalismy tez pewne uogdlnienie kazdego z nich, jednakze to
uogdlnienie mozna uzyska¢ bez stosowania teorii naszkicowanej w
czesci II. Istotne jest to, ze zastosowanie tej teorii pozwala
stwierdzié¢, 2ze otrzymane uogdlnienia sg maksymalne w tym sensie,

%e nie zmieniajg zbioru zderzen charakteryzujgacego dany model.

Modele dyskretne mieszanin gazéw szlachetnych

Zatrdzmy, ze mamy danych N dyskretnych modeli réwnania
Boltzmanna, z ktérych kazdy sktada sig¢ z PqsPgsessPy rownan
i ma Qq,Qz,...,Qg jako zbiory zderzen podstawowych. Zadanie
polega na napisaniu takiego modelu o Pa+Pote s+ réwnaniach,
w ktérym uwzglednione zostalyby nie tylko zderzenia miedzy czast-
kami typu (tzw. zderzenia wtasne), ale tez miedzy czastkami
réznych typoéw (tzw. zderzenia krzyzowe).
Jako pierwszy zadanie to w szczegbélnym przypadku rozwigzail
Cabannes [41]. Zbudowal on model o 14 predkoéciach uzywajac dwdch

modeli Broadwella, a mianowicie wspominanego juz modelu o 6 pred-
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kosciach i modelu o 8 predkosciach. Modelu Cabannesa nie mozna
uznaé jako modelu mieszaniny dwdéch gazéw, gdyz zaktadal on, ze
masy obu gazow sg jednakowe,

Pierwszy model mieszaniny gazdéw dopuszczajacy rozne masy
zostal napisany przez Bellomo i de Bocio [42]. Swoj model zbudo-
wali oni dla mieszaniny dwdch 6-cio predkosciowych modeli Broad-
wella. Ten model zostat uzyty do badania struktury fali uderzenio-
wej w binarnej mieszaninie gazéw szlachetnych przez Monaco f}}j,
[34] i Pratkowskiego 35 . Przeglad dalszych konstrukcji modeli
dyskretnych dla mieszanin oraz prébe ujednolicenia ich i podanie
ogbélnego schematu podjeli Monaco i Pratkowski [38). Jednakze po-
dali oni tylko opis idei i péwne nowe modele, natomiast nie byli
w stanie ujaé tych idei w sposdédb ilosciowy. Jest to zwigzane z
geometrycznym podejséciem do tego zadarnia.

Konstrukcja, ktdra zastosowalismy w pracy [2] jest oparta na
ideach pracy [ 1] przedstawionych w czeéci II niniejszego opraco-
wania.

Zakitadamy, ze kazdy 2z modeli, ktdérego uzywamy do utworzenia
mieszaniny ma ten sam zbidr zderzen podstawowych. Dokiadniej,

zakladamy, ze

Pqg = Pp = eee Py=7P

Qy=Q .

Q/l:‘nie:oo-

Fizycznie to zalozenie mozna interpretowaé tak, ze kaidy gaz,
traktowany z osobna, podlega dokladnie tym samym przemianom z tym,
ze potencjal oddziatywahn (u nas wspdlczynniki A(i,j3;k,1)) jest
na ogdl rdézny.

Niech [F bedzie wspélna dla kazdego modelu przestrzenig
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niezmiennikdéw zderzen i niech Yoo \.il,],..., qu_,’ bedzie jej
bazg. Przyjmujemy, ze § = (1414¢..,1). Jako przestrzen nie-
zmiennikoéw zderzen dla mieszaniny przyjmujemy liniowg (q+v-1)-
wymiarowg podprzestrzen tFM przestrzeni JRp‘) rozpieta przez

pV-wymiarowe wektory
@F1

({)2 = (O, \.fo,...,o)

s e s e rssscs e sen e

(3.8) P, (0,0,+ 01 )
%’-\}*_z} = (\{1, Lf;],-oc,(.f,l)

s ereessatrevsnsse e

n

(1§ 4201000,0)

CPQ+1)-’! = (\‘?q.-*]' qu_q"--s L?q-‘l)

gdzie O oznacza p-wymiarowy wektor zerowy.

Pierwsze V wektoréw w (3,8) wyraza zachowanie masy kazdego
sktadnika podczas zderzenia.

Uzywajac (3.8) jako bazy w FM mozemy odtworzyé wszystkie typy
zderzen 1 wobec tego operator zderzeniowy dla mieszaniny. Model

ma nastepujaca postad

(3.9) T2+ O 2w -G,  w=1,2,00.,9

CF.

gdzie I jest pxp macierza jednostkowa, N = (N:,...,N';),
(L™ jest macierza postaci

& 0

5

Ef‘c,...,&; € Rd, (L= 1,00.,V), X& (Rd, a ?OL ma postaé

(7.90) =

O



5%

5 Gy 2 a0k oypit iyl
(3.11) JL = . Au,(i,,j;k,l)g(i,j;k,l)(Niwj-nkml) +
(ivj; y1)6Q

N 52 . . . PEAN A a ik
[A‘a(l,,j;k,l) X(l,k)(NiNj-NkNl) 5

+ =
%5 (i,jik,l)eQ

7
#X

A S Sk

. Al (i,;j;k,l)t{(i.l)(NiNj'NzNii) *

o= L] " 5
+ A (i,j;k,l)}{(j,k)(NJ.N“fN'l;N‘l) +

+ Aﬁ: (ioJ‘ik,l)X(j,l)(N‘;Nz_}qu&;) 4

*p BN 3 ¢y r 13 )
A 3 i NINC=N'N
W 155 < (1,31{]11)3/( v )¢ $0 Jli)
gdzie X’(i,j;k,l) € RP jest symbolem zderzenia (i,j;k,1)& @
a 7Y(i,j) Bpest p-wymiarowym wektorem, ktérego m-ta skiadowa

jest dana wzorem

g R LR Y [N RS N

W (3.11) pierwszy skladnik reprezentuje zderzenia migdzy czgstkami
tego samego typu, i wobec tego wspdlczynniki Ai:i(i,j;k,l) sa
takie same jak odpowiednie (tzn. odpowiadajace zderzeniu
(i,j3k,1)) wspétczynniki w modelu typu oL . Pozostale wyrazy
reprezentujg zderzenia cmastek typu of =z czqétkami typu (5
(B#), a zatem wspéblczynniki A wystepujace w tej sumie cha-
rakteryzujg zderzenia krzyzowe.

Oméwimy teraz fizyczne zasady zachowania.
Niech

lPJ' :(l?j’l'l‘rja""'l'fjp)' i = M525e00 401

oraz Lﬁ)o = (1,0..51) bedzie bazg w [F. Wektor pedu mieszaniny
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21 £ 22 2 9 o
(2.12) (chq,...,chp,mch,...,mzép,...,mgéq,...,chp)

gdzie m. > 0 (o¢= 1,.,..,Y) mozna interpretowaé jako mase

molekul typuof , jest elementen TM wtedy i tylko wtedy, gdy

-1
(3.13) 6;:\734»};,4263%1, i 2 AyeeeyDy L = TyueeyV
J:

gdzie Vv i Gj sa dowolnymi wektorami z Rd, a

B
-

}/L-.L: ’ D{.=’]’2,-u—,.\).

B
A

Wektor energii mieszaniny

(3.18) (@ (82,000, (8%, 000ymy(@9 02,0000 y(30)%)

jest niezmiennikiem zderzeniowym wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
ortogonalny do symbolu kazdego zderzenia w mieszaninie. Prowadzi
to do dosé ;komplikowanych réwnan algebraicznych, ktére wobec

tezo pominiemy. Bardziej szczegdéiowo oméwimy tzw. modele regularne,

w ktérych

-1
CEU RN G el B LR T R
m=

Energia mieszaniny jest niezamiennikiem wtedy i tylko wtedy, gdy

q-1
(3.16) @ -V 5 V(401 = Ypigeq) = 0
m= .

Zakradajac, z2e gqpd 1 ze wektory
=y, - )
EET m kYmi Wm,i+1

sg liniowo niezalezne, otrzymujemy z (3.16)
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6;: \7)0 (= ’1,2,.;.,1)).
Ze wzgledu na transformacje Galileusza mozenmy przyjaé bez straty
ogélnodci, ze Go = 0. Wtedy wzory (3.13) daja

e g=1 i
(317 Ei =P é_ Volmi @ 1= 12seessps oL = PP

W szczegdlnym przypadku (3.15), (3.16) zasady zachowania pedu i
energii mieszaniny sg speinione.

Rozwazania tego punktu konczymy konstrukcjg mieszaniny zazdw,
Zz ktérych kazdy jest modelem omdwionym w punkcie poprzednim tej

czgSci. W tym modelu regularnym

Aol -
c= Pk”vi
i =125 2

i =
Ser = Wai s B

gdzie V}_e gy 1 maja ten sam modul.

Model jest nastepujacy

Y
= ; Sap (Pprutfip) 2( m+J m+a+r NV r)

"B

J 2r
\' B .
T N T
mi = Ny L gnnie 58

gdzie

j o2
1]
<

=

m+ T m



%6
zas 1Pij jest katem miedzy ?i i

Vs
J
Szczegdlnym przypadkiem dla ) 2, T = 31i ¥, danym przez

it
(3.6) jest model Bellomo-de Socio, & takze, oczywiscie przy innych
v i r, model mieszaniny skonstruowany w [58] przez Monaco 1

Pratkowskiego.

Konstrukcja modeli dyskretnych dla mieszanin gazdw

chemicznie czynnych

Podamy teraz konstrukcje takich modeli dyskretnych, ktére
moga by¢é interpretowane jako modele dla mieszanin gazdéw z reak-
cjami chemicznymi. Modelowanie opieramy na teorii gazéw rzeczywis-
tych, podanej w pracach [#3], PMQ.

Przyjmujemy dwa podstawowe zalozenia, ktére z punktu widze-

nia chemii sg bardzo ograniczajgce. Sg to:

a) uwzgledniamy tylko binarne zderzenia, tzn. w wyniku
zderzenia si¢ (reakcji) dwéch czastek pozostaja zawsze tylko dwie

czgstki, chociaz by¢ moze innego rodzaju,

b) zaktadamy, ze obowigzuje tzw. zasada bilansu szczegdlo-
wego, Mbéwigc z grubsza, polega ona na tym, ze reakcja prosta i
odwrotna s§ symetryczne. Ta zasada jest w przyblizeniu spetniona
tylko wtedy, gdy mieszanina znajduje sie w poblizu stanu réwno-

wagl chemiczne]j [45].

Mimo tego otrzymane réwnania sa bardzo ztozone. Nalezy tez zazna-
czy¢, ze zdaniem autora mozliwe jest takie rozszerzenie konstruk-
cji podanej w rozdziale 2, by uwzglednié zderzenia wieloczgstkowe.
Prowadzi to jednak do olbrzymiej komplikacji i zaciera przejrzys-
to&é i czytelnosé modelu., Innymi stowy zalozenie a) ma techniczny

charakter uproszczenia. Zalozenie b) jest o wiele bardziej istot-

'
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ne, i nie jest jasne jak go osiabié. Jest ono powszechnie przyj-
mowane, w roéoznych formach, w teoriach kinetycznych opartych na
cigglym rozkladzie predkosci molekularnych, gdyz bez Jjakiej$s formy
zalozenia bilansu szczegdilowego nie mozna osiagngé praktycznie
Zzadnych wynikdéw.

Dalsze zatozenia, jakie przyjmujemy, dotycza skiadu i struk-
tury rozwazanej mieszaniny.

Zakladamy, ze znamy wszystkie rodzaje molekut By
(3£ = 1,2,044,7), ktére mogg wystapié w mieszaninie. Dalej,niech
molekuta B.. skiada si¢ z atomdw A(h) (A= 5250w 0.0 D
Sklad atomowy molekuly zapisujemy w postacl wzoru chemicznego

Bo = Aé& AI((? ,((’;/30(

gdzie Kp, (B= 1,2,e..8, L= 1,2,...,)) jest liczbg atoméw
typu p w molekule‘ typu ol . Zaktadamy, ze znamy z chemii te
liczby.
Zektadamy tez, 2ze znamy, na podstawie rozwazan chemicznych,
wszystkie typy reakcji, jakie mogg wystgpié w rozwazanej miesza-
ninie.
W ?ym punkcie postepujemy podobnie jak w punkcie poprzednim, tzn.
rozwazamy V) modeli, z ktérych kazdy ma te samg ilosé predkoseci
p 1 ten sam zbidr zderzen podstawowych Q.
Rozpoczynamy od skonstruowania przestrzeni niezmiennikéw zderzen
By (a2 mpﬂ dla mieszaniny. Po pierwsze, zachowuje sig¢ calkowita
ilosé czgstek, gdyz wynikiem zderzenia sie dwoch czastek sg znowu

dwie czgstki. Zatem wektor

v

(3.18) "’?0=(\?0,LPO,...,U(O) & RYY ,
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gdzie jek poprzednio Lro = (1,1,0..,1) & RP, jest niezmienni-
kiem zderzeniowym.
Nastepne prawo zachowania wyraza zachowanie liczby atomdéw

w molekutach przed i po zderzeniu, czyli

K/\q-;!- de = Kad + K?O‘
(A 2 4By samile)

dla kazdej reakecji typu
Bgc-fB[}{—) By-fBo"‘ .

Zatem pY-wymiarowe wektory

Dy = ®Yorkaz Yoree - Kad o) »
3 (K21L?0,K22Lfo,...,K2{)LPO) .

D I R A

_ (KMU(O,KXzL?o,... ,Kﬂg%)

powinny byé zaliczone w skiad niezmiennikédw zderzeniowych.

oA
o

(3.19)

Asa
<

Przy dodatkowym zatozeniu, wynikajgcym z rozwazan fizyko-chemicz-

nych, ze skiadowe atomy A(1),A(2),...,A(n)

sg zawarte w zesta-
wie molekutr B, tzn. 2ze istnieje chociaz jedna

(M1 B =V ), taka ze

¥l
(3.20) E Ry # 1

mozna dowies$¢, podobnie jak w [45],[44], ze wektory (Po'¢1""'¢ﬂ
sg liniowo niezalezne w mpo.

W koncu zakladamy, Ze inne wielkoSci reprezentowane przez

\
qq,L{Z,..., qq—ﬂ S8 zachowywane w czasie zderzenia.
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Zatem wektory

q)ﬁﬁq = qo Gareeatfq) = B

_ _ ) 9
?)VQ :Oh,q2“.”q2)u R®
(3.21)

, .........:..............:‘ ...... -
{JQHL—W SC NPT N TITITE PP "

sa elementami FM.
Przy zatozeniu (3.20) wektory (3.18), (3.19), (3.21) ssa
liniowo niezalezne i bierzemy je jako baze w FM.
Oczywiscie

dime‘Mz q +3 .

Znajomosé¢ bazy, a przez to i catej przestrzeni FM pozwala na
wyznaczenle zbioru wszystkich reakcji w rozwazanej mieszaninie,
W wyniku zastosowania rozwazan rozdzialu 2 mozemy skonstruowad
operator zderzeniowy.

Wygodniej jest podzielié zderzenia na dwa typy: zderzenia
sprezyste i zderzenia niesprezyste. Zderzeniami sprezystymi nazy-
wa sie zderzenia, w wyniku ktérych molekuly zachowuja swoja toz-
samo$é, a zderzeniami niesprezystymi nazywa sie te, w wyniku kté-
rych powstajg dwie, zupelnie rozne, ale bgdgce w zestawie dopusz-
czalnych typdéw molekui.

Zgodnie z tym, operator zderzeniowy dzieli si¢ na dwie
czesci: czesé odpowiadajgaca za zderzenia sprezyste, EF;,QI,
i czesé odpowiadajgacg za zderzenia niesprezyste, qjin,d‘.
Piszeny wiec

——

- — -
-}J:}eﬂ';}inx ' == %2““”0'
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Czgéé sprezysta + — jest taka sama jak w punkcie poprzednim
s
i dana jest wzorem (3.11). Czes¢ niesprezysta K#'in\m jest o
N,y

wiele bardziej skomplikowana ze wzgledu na roéznorodnosé zderzen
niespresystych i dlatego ominiemy jg (jest ona dana wzorem (4.10)
pracy fZ}). Oméwimy za to bardziej szczegdlowo fizyczne zasady
zacheowania.

Po pierwsze, poniewaz ped zachowuje sig¢ w kazdym typie
zderzenia, sprezystym i niesprezystym, to pJ—wymiarowe wektory

pedu mieszaniny (3.12) musza byé elementami . Daje to

(3.22) 85 o (5% + B
gdzie
-y x
-jg <35 B = Ui s vagV

- = P
Bi=§;]: VT T % m BB i s 5l

Tutaj 31,...,5,9, gq,...,30_1 sa dowolnymi wektorami z Rd,
W= my/mg , a LPJi’ (i =1,e..,p) sa sktadowyni 43 ¢ RP
(J = 1,2,...,q-1).

Zderzenia niesprezyste nie zachowujg energii translacyjnej,
ale zachowuja sume energil translacyjnej i wewnegtrznej. Dlatego
niezmiennikien zderzen powinien byé¢ wektor

1 o > 2 —
(?m1(31)2+E1,...,%mq(é;)2+nq,...,%m“(ci)2+Eg,...,%m¢(c;)2+n9),
gdzie E Jjest energig wewnetrzng molekuty B..

Prowadzi to do jeszcze bardziej skomplikowanych réwnan na skia-

’ = =2 8 & . .
dowe wektordéw 3q,...,§ﬂ » Daseee,d niz w przypadku mieszanin

q="1
gazéw szlachetnych.
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Wieloatomowe molekuly nie moszg by< traktowane jako sferycz-
nie symetryczne i dlatego mamy dodatkowy niezmiennik zderzen,

>
ktérya jest w istocie Sredni moment pedu L. (teraz zakladamy,

26 d = 3). Jest to spelnione, gdy
I, = gf; Ko Jp s wh= T2V
D=
zdzie jp = ﬂj sg dowolnymi wektorami.

W pracy [2] pokazujemy ponadto, ze maxwellian w rozwazanym
przypadku dyskretnym przypomina bardzo maxwellian uzyskany w
przypadku ciggtego rozktadu predkosci przy zatozeniu zasady bi-
lansu szczegdlowego (p. [43]), [44]). W szczegblnosci obie teorie

dajg te samg postaé potencjaiu chemicznego.

Modele nietrywialne [3]

Pojecie wprowadzone w rozdziale 1 znajduje zastosowanie nie
tylko do konstrukcji modeli o pewnych wiasno$ciach, ale tez do
rozwazan teoretycznych., Niektdédre z nich zostaly podane juz w
rozdziale 1, teraz podamy dalsze. Chodzi tu o tzw. modele nie-
trywialne. Ogélna teoria rozdziaiu 1 nie wyklucza takich modeli,
ktére rozpadaja sie na dwa lub wiecej modeli niezaleznych, ani
tez o takie modele, w ktérych jakas ze skladowych wektora opera-
tora zderzeniowegc jest réwna tozsamosciowo zeru, bez wzgledu na
to, jakie jest N,

Problem ten zostal juz podjety przez Gatignol ([9], str.21
i 22). Teraz, uzywajac pojecia zbioru zderzeh podstawowych udaio
sige otrzyma¢ dodatkowe zaleznosci miedzy liczbg réwnan p, wymia-
rem przestrzeni niezmiennikéw zderzen q i wymiarem r jej do-

peinienia do RP. Chodzi oczywiscie o dodatkowe zaleznosci oprécz

http://rcin.org.pl
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tych oczywistych, 2e 1<p<q i gq+r = p.

Najoierw jednak zdefiniujemy precyzyjnie pojecie modelu nie-
trywialnego.

Na zbiorze indekséw {1,2,...,p} wprowadzamy nastepujaca
relacje (por. [9], str. 16).

Méwinmy, ze

irej jezeli 1) lub 2)

1) indeksy i oraz j sg rbwne
2) indeksy i oraz j sq rdésne, ale istnieje skonczony ciag

indekséw kﬂ’kz""'ki , taki ze nastepujace zderzenia

(i,k1;kg,kB),(RB,kg;kE,ke),....(ki_s,ki_q;ki_5,ki_2),
Ckjpoky_qiky0d)

sg nietrywialne i naleza do Q.

Powyzsza relacja jest relacjg roéwnowaznosci E9]. Klase abstrakecji,
do ktérej nalesy i, oznaczamy przez i.

Dyskretny model rownania Boltzmanna nazywamy nietrywialnym,

jezeli jego zbidér zderzeh podstawowych jest taki, ze
T2 1102y 0seap] 3
w przeciwnym przypadku model nazywamy trywialnya.
Zachodza nastepujace twierdzenia [3]

Twierdzenie 2,7. Niech réznica p-g = r bedzie zadana.

Dyskretny model moze by nietrywialny wtedy, gdy liczba jego

rownand p przyjauje jedna z wartosci

P = P¥U,P425 000y 3041,

Dla innych wartosci p model jest zawsze trywialny.
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pe 1}

Twierdzenie 2.8. Najmniejszy, tzn., skladajacy sie z najmniej-

szej liczby réwnan dyskretny mocel réwnania Boltzmanna, majacy
z gory zadany wymiar g swojej przestrzeni niezmiennikéw zderzen,
sxtada sie z

P oc = Q # [3] 5 g = 25055 06

1 Ppip = 2» 8dy @ = 1, rownan.

Tutaj, [x] oznacza czesé¢ caikowitg liczby rzeczywistej x .

Twierdzenie 2.9. Niech p>2 bedzie ustalong z goéry liczbg

rownan modelu dyskretnego. Dla kazdego q naturalnego, takiego

ze
’IﬂqSP-[%l}

mozna zbudowa¢ model nietrywialny taki, 2e q jest wymiarem jego

orzestrzeni niezmiennikéw zderzen. Jezeli zas

[ p+1
p-\_P—;—+1<q<p
to model jest trywialny.

W szczegdlnosci z twierdzenia 2.7 wynika, Zze jedynie dla
p = 2,3,4 moga istnieé¢ modele nietrywialne majgce p-1 nie-

zaleznych niezmiennikdéw zderzen.

http://rcin.org.pl
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Czegse II

Rozdziat &4

PROPAGACJA FAL DZWIEKOWYCH

Wstep

Jedng z przycazyn, dla ktérych zajeto sie tak intensywnie
modelami réwnania Boltzmanna byla nadzieja, ze przy dostatecznie
duzej ilosci predkosci uwzglednionych w modelu mozna bgdzie
uzyskaé dostatecznie dokiadne przyblizenle do rozwigzania odpo-
wiedniego zagadnienia na gruncie peinego rdéwnania Boltzmanna.

Problem ten nie zostal . nalezycie wyjasniony, chociazby z
tej przyczyny, ze nie jest wytypowany taki cigg modeli dyskretnych,
ktéry moznaby traktowaé jako "zbiezny" do peinego rdéwnania
Boltzmanna. Siowo "zbiezny" ujelismy w cudzysidow, gdyz nie jest
tez jasne, w jakim sensie te¢ zbieznos$¢ rozumieé. W pracach E4] i
[5] rozwazalismy znacznie prostsze zagadnienie z uwzglednieniem
przej$cia granicznego z liczba predkosci dgzgca do nieskonczo-
nosci, B3adaliémy propagacje fal diwigkowych w pétdyskretnym mode-—
lu zapropbnowanym przez Cabannesa [45} i w regularnym dyskretnym
modelu o 2r predkosciach [91 interesujac si¢ zwlaszcza przejs-—
ciem granicznym przy r —roo ., Okazuje sig, ze dla zagadnienia
propagacji fal swobodnych modele dyskretne przyblizajg rozwigza-—
nie uzyskane w granicznym modelu poétdyskretnym, zas dla zagadnie-

nia fal wymuszonych tak w ogdlnosci nie jest.
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Zwigzane jest to z charakterem widma operatora opisujgcego odpo-
wiednie zagadnienie. W pierwszym problemie (fale swobodne) widmo
to jest ograniczone i uzyskuje sie¢ zbiezno$é modelu dyskretnego
do pétdyskretnezo; w drugim problemie (fale wymuszone) widmo jest
nieograniczone i takiej zbieznoSci brak.

Poniewaz zazadnienie propagacji diwieku na gruncie peinego
zlinearyzowanego operatora réwnania Boltzmanna zawsze prowadzi do
operatoréw z nieograniczonym widmem, a modele dyskretne ze wzgle-
du na skonczong ilos¢ predkosci prowadzg do operatoréw o ograni-
czonym widmie, to wynika stgad wniosek, ze w ogdélnosci nie nalezy
spodziewaé sie tego, ze rozwigzanie kazdego zagadnienia uzyskane-
go w ramach peinej teorii kinetycznej da sie przyblizyé przez
jakis uniwersalny cigg modeli dyskretnych. Przeciwnie, nalezy sieg
spodziewaé tesgo, ze dla kazdego danego zagadnienia trzeba bedzie
dobieraé¢ odpowiedni model dyskretny.

Nie nalezy jednak sgdzié, Ze modele dyskretne sa zupeinie
nieprzydatne do uzyskiwania poprawnych wynikéw numerycznych.
Przeczg takiemu stanowisku wyniki, ktére juz uzyskano.

Z powyzszych spostrzezen wynika tylko tyle, e nie nalezy poszu-

kiwaé uniwersalnego schematu,

Model Cabannesa jako granica modeli regularnych

P6tdyskretny model Cabannesa jest nastepujacym roéwnaniem

rézniczkowo-catkowym [45]

(4.1) & N(E,%,0) + c% N, %,6) =
2%
= CF‘S S N(t,;?,\f)N(t,S:’,urm)dq - 2cSN(t,%,0)N(t,X,6+1)
0
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. - R . .
gdzie t20, ¥ = (x,y) e« R, 6 € {¢,257>, N(t,%,8) jest nie-

znang funkcja rozktadu, okresowsg wzgledem © o okresie 271

(4.2) N(t,%,0+27) = N(%,%,8),
za$ predkosci molekularne <& sa nastepujace
(4.3) ¢ = c(cose,sing)

gdzie c¢>0; w (4.1) S Jest dodatnia stala.
¥ pracy E45] H. Cabannes zaproponowa: swdé]j model jako przypadek

graniczny tzw. plaskich modeli regularnych

o) z
mNm(t,i) + LU. ,’)x N (t X)
2¢S o+r="1 N
(4.4) = e lZ%EW(N1N1+r - NmNm+r)(t’X)

przy r — o2 ., Tutaj Nm(t,f), (m=1,2y...,2r) s3 niewiadomymi

funkcjami, zas

0 5= 138 gt gL

(4.5) &y = c(co=<m;1>f,sin(m;1)5r),

Piszgc réwnanie (4.4) uzylidmy umowy

(4.86) No,on =N,

bedgcej odpowiednikiem (4.2).

Istniejgce wyniki dotyczace modelu Cabannesa nie sa zbyt
liczne. Bellomo, Illner i Toscani [§6j udowodniii globalne ist-
nienie i jednoznacznoéé rozwigzan zagadnienia Cauchy ego dla tego
modelu przy zatozeniu, ze dane poczatkowe sa dostatecznie male i
dostatecznie szybko znikaja, gdy |%X| —> o> .

Niedawno Longo, Monaco i Pratkowski [}7] badali wlasnosci termo-
dynamiczne tego modelu i pewne jego zastosowania do klasycznych
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zagadnien hydrodynanicznych.
Linearyzujemy formalnie réwnanie (4.1) wokét jednorodnego stanu

réwnowagi N0 ktadgce
(4.7) N(t,%,0) = N [1 + B(t,%,0)] ,

gdzie P Jjest malym zaburzeniem. Z powyzszego i z (4.2) wynika

okresowcsé funkeji P(%,%,8) wzgledem © 2z tym samym okresem 21,

Vygodnie jest wprowadzié

A(Y,%,0) = |P(t %,8) + P(t,%,04+T)
(4.8)
B(t,X%,0)

3p(t,%,0) - P(t,3,047) .

Z tych definicji wynika, ze

ACt,%,049) = A(%,%,0)
(4.9)

B(t,%,0+7) = - B(%,%,0)

Teraz procedura jest standardowa. Wstawiamy (4.7) do réwnania
(4.1) i zachowujac tylko wyrazy zawierajace QP W plerwszej
potedze otrzymujemy zlinearyzowane réwnanie Cabannesa. Z tego
réwnania i z okresowosci P(&) mozna uzyskaé réwnanie tylko na

A(t,#*,8). Jest ono nastepujace

- 5
‘ ‘-\jd > D12 7] 4cSN

(4.'1(:) (a—tEA - (0’5_1(-) A+ ‘I'CSNo ’FEA —_E.A dL?

Ze wzgledu na (4.9) mozna ograniczyé © do przedziatu <0,T).

Znajac A(S8) mozemy znalezé B(®), a zatem w my$l (4.8) mozemy

znalezé P(8) (p.[4]).
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Odpowiednig procedure powtarzamy dla modelu dyskretnego
(4.4) ktadac
N (6,%) = N[+ B (£,0)] ,

i jako dyskretny odpowiednik réwnania (4.1C) znajdujemy

, 32 = ) 2 N 3 QCSNO r 3
(4.11) 'S?Am - (C(D_S’() Am + QCDNO 3-‘EAE11 S ;: ﬂAk’

m & A idsnmes 3 B
W dalsze] czeSci tego rozdzialu bedzlieay interesowali sie zwigz-

kami miedzy modelami (4.10) i (4.11).

Fale swobodne

Rozwazamy jednowymiarowy przeplyw w kierunku osi x-dw

okresowy wzgledem x. Przyjmujemy wiec

(4.12) A(t,%,08) = a(@)exp(ikx - oy t)
w przypadku ciggiym oraz
(4.13) Am(t,i) = amexp(ikx = 0¥t), m= 1,2,

w przypadku dyskretnymn. Tutaj liczba falowa k jJjest traktowana
jako wielko$é dana i dodatnia a czgstosé &Y jest nieznang funkcja
zespolong od k. Podstawiajac (4.12), (4.13) odpowiednio do (4.10)

i (4.11) otrzymujeay

n
>3]
>

(4.14) (%2 - 2RA + cosEG)a +

w przypadku cigglym oraz
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= — r
(4,15) (A° - 2R} + cos® iﬂ%113—”3 + B A 5 . =0
jul r E:W k
o=, 25 65 aa ke

w przypadku dyskretnym.

Wo(4.14), (4.15) uzylismy nastepujacych oznaczen

]

)%

oraz

4

Parametr R wmozna interpretowaé jako odwrotnosé¢ liczby Knudsena
i oczywiscie bedzie on odgrywat zasadniczg role.

Syabolem T(A) oznaczamy operator liniowy generowany przez
lewg strong réwnania (4.14). Jako jego dziedzine bierzemy zbiér
wszystkich funkcji cigglych okreslonych na przedziale <(0,5T>.
Poniewaz jest to zbidr gesty (w odpowiedniej topologii) w wielu
przestrzeniach funkcyjnych, to nasze wyniki mozﬁa odpowiednio
uogolnic. Nie przeprowadzamy tego, by zbytnio nie koaplikowacl
rozwazan.

Widmo operatora T(A) nazywamy "uogdlnionym", aby pod-
kreslié to, ze nie badamy osobliwosci klasycznego operatora
rezolwenty postaci

(AT = a)™?

cdzie 4 Jest pewnym operatorem, a I jest tozsamoscig.
Analiza uogdlnionego widma operatora T(A) jest dosé
prosta i szczescly podane sg w pracy [ 4].

Jego widmo sklada sie z czesci istotnej ﬁfe, gdzie
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6, :{Aec : 1 Re(Z-2RN) €0, Ia(i?-282) = ¢} ,

gdzie € jest ptaszczyzng zespolong, za$ Re oraz Im oznacza-
ja odpowiednio czes¢ rzeczywistg i urojong liczby zespolonej.
Uogdlnione widmo dyskretne skiada sie z dwdéch wartosci
wiasnych ‘/>\+ i '>\__, ktére sg sprzezone w sensie liczb zespolo-
nych, i ktérych czeéé rzeczywista jest dodatnia dla R » O.
Mozna znalezé na nie jawne wzory [4].
Uogdlnione widmo operatora T(A) 1 jego zaleznosé od R
pokazane sg na rys.”.
Rozwazymy teraz przypadek dyskretny (4.15). Symbolem Tr('?t)
oznaczamy operator generowany przez lews strone (4.15). Odwzoro-
wuje on r-wymiarowa przestrzen zespolong ¢¥ w siebie. Jego
widmo nazywamy uogdélnionym, aby zaznaczyé, ze (4,15) nie jest

klasycznym zagadnieniem wiasnym typu
det(AI - 4) =0,

gdzie I jest macierzg jednostkowa, a A Jjest jakas dang
macierzg kwadratowg.

Wyznaczenie widma uogblnionego operatora T (A) jest
bardziej ztozone niz jegzo ciaglego odpowiednika T(A ) 1i dlatego
pominiemy tutaj ten problem i ograniczymy sie do podania wynikdw
istotnych dla wyjasnienia przejscia granicznego z r —>°%

Mamy

Lemat 4.1. Jezeli R > O, to dla kazdeyo rzeczywistego &,
takiego ze O<&<dist(7\+.‘3'e), gdzie 7\+ sa uogélnionymi
wartoéciami wiasnymni T('X), a dist(z,4) *oznacza odlegloféé
punktu zespolonego =z od zbioru AC [, istnieje liczba natural-

na rg , taka ze dla kazdepo r » r, , operator Tr(’A) ma
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N\

- ) FI ]
dokladnie jedna wartos¢ wiasnal /\Er’ i jedny wartosé wiasng

)‘Er) nalezace do & -wego otoczenia odpowiednio 7\+ lub X _.

Wprowadzamy oznaczenia: ’fr jest zbiorem uogdlinionych

= s . .
warto$sci wiasnych operatora 'I‘r( N), Sos definiujemy wzorem

§

6’5 jest pochodna zbioru 5., , tzn. zbiorem jego punktéw sku-
pienia, wreszcie ST jest catkowitym uogélnionym widmem opera-

tora T(A), tzn.
SJT = \:.)JeU {)_'_17‘_}
Mamy

Twierdzenie 4.1. Dla kazdege R > O,

ol P
Innymi stowy kazdy cigg réznych elementdédw, z ktdérych kazdy jest
uogdlniong wartoscia wiasna jakiego$ operatora dyskretnege T (A)
moze by¢é zbiezny tylko do punktu uogélnionego widma operatora

T(%)'

Zachodzi tez odwrotne

Twierdzenie 4.2. XKazdy punkt A uogdlnionego widma 6"1‘ moze
byé przyblizony przez ciag )’Anj € B
VW szczegdlnosci z tego twierdzenia wynika, ze

d
i o
D e D e

W praktyce chcieliby$my wyznaczy¢é uogdlnione widmo dla

Jjakiegos jednego operatora T.CA) 2z ustalonym, byé moze nawet

http://rcin.org.pl
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duzya wskaZnikiem r, i wiedzieé, %Ze uogdlnione wartosSci witasne
tezo operatora prazyblizaja, ze z goéry zadang dokiadnoscig. kazdy
punkt uogdlnionego widma operatora T( A ). Byloby tes rzecza
bardzo pozadang, sdyby ten wskaZnik r mozna bylo dobra¢ nie-
zaleznie od R.

Jest to mozliwe, jezeli R 2> 1. Dokiadniej mamy

Twierdzenie 4.%. Niech R 2 1. Wtedy w kaizdym =z -wym

otoczeniu punktu A< ETe, istnieje co najmniej jeden element

o :
2 5.0 6’e o ile

To oszacowanie nie zalezy od R.

Ostatnim zagadnieniem, jakie tu poruszamy jest problem
przyblizania funkecji wiasnych operatora T(A) majac do dyspo-
zycjli wektory wiasne operatorodw Tr(’h). To zagadnienie moze mied
wiele roéznych rozwigzan. Rozwigzanie, ktére wyoralismy, jest
nastepujace.

#hprowadzamy funkcje

al?2,6) = —y—t—n
A “=-2RA +cos“@
gdzie 0< o< I , ’)u-:q:-\s’e,

Jezeli A =')+ lub A =A_, %o a(ﬁ+,9) sg funkcjami wiasnymi
operatora T(A). Jezeli zas A Sr) ;a tyai uogélnionymi war-
tosciami wtasnymi operatora Tr(?\), o ktérych méwi sie w lemacie
4,1, to wektor (af,....a;), ktérego m-ta sktadowa dana jest

wzorem

http://rcin.org.pl
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Cr)
: b ]

+ =
a; = al(A (m;’i))\)
jest wektorem wiasnym odpowiadajgcym A Er)- (Wektory wktasne
odpowiadajgce pozostalym wartoSciom wlasn;m operatora Tr< A) sa
podane w L&),

Niech X}m(g) pedzie funkcja charakterystyczng przedzialu
<(";‘1—)—,%) i = 15Bsume s s

Uzywajgc sktadowych wektora wiasnego tworzymy funkcje

schodkowg
t L (r) (m=1)ir
8(@) =3 a(A ¥ < EI X (o)

Mamy nastepujace

Twierdzenie 4.4. Jezeli R > 0, to jednostajnie wzgledem

ee <0,7) zachodzi réwnosé

e
lim ar(Q) = a+(Q).
I = -

Z tego twierdzenia i z ograniczonosci przedziatu <Q,37) wynika
.
zbieznosdé ciggu funkcyjnego tar(e)} do a+(9) W przestrze-

niach L  (<C,J)) (p.[4]).

Yymuszone fale diwiekowe

Poprzednio badalismy zaleznos¢ czestosci od diugosci fali.
Jest to typowe podejscie do zagadnienia tiumienia pewnego zabu-
rzenia poczgtkowego. Eksperymentalnie jednak czesciej badane sg
fale wymuszone. W tym podejsSciu interesujemy sie zaleznoscig

liczby falowej od czestosci.
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Teraz rozwiazan rownania (4.10) poszukujemy w postaci

(4.16) 4(4,%,0) = a(6)exp(ilkx - “rt)]

gdzie zespolona liczba falowa jest traktowana jako niewiadoma
funkcja od dodatniej czestosci w .,
Z (#4.10) i (4.16) otrzymujemy nastepujgce roéwnanie dla
amplitudy a(e)
: -
(4.17)  (1+iR-2 A °%cos®@)a(e) - l—fs a(ylay =0

0
gdzie teraz

(4.18) - ke
A R §
) 4eSN
(4.19) Rim ey

W przypadku dyskretnym podstawiamy

a6, = g filx ~wv) ,  @=1,2,00,r

do roéwnan (4.,11) i dla wspdlezynnikéw aL otrzymujemy nastepu-

jace roéwnanie algebraiczne

) r
(4.20) (1+iR—27\2c052 £E§12233m - %E > a, = 0, m=1,2,...,r

gdzie A i R sa dane odpowiednio przez (4.18) i (4,19).
Uzywamy terminologii i oznaczen podobnych jak w poprzednim
punkcie. Operator generowany przez lewag strone réwnania (4.17)

oznaczamy T(2A), zas operator generowany przez lewg strong

0zZnaczamy przez Tr('A). Viyrazenie "widmo uogdélnione" jest uzy-—
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wane w sensie wyjasnionym réwniez w poprzednim paragraiie.
Uosgolnione widno ciagte :fe ovperatora T(A) ma teraz
postacd

Coom s N 3
Sle:if\:c:oéﬂeé(—q:—l—gl—g’l, Imm—*;§l=o

/

.

v

Uogdlnione widmno dyskretne sktada sie z dwéch wartosci wzasnych,

ktdére sa dane przez rownanie

(4.21) A2 = pEIR
Petne widmo 45& operatora T( A) przedstawione jest na rys.2
dla kilku wartosci R, dokladniej dla R = O do 3% ze skokiem 0.5.
Dla kazdej ustalonej wartosci R, uogdlnione istotne widmo opera-
tora T(A ) skiada sie z dwoch promieni lezgcych na tej samej
prostej. Linig przerywang oznaczylismy brzeg obszaru

U s @
R>0 S .

Jest on hiperbolg o réwnaniu
20x° ~ 3°) = 1.

Punkty na rys.2 reprezentujg widmo dyskretne dla R = O do 3

z krokiem C.5.

Wartosci witasne operatora T(A) maja bezposredni sens fizyczny.
Mianowicie, czgsé rzeczywista A jest dyspersja dzwieku, tzn.
odwrotnoscis bezwymiarowej predkosci dizwieku, a czeséé zespolona
A jest wsupoiczynnikiem pochtaniania dzwigku. Sa one podane

na rysunkach % i 4 w funkcji odwrotnosei parametru rozrzedzenia

(liczby Knudsena) R.

Obecne wyniki wykazuja pewne jakosciowe podobieAstwo do wynikow
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TIm A

przez (4.17).

Rys.2. UogGlnione widmo operatora T (A ) danegu
10
| T —— i ; : ’
i T o3l e
i . e
- /7
L P 7 R
ogp " ) e
L . ] .
i i > ——
! L 1 | ‘.
L 1 1
Rys.3. Dyspersja dZwigku. Rys.&4. UspOltozynnik poehratianca.

Ma rysunkach 3 1 4 linia

l4g] , 1linia

oznacza wyniki Pekerisa et al.

oznacza wyniki Sirovicha 1 Thurbera Sgl

a linia ciagta oznacza wyniki obecnej teoriil
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uzyskanych przez Pekerisa, Albtermana, Filkensteina i Frankowskie-
go [48] dla peinego linearyzowanego réwnania Boltzmanna. VW szcze-
gélnosci widzimy z rysunku 4, ze wspoéiczynnik pochtaniania znika,
gdy czestosé «r rosnie do nieskoiczonosci. Jest to jednak wynik
niereaiistyczny, gdyz zardwno eksperymenty [49], jak i teoria
Sirovicha i Thurbera [50] przewidujg skonczone dodatnie pochla-
niania przy duzych wartoSciach o7 . Aby wyjaénié zgodnoéé miedzy
obecnymi wynikami a wynikami pracy (48] musimy przypomnieé¢ po-
krétce metode zastosowang w [48].
Pekeris, Alterman, Finkelstein i Frankowski poszukiwali rozwigzan
linearyzpwanego réwnania Boltzmanna w postaci szeregu wielomiandw
Sonina, a_nastepnie obcinall ten szereg na pewnej (duzej, oo
wynoszacej prawie 500) liczbie wyrazéw. Poniewaz takie obciecie
daje rozwiniecie asymptotyczne, ktére nie jest jednostajne, gdy
predkos¢ molekularna dazy do nieskohczonoéci, to oni w istocie
zaniedbali duze predkosci, Podobnie w modelu Cabannesa duze pred-
ko$ci molekularne sg zaniedbywane, bo one wszystkie maja ten sam
modut. Zatem w obu podejSciach nie uwzglednia sie duzych pred-
koSci molekularnych i to maszym zdaniem czyni te wyniki podobnymi
i jednoczeénie nierealistycznymi w zakresie duzych czestosci.

Przechodzimy obecnie do omdéwienia dyskretnego operatora
Tr('h) danego przez lewg strone réwnania (4.20). Analiza tego
zagadnienia jest dos¢ podobna do ana%izy problemu dyskretnego
dyskutowanego w poprzednim paragrafie, jest tez rdéwnie Zmudna.

Mozna dowie$é (p.[5]), ze obecnie zachodza lemat 4.1 oraz
twierdzenia 4.1, 4.2, ale nie zachodzi twierdzenie 4.3%. Oznacza
to niemozno$é przyblizenia uogélnionego widma istotnego operatora
T(A) przez uogdlnione widmo operatora Tr(}R) dla jakieyos

ustalonego, chociazby i duzego r. Jest tak dlatego, ze dla
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kazdego ustalonego r (oraz R) widmo operatora Tr( A) zawiera
sie w jakims$ ograniczonym podzbiorze piraszczyzny zespolonej C,
za$ uogdlnione istotne widmo operatora T(A ) jest nieograniczo-—
ne. “obec tego, pod tym wzgledem péidyskretny model Cabannesa nie
moze by¢ traktowany jako granica regularnego modelu o 2r pred-—
kosciach.

Podobnie jak poprzednio mozna przyblizal funkcje wlasne
operatora T()) przez funkcje schodkowe zbudowane z wektorodw
wiasnych odpowiadajgcych tym uogdlnionym wartoSciom wiasnym

operatoréw Tr( A), o ktdérych mowa w lemacie 4.1,
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