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Stefan Kotowski
Sam. Prac. Mechaniki Ukladdw Dyskretnych
IPPT PAN

INWART ANTNOSC RUCHOW POSLIZGOWYCH WZGLEDEM MACIERZY STEROWANIA

Streszczenie
W pracy udowodniono twierdzenie, Ze rozwigzania
poslizgowe ukladbw rdwnah rozniczkowych z nieciaglymi
funkejami, z liniowo wprowadzonym sterowaniem, opisujace
ukrady mechaniczne, s3 niezalezne od parametréw maclierzy

wprowadzajgcej sterowanie.

Zaburzenia sa statym elementem towarzyszacym wszelkim
zjawiskom fizycznym. Przyczyna ich moga by¢ zmiamy otoczenia w
ktérym zachodzi interesujace nas zjawisko, jak 1 zmiany samego

obiektu. W zwiazku z tym nliezwyle waznym Jjest wyznaczenie cech

obi ekt dw ktdre sa odpor ne na zakidcenia, a nastepnie
sformutowanie war unk dw pozwalajacych na synteze ukt addw
inwariantnych wzgl edem zaburzen. Zainteresowanie uktadani

odpornymi na zaburzenia stale rodnle, wzrasta tez ilodd opracowan
konkretnych uktaddw odpornych na zaburzenia.
Wérdd uktadédw odpornych na zaburzenia znajduja se takze ukiady

o zmiennej strukturze. Dla ukiaddw takich sformuitowana zostata



zasada {inwariantnosci, podajaca warunki odpornosci ukladu o
zmiennej strukturze realizujacego ruchy poslizgowe odporne na
zaburzenia. Zasada 1nwariantnodci podaje warunki nieczuiogci
uktadu o zmiennej strukturze na zaburzenia, bez wydzielania
specjalnej klasy takich ukiaddw. Przedmiotem rozwazan niniejszej
pracy bedzie inwariantnodé ukitaddw mechanicznych o zmiennej
strukturze , a wiec uktaddw opisywanych uktadami réwnan
rdézniczkowych drugiego rzedu, ktdre nastepnie moZzemy
przeksztaicid do ukitaddw rdwnan rzedu pierwszego. Okazuje sie 2
uktady takie sa inwariantne wzgledem =zaburzern parametrdéw
wprowadza jacych sterowanie do takiego uktadu. Ta szczegdlna cecha
uktaddw mechanicznych o zmienne j strukturze stanowi temat
rozwazalh niniejszej pracy.

Ukiady mechaniczne opisywane sa przez rdwnania rdzniczkowe II
rzedu. Postad tych rdéwnah jest rdzna, zaleinie od tego czy opis
Jest opisem Newtona, Lagrange’'a, czy tez Hamiltona, oraz zalezy
od tego czy =a to ukitady holonomiczne c¢zy tez nieholonomiczne.
Niemniej, niezaleinie od rodzaju opisu, otrzymujemy w wyniku
uktad rdwnan rdézniczkowych II rzedu ktéry nastepniemoze byd
sprowadzony do ukiadu réwnan rdédzniczkowych rzedu pierwszego.

Sprowadzenie .takich rownan do uktadu rdéwnan rdzniczkowych
pierwszego rzedu moze powodowad, 2ze otrzymane w wyniku macierze
wspdiczynnikdw tych rdwnan zawieraja wiele elementdw zerowych.

Przy wyznaczaniu rdéwnan opisujacych ruch w poglizgu, dla ukltadu =z

http://rcin.org.pl



nieciagiymi funkcjami prowadzimy przeksztaicenia tych macierzy.
Duza 1ilo¢¢ elementdw =zerowych pozwala postawié hipoteze, 2Ze
istnieje .mozliwoéd eliminacji elementdédw niektdrych macierzy w
procesie konstrukcji réwnwhh opisujacych ruch w poglizgu. Peina
eliminac ja maclierzy oznaczataby niezaleznosd rozwlazan
podlizgowych od elementdw tej maclerzy. Wyznaczenie warunkédw
takiej niezaleznosci jest celem niniejszej pracy.

1. Uktady z nieciagtymi funkcjami i rozwiazania posglizgowe

Uktady o zmiennej strukturze realizujace ruch poslizgowy
najczgdciej oplisywane (sa przez rdwnania rdzniczkowe =z liniowo

wprowadzonym sterowaniem. Maja one postad:

Xx=Ax+BuC1l.1)

s=Kx

u+dlas>0

u dlas<O

Tak opisywany uktad ma zmienna strukture, okredlona przez
funkcje sterujaca u ktdéra zmienia sie wzdiuZz powierzchni s Cw
naszym przypadku jest to hiperptaszeczyznad. W pracy rozwazamy
wiasnogci ruchu realizowanego na tej powlierzchni przetaczen,
ktéry nazywamy ruchem podlizgowym. Przy speinieniu warunkdw

poslizgu [2,4] na powierzchni nieciagtosci generowany jest ruch



poslizgowy opisywany przez rdwnanie rdézniczkowe [1,2]:

% = Ax - BCKBY ‘KAx 1.2

ZauwaZzmy, ze rozwiazania pogflizgowe, a wiec rozwiazania rownan
C1.38) zaleza od macierzy B. Inwariantnosd ich wzgledem B oznacza

redukcje macierzy B w iloczynie BCKBY '

Oznacza wiee , zZe
istnieja warunki przy speinieniu ktdérych mozliwa jest eliminacja
macierzy B w rdéwnaniu (1.2). Jednak w przypadku ogdlnym taka
redukcja jest niemozliwa. Waznym i interesujacym jest ustalenie
tych szczegdlnych przypadkdw w ktdrych, jedli nawet taka redukcja
nie jest mozliwa a priori, to nastepuje redukcja wszystkich
elementdw macierzy B po wykonaniu wszystkich dziatan

przewidzianych dla macierzy BCKBY *.

Wowczas, takze ruch
poslizgowy byiby niezalezny od elementdw macierzy B,mimo iz
struktura réwnania €1.2) zalezna Jjest od struktury macierzy B 1
podobnie jest z rozwiazaniami podlizgowymi. W pracy zweryfikujemy
hipoteze, Ze uktady mechaniczne o zmiennej strukturze realizuja

ruchy poélizgowe niezalezne od elementdw macierzy B, mimo iz

zalezne sa od jej struktury.

Naturalnym ukiadem Jest ukiad n réwnan raz2niczkowych ze

sterowaniem jednowymiarowym postaci:



Ci177.3D

u dla >0

u  dla s<O

a wiec uktad w postaci macierzowe]j

c1.4>

Macierze A 1 B maja tu postad

o 1 ORI T (@)
O N O T ——— o
AT | VENF AP Ty
ORRORE O 1
a, az ag...... apn



B = .
(o}
b
Macierz BCKBY ' ma wiec postad:
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Otrzymujemy , wW wyniku wyrazenie ktdére nie zaleiy od macierzy

B, a zatem 1 rozwiazanie poslizgowe tez nie zaleizy od maclerzy B.

Udowodniony zostat nastepujacy lemat.

LEMAT 1.
Dla ukitadu C1.3) lub rdwnawaznego mu ukiadu (1.4) =zardwno
rozwianie podglizgowe jak 1 rdéwnanie je opisujace nie zaleka od

macierzy B.

Hipoteze, 2e dla ukiaddw mechanicznych rozwiazania poslizgowe
nie zaleza od macierzy B zweryfikujemy na przyktadzie ukiadu o
dwdch stopniach swaobody z dwiema przecinajacymi sie

powierzchniami nieciagtosci o nastepujacej strukturze:
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A wiec w przyktadzie rozpatrywanym powyzZzej otrzymalidmy, w
wyniku przeprowadzonych operacji, macierz o elementach
niezaleznych od macierzy B. Natomiast atruktura otrzymane]
macierzy, =zalezna Jjest od struktury macierzy B. Tak wiec ruch
podlizgowy Jjest =zalezny strukturalnie od macierzy B, natomiast
nie zalezy od wartofci elementéw macierzy B. W wyniku uzyskaligmy
czedciowa Lnwariantnodd rozwiazan poslizgowych od macierzy B.

W przypadku ogdlnym macierz BCKBY ' nie speitnia hipotezy

niezaleznosci od macierzy B. Ilustruje to kontrprzykiad:

Niech BCDBY '= C, gdzie C jest pewna nieznana maclerza. Mnozac

lewostronnie to wyrazenie przez DB, otrzymujemy
B=CDB

Jedli nasza hipoteza jest speiniona (bez wyjatkdwd, to powinien
by¢ speliniony warunek

CD =1 <(I-macierz jednostkowad

tzn. B=IB.

Tymczasem dla macierzy



& By sz
LA B ba-bjaz,
Z1i bz
B = by
bz
spetniona jest zaleznosd B =KB, przy czym macierz K nie Jest

macierza jednostkowa.

2. Uklady mechaniczne z nieciagtymi funkcjami.

W popr zednim rozdziale podany zostat przyktad uktadu
mechanicznego z nieciag:ymi funkc jami, ktdrego rozwiazania
poslizgowe sa niezalezne od macierzy B.W tej sytuacji aktualne
staje sie pytanie co jest powodem eliminacji elementdw macierzy
K. Otdz wynika to ze specyfiki ukiaddw mechanicznych opisywanych
réwnaniami w ktdérych maclierze maja wiele elementdw zerowych |
posiada ja one swolista strukture C(macierz B ma poiowe elementdw
zerowychd bedaca ‘wynikiem sprowadzenia ukadu rdéwnarn

rézniczkowych rzedu drugiego do uktadu rdéwnan rzedu pierwszego.

Dla ukitaddédw mechanicznych mnozemy sformuiowad twierdzenie.
Twierdzenie 1.

Niech bedzie dany ukitad mechaniczny postaci



X = Ax + Bu
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Rozwiazanie poslizgowe, powstajace przy

mechanicznego o zmiennej strukturze postaci (2.12 jest niezalezne

od macierzy sterowania B.
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Na nocy powyzszych wynikdw mozemy wyprowadzid postad wyrazenia

BCDBY * przez wykonanie mnozenia macierzy B DB ' w postaci

ca.a.
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a wilec maclierz B(DB)-‘ nie zawiera elementdw macierzy B, co
korczy dowdd twierdzenia.

W ten sposdb zostaio udowodnione twierdzenie ze rozwiazania
posdlizgowe ukiadu (C2.1) sa niezalezne od elementdw macierzy

wprowadza jacej starowanie , ale nie-od jej struktury. Struktura

i3



macierzy B ma wpiyw na ruch podlizgowy ukiadu mechanicznego.
twierdzenlie udowodnione w tej postaci ograniczone jest do ukitaddw
holonomicznych. Wydaje sie celowe rozwazenie czy podobna wlasnosd
ma miejsce w przypadku ukiaddw nieholonomicznych.

Inwariantnosd rozwiazan podlizgowych wzgledem zaburzen
zewnetrznych byia przedmiotem badarnh rdéwnoczednie 2z poczatkiem
badan _ruchéw podlizgowych [3]. Whiasnodd ta byta jedna 2z gidwnych
przyczyn wykorzystywania zjawiska podlizgu w realizacji
konkretnych obiektdéw technicznych. Niniejsza praca rozszerza te
badania na zagadnienie inwariantnodci parametrycznej 1 wskazuje
2e ukiady mechaniczne, a takze ukitady innej natury fizyecznej,
lecz majace ta sama strukture modelu matematycznego posiadaja
rozwiazania podlizgowe inwariantne wzgledem parametréw macierzy

wprowadzajacej nieciagie sterowanie.
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