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1. Wastep

We woseéniejssych pracach przedstawiono zmodyfikowang je-
dnomodalng metode badania drgah rezonansowyoh uktadéw nielinio-
wych o wielu stopniach swobody [1, 2]. Prace te dotyoszyly uklae—
46w, w ktérych spelniony jest warunek, ze dla cale] rodziny
"kreywyoh szkleletowych® oczgstodcl wiasne & (@), c=12...n
88 »6sme w calym rogpatrywanym zalresie amplitud. Obeonie pod—:
jeto prébe uogdlnienia tej metody na ukiady, ktére tego warunku
nie speXniajs, a w sscregélnosci na specjelng klasg nielinio-
wych ukladdw drgajgoyoh z tzwe ®jednorodng" charakterystyks
spretystg. Termin ten wprowadszil R.M.Rosenberg [3—6] , ktéry
badaiz ioh jakoéciowe wiasnosSol za pomocg metod topologleznych
w przestrzeni konfiguracji. Sg to uklady silnie nieliniowe,
nielinearyzowalne, a bardzo istotng ioh cechg Jest to, Ze majg
stale postaole wlasne.

W obecnej pracy ograniozymy sig do smczegélowego zbadania
uktadu o dwéch stopniach swobody z ®jednorodng® charakterysty-
kg spreszysts B wykladnikiem 7 = 3 .

2. Ogélne réwnenia 1 wiasnofol ukladu

Rozwasany uklad skXada sig & dwéch skuplonyoch mas my, M, )
spregyn, ktérych charakterystyka opisana jest funkcjg X /bes
ozeboi liniowej/, orsz liniowych tzumikéwe /Ryseis/. Réwnania
ruchu uktadu sg nastgpujgoel
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Po sprowadeeniu réwnah /2.1/ do postaoi bezwymiarowej otreymu—
Jemy:

?1’ i 5107'3 *'(;2/7,'72)3"'47., + 4/;.,-?2)'7:’50:}’7/-
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Zbadajmy najpierw podstawowe wiasnofoci uk2adu autonomiozne—-
g0, zaochowawczego tj. prmy «-’1:1’2 =P=0 - Wykasemy, Ze ukZad
ten poslada stele postaole wlasne, tj. %e posiada rozwigzania
periodyczne speiniajgoe warunki drgafi gtéwnyoch /wg uogélnione)
definiocji R.M.Rosenberga [3—6] /» w ktéryoh:

—12- = gonst

%4
¥ tym ocelu zarésmy roswigszanie szozegélne w postaocit
fz -0 f[ (T)

/2.3/ ?, - j{{'r)

/
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gdzie {(’l’) niegnana funkoja periodyczna o okresie T.
Po podstawieniu rozwigsanis /2.3/ do réwnafi ruchu /2.2//przy
{,=6=P=0 |/ otrsymujemy:

fi5) + Cof°T) + Ga f(T)(1-8=0,

/2.‘? f{fr)b + 0 {%T)b ‘Qz/jﬂ-)(!‘b)jzo /

Z péwnafi tych mozmna wyeliminowaé niezneng funkoje {[T) i ot-
rzymaé réwnanie algebraiczne =z niewladomg postacls wiasng b
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Pierwiastki tego rdéwnenia dajg nam wartodci wspbiozynnika &

w rozwe /2.3/ = stale, niezalesns od czasu i od formy funkoji
{(T7 . W ten sposéb, za pomoos elementarnych rozwasafi mo—
zna wykaraé istnienie staryoh poastaci wiasnyoch ukladbéw jedno—
rodnyoh - wiasnodé wykazang 12-3-6] za pomocg metod topologi-

oznych w przestrzeni konfiguracji.

Réwnanie /2.5/ jest stopnia czwertego wzgledem b y 6O
sugeruje mosliwodé istnienia ozterech postacl wlasnych w ukla-
dzie o dwéoh stopniach swobody. Jak dotad nie udowodniono
og6lnie, e jest to niemozliwe, leocz nie znaleziono réwnie
uktadéw, w ktérych liczba postaol wiesnych /a zatem i drgaf
gtéwnych/ byla wigksza od liczby stopni swobody. Zatésmy wiec,
2e réwnanie /2.5/ posiada dwa plerwiastki rzeozywiste - f;i 4&
Z faktu, ge wyras wolny w /2.5/ jest ujemny wynika, e jeden
¢ pierwiastkéw np. D, jest dodatni, a drugi ujemmy:

b, 0. 0, <0

Dalsze szozegllowe rogwasania oprgemy na zalogeniu, sgodnie
z zatozeniami metody jednomodalnej, Ze funkoje J[T} W Tozw.
/243/ jest harmonicsna: o

iMT):gzmswff

9 (T)= a b Coswt;

gdzie W  jest nieznang czestodolg wlasng ukladu. Ze wzgledu
na fakt, ze uklad jest "silnie nieliniowy®™ zatozenie przybli-
zonego rozwigeania w formie funkcji harmonicznej, moze budzié
pewne zastrzezZenia. Wyniki przedstawione w monografii[i?] orasz
przeprowadzone wstepne badania analogowe pozwalaja przypu}zozaé,
Ze zalozenie to jJest dopuszozalne w badanym ukladzie.

Po przyjeciu rozwigzania w postaci /2.6/ 1 rastosowaniu
metody bilansu harmonicznych otrzymujemy uklad réwnafh algebra=-
ioznych wzgledem & 1 b
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Stgd otrzymujemy réwnenie z niewiladoms O /2.5/ oras
ozgstod6 wlasng jako funkoje amplitudy 4 3

N R g R
/2.8/ - ¢ [’0 lz( )]

Krzywe szidelstows W= a)(a) sg wigc liniami prostymf wycho-
dzgoymi = poozgtku uk¥adu wspéirszgdnych.

3« Wyznacrenie drgafi rezonansowych za pomocg metody
jednomodalne j

Powracajgo do ukladu dysypacy jnego z wymuszeniem harmoniocz=
nym /2.2/ - possukujemy odpowiedzi uk¥adu w poblisu rezonanséw
gtéwnych tj, gdy speiniony jest warunek W= }} . Jak wykszano
we wozedniejszych pracach odpowiedf uktadu w pobliZu rezonansu
moZna wysznaoczyé w sposéb przyblizony za pomocg metody jedno=
modalne] preyjnujge, e postaé drgafi jest rdéwna odpowlednie]
postaci wrasnej. Zgodnie z tym zaXoZeniem szukamy odpowledzl
rezgonansowej — w pobligu pierwszego rezonansu w formie:d

e,ﬁ)z a,cos(VT* lﬁ;}

V::wf [d, /
?2['!“)=a, by cos(VT+Y,) /

/3e1a/

a W poblizu drugiego rezonansu w formie:
ﬂfﬂ')= a, Cos[ﬁrlﬂ)
: Y = :
PN g =g b () (4),
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gdzie b,} bz - postaocie wiasne wyenaczone & rdéwnania /2.5/.
Nawigzujgo 4o prac [1,2 [ na temat metody jednomodalnej zapi-
szemy najplerw rozwiazania /3.1/ w ogélniejssej formie wprowa=
dzajge nieliniowe wspSirzedne normalne fh fé H

frasleti Jr=f0)
?2: b,f,(’f'), ?z:bzfzﬂ')

V'{ﬂ\)’ }):GJL

/3.2/

Wykasemy, Ze dla rozwazanego ®jednorodnego™ ukladu modna
wyprowadzié réwnania modalne w takliej samej formie jak dla
uk¥edbw linearyzowalnych [1,2 ]. Wykazemy, e z dokZadnodcig
metody bilansu harmoniocenych wspéire¢dna normalna jﬂ- TEg~
dzone jest réwnaniem?

Mo fi + Mialf + hifo = Qi

/3:3/
B
gdzie W, =~ czestosé wlasne wyznaczona za pomocs /2.8/,
b 2
M= 1+ )/ . - uogélnione mesa i-tej postaci drgefi,
Rk —- efektyvwny wspéice ik tXumienia
Sl Ktyvny wepétorynn

i-tej postaci.

Wyprowadzenia réwnania /3.3/ przeprowadzono za pomocg na=
stgpujgoej proocedury: po podstawieniu /3.2/ do réwnah ruchu
/2.2/, drugie z réwnah mmogymy przer b( i1 dodajemy, otrzy=-
mu jgo!

(1 16) v 1+ b s alr-8) T +

/3.ba/ f'(_[{ﬂ_ {z(f*b,)] S T y



Zauwagmy, $e sgodnie 5 rdéwnaniami bilansu harmonioznych
dls ukladu autonomioznego /2.7/ spelniona jest zaleznodés

'—}a‘-‘?[h G b+ Ga (1- 1) =01+ y b ") = aH; ;

Nastepnie, z salogenia, ge f{[{') Jest funkejg harmoniceng,
& metody bilansu harmonicsnych wynika réwnodés

B Fltra kit Co(1-8)"] = Miwr’f

Zaleznodé /3.4b/ sprowadza réwnanie /3.4a/ do postact
/3:3/

Z réwnaf modalnyoh /3.3/ otrzymujemy amplitude i kgt fasowy
wspbé2rzednych f’,} ff ga pomoos metody bilansu harmonicznychi

- P
a¢~M_/ e
L[é)cdt)‘))_/ + _LMTE

/3:5/

fll,= e '
M [ wita)-v2]

4. Przyklad liezbowy

Jako pierwszy przykiad liozbowy wefmy ukiad symetryoczny
tje preyjmijmy:
i

Y:i / C,n.‘:Cz’: jl oras C‘/z:%'

Jak wiadomo liniowy uklad symetryozny posiada postacie

wiasne b, = 1 /- b,=-1 . Szomegélowa analima wykasala, Ze 1

http://rcin.org.pl
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dla rozwaganego ukladu nieliniowego wartodol te speiniajg réw—
nanie /2.5/ niezaleznie od wartodei wspéiozynnika Crz .

Do szozegbéiowyoh obliozefi wybrano wartoéé ;< zL s gdys w
tym przypadku réwnanie /2.5/ redukuje sie do prostej postacis

4
D=
i otrzymujemy pierwisstki rrzecsywiste
o b b= ~4

oraz pare pierwiastkéw urojonych bz4 = F<

Nastepnie z wzoru /2.8/ obliczamy ozestodoli wlasne!

2N 2 2
8 = Z %5
/he2/
LIRS
Wy, = = a, 2

Krzywe szkieletowe [4),(&4], 4, [(Zg) przedstawione sg na
Iy Sele

Zgodnie z metodg jednomodalng /3.1/ przewidujemy odpowiedZ
ukadu w poblifu plerwszege rezonansul

i’ a, cos PT*wf)

9.

1}

/#.3/ 1 rezonans -

1}

8y b, cosfTr1h)= @, cosi/T+ 1)
V = W) )

aacos[PT*l’z)
A, bz CD‘(ﬂ—*”}): -4, ms(ﬁ* 2{')/

b1

/4eb/ II rezonans - 72
Vxw, (a,)
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Rys.2. Wykresy ozgstosci wlasnyoch jako funkoje
amplitudy wspbirzgdnej aq, -



Amplitudy 0.,J Qp obliozamy wedtug /3.4/%

AR, G
4}/(461, 7 Caa
/4e5/ s P :
R

Analira wzordw /4.5/ wykazala, te prey odpowiednim doborme
stosunku wspéioczynnikéw trumienia ‘7[, mo¢na otrzymaé dwe
przypadki krgzywyech rezonensowyeh (7, (V) 4 (V) H

/

2rZy é{é‘ < 031 - opestodé druglego rezonansu jest
f wieksza od oczgstodol plerwszego
reronansu:
Z’mu 7 )]’nu—
2. prey s O -~ oz@stodé druglego resonansu jest
1 mniejssa od ozestodol pilerwszego
reponansut
})2,, < Imar .
L przykladu podanc krzywe ruonanaoue a (17) 1 4, (V) dla
- rtodoi 7, 0,15 ~(zyse3)1 dla ;/ 0,90 (xysess)

Zgodnie we znanymi kryteriami lokalne] atatecznoéoi rozwig=
zefh ustel<.yoch, czgdcl krzywyoh resonansowyoch oznaczone linig
clggly odpowladajg rozwigzaniom statecznym, a oznaczone linig
przerywang — rozwigraniom niestatecznym. Zauwazmy, Ze wedlug
tych kryteriéw mozne preypuszozaeé, Ze przy wzrastajsocej ozgsto-
151 l) w preykradzie preedstawionym na rys.3 po ciggnieociu
meksymalnej amplitudy pierwszego rezonansu /pkt A na rys.3/
nastgpl przeskok do drugiego rezonansu, w ktérym fazy drgafi
obu mas sg przeciwne, a amplitudas odpowiade punktowi D. Naste-

http://rcin.org.pl
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Rys.3. Krgywe rezonansowe wyznacmone metods Jednomodalngi
preyklad 1 = P = 50 § 1, = 0,25 § 12/11 = 0,4 §
0.0 © - wyniki badaf analogowyoch.

http://rcin.org.pl
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Rys.4. Ergywe rezonansowe wyznacsone metods jednomodalng :
preyk2ad 2 = P = 50 §j 1, = 0,25 j 12/11 = 0,4 §
0O © ¢ = wyniki badafimalogowyoh.
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ponie amplituda druglego rezonansu bg¢desle wazrastadé do punktu B,
po ktérym nastgpi gwaitowny preeskok do drgah nieregonansowych
/punkt 01/9 Natomisat w przyktadzie przedstawionym na rys.4
priy weorastajgoe) od zera omgstodoi ) - ukiad osisgnie
wierzohoZek plerwszego reromansu - punkt A, a nastepnie przej-
dzlie do stanu nisrezonansowego -~ punkt D -~ nie realizujac
woale drugiego reszonsnsu. frudno natomisst przewidsieé zaocho-
wanie si¢ ukladu przy male jacej ozestosol .

Ogélnie nelegy podkredlié, se rozwasany uklad posiada oso=
bliwe; nie sbadane dotad wiasnodcil w pewnym zakresie czgstodol
wymusgenia od ) g do ) 11 wystepujg lokalnie stateosne
dwa stany resonansowe - rezonens plerwszy odpowladajgoy ozgsto-
01 wiasne] () i resonans drugi odpowiadajgoy czgstodoli
wlaenej W, + Hasuwa sie¢ wniosek, 2e by méc przewidzied
zachowanie sige ukladu w tym sakresie omgstofol, naleZy ebadaé
obsrary preyoiggania tych dwdoh odpowledzi rezonansowyoh. Jest
%0 zagadnienie dotgd nie badane. W 1stniejgcej literaturze ob-
spary prezyolggania dwéch stanéw harmonicznych ustalonych =
rozwigzania rezonansowego i nierezonansowego [7_].

5. Badania analogowe

¥ ocelu weryfikacjl wiasnodSei drgafi rezonansowych rozwazZane-
go ukladu, réwnania ruchu /2.2/ zamodelowano na maszynie analo-
gowej MEDA 41 TC 1 preeprowadzono szozegllows analizg¢ odpowie—
dzi ukladu. ¥yniki badah analogowych przedstawione sg na rys.
5=9.

Na rys.5 pokagano priebiegl ceasowe odpowiedzi z,[*)
dla prgykladu 2 parejestrowane na rejestratorze BAK « W pray-
padku 5a fasy obu wspbéirzednych ¢, 1 72 byly zgodne, w
przypadku 5b = przeociwne. Wykresy wykonane zostaly przy czgsto-
golach wymuszenia V= 120 1 V=106, pray xtéryoh emplitudy
drgaf byly bliskie amplitudom maksymalnym. Odpowledf ukladu ma
wyragnie przebieg harmoniozny. Stwlerdzono, e harmoniozny
oharakter odpowiedsi ukladu wystepuje w znacznym zakresie ozg—~
stodol wymuszenia. W przykladzie 1 (}f’ = 0,/5') odpowiedé har- .
moniczna o sgodnych fazach obu wspéirzednych wystgpila w sakre—
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sie omestodei Y o 6,8 do 42,06, a o fasach przeciwnych
w makresie ) od 8 do 13,8:
V¥ przykladsie 2 ( /’!,' =049 ) odpowiedf harmonicena o sgodnych
farach ;,(i') Tl ﬁ;(t‘) miaXa miejsce w zakresie ozestodol
4 = 42 a 0 fasach prseciwnyoch w zakresie ozgstodci 7 = 10,6,
Wyniki te w postaol wykreséw amplitudy drgafh harmonicenych
w funkoji osgstodol wymuszenia naniesiono na wykresy 6 1 7.
Obszary ozestodci ) w ktérych odpowiedf gwaltownie zmienis=
Za swéj charakter i znaoznie odbiegela od przebiegu hermonioz-
nego — omnaczono weiykiem. Wyniki te naniesiono réwniez, dla
poréwnenia, na wykresy krzywych rezonansowyoh otrzymenych na
drodze preyblisonyoh obliosef teoretyoznyoch tj. na wykresy 3
i 4. Wynild analogowe w peini potwierdzajg zalozenia teoretyocz-—
ne = otrzymano dwa typy drgaf rezonansowych o preebiegach har—
moniczaych. Plerwszy rezonans, przy ktérym farzy wspélrszednych
8§ zgodne a amplitudy rdéwne, oo odpowiada zatoZeniu wspbczyn—
nika postaci drgad b=1 y oraz drugi rezonans, prey ktérynm
fary s przeciwne — zgodnie = gaXoZenlem wspé2ozynnika postaci
b,=-1 . Amplitudy drgaf otrzymane z badaf analogowyoh wykasmu—
Jq réwniet dobrg Bgodnodé s amplitudami obliczonymi teoretyce=
nie.

Poza obszarami géwnyoh rezonanséw odpowiedf ukXadu zna—
cznie réimi2a sie¢ od odpowiedzi harmonioznej. Sprawa ta nie
byze poddana szozegéiowej analizie, gdys punktem painteresowania
byly drganis resonansowe. Dla ilustracji pokazano tylko przebie—
g1 osasowe odpowiedzi 4,(T) dla przykZadu 1 prey ozgstodol

V=3 oraz V=7 ='o0o odpowiade mniejwigoej punktom C(;
i Cz na rys.6 — oraz dla pordéwnania przebieg harmoniozne]
812y wymuszajgce] /Rys.8 1 9/.

Badanis analogowe przeprowadsono przy wzrastajgoe] 1 male—
jace] osestodol V e« Zgodnie & przewidywaniami przy werasta-
jgoej oczgstodel ) generowany byi najpierw rezonans plerwssy
/sgodne faxy/, a po osisgnigoiu makaymalnej amplitudy /punkt A
na rys.6/ nastepowalas gwaltowna smiana faz 1 amplitud oras
przeskok do punktu D. Prsy dalssym wirodcie ozgstodoi rea=
lizowany byt rezonans drugi a& do osiggnigola meksymalnej amp-
litudy przy )= 13,8, po czym nastgpowal nagly spadek empli-~
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a,

—_— e = —— — ———

Rys.6« Amplitudy wspéirezedne]

|

|

|
. | i 4 '
3 7 10 12 14

e, w funkojyi Y dla
preyktadu 1 - wyniki badaﬂ analogowych.
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Ryse7. Amplitudy wspdirgedne] ay w funkecji ozestodci
) dla przykladu 2 - wyniki badah analogowych.
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tudy drgaf 1 preejéoie do stanu nieresonansowego. ¥ prsykla-
dzie 2 /rys.7/ prsy wirastajgce] ozestofci rezonans 2 o fasach
przeoiwnych nie byl woglle reelizowany =~ po Osiggnigoiun maksy-
malnej amplitudy resonansu pierwszego /punkt A na rys.7/ ne-
stepowalo gwaltowne prezejéole do drgafi nierezonansowyoch.
Remonans 2 w tym preykladsie mogna byio znaleéé tylke pray
male jgoych ozgstodolach )) ¢ lub przy nadenin ukladowi od-—
powiednich warunkéw poozgtkowyoh. Badania analogowe prseprowa-
dz1i2 mgr ini. Pawel Niezgodzki.

6. Wnioski i uwagi koficowe

Przeprowadzona szozegdlowa analiga teoretyocszna i analogowa
ukZadu o dwéoh stopniach swobody z silnie nieliniowg ®jednoro-
dng" charakterystyks sprezystg stopnia 7=3 poszwolila poznaé
nowe wiasnosci drga.ﬁ regonansowyoh, ktéryoch nie mozna bylo zba=
daé ani za pomocg metod jakodolowych, ani za pomoocg tych przy—
blizonych metod analitycznyoh ktére oplerajg sie na maloZeniu
"maXej nieliniowoSoi®™ ukXadu.

Wykazano, e nawet dla ukladu ®"nielinearyzowalnego, ale
wzbudzanego sila harmoniozng, odpowleds ukladu w poblisu gidbw=-
nych rezona.ns&'ggprzobieg harmoniozny w znasosnym zakresle ceg-
stodcli wymuszenia. Wykazano réwniez, Ze 1 w tym przypadku
przybliZzona metoda badania drgafi rezonansowych, zmodvfikowana
metoda jednomodalna, przy ktérej zaklada sie, %e p« .adé drgaf
przy rezonansie jest réwne ®nieliniowej postaci wiasnej" [2]
da je zadawalajgoe wyniki. Warto ewrdocié uwage, Ze dotychozas
metoda jednomodalna stosowena byta jedynie do ukZadéw ®slabo-
nieliniowyoch®, a zatem linearyzowalnych. Mozliwodé je] efekty=—
wnego zastosowanie réwniez do ukladu nielinearyrowalnego wigse
si¢ ze szozegélng wlasnodolg uktadéw o " jednorodne ™ oharakte—
rystyce spresystej — posiadajg one bowiem staZe, niezalezne od
amplitudy postacie wiasne [3,6] .

Otrzymane wyniki sklaniajg do preypuszozenia, %e klasa
uktadéw nieliniowyoch do ktérej moima stosowaé metode jednomo-
dalng jest znacsnie szersza niz dotgd zakladeno. Zagadnienie
to wymega dalseych badah. ;



[1]

[2]
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