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WSTEP

"Efekiem skali” nazywane jest 2z jawisko fizyczne polegajgce na
wplywie ksztaltu i wymiaréw ciala materialnego na jego wlasnodci
mechaniczne. Obserwowany jesi on np.przy prostym rogcigganiu wal-
cowych prébek réznych materietéw. W zaleinosci od materiaiu efekt
skali moze przejawiaé sie w tej prébie w réiny sposdb. Np.dla me-
tali wpiyw wymiaréw prdbki na ksztait krzywe] neprg2enie - od-
ksztaXcenie jest niewielki ale stwierdzono, %e prébki w postaci
bardzo cienkich widkien /o érednicy 107%em - tzw."wesy"/ mogg
czesto wytrzymaé wyjatkowo wysckie naprezenia rozciggajgce nie
odksztatcajac sie plastycznie ani nie zrywajge [1] . Natomiast
dla réznych polimerdéw stwierdzono wyragny wplyw grubosci prébki
na ksztalt krzywej neprezenie - odksztalcenie [2] . Pizyczne przy-
czyny wystepowenia efektu skali mogg byé odmienne dla rdznych ma-
terialéw; np.moina przypuszczaé, e dla metali decydujgca jest tu
polikrystalicznoéé ich budowy oraz istnienie defekidw sieci kry-
stalicznej, podczae gdy dla polimerowych materialéw istotna jest
struktura molekularna tych materiaxdw.

Odtworzenie efektu skali na podstawie przypisywanych mu mikro-
strukturalnych przyczyn wymaga jego rogwazenia jako makroskopowego
gz jawiska o statystycznym charakterze. Jest to punkt widzenia sto-
sowany w statystycznej teorii wytrzymealodci materiaéw /mp. [ 3] /
ale mniej przydatny przy analizie efektu skali w zakresie nieli-
niowej, spretystej reakcji ciata; w tym drugim przypadku wias-
ciwsze jest pode jicie fenomenologiczne. Z fenomenologicznego
punktu widzenia efekt skali jest przykzadem nielokalnmych wXasnoé-
ci ecia2, Nie znajduje on jednak zadowalajgcego odtworzenia w Za-
dnej z istniéjacych nielokalnych teorii. Przyczyng tego stanu
rzeczy jest okolicznoéé, ze teorie te koncentrujs sie z reguly na
badaniu résnych wersji nielokaslnoéeci wplywu zmiennych przestrzen-
nie pél opisujgcych kinematyke ciala, na sity wewngtrzne w tym
ciele /np.[4] - [9]/. Fenomenologiczny opis efektu skali wymaga
natomiast takiego sformuXowania pojeé opisujgcych stan i wiasnod-
ci ciata, przy kKtérych wpiyw stanu deformacyjnego ciaXa nie bedzie
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przewazal nad wplywem ksztaltu i wymiaréw ciata. Wiadomo, ze lics-
ba stopni swobody w modelu zjawiska fizycznego ma istotny wpiyw
na przejrzystodé odiworzenia tego zjawiska a takZe na praktyczng
przydatnoéé samego modelu. W szezegdélnodei skoriczona liczba defor-
macy jnych stopni swobody jeet ograniczeniem, neXoZonym na kineme-
tyke ciala materialnego, poZytecznym zaréwno 2 punktu widzenia
enslizy wielu danych doéwiadczalnych, jak i dogodnym z teoretycz-
nego punktu widzenia, Zauwazmy, 2e skoriczone liczba defomacyjf"
nych stopni swobody nie musi byé traktowsna tylko jeko przyblize-.
nie "wladciwego® kontynualnego opisu o nieskoriczonej liczbie stop-
ni swobody /por. (13]/. Na odwrét, praca [10] pozwala np.przypusz- '
czaé, 2e z punktu widzenia kolektywnych zjewisk na poziomie dys-
kretnej struktury materiaslnej ciata, "nielokalny" opis polowy o-
party na rozwazaniu wyzezych gradientéw deformacji /tzw.®oérodiki
gradientowe” - np. (4] ,[5] /, mote mieé mniejsze znaczenie ni2
wiasdciwy dobér modelu o skorezonej liczbie stopni swobody ale
istotnie nielokalnego. Zwrot "istotna nielokalnodé™ oznacza, Ze
mamy na mysli model, ktéry uwzglednialby nielokalne efekty nie
tylko w materielowym zakresie /np.nielokalnogé reakcji materialo-
wej typu efekt ekali/ sle réwniez w dynemicznym zakresie /np.
efekty dynamiczne zwigzane z efektem skali/. W niniejszej pracy
zaproponowano taki model efektu skali przyjmujgc, 2e termodyna-
micznymi parametrami, przy pomocy ktérych opisywany jest stan fi-
zyczny ciata, jest para (£ ,©) gdzie I jest tensorem jednorodnmej
deformac ji ciaa /tzw.gradient deformacji/ oraz © - jego jedno-
rodng temperaturs bezwzgledns. Fenomenologiczng teorig, w ramach
ktérej zbudowano model, jest wersja teorii tzw,jednorodnych pro-
ceséw termodynamicznych (11] . Teorie te potgczono w pracy ze zmo-
dyfikowans teoris wiezdéw termomechanicznych [17) oraz mecheniks
deformacji jednorodnych / 021,[13]/. Wprowadzono i zanalizowano
w ramach proponowanego modelu pojecie "cia?a w cieczopodobnej
reakcji®. Konsekwencje wynikajgce z modelu zbadano poddajgc szcze-
gbérowej analizie efekt skali przy wszechstronnej ekspansji /i dcis-
kaniu/ krystalicznej kuli oraz przy rozcigganiu elastomerycznego
walca koXowego. i

Ninie jsza praca jest kontynuacjg prac autora:
"Size effect® /part I and II/ - Bull.Acad.Polon.Sci., Ser.Sci.
Techn., - 1979 /w druku/ orsz "Size effect in rubber-like materials”



ke

-€PS /Structure and properties of polymers net'_'arks/ y 1979, wveol.
3C.

Rozdzia? 1. JEDNORODNY PROCES TERMODYNAMICZNY

¥ pracy jeko przestrzefi fizyczna rozwazana bedzie wektorowa
przestrzer euklidesowa E* . G 1*(3) oznaczaé bedzie zbidér temso-
réw FeE’® E3 o dodatnim wyznaczniku /det£710 /, O(3)
- zbiér ortogonaim'ch tensoréw Q eE* ® E? o Of®)=
OB3)NGL3) - zbiér wieéeiwych ortogonslnych tensoréw nad Sl
Zbiory: liczb rzeczywistych oraz dodatnich liczb rzeczywistych
oznaczaé bgdziemy odpowiednio przez R oraz R" . Prees L)
oznaczaé bedziemy liniowe odwzorowanie w E> postaci L(F)(X)=
SEX. TeGL'LD) a przez 8% - zbiér wezystkich gwar-
tych, spéjnych podzbiordw £ ma jgcych niepuste wngtirze. Zbiory
Be 83 nazywene bedg konfigurac jemi przestrzennymi lub krétko
konfigurac jemi ciata. W niniejszej pracy ciaXo materialne utozsa-
misne bpdzie z wyrdznionym zbiorem Boe£% |, ktéremu przypo-
rzadkowana jest masa ciaa m>0 oraz pewna termodynamiczna
struktura; sam zbiér Be nazywany bedzie konfiguracje odniesienia
ciata. Jezeli ot £® jest xonfiguracjg odniesienia ciata to li-
niowe odwzorowanie l(f)l;go: 2, — E* nazywane bedzie
jednorodns deformacjg ciala By i oznaczane réwniez s abolem
b
W pracy rozwassne beds jednorodne ciata Bo o nieruchomym

érodku masy, ktérych konfiguracje term ieczne /nazywane te
¥ literaturze "pozycjami termodynemicznymi® - [11] / okreélene sq
przez skoficzony ukiad parametréw A postaci a= (£ @) gazie

FeGLY(3) jest tensorem jednorodnej deformacji {((f) ciaa
oraz O€R' - jednorodns temperaturs bezwzgledns konfiguracji
B=LE)(Bo) ciela; te temperature G0 nazywaé bedziemy
krétko temperaturg ciala. W tym rozdzisle bpdziemy przy jmowad, ie
konfiguracja termodynamiczna A ciala jest dowolnym elementem
otwartego i spéjnego podsbioru M C E’®@ E’=*R , ktéry jest
postaci M =MoxI gdzie TC R" = otwarty przedzial oras
Mo CE*OE® jest otwartym i spSjnym podzbiorem tekim, Ze:




(M 1) Mo < GL(B)
(M2) 1eM,
(M3  EeMo, Qe0M3) = @feMe

Warunek (MA) ogranicza konfiguracje mechaniczme f[¢€ E*®E?
do tensoréw okredlajgcych liniowe odwzorowania L(E) zachowujace
orientacje przestrzeni E> , Warunek (M2) oznacza, ze konfigura-
cja odniesienia Bo €8> mote byé rozwazang /w dowolnej tempera-
turze €I / jako odpowiadajgca identycznodciowej konfigurac ji
mechenicznej F=41 . Warunek (MD) stwierdza, ze WMo jest in-
wariantne wzgledem indukowanego w tym zbiorze dzialania zachowu-
jacych orientacje automorfizméw Q : g3 - E? , g = @3
przestrzeni figycznej E® tj., fe Mo jest "obiektywne"/np.D1] ,
(173,038)/. Jezeli M rozwasyé jeko rozmaitodé réiniczkows ze
strukturg rézniczkows indukowang 2z euklidesowej przestrzeni l1i-
niowej E*®E* xR |, to przestrzer styczma do /. w dowolnym
punkeie 4 €M | moze byé utoZsamiona z przestrzenig E*®E*«R
i sted stanem termodynamiczmym ciazea Bo nazywaé bedziemy dowol-
ng pare ¥ =(3,%) ‘gdzie AeM oraz A':(f.6') € E*@E*xR K
Krzywe lesgce w rozmaitodci WY nazywaé bedziemy procesami termo-
dynamicznymi. Tego rodzaju procesy nazywane sg jednorodmymi [11) .
Wiaenoéci fizyczne ciaXa opisywad bedziemy przy pomocy skalar=
nych funkeji kKlasy C' okreslonych na ™M : E - energii wewne-
trenej, O - entropii oraz Y - energii swobodnej. Funkcje te
zwigzane sy przeksztalceniem Legendre’a:

1.1 Y =E-8S%

Z definicji ciata wynika, Ze funkeje te zalezg od parametru B
- bryly konfiguracji odniesienia, tj., Ze sa postaci §=4(Bo;2)
Funkeje te, jako opisujgce wlasnodei fizyczne ciaza, winny byé
obiektywnymi skalarami tj.speiniaé, dla dowolnego ortogonalnego
tensora @e0(3) | warunek /por. [11],(38]/ :

1.2 ;,(s.,,. QE,0={ (,; £.6)



W klasycznym opisie termodynemicznym mechaniczne oddzialywanie na
cie*o Bo mozna wprowadzié rozwazajsc na W tzw.forme Gibsea
/por. [15),[016) /: 5

1.3 0 =dE-6dS5 +Ndf

gazie N(8,+): M —~E’®E®  jest funkejq definiujgcy tzw.
uogélniong sile termodynsmiczng N(Bo;3d) dzialajgeq na ciato

o jefli znajduje sie ono w konfiguracji termodynsmicznej 4 .
Wpiyw mechanicznego oddzialywania oraz temperatury ciata na zmie-
ne jego energii wewnetrznej opisywany jest przez warunek /por.
iel/: i

ik VacH Q(2)40

Wprowadzajge tzw.funkeje dysypacji S
S=-¥-65 +Ww
W= -N(8;3)E

1.5,

gdzie W jes? .w.produkc jg pracy mechanicznej oraz oznaczono
_5=f€‘§ , otrzymujemy na podstawie (1.1), 2e(1.4) jest réwno-
wazne tzw.nieréwnosdci dysypacji:

1.6 $30

7 zaXozenia, %e przestrzerd konfiguracji termodynemicznych M
jest otwartym i spéjnym podzbiorem E ®E>%R wyniks, ze waru-
nek (1.4) jest réwnowazny przyjeciu, 2e funkcja energii swobodnej

Y /xlasy C'(M) / jest tzw.potencjalem termodynemicznym tj.,
2e /por. [11] /: .

SR G b
1T N 2E S 5

W przypadku (1.7) forma Gibsa znika na M. 1lub réwnowasnie -
funkcja dysypacji znika wzdluZ proceséw termodynamicznych:



1.8 ' §=0

Temodynamiczﬁg dopuszczelnoéé procesu okredla zgdanie aby wzdiug
takich proceséw epelniony byt warunek (1.8) oraz tzw.gksjomat

bilansu energii:
1.9 : E=W+Q

glzie @ =Q(2; a.ad, ,lza%ﬁ jest skalarns funkejs nazywans
produkc jg pracy cieplnej. Z wzoréw (1.5), (1.8), i (1.9) wynika,
te wzdtuz termodynamicznie dopuszczalnych proceséw wimmo byé:

1.10 Q=65

Rozwazmy tensory 'i(‘u?:o,,;a.) i L (’So;_F\_.)GE3® E*  zdefiniowane
przez

e T(®e;d) =y 22 (B02)

=3, 28 (202)
Bizie ommacsons VerwlBo , o3™No, Yo:aM  orem
1oz T(80;£.0) =318, L), 3 -det

2 warunku (1,2) wynika, ze /por.[11]/:

1.13 V@Qe0'(3) T(D,,QF 6):QT(8,;£06)Q"
oraz
1.14 'I(ﬁa,; fO)= 'I(B.,;f,@)"

gdzie ﬁ oznacza transpozycje tensora Aet ‘o’ . Wzory (1.11)
- (1.14) pozwalajg interpretowa¢ tensory T(iﬁa,;_\) i T(8o:4)
Jjako tensory naprezeri, odpowiednio Pioli - Kirchhoffa oraz
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Cauchy ‘ego, odpowiadajgce konfiguracji termodynemicznej A jedno-
rodnego ciata Bo /por. [11] /. Zgodnie 3 tg interpretacjs .
bedziemy jednorodne cisto Bo, ktérego wiasnodci opisane sg przes
wzory (1.7) = (1.14) , nazywsé cialem ideelnie termospreiystym.
Przymiotnik "idealny” zostal tu uzyty /por. [11] / dla zaznacze-
nia, 2e dle takiego cisXa procesy termodynamiczne sg odwracalne
/por.{1.8) i (1,10) / = w odréznieniu od cial z termospeiystych
materiatéw prosiyeh /por, [11] /, gdzie mamy do czynienia 3z dysy-
pacja wynikajscg z przewodnictwa cieplnego. Rozwaimy cialo %o
idealnie termospreZyste i izotropowe tj.takie, %e /por., [11] /:

arE YQe03) Y(B,QF®",6):=Y(B:;£,6)

Werunek (1.15) jest zgodny z zalozeniem (M 3) dotyczacym dziedziny
funkeji Y  gdyt dla Ee¢Mo

1.16 V@e03) QEQ e M, & YQREOBPER e Mo

Z wzordw (1.2) i (1.11) - (1.14) wynika wtedy, e funkcje napreien
T(8;4) . Jjest izotropowa:

1,17 V@<003) T(80,QFQ" ©)=QT(20;f.0) Q"
i moze byé przedstawiona w postaci /por.[11] /:

TREO)= Y 2L (B v.0)Y dla Y =EE
Vzvol B, B= LENB,)

~

gdzie funkcja Y  jest zdefiniowana przez

1.18

119 F(R0:v.6)= Y (2o, B.6)

dla E=VR - rozkladu polarnego tensora E¢ Mo . W przypadku
izotropii tensory T i V sg wepblosiowe tak, ze jedli

€:=e, V) , 13423 jest ukladem wersoréw wtasnych tensora Y ,
to /por. [111 /:

http://rcin.org.pl



1.20% T-teoe aa V-deoe
gdzie

] i
1.2] t‘_ = t;(ﬂo,@; A‘,Ag'{l}) ="V_ A; 5‘;{;(&-‘9;‘11.&;,&3)

L) =6‘(&,GI aa.fl;,(ls) = :{f‘(:gb; di §v®§~ .e)

We wzorze (1.21) B, oraz O trektowane sg jako peremetry.
Zgodnie z twierdzeniem podanym w [11) wzér (1.21) okreéla izotro-
- powy sprezysty material prosty wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
funke ja t=1t(2,6:2,y,2) zmiennych (x,y,z)eR> teka,
Ze:

t(Be,0:x,y,2) =t(B.,0; x.z,y)
t,(2,0; 4,,4,,25)=t(B,0; 2, 2. ds)
£,(86,6; &, 4, 4;) st (B0,0; 2, 44, 44)
ta(o.0; & &0 3) SH(R09; 45 A dy)

¥ dalszej czedci pracy /rozdziar 3/ podamy przykiad funkcji ener-
gii swobodnej ciata izotropowego idealnie termosprezystego, ktirej
zaleznodé od parametru Ro powoduje, Ze warunek (1.22) nie jest
speiniony. Z wzoréw (1,13),(1.14) wynika, 2e relacja T =T(B0;d)
zdefiniowana wzorami (1.11) i (1,12) nie speinia, spoéréd aksjo-
matéw teorii materiaiéw prostych niepolarnych /op.[11] /,
tylko tzw,"zasady lokalnego dzialania"™ méwigcej, Ze wymiary ciala
nie majg wpiywu na postaé relacji konstytutywnej dla napreser. W
tym sensie rozwazana tu funkcja T =T(Bo;4) napreteniowej
reskcji ciaa opisuje jego nielokalne wlasnodei mechaniczne a jej
zaleZnodé od bryly Be oznacza, Ze nielokaslnodé ta ma charakter
efektu skali, Ten specjalny typ nielokalnodci pozwala /wobec je-

"T’V (1,20) oraz (1.21), przyjeto konwencje sumowania po powtarza-
Jacych sie indeksach.
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dnorodnoédci rozwazanych pél/ na wykorszystanie wielu formalnych
wynikéw uzyskanych w teorii materialéw prostych /mp. vyvéd (@ 151S 2)
i (1.14) z (1.2) oraz kryterium (1.22)/.

SfomuluJemy teraz, opierajgc sie na interpretacji tensordw

T( Bo;4) i T($e;4) jako tensordéw naprezenia, regu-
¢ interpretacyjns dla uogélnionych si termodynamicznych
NBo, 4) . Niech B0 CE®> bedzie zwartym i spéjnym zbiorem,

ktérego brzeg 2P0 jest dwuwymisrows orientowalng rozmeitodcig
w E® . Omaczmy przez L(B6,0;EX) %X¢DBs pole kontakto-
wych si? dziazajgcych nsa Erzqg 2Bo i wywozanych przez jedno-
rodny rozktad naprezedr I (Bo;f0) w /idealnie termospre-
tystym/ ciele Bo tj./por. [111 /: ‘

1.23 £(8,,6;F %)= - T(B, £.0)BX)

gdzie M (X) - wersor normalny do 2B, w punkeie X€0FB

i skierowany na zewnatrz 2. . Rozwaimy tzw.dipolowy moment pola
8i? t wsgledem drodka masy ciala /w konfiguracji Bs / tj.
tensor M postaci:

v M(B0.0:E)= ) X @t (B0,0,E,%)dSX)
230

Z jednorodnodci naprezeri wynika, Ze:

.
1.25 M(B.,0,£)=N(B,;£.6)

przy czym

1,26 N{2o,E,0)= - 5805 ) £=F

gdzie oznaczono
1.27 §($°;£.@)=VT(:30;E.@),V'Wls

Tensor §(:5o; £ O) jest nazywany "dipolem /o gestodci L / pod-
wéjnych aiz bez momentu” [14] . Wzory (1.11) - (1.14) i (1.24) -

Q.27) okredlajg, z uwagi na dowolno&é Do » Tegule interpretacyjng
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dla wogélnionej 8ily termodynamiczmej N(®,,f @) : Jest to
trenspozycja dipolowego momentu s8il powierzchniowych okredlonych
przez napreteﬁiawq reakc je ciata o w Jjednorodnym procesie
termodynamicznym /wzér (1.23) /. Zwréémy uwage ne okolicznodé, ze
o ile w teorii cial z materiaidw prostych podstawowg wielkodcig
mechaniczng opisujgeg reakcjé ciaZa w procesie termodynamicznym

- jest naprezenie, to w rozwazanym tu ciele z efektem skali tg
role napreienia przyjuuje dipol 2 podwéjnych sil bez momentu
/wzér (1,27)/, Ta réinica jest ryratniejhza jeéli rozwazyé nie-
jednorodne cisto ®o ., Niech T(Bq;E.0,%), x¢B Dbedzie po-
lem naprezer Cauchy'ego w aktualnej konfiguracji B= L(F)(B,) nieje-
dnorodnego ciata Bo ., Odpowiednie pole naprgzerd Pioli-Kirchhof=-
fa w Vo jest postaci T(8o;E,0.2)23T80; £, 0, EX)E*
Jezeli to pole naprezer jest samozrdéwnowazone:

1.28 dinT =0

oraz przyjmiemy w (1.24) t(8.,6;F %)= ‘thﬂif-@-l‘)@%)

to obowigzujg réwniez wzory (1.26)1, (1.27) ale przy dodatkowym
warunku, 2e tensor T (®..f 6) /zdefiniowany wzorami (1,.11)
i (1.12)/ pokrywa sie ze érednim tensorem naprezenia:

1.29 T(2e; £,0)= T, (30,£0)= 3 ST(B0,£0,2)dV(a)
2

¥ przypadku ciata niejednorodnego nalesaloby wigc temsor T zde-
finiowany wzorami (1.11) i (1,12) interpretowaé jeko éredni ten-
sor naprezeri. W niniejszej pracy nie bgdziemy zajmowali sig¢ jed-
nak cialemi niejednorodnymi gdyZz jest prawie oczywistym, e nie
dla kazdego rozkadu niejednorodnoéci w ciele, interpretacja T;.
Jjako wielkodei opisujgce]j w zadowalajgcy sposéb rozkted sit kon-
taktowych w ciele, bylaby stosowana. Gdy ciato jest jednorodne to
T¢r zawsze moze byé rozwazone jeko tensor naprezer w idealnie
termosprezystym ciele.' Uwagi te wig%g ei¢ z ogélniejszym proble-
mem doboru odpowiednich wielkoéci mecheanicznych charakteryzu-
Jacych reakcje cia nielokalnych. Jest to problem otwarty i w li-
teraturze przedmiotu jest melo prec, ktére mozna uznaé za wigisce
ei¢ s tym zagadnieniem /np.[41,[6], [18) /. Preyjety v niniejesej
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pracy formalizm termodynamiczny pozwala unikngé wprowadsenia po-
Jjecia reskcji ciala jeko pojecia pierwotnego termodynamicznej
teorii. Dopiero wykazanie dopuszczalnodci przyjetej reguly inter-
pretacyjnej dla uogélnionej eily termodynamicgznej, pozwala na o-
kredlenie wielkodci mechanicznej charakteryzujacej reakcje ciaa,

Wprowadzimy teraz,czedciowo wzorujgc sig na teorii materialéw
prostych /[11) /, uogélnienie klasycznego opisu termodynamicznege
(1.5), 1,6), (1,9). Bedziemy nazywaé, przez anslogie do tzw.me-
teriazéw typu réiniczkowego zlosonodei 1 /[11]1/, ciato Bo -
cialem typu réznicszkowego /ztozonodei 1/, jedli jego reskcja na-
preZeniowa jest cigglg funkcjg postaci:

130 :{_'('-Be;it.é)zTt(:ao;a)*'rd(ﬁo;a-.ﬂ‘»)
oraz spelniony jest warumek:
131 L(ﬁo;a.9)=§2

Z zasady obiektywnoséci wynika, %Ze napresenie (1,30) winno byé
postaci /por. [11]1/:

T(2,;4.3)=h(8g;£,0,2,6)
D=3(L+L) L-£F

przy czym tensorowa funkeja h winna spelmiaé warunek:

1.32

1.3 h(®,;QF.6,@2E",6)= @h(Be; £.6,2.6)8"
dla dowolnego ortogonalnego tensora Q@ € O'(3) . Przyjmujgec
w (1.5) /por.(1.26)i (1.27)/:
W= - N(Bo;d,d)f
1.34 :
N(#B0;3.3)=-VT(2e;3,4) ", F*-F"

otrzymujemy na podstawie nierdwnodci dysypacji (1.6), %e /por.
11l/:

http://rcin.org.pl



1.35 T, (8..£,0) = %%(%;E.S),ET
oraz |

1.36 S(So;f,6)=-""'(leo £.6)
przy czym

1.37 W=V T(8:;2.3)D

" a nieréwnoéé dysypacji redgkuje aie do warunku na tensor Ti s
Id(ﬁo:&.&.)'l} 20
1.38 ) :
T, (80:2,2)5hy (2,;£6.2,0) -

dle dowolnego symetrycznego tensora D € E*®E®. Rozwaimy wa-
runek:

1.39 Ta-2=0

dla dowolnego symetrycznego tensora PeE®®E® |, Poniewas
Ta'D = 1e(TaD) oraz iHr(AB) jest iloczynem skalarnym w li-
niowej przestrzeni wszystkich symetrycznych tensordéw walencji 2,
to warunek (1.39) moze by¢ speiniony tylko gdy Zd =Q . Ten
wniosek oraz nieréwnosé (1.38) oznaczajs, %e naprezenie Td jest
tzw,"dysypatywnym naprezeniem® /por.[11] /.

Aks jomat bilansu energii (1.9) moze byé przedstawiony w poata-
ci réwnania ewolucji temperatury:

1,40 Ke© =V (02%Te +Ta ) D+ @
gdzie Ky jest pojemmodcig cieplng przy stalej deformacji:

2
1.41 : KE':L:@@_E.’.-_--@'Q_X

Jedli Ky traktowaé, jek zwykle to sig robi, jako wielkoéé
okredlong z dodwiadczenia, wtedy wzér (1.41) ma sens empirycznego

http://rcin.org.pl
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warunku dla funkeji E 1lub S ezy Y . Produkcja pracy ciepl-
nej Q =Q(Bo;4,4) gpemmia warunek (1,10) tylko wtedy gdy

Ta =0 . 5 -

Rozwazmy staly proces termodynamiczny A(t)=4,¢M  tetab)cR

dle ciata Bo typu rézniczkowego. Poniewaz w takim procesie

T4 =Q wiec znikajg efekty dysypatywne /por.(1.38) / i z wzordw
1,5\, (1.8) wynika, 2e taki proces jest dopuszczalny termodyna=-
micznie tylko wtedy gdy

1.42 d‘\F(-’Bo; d,) =0
co jest réwnowazne warunkom /por.(1.35) i (1.36)/:

1.43 T, (8o:2,)=0 , 5(80:4,) =0

Warunek (1,42) jest warunkiem koniecznym istnienia ekstremum
funkeji V¥ w punkcie R.=(£o,Go)e postaé (1.43) tego warunku
oznacza, %e w punkcie A, znikajs uogélnione oddziatywsnia na
ciato /zaréwno mechaniczne jek i cieplne - por.(1.34) oraz
(1.10)/, Jezeli wiee As jest punktem /lokalnego/ minimum funkcji
¥ , to stan termodynamiczny ¥o=(3.. Q) jest tzw.stenem
réwnowagi termodynemicznej ciata Bo tj.stanem, w ktérym prazy
braku zewngtrznego oddzialywania na ciato, moZe ono stabilnie
trwaé przez dowolnie dugi okres czasu /mp. (16],[30],[31] /.
Jezeli konfiguracja Ao stanu réwnowagi termodynamicznej jest
postaci 3,7 (1,6e) , to konfiguracje odniesienia Bo nazy-
waé bedziemy naturalng konfiguracjg réwnowsagi termodynemicznej
w temperaturze G, . :

Rozdzial 2. WIEZY TERMOMECHANICZNE

Dla materiatéw prostych /z pamigcig/ ogélna teoria wigzdéw ter-
momechani cznych zostata zaproponowana w pracy [17] /patrz tez
[19]/. Teorie t¢ mozna przenieédé, odpowiednio jg§ modyfikujae,
na przypadek cia? typu rézniczkowege /rozdziat 1/. Mozliwoéé
tego przeniesienia wynika z dwdch okolicznodci. Po pierwsze w tej
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teorii rozwazane sg jednskowe wiezy we wszystkich punktach ciala
tak, %e w rzeczywistodci moZna je odniedé do punktu materialnego
i rozpatrywaé jednorodne deformscjé. Po drugie ta teoria jest
sformutowana przy ustalone]j konfiguracji odniesienia i w zwigzku.
z tym nie istotna jest réZnica migdzy transformowsniem sig relacji
konstytutywnej przy zmisnie ®Bo w niniejszej pracy i w teorii
materialéw prostych /por.rozdzial 1, komentarz do (1.22)/. W ni-
niejszej pracy sformuiujemy to przeniesienie w uproszczonej pos=
taci, dostosowanej do jednego spoérdd typéw wigzdéw dopuszczanych
przez teorie¢ zaproponowsng w pracy (17].

Bedziemy méwili, e ciaZo B, posiada /lub jest poddane/
wiezy typu WM, jedli jego konfiguracje termodynamiczne 4 =
=(£,®) sg elementami spéjnej rozmaitodei M C E2@E>*R xlasy

(e takiej, %e zbiér WMo  postaci:

-7 Mo2ifeE'®E>:IBeR” (FOIeM)

speXnia warunki WM1) "(J'UL aj.;ornmlowane w rozdziale 1, Ozna-
czaé bedziemy przez 5)"’”‘ (E*®E )oraz 1 1iniowe przestrzenie
o zbiorach elementdéw postaci:

T

SymE*@E*)={ AEP@E®: A=A}

M= Sy (E°@E*) «R

¥ przestrzeni 5y'm(p$ E*) okreélony jest iloczyn skalarny
‘AB=tr(AB) a w przestrzeni I - iloczyn skalamy
(Aa) (B b): A*B+ab | przez R (M) oznaczaé bedziemy zbiér
wszystkich podprzestrzeni liniowych przestrzeni [1 . Jezeli
M) cE3®E*x R jest przestrzenig styczng do rozmaitodci

M wpunkeie A =(E, @) , to przez L21)CT oznaczaé
bédziay liniowg przesirzend postaci:

2,2

2.3 QQ)1={¥:(2.6"): pe3(L+0), L=FF (F8)eM)

Przez L) oznaczaé bedziemy wigzke wektorows o bazie M
postaci:



2.4 Q=lw=.¥): 3eM, xe QAN

Ciato Bo nazywaé bedziemy cislem bez wigzdw jezeli M(4) =
=E*®E* xR  a1a dowolnege A€W ,Cisla rozwatane w roz-

dziale 1 sg wigc,zgodnie z tym okredleniem, ciatami bez wigzdw.
We wspomnianej teorii wiezdéw termomechanicznych przyjmuje sig, 2e
oddziatywania realizujgce te wiezy moina opisaé wprowadzajgce ad-
dytywns nieokredlonosé naprezed i entropii przy rdéwnoczeanym bra-
ku wpiywu wigzéw na postaé funkcji energii swobodnej. Poniewaz

w niniejszej pracy ograniczamy sig do rozwaZenia przypadku gdy
energia swobodna ciata zalezy tylko od aktualnej konfiguracji
termodynamicznej tego ciata /por.rozdz. 1/, wigc wyjdciowe rele-
cje teorii wiezéw przyjmiemy w postaci:

V=¥*(Bo:d) 925 (20:3.8)+5, T=T%80;3.%)+T

r S5UR A ¥ F S5 (B A) +5a (B d, K
TR 4, 1) =T (B d) + Ty By 31 1)

P -0 = =

# > &
gdzie Y S oraz 1 sg odpowiednio energig swobodnsg,
entropig i napreseniem Cauchy ‘ego niezaleinymi od wyboru wiezdéw
a naprezenia 'Tq  powinny speIniaé warunek (1,31) oraz postulat
obiektywnodci /por.(1.32) i (1.33)/. 5 4 Q= TT 8g wielkog-
ciami nieznenymi, ktérych postaé zalezy od typu wiezéw. Z wzordw
(2,5) i t1.1) wynika, %e

2.6 E=E"®o;3.0)+E

gdzie oznaczono:

2.7 E*=v*+0%" E=05

Jezeli T jest napreseniem Cauchy’ego orez l S - entropig

opisujgcymi reakcje wiezéw, to przez TI(L.4) oznaczaé bedziemy
element przestrzeni [l postaci:

http://rcin.org.pl
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w(t,2)= (VYT - 5) dla T=(T,5)eN -
2.8

V) =Vo detE dla 43(f, G eM

¥prowadsajgc oznaczenia:

SR 5%y == Y (®o; 4) - 5%Bs; 4. ¥ 1O +V@A) T 20;2.7)-D

ws(3,¥)e  r=(D 8)e0(3)
oras

§$(T.@)=-50 +V)T-D=v(L AN
2,10 ;

w=(3,x)e)  T=(T,5)el]

motemy fuhkcje § , okre&long wzorami (1.5) ,(1.34) i (2.5),
napisaé w postaci:

, .
g1 =T . w)=8 (@) +8(L,Q)
“Funke jonatem reakcji® dla wigzéw typu M nazyweé bedziemy

odwzorowanie:
RaM — JLE)
Funkc jonal reakcji R  nazywaé bgdziemy termodynamicznie dopusz-

czalnym jezeli spelmia nastgpujgce warunki:
(RA1) Aks jomat dysypacji
Vw=ta,56e2 (r(r,2)eR) =28(T,w)20)

(R2) Warunek meksymelnoéci

Jezeli R jest dowolnym funkcjonalem reakcji
dla wigzéw typu vM oraz spetnia (R1) , to

SYaeM R'Q)CRQ)

Warunek (R2) gwarantuje, ze dla danych wigzéw typu M. istnie-
Je co najwyzej jeden termodynamicznie dopuszczalny funke jonat
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reakcji. Z twierdzer sformutowanych w pracy [17] wyniks, Ze fun-
kcjona reakeji R jest termodynamicznie dopuszczalnym wtedy
i tylko wtedy, gdy speinione sg dwa warunki:

g &
812 YaeM R(3)=LQ)

L
gazie  L2(3)"€X(M)jest podprzestrzenia ortogonalng do
przestrzeni £2¢&)CM | oraz

2.13 Vwel §*w)»0

Z 12.12) wynika, e cialo Bo jest ciatem bez wigzéw wtedy i
tylko wtedy gdy RQ)=i(e, 0} dla dowolnego AeM ; w tym
przypadku 1 =0 i 5=0  oraz nieréwnosé (2,13) redukuje
sie do wzoréw (1,35), (1.36) i (1,38), Dla ciala z wigzami nie-
réwnoéé (2,13) nie jest warunkiem dostatecznym na to, aby Rt
byto potencjatem termodynamicznym /tj.aby zachodzily wzory (1.35)
i (1.36)/. Dalej ogreniczymy sie do przypadku gdy |  jest po-
tencjetem termodynamiczoym. Wtedy (2.13) moZna napisaé w postaci:

Yoel §(T,1),w)30
2.14 s
14=(Ty.S4) S,L:S.f% el -'-'I'- v 5‘5‘_1_:

o)

Rozwazmy przypadek gdy dodatkowo Do jest cialem bez dysypacji
Lo

2,15 Voe 2 §(lw,w)=0
Werunek (2.15) jest réwnowainy warunkowi:
2,16 Ve=(3,5)eQ ¥(Tyu),2)eRQR)

Z (2,16) wynika, %2e istnienie wigzéw w ciele umozliwia /w prze-
ciwieristwie do przypadku braku wigzéw/ rozwazenie cial typu réz-
niczkowego bez dysypacji. Jezeli o jest cialem idealnie
termosprezystym z wigzami, tj.obowigzujg wzory:
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¥_ A 3Y T & _ -
I‘Ie‘vaff 575 26

E*<E, =¥ +65,

2.17

to réwnanie bilansu energii, okredlane wgorami (1.5), (1 «34),
(2.5 = (2.7) i (2.17), moze byé napisane w postsci réwnenia ewo-
lucji temperatury

2,18 Kfé):\/a@%i}-f +Qe, (£0)eM

gdzie oznaczono:

Qe =G‘Se

oraz temsor Lo Jjest tensorem Pioli-Kirchhoffe odpowiadajgcym
tensorowi naprezeri Cauchy‘ego Le

2,20 T I 2 2F . E%F J-detE

Dla ciala bez wiezdéw we wzorze ( 2.48) memy /por.(1.40)/:
2.21 Vo926 To'f = Vol D

Pojemnodé cieplng Ky =Kg(B,;0) oraz produkeje pracy cieplnej
Re=Re(B0;d,A)  uwazamy za znane skadinad.

Jezeli Bo Jjest ciaiem z przestrzenig konfiguracji termody-
namicznych M y to grupg symetrii konfiguracyinych tego ciala
nazywaé bedziemy grupe H(M) postaci: ’

2402 HM) =i HeE’@E® : detH=4, MoH = Mo}

gdzie WMo jest podzbiorem [ zdefiniowanym wzorem
(2.1) oraz MoHZ{fH:Ffe Mo} , Z wynikéw podanych w pracy
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[17] wynika, 2e jezeli grupa symetrii konfigaracyjnych ciata po-
krywa si¢ z grupg unimodularng LTe3)

2,23 HM) = U (3) = {HeE*@E> ¢ detH=1}

to ciazo to nie posiada wiezéw lub posiada wigzy w posimci tzw.
"gcisliwodci zalesnej od temperatury” tj.typu:

2,24 JL={(E,G)€E3®E3¥-R c (et B)end

gdzie &OC R*x R jeat pewnym spéjnym zbiorem. Z definicji cie-
czy prostej /por.[11] / wynika, %e typ wiezéw (2.24) jest warun-
kiem koniecznym na tg aby 00 byZo cialem z takiego materialu
i posiadajgcym wigzy. Grupa symetrii konfiguracyjnych izotropowego
ciaza ideslnie termospreZystego winna spetniaé warunek O'(3) <
€ HiM) . W&rdd wiezéw typu (2.24) najbardziej interesu-
jacy, z uwagi na mozliwodé zastosowar, jest przypadek gdy istnie-
je funkeja  §:R* R"  taka, se

2,25 (det £, @) & dotf =L(6), Bel cR

Jezeli S,'(@) £#0, ala 0¢IC R" - pewnego przedzialu tempera-
tur, to funkcja SjLB! .®el  posiads przedstawienie:
-]
§(8) = expl (pdB)

2.26 ) o AT
P(e)v;’(e)/gte) 8el | (£'=]5%)

gdzie d,=(4,0.)8M jest zgodngy z wigzami termodynamiczng
xonfigurac jg ciaza Bo . Ciato Bo 2z typem wiezbw

okredlonym przez (2.24) - (2,26) nazywaé bedziemy izotermicznie

niegciéliwym. W przypadku izotermicznej niedciéliwoéci przestrze-

nie M(3) , Q(R). &g dla & =(E,8) postaci /[17] /:
M) = §(F 0)ef3@E R : tﬂ{:"f)=pte>e'}

2.27
Q=jpehren : trD=|5L6)6'}



Z wzordw (2.8), (2.12) i (2.27) wynika, %e dla dowolnego termody-
namicznego stanu @= (4, ¥)6f) A =Cf, O) zgodnego z wig-
zami izotermicznej niedcidliwosdei, reskcja wiezdw jest postaci:

T=-p1 , 5=-\L(0)1p©®)}
NolB)=5(ONL , \V, = vol-Bo, §eR

2.28

¥ przypadku izotermicznie niedcidliwego ciata typu réiniczkowego
bez dysypacji:

2,29 Ty(Bo; @) =-plBg; )4, w2602

oraz
Q=65, 5=5"+5
2.30 .
S (Bo; @) = Se (Bo; 1) -VolO)pOpiBo; 2)

gdzie Q - produkeja pracy cieplnej. Rézniczkowanie F we
wzorze (2.28), (2.30) nalezy rozumieé w ten sposdéb, %e dla dowol=-
.nego procesu termodynamicznego 4 : (0 k) = M zgodnego z wigza-
mi izotermicznej niedcisliwodei, istnieje funkcja p:ta,h)— R
opisujgca wraz z (2,28) reakcje wigzéw T = T(t) , 5=5(t)

tela, by w tym procesie. W szczegdlnym przypadku ciaka
niescigliwego mamy we wzorze (2.25) §(6>=4 i we wzorach
(2.27) - (2.30) naleZy przyjaé. F(G)=O , VolB) =Ve.

Rozdziat 3. CIECZOPODOENA REAKCJA CIALA

W makroskopowych opisach cia¥ materialnych termin "materia”
uzywany jest w dwéch znaczeniach. W jednym z tych znaczed ter-
min ten uiywany jest w niesformalizowsnym sensie i oznacza odwo-
tywanie si¢ do takich makroskopowo obserwowalnych wiasnodei cia-

http://rcin.org.pl
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I>a, ktére mozna wyttumaczyé /ilodciowo lub jakodciowo/ w terminach
Jjego budowy molekularnej lub atomowej. Przyk'ladem Jest tutzw, "krys-
taliczne ciat¢ state" /mp.[1], [16]/, czy tzw."kauczukopodobny
materiat* /np.[2], [20]/. W drugim znaczeniu termin materiaz,
a takze terminy oznaczajgce szczegdlne typy materiatéw /np.wymie-
nione wy%ej/, uzywane sg w sformalizowanym sensie ustalonym w
ramach fenomenologicznej lokalnej teorii wZasnodci fizycznych ciaX
- tzw.teorii materiaiéw prostych /np. [11] / lub jej gradientowych
uogélnieri /np. (4] /’. Cechs wspblng tych dwéch zakreséw terminu
"materiaz® jest ich niezaleZnosé od geometrii ciaa. Nasuwa to
my$£l, Ze pewne wiasnodci materiatéw prostych mogg byé rozwazone
jako postulaty klasyfikujgce ciata z efektem skali i pozwalajgce
na wyodrebnienie fizycznie istotnych charakterystyk tych ciaX.
Przyktadem tego rodzaju postgpowania byto ustalenie w rozdziale
2 jaki typ wiezdéw jest dopuszczalny dla klasy ciat z efektem ska-
1i zawierajgcej ciasia z jakiejé§ cieczy prostej /wzér (2.24)/.
Rozwazmy inne wiasnosdci cieczy prostych. Wiasdomo np.Ze ciecze te
s materiatami izotropowymi oraz, %e nie posiadajg one uprzywile-
jowanych konfiguraecji /nmp. (113, [21] /.

¥ przypadku sprezystej cieczy prostej te wiasnodci przejawia-
Jjg sie w nastepujgcej postaci funkeji naprezed:

341 T=-plgd , g=g,CdetE)”

gdzie e jest geatodeis masy w aktuaslnej konfiguracji ciala,

¢, - gestoscig masy w konfiguracji odniesienia, [ - gre-
dientem deformacji ciala oraz funkcja p:R'— R jest nieza-
lezna od wyboru konfiguracji odniesienia. Uogdlniajgcte wlas-
nodei cieczy prostych bedziemy méwili, Ze cialo ma cieczopodobng
reakcje jeseli /w pewnym przedziale I C R™ temperatur/:

- Jjest izotropowym idealnie termosprezystym ciatem, /por.wzory
0.15) = (1.21)/, :

g"-Ocsyviéc:ls nie chodzi tu o samg sbieznoéé terminéw ale o feno-~
menologic sposdb reprezentowania pewnych mikrostrukturalnych
wlasnodci ciaz.
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- grupa jego saymetrii konfiguracyjnych jest unimodularng grups
U (53' /por.wzory (2.22) - (2.24)/,

- funkcje energii swobodnej Y= {(®o; '3.) Jeat niezalezma od wy-

boru konfiguracji odniesienia BoC E*

Sformalizujemy teraz i udciélimy te koncepcje cieczopodobne]j
reakc ji. Niech ‘-ﬁoCEJ bedzie ideslnie termosprezystym ciatem
bez wiezdw oraz EM R - rodzing wszystkich mozliwych przes-
trzennych konfiguracji ciaza o tj./por.oznaczenia wprowadzo-
ne na poczgtku rozdziaiu 1/:

3.2 8= L UEY B FOLD Y
Poniewaz
2.3 Veegre] JEeGL(3) B=LF)S)

wiec mozemy okreélié rodzing odwzorowar @9 [8.] g Bl C rR"
przepisem:

Pol2.] : £'[®,) — R
Bl Bo] (LIEV(RBS)) = Y (Bo: £,0)

Zgdanie niezaleznodci funkcji energii swobodnej od wyboru konfi-
guracji odniesienia mozna sformutowaé jako 2gdanie istnienia

3.4

Jjednoparametrowej rodziny odwzorowar @s : 83 =R , Bl
takich, Ze:
35 : YV ©e] V3n583 é@[go] = @el 85[301

3
Aby funkeje 8o mogty opisywaé wiesnodci fizyczne ciatr Bo€€
polozonych w izotropowej i jednorodnej przestrzeni fizycznej B
winny speXniaé nastepujgcs zasade obiektywnodci: °

3.6 VBeE® $g(It®) =§q(B)

dla dowolnej izometrii I ‘E ~vE® postaci IX)= Q% +t
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QeOLy),t €E® *poniewat interesuje nas nielokalne wiasnosei
funkc ji energii swobodnej wigc bedziemy dalej uwazaé, 2e funkcje
@@ moge byé w nietrywislny sposéb rozszerzone, 2 zachowe-

niem warunku (3,6), na rodzing wezystkich zwartych podzbiordéw

E3 ; te rozszerzenia oznaczaé bedziemy réwniez symbolem *® .
Rozwasmy ciaa w cieczopodobne] reakcji, ktérych funke ja energii
swobodne j spetnia nastepujacy postulat:

Postulat sddytywnej nielokalnodci
Funkc je @9 , spelniajgce warunki (3.4)-(3.6), sg addytyw-
nymi funkcjami zbioru:

$o(B, U B,) = BolBa) + Do (B)- Bu(B.NB,)
éGqu) =0

dla wszystkich zwartych podzbioréw T, B, CEB; ¢ -
zbidér pusty.

37

Oznaczmy przez 2.3 rodzine wszystkich zwartych i wypukiych
podzbioréw E*  ores przez B2 EIDEE S rodzing wszyst-
kich wypuktych ciaz. W zbiorze 4 mozeny zdefiniowaé metryke
d:2°—-R nastepujgacy sposéb /[22], [23])/. WprowadZmy ozna-
czenia:

Kta,e) = [ xef?: 1x-ongel  0s3cem, acE?

Ag = UKlag), AeZ?

aeA

3.8

¥ tych oznaczeniach:

d(A,B)= infe ala ABeX’

3.9 ACB Bc g

Wyarunex (3.6) jest silniej i
] . jszy od zmsady obiektywnodeci rozwaza-
nej w rozdziale 1 /wzér (1.2)/, ¥ k:grej tgdasno aby @& OY(3)

¥ literaturze spotykene es obie wersje tej zasady /mp.[111i [39]/.
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Jezeli funkcje @e spetniajg zasede obiektywnodci, postulat
‘addytywne j nielokalnoéci oraz werunek ciggXodei:

3.10 CUmd(BaB)=0 = Lim §5(Bn) = Dg(B)
” L

to » Twierdsenia Esdwigera /[22)/ wynika, te funkcje PolR’
eg postaci:

3.1 YV BeR®. §(8B) = ald)V(R)+b(BIF(B) +c(B)M(B) +d(B)

gdzie a®) , bB), <@) | d(O) sg ekalarami zaleinymi od tem-
peratury /niekoniecznie w sposéb cigely/, V(B) - objetosé
gbioru ® , F(B)- pole powierzchni ograniczajgcej ten zbidr,
M) - calkowita krzywizna drednias tej powierzchni. Formuly
okredlajgce V(B) |, F(B) i M(B) dla wielu rodzajéw tréjwy-
miarowych zbiordéw wypukXych /w tym réwniez wielodcianéw/ podane
8§ w monografii [22], Jezeli mp.2biér B eR* jest ograniczony
hiperpowierzchnia ®® klasy C* oraz Ri=Roex) (=42

s promieniami krzywizn g¥éwnych w punktach %e?2B | to

3.12 M(D) = i-g_ (& +%)dS
?

Uwaga :
Aby speilnione byly zaloienia Twierdzenia Hadwigera wys-
tarczy przyjaé, e /oprécz warunkéw (3.6) i (3.10)/
spelniony jest warunek (3.7) dla dowolnych B,

B, ¢2>  takich, te BjUB, ¢Z>

Funkcja energii swobodnej, odpowiadajaca formule (3.11), okredlo-
na jest wzorem:

Y (B, E,0) = g (LIE)(Be))
RBoe R, FeGL(3), Bl

Dalej, méwige o eiele posiadajacym cieezopodobng reakcje, bedzie-
my przyjmowaé, e ciaZo to jest wypukle oraz jego funkcja energii
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swobodnej jest postaci (3.11), (3.13). Poniewaz ta funkeja energii
swobodnej speinia warunek (1.15) wiec okreéla cialo izotropowe.
Jezeli ciato Bo € R® o cieczopodobnej reakcji nie posiada
wigzéw, to tensor naprezeé Cauchy ‘ego dla tego cialae jest postaci
T(Be; £.6)=Te( B0 £,0) gdzie'/por. .11 i (1.12)/:

Te(Bo:£.0)= gz o (BoifO)E <

= aoni + Ty (Bo; £.6)

gdzie. oznaczono:

~

F _a__ . T
T.(Bo:E.0)= Vm)[u@)'a (Bo;E) +C(6) f&,f)]f

3.15 F(Bo: £) = F(LIE)(B0)), FI(Bo:E)=M (LLEI B)
B =LE)(By), V(B det F V(B,)

Jezeli ciaXo o cieczopodobnej reskcji posiada wiezy termomecha-
niczne, to /zgodnie z okredleniem cieczopodobnej reakcji/ jedy-
nym dopuszczalnym typem takich wigzdéw jest Scisdliwodé zaleina od
temperatury /wzér (2.24)/. Dalej ograniczymy sie do rozwazenis
przypadku gdy rozmaitodé wiezéw WM posiada, przynajmniej lo=-
kalnie, przedstawienie (2.24) i (2.25). Dla izotermicznie nie-
gcigliwego ciala o cieczopodobnej reakecji /por.(2.26)/ tensor
naprezeri Cauchy ‘ego ma postaé /por.rozdzial 2/:

T(:go;g,e)z —-Pi ¥ Te_ (Bo;f_ G)
detf=%(6), ?&R
Z wzordéw (3.14) = (3,16) wynika, Ze

3,17 Limn T(Be; £.0) = (’ﬁﬂne))i
V(By) —ooC

co oznacza, Ze bardzo duze izotermicznie niedcidliwe ciaZa o cif
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czopodobnej reakcji, resgujs jek ciaa z izotermicznie niedcifli-
wej, sprezystej cieczy prostej /por.wzér (3.1) /. Naprgzenie (3.10
mozemy przedstawié w postaci:

= 4
ae T(8e;£.0)=(-p +al9))i+m§(ﬁo;5_@)l

S(B,;£,0)= V(B) Ty (80; £.6) Vo(0) = (OV(Bo)

Czton (*F)fa(@))i opisuje to, co upodabnia reskcje ciata Bo
do reskcji idealnej cieczy: niedcifliwodé w izotermiczoych wa-
runkech. Czion 2(B¢;E.0) Jest zalezny tylko od zmiany po=
wierzehni ograniczajgcej cisfo przy zachowaniu /w izotermicznych
warunkach/ jego objetoéci; opisuje wiec to, co upodabnia reskeje
ciaza Bo  do reakcji ciata statego: sprezystosdé zmian Jjego
postaci. Istniejs materiaXy, ktére wykazujg tego rodzaju poigcze-
nie cech ciala statego i cieczy - s§ to usieciowane polimery

/np .wulkenizowene kauczuki; [1],[12]/, Usieciowane polimery wyka-
zujg ponadto podobierdstwo do gazdéw polegajgce na tym, e dla tych
materiatdéw deformacja zmieniajgca kasztait ciala przy zachowaniu
jego objetodci, mako wplywa na zmieng energii wewnetrzmej / [20],
{24]/. Idealizacjs takiego podobieristwa do gazéw byXaby wiec
przyJjecie: ze

3.19 %E(Bo;f,ekQ gdy V(R)=const

¥ zastosowaniach teorii materialéw prostych sprezystych odno-
szgcych sig do ciar stalych zwykle przyjmuje sie, 2e kazde cialo
z takiego materiatu posiada konfigurescje, ktéra jest wolna od
naprezer /[11]/; teka konfiguracja nazyweana jest naturelng. W
szczegdélnodci np.przy opisie kauczukopodobnych materia‘léw w ra-
mach teorii meterialéw prostych zads sie istnienia naturalnej
¥onfiguracji /[25)/. Uwata sig réwniez, 2e proste ciecze sprezys-
te /wzér (3.1)/ nie posiadajg naturalnej konfiguracji Z T
Jezeli Bo Jest cialem o cieczopodobnej reakcji /bez wigzéw
lub z wiezami/, to warunek istnienia, w przedziale temperatur
ICR* | beznapreseniowych konfiguracji tego ciata ma postad:
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3.20 Voel 3J(GiB),0)eM T(B; 66) 8)=Q

W przypadku wiezéw izotermicznej niegcifliwodei warunek (3.20)
jest réwnowazny dwém warunkom, Warunkowi okreflajgcemu temsor
deformecji @(®) /por. (3.18)/:

321 ’ Vel dev 5(R6;56(6),6) =0

oraz warunkowi okreflajgcemu postaé reekeji wiézé\r na deformacje
G(®) speiniajace warunek (3.20)(3.21) /por.(3.18) i (2.28)/:

4
.20 p=e®) * 5@ trS(2:;600).0)

Dystorsy jnym procesem nazywaé bedziemy odwzorowanie

3,23 - e
=x(6) = (6(B),6)

gdzie 2¢(6) gpelnia warunek (3,20), Tensory deformacji G(5),6¢]
nazywaé bedziemy dystorsjemi termicznymi a konfiguracje Be =
= L(G(B)) (Bo) - naturalng konfiguracjs ciata Bo w tempera-
turze O€I ., Dalej rozwazaé bedziemy tylko przypadek braku
wiezéw z rozmaitodcig konfiguracji termodynamiczmych prstaci
WM = GLY3)xT /por.rozdzisl 1/ lub przypadek wigz’w izoter-
micznej niescidliwoéci okredlony przez postaé (2.24),(2.25)
rozmaitosci M ., Niech © oznacza grupe GL'(3) prezypadku
braku wiezéw lub unimodularns grupe U'(3) - w praypadku wiezéw
izotermicznej niedcifliwoéci. Jezeli % Jjest pewnym procesem
dystorsyjnym, to:

.24 (Eo)eM o> 3 (HB)GI E=HG®)

Poniewa% z postaci (0.11), (3.13) funkcji energii swobodnej
" wynika, ze dla E= HG(B)  ‘zachodzg tozsamodei. :
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“V(jae; H.B)= “V(150;5.69) ‘

325 ' ) T
o (90507 = TE(BaiE.O)E"

wiee /por.(3.14) - (3,16)/:

3.26 VOl VHeG T (B,;HGO),6) = T, (Bg;H,0)
przy czym:
3.27 VOel JBoe8(3,] T(Bg.4,6)=0

gdzie By jest naturalng konfiguracjs ciata Bo w tenperhturze

G oraz zbiér 85[301 zdefiniowany jest wzorem (3.2) przy
Bo¢R> | Wzory (3.26) i (3.27) oznsczaje, %e warunek (3,20)
pozwala sprowadzié opis cieczopodobnej reskcji ciata izotermicsz~
nie niedciéliwego do opisu cieczopodotnej reekcji ciala niedcidli-
wego o naturalnej konfiguracji odniesienia.

W rozdziale 2 pracy wskazano, ze jezeli cialo posiada wiezy,

to brak dysypacji nie pocisga za sobg znikania efektdéw predkodcio-
wych., W przypadku izotermicznie niedcidliwych ciaX o cieczopodob-
nej reakcji tensor napreier, realizujgcy przypadek bezdysypatyw-
nych efektéw predkosdciowych, posiada postaé:

4

T(2e;2,%)=(p +p(2e; 3,94 + Te(B0; )
3.28

¥=(2,0); detf =§(0), t~D=p(6)6 ; p=4s
Pokazemy, 2e jezeli spelniony jest warunek:
3.29 VaeM p(80;4,0)=0
to postadé(3.28) napreer moina uzgodnié z wanmkién (3.20). Aby

takie uzgodnienie byo mozliwe winien istnieé dystorsyjny proces
a=2(@®), Oe] taki, ze jedli ©=0(t), teR"  jest dowol-
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ns zmiang temperatury w czasie oraz oznaczymy
2ot)=(51),601)), E5(t)=Gl6)
foi ¥, (t)= ( Dgit), Blt))
Dett) = £ (Let)+Lo®)), Lo(t)=Eg(t)Eqlt)

to:
3.31 VteR' p(@o; dglt), Ep(£)) =D

Warunek (3.31) bedzie spelniony tylko wtedy gdy funkcja p=
= P(.?g; 4,%) jest postaci:

' p(Bo;3,¥) = plBo; £,0, D~ D(6)6)
3.32
(P(Zgo;f,e.g) =0

gdzie oznaczono:

(LIB)+L(B))

o]~

D)=
L© -0 Z6) pel

W niniejszej pracy nie bgdziemy omawiaé szerze] tego bezdysypa-
tywnego efektu predkodciowego i poprzestaniemy tylko na powyz-
szym zasygnalizowaniu jego termodynamicznej dopuszczalnodci. Zau-
wazmy, e termodynamiczny opis wkasnoéci fizycznych wypukXego
ciaXa o cieczopodobnej reakcji, sprowadza sie do czterech skalar-
nych funkcji temperatury: a(®), b(B),c® i dl6) . /por. (3.11),
(3.13)/. W szczegbélnodci wiasnoéci mechaniczne tego ciala /w za-
kresie temperatur I CR'/ sg jednoznacznie okredlone przez trzy
z tych funkeji: Ql@), BB i CB) . /por. (3.14),(3.15)/. Prazy
tym jedli we wzorze (3.15) b(6) F¥01lub c(@)F O | to funkcja
naprezed (3.14) nie okredla zadnego materialu prostegoy Jezeli
b@»=0 i =0  to funkeja naprezer (3.14) okresla tyl-
ko trywialny material prosty. Widzimy wigc, %ze dla Elasy o
gial istniejq niezaleine od geometrii tych cial fumkcje, ktére
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Jednoznacznie okreélajg ich nielokalng reakcj¢ napreienioms.
Mozna wiec, zgodnie z intuicja pojecia materialu uwazaé, Ze fun-
kcje te opisujg /dla temperatur O€T oraz cial wypukych

Bo &€ B>  / pewien nielokalny material. Material ten nazwiemy
/nielokalnym/ materialem o cieczopodobnej reakcji /bez wigzdw
lub z wiezami $cidliwoéei zalefnej od temperatury/.

¥ niniejszej pracy poréwnanie cieczopodobnej reekcji ciaz wy-

pukiych z wlasnodciemi niektérych realnych materialéw, przepro-
wadzimy dla ciax Bo w ksztatcie kuli lub walca koZowego.
Poréwnanie to oprzemy na rozwazaniu regkcJji tych cia na czystsg
deformac j¢ zachowujgcg ksztatt danego ciaa. Doéwiadczenia rea-
lizujgce te deformacje cial B0 : wszchstronne &§ciskanie 1lub
jednoosiowe rozcigganie, nalezg do podstawowych doéwiadczer przy
badaniu wiasnodci mechanicznych materiatéw. Istotng przeszkodg
w przeprowadzeniu tej analizy jest nieznajomodé postaci funkeji

F(Re.E) i MR E) aq1a og6lnej deformacji £ ciata Bo
Anmliza teka jest jednak niezbpdnym testem nie tylko koncepcji
cieczopodobnej reakcji ciata ale takie - prezentowanego tu spo-
sobu opisu efektu skali. Mozemy jednak postapié w nastepujgcy
sposéb. Rozwazmy kule /lub kotowy walec/ jako termodynamiczny
ukrad, ktdérego przestrzenne konfiguracje sg tylko kulami /lub
odpowiednio - tylko kotowymi walcami/. Dle takiego uk¥adu mozna
powtérzyé bez istotnych zmian rozwazania rozdziaidw 1, 2, 4
oraz przyjaé funkcje energii swobodnej postaci (3.11), (3.13).
Otrzymane w ten sposdéb dwa modele efektu skali, oparte na kon-
cepcji cieczopodobnej reakcji ciaa, sg formelnie niezalezne od
siebie i nie dadzg sig wyprowadzié z ogdlnego prwpadku' cieczo-
podobnej reakecji eiaa.

Rozdzial 4. DIPOLOWE ROWNANIE BILANSU

W niniejszym rozdziale zaproponujemy, w oparciu o regule in-
terpretacyjng dla uogdlnionych sil termodynamicznych wprowadzong
w rozdziale 1, model dynamiki ciala z efektem skali. Nieeh

B E® bedzie zwartym i spéjnym zbiorem, ktérego brzeg
28, jest dwuwymiarows orientowalns rozmsitodcia w E° , Zbiér
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ten rogwezaé bedziemy jako konfiguracje odniesienia ciaXa. Aktu-
alne konfiguracje przestrzenne ciala okredlone sg§ przez krzywe
tensorowe walencji 2 £=£(t) | £20  takie, ze Jt):detElt) 7O
przyjmiemy dodatkowo, 2e E®=4 | przez B¢ oznaczaé bedziemy
aktualng konfiguracje ciaza w chwili %t 20 tj.:

4.1 Be=izel?® : JheB, ==F(IXY

Jezeli I('go; t) jest jednorodnym tensorem napreier Cauchy ‘ego
w konfiguracji Bt ,/postaci okredlonej przez (1.12), (1,30
lub(2.5)/, to przez T(2o;t) oznaczaé bedziemy odpowiadajgey ma
tensor naprezed Pioli-Kirchhoffa w konfiguracji Po

S |

4.2, T t) = U T B0 t) EX) . F*=F

a przez N (Bo;t) - uogblnions sike termodynamiczng dziata-~
jacg w xonfiguracji Bo /por. (1.26), (1.27)/:

N(Bo, t) =~ S(B,; £)E (L)
4.3 é(y}a;t) :\/(t) I(%o;t)
VIit) :Vol:p)t = j(t’)\/(ﬁo)

Wzér (4.3) jest uogdlnieniem wzordw (1.7),(1.11),01,12),(1.26),
(1.27) na przypadek (4,2). o

Oznaczmy przez t(’ﬁo;x,i):'T(Bu;f)i’i()j) , Xe2Bp
pole sil kontaktowych dzieajgcych na brzeg ©O3Bo konfiguracji
By i wywotanych naprezeniem ‘_f'CSG; t) /por.(1.23)/. Dipo-
lowy moment tego pola, liczony wzgledem drodka masy ciala w kon-
figuracji o , okredlony jest wzorem:

i ;Am(ﬁo;t)-‘ S?S@LL:BO,-)-({)ASOS)
23Be

Z (4.3) i (4.4) wynika wzér

4.5 N(Ro. £) =M(B,, 1)
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przyjety w niniejszej pracy za regule ustalajgcg fizyczny sens
uogélnionej sity termodynesmicznej /por.rozdziat 1/. Oznacza to,
2e model dynamiki cista w jednorodnym procesie termodynamicznym
winien opieraé sie nie na bilansie 8il /zewnetrznych i wewnetrz-
nych/ dziaXajgcych na cialo, ale na bilansie momentéw dipolowych
tych si2,

Oznaczmy przez b(X.t), A €IiBo pole masowych sil zew-
netrzchil dziatajacych w konfigurecji o w chwili & , przez
2 .t) - 2e¢9Bo - pole powierzchniowych sil zewne trznych
dzisXajacych na brzeg ?Bo w chwili. T oraz przez v(X.t) =
=EIX, X¢Bo - pole predkodci czgstek ciaXa. Rozwazmy nastepu-
Jjgce momenty dipolowe wzgledem drodka masy ciaXa w konfiguracji
Bo ; PC(B;t) - noment dipolowy pedu ciala, MLBo; -
- produkc ja momentu dipolowego w ciele oraz mp(f’o‘. t) -
strumierd momentu dipolowego przez brzeg ?8Bp ciala.

Momenty te przyjmiemy w postaci:

4.6 P(®oit) = X @ v (X t)dm(X)
2o

gazie dmiX)=¢,dVI(X) , g=m/MNe |, Vp:wlB, , m - calko-
wita masa ciala,

s M, Be:t)= (% © bX tdmX)

20
araz
Mp(Bo;t)= M(B,: )+ My (B t)
4.8
M, (B,;t) = (X @2 (X, t)dS(X)
?Bo
gdzie M(3,;t) okredlone jest wzorem (4.4). Catkowita si-

¥a dzialajgca na drodek masy ciara wynosi:

49 K(Bet)= bt t)dmiX) + g% £)d5(X)
Do 2Be
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Calkowity moment dipolowy dzialajgcy na érodek masy ciaXa wynosi:

4,10 M (Bgt) =M (Bo;t)+ M (R0 t)

Ze wzoréw (4.3), (4.5) wynika, Ze

411 M(Bg;t) = - VIEE®)T @o;t)

Wzér (4.6) mozna napisaé w postaci
Ch s
4.12 P@ot) = 1B

sdzie J(Bo) jest tensorem bezwiadnodci ciata PBo liczonym
wzgledem jego $rodka masy:

13 IBy) = 5 X @K dem (X)
Bo

% nieentropowych procesach izotermicznych funkcja energii swobod-
nej ¥ redukuje si¢ do funkcji emergii wewnetrznej E . Jeseli
2o jest idealnie termosprezystym ciatem /rozdz. 1/, to w te-
kich nrocesach jego reakcja naprezeniowa redukuje sig do reakcji
hiperspretystej. Dla tego przypadku w monografii [12] /por.takie
[13)/ zaproponowano model dynamiki ciaZa Bo bedgcy natural-
nym uogdélnieniem klasycznej mechaniki hamiltonowskiej ukXadu
punitéw materialaych.. y modelu tym funkcja H(£)=E(Bo.£ 0B)
peini role gﬂm-}%emanu a konfiguracyjng przesrzenig Jjest grupa
tensoréw walencji 2 o dodatnim wyzmeezniku. Wtedy réwnania ruchu
ciata P, mozne wyprowadzié korzystajac z odpowiednika klasycz-
nej zasady wariacyjnej dynamiki uk¥sdu punktdéw materialnych.
Jeteli na cialo nie dzialajg zewnetrzne sity (b=0 ,2=Q), to
réwnenia te przyjmujg postad: -

IBHE = N(Bo )
}_<_ Ltzo;t): Q

zdzie MN(B,1) okreflone jest wzorami (1.7i (1.1) przy
© = const, 5= const a K=20 oznacza, %e ciao posiada nie-

4.14
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ruchomy érodek masy. W niniejszej pracy przyjmiemy, uogélniajge
réwnanie (4.14), nastgpujscy

Postulat bilansu

W dowolnym jednorodnym procesie termodynamicznym obowigzuje
prawo zachowenia momentu dipolowego pgdu ciala:

15 P@t)=M_ (B, t)
przy czym powinien byé speiniony warunek nieruchomodei érodka
BA Sy : .

4.16 KB t)=0 .

Réwnanie (4.15) moZna napisaé w postaci:

B = -VT(8.£0,D.6)+EM,(8;t)
=y

gdzie T(Bo. E G, 2.6) jest tensorem naprezed Cauchy ‘ego oma-
wianym w rozdziaXach 1 i 2, V3 V(Ha) dek £

W przypadku braku wiezéw procesy dopuszczalne termodynamicznie

i dynemicznie opisywsne ss przez zamknigty ukied réwnari (1.40),
(4.17) . W przypadku cialas idealnie termosprezystego z wigzami
zamiast réwnania (1.40) wystepuje rdéwnanie (2.18) a w ogélnym
przypadku ciata z wiezami - réwnenie (1.9) wraz ze wzorami:(1.5),
(4:3), (1.5),1 (2.5).

Warto w tym miejscu wspomnieé, Ze w pracy [13] rozpatrywane
jest réwniez réwnanie postaci (4.17) ale przy pominigciu momentu
dipolowego M. oraz okrefleniu T(Bo; 1) formulg (1.29).
Nalezy podkreslié, ze zardwno sens jak i metoda wprowhkdzenia te-
go réwnania przyjeta w pracy [13] , réinig sie istotnie od roz-
wazal przedstawionych w niniejszej pracy. RéZnica ta wynika z
okolicznodei, ze w pracy (13) jednorodne deformacje interpretuje
sie jako postaé wiezdéw narzuconyeh na niejednorodne continuum
i aby wyeliminowaé sity reakeji realizujgc te wiezy calkuje sig
odpowiednio stronami lokalne "divergentne® réwnanie bilansu pedu
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/tzw.réwnanie ruchu Cauchy‘®ego - [111/. Ten sposéb postepowania
wymage miedzy innymi przyjecia, Ze tensor naprezer Cauchy ‘ego

w ciele T(x,t) jest niejednorodny o divT # Q oraz
ckreglenia T(Ro,t) formuts (1.29). Wideé , Ze metodq prezen-
towans w pracy [13] nie moZna otrzymaé réwnar postaci (4.17) dla
Jjednorodnego, jednorodnie zdeformowesnego ciala.

Rozdzia 5. ELASTOMERYCZNE CIAIO O CIECZOPODOENEJ REAKCJI

Materialy, dla ktérych wewnetrzns energia nie zaleizy od defor-
mac ji, nagywane sg idealnymi elastomerami (25]. Jako idealne
elastomery s§ np.rozwazane kauczukopodobne materialy /mp. [24],
{251/. W izotermicznych procesach fizycznie wiasdciwym zaZoZeniem
jest przyjecie, ze idealne elastomery /a w szczegélnodei kauczukoe
podobne materiasly/ posiadajgq wigzy izotermiczne] niedcidliwodei
/(24), [25)/. W niniejszej pracy elastomerycznym nazywaé bedziemy
idealnie termosprezyste i izotermicznie niesdcidliwe cialo, ktére
spetnia warunek /por. (3.19)/:

DE . £
5.1 a:%(:zo.g.e) =0 dla ¢l

gdzie Ee Jest czedcig energii wewnetrznej niezaleing od wy-
boru wiezdéw i okreglonsg wzorem (2.17) /por.wzory (2.5 - (2.7 /.

W rozdziale 3 /komentarz do wzoru (3.18)/wskazaliémy na istnienie
pewne) analogii miedzy specyfikg wlasnosci mechanicznych usiecio-
wanych polimeréw a charakterem funkeji naprezer dla izotermicznie
niescigliwego ciata o cieczopodobnej reakeji. Najdalej posunigta
Jjest ta analogia w przypadku elastomeryczoych cia o cieczopodob-
nej reakeji /por.wzér (3.19) i poprzedzajgcy go komentarz/.
Okolicznoéé ta powoduje, ze wérdéd cial o cieczopodobnej reakeji

z wiezami najbardziej interesujgcy, z uwagi na mozliwodé zasto-
sowari, jest przypadek elastomerycznego ciata o cieczopodobnej re-
akcji., W tym przypadku warunek (5,1) jest réwnowazny przy jeciu,
e wzorach (3,14 - (3.18):

5.2 al®)=Bas, b®)=0b,, c(B)= B¢,

http://rcin.org.pl
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ZUZTe N0 o B o e 85 niezaleznymi od temperatury sta-
Tymi materiaowymi dla nielokalnego “"elastomerycznego materiaiu

o cieczopodobnej reakcji" /w sensie terminu "material" sprecyzo-
wanym w koricu rozdziafu 3/. Reakcja napreieniowa jest wtedy
okredlona wzorem (3.16) przy tensorze ekstra-napreienia Te(8,£0)
postaci:

Te(8o.£,0)= 0 To(Bo, ;£.0)

5.3 TolRe:£.6) "0l + ;,;(gy&a(%o;i),v.la):%cesvo

So(Bo;F) = [bo 2 (:ao +Ca”(ﬁa,f)]f

gizie Mo V(Bo) g funkcje F i ™M zostaty zdefiniowane
we wzorze (3.15) . Réwnanie ewolucji temperatury (2.18) przyjmu-
Jje tu postaéd:

5.4 K(8)8 = Vol0)BT,(0;F 0D + Qe(Bo; £,6.D.0)

gdzie KI(&) = pojemnos$é cieplna zdefiniowana wzorem (2.19),
D - tensor zdefiniowsny we wzorze (1,32) oraz:

5.5 Qe (B0;£,0,D.0) =05 (Bo; £, O

Przyjmiemy, jek zwykle to sie robi /por. L11] /, 2e /por.(2.19),
@l G5 (€5.2) /s

5.6 K(©@)s-04 (>0

Dystorsje termiczne G(®),0¢l gg okreslone réwoenien /por.
(35210 £ 5.3 7

5.7 Vo) dev TolBRo; G(0),8) = dev S, (Ro: G(O) ) =0
det G(8) = {(6) el

Dystorsje termiczne okredlajg naturalne konfiguracje Bg =

http://rcin.org.pl
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Bo=LGON(Ro) ciala » temperaturze 86T . Wzgledem tych konfi-
guracji /por. (3.25)/:
Io('-ﬁo; 56(9)49) & To(% *H. )

det H =4

Ze wzordw (2.17)i (5.3) - (5.5) wynika, Ze przyrost ekstra; entro-
pii Se /por. (2.5) / w jednorodnym procesie termodynamicznym,
moze byé przedsiawiony w postaci:
d 50 (Bo, £.50)= -V, OV, (B0;£.6)5D +K(5)5S

det E=5(8)

gdzie oznaczono

5.8

5.9

§D=Ddt = (5L +8LT)
SL=Ldt <dEf

Niech €; ,t242,3 bedzie ortonormalns bazg przestrzeni Es .
Rozwazmy walec koXowy B, o0 osi symetrii réwnolegtej do wer-
sora €3 , $rodku symetrii w punkcie 2 , wysokosci h oraz
promieniu podstawy R , poddany dziataniu czystej deformacji
zachowujacej jego ksztaXt, tj.:

i3 =RhEh+luEQ. &h‘a-g"R+

5.10

Eh"' €8¢, E“ =e,®¢e,+g,0€,

e.-e; = Oi

Warunek izotermicznej niedcidliwoéci oznacza, Ze
’ %
5.12 Lo, Ao ;"“(@)A 20

Tengor haprgteﬁ odpowiadajacy tensorowi deformacji (5.11),
(5.12) ma postaé: :

http://rcin.org.pl
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T:--p4 T, =T E.+Teks
B TR T
To=p+Ten. Te=-p*Ten
Tensory ‘§° i T, es postaci sdla deLE=§(B) /:
S6(BosE) = Son(Be; A,0)E, * SorlBo;2.0)Eq

5.14 )
To(85;F.0)= q(8:;2,6)4 + To(3,;4,0) By

gdzie oznaczono:
q(Be;2,0)= Qo+ g Sor (Bo:4,0)
To(Bo: 2, 0) " TG So(Be;d.0)
So(Be: A,0) = Son(Bo;A,60) - Sor (Bo; A, B)
Rozwazmy dystorsje termiczne postaci:

5,16 G(6)= &, (B)E, + £ (B)Eg
£,(0)=4(8), del0)=5%B)L (5]
Réwnanie (5.7) przyjmuje wtedy postad:
T {Besalll, 8120
&(6)70, Bel

5.17

Reskcja naprezeniowa wiezdw realizujgca te dystorsje termiczne
okreslona jest wzorem /por. (3.22) , (5.15) i (5.17)/:

5,18 \ 'F_:o:BCi('So;of.(G).@)
¥ przypadku tzw.prostego rozciggania okreélonego przez igdanie

aby tensorom deformscji £  postaci (5.11) , (5.12) towarszysay-
ty napresenia L(®. [, B) postaci:



o G

5.19 T(8,.£.0)= T(®,;a.0)E,
ze wzoréw (3,16), (5.3), (5.141, (5.15) wynika, 2e:
5.20 T(:ge; A. .G):OTO(:BD:&-O)

Niech g bedzie walcem o wysokodci h(B) i promieniu podsta-
wy R(®) | okredlonym przez dyetorsje termiczng (5.16) oraz
konfiguracje odniesienia Bo Tye:

5.21 h(0)= h &, (B), R(O)=Rg(B)

Przy juujac we wzorze (5.8) dystorsje termiczne postaci (5.16)
oraz tensory deformacji H zachowujgce objetosé walca Ds

postaci:

H:,-M.E.\n *PRER

5.22

Put o

Otrzymujemy, Ze tensor S. /por. (5.3)/ jest postaci:

5,23 S0 (B H )= 6o (Bg; m)E, *+Gor(Be; w)Er

Oznacza jgc

to(‘ﬁe,‘/") = Gsfé') [Goﬁ(tgg‘-#)-%'?(‘ge;#)]
5.24
te(Be; ) =0t (Be; ) VolrvolBg

mozemy przypadek prostego rozciggenia w temperaturze Ocl

izotermicznie niedcigliwego walca Bo sprowadzié do prostego
rozciggania niedcidliwego walca B , Bdyz:

5.25 T(Bo; ue (), 0)= tg (Bo; p)
To(Bo; malB),6)= to(Be; p)



przy czym
5.26 YOeI tgo(Be;11=0

Przyrost ekstra-entropii w procesie prostego rozciggania okreéla
wzér /por. (5.9)/:

521 BdSe =-VelO) T(B0,2,0) % +K(6)dO

Dla izotermicznych procesdw:

5.28 OdS,

O T(Bod, 014 =

~NolB) te(Be;x) & | O = conet

Odwracalnemu i izotermicznemu prostemu rozcigganiu lub gciskaniu
elastomerycznego walca nie posiadajgcego naprezer wiasnych
/wzér (5.26)/, powinno towarzyszyé wydzielanie sig ciepZa /por.
[251, (301/ tj.:

5429 dQ, =0d%.¢ 0 dla p¥1

Dla funkeji to=te(Be,;m) , mI0  spetniajacej warunek
(5.,26), warunek (5.28) , (5.29) réwnowazny jest warunkowi:

5,30 ¥B8el  t(Bo, m) -1 20 dla md

Warunek {5.26), (5.30) nazwiemy "wlasnogcig izotermicznej roz-
ciggliwodci”. Jest to wigc wlasnoéé polegajgca na tym, Ze przy
prostym rozcisgeniu lub &ciskaniu walcowej prébki, pozbawione]
naprezer w stanie niezdeformowanym, deformacji éciskajgce]

0< M < 4 towarzyszg naprgzenia dciskajace a deformacji roz-
ciggajace] M 1 - napresenia rozciggajace.

Izotermiczna rozciqgliwoéé jest np.obserwowana w izotermice-
nych doédwiadczeniach z kauczukopodobnymi materiatemi /np. [20],
(25]/. Doéwiasdczenia te /a tekze enalogiczne dodwiadczenia doty-
czgce sprezystej reakcji innych materialéw/ wskazujg réwnies, Ze

http://rcin.org.pl
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funkcja tg powinna monotonicznie rosngé wraz ze wzrostem
deformacji a tj., Ze winna byé:

5.31 Y B¢l ﬁ%,%ﬂ‘ﬁl % 0 dla u>0

Rozwazmy teraz dynamike rozciggania /lub dciskania/ walca koio-
wego sitami zewnetrznymi w postaci réwnomiernych ciggnierd /lub
cidénien/ przyrosonych do jego podstaw. Jezeli R(E) jest ak-
tualng konfiguracjg walca 2o okreélong przez Jjego deformacje
postaci (5.11), to sily te/odniesione do aktualnego przekroju
walca/ sg postaci:

6(x Et)=6(x,[t)mtE E), z=x'e; ed8)

5.32 ) é 6 (f.t) dia xsﬂizh‘h‘(x‘)l*“z)zs(inmz
o G Rt =
O M = %—b'( ¢ %—h—'(l‘)"ftz‘)‘:(a.,lﬁ)z

gdzie m (x f) Jjest wersorem normalnym do brzegu ?B(L)

w punkcie x ¢2B(f) i skierowanym na zewngtrz B (f) oraz
6'(15, t) - ciggnienie /lub cidnienie/ zmieniajgce sie wraz

2z tensorem deformacji E i czasem t20 wg.z géry okreglo-

nego programu. Dipolowy moment tych sit powierzchniowych jest

postaci

M, =M, (8e,E k)= (xegix £ t)d5 = M, g,®@e,
5.33 BCE)
M, =VEIEL) V= (Be; Er= JEIVIB,)

Jezeli na ciaXo nie dzialajg sity masowe, to réwnania opisujgce
dynamike rozwazanego czystego rozciggania sg postaci /por.roz-
dzia¥ 4 i wzory (5.11), (5.13)/:

3"\ .;ih A'\ ="V‘T‘h +Mh
5.34 JR ;ig AR =—V'T§



A

gdzie Jy, i IR okredlaja tensor 1(Bo) momentéw bezwiad-
nodci /wzgledem &rodke masy/ walca koXowego o masie "™ /wzdr
(4.13) oraz [35)/:

Q(ﬁo)=33§h +39 E?
Jy = ™ h? :JR:-:]—_-mRZ

W przypedku izotermicznie niedcigliwego walca kolowego, rdwnania
(5.34) mozna napisaé w postaci:

,a+3 JR{'(S)XZ]ﬁ '%3R§(G)§\2ris= = Simt * Saxt * Seorm
Au=2, dg=52@)1a"

gdzie oznaczono /por.(5.15) i (5.33)/:

5.35

5.36

Sine =050 (B:2.0)  Sexr =M (Ft)]| = VolO)GCA,0.)
t£:4(0)
537
S

tevrm

3 -gjﬂ.— SE)[(2p%0)+ fs’(e))@)ﬁp(@)to el

p2g'[s , d=d A" V(0 OV S) VB s Th R

Réwnanie (5.4) przyjmuje w tym przypadku postaé /por. (2.27) i
(5.14)/:

5.38 [K®) -V.(e)pcwq(&,;w)]é -S0(80;A.0)d = éQetso,-A, 0.d,0)

Réwnania (5.36) - (5.38) tworzg zamkniety uklad réwnar opisujgcy
prébe czystego rozcigganis izotermicznie niedcifliwego walca ko-
Yowego. W izotermicznych procesach ukaed ten redukuje ’si¢ do réw-
nania (5¢36) 2 Stewm = O i @ = const. Warto réwnies zwrécié
uwege na okolicznodé fwynikejgcq z postaci réwnad (5.34)/, Ze w
dynemicznej prébie osiowego rozciggania walca kolowego nie moina
zrealizowaé /ogdélnie biorac/ stanu prostego rozciqgma. ' sta-
tycznej i izotermicznej prébie osiowego rozciggania /A.. & =0,
AR =0 9 O  / isotermicznie niegcidliwego walca koXowego
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ten stan napreZer moze byé zrealigowany /wzory (5.13) - (5.15),
(5.19) i (5.20)/. Z postaci prawej strony réwnanie (5.36) wynika
ponadto, %e dle opisu dynamiki igotermicznej préby osiowego roz-
ciggania, wystarcza znajomodé funkcji napregzer dla stanu prostego
rozciggania w warunkach izotermicznych /wzory (5.25) = (5.31)/.
Aby méc okreslié te funkcje w jawnej postaci, dokonamy pewnej mo-
dyfikacji obiektu naszych rozwazar /por.komentarz koriczacy roz-
dziat 3/.

Rozwaimy cialo Bo Jjeko termodynamiczny uk¥ad, ktérego
wezystkie przestrzenne konfigurage 2 & E® majq postaé kotowych
waledy 0 wapblnym drodku symetrii i wspdlnej osi symetrii. Dopusz-
czalne ::nfiguracje mechaniczne ciata Bp bez wipzdéw mogs byé
wtedy przyjete w postaci pary tensordéw /por.Dodatek oraz wzdr
(5.11) /3

£ =(E . E)
5.39
E\‘ =?‘h-Eh s fg =I1R ,E.R ) Ah,P‘-ReR+

a napresenia Csuchy ‘ego w ciele majg postaé /por.Dodatek/:

I=(Th,IR)
T=TE , Tg=Tef; , T.TeeR

5,40

Przestrzerl tensoréw postaci ( 5.40) mozna utoZsamié z grupg Mo
okreélong w Dodatku. Wtedy przestrzenie: konfiguracji termody-
namicznych M oraz stanéw termodynamiecznych ﬂ , uZywane

w rozdziale 2 do opisu wiezéw izotermicznej niedcigliwoédci, na-
lezy rozumieé w sensie ustalonym w Dodatku. Reguly operowania pa-
rami liczb tak, aby otrzymaé formuly zgodne z przyjetg definicjg
konfiguracji mechsnicznej ciata, zostaly podane w Dodatku. Charak-
terystyki geometryczne walca o o wysokogdci W i promie-
niu podstawy R  sg nastgpujsce /[227 /:
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V=i, = ThR*
74 Fo =F(8a = 2TR (R+h)
Mo =M(B)=T(TR +h)

Cieczopodobng reakeje ciata, ktérego konfiguracje termodynamiczné
sg postaci '

& =(F.0)eM
5.42 F=(d, dg)eMo, BT R

opisywaé bedziemy przez funkcje energii swobodnej o postaci
/por.rozdziaxr 3/:

Y=Y(R,h; ) =a@V(BE )+ bEIF85,E ) + (0) (20 F) +406}
VU(8y.£)= ThR A, A% =V, detE
FO8£) = 2TR(RA+hA,) Ag
MiBo,£) = (R Ag + hd,)

5.43

W przypadku braku wigzdw tensor naprezer Cauchy ‘ego dla ciala

o cieczopodobnej reakcji me postaé L =Te (Bo; ) gdzie
/por.Dodatek/:
A D 2
Te(Bo; 2 ):V(&;E) C¥3 (8.2)F = (Tay,, Tew)

5-“ gy 4
T!.h: lgh(ﬁc;&) = (/wof) 33- (.So(l)g-h
v
Tep=Ter (Bo;d) Ocsof) 3 e °"1)°1“
Stgd:
5.45 To.h(&;&ha(@)*r 2.1;(6),76“ @AR

TRl <2ocm + S22, 2607 T3, T,

http://rcin.org.pl
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Dla elastomerycznego ciala o cieczopodobnej reakeji tensor na-
prezeri Cauchy ‘ego ma postaé /por.(5.131/:

T =(71,1a1
5.46 "Th = ‘ﬁ +Tth(~39',&)
T ==p *Tc.n(:go;r_\)
przy czym /por.(5.2), (5.12)/:
Iz=9To : To=(ruh,rr;n)

rT‘e\.. =a, oy T;a =0, + tog

5.47

oy = BB L Sy
52(6) © e

bg Cripy
ton a_°+§$(6) b,.,a ;h(e) R.

gdzie oznaczono:

2bo
ERZ“'R-‘ tbh:

o

5.48

FTCo
E% J CRh='—E—

Funkc ja naprezer dla stanu prostego rozciggania jest postaci:

T=(T,0), T-6T

5.49
TO = tph > tog
gdzie
5.50 To =To(Bo:X.8) =-00- b, X' - an it

5?{6) &Q%

Niech F=HGW) /por.Dodatek, wzdér (2)/ bedzie rozkiasdem ten-
gora deformacji f , okresdlonego wzorami (5.42), ¢5.12), na
tensor deformacji H=(m,, ug) 2godny z wiezami niescidliwodci
/por. (5.22)/ oraz dystorsje termiczng G(B)=(d (B), £L,(8))
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/por. (5.16)/ okredlong réwnaniem (5.17), (5.50), Jezeli Bs
jest walcem o wysokosci h(BG) i promieniu podstawy RO) okres-
lonym wzorem (5.21), to obowigzuje wzdr (5.25)przy przyjeciu, ze

43 o
to(Bo;m) = a0 -bgp - oo b * Cpmy M
t@(ﬁe;,u) = Oto(Be; p)

5.51

Z warunkéw (5.30), (5.31) wynika, Ze winno byé:

5.52 ho#0, 020, by+c, #0

WprowadZmy nowg zmienng € przepisem: jezeli K(t) =
= \-\(G)F(U t20  jest zmienng w czasie wysokohcig walca By ,
to

_dh =
el de = 20 . h0)=hio)
co jest réwnowazne réwnaniu:
5.54 de:éﬁ . mie) =4

fl-

Rozwigzaniem(5.54) jest funkeja
5455 E=e(,u.)=\m,.u 'r“lo
Zmienna ¢ postaci (5.55) nazywene jest naturalnym odksztal-
ceniem i ufywana przy formulowaniu wynikéw w prébie prostego
rozciggania /np.([2)/. Przy pomocy zmiennej €  moZemy funkcje

’(:9(39;#) zapisaé w postaci:

By (Be:€) = tolBg;e®)

.56
& = 06,(Bg.€)

-€ .%¢ €
50(-86;6):t°t35;26 >=‘Q,° -b‘nCB)e -cmm,e tCop &



Oznaczmy
cis'ecnae é)

Eetf’a" = = OF, (Bg; €)

5.57 d.s ( .e) -
Eo( ;) = —:.fz&*— .
- ~BE

Izotermicznym moduXem rozciggliwodci w temperaturze & nazywaé
bedziemy liczbg E(O) zdefiniowang przez:

'E(B)=E¢(Bg; 0)=6E,(O)

' {
5438 EolB)= g Lo 4 2 RO 7 505 )
. h(®)
()= R(O)

Jezeli €, Jjest malym odksztalceniem osi walca /por. (5.53)/:
5.59 I T S -
h W M1 \€nl& 1

to

5.60 ;
E =€+ O(Gi]

Jezeli speiniony jest warunek (5.52), to E(®YO0 . Modu? roz-
ciggliwodei jest wiec analogiem tzw.modulu Younge ‘a - podstawo-
wej w zastosowaniach inzynierskich charakterystyki sprezyste]
reakcji ciata. Jednek warunkiem koniecznym na to, aby moduX roz-
ciggliwodei E(O) mégt by¢ interpretowany jako modul Younge ‘a,
jest jednoznscznodé jego okreglenia w danej temperaturze © .
Dalsza analiza stanu prostego rozciggania bedzie wiec zmierzaia
do wyodrebnienia tych przypadkéw, gdy modul rozciggliwoéci jest
jednoznacznie okreslony.

Z warunku (5,52) wynika, %Ze



SRS

N2
5.61 Ee(':be;e)vol -d;E—:L(—g%_’ﬁs—) YO0 dlo €eR

Oznacza to, te funkcja 6Ep(Dg;€) oraz funkcja

£ (Be;¢) = Lot -

5.62 de

“he ’
‘Cme)e qCRceme)e o -

s8 funkcjemi monotonicznie rosngcymi. Stad réwnanie okreslajace
punkty osobliwe krzywe] Eo(Bg;€),6 €eR

5.63 E.(Roi€)= M =0

posiada co najwyzej jedno rzeczywiste rozwigzanie,

Przypedek gdy réwnanie (5,63) okreéla punkt przegigcia na
krzywej Gg(PBe:€), ecR jest interesujacy z uwagi na analogig

usieciowane polimery - elastomeryczne ciata o cieczopodobnej
reakcji. Istnienie takiego punktu jest charakterystyczng cechs
przebiegu préby prostege rozcigganie np.dla wulkanizowanych
xauczukéw /np.[20), [33) /. Poniewaz w przypadku Co.=0O réwnanie
(5.63), (5.52) nie posiada rozwigzania, wigc dalej ograniczymy
sie do warunku /por.(5.52)/:

5.64 b,20 , 0?0

Réwnania (5.62) - (5.64) mozemy napisaé w postaci:

/) SExay b
A R(G)(H(@)}L y )Tl 2 R0

2O =hB[RO) Y0, RG>0 € :LM/L,

Rozwigzenie my0 Téwnenia 15,65) /o ile istnieje/ bedziemy oz-
neczali przez m=pmpl(@) | Poniewaz punkt przegiecia
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EptO)= Im pp (B) jest jednoznacznie okredlony /dla danej kon-
figuracji naturalnej Ps / wiec mozna rozwazaé deformacje
‘ Mpl®)  jako cherakterystyke "materialows" elastomerycznego

walca koZowego o cieczopodobnej reakcji i traktowaé ja jako znang
skadingd. Przy tekiej interpretacji Mp(0) réwnanie (5.65)
mosna potraktowaé jako warunek okredlajgcy smukodé »(B)
naturalnej konfiguracji odniesienia ©6& . Oznaczmy przez

(@) emukoéé Br spelniajscg warunek (5.65) oraz warunek
/por. (5.26), (5.51)/:

5.66 Gy (Bp;0)=0
Jezeli
5.67 B,70, ¢, 70

to smuktoéé >p(®) winna spetniaé rdéwnanie:

2 0o ph(O3:@ - F aopl(@)sd + - ,uf(eha:)’—’w‘pc@) 1))t
5.68
+QT %g(q«/u;(m) 20

JeZeli istnieje rozwigzanie t=2¢p(®) 20  réwnania (5.68), to
promiei R(B) naturalnej konfiguracji odniesienia jest postaci
R@)= Rp(B) gdzie

5469 Re (@) = @[MF(.@)/U.P(B)‘ }_ac%

przy czym powinien byé spelniony warunek

@ %
5470 *p(0)7 7~ My (B)
Jezeli

Sl be=0, €70



..53..

to esmukXoé&é = (6) jest smuklodcig naturalnej konfigu-
racji odniesienia dla funkcji Gp(®p; €) posiadajgcej punkt
przegiecia € =¢€,(0) = Lm/upCB) wtedy i tylko wtedy gdy:

aT -
20 (0)= - pig ()

.72 i (3,8 -T)ao 70 gdy 0c#0
MO =7 %a\, 0,=0

Jezeli ‘

5.73 o, %0, by =0, ¥ 0

to promie R(B) naturalnej konfiguracji odniesienia o smu-
kXodei p(®) jest postaci RIBIZRp (O} gagzie

5.74 Ry(6) = [1- 45 (©)] 52

Wstawiajge wzory (5.72)1i (5,74) do formuk (5.56) i (5.58)
otrzymujemy, Ze

" : -tpe
Go(Be;€) = T_'E_og'l?—:@T[QE riff.a.?(ﬁ)(;be )-41]
5,75 T8
3
1
E,0)= +2 w(G) e
4 -11/\4??-(@)
przy czym
30
5.76 Ho(@YT ¢ ,LPL@)L\E gdy 0070
lub '
3 -g’-:
5.77 ) )LPLO)L‘IT L,L?LG) 7\]4—5’ gdy Qo< O

Jezeli /opréez (5.71) / 0o =0 , to modut rozciggliwoéei EL(G)
nie jest jednoznacznie okreflony.
W przypadku (5.73) mozliwe sg trzy typy wykresdéw funkc ji

http://rcin.org.pl



Go =GelBe; €) EeR réznigce sig polozeniem punktu prze-
giecia /por.[32]/: 1
6o Goy %

i ) €
GP[O)4 (o] EFCG):O EP(6\70
rys.! - typ A rys.2 - typ B rys.3 - typCl

Typ C wykresu préby prostego rozciggania jest typowy np.dla wul-
kanizowanych kauczukéw /[20], [33], [36]/; w monografii [2) podenmo,
2e wykres typu B jest réwniez obserwoweny dla tych materiaéw.

7 uwagi na te analogie dalsze rozwazania ograniczymy do przypadku
gdy /por. (5.77)/:

5.78 06¢0 bg=0, ¢.20

W tym przypadku dystorsje termiczne /por.(5.16), (5.17), (5,48
i (5.50)/ sg postaci: -

€ -1
5.79 &, (6)=8(B) | de(®)=§ (B)5 (O)

gdzie s(6) jest, dla dowolnej temperatury el , rozwigzaniem
réwnania:

5.80 = = LOIR'S - ETF&!S"(O): 0

Réwnanie (5.80) posiada dok¥adnie jedno rzeczywiste i dodatnie
rozwigzanie. MoZna je napisaé w postaci /por.[32]/:

¥
5(0)=5(2;0)=2R (-5 &) £*O) X (V,16))

5.81 1
AW =simh Y (V) @08V V, =Th R
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gdzie funkcja (V) , VeRF okredlona jest wzorem:
o2 ¥ ki

5.82 simhy() =5 (35 -4\7

Ze wzoréw (5.21) ,(5.79) i (5.81) wynika, e

5.83 : x(.(Gv op (Vo(0)) ‘rﬁr 51%,, )%'v,to)x’(v.ze))
a wige /por.(5.72)/:
ppl6) = pop (V5 (6))
b2 - 2 (5% 2 v )

qud /por. (5.58)/:

"E(8)=0FE, (V,(5))
5.85

¥2
_ A+2 Moo (V)
EO{V)- 4 “‘ﬁ?’z(\,)' Qg &7, G

Ostatecznie wige, w przypadku (5.78), funkcja naprezed prostego
rozciggenia elestomerycznego ciata Bo o cieczopodobnej
reakcji, odniesiona do naturalnej konfigurecji odniesienia Bp
jest postaci /por.(5.56) i (5.75)/:

s Go(Pp: €)= OG,(Ve(0), €), VolB)=vol Bg
gdzie

BolV,€)= E(v) — e+ 2wvi- e )MJ
2481 P 4+2,4.:'f,(v) i

a odniesiona do konfiguracji 2o funkcja ta ma postaé /por.
15.25), (5.51), (5.56), (5.79),(5.80 i (5.86)/:
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T(8,:4.0)= Gg(Bg: mdd,®))
2 0 Tp($p; 2, 0)
To(Be; A.0) = GOVL(8)) (R, \et8),2,6)

gdzie oznaczono

"2 8 wz
=(-1 Qe Mep (V)
5.89 G(V)"('S Co) 142 pyp(V) Eo(MXCV)

. AT
o(RV, 4, 8) =R %(0) (g HOa-2")- T eIt
Termodynamiczny procea ogiowego rozciggania walca jest tu

réwnie opisywany przez ukYad réwnar (5.36) - (5.38), w ktérym
nalezy przyjeé, 2e

5.90 56(B6:2.6)= VolB) To(Bo; 2, O)
Ze wzoru (5.74) wynika, ze:

- Qo 42 ¥ 3
5491 pe@ =3, - Rp0)] 7 A4 =\j:—;

Jezell wigc napretenie w elastomerycznym walcu kolowym o cieczo-
podobnej reakcji, poddanym izotermicznemu prostemu rozciggeniu
oraz pozbawionym naprezen w stanie niezdeformowanym, nie zalezy
od zmiany pola powierzchni ograniczajgcej walec, to /por.wzory
(5.84) = (5.87) i (5.91)/ mo2na sformulowaé nastepujgce wnioski:

Wnioski
W dane) temperaturze efekt skalil przejwia sig w nastepujacy
sposdb:

1, = Wasnodci mechaniczne ciafa zalezg tylko od jego objetodci.
W szczegdélnodci modul rozciggliwodci jest monotoniecznie
male jacg funkcjg objptodei ciata a deformacja okredleajgca
punkt przegigcia wykresu funkeji naprezeri - monotonicznie
rosngcg funkcjg tej objetodel.
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2.- Deformacja okredlajsca ten punkt przegigcia monotonicznie
rodnie wraz ze zwiekszaniem sie promienia naturalnej kon-
figuracji ciata

Je%eli temperatura izotermicznego procesu prostego rozciggania

pokrywa sig z temperatura niezdeformowsnej prébki tj./por.(2.26)/
Bo =B, i %(G'n 4, to /por.(5.851/:

5-92 E(en) = @o Eq(\\/lﬁ)

liniowa zaleznoéé modulu rozciggliwodci od temperatury prébki
jest stwierdzona doéwiadczalnie np.dla wulkanizowenych kauczukdw
£2); z teoretycznego punktu widzenia wzdér (5.92) jest konsekwen-
cja zaXozenia (5.1) .

7 uwagi na brak doéwiadczer badajgcych przejewy efektu skali
dla usieciowanych polimeréw /a w szczegélnodci dla kauczuko-
podobnych materialbw/, powyzsze wnioski majg tylko charakter lo-
gicznych przewidywar wymagajgcych weryfikacji dodwiadczalnej.
Warto jednak przytoczyé pewne dane dodwiadczalne dotyczgce poli-
merdw wrazliwych na predkodé deformowania. Zaobserwowano miano-
wicie w wielu przypadkach, %e zmiana wykresu (€,06s) w kierun-
ku /por.rys. 2 i 3/:

B—C

nastepuje m.innymi wskutek [2] :

- zwiekszenia grubosdci prdbki,
- obnitenia temperatury prébki,
= wzrostu predkodci rozciggania.

Pierwsza z tych obserwacji jest typowym efektem skali i jest
zgodna ¢ wnioskiem 2,

Dla uzyskania zgodnodéci z drugg obserwacjg nale;zaloby przyjaé,
ze:

5.93 - Yo SS'(@] )

Przyjecie zalozenia (5.93) oznaczaloby jednak, Ze funkcja %
nie moze opisywad zwigkszenia sig objetodci ciala przy Jjego
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ogrzewaniu - co ma np.miejsce dla kauczukéw [20] . Te trudnoéé
sprzezenia efektéw temperaturowych z efektem skali latwiej zro-
zumieé jesli uwzgledni sie okolicznodé, ze /por.[25]/ opis
kauczukopodobnych materiatéw jako izotermicznie niedcidliwych,
jest przypuszczalnie w ogéle fizycznie niepoprawny w sytuacji,

w ktérej temperatura ciala przestaje byé stata /jak np.przy jego
ogrzewaniu/.

W konkluzji widaé wige dwie drogi kontynuowania rozwazand do-
tyczgcych analogii elastomeryczne ciata o cieczopodobnej re-
skcji - usieciowane polimery. BgdZ zawgzenie rozwazad do przy-
padku izotermicznych proceséw i niedcidliwych ciar (§(B)=4 )
bgdZ rozszerzenie ich na przypadek cisl o cieczopodobnej reakcji
i ogdélnych wiezach écidliwodci zaleznej od temperatury /rozdzial
2R 2.24) /.

Rozdziat 6. CIECZOPODCENA REAKCJA WSZECHSTRONNIE SCISKANEJ
KULI

Badanie écidliwodci krystalicznych cial staiych przy poddawa-
niu ich ciénieniu hydrostatycznemu ma istotne znaczenie dla
okredlenia ich sprezystych wlasnodei. Wigze sie to z okolicznodceis,
2e w stanie hydrostatycznego cidnienis moina badaé doéwiadczalnie
nieliniowg sprezysts reakcje ciasia na deformacje

6.1 f:gi’;\-,o

bez réwnoczesnego wywolywania, na skutek wplywu defektdw sieci,
odksztaXceri plastycznych /np. (1], [26)/. Dzieki temu wyeliminowa-
niu wpiywu defektéw struktury . okresdlona przez pomiar zmiany ob-
Jetodei wraz ze zmiang ciénienia  makroskopowa sprezysta reakeja
ciata jest écidlej zwigzana z charakterem oddzisiywar miedzyato-
mowych niz przy innych typach deformacji. Wskazuje na to np.dobra
zgodnoéé z dodwiadczeniem formur w rodzaju formuly Gillmana dla
modutu &cidliwodei K (27] :
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g 3e2
6'2‘ :
K kT,
gdzie ¢ - tadunek elektronu, ~, = promierl atomowy. Typ krzy-

wej opisujacej reakcje ciata statego na deformacje (6.1) 2z
0c2¢c4 /éciskanie/ jest doé¢é dobrze znany /np. (1], ([28]/. Na-
tomiast wszechstronne ciggnienie, realizujgce wszechsironng eks-
pansj¢ /deformacja (6.1) z A?4 /, jest bardzo trudnym do zreali-
zowania stanem i w zwigzku z tym brak jest danych dosdwiadczalnych
w tym zekresie deformacji., Z uwagi na to odwoiywaé sie hedziemy
do pracy [28]). W pracy [28). krzywa. opisujgqca zaleznodé cién'ie-
nia lub ciggnienia od deformacji (6.1), zostata okreflona na
podstawie obliczen numerycznych opartych na analizie zmiany ener—
gii wigzed w szedciennej sieci krystalicznej poddenej tej defor-
macji; w zakresie ciénierd wyniki pracy [28] sg zgodne ze znanym
z dodéwiadczen typem tej krazywej.
Niech o bedzie jednorodng kulg materialng o promieniu

Ro poddawang wszechstronnemu cidnieniu lub ciggnieniu oraz
dziaXaniu jednorodnych temperatur w zakresie pozwalajgcym na po-
miniecie zjawisk dysypatywnych. Zexdzmy, e ta kula wykazuje,
w rozwazanych stanach, izotropig wasnodci mechanicznych i ter-
micznych /jak ma to np.miejsce dla krysztatéw oszesdciennej sieci
- [161/. Oznacemy przez R' zbiér dodetnich liczb rzeczywistych
oraz przez IERE = pewien przedzial bezwzglednych temperatur.
Przy powyzszych zalozeniach kula Bo moze byé rozwazana jako
termodynamiczny uklad, ktérege konfiguracje termodynamiczne sg
postaci & =(4,0)¢ R**1 gdzie A0 okreéla deformacje(6.1)
xuli Bo oraz B70 jest temperaturg zdeformowanej kuli /tj.
xuli B = L(E)(Bo) o promieniu R =A Reo /. 7

Fizyczne wiasnodci kuli B. mogs byé opisane przy pomocy

trzech skalarnych funkcji klasy C'(R**T) Y 2 energii

swobodnej, E - energii wewngtrznej oraz S - entropii. Fun-
kcje te sg zwigzane relacjemi /por. [30]/:
643 vz E -85

e £=25(67)
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Z uwagi na zalozong izotropie zaleznod¢ tych funkecji od bryly
B4 /por.rozdziatr 1/ redukuje sie do zaleznogci od parametru
RoY 0O - promienia kuli. .

Kulistym éfa'ﬂ%“h‘%%’i;’é bedziemy Jjednorodny ukiad termodyna=
miczny, ktdérego konfiguracje termodynamiczne sg postaci (R.O)
gdzie R7O okreéla promief materialnej kuli oraz G700 jej
/ jednorodng/ temperaturg bezwzgledng. Kule ® o promieniu
nazywaé bedziemy aktuslng konfiguracjg kulistego ciata. Wyréznia=-
ng kulg Do o promieniu Ro nazywaé bedziemy konfiguracjg
odniesienia kulistego ciata. Konfiguracja odniesienia “Bo  ku-
listego ciala mo%e byé rozwazana jako termodynemiczny uktad o
xonfigurac jach termodynamicznych postaci (1,0 eR"+T gdzie
A=R/Ro okreéla deformacje (6.1) przejécia od konfiguracji

B, do sktualnej konfiguracji ® kulistego ciaza. Z definieji
kulistego ciata wynika, ze jesli $=0(R,B) jest funkecjs ener-
gii swobodnej kulistego ciale oraz Y =Y(Ro;2, 8) jest funkecjg
energii swobodnej jego xonfiguracji odniesienia rozwazanej jako

uktad termodynamiczny, to:

G4 YV Ro¥0 WA, 0eR™] Y(R,2.0)=P(Red, O)

Analogiczny werunek spelniajg funkcje E= E(R.;4.8) oraz
5 =5(Re: 2,6)

Uogdlnione sila termodynamiczna N, dzialajecae na kulg Bo,
jest postaci

N =N(Re;10) =~ ZL(R.;2,6)
= - V) t(Ro; 2,008

6.5

gdzle oznaczono

g O
6.6 t(Ro;A.be>— V(-(U 3(1 (Ro;&.,@)&l
VD= Vo &2, Vb= 43TR,
Tensor Tl3o;f,@)=§ttﬁo;ﬂ-.9)i dla £:=X4 jest

tensorem naprezer Cauchy ‘ego w aktualnej konfiguracji B kuli
Be . Tensor ten okreéla, zgodnie z nomenklaturg przyjets w
rozdziale 1, "izotropowe idealnie termosprezyste ciato Bo "
z efektem skali w postaci zaleznodci wiasnosci mechanicznych
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tego ciata od promienia Ro . Warunek (6.4) jest analogiem roz-
wazasnego w rozdziale 3 okredlenia cieczopodobne]j reakc ji ciaza
B0 Dalej bedziemy méwili /zgodnie z umowg przyjetg w rozdzia-
le 3/, ze kuliste cialo posiada cieczopodobng reakc je, Jezeli jego
funke ja energii swobodne] L) jest postaci /por.(3.11) /:

$ (R.G) = al®WV(R)+ bGYF(R) + B M(R)+ d.LB)
VIR) =¥ TR® F(R)=4TR?, M(R)=4TR

wielkogei VI(R), F(R) oraz M(R) oznaczajs odpowiednio:
objetog¢ kuli o promieniu R, pole sfery o promieniu R oraz
catkowitg krzywizng érednig tej sfery.

Réwnenie ewolucji temperatury deformujacej sig kuli Bo me
postaé /por.rozdzial 1/:

6.5 K 2 (Ro;0)0 = 3v) 9 (Ro :2,0)d + QRo;1,0.d.0)
VIR VIRG A, d=

gdzie K,(Re;®) jest pojemnoécig cieplng przy stalej deformacji
n 1./ DODe (1 e41) /it

Ls

6.9 K;z

?5\%

=633 =-

@
-

B

oraz R(Ro;a,9, d, 6) jest produkcjg pracy cieplnej; ooniewaz
rozwazamy odwracalne procesy termodynamiczne, wiec R = @6
Funkc je Q oraz Ka sg uwazane za znane skgdingd.

Jezeli na jednorodng kule Bo o0 masie ~mYO dziaa zmienne
w czasie zewnetrzne cidnienie lub ciggnienie ? = p(t) , uogdluio=-
na sita termodynamiczna N(Ro:d,®) oraz pominiemy wpiyw sit ob-
jetosciowych, to dynamike procesu deformacji tej kuli okreéla
réwnanie /por.rozdzial 4/:

Jo & =IV(Ro;2,8) + Vo pit)

2
Jo =6 Ry, VozVI(Rs), A10)=1
gdzie 3), - moment bezwladnoéei kuli Bo wzgledem jej
érodka masy. Réwnania (6.5), (6.8 1 (6.10) tworzg zamkniety
uk¥ad opisujacy jednorodne procesy termodynamiczne dla kuli 2o .

6.10
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Dalsze rozwazania ograniczymy do przypadku gdy Bo Jjest konfi-
guracja odniesienia kulistego ciaza.
Niech d> bedzie wzgledns zmieng aktualnej objetodci
V=VQ)  /por.(6.6) / ti.:

6.11 dx=%—‘—’ MEVICVEEIVA
to

6.12 x:h%l,:ae.,e:lma
Oznaczmy

36 (Ro; 3, 0) = t(Ro: € 6)

Ko(Re; &) = 3 (Ro; 3logd,8)

Zale#ng od peremetréw Ro oraz &  funkeje Ke=lKalRo; A) ,
430 nazywaé bedziemy izotermiczng gcigdliwodeig konfiguracji
Bo kulistego ciata, Rozwazmy przypadek gdy w pewnym przedziale

N + : :

temperatur L C R spelniony jest warunek:

6.13

6414 Y 0el éRothO t (R.(8);4,B) =0

Konfiguracje P o promieniu RolB) spernisjscym warunek
(6.14) nezywaé bedziemy naturalng konfiguracjg kulisteg> ciaka

o temperaturze © . Speinienie warunku (6.14) oznacz:, ze ku-
liste ciasXo moze byé rozwazone jakc model opisujgcy wiasnodci
pewnego ciara statego /por.rozdziel 3, komentarz po wzorze(3.19) /4

Oznaczmy
36@(’!&) =t(R°(93;,~,9)
6415
V(RD;G)= B‘lR[—?)

Ze wzoréw (6.4) i (6.6) wynika, ze
6.16 36604.) = t(Ro; N?(Ro;@),@)

Wzdr (6.16) pozwala analize wrasnosci mechanicznych kulistego
ciata sprowadzié do analizy funkcji naprezerd dla natureslnych kon-
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figuracji tego ciaa. Np.obserwacje zachowania sig realnych cial
materialnych pozwalajg przyjaé nastepujacy postuiat /por. (11] /:
Postulat $cidliwoéci
Przy deformowaniu sig naturslnej konfiguracji dla zwieksze-
nia objetodei tej konfiguracji konieczne jest naprezenie
rozciggajgce a dla zmnie jszenia tej objetodci - naprezenie
dciskajgce.

Warunek ((.14) i postulat gciédliwoséci mogg by¢ zapisane w postaci
warunku dla funkcji S =So(pm):

6,17 V6el (65(1)=0, Voep #1 gL milu-170)
W celu zbadania konsekwencji warunkdéw (6.14) i (6,.17) rozwazmy
matg wzgledns zmiane &  naturslnej konfiguracji Bg tj./vor.

(6.12)/:

M=p+on!) arkd

6.18
V(W) -\ (B) - 3 "
o= MT,@'F_ V(M) =N, VolB) = V(R (6))
Wtedy
Bo(p) = K(Bla + ola?)
6.19

po=4 + Az +ola?)

gdzie oznaczone
6,20 K(6)= Ko(R.(); 1)

7 warunkéw (6.14), (6.17) i wzoru (6.19)wynika, ze K!GV710 oraz
jest /w danej temperaturze O¢€ 1 / Jjednoznacznie okreglong
wielkodcig. Oznacza to, 2e K(O) moze byé rozwazone jako fi-
zyczna charakterystyka &cidliwodei kulistego ciata -.tzw.izoter-
miczny modul &cidliwodeci /por.np. (1], [28], [29] /. Funkcje

6.21 'Ke{p):Ke (R,(@);/A, Kg(4) 1O
bedziemy nazywaé izotermiczng $cidliwodcig kulistego ciaza
w temperaturze O&l |
Niech Ro bedzie dowolns konfiguracjg odniesienia kulistego
ciaa. Termodynamiczng etabilnoéé konfiguracji Bo okredlajg
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nastepujgce xryteria /por. [30], [31]/:
6.21 VOel Ky (R, 6)70 /termiczna stabilnosé przy A =const/
oraz

+
6.22 V2R Kg(Rs;d) 70O /mechaniczna stabilnodé przy @ =const/

gdzie K3(Re;®) jest pojemnoéciq cieplng /wzér (6.9)/ oraz
KeolRo,3) - izotermiczng Scidliwoécia /wzér (6.13)/ konfiguracji
Bo.Kuliste cisko bedziemy nazywaé stabilnym jezeli jego dowolna
konfiguracja odniesienia jest termicznie i mechanicznie .stabilna
oraz - mechanicznie niestabilnym jezeli jego dowolna konfiguracja
odniesienia jest termicznie stabilna oraz nie jest mechanicznie
stabilna w 7adnej temperaturze Bel -

Rozwezmy teraz kuliste cialo o cieczopodobnej reakeji. W tym
przypadku funkcja naprgzer okredlona jest wzorem /por (6.4) i
(6.6Y:

&b 1 1+ 2e(B) R

6.2 6 )
23 t(Ra;2,0)=3al8)+ =5 = “RE
Izotermiczne $cidliwoéé konfiguracji FRo o promieniu Ko ma
postaé /por.(6.13)/:
-1
6.24 3Kg(Reid) = - 57 [BOR reBIA ]
Ze wzoru (6,23) oraz warunku (6.17) wynika, 2e winno by¢
6.25 Voel awe»0, «B)ed

Z (6.25) wynika, e w dowolne]j temperaturze O¢l istnieje co-
najwyzej Jedna naturalna konfiguracja odniesienia a jej promien
Rol@)  okredlony jest jedng z ponizszych formul:

R.(6)= me)[ b(6)+\/B®) - a®c®) ] 9dy al6)0, )0

RiB)=-5 £ ody a)=0, bl6)10, c(8) <O

6,26

Ro(6)= -2 abt%;-)) gdy (B =0 bB)<O, a’)yD

http://rcin.org.pl
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W pozostatych szczegblnych przypadkach warunku(6.25) naturalna
konfiguracja nie istnieje. Ze wzordw (6.22) i (6.24) wynika, Ze
kuliste ciato o cieczopodobnej reakcji jest mechanicznie stabilne
/w dowolnej temperaturze Gel i dla dowolnej konfiguracji od-
niesienia o / wtedy i tylko wtedy gdy ’

6.27 VOel b®)<0, )40, bd®)+cd)%0

7 warunkéw (6.25) - (6.27) wynika, ze dla stabilnego kulistego
ciata o cieczopodobnej reakcji, winny byé speinione warunki:

6.28 Yoel  al®y0, bB)L0,®)<0, bB)+ b)) #0

Z (6.25) = (6.27) wynika réwniez, Ze dla mechanicznie niestabil-
nego kulistego ciala o cieczepodobnej reakeji, winny byé speinio-
ne warunki:

6.29 ' Y6el  a®)70  b(3) 70, (8)¢D

Funkcja naprezeri t(Re;A,B8) stabilnego kulistego ciata o cieczo-
podobnej reakcji jest monctonicznie rosngcg funkeja argumentu
AeRT przy czym

6.30 Lim t(R.;2.6)73a(8) 30, Linmn t(ReA,B)=- o0

P A=0

co oznacza, e /w danej temperaturze Ge¢l / dowolna konfigu-
racja tego ciaa moze przenieddé nieograniczenie duze ciénienie
ale tylko opraniczone wszechstironne ciggnienie. Dla dowolne]j
temperatury O6¢T1 wykresy: naprezed Gg(pm) /por,wzory (6.15),
t6.23)/ oraz izotermiczne) gcidliwodci K6(/"")/por.wzory (6,21}
(6:24) 1 (6.26)/ estabilnego kulistego ciaXa o cieczopodobnej re-
akeji, sg typu /por. [32]/:

|
T

|
|
i
i
i
|

rys. 4
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Oznaczmy przez te(Ro;&) =t(Ro;Ad .6) funke je izotermicznych
naprezer mechenicznie niestabilnego kulistego ciata o cieczopo-
dobnej reakeji /wzér (6.23). wraz z warunkami (6.28). Wykres tej
funkec ji posiada dwa charakterystyczne punkty: punkt maksimum

(3p,tp) oraz punkt przegigcia (dy, tv) gdzie /por. [32]/:

1 C@)
: (\P AP(RD 8) T?— =5 (6)
6a 31

)
tp=1,(0)=3[a®) - 55 ]
oraz
Ay = 4, (Ro;0)= £ 2p(Ro,0)
6.32 (®)

te = ty(@) =3[t~ § £

Jezeli Ro=Ro(®) jest promieniem naturalnej konfiguracji odnie=
sienia w temperaturze OCI | to funkeja 3GlM)=tg(Re(B); M)
/por.wzory (6.15), (6.23), (6.26), (6.29)/ posiada charakterys-
tyczne punkty (mp, ‘:P) craz (u ,ty) gdzie:
#P=H(G)=RPLR0£6);6)/ e =}{T(G)=A,(R,(G);G)

PrlB)7 pptB)r 4

6.33

W przedziale (0, go(6)) funkcja izotermicznych naprezexr
6‘9‘—‘6"@(/@) monotonicznie rosnie a funkcja izotermicznej $cidliwod-
ci Kg Kl m) menotonicznie maleje. Dla Ve = Mp(@) naprezenie
jest meksymalnym a dciéliwodédé zanike. Wykresy tych funkcji majg
postaé /por. [32]/:

36 Kob

tp(8)
t+(B)

3al6)

H«SW
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Ze wzoréw (6.31), (6.33) wynika, ze

4 us)
6.34 Re(®)=- @ &)

a ze wzordéw (6.20), (6.24], L6.31)2 i (6.34) otrocymujemy:

K(G)=-2%z%ppce)(ppw)—4) 70

B
*2(@) =a(8) - 5 0(8)<0

6.35

Jezeli W jest dowolng konfiguracjg odniesienia, to uwzglednie-
jac, ze t(Ro:d, 07265 (Av'(R,;6)3 /por. (6.16)/ craz
wykorzystujgc wzory (6.34), (6.35), otrzymujemy:

‘ 2
A0 =t (0) - —IKOB) . S gyue) t
6.3 tRad6)=ts(6) 2;9(9)919(@)-«)[1 IR0 1]

Z (6.36) oraz warunkéw € 6.14) i (070 wynika, ze
N :
6.37 te(0)= 3 - o ) K(6)

W izotermicznych procesach, w ktérych temperatura procesu i tem-
peraturs naturalnej konfiguracji odniesienia pokrywajg sig, na-
prezenie jest postaci:

635 305W) = HRO),0)=t,0) - 5 {Gi/‘jf;) _ )[4-,‘,cs)§;]z

We wspomnisnej na poczatku niniejszego rozdziaiu pracy [28) roz-
wazane jest deformacja (6.1) szegcianu /podstawowej komérki sieci
krystelicznej/ a nie kuli jek w niniejszej pracy. Réznica ta nie
ma jednak istotnego znaczenia gdyZ funkcje naprezer oraz izoter-
micznej &cisliwoéci dla szedcianu mozna sprowadzié do odpowied--
nich funkcji dla kuli w nastgpujacy sposéb. Oznaczmy przez Vi)
FI)  oraz ML) odpowiednio: objetodé szeécianu o boku &
pole jego brzegu oraz catkowitg krzywizne érednig tego brzegu
tj./por. [22]/:

6.39 VD=L, R =61, MWL)=3TL

Funkc ja energii swobodnej Q(L,e) okreélajgca cieczopodobng
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“
reakcje szedciennego ciala jest postaci /por.(3.11) /:

6.40 é(L.6) =oLL9)V(L)+|5(G)F(L) +¥(B)M(L) + §(B)

Przyjmujac we wzorze (6.40) o =0 : ¢=%-b , y=Trc ,5=°‘
mozemy opis reakcji naprezeniowej i Scigliwogci, dla konfiguraeji
odniesienia w postaci szes$cianu o boku Le i wspétczynnikach -
materiarowych o) | g(O) | ¥(B), 5(®) sprowadzié do opisu
dla konfiguracji odniesienia w postaci kuli o promieniu Ro = Lo

i wsp6tczynnikach materiatowych a® , b® U d(0)

W pracy (28) rozwatono trzy typy krystelicznych sieci szedcien-
nych: prymitywng, objetofciowo scentrowang i powierzchniowo scen-
trowang. Rozpatrywano centralne binarne addziaiywania z potencje-
tem typu Norse’a /i przy temperaturze naturalnej konfiguraecji
odniesienia O°K /. Pokazano, ze jedli sieé krysteliczna pod-
dana jest deformacji (€.1) to wykresy funkcji izotermicznych na-
preserd oraz izotermicznej $cidliwodci sg dla m=(0O, mo) |
Mop & Mol My typu jak na rys.5; dla przedziaiu (pMo,o®) nie
podano wynikéw. Pokazeno réwniez, ze jedli potencjait opisujgcy
centralne binarne oddzialywania jest dowolnego typu ale uwzglednis
sie tylko oddzialywania najblizszych sasiaeddw, to deformacja Mp
zniany zneku funkcji izotermicznej ¢cidliwoSci jest taka sama dla
wszystkich rozwazanych typdéw sieci, jezeli potencjar ten jest
typu Norse’a to ta wspllna wartodé Me  wynosi Mp = 1,09120
/w temperaturze O°K /. Przy uwzglgdnieniu wptywu wszystkich
wezldéw sieci i1 potencjalu typu Lorse’s wartodei pMp , dla rozwa-
tanych typéw sieci sg bliskie wielkoéei mp = 1,09120: Mp =
= 1,091€7; 1,09171; 1,09199 odpowiednio dla sieci powierzchniowo
scentrowanej, objetoéciowo scentrowanej i prymitywnej. Wyniki te
pozwalajg zidentyfikowadé deformacje Me jako parsmetr materia-
Yowy charakteryzujacy, w przyblizeniu binarnych centralnych od-
dziaYywer, reakcje na wszechstronme ciggnienie krystalicznego
ciasXa o szeéciennej sieci. Te wyniki pracy [28) pozwalajg na za-
proponowanie mechanicznie niestabilnego kulistego ciata o cieczo-
podobnej reekcji, Jjako nielokalnego fenomenologicznego modelu
wiasnogci mechanicznych krystalicznej kuli o szeéciennej sieci
poddanej deformacji (6.1), Nodel ten uwzglednia nielokalne zja-
wiska w krystalicznym ciele wynikajgce z wpiywu dalekich binarnych
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oddziatywari. Ze wzoréw (6.37) i (6.38) wynika, 2e jezeli konfigu-
racja odniesienia jest w stanie niezdeformowanym pozbawiona na-
prezer, to w warunkach izotermicznych wiasnogci mechaniczne ¥rys-
talicznej kuli /lub szedcianu/ o szeéciennej sieci sg okreglone
przez dwie /izotermiczne/ stale materialowe: modul #ciéliwodcei
K@) deformacje utraty stabilnodei Mp(®) , ModuZ
Scidliwosci  K(B)  jest wielkodeis wielokrotnie bedarg dogwiac-
czalnie i obliczang teoretycznie /np.wzdér (6.2)/. Prace [28] wsks-
zuje na mozliwodé teoretycznego obliczenia PLP(G) . Cezeli
wartodei  KLO) i ppl®)  sg znarie, to wzory (6,37) i (6.38)
pozwalajg na eksperymentalng weryfikacje modelu /np. w oparciu
o0 objetodciowe metody pomiaru ¢eifliwodei kuli poddawanej hydro-
statycznemu ciénieniu w izotermieznych warunkach/.
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Zasadniczg trudnodcig jeka napotyka sie w nielokalnych teoriach
continumm jest brak oddzielenia od siebie pojeé materietu i ciala
tak, jak to sig udaXo zrobié w teorii tzw.materiaXéw prostych
/op. [11] /. W niniejszej pracy uzyweno terminu “"material® gléwnie
w sensie odwolywania sig do takich makroskopowo obserwowalmych
wlasnogci ciata, ktére mozna jekodciowo wytXumaczyé w terminach
jego budowy atomowej lub molekularnej. W teorii fenomenologiczne]
taka intuicja pojecia materiatu jest jednak niewystarczajgca
i moze dostarczyé tylko regul interpretacyjnych dla pewnych wiel-
kodci i relacji mipdzy nimi. W rozdziale 1 pracy pokazano, ze
ograniczenie klasy rozwazanmych proceséw termodynamicznych do tzw,
jednorodnych proceséw, pozwala na reprezentowanie wlasnosci mecha-
nicznych cia! poprzez relacje funkcyjng miedzy dipolowymi momen-
tami wewngtrznych sil powierzchniowych a stanami termodynamicznymi
ciata, Jednorodnodé ciata pozwala rozwazanie tych momentdw dipolo-
wych zredukowaé do rozwazania naprezeri w ciele. W pracy istotng
role gra specyfika nielokalnodci w postaci efektu skali polegajgca
na tym, se dla jednorodnych nepreser i deformacji przej wia sig on
tylko w zaleznoéci relacji konstytutywnej od ksztaitu i wymiaréw
bryty konfiguracji odniesienia. Okolicznosé ta umozliwita nie tyl-
ko nawigzanie do teorii materiaéw prostych /rozdziatry 1| - 3/ ale
takZe pozwolila na wykorgzmstanie podstawowych obserwacji dodwiad-
czalnych dotyczgcych zwigzku naprezenie - deformacja /rozdziaty
5 i 6/, Jednak brak zaréwno dostatecznej ilodci danych doéwiad-
czalnych dotyczgcych efektu skali jak i ugruntowanych przesianek
teoretycznych spowodowal, #e w niniejszej pracy zrezygnowano
z préby dokonanie ogélnej anelizy wpiywu ciata na postaé relacji
konstytutywnej i ograniczonc sig do rozwazania cial o cieczopodob-
nej reakcji /rozdziaty 3, 5 i 6/. Szczegélna postaé funkecji energii
swobodnej, ktéra okreéla taksg reakcje dla cial wypuklych, pozwoli=
1a na skonstruowanie przyktadu nielokalnego materiaXu nazwanego
~ "materialem o cieczopodobnej reakeji® /rozdzial 3/. Istotng cechsg
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przyjetej definicji nielokalnego materiaiu jest to, Ze chociaz
operuje ona wielkogciami niezaleznymi od geometrii ciala /co Jest
zgodne z intuicjg pojecia materiazu/, to jednak nie odnosi sie do
wazystkich cia? ale tylko do pewnej ich klasy a mianowicie - do
cia wypuklych ograniczonych. Na koncepcji ciata o cieczopodobne]
reakcji oparto réwniez modele efektu skali w stanach prostego roz-
ciggenia /rozdzial 5/ i wszechstronnego &ciskania /rozdziat €/.
Ansliza tych modeli sugeruje, 2e efekt skali moze mieé istotne
znaczenie w przypadku istnienia osobliwych hiperpowierzchni rele-
cji konstytutywnej. Wekazuje na to okolicznoéé, Ze w obu tych mo-
delach opis efektu skali udao sie zredukowaé do zaleznosci para-
metréw opisujgcych punkty osobliwe reakcji naprezeniowej ciata od
bryly konfiguracji odniesienia /por.wzory (5.84) - (5.87) oraz
wzory (6.34) -(6.38/. W ten sposéb pojewia sige problem zwigzku
efektu skali z parametryczng niestabilncécig /bedgca przedmiotem
tzw.teorii katastrof - np.[B?]/, relac ji konstytutywnych. Jest to
Jjednak problem wykraczajgcy poza ramy niniejszej pracy.



DODATEK

2
Oznaczmy przez R przestrzer uporzadkowanych par liczb rze-
czywistych ze standartowg strukturg wektorowej przestrzeni eukli<
desowej. Niech Mo,cR? bedzie zbiorem postaci:

2 Mo-‘-{éﬂm.az)éRl:aao‘ a,70}

5 3 : 2 s
Mo jest otwartym i spéjnym podzbiorem R zamknigtym ze
wzgledu na mnozenie przez dodatnie liczby rzeczywiste. W Mo
mozna okreflié strukture zrupy przepisem:

7ok _A_=(Q.'a1‘)' B:'(‘bhbz) # AE':(GQb“azbz)

-1
Element jednostkowy 46 Mo oraz element odwrotny A  do
clementu A=(0,0,)¢ Mo majs postad:

4
5. 4=04,1, A=(&,5)
Jezeli A=(a,q,) eR? to bedziemy oznaczaé:
trA =a,+20, , JA)=detA=0.0;
4, davﬂz(%(od‘az)‘%ml’an))

A-B=t~(AB) AA=(da. doy), R6R

Kesdy element A €¢R?  ma przedstawienie:

5. A=(3trA)L + devA
Oznaczmy przez Y zanurzenie

s Mg —= RZ
6.

VAeM, r(A)=AcR

Grupa Mo jest topologiczng grupg wzgledem topologii metrycznej
okreglonej w zbiorze WMo przez metryke:
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7. S1A.B) = (1(A)-x(8))+ (r(A)- r(8))

(Mo, g) moze byé uwazane za podrozmaitodé rézniczkowy /dwuwymia-
rows/ w R . Przestrzeixiq styczng do Mo w punkcie A€
Jjest cata przestrzed R . Oznaczmy /por.rozdziax 2/:

8. ' Mo =l AcM,: J(AY = (BN
Mg jest podrozmaitoscig rozmaitodei Mo . Przestrzes stycz-

na MglA) do rozmeitodei Me w punkcie A€ Mg jest zbiorem
postaci:

3, Mo(A) = L FeR” : tr(F'A)=0)

Niech WM. bedzie rozmaitodcia postaci:

10. M=1a=(F8): FeMy 6el}

Przestrzerd styczna M(&) do M w punkcie A=(f,8) mna postac¢:
", M) =L (£.0)6R R ¢ tr(F'E) - p6)6'}

Przez ) oznaczymy wektorows wigzke o bazie M oraz wléknach
V-Q.(é) , 4€M - zdefiniowane przepisami:

Q=lw=(2,7): 2eM reQa))
QQ)=4y=(2,0): D=FF, (F.6)eMR)} a=(F6)

Niech RS bedzie przestrzenig wektorowg uporzgdko-
wanych tréjek liczb rzeczywistych ze standartowg strukturg eukli-
desowg., Oznaczmy przez €. ¢=(23 stendartows baze w R° :
€,5(4,0,0), €, =(0,4.0),- ,=(0,0,4) , Przez Bo<C R*® oznaczaé
bedziemy dowolny walec kotowy o osi asymetrii pokrywajgcej sie
z osig X*  oraz grodku w punkcie 0:0.0,0) , Wysokodé walca

Po oznaczaé bedziemy przez h a promied jego podatawy - przez
R | Cczysta jednorodna deformacja /mp. [11] / zachowujgca ksztalt



T
walca Do Jjest tensorem postaci:

13. F=2,e,@e,+4;(c.0e, +€,®¢e,), &, 2270

Oznaczmy przez G(®o) zbidér wszystkich tensoréw ¢ RB@BS
postaci (13) . G(Bo) jest podgrupg grupy wazystkich tensordw

A eR*®R? o detA 70  oraz podrozmaitodcig wektorowej
przestrzeni euklidesowej R3@ RS . Przestrzenie styczne do tej
podrozmaitoéci sg liniowymi przestrzeniami postaci:

14, T={TeR*®@R*: T=t) e, @e, +tz(e.88,+, 88, tntaek}

Grupa G(Bo) jest izomorficzna z grups Mo . Izomorfizm ten
ustala odwzorowanie:

Lo G(Bo) 7+ Mo, Lo=1]G(B0)

5.
: L T+R% . T =l te)

Y .
Przy tym izomorfiZmie jednostkowy tensor 1=% §L®§.3
przechodzi na jednosé 43(4,1) grupy Mo orez dla AT

A B)=(AB), (AA)=A(A)

L trh < trifd) detA = dety(A) (devA) = devy(4)
A'B=(fA)yB), IA-BI=g(A)B))
gdzie przez - 1l oznaczono standartowg norme¢ w R® R> .

Izomorfizm ten pozwala utoisamié grupy G(2B) i Mo oraz przes*
trzenie styczne 9 i R? . W szczegblnoédci przy tym utoisa-
mieniu przestrzen ) jest traktowana jako iloczyn kartezjariski
dwu jednowymiarowych podprzestrzenii liniowych E,, Eg CcR*@R?
postaci:

7. ' Eh={Th=th%5®‘?_-s, theR}
E =i Th=tele@e, +e,0¢e,) taeR)



a grupa GC®e) - jako iloczyn kartezjariski postaci:

G(B)=E*E,

18, _¢
E::{T\. eEh : th‘O}; tn={TneER: tﬁ70}
Funkcje %!(J_"" R rozwazane sg jako funkcje éh.ﬂ. postaci:
%h.g : Eh"ER Py R
19,

Snig (Fw, Eg) = S Lk, +£2)

Jezeli §: RPOR* = R jest rézniczkowalng izotropows funkejg oraz
oznaczymy

5=%et, : Mo— R

20, = § |
to
- g“ 3-5- "a——-ﬁg“ =%’_L e.®e,+¢

21, —'a?:ﬁ :aahcl.o§3®§3 IZ 'D_En aa L.(_. 9_.4‘#_1@'@_,2)
Jezeli
& E=(E, £.): R™— G(2,)
Jest krzywq w  G(B.) oraz
23. ‘{’(t) =%h.a (£t
to

TP L e
24, ¢(t) 3_%'5 ot R, te
gdzie oznaczono -

PE ;o8 428 % f.gh
25. %E'(S%u’b:?é;) s E=(n dn)

Powyisze utozsamienia pozwalajg zbudowaé formelizm termodynemiczny
dla konfiguracji jednorodnych postaci:

http://rcin.org.pl
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A=(£ 0)

& F=(§ E)SETAE, el

w 8poadéb analogiczny jak to  zrobiono w rozdziatach 1 i 2 i przy
wykorzystaniu wyprowadzonych tem formu}. Zemiast operowaé kon-
figuracjami (26) mozna rdéwnowaznie uiywaé konfiguracji:

A=(f 0)
f: (Ah. A’R_‘)GM'O- Gel

Wtedy przestrzeniom M. i () rozpatrywanym w rozdziale 2
nalezy przypisaé sens nadany w tym dodatku. Formuly (2) = (4),
(16) oraz (24) i (25) sg przepisami na to jak, operujac parami
liczb, otrzymaé formuly obowigzujgce dla tensordw.

27.
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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono fenomenologiczng teorig tzw."efektu skali”
polegajgcego na wpiywie ksztattu i wymiaréw ciaia materialnego na
jego wiasnoéci mechmniczne. Rozwazania ogreniczono do przypadku
gdy stan fizyczny ciala okredlony Jjest przez jego jednorodng de-
formac je oraz jednorodng temperature. Zaproponowano termodynamiczny
model efektu skali dla takich ciai. Model ten uwzglednia wpiyw
efektéw predkosciowych oraz wigzdw termomechanicznych na reakeje
naprezeniowg ciata 2z efektem skali. Pokezano, ze uogdlnione sily
termodynamiczne dziaajace na takie ciaZo, mogg by¢ przedstawione
w postaci dipolowych momentéw sit powierzchniowych. Ta wasnoéd
uwogélnionych sit termodynamicznych pozwolila na zaproponowenie mo-
delu dynamiki cia z efektem skali polegajgcego na przyjeciu pos-
tulatn bilansu w posteci prawa zechowania dipclowego momentu pgdu
ciaia.

Dalsze rozwazania pracy dotyczg wyrdiznionej klasy cial z efek-
tem skali nazwenej ciaami o cieczopodobnej reakcji. Wskazano na
analogie migedzy wissnosciami tej klasy cial a wiasnosciami obser-
wowanymi dla cia? z usieciowanych polimerdw.

Praca zawiera réwniez analize dwu szczegdélnych przypadkow
efektu skali: przy wszechstronnej ekspansji krystalicznej kuli
oraz osiowym rozcigganiu elastomerycznego walca kolowego o cieczo=-
podobne j reakcji.
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