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Zak}ad Mechaniki Osrodkéw Ciagtych

MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENTU
Z OSOBLIWYM GRADIENTEM FUNKCJI KSZTALTU

i. Wstep. @

Przy zastosowaniu metody elementdw skotczonych do zadan me-
chaniki zniszczenia pojawia sie potrzeba wprowadzenia elementdw
z osobliwymi gradientami funkcji ksztaltu.

W pracach [1] i [2] wykazano, ze dla'ptaskich standw naprgze-
nia i odksztalcenia, w osrodku sprezysto-plastycznym zZe WzZmoc-
nieniem izotropowym opisanym prawem potegowym 6= & (por. [1] 1[&)
o wyktradniku n /0 <n<¢ 1/, pola napre¢zen i odksztatcen fggfl wierz-
cholka_s.ﬂeliny maja, odpowiednio, osobliwosci typu r 4+n

oraz r Ae«n . Odpowiadajg za ten stan rzeczy, wyrazenia w
polu przemieszczen typu x'f%ﬁ . Przez r oznaczono tu odleztosé

od wierzcholka szczeliny,

Warto zwrécié uwage, Ze material opisany powyzszym prawem dla
n=0, staje sie materialem sprezysto-idealnie plastycznym, a dla
n=1 - materialem spregzystym. Wystgpujg tez materialy o charak-
terystyce zadanej parametrem n > 1. W dalszym ciggu przedmiotem
naszych zainteresowarn bedzie aproksymacja pola przemieszczen za-
wierajacego wyrazenia typu > S A= T%E , 0<> < 1/, w ramach
najprostszego modelu metody elementdéw skonczonych.

Oznaczmy przez ix,y} globalny, kartezjanski ukiad wspélrzed-
nych, a przez jd,A| lokalny uklad wspdirzednych, opisujacy geo-
metrie elementu zwigzkami:

X= x(t,13)

iz . y=Yl,6)



dla 04t {1 oraz 0£png1.
Poniewaz funkcje ksztaltu, aproksymujgce pole przemieszczen
u=u/x,y/, przyjmowane sa jako funkcje lokalnego ukladu wspéil-

rzednych:

/2/ N=N(%n),

rysujg sie dwie drogi opisu pola zawierajgcego wyrazenie r2 e
Pierwsza z nich, to wprowadzenie odpowiedniej transformacji réw-
net /1/, przy niezmienionych funkcjach ksztaltu /2/,

W pracach [3} i [4] uzyskano to przez przyjg¢cie elementdw izo-
parametrycznych z wezlami krawedziowymi, przy wierzcholku szcze-
liny, przesunigtych ze Srodka krawedzi do jednej czwartej odle-
glosci od wierzcholka, Drugi sposéb, to przyjecie wyrazen typu
r? , bezpoérednio w réwnaniach /2/, w miejsce, funkcji liniowo
zmiennych wzdlu2 krawedzi, tak jak to zrobiono w pracy [5] .

Giebsza analiza, przeprowadzona w [6] , wykazala, ze dla kaz-
dego z powyizszych opiséw najbardziej przydatne sa elementy tréj-
Kathe. W obu przypadkach macierz sztywnosSci otrzymuje si¢ drogsa
numerycznege calkowania. Stanowi to powaizne utrudnienie przy
opracowywaniu programéw dla maszyny oyfrowej, a takze wydiuza
czas obliczed.

W niniejszej pracy podamy sposdb takiego opisu pola przemiesz-
czen, ktory pozwoli ne uzyskanie macierzy szlywnoéci,'bez korzys-
tania z procedur numerycznego catkowania,

Punktem wyjscia bedzie drugi z oméwionych sposobéw, przedstawio-
ny w pracy [51 , Z tym, Ze wyrazenie r* , dla funkcji ksztaltu,
nie bedzie przyjete w miejsce funkcji standardowej, lecz jako
wyrazenie dodatkowe. Ostateczna funkcja ksztaltu bedzie zatem,
superpozycjsa wyrazenia standardowego i wyrazenia zawierajacego
czlon r* « Tego typu podejscie zastosowano w pracy [7] otrzy-
mujge bardzo dobre wyniki, Dodatkows korzyécig, jaka przy tym
uzyskujemy, jest mozliwosé¢ opisu jednorodnych deformacji elemen-
tu, a zatem rowniez deformacji, na ktére sktadaja sie sztywne
obroty najblizszego otoczenia wierzcholka szczeliny. Elementy
uzywane w pracach [3] - [5]. nie mogly ich opisywad.

Obiektem naszych rozwazan be¢dzie najprostszy element trdjkat-
ny otrzymany z elementu czworokgtnego przez degeneracjg jedne)
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z jezo krawedzi. Zwracamy uwag¢ na pelng analogie pomiedzy opi-
sem geometrii elementu i wprowadzeniem pola przemieszczen.

Dodanie czionu r;

, Pprowadzacego do powstania osobliwego gra-
dientu tego pola, pojawia sig¢ tu w spusdéb catkiem naturalny.
Prosta forma macierzy odksztalcen umozliwia podanie maclerzy

sztywnosci osobliwego elementu trdjkatnego w postaci zamknietej.

2. Geometria elementu.

Zwigzki /1/ dla naprostszego elementu czworokatnego majg pos-
tad:

A5 Koo (A=ct) (A=) 4 Xio A(A=0) + XKy B & Xoy (A-ei}3
e

Yu ou (4=@)(A=() 4+ Yio o (4-B) +Yu e + Yoi(4=) (3.

Cztery wierzcholki tego czworokata: Pl’ P2' Pa, P4 maja wspol-
ragdne: /xoo' yoo/’ /x1o' ylo/' i1 yil/' Xa1? yol/' aijego
proestoliniowe krawedzie: Li' LZ' Ls, L4 opisujg linie paramet-
ryczne;: /3:0, A =1, B =1, o =0, Zwracamy uwage, ze zwigzki
/3/ nie sg réwnaniami liniowymi,

o
<]
B
is
% L,
2
Ly =
fi T
X
Rys. 1.

Zatézmy dalej, ze wierzchotki P1 i P, pokryiajq si¢, a lgczaca
je krawedz L4 znika. Otrzymamy wéwczas tréjkat, ktérego geometrie
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opisujg w dalszym ciggu zwigzki /3/ przy zalozeniu, ze:
XN:'XDG)

S4&/
: Yor = Yoo .

Otrzymujemy zatem:
X = Xoo + (¥ =Xoo)ot + (Xu ~Xw)olfs |
/8/ i Yoo * (Su-goo)d + (S.'Sn)d(s .

Tréjkat rozpielismy na wektorach: P, P, = a = /a_, a / oraz
Hash 182 = LN Y

P2P3 =hb = /bx'by/’ Wspdirzedne tych wektordéw, razem ze wspil-
rzednymi punktu Pl,/g,x/,ustalajq Jjednoznacznie polozenie pun-

ktéw tréjkata na ptaszczyinie ’x,y} :
i,ux.. saxk +b.AB

a5 5:3"4.5_’0& +b’d.ﬂ.

Jakobian tego odwzorowania jest nastegpujacy:

X4 % ax+by(® , bya
/1 ]E -

i ay+ by, by
Wyznaczn.¥% jakobianu:
/8/ Dat j= (a(b:’-agbl)'ﬁad;d X

zeruje si¢ w wierzcholku P1 = P4, co Jest konsekwencjg degenera-
cji krawedzi L4 do jednego punktu.

Do dalszych rozwazan potrzebne bedg elementy macierzy, ktdra
jest odwrotnosciag jakobianu:

S e T e TR N
:]- (3.2 (3-3 £ .;-{3 “Ya X« 4] Z _é(qj¢b§{;})%(a’+h‘p)‘
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Rys. 2.

3. Funkcje ksztaltu i macierz odksztalcein.

Wroémy do rozwazanego na poczatku elementu czworokatnego.
Pole przemieszczen u =§ux,uy‘ , pPrzy zastosowaniu takiego ele~
mentu, opisywane jest przez wartosci przemieszczen u, iu , w
wierzchotkach elementu, oznaczane przez 8;‘, :,---,S;,S: oraz
przez, przyporzgdkowane czterem wierzchoikom, funkcje ksztaltu:

JY. = (4-a)(A-p3) :

A- »
/10/ JY; = o (2-f)
J‘r:; - 9‘(5 ’
Ny = (A-)(> .
Pole to zatem, ma postad: ?:
(+-2)(4-0), © lea(a-8), o lwn, o [(4-a)B, o -
T ' ; ' 1 g
=n | 1 1 8‘,
O L, a-d4-B), O o la-m) | © f*fb‘ © L (a-u)p| |9,
LY
/11/ ; Iy

E[N.l: Nz‘}'NSE N“} _ES;-.. = [NJ{S} :

3

5y
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Kazda z wyodrebnionych podmacierzy: Nl,....N4 zalezy tylko od
jednej funkcji ksztaltu, a kazdy z podwektoréw &, ..., S; od
wartosci przemieszczen, w przyporzgdkowanym tej funkcji, wierz-

cholku.
Aby otrzymaé analogiczny opis pola przemieszczen dla tréjka-

ta, wystarczy w wyrazeniu /i1/ przyjecé:
x &
gA.S:I ]
Yy -9
§08

co jest naturalng konsekwencjs pokrywania sie wierzcholkdw P1 1
P

/12/

4°
Otrzymamy zatem: 5:
A
Sv
Ao, O |au-p), - o 1 %P, 0 ]|
T Jr : i
= o A=l (e} o mes
4 (o] = » X
J 3 °‘(’| (5)] 5;
5 &
' ! —
= [NININ IS e ND 6]
&3
Przyporzadkowane trzem wierzcholkom funkcje ksztaltu sa wiec,
nastepujace:
JV: 2 f-u 4
/14/
)(;' = o (4-(3) ,
Ny = (=) 3

Przyjmiemy dalej, %e pole przemieszczen jest takie, ze prowa-
dzi do powstania osobliwosci pdl odksztalcern i naprezen w wierz-—
cholku §. Zalozymy, Ze pole to jest sumg pola u, oraz pola b
0 nastepujgace funkeji ksztaltu:

' b
/15/ Ny =4-x ]



Mamy zatem:

/16/ fu.!$=1£‘ + U,

To znaczy: : 5.
4

» Sg

-, o latr-m, o |ap, ola-d, o o
| f

!

AT Al

| J B
0,4-4' o ,d(A-ﬁl O, up 0,44 S,

=[N, I Nyt N, Ns]}}:-'

.{=[~J{S}.

&

Prze,jdzlemyf teraz do opisu osobliwego pola odksztalcen
g- {5,_5}8‘.’}. Pole to ckreslone jest przez funkcje:

/18/ B = Now e + Nop Pin

6'3? = .M,e( 'd.j 4 M.ﬁ' r},_., , dla i= 45213151

w nastepujgcy sposéh:
7, 0 1@ ,08, oI5 o
] ]| E)"I 7=
6:0,‘5.’0’&:!0’ 3[0,5, : e
|
|

& - & lf - ";
719/ B, B, 65:,'85’-{ %: B‘l 5: , B 5

E[B‘:‘Ez.fﬁs.st}:ff:{f LI
3! :
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Podstawiajac /9/ do /18/ otrzymujemy:

Sy
ﬁ':-bs K 5::%&,&::-%)&:‘-3'( -,2,

i d
/20/
) ‘bl ¢ S ax+ by " Sux 3 *-‘bn
BA =z ? Ea‘ = )BZ Z- N ﬁsﬂ el E-.
Zatem:
Y ; Gytby, O
B‘z-* e ot B“Z O -lamtby s
4 "(“F*b"l a.,+b
/21/ bx » - by e
-& (o] —b, ] o]
Lo L <
Byogl o .o Biod| © 0 b
i Qy 1 =%y br ) -b,
o u(:\q-BA

Tak wiec, dla elementu trdéjkatnego, macierz osobliwych odksztal-
cen ma postac:

BN bpipaUm fe (AL

i >

gdzie macierze B,, B,, B, dane sg wzorami f21/. .

2)
Zwracamy uwage, 2¢ macierze te nie zaleza od wspdirzednych a(,(3.

Fakt ten umozliwia efektywne obliczenie macierzy sztywnosci.

4., Macierz sztywnosci,

Dla dowolnego elementu, macierz sztywnoéci dana jest wzorem

(Ce1):

/23/ K‘J B DB (det]) dudp |

oo

A4

gdzie D jest symetryczng, dodatnio okredlong, macierza konstytu-
tywng, ktdrej elementy zadane s- poprzez stale materialowe:
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d.u dn\ . J-l&
/24/ D= da das
i dal .

Niektére algorytmy obliczen metody elementdéw skorczonych posiu-
guja si¢ wylacznie stalg macierzg D, przyjmowang zwykle jako ma-

clerz spresystosci. Dla plaskiego stanu napreienia macierz ta ma
postad:

£ Ay v, o

/25/ Dismare se
A=Y

SYM a-v

Z

Dla piaskiege stanu odksztalcenia mamy:

. A9 WO
/ 26/ z oL
(sv)(a-2) i
YN A9 |
2

Podstawiajac /8/ i /22/ do /23/ otrzymujemy:
i ' . i >t % e a4

/217 K=d ” [B.;&; By inet B,}@HB.;B.,} Bys 2t BJoLd-(d.bE
© o

| Ky ! K 1 Ky “"ﬂl
-—— e S R

Ku , kll l Ku I k¢5

i

|

| Ks.! Ko | Kl Koo
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gdzie: =
4 A .
Kqs df| 80B; «dedn < i4 BI0B, ,
) C a -
/28/ K\'.b= dj’ BTDB‘ A dodf = ;:—; d B, DBJ 3

4 T M-l T
M55=J.JJ‘B4DB.384 dad=2 4 BTDE,
L
kje= lc;’,- y

=
Kec= K:s , dla ¢=4.2.3.

Wzory /21/ oraz /24/-/28/ podaja efektywne wyrazenia potrzebne
do obliczenia macierzy sztywnosci, Ze wzoréw tych wynika, ze
macierz sztywnosci jest macierza symetryczng i dodatnio okres-
lona jezeli A > 0. Poniewaz A =T£:_E , gdzie n jest wykladni-
kiem potegi w potegowym prawie wzmocnienia /n> 0/, interesowaé
nas beda wartoéci‘ A 2z przedzialu: 0<¢x < 1. Gdy » =0, znikajg
macierze Kis ¢ Kgs .

Nie jestesmy wiec w stanie opisac¢, w ramach przedstawionego mo-
delu, zachowania sie materialu spre¢zysto-idealnie plastyczmego,
poniewaz model nasz zaktadal ciagio$é pola przemieszczed w ca-
lym elemencie. .

Jak wykazano w [9] , dla tego typu materialu pojawia si¢ nieciag-
glosé pola przemieszczen w wierzcholku szczeliny. W pracy [9]
zaproponowano, dla tegoe przypadku, model trojkata z polem prze-
mieszczen opisanym wzorem /11/, ale bez zaltozen /12/, o jedno-

znacznosci przemieszczen w wierzcholku P .. Dla A = 0.5 mamy do

1
czynienia z materialem sprezystym. Wowczas:
Kiq = .§_ Ko , dlacsd23,

Kgg = % K

/29/

Jezeli 0,5 ¢(A< 1 rozpatrywany material jest materialem zwieksza-
jacym swoja sztywnos¢ pod wplywem przylozonych obcigzer. Jak to
widaé ze wzorow /28/, udzial czlonow osobliwych w macierzy sztyw-
nosci jest, w tym przypadku, znacznie wiekszy niz dla materialdw
sprgzysto~plastycznych.
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