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Twierdzenie o zupeznosci funkcjl naprezed

w termospreiystosci

Witold Nowaclki

1. Wstep
Zozwazymy cialo spreiyste, izotropowe i jednorodne, zajmuja-
ce obszar B ograniczony powierzchnig /? . Cialo poddane dziata-
niu silt zewnetrznych i ogrzaniu dozna deformacji. W ciele powsta-
nie pole przemieszczen ’E(X:ﬁ oraz pole temperatury @(Xxf) '
zalezne od poloZenia punktu X i czasu £ . Pola te opisane sg
ukladem rownah rézniczkowych [ 1]

—e

/1.“:.!’/44 17222'+/A+/L)£mdmzz’g./¥:fz?ff;¢aa’ 5
/3.2/ 5736-5-@'_?&;,;,2?#_&@.

Tutaj 8 -"71‘?; jest przyrostem temperatury, 7 Jest temperaturs
bezwzgledna, ’Z: temperatura stanu naturalnego, w kﬁérym tak
odksztaicenia jak i napreienia sg réwne zeru. Przez X OZNACZONC
wektor sii masowych, przez JO - gestosé. Wielkogel /Lt,?t sa sta-
iyrmi Lemego dla stenu izotermicznego, & f=3/£.’ocf » gdzie ,(=)‘ +L,:—ju
Jjest mocuiern Scifiiwosci, & :t’f jest wspoiczynnikiem liniowe.
rozszerzalposci terzicznej. Dalej: &= ?“’/{; , gizie Ao iest
wspoiczynnikiem przewodnictwa cieplmego, a £, Jjest ciepiem wias~

ciwym przy stalej deformacji. Wreszecie ?:/Z/Aa oraz Q=M7ka =
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gdzie przez /’\/ oznaczono 1losé ciepla, wytwarzang w jednostce
objetosei 1 w aednostce czasu Kropka nad funkcjg oznacza jej po-

chodng czasowa: 5’ 96’/9(:‘, 92/695'2

Dokonujgc dekompozycji welstora przemieszczenia na czesé po-
tencjalng i solenocidalng

/1.3/ f:youdgﬁwml‘/‘{ P Mj"=0,
oraz w podobny sposéb rozkiadajgc wektor sil masowych

/1.4/ )_(.=Jo/fmdz,%+ovz‘5"),

doprowadzamy uktad réwnah /1.1/ 1 /1.2/ do postaci [2]

/1.5/ Q2¢=m5—
/1.6/ [71 =- "2 6
nn D-pr*d-- @
Wprowadzilismy tu nastepulgqce oznaczenia:
[Fev-4 8 | «-42. D=v-4%
<=V 25
/1.8/ % fz
2 . -
a-(254)7, a=(5)" m=3igm

Eliminacja temperatury z réwnafd /1.5/ i /1.7/ prowadzi do réwnan

ne LPop=--2Q FDlj

/1.10/ [sz= -é 6?



gdsie

R=0D-mpdv?, d=Yot.

Réwnanie /1.9/ przedstawia podluzng, a réwnanie /1.10/ poprzecsng
fale termospreiysty.

¥ klasycznej elastokinetyce przy saloieniu procesu adiabaty-
cznego many do czynienia £ ukladem réwnal przemieszczeniowych

/47232'*(35?”‘)3'”4”"‘;”72’+ f=_pz'2",
/1Y
9‘-" =5 7,-”2;”&:‘!’?2'.

¥ystepujace w tych réwnaniach state Lamégo /u,, A4 odnoszg
si¢ do stanu adiabatycznego, a % =Jh /g > My =IflA p +9Mr) 5
# =/3)y +2/4,.)4cé » g3zis f4p, Ay 84 stalyni Lemégo, miersonymi
w warunkach izotermicznych. Przedstawiajgc przemieszczenie
w postaci /1.3/ otrzymamy nastepujgce réwnanie falowe:

2 —
/1.12/ ﬂ,zgé;—a{-fzﬁ, ﬂzf"&%‘g"

gdsie '
2 P % % - 4= T L le 3 -
4-(252)", 0o )1 pupirs 2R

C.Somigliana [5] oras P.Duhem [4] udowodnili, Ze przedstawie-
nie/4 3/ prsy pomoey potencjaiéw ¢ i j’ stanowi supeine roz-
wigsanie réwnaf /1.11/. E.Sternberg w pracy [5] przedstawil ar-
gumenty, uzasadriajgce zupelnofé rozwigzania generalnego sprzezc-
nych réwnai termospreiystosci /1.1/ i /1.2/ dla reprezentacji /73/
i zalozenia, ze funkcje ¢ i f' spelnisjq ukiad réwnah /1.9/ i
/1.10/. Do sprawy tej powrécimy w p.3 niniejszej pracy.
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Ukiad réwnai /1.1/ i /1.2/ mozna réwnies rozdzielié na uklad
réwnan niezaleinych pna inneJ drodze prezez wprowadzenie funkeji
wektorowe] }3’ i funkecJi skalarnej }z/ » Zwigzanych z przemicsz-

—

czeniem % i temperaturg w nastepujgcej postaci:

== A 2 — -+ i —
/A3 U = 7"'& Yg - %‘5’ dw ([7F) + ’o‘/*afrad}"’,
/1.94/ @.?@MZZ}?+ A_}f.ﬁag}y}

gdzie
/—"—'D-j‘%m?af '

Punkcje /"tb- i }V powinny speiniaé nastepujgce réwnania:

! —~
/1.15/ Uz 5?)_0'*“;\7%& =0,

/1.16/ Q}u =(0.

+xa+ e

Réwnania /1.15/ 1 /1.16/ otrzymuje sie przez podstawienie

/1.13/ i /1.14/ do réwnan rézniczkowych termosprezystodci /1.1/
i/1.2/.

Zwigzki /1.13/ i /1,14/ zostaly podane najpierw przez S.Kalis-
kiego [6] » PéZniej na innej drodze przez J.S.Podstrigacza
[7] 1 D.ridigera [8]

Zauwaimy, ze zwigzki /1.13/ i /1.14/ sg uogbdlnione na proble-

my termosprezystoscl funkeji naprezen, podanych przez A.Jacovache
[10] dla elastooptyki klasycznej. Jednak sposéb wyprowadzenia
awiazkéw /1.13/ i /1.14/, stosowanych w pracach [ 6, 7, 8] nie
zapewnia zupelnodci rozwigzan. Dow6éd zupelnosci rozwigzad dla
przedstawienia /1.13/ 1 /1.14/ jest podany w p.2.
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2. Twierdzenie o zupelnofci rozwigzan
Fiech %% t) 16/x%) beda rozwiazeniem uktadu réwnah /1.1/
i /1.2/ w obszarze B dla -oo<#<oo . Wiedy istniej teka funkcja
wektorowa ;79' i funkcja skalarna '}V s 26 przemieszczenie f/x,z‘}
i temperatura &(X %) 84 przedstawione prses /1.13/ i /1.14/,
a funkcje )5' i ¥ spelniajq réwnania falowe /1.15/ 1 /1.16/.
Na podstawie rozwigzania Stokesa-Helmholtsza istniejg tekie

funkeje ¢(X,ﬂ i }_:(X,f) ,%e
124/ U(xt) =grod g+t ¥, dv ¥ =0.

Wstawny /2.1/ do ukladu réwnen réiniczkowych termosprezystos-
ci /1.1/ i /1.2/. W rezultacie otrzymamy nastepujace réwnanie:

r2.2/  gmd [ ﬁ?’d‘g} A—é—smgmfﬁ
/2.3/ D@-?@V?’“ﬁ?'

Wyeliminujmy z tych réwnain temperature f i posiugujgc sie
réwnaniem /1.16/ otrzymamy w ten sposéb rdéwnanie

28/ W/J@W *,\d/z (DJ})+5_37~ g gract 10

Zdefiniujny obecnie funkcje 70_ za pomocy funkeji skalar-
—r

nej £ oraz funkcji wektorowej ’2’

125/ [=grads +A¢%;, oty



Nastepnie wstawmy /2.5/ do réwnania /1.15/ i dokonajmy na tym réw-
naniu operacji rézniczkowej D Otrzymamy w rezultacie réwnanie

2, DX_
281 grod (DTS ) % 7 (DRULF) + 507 =

Z poréwnsnia réwnad /2.2/ i /2.6/ wynika, ze funkcje F % /?'
powinny apeiniaé nastepujgce rdéwnania réiniczkowe:

rear D¢ =9 -f ¥,
/2.8/ 5??'=f

¥Wykonajmy na zwigzku /2.7/ operacje 52 i uwzglednijmy rdéwnanie
/2.8/:

2.9 27 =grd (55) o G

Watawny ‘ﬂ?tj’ z réwnania /2.9/ do zwigzku /2.1/. Otrzymamy
w ten sposéb réwnanie przemieszczenia 42" przez funkcje /‘W s

—_—

RN

PGl 5 2 A+24D)c
2.0/ U = 2‘77&5?}0 +%fm & iy (D=7 s
Zwaiywszy, ze

7241/ [Z:} =/f4%1 ﬁzic +%%j‘ fo s

przeksztalcimy operator przy f w zwigzku /2,10/ do postaci
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(D[P - 24 50)s =~ ZF4(D -422)v3

1212/ e %{éfﬁvjc.

Wstawiajge /2.12/ do /2.10/ i uwzgledniajgc wynikajaeg z /2.5/
zale3nosé

/2.43/ div F‘ =VeE,

doprowadzimy /2.10/ do postaci
e = 2B P~ Ml div (17 4 9

zgodnej ze zwiazkiem /1.13/.

Halesy jeszcze udowodnié slusznosdé wzoru /1.14/. W tym celu
dokonajmy na réwnaniu /1.1/ operacje diwergencji i wykorzystajmy
zwigzek divi = szé » wynikajacy z /2.1/. W rezultacie otrzymamy

. 2
/2.47/ F,,zp%,u)—f—ga— dev X ’)Tg-fZ/'a vo.

Nastepnie wyeliminujmy z réwnah /2.3/ i /2.17/ fznkcje jd 5
wykorzystujac réwnanie /1.16/. W rezultacie otrzymamy réwnanie

.V A+E 2
218/ 500+ ;\+2‘/4 "ﬁ”/r=a7z’ ‘—/th);w

Dokonajmy wresgcie na réwnaniu /1.16/ operacji diwergencji, co
prowadzi do zwiazku



dzaust %@ div X =-dev (5527

Wstawiajac /2.19/ do /2,18/ i wykonujgc na tym przeksztalconym
~f
réwnaniu operacje Q ¢ doshodzimy do zwigzku

/2.20/ @=g<% 0!01/@25}"’4. A;Z_@g;%

zgodnego z przedstawieniem /1.14/. W ten sposéb dowdd zupelnosci
zostal zakolczony.

Szczegblnym przypadkiem termospreiystoSci sprzezonej jest
tzw.techniczna teoria napreZen cieplnych, w ktérej poznaje sie
sprzezenie réwnad /1.1/ i /1.2/ przesz pominigcie wyrazu ?d&/f?f
w réwnaniu przewodnictwa cieplnego. Latwo wykazaé przyamuaqc 2'-—0
w réwnaniach /1.13/ do /1.16/ i wprowadzajgc funkecje G" =Dg }0
%e prawdziwe 2§ nastepujgqce zwigzki:

/2.21/ U = -—"{—‘i;'g 525— %‘{"’”5 _,7%?41:4’;&,

j2.22/ 0= %52}0

Funkcje 6: i }l/ powinny speilniaé rdwnania

/2.23/ 5?725:' ,\é’/} =0,

/2.24/ Dgzy, ’L;w'(%/_a) =0.
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Wreszcie w przypadku szczegdlnym elastoopiykl klasycznej mamy
2 2 — . — _ e
12251 L =22 [[ G~ 2fedin G, O=prmrxdivE

gdzie funkcja (7 spelnia réwnanie bifalowe

-——.

2-P

/2.26/ [72 #3 +§ﬂ4

Zwiazki /2.25/ i /2.26/ zostaly podane przez M,Jacovache [10] ,
a twierdzenie o zupelnosci tego rozwiazania przez E.Sternberga i
R.A.Eubanksa [11] .

5. Zwiazki miedzy potencjelemi ), 7 a funkejami 7, ¥
Rozpatrzmy jednorodny uklad réwnan /1.1/ i /1.2/. Przez wpro=
wadzenie wzordw /1.13/ i /1.14/ doprowadzamy ten uklad réwnan do
rownat falcwych

/3:/ U:Q'ﬁ'=0,
3.2/ S?}a =0.

Zauwaimy, Ze w mysl twierdzenia T.Boggio [12] » Tozwigzenie zéw-
nania /3.,1/ praedstawié moina w postaci

/3.3/ ?5-;' ?;'f_,‘_ _5_0’1,

Przy czym funkcje /w 7 powinny speimiaé réwnania

/3.8 Qp"= 0,
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/%.5/ [7;;5"”: 0.

Wstewiajgc /3.3/ do réwnania /1.13/ oraz uwzglednSajgc réwnsnia
/3.4/ L /3.5/ otrzymamy

s T B0 - 2ot [Tt ) 9™

2
Przeksztatémy obecnie wyraenie QF ", zwaiywszy, e $O= 4;D-
-m?% P X biorgc pod uwege zwigzek /3.5/. Po prostych przeksztal-
ceniach przy uwzglednieniu zwigzku /2.11/ otrzymsmy

139 RF = 325 (v F)

¥ ten sposéb bioraec pod uwage zaleznosci /3.7/ przedstawimy réwna-
nie /3.6/ w postaci

31 U= [V grad div 37 [+ K =y
grd v () =V [5") + ot (7
otrzymeny z /3.6/:

e %ﬁfﬁﬂ/ﬁp’?w«:{ M{ﬂ;;*r}ﬁ% grad .

ialxe jus obecnie sprowadzié zwiagzek /3.9/ do postaci Stokesa -
- Heimboltza

/5.40/ U = grad p+mly,
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Poréwnanie réwnah /3.9/ i /3.10/ prowadzi do nastepujacej trans-

formacji:
13 G- 2 div () + % ¥
rses Y == 2R (17,

ktéra wiate funkeje §, ¥ 2 fumkcjami &, ¥
Wykonajmy nastepnie operacje 0 na wzorze /1.14/. Otrzymamy
po wykorzystaniu réwnania /3.5/ nastepujqcy zwigzek:

/3.13/ D@=?9fd&v'ﬂ)g:?7+ A_;‘égﬁaz}a.

Przeksztalémy roéwnanie /3.4/, kbdére mozemy réwniez zapisaé w posta-
ci:

2
/3.14/ g A }B*’-/mgz?é vig Z0.
Wykorzystujgce zwigzek /2.11/ otrsymamy
2 —
st DI, g7'= - 24 vy 7!

Wstawiajac /3.15/ do /3.13/ 1 uwzgledniajae réwnanie /3.2/ decho-
dzimy do réwnania

/3.16/ D9=25217"/; %ﬁﬂéﬂ/ﬁﬁy’“/hﬁyj
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Ale wyrazenie w nawiasach kwadratowych réwna sie ze wzgledu na
/3.11/ funkeji ;5 . Hamy zatem

/5.17/ DQ-—f@ rég=0.

Rownanie to jest jednorodnym réwnaniem przewodnictwa cieplnego
/1.7/.

Pozostaje Jjeszcze sprawdzié, czy funkcje ﬁ, 7 s WyTrazone
przez funkcje }_Dh (X }V speiniaja jednorodne réwnsnie falowe
/1.9/ i /1.10/

2_-
/3.18/ 5?¢=O J JQX'_‘O
fatwo sprawdzié, Ze

/3.19/ Q¢=/-§9}u- ?‘7;*/—"4:&,0//"_{?;2’7-1 g,

a to ze wzgledu na /35.2/ oraz /3.4/.

Rownies i
ot [T == 2 wt(I0F)=0,

ze wzgledu na roéwnanie /3.5/.
¥ przypadku teorii maprezen cieplanych, w ktore] poznaje sieg
sprzezenie pola temperatury i pola przemieszezen, otrzymuje sie

semiest transformacji /3.11/ i /3.12/ nastepujacas

o Ge-LfdivG Ly,
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-

/3.22/ j‘=—%&’ff’f§ ; & =Dy

—
Przemieszczenia 2¢ 1 temperatura & okreélone sg tu przez
zwiqzki /2.21/ i /2.22/ i winny speiniaé réwnania jednorodne

pasr Q[IGC=0, DOy=0.

Latwo te% wykazaé, ze funkcje /(ﬁ, )_7" okreélone zwigzkami /3.21/
i /3.22/ spelniaja réwnania

s3an [ p=mB, [Zi'z".-.ﬁ , D8=0.

W przypadku klasycznej elastooptyki wzory /3.21/ i /3.22/ prze-
chodzg w

/3.25/ gﬁ-—-— Asths diw (7,

/3.26/ j{":— Astlhs ot (>

zgodnie z wynikiem otrzymanym przez E.Sternberga [ 5] W
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