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ENERGETYCZNA INTERPRETACJA STANOW KRYTYCZNYCH
W CIAZACH LEPKOSPREZYSTYCH

Z.Bychawski, W.0lszak

1. Uwagi wstepne

Jako stan krytyczny ciala lepkosprgzystego rozu-—
miemy taki stan, ktéry bezposrednio poprzedza zmiany jakos—
ciowe 1 zwizzane z nimi zmiany ilosciowe W zachowywaniu sig
oSrodka pod wpiywem dziatan mechanicznych. Oznaczz to, na
przyk2ad, ze ciaXo lepkosprezyste, ktére do chwili osiggnig-
cia stanu krytycznego zachowywalo sig liniowo, przeznodzi
z chwila jego osiagniecia w stan jakoéciowo réiny, opisany
nieliniowym réwnaniem konstytutywnym. Stan krytyczny moze
oznaczaé¢ réwniez stan przejscia ciax lepkospreiysiveh z za-
kresu procesédw nieustalonych do ustalonyech i na odwrdt,
itp.

Zagadnieniom standéw krytycznych eial lepkospre-
zystych poswigecono, jak dotychczas, malo uwagi. Doiyezy te
zardwno prac teoretycznych jak i dodwiadezalnych. Zagaanie=-
nia te sz obecnie bardzo aktualne i niezaleznie o¢ zZnacZe-
nia teoretycznego posiadaja duzy aspekt praittyczn: . »iormu—
towanie odpowiednich kryteridw dla standw krytyczuy::. ziaZ
lepkosprgzystych pozwoliZo by na okreélenie czasu cilisnig—
cia przez te ciaza tych standéw droga prostego doswiacczenia
w zXozZonych warunkach zjawisk reologicznych.

Osrodek lepkospregzystv ogdlnie uwazamy jako osro-
dek zlozony z dwoch faz!sprgzystej i lepkie). W doiycheza-
sowych sformutowaniach kryteridw standw krytycznych dla



ciat lepkosprezystych faz tych nie uwaza si¢ za réwnorzedne
w sensie odpowiedzialnod$cl za przejécie oérodka w stan kry-
tyczny. Pojecle stanu krytycznego wigaze sie mianowicie z
fazg spresystg. Na przyklad Reiner i Weissenberg [2] poda-
11 koncepcje kryterium stanu krytycznego dla ciai z tarciem
wewnetrzaym, w my$l ktérej uplastycznienie osrodka zachodzi
wtedy, gdy energla magazynowana w osSrodku osigga pewna Scié-
le okreélong wielkosé. W szczegélnoSci Reiver [3] zastosowal
to kryterium do pewnego typu oérodka lepkosprezystego /mo=-
del Poyntinga-Thomsona/.

Wydaje sle, ze dotychczasowe pode jScie winno byé
uzupeinione w tym kierunku, aby oble fazy claxa lepkospre-
zystego uczynié wsovi::dnowledzialnymi za prze jScle w stan
krytyczny /por. [4] /. Nie ma przesitanek, aby twierdzié,
ze piyniecie fazy lepkiej w odrodku lepkosprezystym jest
nieograniczone, stwierdzamy bowiem do$wiadczalnie w pewnych
t7pach claz tzw. zniszczenie lepkle. Z drugiej strony, ist-
nie ja ciala, ktére w ogéle nie posiadaja zdolnodci do akumu-
lowania energil. Odpowiednie kryteria dla standéw krytycznych
takich ciaz muszq byé zwigzane z energis dysypowang. Z po-
wyzszych fakt6w wynika wniosek, Zze w ogdlnym przypadku
wsp6tdziatania obu faz w odrodku lepkosprezystym nalezy uwa-—
saé, przy badaniu standw krytycznych,'fazy te = zgodnie
z koncepcja autoréw - jako réwnorzedne. '

W dalszym ciggu bedziemy sie¢ zajmowaé zagadnieniem
stanéw krytycznych dla liniowych osrodkéw lepkosprezystych,
bazujac na odpowiedniej interpretacji modelowej, w ktdrej
ograniczymy si~ do dwéch podstawowych elementéw skzadowych,
-Jekiml sg lini wa sprezyna 1 lepki tZumik.

2, Eryterium energetyczne stanu krytycznego dla liniowych
clar lepkosprezystych

Rozwazmy model reologiczny ciaza lepkosprezystego
o charakterystyce liniowe j. Dla modelu tego mozemy utworzyé



nastepujace wyrazenla
/2.1/ oy =2 Z anzn s Mg = Z "Zanf'n 4
m m

gdzie G 1 Wzn sa odpowiednio stezymi sprezystymi i wspli=-

czyonikemi lepkoseci, wﬁn jest energia wiséciwg postaciowg
pojedynczego elementu sprezystego n, zad Dvi',ﬁ:l - mocg wias-

ciwg dysypacji zwiazeng ze zmiana postacl pojedynczego ele-
mentu lepkiego n. Tutaj D oznacza operator rézniczkowania
po czasie D = d/dt.

W dalszym ciggu wielko$cl /2.1/ wprowadzone umow-
nie nazywaé bedziemy odpowlednio zredukowanymi emergilami:
sprezysta 1 dysypowang, rozumiejgc przez to, ze wielkosci
te sg zredukowane wymlarowo.

Zaleznodci /2.1/ utworzone zostaly przy zaZoze=

niu, ze skiadowe energie wgn i wgn WyrazoXe sS§ przesz

skXadowe dewiatora naprezenia sij.

W analogiczny sposdéb mozna utworzyé wielko$ci
/2.1/, wyrazajac skiadowe energie przez skiadowe dewiatora
odksztaicenia eij' Otrzymamy wtedy

. % 1 =251 P
/2.2/ Vg =3 Z § Yen 0 =%/ DV ®
m =2 m qzn

W ogblno$ci wielkoéci /2.1/ 1 /2.2/ sa zalezne
0od wspéirzednych przestrzennych, w ukZadzie ktdrych rozwa=-
zamy odrodek lekosprezysty, przy czym dla ustzlonego punk-
tu oérodka mamy

/2.3/ W = WE + WD 1

gdzle W Jest catkowits wiasdciwg energia zredukowang.
Wprowadzimy dzlej pojecie wspdczynnikéw roz=-
dziaXu energii, ktdére zdefiniujemy w nastepujgcy sposcéb;



/2.5/ Ry =wp/mo % =WyW,

Wspbé2czynniki /2.5/ sg w ogélnoS$ci bezwymiarowymi funkcjami
czasu 1 spekniajg warunek /dla dowolnej chwili czasu t/

/2.6/ RE +3€D = const =1 .

RozkZad cazkowitej enmergii /2.3/ na dwa skadniki
Vg = 9tEW-energig magazynowang 1 Wy = 2 W - energi¢ dysypo-
wang jest zalezny od wewnetrznej struktury cliat lepkospre-
zystych, to znaczy wynika ze sposobu powigzania elementdw
faz sprezystej 1 lepkiej w modelu reprezentujgcym te struk-
ture oraz od ich fizycznych charakterystyk.

Jezell utworzymy z kolei stosunki wspélczynnikéw
rozdziatu

®_ - %R ©_ - Ay
2.1/ ®g = Fg/ Fp s Pp= Y Ty o

to wielkoéci te stanowig charakterystyki rozmaitych typéw
oérodkéw lepkosprezystych od czysto-sprezystego /9% =0,

GOD = 0/ do czysto-lepkiego /ﬁh = 0,(%3 = 0/. Jest rzeczg

oczywista, Ze zaréwno wspbiczynniki rozdziazu /2.5/,- jak
1 charakterystykl /2.7/ muszg sie wyrazaé przez imnne funk-

cje charakteryzujgce oérodki lepkosprezyste, na przykiad
funkcje petzania lub relaksacji. Wynika stad, ze wprowadzo=-
ne tutaj wielko$ci bedg okre$laty wtasnoécil osrodkéw lepko=-
sprezystych z energetycznego punktu widzenia i bedg stano-
wity réwnorzedr: z innymi charakterystykl fizyczne.

Warunek osiggniecia przez oSrodek lepkosprezysty

stanu krytycznego w danym jego punkcie napiszemy w postacl

/2.8’( (xEq. 3'e':D) w=k2 ?



gdzie k jest pewng statg charakteryzujace stan krytyczny.
W szczegélnodcl dla formy przedstawieniz energii zredukowa=-
nych /2.1/ k ma znaczenie naprezenia krytyczuego, zas dls
formy /2.2/ = odksztaicenia krytycznego. Z chwilg osiagnie-
cla tych wlelkoéci krytyczruych nastepuje jakodciowa zmiana
w zachowaniu sie oérodka lepkosprezystego.

Sformutowany tutaj warunek /2.8/ posiada te zale~
te, ze uwzglednia enmergetyczny wpiyw obu faz spreiystej i
lepkiej na stan krytyczny, 2 w szczegblnodei pozwela na
prze jécie do warunkdéw dla skrajnych prz;pedkéw osrodkdw
czysto-sprezystego 1 czysto-lepkiego

= o2 Y - ,
/2.9/ W, = k2 ; v, = kg J
gdzie znaczenie stalych k; i kD jest oczywiste. Warunki
/2.9/ wynikajg z /2.8/ jako szczegblme przypadki przy zaZo-
zeniu odpowiednio QEE =0 1lub 9€D =0,

Niezaleznie od warumku /2.8/, ktéry wykorzystuje
pojecie emergli zredukowanej, mozna wprowadzié analogiczny
warunek dla calkowitej energii "naturalnej" w, to znaczy

/2.0/ (b, + b )w = x>

gdzie

/2.,11/ w = W, ot W he = we/w y b, = wv/w i

2
powang, za$ he’ h - wspé2czynnikami naturalnymi rozdziaiu

Tutaj Woy W, 58 odpowiednio energiami magazynowana 1 dysy—

energil. Podobny warunek moze dotyczyé réwniez caikowite]
mocy

s2.12/ (b, +h )ow = k>
.gﬂzie

/2,13/ Dw =Dw, + Dw_,

e = DW /Dw , Ev = Dw_/Dw .



W dalszym ciggu zajmiemy sig¢ okreéleniem wyrazeh
energetycznych dla charakterystycznych ogélnych typéw osrod-
k6w lepkosprezystych.

3. Podstawowe réwnania energetyczne

Ograniczamy sie do rozwazenia liniowych oérodkéw
lepkosprezystych 1 zaktadamy przy tym, Ze warunki ogranicza-
jace wielko$é przemieszczeh sa speXnione. W konsekwencji te=-
go zatozenia teusor odksztaXcenia mozna uwazaé za wielkosé
maxz /tensor matych odksztaiced/. Ma to o tyle istotne zna-
czenie, %Ze przemieszczenia w odrodkach lepkosprezystych mo-
ga 0slzgaé niekiedy znaczne wielkoéci. ZaloZenie 0 malo$ci
tensora odksztalcenia przypadek taki wyklucza.

Dalsze ograniczenie dotyczy 1losci clepza wytwa-
rzanego przez faze lepka w procesie dysypacji doprowadzane ]
energii, ktdra w naszych rozwazaniach przyjmujemy jako mala.
Nalezy to rozumieé w ten sposdb, ze zmiany temperatury wywo-
tane dysypacjg energll, a co za tym idzie przyrost entropii,
nie maja wpiywu na wiasno$cl mechaniczne o$rodka. ZazozZenie
powyzsze ogranicza zatem nasze rozwazania do zakresu maiych
tensordéw lepkiego ptyniecia., Pominiete zostaja rdéwniez wpiy-
wy zwigzane z oddziaiywaniem sit masowych 1 siZ bezwladnoSci.

Jako podstawowe rdwusnie energetyczne przyjmuje—
my prawo zachowanila energil, w ktdérym pomljemy niemechanicz-
ne formy energii. Billans peiniejszy uwzgledniony zostanie
w oddzielnym studium.

Tersor ddksztaXcei catkowitych og$rodka lepko-
sprezystego mo. :my przedstawié w postacl sumy tensora od-
ksztazcenia sprezystego i tensora odksztazcenia lepkiego

e v
/3:.1/ 313 = EiJ + Eij'

wskaZniki e 1 v, tutaj 1 w dalszym ciggu, odnosimy odpowied-
nlo do fazy sprezystej 1 fazy lepkie].



Rézniczkujgc wzbr /3.1/ wzgledzm czasu, otrzyma-
my analogiczny zwigzek dla tensoréw predkoSci odksztaXcenis

o e v
132/ neiJ = Daij + D&‘.lj,

gdzie przez D oznaczono operator rézniczkowania D = d/dt.

Z druglej strony tensor odksztazcenia cazkowlte-—
go mozna przedstewié jako sume tensora kulistego £ 1 de-
wlatoras odksztaZlcenia eij

0, i#j
1, i=j

§

s 5 =5 €, 9ij

/3.3/ Egy =89, % ey,

J

W delszym clggu zakladamy, zZe deformacja obje-
tosci osrodks lepkosprezystego jest w ogbélnodcl funkcejg
czasu /w szeczegblnodci zachodzi identycznie jsk dla fazy
sprezystec i/. Wtedy mozemy napisaé dewiator odksztalcenia
calkowitego w postaci

/3-4/ e = g + G
oraz na podstawie /3.1/

-+

/3.5/ €y =608, +

eij eij i

Opierajgc sig¢ na odpowiednlo uwogélnionym modelu
me chapicznym odrodka lepkosprezystego i rozwsz:jnc stan
przestrzennej deformacji tego odrodke, mozemy przedstawld
tensor odksztaXcenia catkowitego przez fensory odrcctaXce—
nia poszczegélnych elementdw skiadowych sprezystyci i lep-
kich tego modelu. Modelem takim moze byé na przykiad uogbl-—
niony model Maxwella, skadajacy sie z elementéw Maxwella
poXgaczonych réwnolegle. Model ten jest z kolei réwnowazny
ciggowl modeli Kelvina poXgczonych szeregowo ze sobg oraz

z elementem kaxwella. W ten sposéb dla n=tego elementu



sprezysto-lepkiego otrzymujemy z warunkéw kinematycznych
zwigzek

/3.6/ 8’23 = siljlq-a.jv:le ] /n=1,2’oam/)

natomiast deformacjes caikowita okreélona jest tensorem

n
to znaczy deformacja wszystkich elementdw jest identyczna.
Biorac pod uwage rozktad tensora /3.5/, mozemy
wz0r /3.7/ przedstawié jeszcze w postaci

/3.8/ = 1 en vo
81;; £ Sij toegy toeyy.

Tensor naprezenia w oérodku lepkosprezystym
przedstawimy w postacl sumy tensora kulistego naprezenia
S oraz dewiatora naprezenia 84 5

/3.9/ 63=ggij + 8

1 1j ? 3 ke .,

Dla n-tego elementu lepkosrrezystego przyjetego
modelu oérodka otrzymamy z warunkéw statyczaych

/3.10/ B35 =8"8,,+s}; , 8% = 36,

a naprezenie cz51lne dane bedzie przez tensorx/.

A 8y 0y Bhy s Sug anf D sty .
m " m .

—
x/ W dalszym ciggu przez sume 2_, rozumiemy R
- m ="

m

m 1



Zgodnie z podanym na wsteple zaXozenier o pra-
wie zachowania emergil, przyjmujemy je w postacl '

/3.12/ Dw = Dw, + Dw,

Prawo to okres$la moc catkowlits doprowadzong do osrodks jako
sume¢ mocy magazynowania przez faze sprezystg 1 mocy dysypa-
¢jl przez faze lepka. Moc cezkowita réwna jest mocy napre-
Zeh

/3.13/ ™w=06 Dg ,
1] ij

Podstawlajgc do powyzszego réwnania wyresienia
/3.3/ oraz /3.9/, otrzymujemy

_ 0
/3.14/ Dw = 36 D& + syDey; = Dw o+ le’,

gdzie w° oznacza energle zwlazang ze zmiang objetosci,
natomiast wP energie zwiazang ze zmiang postaci.

Podstawisjac z kolei zwigzki /3.8/ 1 /3.11/ do
réwnania /3.13/ orez uwzgledniajac oczywiste réwnosci

/3.15/ el =¢, ) g% =¢&
m
- mamy
n en n vn
/3.16/ Dw=3@GDE+s 13Pe55 * SyPeyy .

W wyrazeniu powyzszym /1 w dalszym ciggu/ przyj-
mujemy umowe sumacyjng w celu uproszczenia zapisu. Umowa
ta odnosi sig¢ do wszystkich ;owtérzajqcych sie wskaZnikow
dolnych i,j = 1,2,3 oraz gérnych n = 1,2,44.,m, Przy czym
te ostatnie wskafniki nie sg wskagfnikami tensorowymi.



Jezell oznaczymy

P_ .0 el - vn
/3.17/ DW= sjDely Dw? sijDe} i
jako odpowiednio moc magazynowanej i dyéypowanej energii
odksztaXcenia postaciowego, to wéwczas zapiszemy /3.16/
w postacl
/3.18/  Dw =Dw°’ + Dwb + Dwo,

Dla uogdélnienego modelu Kelvina /polaczenie sze-

regowe elementu Maxwella + m elementdéw Kelvina/ mozemy
napisaé zwiazki

/3.19/ & _Zgria, - ‘Zan - e?d ;
n J m

13 1j

oraz

13.20/ 6, 3

n en v
8 Sij+sig+ S'yy .

Wprowadza jgc powyzsze wyrazenia do rdéwnania
/3.13/, otrzymamy przy uwzglednieniu zaleznosScl

/5.8 g° o) z et =g
J o J
moc catkowltg w postaci

/3.22/ Dw - 38De+ s dDen I?Deij

)
gdzie sumowanie, zgodnie z wprowadzong umowg, rozclgga sie
na trzy wsikaznixi: 1,j oraz wsksZnik porzadkowy n .

Réwnanie /3.22/ jest réwnowazne zwigzkowi /3.16/ wyprowa-
dzonemu dla uogdlnionego modelu Maxwella.
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W ogbélnos$cl dla dowolnego oSrodka lepkosprezys—
tego réwnanie /3.13/ mozna zapisaé w formie

/3.23/ Dw =36Dg+ si?Dei? + s‘{gne‘fj‘

Catkowitg energie réwng pracy napregzefi otrzymamy
catkujgc réwnapnie /3.23/ po czasie w granicach od O do t.
Bedziemy przy tym zakiadali, Zze w chwill t = O poziom ener-
getyczny odpowlada energil zamagazynowanej w oSrodku wsku-
tek patychmiastowe]j deformacji sprezystej wywotanej poczat-
kowg wartosclg tepsora kulistego naprezenia oraz poczgtkows
wartodcig dewiatora naprezenia

/3.24/ (o) = o0, 5 4 (0} = o,
tak ze

przedstawia "zerowg" emergie sprezystz. W ten sposdéb mamy

/3.26/ w =Dt

P -1/( .eny en\ =1{.vn, vn
pw =307 g pe)+nt ( s33mes]) 407 (s e ] i
z warunkiem poczatkowym /3.25/.

Jezell oznaczymy

21/ w° = 570, W8 = 5 Hegiegd), wBerteTine}3),

to woéwezas na podstawie zwiagzku /3.26/ mozemy napisad

/3.28/ wa=wl +w o+ oW
e v 5
gdzle pilerwszy wyraz prawe]j strony przedstawia energie
zmiany objetos$ci, drugi wyraz energle spreiysts zmiany
postaci, a trzecl emergie¢ dysypowang zmiany postaci.
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W ogélnodci w® przedstawia sume energii sprezystej i dysy-
powane] przy zmianie objetosci.

Podane formuly zastosujemy do badania charakterys—
tyk energetycznych okreslonych typéw oérodkéw lepkosprezys—
tych.

4, Ogdlne typy oérodkéw lepkosprezystych i operatorowe
formy emergiil

Zakzadaé bedziemy w dalszym ciagu, Ze wspéczyn-—
nikl fizyczne charakteryzujgce faze spreiysta 1 faze lepkg
o$rodka lepkosprezystego sg niezalezne od czasu, za$ funkcje
peizania i relaksacji zalezg od réznicy argumentdw (t=7).

Rozwazamy o$rodek, ktdérego cazkowita deformacja
okresSlorna jest temsorem

gdzle dowolna sktadowa deformacja dana jest operatorem

/he2/ E;’j = BT (D'r 513)) D, =93/,

Operator ten przyjmujemy w postaci
t
4.3/ P02 = g £(T)ES (t-7) aT,

0

Rév anie /4.1/ zapiszemy w postaci operatorowej,
a w tym celu wprowadzimy operator

ey t v
?°s =ZP§£ = S £ mZ Ko (t-T)dT = g £(x)X°(t-7)dz,
M 0 N )
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gdzie oznaczono

s/ KC(8) = 2 x (¢t).
m
Wtedy réwnanie /4.1/ przyjmie postaé

T

L]

be6 ,.,
bl &, 57 (0.€,,)

Jezell przyjmiemy warunkil poczatkowe dle tensora
naprezenia oraz funkecji K w formie

/4.7/ 4 _ c -

iy (o) = 0, £ (0) = o,
to wéwezas do operacji /4.6/ stosuje sie prawo przemiennod-—
el

heet €4= 10D (¢ gij) ’

gdzie

£
/4.9/  DP°f =D S £ (7)E® (t-7)az.
[s]

Podstawiajac zwigzek /3.S/ do rdéwrpaniz /4.6/,
otrzymujemy

$)& + P (Dsy,),

/i.10/
€; 1j T1j

13=P°(D

T

gdzle znaczenie operatordw P .p jest nastepujace |

JELIT) % §
2% - £(x)k® (t-7)aT , Pf = S £ (DK (t-7)dT .

0 o
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Operator p° zwiazany jest z deformacjg objetodciowa, a

K° jest funkcjg petzania objetoSciowego, zaéd operator

P o¢::31 sie do deformacji postaciowej, dla ktérej funkecje
peizania reprezentuje K. Analogicznie jak poprzednio,
przyjmujemy waruoki poczgtkowe

/4.12/ 6(0)= 0, 8 (0)= 0, k°(0)=0, k(0)=0,

dl; ktdérych réwnanie /2.10/ moze byé przedstawione w pos-
taci

= 0~y 5

Utworzyny obecnie odpowlednie wyrazenia energe-—
tyczne dla rozwazavego oérodka lepkosprezystego. Réznicz-
kujaec wiér /2.8/ po czasie, mamy

/4.14/ Dg = o2 (e
iloc cazicowitg paprezen otrzymemy mnozac /4.14/

przez tensor naprezenia

/4.15/ Dw=6 DE = G Da(PCE

1] 1ij 1j 13) )

a stad przez catkowanie znajdujemy energle catkowita

-1 -1 2 (. ¢
4,16 =D"Dw=D"|8 D (P& ]
el = [ij (#° 81y)

Zuaczenie operators wystepujacego w réwnaniu
/4.16/ jest nastepujace !

; £ £ | ¢
D"l’_tf:z{z’cf]} S{ f[t]g 2 T)D‘?Kc(t-?‘)dt}dt ¥ mz‘(o')g £2(7)dz=
0 o] 0
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tt
o

= S\ £ ('Z'l)f('fé) Datlxc ('51-'52') dtld'rz + DKG(O)S f?'{"f') d-c’
00 9

/4.17/

2 242
gdzie D, =9/0t , D,Cl =2 /37:{ .

W celu rozdziaXu mocy na moc zwlgzang ze zmizng
objetodSci 1 moc zwigzang ze zmiang postacil, podstawiamy
/3.9/ do réwnania /4.15/. Otrzymujemy w ten sposéb

/4.18/  Dw = & D2(2%)+ sijn2 (Psij) )

Stad, stosujgc operacje¢ odwrotng, zmajdujemy energie caz~-
kowitg

/b:19/ w = n"l[e;nz(rf’s)] + o, 0 (Psij)] "

Tutaj operatory majes nastepujgce znaczenia

/4.20/ £t
D_l[fDZ(Poi’)J= SS 2(7) 2 'C}n.r E'.O('c 'c) a7d7, +
% oo =

+ DK° (O]S ryar,

0

/421 "

t
-1\ .2 2
D \_ﬂ) (Pf}] = gg £(7) f('rz) D,L,l K(rl_ 2)d71d72+ DK (O)E 2yat
0
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Na podstawie formu /4.18/ oraz /4.19/ mozemy napi-
saé teraz odpowiednie wyrazenia dla mocy i energil zwiaza-
nych z deformacjg objetoScliowa 1 deformacjg postaclows

/b.22/  Dw° =60 (2%), w° = n'l[s 0? (2%)]

/4.23/  DWP = s, 0% (Psy), WP = [ sy 0[Py )] -

W celu uzyskania wyrazefi dla mocy zwigzanych z de-
formacja postaclowg sprezysta i lepks skorzystamy z zalez-
nodei /3.22/ oraz /3.23/, gdzie pominiemy czony zwigzane
z deformacjg objetoseci.

Uwzgleaniajac powyzsze znajdujemy, Ze moc odniesio-
na do deformacji postaciowej przyjmuje forme

_ .en..n vn, n
/b.24/) DwP = sjjey; *+ Sy3Dey
gdzie
en _ n vn _ n
/4.25/ Sy = 2Gneij y 8y = ZQIBDeiJ .

Tutaj Gn ’ Wn sg statyml filzycznymi dla faz sprezystej

1 lepkiej. Nalezy zeznaczyé, %e wprowadzona umowa sumacy jna

dla wskaZpikdéw n nie obowiazuje w przypadku wzoru /4.25/,

poniewaz znajdujg sie one na réznych poziomach.
Podstawiajgc zwiazki /4.25/ do réwnania /4.24/,

otrzymujemy

n n n n
/4.26/ Dw¥ = 26,y Deyy + 27 DeyDeyy,

Na podstawie /4.2/ oraz /3.20/ mozemy napisaé

/4.27/ e?d = pP8( Dsij 3
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a wtedy moc zwigzana z deformacjg postaciowg wyrazil sie
przez catkowlty dewlator naprezenia

/4.28/
Dw?=26,P* (D, ;) D[Pn (04 ;1)] 2D [Pn (]?,sij )]D [Pn (D?u)]

Z powyzszego wzoru moc zwigzana z deformacjsg
sprezystg ma postaé

/4.29/
pw? = 2Gnrn(q:sij]n[rn(nrsi 5)] = ZGnD[Pn(sij)]Dz[Pn (sij)],
zaé operacja odwrotna daje energie sprezysts w formie
/4.30/

R L LS00 (ORI JORL I

Ostatni operator wzoru /4.30/ ma nastepujgce znaczenie

t ¢
[DPn£] = S S £ (7)) £(7,) DK, (t=7) 3K, (¢-7,) é7, 4T,
00

Dla mocy zwigzanej z deformacjg lepks, czyli dla
mocy dysypacjl, mamy na podstawie wzoru /4.28/
/4.32/

2 n 2.1 2
Dw? 2"3nD[P (e, ) D[P (ps 13] 2'?::[” (53]
gdzie ostatni operator ma nastepujace znaczenie:

/4.33/

[DaPnf}a = S T f(fq) 2(7,. *an(t—*rl)h%;n (t-—zé) 4747, +

o

t
+ 2DKn(_0)f (%) S £(t) I}2Kn (t=T)aT + [Knn (0)¢ (t)]2

(=]
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Stosujac do wzoru /4.32/ operacje odwrotng, obli-
czamy energlie dysypowang

/638 wE = D7lpag = 29 DL [ 07" (s, )],

gdzle operator ma postaé
/4.35/ ttt

n'l[nzpnf:lz = Hg £(z) £ (@) DK, (t-7) DK (t-7,) dryatyat

000
tt t

+ 2DK_(0) gg £(t) 2(z) D°E_ ( t=7) atdr +[n1{ntoﬂz g £37)ar.
oo [+]

Operatory /4.31/, /4.33/ 1 /4.35/ nalezy rozumieé
jako sumy operatoréw, gdzle sumowanie odbywa sie¢ po powta=—
rzajacym sie gbéroym wskaZniku n = 1,2jeeell &

Rozwazymy z kolel oérodek lepkosprezysty, w ktdé=-
rym calkowite naprezenie okreélone jest tensorem

mL g B Pel, (),
m

gdzle dowolny tensor skladowy dany jest operatorem
n _ 0
/4.37/ 613 = Q% (D.(eij) .

Operator Qg £ postaé
t

/k.38/  QQf = S 2(x) B (t-7) a7 ,

0
w ktérym Rn ma znaczenle funkeji relaksacji.
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Biorgec pod uwage, Ze

/4e39/ ¢ ¢
—
%t = 2, gt = S f(‘t‘)z RS (t-7)az= g £ (0)R® (t-<r)a=
m m g
0 0
gdzie

—
e/ RE(8)= ) RS (t),

m
mozemy zapisaé rdéwnanie /4.36/ w postaci operatorowej

_ At
Jbet1/ Gij = 0" (D644) -

Podstewia jac zwigzek /3.3/ do réwnania /4.41/,0trzy-
mujemy

sz Sig = (D) 513 +Q (D) S

w ktérym operatory majs nastepujace znaczenis

683/

Q¢ = 8 2(r)R® (t-v)az , Qf = £(7) R (t-7)d7T .

O L— Jetr

o

Operator Q° zwlgazany jest z hydrostatycznym sterem napre~
zenia, a R® jest funkcjg relaksacji objetosSciowej, nato-
miast’operator Q odnosi sie do dewiatorowego sianu napre-
zenia, zaé R jest funkcja relaksacji postaciowej.

Warunki poczatkowe zakiadamy, dla tensovow od=
ksztaXcenia, dew.atora odksztaxcenia orsz funkcji relaksacji.
w formie

bbb/ €45 (0)= 0, £(0)= 0, e”(o)= 0,

R®(0)= const , R® /0/ = const , R(0)= comst.
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Dla powyzszych warunkdéw poczatkowych okres$limy
obecnie odpcwiednie wyrazZenia energetyczne rozwazanego
oérodka lepkosprezystego.

Moc catkowits otrzymamy, jezeli utworzymy naste-
pujace wyrazenie

c
/b 45/ Dw=’5ﬁDE,.lj = D40 (n,s”) g

za$ energia catkowita bedzie réwna

/b.46/ W =D lDw = D-l[DE:L:IQ (Dr‘sia’]

Ostatni operator ma postaé

Jh. 47/ t t
~1[£e%]= SS £(r) £(E)RO(T-T) a7y de,
(=

W celu rozdzielenia mocy -cazkowltej na moc zwig-
zang z deformacjg objetoécl oraz na moc zwigzang ze zmiang
postaci, podstawiamy /3.3/ do réwnania /4.45/. Mamy w
ten sposdb

0
/4.48/ Dw = Dg Q%(D.€)+ Dey ;0(D, 054) .
Stad, stosujgc operacje odwrotng, znajdujemy energie

Jbab9) W = n‘l[nso“(nrg)} P [DeijQ(I!reiJ)]

gdzle oper:c.ory sg nastepujace:

/4.50/

0~ {20%]- 2y 2(x ) RO (7,_T,)d7, 4T
1 2 1-2"""1 "2,

/4.51/

p~Jroz |-

£(z) £ (rz)a(tl—ta) 47y 47T,

eey* o *
O3 o3 ¢t
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Na podstawie otrzymanych wyrazen /4.48/ i /L.i%/
mozemy teraz napisaé¢ odpowiednie formu:iy ila mocy oraz dla
energii zwigzanych z deformacjg objeicsc uwg i deformacjag
postaciowg. damy w fen sposéb'odpowiedniv

/.52/ D° = DeQC(E), w = 17 De ¢°(pe)]

/4.53/ DP = Dey QD eyy), WP = D‘l[neijcz;'_nfeijﬂ

W celu uzyskania z kolei odpowiednich wyraser
dla mocy magazynowaniz i moecy Gysypacji zwigzanych z defor-
macjg postaciowsz, rozwazymy formuly /3.22/ lub /3.23/, nomi-
jajac czlony objetosciowe. Uwzgl&éniajgc, Ze moc zwigzana z
deformacjg postaci ma forme

a en n v

gdzie
g ¢}
/u.55/  Deij '2"" Dsiy s Dejy = rol

/tutaj G_ oraz B3 staiymi fizycznymi dla faz, odpowied-
n "ln
nio, sprezystej i lepkiej/, otrzymujemy

Ds? + —l—sl} st

P o1
/4.56/ Dw 13 By 13545 ¢

26 51-
WyraZenle DOWYZsze przedstawia moc naprezern dls
deformacji postaciowe]j okresions przer ocpowiednie Iors
kwadratowe skiazdowych dewiatordw napreieniz.
Bz podstawie /4.37/ oraz /3.8/ .ofemy napiza.

Jb.57/ “ga‘qn(ﬂ-:ﬁij) ’

a wtedy moc zwigzana z detormz:jz postaciowg wrrazi sig
przez calkowity dewiator predkosci . ..sztalcenis
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/1.58/

Stad dla mocy 2zwigzanej z deformacjg spreiysts mamy

/B8.59/ D“g - ggi Qn(qgij) ancqgij) ’

za§ przez operacjg odwrotng znajdujemy samg energie magazy-
nowang

1 1 2
/4460/ wg =T§; Qn(]:']reij)qn(nt °1;1-) T [Qn(nzeij)] .

Ostatni operator wa tutaj postac
, 2 t %
/4e61/ |QP2] = SS £ (7)) 2(5,) B, (t-7)R, (t-7,)dT4a7, .
oo

Dla moey dysypacji mamy z kolel na podstawie wzo-
ru /2.58/

1 1 2
/ha62/ 1’“3‘E.,l_nqn(nzen]“n(nzaij)‘E’ﬁ;[qn(nreij)] ’

skad przez operacjg odwrotng znajdujemy energig dysypowang

1 2
ey 7 [ )]
/4.63/ v 2?11 D Q (D'ceij) 3
gdzie operator posiada nastgpujace znaoczenie
/4.64/ ttt

n-l[qn£12 “ Sgg 2(r) ¢ (1:2) B, (t-7) By (t-7,)d 7 dgdt.

000
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Pogane powyze ] wyrazenia energetyczne dla mocy
i energii obliczone w dwéch zasadniczych przypadkach oérod-
kéw lepkosprezystych: osrodka pexzzajgcego i oSrodka relaksu-
Jacego, stanowig fizykalng charakterystykg tych osrodkéw. Ze
wzgledu na to, ze przy wyprowadzeniu tych wyrazeid . opieralis-
my sig na modelach reologicznych o nieciggiych dystrybucjach
czasdw opéznienia i czasdéw relaksacji, wyrazenia energetycz~
ne majg rowniez nieciggly charakter.

5. Operatorowe formy energii przy dowolnej dystrybucji
czaséw opdsnienia i czasdw relaksacji

W celu okreslenia form energii w przypadkach
ofrodkéw petzajacego i relaksujacego, rozwazonych w paragra-
fie 4, przy dowolnym rozkiadzie czaséw opbznienia i czaséw
relaksacji, dokonamy przejscia granicznego w prawach konsty-
tutywnych tych osrodkdw, zaktadajgc, ze ilos¢ elementdédw re-—
prezentujacych ich wiasnosSci wzrasta nieograniczenie.

Pelna deformacja dla dyskretnego ukizdu uogdl-
nionego modelu XKelvina dana jest wzorem sumacyjnym /4.1/.

W dalszym ciggu ograniczymy sig do rozwazenla wyZacznie de-
formacji postaciowej; wtedy zamiast réwnania /4.1/ mozemy
napisaé

51/ ey (t)= ) egj'(tl,

gdzie deformacje skiadowe dane sz operatorami tipu /=.27/.
W celu sciparakteryzowania dowolnego roizzadu

czasOw opdznienia k posiusymy sie nastgpujgeymi zwisniaomil

(m)

— (m}_,. y » e -l
/5.2/ A,n.r(k) -&“M(k)/m M -%ﬂﬂm s A M=k (K )l (I, _5),
Przechodzae do graniecy prsy liczbiec elementéw
rosnace] nieograniczenie {n — o0 ) otrzymamy na podstawie
wzoru /5.2./ zwigzki
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1
/5:3/ di()= du/Mm | M= g du (k) ,
K

gdzie zaXozono, ze funkeja M okreslona jest w przedziale
zmiennoSei ke[ka, k‘b] o Na funkcje J rakladamy jeszcze wa—
Tunek normalizacji

Ky

i/
/5.4 SdJ(k)**"-

ka

Przy przejsciu od czasu opbéinienia k _, do czasu
opbénienia l:nzkn_l + Ank réwnanie dla n-tego elementu pray

dowolnym rozkiadzie czaséw opdinieniz ma postad

/5457 Aifk)s s (t)= Anaij (tyk)+ Xk A Py s (t,k)

luh przy przejsSciu do graniey (n —> 00 )
/3.5a/  ah(k)sy, (%)= dey,(t,k) + k-dDey, ($,k) ,

Dla ciagiej dystrybucji czasdédw opbéinienia /5.5a/
przechodzi w réwnanie ('c)k =2/0k, d’k= d/dk )

/5.6/  dydi(k) sy (8)=Dpey (4,k) + K9 Des, (k).

dla zmiany czasu opéZnienia od k do k+dk.

Przy przejdcin od dyskreitnego do dowolnego roz—
kzadu czaséw opéinienia réwnanie /5.1/ winno byé przedsta-
wione w postaci /patrz réwnanie /5.5//

/57 ey (%,k )= };i,’anei; (t,k),
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gdzie
/5.8/ Anei:‘, (k)= €13 (t’kn) = 85 (t’kn.g) o

Réwnanie /5.7/ uwazamy za calkows sumg Stieltjes:.
JdJezeli przez Ak oznaczymy elementarny przedzial

/59 B k=sk -k . '&nké\_ka,kbl :
t0 przechodzge do granicy, otrzymamy
k
b
m Ko ; p
/5.10/ 1lim eij(t,k)— lim %L\neij (t,k)= g deij(t,k, X
k

AT, =300 = 02

A k>0 B k-0

o

Ostatnia cazka jest catks Stieltjesa.

Jezeli funkecja podcatkowa weaice /5.10/ jest rés=-
niczkowana i posiada caikowalng pochodna, to caika ta prze-
chodzi w catke Riemanna

/5-11/ eij (t)a S Bksij ('t,k)dk =

kg

Rozwiazujac réwnanie /5.6/ ze wzglgdu na Bkei:.
otrzymujemy

) >
/5.12/ k'ij = Pk(Dq-Bij) ’

gdzie P; Jest operatorem o postaci
t

/5.13/ R = S 2K, (4-T,k) a7

(]
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przy czym podoonie jak w paragrafie 4 przyjmujemy warunki
poczstxowe w Zoramie /4,12/. Funkeja Eg'jest funkeja pezzania
dla elementarnej zomiany cizgZzej dystrybucjl czasdéw opdinienia

i ma postac

/514/ K (t,k) = dyi(k) (1 -~ t/E)

Mnozge réwnanie /5.6/ przez Bkneij obustronnie,
otrzymujemy

1

+ 3@""%{;"?@“13 Lt,k)’aknﬂij (t,k) .

Jak widaé z wzoru /5.15/ prawa jego strona przedsta-
wia sum® mocy magazynowania i mocy dysypacji dla elementarnej
zmiany dystrybucji cizgiej czasdéw opéinienia. Tak wige

/5.16/ dDwE =7 e 3 (t,k) 9y De, 4 (t,k) Ti;'&'(’i)

/5.17/ ’ak])wg = ’Bk Deij (t,k)—ak Deij (t’k) EJ:_E(]E]

a zatenm

/5.18/ 2000 = 5y (£)Deyy (k)= D Dud + DpDwb

Callku’ ¢ wyrazenie /5.12/ w przedziale zmiennoSci k,
otrzymujemy przy uwzgl¢dnieniu /5.11/

k ¥
/5.9 1 ® = gb Py (D, 54;) ak = P (D,554) = DRy, 5

k

o
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gdzie nowy operator ma postac
t

/5.20/ Rt = g 2T\, (t-7) a7,
o

W ostatnim wzorze Kk jest funkejg petzania rozwazanego osrod-
kn ky
- t/k
/5.21/ Ky (t)= g dkM(k)(l-e / ) ax.
k

o

Zwiazek /5.19/ wynika z uwzglednienia warunkéw
poczatkowych w formie analogicznej do /4.12/

/5.22/ 513(0}:0 ; E (0)= 0o .

Wykonujge operacjg rézniezkowania na wyrazeniu
/5419/,

2

oraz mnozac tak otrzymany zwigzek przez sij y znajdujemy
moc naprezeid dewiatorowych

P _ - 2
/5.24/ Dg? = sia])eij = Bijn Pksij .

Cheae wyrazi¢ moc catkowits zwiazang z deformacjis
postaciowg przez skladowe dewiatora odksziaicenia, catkujemy
réwnanie /5.15/ w granicach zmienno$ci k

k
b
: 1
/5.25/ DwP = s, De,, = 3
| 15743 T K1y kPeyy 9k ¢

kg
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..a.b
& k dk .
‘—a

Koraystajae z salesnoSci /5.12/ mozna wzér /5.25/
przedstawiC jeszeze w postaci
k
) (\ 3 I
+ h
E!k { (1 mEK} ]:’Z .L‘j} dk ,
J

k
a a

/5.28/ Dw z:m ® n_k i.3

Jak wynika z powyzszych wyrazei

/5.27/ 5aP « g Fakwpﬁk - S 'Bkwpdk'l'n g'BL‘F dk =
ka kB ka

.
Dwd + Dwb,

gdzie

x 2% dk

aLHM (o)

kp

kb
2 2
/5.29/ Dﬁg S JZE-E) D Pksia] dk .
k

Z ostatrich wzordw obliczymy energie, stosujac ope-
racje odwrotne kh

/5.30/ W= S a;ﬁm” \_DPk 1;)1’21’1:“1.1}

ky
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k

L .
P _ k -1 | 2% - R
/531 W, @ S m} D \‘D Pksi,j] dk
ka

Operatory wystqpujace w réwnaniach /5.28/=/5.31/
maja posta¢ analogiczna do operatoréw podanych dla oérodka o
dyskretnym rozkladzie czasdéw oplinienia w paragrafie 4.

Przéprowadzajgc podobne rozumowanie jak wyzej,
mozna znaleic¢ analogiczne wyrazenia energetyczne dla osdrodka
relaksujgcego o dowolrej dystrybuecji czasbw relaksacji.

I tzk, peina naprezenie dla dyskretnego ukladu
uogélnionego modelu llaxwella dane jest tensorem /4.36/. Ogra-
niczajac sig w dalszym ciggu do rozwazenia wylacznie skladn-
we] dewiatorowe]j stanu naprezenia, mozemy napisacd

/5&32/ Sid kt): __%—1, 323 (t) ’

gdzie naprezenia skladowe dane sg operatorami typu /4.33/.
Dowolny rozklad czaséw relaksacji 1 okresSlamy
zwigzkami
() (m) )
/533 A I =AN() /A, “‘;ﬁ“‘*»ﬁm“ = at) -§lt,.,).

Dla dowolnego rozkladu czasdédw relaksacji, otrzy=-
mamy stgd przy n !

b
/5.348/ dI () =aB ) /v, N =\ dN({
L

gdzie funkcja I okreflona jest w przedziale zmiennosci
le [Ea lbl oraz speinia warunek normalizacji
’ S
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Lb
/5.35/ iyt 4
J
La

irzy przejSciu od czasu relaksacji tn-g do
czasu relaksacji La=£n4*75ni réwvmanie dla n-tego elementu

przy Gowolnym rozktadzie czaséw relaksacji
/5.36/ ARIG U-) Deij (t)= A,“ Dsij (t: U + %ﬂ Ansi.') ( tsl)

przechodzi przy ciszgtej dystrybucji czaséw relaksacji w réw-
nanie ('ai =3/ol, 4 =4d/al)

/5:37/  dE(lDeyy ()= Dsyy (,1) + T syy (t,0)

dla zmiany czasu relaksacji od [ do [+ al,

Przedstawiajac réwnanie /5.32/ w postaci

Zm' ‘é‘ns'j SN

1

5038 881 (5,1)

gdzie

Ansij (8,0) = sij(t,ln) - 8y (t,f.n_l)

przechodzac w granicy do catki Stieltjesz a nasthkpnie do
calki kiemannza, znajdu?emy
b

/5.40/ 5;4(t) = g‘al 54 5 (t,0)at
l

Qa

“najdujemy dalej rocwiazanie réwnania /5.37/ w for-
nie
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/581 3 sy = q(Deyy)

gdzie 1

/5.42/ Q:f - S £ () R: (-7, l)dz ,

o

pizy warunkach poczgtkowych analogicznych do /4.44/. Funkeja
RL Jest funkejg relaksacji dla elementarnej zmiany ciaglsj
dystrybucji czaséw relaksacji

/5+43/ Bt (t5L) = dy ¥() e~ s/t

Réwnanie /5.37/ mnozymy obustronnie przez '3;5
Y
i w ten sposéb otrzymujemy

/5.44/

Oy s43(8,L) Deyy(t)= L1

“'a Dsia('h L) 9 sy5 (t,1)+

lcl 30 gsj_:,(ts )‘atsij (t,0)

Prawa strona réwnania /5.44/ przedstawia sume mo-
cy magazynowania i mocy dysypacji dla elementarnej zmiany
dystrybucji cigglej czaséw relaksacji. W ten sposéb otrzy-
mujemy

/5.45/ @ Dwd = ) N(l) 7 Dsy g (4,0)79 =458, v,
a zatem

/547 ¥ DwP =79 85 (4,1)Deyy (%)= 9 Dwl + 3, Dwd
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Catkujge wyrazenie /5.41/ w granicach zmiennog-
cil, otrzrmujemy przytuwzglednieniu /5.40/
b

¥
[ 4\ = o=
Eé
gdzie  cestatnl operator ma nast&pujace znaczenie ?

/5 45, Qf = g f(’C)Rl(t-'c) az

©

W ostatnim operatorze E jest funkcjg relaksacji
rozwazanego osrodka

/5.50/ Ly ,
B, (t)= gdn(t)e"‘/ al .
La

linozae wyrazenie /5.48/ przez Beij’ znajdujemy
moc napregzen dewlatorowych

/5.51/  Dw¥ = sy.Deyy = DeyyQ (Doeyy) |

Z drugiej strony, moc te wyrazons przez skladowe dewiatora
. napresen otrzymamy, caikujsc réwnanie /5.44/ w granicach
zmiennosci

/5.52/ v 5
b " ; q
e\ G T P feyg @ ‘:R T A,
a

'a

Eorzystajae z zalesroSci /5.41/ moZna wzdr /5.5%.
zapisa¢ jeszcze w formie

/5. 53/11: !b
" Sdl‘lhm( 83 Ql - 13"‘1*) **l Ql@reiﬁﬁ (Bey ;a1
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Z powyiszych wyrazed otrzymujemy zatem moe catkowitg jako
sum§ mocy zwigzanych z deformacjg sprgzysta i lepks

l

/54547 1 b by
DwP = D S'BL wPal = D g’atwgdl + D S'Blwgat- Dwi+Dwl
"a "a t'a

gdzie by

/5.55/ DwP = S dlnLL) 2Q (D.e5,) & (Brey5) ab
2 "
b

/5.56/ DwL = g tdln{t) [Q:(nzeij)]zdl
la

Z powyzszych wzoréw obliczymy energie sprezysts
1 dysypowang przez operacje odwrotne

b
/5.51/ WP = gm D—l[m:(nra“) Q30 ol
ll'.l.
by
/5.58/ WP =Sld1;t13 B-l[‘i:@re’iﬂ]a al.
la

Operatory wystspujace w réwnsniach /5.52/=/5.58/
majg postaé analogiczna do operatordw ruswazonych w paragra-
fie 4 dla osrodka relaksujacego o dyskretnym rozkladzie cza-
séw relaksacji.

Opierajac sig na uzyskanych w tym paragrafie wy-
razeniach energetycznych dla oérodkéw lepkosprezystych pel-
zajacego 1 relaksujacego, mozemy przejsé obecnie da wyzna-
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czenia rozmaitych form wspdZczynnikéw energetycznych rozdzia-
tu oraz do okreslenia ich zwigzku z funkejami peizania 1
relaksacji.

6. Wspbezynniki rozdziaiu form energii

W paragrafie £ wprowadzilis$my pojecie wspétczynni-
kév rozdziaiu form energil magazynowanej i dysypowanej, kio-
re to wspOiczynniki charakteryzowaiy osrodek pod wzgledem
energetycznym & jako wielkosSci fizyezne byly pomocne do ok-
re$lenia pewnych krytycznych standéw oSrodka.

WgpbZezynniki rozdzisiu form energii moga byc zde-
finiowane w sposéb umowny lub w sposéb naturalny /patrz.

par. 2/ %7
Wprcwaﬂzimy teraz nastepujace oznaczenia”

3 -l c 7 i
/6.1/ ¥ =35 Yen’ ._f i T W = Wi+
ET 2/ Gn en T M m E gHiip s
m

dla energii wyrazonej przez skiadowe dewiatora odksztalcenia

orag

B2 memoYem, 5 % Z"[n ¥ 2 ¥ gt
m

dla energii wyrazonej przez skzadowe dewiatora nepregeniz.

Tutaj, w - przedstawiaja odpowiednio energie mazzzyno-—

ceaed
wane 1 dysypowane w elementach skiadowych sprizystych i lep-
kich przyjgtego modelu osrodka.

Dla pierwszego, rozwazonego v paragrafie 4, of-
rodka petzajgcego mamy na rodstawie /4.30/ cla energii sprg-
zyste] zwigzek
163wy = ) wgy = o] 2P(sy P

m
x/‘ dalszym ciggu rozwazymy jedynie formy energii i mocy
zwigzane z deformacjg postaciows 1 dlatego konsekwentnie

opuszczamy gérny indeks p wprowadzony dla energii posta-
ciowej w paragrafach poprzednich.
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a stad, zgodnie z wzorem /4.2/, moZemy napisaé
= opl n 2
/64/ Wy = 262 [op (g ) .
Dla mocy dysypacji otrzymujemy z wyrazenia /4.,32/
/6.5/ D, = Z' De o= 2y, \_Dan &
m
oraz na podstawie wzoru /6.2/
_ 5. 2Ea &
/6:6/ W =2 P22 (s ) ;
Sumujge wyrazenia /6.4/ oraz /6.6/, mamy
/647 W = Wiy = z{aﬂnr‘(sidﬂ2 +~z§[n2pn(sijﬂ2}.

W paragrafie 2 wprowadzilismy z kolei wspéXczynniki
rozdziaiu energii okreflone w sposéb umowny jako stosunki od-
powiednich energii zredukowanych do catkowitej energiil zredu-—
kowanej danej wzorem /6.7/. Tak wige,

=

/sl .
w

D
Dﬂ;— ,K-E‘fxnnl .

Na podstawie wzoréw /6 -4/, /6.6/ oraz /6.7/ mozemy
/6.8/ przedstawi¢ w postaci

169/ x_ ,{1 ,{ "ln])2Pn(Bi;l)]2} -1,
6, DP" (54

6,0 (s, ) ]2 ] -1
)

6. =¢1 +
/6.10/ % [ ”ln” - isid
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-
W szczegdlnym przypadku dla Byj = 313{0 ) _ 0

wspb2ezynniki rozdziaiu energil majg formg

oo DT gy

6, 0P (1) ’ 1, D°P2 (1)

Tutaj operatory naZozone na funkej§ Jednostkowg majg nasfe-

pujgce znaczenia;
t

t
/6+12/ nﬁ(l):& DKn(t-t')d’C-: - gn,rxn(t--c)a-ra E (t) ,

0
%
/6.13/ D?PR(1)= D S mgn(t--c]a-ra -D g I)_rKn(t--c)d'r- DK, (),

o

a zatem wyrazajg sig wprost przez funkcje pelzania oraz jej
pochodng. _
Podstawiajac znaczenia optratordw /6.12/, /6.13/

do wzoréw /6.11/, znajdujgmy 5

/6.14/ o2 =[1 +(%1§;” , % =[1 +(-§“—£2-)2}-1.

Jak widaé z formuz /6.14/ wspSlezynniki rozdziatu
energii wyrazajg sig w przypadku niezaleznego od czasu dewie-
tora napregzenia przez ilorazy form kwadratowych funkcji pel-
zania i ich pochodnych.

W szczegdlnofel dla pojedynczego elementu Kelvina
mamy przy stalym naprezeniu
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s VTS oo (8

Biorgec pod uwagg warunki poczatkowe dla funkcji
pezzania 1 je] pochodnych

/6.16/ K%(0)= 0, DE*(0)= const,

otrzymujemy dla przypadkéw /6.14/ i /6.15/ nastzpujace war-
toSel poczgtkowe wspbérezynnikdw rozdziatu :

/6.17/ Xg(0)= 0, xp0)=1,

Uwzglgdniajge natomiast wartodel asymptotyczne funkeji pei-
zania 1 ich pochodnych

/6.18/  K(o0) = const , DX (00) = O,

zna jdujemy

joas/ Hlood= 1, (o) = 0 .

Wartosdci wspdélezynnikéw rozdziazu energii w sposéb pogla-
dowy wskazujg na udziat fazy sprezystej i fazy lepkiej w
ogbélnym bilansie doprowadzonej do oérodka erergii w dowol-
nej chwili czasu. Zgodnie z postacig funkcji pelzania prze-
bieg wspbiczynnikdéw rozdzialu w zaleznoSci od czasu ma cha-
rakter wyktadniezy /rys. 1/.

ZalesznoSei /6.15/ daja bezpoiredni zwigzek pomig-
dzy funkejg petzania i wspdélczynnikami rozdziatu. Zwigzek
ten ma postaé nastipujgeych réwnai rézniczkowych;
2 l—xh 2 2
2 K
DK G . DK\ _(& D,
Fas2ng (T) =(Tl) X ("ﬁ) "(’1) A-2p
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Catkujac powyzsze réwnania w granicach od t, do

t, otrzymujemy

t 1
;1= 5t c
/6.21/ E(t) = K(t) exp _E E a4
2% ]
" E
o
it Al
1 R —
.~
N
/
: T
Rys.1 Rys.2

Zrienno$é w ezasie naturalnyeh
wspbiezynnikéw rozdzialu ener-
gii dla pojedynezego elenentu

Kelvina w przypadku Sijzeonst.

Znienno$¢é w ezasie naturalnych
wspblezynnikéw rozdzialu roey
dla pojedynczego elerentu

Kelvina w przypadku Sijzcnnst.

Rys.3

Ziiennoéé w ezasie naturalnych
wspolezynnikédv rozdzialu energii
dla pojedynezego elerenty Max-
wella w przypadku /Deii/ =const.

Rys.4

Zrienno$¢ w ezasie naturalnych
wspGiczynnikow rozdziaiu noey
dla pojedynezego elerentu lax-
wella v przypadku /Deij/ =const,
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przy czym speiniony jest warunek

/6.217 1im K = 0
ady

oraz

g U7 % 5
/6.22/ K(t) = K (tg) exp| 1“"5) at

z warunkiem /6.21/.

Jakx widaé z powyzszych rezultatdéw,funkcja pei-
zania wyraza sie przez funkcje wykizdnicze wspdZczynnikdw
rozdziaiu enerzii.

Prze jdziemy 2z kolei do wyznaczenia wspdiczynni-
kéw rozdziaiu dla osrodka relaksujacego, danego rdéwnaniem
/hebl/,

Na podstawie wzoru /4.60/ mamy energig spresjs-
ta /postaciows/ w formie

: 2
/6.23/ W, = [Qn(Deij)]

n

oraz na podstawie /4.2/ znajdujemy dla enerzii zredukowanej

/6.28/ Wy =% [Q“(neij]]z .

Dla mocy dysypowane] otrzymujemy z wzoru /4.62/
/6.25/  Dw_ = ==— |Q®(De ')]1
* v 2?n L ij
oraz na podstawie /L.2/

r 2
/6.26/ Wy =% [Qn (Deij)] '
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Sumujac /6.24/ i /6.26/, otrzymujemy calkowita
energig zredukowang

2
/6.27/ W=ty + Wy = [qn(neij)] .

W danym przypadku otrzymujemy state wartodei
wspétczynnikéw rozdziaiu energii '

1628/ % . 12

co wskazuje na jednakowe energetyczne zaangazowanie obu
faz sprezystej i lepkiej w procesie odksztalcenia.

W szczegblnym przypadku, gdy tensor predkosci od-
ksztalcenia jest staty Deij = (Deij)o = const (t), mozemy

na podstawie /6.24/ i /6.26/ napisaé
i 2 2
/6.29/ W3 = %—t(neijy"qn (1)] , Wy = %[(neij)" Q? (1)] i

gdzie operator na funkcji jednostkowej ma postaé
t
/6.30/ Q% (1) = S R"(t-7) dT .

o

W danyr przypadku siuszne sz réwniez zaleznosci /6.28/.
“rreslenia naturalnych wspblczynnikéw rozdziazu
energil i mocy dokonamy w oparciu ¢ nastgpujace formuty:

w
/631/ b, ==2, h = —~—, h, + b, = 1,
i Dwe . Dw . .
/6.32/ he = -I;;-- ’ ]:1v = —-—I—Dw y he + hV z 1

gdzie kropki majs znaczenie symboliczne.
Dla oSrodka typu /4.1/ mamy wtedy, zgodnie z wzora-
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rami /4,30/ i /4.34/, nast§pujace wartosci wymienionych
wspb2ezynnikdw :

(-1)
/6.33/ L, T2 [ 2Pn(sia} ,
e [22% (s, )] 2
1)
/6.34/ _(1 1 [JJP“(SM = 1\ .

={1 +2
A R T L
oraz na podstawle formul /4.29/ i /ﬂ.32/

/sasi b, Lo, Ml o2 (s, 2 &
] [BPn[sij]

)

-4)
/6.36/ J . x e, 202" (5] 2 W’.
by 11 2 “]n[DZPn(Sij}JE J

W szczegblnym przypadku, gdy s,y = si = const (t)
wzory powyisze przyjoujg postaé odpowiednio do formul /6.33/,

/6,34/
2R )] T“
G, DP" 1 &
1 6, [nr“ 1)]2 I(-h
) [nar“(l)] .

/6.37/ ng ={1 + 2

’

Lot
A

gdzile operatory sg nastgpujace!
t

/6.38/ n‘l[nzrn (1)]2 = S DX DK'd7 ,

[+]
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/6307 [t = EWE(H).

W tym samym przypadku wzory /6.35/, /6.36/ dajs

/6.40/
ya
. ﬂn[nzrn(l)] e [ , ¢ [pPRr@]2 Y
he=1+2 = _’hv=1+§ ?Pn v iy
p[pr*(1) ] % bal
gdzie znaczenia operatordéw sg nastgpujzce;
/6441/

0% (1)F = pxPor® , D[or® (1) = 22%De®,

Dla pojedynczego elementu Kelvina mamy wedug for-
muly /4.37/ naturalne wspdiczynniki rozdzialu energii /rys.1/
t

/6.42/ [ S(m:jz ar - (=1) ' 3 )
hl = 1+£q?9————--—-} 3 hl -_-[1.,..3_- 64 () [ .
frE oEmd T T TR Fapgy
0

Analogicznie znajdujemy wspdiczynniki rozdzialu mocy wedlug

wzoruw /6.40/ /rys.2/
K {t):[('lJ

T

L4

T

1 _[ w T "
/6.43/ b, =\L1+26 Ty 0 bv=[l+

Réwnania /6.41/ oraz /6.43/ podajs zaleznoi¢ wspbi-
czynnikdéw rozdziazu energii i mocy dla pojedynczego elementu
Kelvina od jego funkecji pe2zaniz K. Stzd mozemy z kolei wy-
razi¢ funkcj§ pe2zania przez wymienione wspéXezynniki. I tak,
z réwnan /6.42/ znajdujemy nieliniowe réwnaniz rézniczkowe
ze vwzglgdu na tg funkcj& o postaci

/6.ks/  3P-E(D)E()y - PEE(8)= 0 ,

2 1 2
yo-H (t)El§)y « 3DE_K°(t)= O
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gdzie oznaczajsg

1 1
g 1-by 1 g By .
\ e v
Z révman tych obliczamy odpowiedrnio
/66 3= 3@, (6) V.|, A, - 24+ 2om, ,
/6.7y = -KL%[ ) +VA 1 B, = B3 (t)+ 208, .

¥ierwiastki ujemne obu powyzszych rdéwnan alge-
braicznych, nie speiniajgee warunku y = DK >0 , odrzucamy.

Rozwizzanie rdéwnad /6.44/, /6.45/ przedstawié
mozna ostatecznie w postaci

1
/6.48/ X(t)= K(to)exp[ﬁ g {H +W¢__)dt] lim k=0 ,
| a £
t
/6.49/ K(t)= K (t,) exp{% S {H? +ﬁ)dt] , limK=0 .
v
t

0
td**

Wartosci poczgtkowe 1 asymptotyczne naturalnych
wspézczynnikéw rozdziaiu energii sz wediug /6.42/ nastepuja-
ce :

/6.50/ B (0)=0, hi(0)= 1 ,

W analogiczny sposéb obliczamy z kolei zaleznofci
dla funkejl pelzania wyrazonych przez wspdéiczynniki rozdziaiu
mocy. Mamy tutaj odpowiednio
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/64.51/ = <
g 1-h

L(t)= E(t )exp = J — it , lim X = 0,
Vs to*b 0

e

t

/6.52/ G g e

K(t)= K(to)exp ﬁ By at , 1im K =0,
¥, 1-h; tée-o

Wartodel poczgtkowe i asymptotyezne wspdlezynni-
kéw rozdzialu mocy sg wediug /6.43/ nastSpujgce ;

/6.53/  Bg{o)=0 , ik (0)= 1,
b (00)= 0, it (b0)= 1.

Zna jdziemy, analogicznie jak dla ofrodka pelzaja-
cego, wartodci naturalnych wspdlczynnikdéw rozdzialu energii
i mocy dla osrodka relaksujacego, rozwazonego w paragrafie
2. Na podstawie wzoréw /6.31/, /6.32/ znajdujemy
l_D—l[Qn(De ﬂa (-1)
/6.54/ " =

hy, =(1 + 2 %n[qn(]]eijﬂe ’
[y b )

MRS

/6.55/

oraz

/6456/ . gn‘[qn (Deu\}z (-1)
e
Eﬁ Qn(Deij)DQn(Deij\
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/6.57/

~1)
Q (]Jeij)DQ (Beq) (

n[ n(Deij ]2

W szézegblnym przypadku, gdy Deij = Deij(0+}=

=2

v

+
3]

=(Deij?, wzory powyzsze przyjmujg kole jno postad

/6.58/ o = A
e (1)]2 ]{ » [anm]z S
b =

n
[Qn (D] L ®

=l ]

o _
be =(1 +

m]n—- =SI-
=3
I
]
!\)Tl—'

—3=

n

gdzie operatory majg nastgpujace znaczenia
ttt

/6.59/ n‘l[qn QP = m BY(4-7,) BR (+-7,) 4Ty 4T, dt,

tt
/6.60/ [Qn {1\]2 = gg Rn(t-tl) R’-"(t-'rz)az‘l a7, 4

(o] 0)

-1)
. €)10e% (@
[ ] ’

plew]® T
he ¥ o
3

) o
Q® (1) 2Q” (1) 1
n

..-.3||—' ﬂl—‘

gdzie operatory sg "

/6.62/  Q*(1)DQ"(1)= BU(%) g B%(t-7)dT ,
o

oraz lQ [1}1 zgodnie z wzorem /6.60/.

D14 pojedynczego modelu Maxwella mamy na podsta-
wie formut /6.58/ /rys.3/
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/6.63/ &
[ ¢ 2 (1), v 1?@ [e (]2 l]’
hy ={l+2qz Q uﬂd v -l[Q(]J]

zdzie operatory sz typu /6.59/ i /6.60/,
oraz zgodnie z wzorami /6.61/ /T¥S.4/,

o

QW e (1) T QW]

/64647 51 ﬁhs [q w]? }H) ’ { 7 gng (1 2(‘17

przy czym operatory maja forme /6.62/.

Réwnania /6.63/ 1 /6.64/ podaja zaleznodé wspbdi-
czynnikdéw rozdziaiu energii i mocy od funkcji relaksacji 0é=
rodka. sozemy stad z kolei wyrazié funkcjg relaksacji przez
wymienione wspéiezynniki. I tak, z réwnad /5.63/ znajdujemy
szukane zaleznoSci w formie nieliniowyech réwnar calkowych.

Ze zwizzkéw /6.63/, po podstawieniu znaczenia opera-
toréw, otrzymujemy nast¢pujgce rdéwnania

/6.65/ tt
g[gn(t- afc] at-27, (4) f[g R (t-7)atr] at = O, (i=e,v),
00 jO o]
1""1'1.1 h%.
/6.66/ T (H)=E 2, g (1)=& :
SR EI A e
Stad obliczamy
t ¢ %
/6.67/ g[g R(t—Tﬁdtla dt = C exp 2[ g Vi(t)dtlgﬁ=a,vﬁ,
00 o}

gdzie C jest staig
t

/6.68/ ¢ = Sa [Jio R(to-z‘)dr]z dte
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_ Rézniczkujac wyrazenia /6.67/ dwukrotnie, obli-
czamy ostatecznie

/6.69/ t
1

= - 2
2 _
B{t):[z?i(tﬂ‘ kﬁ?i(t)+2?;[tﬂexp g Ti(t}dt, (i=e,v) .
)
Viyrazenia powyzsze podaja szukang zaleznoéé funk-—
cji relaksacjl od naturalnych wspdiezynnikdw rozdziaiu ener-

gii. '
W analogiczny sposéb znajdujemy ze zwiazkdw /6.64/

/6.70/ N

. S - -i— G‘ .l
to L=0 e
i . 1
T, - :Z EL : (i=e,v) .

Poczatkowe i asymptotyczne wartos$ci wspdéiczynni-
kéw naturalnych rozdzialu energii i mocy znajdujemy z wzorcw

/6.63/ 1 /6.64/

/67 B (0= 1, Bl(0)= o,
b (o0)= O, B} (e0)= 1,
oraz ) Z
hz (0)= 1, h% (0)= o0,
il -
hy (0)= 0, h7(e0)= 1.

v
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7. Wspdtezynnikl rozdzialu dla cial lepkospregszystych o do-
vzinyech dystrybucjach charakterystyk

Wykorzystamy wprowadzone w p. 2 pojgecia wspéi-
czynnikéw rozdziatu energil magazynowanej i energii dysypo-
wanej dla oSrodkéw lepkosprgzystych o dovclnych dystrybu-
cjach czaséw retardacji i czaséw relaksacji.

Rozwazymy szczegllny przypadek peizania w warun-
kach statego w czasie dewiatora naprgzenia sij(0+)= ng
oraz okre$limy zwizzkl pomiedzy funkcja petzania ofrodka a
wspbé2czynnikami rozdzialu dla zredukowanych energii sprgzys-
tej i dysypowanej zgodnie z wzorami /6.8/.

Energie zredukowane w postaci analogicznej do
formut /6.1/

/11 W =MW, By =M Dw_ , W=TWg+ W,

gdzie

ky ky

"7'2{& :g. dk ' g kdk

e agm Y a4 (k)
ka a

Wyrazenia dla energiil magazynowanej W, oraz dla
mocy dysypowanej Dwv przyjmuja zgodnie z wzorami /5.40/ oraz
/5.29/ postaé

2
S 1
/73] Wy =3 g St B (t,k) ak,

ky

b

i o
/747 =8 S (k] [DK’k (t,k)]2 ak,

ka
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a w tedy wspdtczynniki rozdzialu energii zaredukowanych wedzug
wzoréw /6.8/ wyrazaja sif nastgpujaco

- x 2 wd
/1.5/ ’ S E—;‘f-zn— [og, (4,k)] ax (-2)
o km =
Q{E ={]1 + lf.: ; }
§ e
t,k)  dk
e k3 5 (45)
RN RN
( Mek m-xk[t, k). dk
/7.6/ p =\t * 2 .
K,
g K [BK.Z t,k | ® i
I——— . ]
g d, u(k
ka

Zwigzki /7.5/ oraz /7.6/ moBna przeksztatcié
do postaci dwéch réwnar niezaleznych dla funkcji peXzania
K, jeSli dane sg wspéiczynniki rozdzialu energii %; 1%,

I tak kolejno otrzymujemy

/7.9

s t__ foe® 2 1%y " 1 %8

% a';ﬁh_‘ll_nxk (t,k)] dk - T < g CHCE (%) =0,
k, ‘,

1/7.8/ k,

S d;ﬁ%m‘ []JK; '(t,k}]2 dk - f_x-ﬂ—- ﬁ: §dﬁf2(t,k)db 0.
ka a
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Biorac pod uwage fakt, ze funkeja pelzania K: dana
wzorem /5.14/ wyraza sig przez funkcjg dystrybucji czaséw
retardacji M(k) oraz uwzglgdniajgc znaczeria wielko$ci kg ,
I, wedlug wzordw /7.2/, mozemy uwaza¢ zwiazki /7.7/, /7.8/
za réwnania, z ktérych przy danych wspdélezynnikach rozdzia-
tu aCE, QCD mozemy okre$lié Pfunkcje M(k).Réwnania te wyrazone
w spos6b jawny przez funkcjg M(k)majg postac

F auky "2k
\ - - akdk, -
kMLkl} 2
Kk,
e t/k,) 2
/7.9/ _ 1% g{ 4y (kp) (l—e— 2) dk;dk, = 0,
B 20 k)
kaka
kpl
( "
PE k”'“‘l’
a, ik ) o ~/k)2 - o.
/7.0/ - ‘*D Sg “Lﬁ“ki‘ 2) dryak, = 0
kX,

W podobny sposéb mozna uzyskaé odpowiednie réwna-
nia dla funkeji N(L} Jako cizglej dystrybucji czasdéw relaksa-
c¢ji w przypadku oSrodka lepkosprezystego o wiasnoSciach rela-
ksacyjnych, ktéry zostat rozwazony w paragrafie 5.

W obu przypadkach forma réwnan jest skomplikowana,
tak ze nie bgdziemy sig zajmowadé w tym miejscu metodami ich
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rozwigzania.

8. Uwagi kodcowe

Przeprowadzone w paragrafach poprzednich rozwaza-
nia dotyczace charakterystyk energetycznych liniowyeh ciaz
lepkosprgzystych /typu boltzmanowskiego, to znaczy o sta-
tych wspbéXczynnikach fizycznych/ pozwalajg na okreélenie
wtasno$ci tych ciaz na bazie energetycznej. Sposéb ten po-
lega zatem na podaniu wspéiczynnikéw rozdziaiu energii i mo-
cy, magazynowanej 1 dysypowanej, w tych ciatach, ktére w
sposéb jednoznaczny charakteryzujg zachowanie sig materiaidw
w warunkach peizania 1 relaksacji. Ze wzgl&du na to, ze
wspblczynniki rozdzialu energii i mocy wyrazajg sig przez
charakterystyki proceséw peizania i relaksacji /funkcje pe2-
zania i funkeje relaksacji/, mozna je uwazaé za réwnorzedne
charakterystyki fizyczne materialéw.

Tak wige formy charakter;-zyki liniowych oérodkéw
lepkospresystych moga byé nastepujace:

1/ réwnanie rézniczkowe o statych wspé2czynnikach, ogélnie
biorge n-tego rzgdu, ktére wizze zalezno$é pomigdzy skita-
dowyni tensora odksztalcenia i ich pochodnymi wzgledem
czasu oraz sktadowymi stanu naprezenia i ich pochodnymi
wzglidem czasu. Réwnanie takie, zapisane w formie opera-
torowe j, ma postaé

Iye = L8,
gdzie I’-‘l i 1.2 sg liniowymi operatorami rézniczkowymi, odpo-
wiednio n-tego i m-tego rzedu.

2/ Réwnanie calkowe liniowe, ktére, w zaleznodci od swe]
postaci, stanowi rozwigzanie réwnania rézniczkowego al-
bo ze wzglgdu na skXadowe stanu odksztalcenia /jezeli
szukamy naprezen/, albo ze wzglqdu na sktadowe stanu
naprezenia /jezeli szukamy odksztalcen/.



3/

L/

Funkcje peizania i funkcje relaksz2ecji, ktére stanowig
charakterystyki cial w szezegdlnych warunkach jednostko-
wego nap§zenia lub jednostkowego odksztalcenia(stalych w
czasie)

Wspbétezynnikami rozdziatu energii i mocy /naturalnymi i
umownymi/, ktére w warunkach statego naprezenia lub sta-
tego odksztacenia mozna bezpoérednio wyrazié przez funk-
cje petzania 1 relaksacji.
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