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ENERGETYCZNA INTERPRETACJA STANÓW KRYTYCZNYCH 
W CIAŁACH LEPKOSPRĘŻYSTYCH 

Z.Bychawski, W.Olszak 

1. Uwagi wstąpne 

Jako stan krytyczns ciała lepkospr~żystego rozu­
miemy taki stan, który bezpośrednio poprzedza zmiany jakoś­
ciowe i związane z nimi zmiany ilościowe w zachowywaniu się 
ośrodka pod wpływem dzialaó mechanicznych. Oznacz~ to, na 
przykład, że ciało lepkosprężyste, które do chwili osiągnię­
cia stanu krytycznego zachowywało się liniowo, przechodzi 
z chwilą jego osiągnięcia w stan jakotciowo r6żnjJ~ opisany 
nie l in i owym równ'aniem konstytu.t:yvmyrn e Stan kr:v t;yczL~J może 

oznaczać również stan przejścia ciał lepkosprq tyst~ch z za­
kresu procesów nieustalonych do uBtalon:ych i n:~ odv.Tót, 

itp. 
Zagadnieniom stanów krytyczn~;ch ciał lepkosprę­

żystych poświęcono, jak dotychczas, mało UYi ::~ g :i .. IJot:vcz y te 
zarówno prac teoretycznych jak i doświadczalnycha Z~gadnie­

nia te są obecnie bardzo aktualne i niezależnie ou i::I•.nczE.~ ­

nia teoretycznego posiadają duży aspekt praktyczn~. &~ ormu­

.łowanie odpowiednich kryteriów dla stanów krytJ.'czn ;.v :.:; ::::iał 

lepkospr~:iżystych pozwoliło b~ na olr..reślenie cza~~-u c : , :.. :. :~ ~; nie;;­

cia przez te ciała tych stanów drogą prostego doówiacczenia 
w złożonych warunkach zjawisk reologicznych. 

Ośrodek lepkospręży s·:.. s ogólnie uważamy jako ośro­
dek złożony z dwóch faz:sprężystej i lepkiej. W dotychcza­
sowych sformułowaniach kryteriów stanów krytycznych dla 
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ciał lepkosprężystych faz tych nie uważa się za równorzędne 
w sensie odpowiedzialności za przejście ośrodka w stan kry­
tyczny. Pojęcie stanu krytycznego wiąże się mianowicie z 
fazą sprężystą. Na przykład Reiner 1 Weissenbe·rg l2] poda­
li koncepcję kryterium stanu krytycznego dla ciał z tarciem 
wewnętrznym, w myśl której uplastycznienie ośrodka zachodzi 
wtedy, gdy energia magazynowana w ośrodku osiąga pewną ściś­
le o~aśloną wielkoś6. W szczególności Reiner [?J zastosował 
to kryterium do pewnego typu ośrodka lepkosprężystego /mo­
del Poyntinga-Thomsona/. 

Wydaje się, że dotychczasowe. podejście winno by6 
uzupe·łn1one w tym kierunku1 aby obie fazy ciała lepkosprę­
żystego uczyn16 ws~ó:::: r:-pow1edz1alnymi za przejście w stan 
krytyczny /por. [1] l. Nie ma przesłanek; aby twierdzi6, 
że płynięcie fazy lepkiej w ośrodku lepkosprężystym jest 
nieograniczone, stwierdzamy bowiem doświadczalnie w pewnych 
t7pach cial tzw. zniszczenie lepkie. Z drugiej strony, ist­
nie ją ciała, które w ogóle nie posiada ją zdolności do akumu­
lowania energii. Odpowiednie kryteria dla stanów krytycznych 
takich ciał muszą by6 związane z energią dysypowaną. z po­
wyższych fakt 6w wynika wniosek, · że w ogólnym pr~ypadku 
współdziałania obu faz w ośrodku lepkosprężystym należy uwa­
ża6, przy badaniu stanów krytycznych, fazy te - zgodnie 
z koncepcją autorów - jako równorzędne ·. 

'N dalszym ciągu będz·iemy się za jmowa6 zagadnieniem 
stanów krytycznych dla liniowych ośrodków lepkosprężystych, 
bazu.jąc na. odpowiedniej interpretacji modelowej, w której 
ograni~~,ymy sir: do dwóch podstawowych eleD:Jel.ltów składowych, 
·jakimi sę linj :wa sprężyna 1 lepki tłumik. 

2. Kryterium energetyctne stanu krytycznego dla liniowych 
ciał lepkosprężystych 

Rozważmy model reologiczny ciała lepkosprężystego 
o charakterystyce liniowej. Dla modelu tego możemy utworzy6 
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następujące wyrażenia 

/2.1/ WE = 2 L G ";p WD = L ~n~n n en 
m m 

gdzie Gn 1 ~n są odpowiednio stałymi sprężystymi 1 współ-

czynnikami lepkości, ~n jest energią właściwą postaciową 
pojedynczego elementu sprężystego n, zaś Dwvn - mocą właś-

ciwą dysypacji zwiqzaną ze zmianą postaci pojedynczego ele­
mentu lepkiego n. Tutaj D oznacza operator różniczkowania 

p o c z a s i e D = d/ d t • 
W dalszym ciągu wielkości /2.1/ wprowadzone umow­

nie nazywać będziemy odpowiednio zredukowanymi energiami~ 
sprężystą i dysypowaną, rozumiejąc przez to, że wielkości . 
te są zredukowane wymiarowo. 

Zależności /2.1/ utworzone zostały przy założe­

niu, że składowe energie ~n 1 ~n wyrażone są przez 

składowe dewiatora naprężenia sij. 
W analogiczny sposób można utworzyć wielkości 

/2.1/, wyrażając składowe energie przez składowe dewiatora 
odkształcenia eij• Otrzymamy wtedy 

/2.2/ W~ = ~ ~ Gl wP ~ L n en 
m 

W ogólności wielkości /2.1/ i /2.2/ są zależne 
od współrzędnych przestrzennych, w układzie któryc!J. roz',\'a­
żamy ośrodek ląkosprężysty, przy czym dla ustalonego punk­
tu ośrodka marny 

/2.3/ W = WE + WD 

gdzie W jest całkowitą właściwą energią zredukowaną. 
Wprowadzimy dalej pojęcie współczynników roz­

działu energii, które zdefiniujemy w następujący sposób; 
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/2.5/ ' ~D = WnfW • 

Wsp6łczynniki /2.5/ są w og6lności bezwymiarowymi funkcjami 
czasu 1 spełniają warunek /dla dowolnej chwili czasu t/ 

/2.6/ )tE +')(D = const = l . 

Rozkład całkowitej energii /2.3/ na dwa składniki 
WE= 'X E W- energię magazynowaną i WD = ae. DW- energię dysypo­
waną jest zależny od wewnętrznej struktury ciał lepkosprę­
żystych, to znaczy wynika ze sposobu powiązania element6w 
faz sprężystej i lepkiej w modelu reprezentującym tę struk­
turę oraz od ich fizycznych charakterystyk. 

Jeżeli utworzymy z kolei stosunki wsp6łczynnik6w 
rozdziału 

/2.7/ ~ - =Je j'dt 
E E D 

(i.) - 'de rl ?te D- E 

to wielkości te stanowią charakterystyki rozmaitych typ6w 
ośrodk6w lepkosprężystych od czysto-sprężystego /~D = O , 
WD =O/ do czysto-lepkiego/~E =o, wE= 0/~ · Jest rzeczą 

oczywistą, że zar6wno wsp6łczynn1k1 rozdziału /2.5/, . jak 
i charakterystyki /2.7/ muszą się wyraża6 przez inne funk-

cje charakteryzujące ośrodki lepkosprężyste, na przykład 
funkcje pełzania lub relaksacji. Wynika stąd, że wprowadzo­
ne tutaj wielkości będą określały własności ośrodk6w lepko­
sprężystych z energetycznego punktu widzenia 1 będą stano­
wiły r6wnorzędr~ z innymi charakterystyki fizyczne. 

Warunek osiągnięcia przez ośrodek lepkosprężysty 
stanu krytycznego w danym jego punkcie. napiszemy w postaci 

/ 2 • a/ (~E + dtD ) W = k2 
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gdzie k jest pewną stałą charakteryzującą stan krytyczny. 
W szczególności dla formy przedstawienia energii zredukowa­
nych /2.1/ k ma znaczenie napręzenie krytycznego, zaś dla 
formy /2.2/ - odkształcenia krytycznego. Z chwilą osiągnię­
cia tych wielkości krytycznych następuje jakościowa zmiana 
w zachowaniu się ośrodka lepkosprę~ystego. 

Sformułowany tutaj warunek /2.8/ posiada tę zale­
tę, ~e uwzględnia energetyczny wpływ obu faz sprężystej i 
lepkiej na stan krytyczny, a w szczególności pozw8la na 
przejście do warunków dla skrajnych prz._tpadków ośrodków 
czysto-sprężystego i czysto-lepkiego 

/2.9/ 

gdzie znaczenie stałych kE i kD jest oczywiste. Warunki 
/2.9/ wynikają z /2.8/ jako szczególne przypadki przy zało­
żeniu odpowiednio dfE = O lub ~D = O • 

Niezależnie od warunku /2.8/, który wykorzystuje 
pojęcie energii zredukowanej, można ~~rowadzić analogiczny 
warunek dla całkowitej energii 11 naturalnej" w, to znaczy 

/2.10/ 

gdzie 

/2.11/ W = W + -W e v h =w /w e e 11y = w..jw , 

Tutaj we' wv są odpowiednio energiami magazynowaną i dysy~ 

pawaną, zaś h , h - współczynnikami naturalnymi rozdziału e v 
energii. Podobny warunek może dotyczyć również całkowitej 
mocy 

j2.12/ 

gdzie 

. ., 
= k 

. 
; 2•13; Dw = Dwe + Dwv , he = Dwe/Dw , hv = DwyiDw • 
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W dalszym ciągu zajmiemy się określeniem wyrazen 
energetycznych dla charakterystycznych ogólnych typów ośrod­
ków lepkosprężystych. 

J. Podstawowe równania energetyczne 

Ograniczamy się do rozważenia liniowych ośrodków 
lepkosprężystych i zakładamy przy tym, że warunki ogranicza-· 
jące wielkość przemieszczeń są spełnione. W konsekwencji te­
go założenia teLser odkształcenia można uważać za wielkość 
małą /tensor małych odkształceń/. Ma to o tyle istotne zna­
czenie, że przemieszczenia w ośrodkach lepkosprężystych mo­
gą osiągać niekiedy znaczne wielkości. Założenie o małości 
tensera odkształcenia przypadek taki wyklucza. 

Dalsze ograniczenie dotyczy ilości ciepła wytwa­
rzanego przez fazę lepką w procesie dysypacji doproTiadzanej 
energii, którą w naszych rozważania ch przyjmujemy jako małą. 
Należy to rozumieć w ten sposób, że zmiany temperatury wywo­
łane dysypacją energii, a co za tym idzie przyrost entropii, 
nie mają wpływu na własności mechaniczne ośrodka. Założenie 
powyższe ogranicza zatem nasze rozważania do zakresu małych 
tenserów lepkiego płynięcia. Pominięte zostają również wpły­
wy związane z oddziaływaniem sił masowych 1 sil bezwładności. 

Jako podstawowe równanie energetyczne przyjmuje­
my prawo zachowania energii, w którym pomijamy niemechanicz­
ne formy energii~ Bilans pełniejszy uwzględniony zostanie 
w oddzielriym studium. 

Ter:;or O.dkształceń całkowitych ośrodka lepko­
sprężystego mo . ~my przedstawić w po s ta ci sumy tensera od~ 

kształcenia sprężystego i tensera odkształcenia lepkiego 

/J;.l/ 
e 

= €.ij 
V 

+ t. ij' 

wskaźniki e i v, tutaj i w dalszym ciągu, odnosimy odpowied­
nio do fazy sprężystej 1 fazy lepkiej. 
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R6żniczkując wz6r /3.1/ względem czasu, otrzyma­
my analogiczny związek dla tenserów prędkości odkształcenia 

/3.2/ 
. e 
= De. ij + V 

D€.ijJ 

gdzie przez D oznaczono operator r6żniczkowania D = d/dt. 
Z drugiej strony tenser odkształcenia całkowite­

go można przedstawi6 ja~o sumę tensera kulistego ~ i de­
wiatora odkształcenia eij 

ó . =(o , i=#j 

iJ ll ' i=j 

W dalszym ciągu zakładamy, że deformacja obję­
tości ośrodka lepkosprężystego jest w og6lnośc1 funkcją 
czasu /w szczególności zachodzi identycznie jak dla fazy 
sprężys tsj/. Wtedy możemy napisać dewiator odkształcenia 
całkowitego w postaci 

/3.4/ e e e + v 
ij = ij eijJ 

oraz na podstawie /3.1/ 

/J.5/ 

Opierając się na odpowiednio uog6lnionym modelu 
mechanic~nym ośrodka lepkosprężyst~go i rozwa ża :;q, c stan 

przestrzennej deformacji tego ośrodka, możemy prze dstawić 
tenser odkształcenia całkowitego przez tensor;y odtTztałce­

nia poszczególnych elementów składowych sprężJ S t ,y ch i lep­
kich tego modelu. Modelem takim może być na przykład uogól­
niony model Maxwella, składaj4cy się z elementów Maxwella 
połączonwch równolegle. Model ten jest z kolei równoważny 
ciągowi modeli Kelvina połączonych szeregowo ze sobą oraz 
z elementem Maxwella. W ten sposób dla n-tego elementu 
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sprężysto-lepkiego otrzymujemy z warunków kinematycznych 
związek 

n ~ en r: vn 
/J. 6/ e ij = c ij + c. ij 

natomiast deformacje calkowita określona jest tensorem 

/J.7/ 

to znacz: deformacja wszystkich elementów jest identyczna. 
Biorąc pod uwagę rozkład tensora /J.5/, możemy 

wzór /J.7/ przedstawić jeszcze w postaci 

/J.8/ C, ::: - ~ n ó en vn 
ij c. ij + eij + eij • 

Tensar naprężenia w ośrodku lepkosprężystym 
przedstawimy w postaci sumy tensera kulistego naprężenia 
.J 

o oraz dewiatora naprężenia s1 j 

/3.9/ 

Dla n-tego elementu lepkos~rężystego przyjętego 
modelu ośrodka otrzymamy z warunków statycznych 

~n - J:. ~ 
o - J okk 

a naprężenie cąólne dane będzie · przez tensorx/. 

/J.ll/ 

xl w dalszy;~~;;~ przez sumę L rozumiemy 
m 

n =m 

L: 
m = l 
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Zgodnie z podanym na wstępie założeniem o pra­
wie zachowania energii, przyjmujemy je w postaci 

/J.l2/ Dw = Dwe + Dwv , 

Prawo to określa moc całkowitą doprowadzoną do ośrodka jako 
sumę mocy magazynowania przez fazę sprężystą i mocy dysypa­
cji przez fazę lepką. Moc całkowita równa jest mocy naprę­
żeń 

/J.lJ/ !>w= b De, 
ij ij ~ 

Podstawiając do powyższego równania wyrażenia 

/3.3/ oraz /3.9/, otrzymujemy 

/J.l4/ = Dw0 + nwP 
J 

gdzie w0 oznacza energię związaną ze zmianą objętości, 
natomiast wP energię związaną ze zmianą postaci. 

Podstawiając z kolei związki /J.S/ i /J.ll/ do 
równania /J.lJ/ oraz uwzględniając oczywiste równości 

/J.l5/ 
m 

, mamy 

/J.l6/ 

W wyrażeniu powyższym /i w dalszym ciągu/ przyj­
mujemy umowę sumacyjną w celu uproszczenia zapisu. Umowa 
ta odnosi się do wszystkich l~wtarzających się wskaźników 
dol~ch i,j = 1,2,J oraz górnych n = 1,2, ••• ,m, prży czym 
te ostatnie wskaźniki nie są wskaźnikami tensorowymi. 
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/3.17/ 

Jeżeli oznaczymy 

Dw'P = 
e 

n en s .. De. j 
~J ~ 

lO 

jako odpowiednio moc magazynowanej i dysypowanej energii 
odkształcenia postaciowego, to wówczas zapiszemy /3.16/ 
w postaci 

/3.18/ + nwP' V 

Dla uogólnianego modelu Kelvina /połączenie sze­
regowe elementu Maxwella + m elementów Kelvina/ możemy 
napisa6 związki 

/3.19/ 

oraz 

/3.20/ 

e 
ij = L e. ~j 

m 

6"ij = E) n 

c- v 
= o ij . L E. n 

m 
• 

vn 
s ij • 

Wprowadzając powyższe wyrażenia do równania 
/3.13/, otrzymamy przy uwzględnieniu zależności 

/3.21/ 6n = o' =t ) 

moc całkowitą w postaci 

/J.22/ Dw --

gdzie sumo!'!ranie, zgodnie z wprowadzoną umową, rozciąga się 
na trzy wskaźni~i: i,j oraz wskbźnik porządkowy n • 
Równanie /J.22/ jest równoważne związkowi /J.l6/ wyprowa­
dzonemu dla uogólnionego modelu Maxwella. 
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W ogólności dla dowolnego ośrodka lepkosprężys­
tego równanie /J.lJ/ można zapisać w formie 

/J.2J/ nw = J5Dc+ SenDeen + svnDevn 
ij ij ij ij 

Całkowitą energię równą pracy naprężeń otrzymamy 
całkując równanie /J.2J/ po czasie w granicach od O do t. 
Będziemy przy tym zakładali, że w chwili t = O poziom ener­
getyczny odpowiada energii zamagazynowanej w ośrodku wsku­
tek natychmiastowej deformacji sprężystej wywołanej począt­
kową wartością tensora kulistego naprężenia oraz początkową 
wartością dewiatora naprężenia 

/J.2Ą/ 6 {o) = o~ = o ' 

tak że 

/J.25/ w (o) = OJ 

przedstawia "zerową" energię sprężystą. W ten sposób mamy 

l -l -1/ .) -l ( en en) -l( ·VD vn) /J. 26 w = D Dw =JD \6' DE. +D s1 jDeij +D . s.1 jDe1 j , 

z warunkiem początkowym /3.25/. 
Jeżeli oznaczymy 

to wówcz~s na podstawie związku /J.26/ możemy nap~sać 

/3.28/ 

gdzie pierwszy wyraz prawej strony przedstawia energię 
zmiany objętości, drugi wyraz energię sprężystą zmiany 
postaci, a trzeci energię dysypowaną zmiany postaci. 
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W ogólności w0 przedstawia sumę energii sprężystej i dysy­
powanej przy zmianie objętości. 

Podane formuły zastosujemy do badania charakterys­
tyk ene r getycznych określonych typ6w ośrodków lepkosprężys­

tych. 

4. Ogólne typy ośrodków lepkosprężystych 1 oper.atorowe 
formy energii 

Zakładać będziemy w dalszym ciągu, że współczyn­

niki fizyczne charakteryzujące fazę sprężystą 1 fazę lepką 
ośrodka lepkosprężystego są niezależne od czasu, zaś funkcje 
pełzania 1 relaksacji zależą od różnicy argumentów (t-r). 

Rozważamy ośrodek, którego całkowita deformacja 
określona jest tenserem 

/4.1/ 

gdzie dowolna składowa deformacja dana jest operatorem 

/4.2/ 

O p e~ator ten 

/4.J/ 

przyjmujemy w postaci 
t 

D-r = d/dC:. 

· ~ f('"C)K~ (t-'t') d'"C, 

o 

Róv .a nie l 4.1/ zapiszemy w po s ta ci opera torowej, 
a w tym celu wprowadzimy operator 

t 

f (t') [Kc (t-T)d't = ( 
m n j 

o 
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gdzie oznacz ono 

/4.5/ Kc ( t ) = L K~ ( t) • 
m 

Wtedy równanie /4.1/ przyjmie posta6 

/4.6/ - Pc (n r- \ 
- "t' o ~ i; • -... 

Je~eli przyjmiemy warunki początkowe dla tensera 
naprężenia oraz funkcji K w formie 

/4.7/ 6'ij (o)= o_, o, 

to w6wczas do operacji /4.6/ stosuje się prawo przemiennoś­

ci 

/4.8/ 

gdzie 
t 

/4.9/ j 
o 

Podstawiając ziTiązek /J.9/ do r6wnan i a /4 .6/, 
otrzymujemy 

/4-.10/ 

gdzie znaczenie operatorów P 0 ~' P jest następuj ą ce: 

/4.11/ t 
pof = ~ f("L)K 0 

( t-t')d-r , Pf = 
t 
~ f ( T)K ( t-r)d't • 

o o 
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Operator P0 związany jest z deformacją objętościową, a 
K0 jest funkcją pełzania objętościowego, zaś operator 
P oć :: 3i się do deformacji postaciowej, dla której funkcję 
pel~ a nia reprezentuje K. Analogicznie jak poprzednio, 
przyjmujemy warunki początkowe 

/4.12/ 6(0)= o, sij (O)= O, K0 (0)= O , K(O)= O , 

dl,9 których r6manie /2.10/ może by6 przedstawione w pos­
taci 

Utworzymy obecnie odpowiednie wyrażenia ene?ge­
tyczne dla rozwa~anego o~rodka lepkosprężystego. R6żnicz­
kując w~ór /2.8/ po czasie, mamy 

/4.14/ D t. i j = D2 ( p c 6 i j) • 

Moc całkowitą napręże~ ot~zymamy mnożąc /4.14/ 
przez tenser naprężenia 

/4.15/ Dw=6 De = 
ij ij 

a stąd przez całkowanie znajdujemy energię całkowitą 

Z:uaczenie operatora występującego w równaniu 
/4.16/ jest następujące: 

r t{ t . ) t 
D-\~':,2 : p 0 f l]= ~ . f (t) ) f ( 't" >D

2
K

0
( t-'Z')d-cr t + DK~O) s :r2('Z")d'D' 

o o o 

http://rcin.org.pl
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t t t 

00 o 

/4.17/ 
gdzie n 't' = 7J jo-r: , 2 2 2 

D,; ='d /d~ . 
l .. 

W celu rozdziału mocy na moc związaną ze zmianą 
objętości i moc związaną ze zmianą postaci, podstawiamy 
/3.9/ do równania /4.15/. Otrzymujemy w ten sposób 

/4.18/ 

Stąd, stosując operację odwrotną, znajdujemy energię cał­
kowitą 

Tutaj operatory mają następujące znaczenia 
/4.20/ tt 

n-1 [rn2(P 0 f)J= ~~ f(r1)f(r2)n;. Ke>(-r_r) d"-Jdr2 + 
j.j 1 l 2 

t 00 

+ DK0 (o)) ;r2{L)dL, 

o 

/4.21/ tt t 

D-l[ fD
2

(Pf)l = ~ ~ f ('tJ) f ('r2) D~l K ( \ _ ~) d'r
1

d"t2+ DK (O}~ f2(L) dL" 

00 o 

http://rcin.org.pl
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Na podstawie formuł /4.18/ oraz /4.19/ możemy napi­
sać teraz odpowiednie wyrażenia .dla mocy i energii z•Niąza­
nych z deformacją objętościową i deformacją postaciową 

/4.22/ 

/4.23/ 

W celu uzyskania wyrażeń dla mocy związanych z de­
furmacją postaciową sprężystą i lepką skorzystamy z zależ­
ności /3.22/ oraz /3.23/, gdzie pominiemy człony związane 
z deformacją objętości. 

Uwzglęaniając powyższe znajdujemy, że moc odniesio­
na do deformacji postaciowej przyjmuje formę 

gdzie 

/4.25/ 
• 

Tutaj Gn , ~n są stałymi fizycznymi dla faz sprężystej 
i lepkiej. l~ależy zaznaczy6, że wprowadzona umowa swnacyjna 
dla wskaźników n nie obowiązuje w przypadku wzoru /4.25/, 
poDiAważ znajdują się one ~a różnych poziomach. 

Podstawiając związki /4.25/ do równania /4.24/, 
otrzymujemy 

Na podstawie /4.2/. oraz /3.20/ możemy napisa6 

/4.27/ 

http://rcin.org.pl
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a wtedy moc związana z deformacją postaciową wyrazi się 
przez całkowity dewiator naprężenia 

/4.28/ 

nwl' =2G Ilpil ( IJ"s 1 j) D [pil ( Dłi j)] + 21IlD [pil (~sij l) D [pil (D h j)) • 

Z powyższego wzoru moc związana z deformacją 
sprężystą ma postać 

/4.29/ 

D~ = 2GilPil { J{Sij) D [pil(IJ"s1 j)] = 2GilD [pil ( s 1 j ~D2 [pil ( s 1 j t 
zaś operacja odwrotna daje energię sprężystą w formie 

/4.JO/ 

~ = D-1~ = GilD[Pil(s1j~D[Pil(s1j~= Gil[DPil(sij) 2] • 

Ostatni operator wzoru /4.JO/ ma następujące znaczenie; 

t t 
/4.Jl/ · 

[ DPilf r = ~ . ~ f ( r 1 ) f (7:'2) DKil (t- 'Z]_) DKn (t- 'S) d'l:'i d -r2 , 

o o 

Dla mocy związanej z deformacją lepką, czyli dla 
mocy dysypacji, mamy na podstawie wzoru /4.28/ 
/4.J2/ 

nwP = 21nn(Pn(J?si}] n[Pn(~sij)] = 2~n[n2pn (s1 j~ 2 

gdzie ostatni operator ma następujące znaczenie: 

/4.JJ/ . 

[D2ylf Y = ~ J :f('l1) f(72 .. '
2

Kil ( t-1_) D~n ( t-''ź) d 'l), d 'S + 
o o 

+ 2DKn (O) f (t) ~ f(T) D2Kn (t-T )d T+ [ KDil (O) f ( t)p . 
o 

http://rcin.org.pl
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Stosując do wzoru /4.32/ operację odwrotną, obli­
czamy energię dysypowaną 

gd~ie operator ma postać 

/4.35/ ttt 

n-l(n2Pnf]2 • H~ f ('t]_) f (-r2) D~n ( t-'lj_) D~n (t--r2) d'l'1d't2dt 
000 

tt t 

+ 2DKn( O) ~) f (t) f('t') D~n (t-C:) dtd't +[DKn (0~2 ) :r2{t)d'l'• 

OC o 

Operatory /4.Jl/, /4.JJ/ 1 /4.J5/ należy rozumieć 
jako sumy operatorów, gdzie sumowanie odbywa się po powta­
rzającym się g6rnym wskaźni~u n = 1,2, .... m • 

Rozważymy z kolei ośrodek lepkosprężysty, w kt6-
rym całkowite naprężenie określone jest tensorem 

/4.J6/ ~ij <t) = L 'Ó ~j (t): 
m 

gdzie dowolny tensor składowy dany jest operator~ 

/4.J7/ o~j = Q~ ( DT € ) • 
ij 

. n 
Operator Qc ~J postać 

t 
/4.38/ Q~f = ) 

o 
w kt6rym Rn ma znaczenie funkcji relaksacji. 
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gdzie 

/4.40/ 

19 

Biorąc pod uwagę, że 

o 

t 

f ('t")~ R~ (t-<:)d<= ~ 
o 

f (T) R c ( t--r)d-::-

możemy zapisać równanie /4.36/ w postaci operatorowej 

/4.41/ 

~ 

Podstawiając związek /J.J/ do równania /4.41/,otrzy-
mu jemy 

/4.42/ 6'1j = Qo ( D,c) ó ij + Q ( D-reij) i 

w którym operatory mają następujące znaczerlia 

/4.43/ t 

Of = \ f(7'l R (t--r)dr • 
.J 

o o 

Operator Q0 związany jest z hydrostatycznym stanem naprę­
żenia,, a R0 jest funkcją relaksacji objętościowej 1 nato­
miast operator Q odnosi się do dewiatorowego st8D~ naprę­
żenia, za~ R jest funkcją relaksacji postaciowe j~ 

Warunki początkowe zakładamy, dla ten s o~ciw od­
kształcenia, dew~atora odkształcenia oraz funkcji relaksacji . 
w formie 

/4. 44 l e i j ( o) = o' t {o) = o ' e i j (o) = o ' 

R0 (0)= const , R0 /0/ = const , R(O)= const. 

http://rcin.org.pl
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Dla powyższych warunk6w początkowych określimy 
obecnie odp cwiednie wyrażenia energetyczne rozważanego 
ośrodka lepkosprężystego. 

Moc całkowitą otrzymamy, jeżeli utworzymy nastę­
pujące wyrażenie 

/4.45/ 

zaś energia całkowita będzie r6wna 

Ostatni operator ma postać 

/4.47/ t t 

n-1 [fQcf]= ) ) ft-r 1\ f (-c2) R
0 

(T
1
-r2) d'li d't'z • 

o o 

W celu rozdzielenia mocy -całkowitej na moc zwią­
zaną z deformacją objętości oraz na moc związaną ze zmianą 
postaci, podstawiamy /J.J/ do r6wnania /4.45/. Mamy w 
ten sposób 

Stąd, stosując operację odwrotną, znajdujemy energię 

gdzie oper:=, .:or7 są następujące: 

/4.50/ t t 

n-l[fQof }= 
/4.51/ 

~ ) 
o o 

n-1(tot]= t ~ 
o o 

http://rcin.org.pl
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Na podstawie O'trz:vmanych wyrażeń /4.48/ i /4 .:~s~/ 
możemy teraz napisać odpowiednie formuły ~la mocy oraz dla 
energii związanych z deformacją objęt~se:··· . ~;wą i deformacją 

postaciową. ~amy w ten sposób odpowiedniv 

W celu uzyskania z kolei odpowiednich w~rażeń 
· dla mocy magazynowania i mocy óysypacji związanych z defor­
macją postaciową, rozważymy formuły /3.22/ lub /3.23/, ::'Omi­
jając człony objętościowe. Uwzględniając, że moc związana z 
deformacją postaci ma formę 

/ 4 5 l p n D en n D vn • 4 Dw = sij e1 j + s13 e1 j 1 

gdzie 
en · 1 n 

/4.55/ Deij = ~ Dsij 

/tutaj G n oraz '1n są stałymi fizycznymi dla faz, odpowied­
nio, sprężystej i lepkiej/, otrzymujemy 

/4.56/ 

~yrate~1e powyższe przedstawia moc naprętet dla 
deformacji postaciowej okre~loną. prze~ oćpowieón::Le t·o:r;_ .. 

kwadratowe składowych dewiatorów naprę senic, • 

.C.a podstawie /4.37/ oraz /3.8/ ' "' ożemy napisa-. 

/4.57/ s~3 = Qn( D-reij) 

a wtedy moc związ~na z deforma2ją postaciową w~·:-azi si ti 

przez całkowi ty dewiator prędkości .: ::. ~::ształcenia 

http://rcin.org.pl
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Stąd dla mocy związanej z deformacją sprężystą mamy 

/4.59/ 

zaś przez operacj~ odwrotną znajdujemy samą energią magazy­
nowaną. 

Ostatni operator wa tutaj postać 
- 2 t t 

/4 . 61/ l Qnf J = ) ~ f (-r1) f(r2 ) Rn ( t-7J.) Rn (t- r2) d '<J. d t 2 • 

o o 

Dla mocy dysypacji mamy z kolei na podstawie wzo­
ru /2.58/ 

/4.62/ Dw~ =- 21 Qn(DTeij)Qn(DTeij)=~[ Qn(D-reij)] 2 ' 
~n ~n 

skąd przez operacją odwrotną znajdujemy energię dysypowaną 

/4.63/ 

gdzie operator posiada nast~pujące znaczenie 

/4.64/ 

n-l[Qnf] 2 • 

ttt 

000 
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Poaane powyżej wyrażenia energetyczne dla mocy 
.i energii obliczone w dwóch zasadniczych przypadkach ośrod­
ków lepkosprężystych: ośrodka pełzającego i ośrodka relaksu­
jącego, stanowią fizykalną charakterystykę tych ośrodków. Ze 
względu na to, że przy wyprowadzeniu tych wyrażeń ' opieraliś­
my się na modelach reologicznych o nieciągłych dystrybucjach 
czasów opóźnienia i czasów .relaksacji, wyrażenia energetycz­
ne mają również nieciągły charakter. 

s. Operatorowe formy energii przy dowolnej dystrybucji 
czasów opóźnienia i czasów relaksacji 

W celu określenia form energii w przypadkach 
ośrodków pełzającego i relaksującego, ·rozważonych w pąragra­
fie 4, przy dowolnym rozkładzie czasów opóźnienia i czasów 
relaksacji, dokonamy przejścia granicznego w prawach konsty­
tutywnych tych ośrodków, zakładając, że ilość elementów re­
prezentujących ich własności wzrasta nieograniczenie. 

Pełna deformacja dla dyskretnego ukl ::du uogól­
nionego modelu Kelvina dana jest w~orem sumacyjnym /4.1/. 
W dalszym ciągu ograniczymy się do rozważenia wyłącznie de­
formacji postaciowej; wtedy zamiast równania /4.1/ możemy 
napisać 

/5.1/ 

gdzie deformacje składowe dane są operatorami tspu / L . ., r~?/. 
W cel u senarakter yzowania dowolnego r .:;;·:t:!.a du 

czasów opóźnienia k posłużymy sią nast~pującymi z<:;:i. ~:.:~t.smi: 

/5.2/ 

Przechodząc do granicy przy liczbie elementów 
rosną.ce~ nieograniczenie (n~ oo) otrzymamy na podstawie 
wzoru /5.2./ związki 
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d J (k)= d M (k)/M 
) 

M ::: 

gdzie założono, że funkcja M określona 

zmienności k€ rka' ~] • Na funkcją J 

runek normalizacji 

kb 

~d J(k) '-= 1 • 

kb 

\ d M (k) 
..,) 

jest w przedziale 
nakładamy jeszcze wa-

Przy przejściu od czasu ouóźnienia k , do czasu . n-... 
opó~nienia kn=kn-l + Llnk równanie dla n-tego elementu przy 

dowolnym rozkładzie czasów opóźnienia ma postać 

J.r:~b przy przejściu do granicy (n ~ oo) 

Dla ciągłej dystrybucji czasów opóźnienia /5.5a/ 
przechodzi w równanie ("ak = '"d lok, dk= d/ dk ) 

dla zmiany czasu opóźnienia od k do k+dk~ 
Przy przejściu od dyskretnego do dowolnego roz­

kładu czasów opóźnienia równanie l5ol/ winno być przedsta­
wione w postaci {patrz równanie l 5.5/] 

/5.7/ e~1 (t,k)• ~.l1neij (t,k), 

http://rcin.org.pl
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gdzie 

/5.8/ Aneij (t ,k); eij ( t ,kn) - eij . (t ,kn-1 ) ' 

Równanie /5 ~ 7/ uważamjl za całkową sumą Stiel tjesc:". 

Jeżeli przez ~k oznaczymy elementar~~ przedzial 
11 

/5.9/ b k = k - k -n n n-l /J. k E l-k k. l n a' OJ 

to p_r ze chodząc d o granicy, otrzymamy 

Ostatnia całka jest całką Stieltjesae 

Jeżeli funkcja podcałkowa wcałce /5Gl0/ jest róż­
niczkowana i posiada .całkowalną pochodną, to całka te.. prze­

chodzi w całkę Riemanna 

/5.11/ 

Rozwiązując równanie /5.6/ _ze wzgl~du na dke;i_i' : 

otrzymujeacy 

/5.12/ 'Okeij = ;k (n-r s1 j) 

jest operatorem o postaci 
t 

/5.13/ = ) 
o 

http://rcin.org.pl



26 

przy czym podobnie jak w paragrafie 4 przyjmujemy warunki 
pocz .~tkowe w formie /4.12/. Punkcja A{ jest funkcją pełzania 
dla elementar~ej zmiany ciągłej dystrybucji czasów opóźnienia 
i ma postać 

15 •141 K: (t,k) = d.Jt\1\k) (1- e- t/k) • 

Mnożąc równanie /5.6/ przez dkDeij obustronnie, 
otrzymuj e my 

/5.15/ sij(t)Cl0Jeij(t,k)= ł~~f(i)Okeij(t,k)Cl0Jei;j (t,k) + 

Jak widać z wzoru /5.15/ prawa jego strona przedsta­
wia sum~ mocy magazynowania i mocy dysypacji dla elementarnej 
zmiany dystrybucji ciągłej czasów opóźnienia. Tak wi~c 

a zatem 

/5.18/ 

. Całku~ :c w~rażenie /5.12/ w przedziale zmienności k, 
otrzymujemy przy uwzg1Qdnieniu /5.11/ 

k 

15 •191 e1j (t) = \b P: (n, s1;j) dk = Pk (n, s1j) " nPksi;j J 

ko., 

http://rcin.org.pl
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/5.20/ Pkf = ~ · f lT)Kk l t-T) d 't" , 

o 

W ostatnim wzorze 
ka 

jest funkcją pełzania rozważanego ośrod-

Związek /5.19/ wynika z uwzgl~dnienia warunków 
początkowych w formie analogicznej do /4.12/ 

/5.22/ s1 j (O)= · O ' ~ (o)= o • 

Wykonując operacj~ różniczkowania na wyrażeniu 
/5.19/, 

/5.23/ 

oraz mnożąc tak otrzymany związek przez s1 j , znajdu~em3 

moc naprążeń dewiatorowych 

/5.24/ 

Chcąc wyrazić moc całkowitą związaną z deformacją 
postaciową przez składowe dewiatora odkształcenia, całkujemy 
równanie /5.15/ w granicach zmienności k 

kb 

/5.25/ nwP = s1 jDe1 j ;. ~ dk~ (k\ '<lkeij ''i\De
1

j dk + 

ka 
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Korzy stając z zależności /5.12/ można wz6r /5 .. 25/ 
przeO.sta:w:i.C j eszczs w postac i 

K k 
1:l b l~ ~ " ),.(- - ! "j 

/5 ~26/ Il\Yp = c d ~'ki DP~si .D2P~s1 . dk + f d_kM lk)~t.:;pk~ijj ·~ dk o 

.) k \. . J ;) ~ 
k a 

Jak wynika ~ powyższych wyrażeń 

/5.27/ p ( ~ p ~ "kwePdk+D ~kw~ dk " 
Dw ~ D J okw dk = D J 0 J 

gdz:i.t~ 

/5 o28/ 

/5o29/ l)wP 
V 

ka ka ka 

Z ostat~ich wzorów obliczymy energie, stosując ope-
racje odwrotne ~ 

/5.30/ ~ 
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/5.31/ 

kb 

(' k -l -l 2 ',( }2 
) ~)D D Pksij dk p 

ka 

Operatory wystEipujące w równaniach /5.28/-/5.31/ 
mają postać analogiczną do operatorów podanych dla ośrodka o 
dyskretnym rozkładzie czasów opóźnienia w paragrafie 4. 

Przeprowadzając podobne rozumowanie jak wyżej, 
można znaleźć analogiczne wyrażenia energetyczne dla ośrodka 
relaksującego o dowolnej dystrybucji czasów relaksacji. 

I tak, pełna naprężenie dla dyskretnego tlliladu 
uogólnionego modelu ~axwella dane jest tenserem /4.36/. Ogra­
niczaj~c się w dalszym ciągu do rozważenia wyłącznie skład~­
wej dewiatorowej stanu naprEiżenia, możemy napisać 

/5.32/ 

gdzie napr_~żenia składowe dane są operatorami typu /4.33/. 
Dowolny rozkład czasów relaksacji l określamy 

związkami 

/5.33/ 

Dla dowolnego rozkładu czasów relaksacji, otrzy­
mamy stąd przy n 

/5.34/ dl {l) = d.N {t) /ll J 

t b 

N=\ d.N\' (.) J - 1 

t~ 

gdzie funkcja I określona jest w przedziale zmienności 
t E [t a, ~b} oraz spełnia warunek normalizacji 
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t b 

\. { I (l) = 1 • 
j 

ta 

30 

~rzy przejściu od czasu relaksacji l~-i do 
czasu relaksacji L~"~= L"ń-! + An l równanie dla n-tego elementu 

przy dowolnym rozkładzie czasów relaksacji 

/5.36/ ~n'i~ \t) De ij (t)= .6.,., Dsij (t, t) + y ~"\ sij ( t, t} 
" 

przechodzi przy ciągłej dystrybucji czasów relaksacji w rów-
nanie ( c i = a /"d t , d l = d/ d t ) 

dla zmiany czasu relaksacji · od t do t + d L, 

Przedstawiają.c równanie /5.32/ w postaci 

/5.38/ ~~~ (t, i) = L ~ s. \ t, t) ~ 
m n l.j 

gdzie 

= s . . (t , t ) - s . h ( t , Ł - ) l.J n l. n-i 

przechodząc w granió:y do cał ki Stieltjesa a nast~pnie do 
ca ł ki B.iemanna, znajduje my 

t b 

/5.40/ ~ ot si;j (t' l) d t 

ta. 

~-~najdu.jem:y dalej ro z·f';ią.zanie równania /5.3 7/ w for- . 

mi e 

http://rcin.org.pl



31 

/5e.4l/ 
' 

gdzie t 

/5.42/ Q~ f - ~ f (-rl ~ ( t-·d) d 't 

o 

przy warunkach początkowych analogicznych do /4.44/. Funkcja 
łt 

Rt jest funkcją relaksacji dla elementarnej zmiany ciągłej 
dystrybucji czasów relaksacji 

/5.43/ R7 (t, t) :K d,l N (t) e- tjt 1 

Równanie /5.37/ mnożymy obustronnie przez dtl) .. 
looj 

1 w ten sposób otrzymujemy 

/5.44/ 

'dt s1 j \ t,t) De1 j (t)=- _j_t ~t Ds1 j (t, t) dt s1j ( t, t}+ 
d.tłł\) 

+ ld;n(t) ot si;j (t, t) ot si;j (t, t) • 

Prawa strona równania /5.44/ przedstawia sum~ mo­
cy magazynowania i mocy dysypacji dla elementarnej zmiany 
dystrybucji ciągłej czasów relaksacji. W ten sposób otrzy­
mujemy 

l ()l Dsij (t, t) dt S.; j l t, t) , 
cJ.lN(t) ,.. 

/5.46/ ~ nw; = t<\~ {l) 0t 8 ij l t' Ł) 'ól s ij (_t ,t) ' 

a zatem 
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Całkując wyrażenie /5.41/ w granicach zmiennoś-
ci l , 

/5.48/ Q t (~e i·) ' . " J 

gdzie· cstatni operator .ma nast~pujące znaczenie : 

Q f = 
l 

1;. . 

. ~ · · f ('C l Rl l t- 'C ) d 't 

o 

W ostatnim operatorze li jestfunkcją relaksacji 
rozw2żanego ośrodka 

/5.50/ lb 
Rllt)= \ d.l N(t) e - t/l dL . 

. l 
a 

Mnożąc wyrażenie /5.48/ przez Deij' znajdujemy 
moc napr~żeń dewiatorowych 

Z drugiej strony, moc tę wyrażoną przez składowe dewiatora 
. naprężeń otrzymamy, całkując równanie /5.44/ w granicach · 
zmienności 

/5.52/ tb ~b . 

nwP = t\ ci\ (t) ()t Dsi; "tsiJ' dl + \ 1 Ols. ,;:q S.; .. dl • 
J -l " ;; ld: N\l) ~tJ ~ o~.J 
a la l 

Korzysta jąo z zależności /5.41/ można wzó:r /5.5 c.. . 
zapisać jeszcze w formie 
/5.53/ tb ' tb 

p - r l *( \ * r n \ r l ~ • ~f- ~ • ' 
Dw - tj dtN(()DQL D-reiJ! Ql·~:ei~ldl+tjlor/'~{Lj~t~t'eij)Qt (?-reij )a..L .. 

a a 
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Z powyższych wyrażeń otrzymujemy zatem moc całkowitą jako 
sum~ mocy związanych z deformacją sprążystą i lepką 

/5.54/ lb lb ~ 

Dwp = D ~'dl wPd l = D ~ 'dlw~dl + D ~'i\ w~dt• Dw~+Dw; 
ta . la ta 

gdzie l b 

f l ~ it 

l) dl Nll) DQllD,eij) Ql (Dt'eij) d~ 
a 

/5.56/ nwP = 
V 

Z powyższych wzorów obliczymy energie sprężystą 
i dysypowaną przez operacje odwrotne 

l b 

/5.57/ w~ = \ At~ \l) D-lL DQ; (Do:eij) Q "1 (D,e1 j) J d t , 

ta. 

t b 

/5.58/ w; = ) t~!ll\ D-l l Q~ ~ D,eij )} 2 dl. 

la 

Operatory wyst~pujące w równsniach /5.52/-/5.58/ 
mają postać analogiczną do operat orów Tuz,vvażonych w paragra­
fie 4 dla ośrodka relaksującago o .dysk:retnym rozkładzie cza­
sów relaksacji. 

Opiexając się na uzyskanych w tym paragrafie wy­
rażeniach energetycznych dla ośrodków lepkosprężystych peł­
zającego i relaksującego, możemy ~rzejśó obecnie ~wyzna-
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czenia rozmaitych form współczynników energetycznych rozdzia­

łu oraz do określenia ich związku z funkcja.mi pełzania i 

relaksacji. 

6Q Współczynniki rozdziału form energii 

W paragrafie 2 wprowadziliśmy pojęcie współczynni­
ków rozdziału form energii magazynowanej i dysypowanej , któ­
re to współczynniki charakteryzowały ośrodek pod względem 
energetycznym a jako wielkości fizyczne był~ pomocne do ok­
reślenia pewnych krytycznych stanów ośrodkao 

Współczynniki rozdziału form energii mogą być zde­

finiowane w sposób umowny lub w sposób naturalny /patrz. 

par. 2/. 
Wprowadzimy teraz następujące oznaczeniax/ 

l v l . W ~ "l Dw 1 W - ;;. ..._ ," 
=2L G wen" D =L; vn 4 ' · - '1E ' 11D) 

n m (n 

/6.1/ 

m 

dla energii wyraźonej przez składowe dewiatora odkształcenia 

oraz 

/6.2/ 
VlE = 2 L G n wen 

m 

dla energii wyrażonej przez składowe dewiatora naprężenia~ 

Tutaj~ wen' wvn przedstawiają odpowiednio energie magczync-

wane i dysypowane .w elementach składowych spr~żystych i lep­
kich przyjętego modelu ośrodka. 

Dla pierwszego, rozważonego w paragrafie 4, oś­

rodka pełzającego mamy na f"idstawie /4.,30/ dla energii sprą­
żystej związek 

/6.3/ we = I. wen = G n L npll(sij ~2 ' 
m 

x/w dalszym ciągu rozważym~ jed~nie form~ energii i mocy 
zv;ią.zane z d eformac ją postaciową i dlatego konsekvventnie 
opuszczamy górn~ indeks p wprowadzony dla energii posta­
ciowej w paragrafach poprzednich. 
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a stąd, zgodnie z wzorem /4.2/, możemy napisać 

/6.4/ 
• 

Dla mocy d'ysypacji otrzymujemy z wyrażenia /4.32/ 

(6.5/ 

~raz na podstawie wzoru /6.2/ 

/6.6/ • 

Sumując W3rażenia /6.4/ oraz /6.6/.-, mamy 

/6.7/ W " WE+WD " 2{ G! [ D:p'l( sij ~ 2 
+ ( ! ~2:p'l ( s1 l}. 

W paragrafie 2 wprowadziliśmy z kolei współczynniki 
rozdziału energii określone w sposób umowny jako stosunki od­
powiednich energii zredukowanych do całkowitej energii zredu­
kowanej danej wzorem /6.7/. Tak wi~c, 

/6.8/ 
' ~ + Z!D = l • 

Na podstawie wzorów /6 -4/, /6.6/ oraz /6.7/ możemy 
/6.8/ przedstawić w postaci 

/6.9/ ~E ={l +l 
. "l nD2pll (s i j )r } -l 

' GnDr (s1 j) 

\ ( G D:p'l (s ) r } -l 

/6.10/ ~ = l + n 2pll ij • 
1nD (sij) 
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+ 
W sżczególnym przypadku dla sij = sij(O ) = 6~j, 

współczynniki rozdziału energii mają formą 

/6,11/ x; ={l + [JnD2pll (l) ]2} -l ~ ={l .+ f GnDpD(l) lill • . 
Gnnpll (l) J J l (nD2pD (l)j S 

Tutaj operatory nałożone na funkcj~ jednostkową mają nast~­
pujące znaczenia: 

t t 

/6.12/ DpD(l) = ~ D~ (t-r)d'l'= - ~ D'l:~(t-'t)d't'" ~(t) 1 

o o 

t t 

/6.13/ D2pD(l) 2 D ~ D~( t-T)d'l"• -D ~ D-r~( t-..:) d-r= D~ (t) 1 

o o 

a zatem wyrażają si~ wprost przez funkcj~ pełzania oraz jej 
pochodną. 

Podstawiając znaczenia op~ratorów /6.12/, /6.13/ 
do wzorów /6.11/, znajdujemy 

2 - l 

/6.14/ ~; =ll +(f 1::~) J l ~; =[l+( i 1~~ n -l. 

m m 

Jak widać z formul /6.14/ współczynniki rozdziału 
energii wyrażają si~ w przypadku niezależnego od czasu dewi~­
tora napr~żenia ·przez ilorazy form kwadratowych funkcji peł­
zania i ich pochodnych. 

W szczególności dla pojedynczego elementu Kelvina 
mamy przy stałym napr~żeniu 
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l [ (~) 2]-1 /6 .15/ ~ = l + GK . J 

Biorąc pod uwagą warunki początkowe dla funkcji 
pełzania 1 jej .pochodnych 

/6.16/ xn(o)= o, nxn(o)= const, 

otrzymujemy dla przypadków /6.14/ i /6.15/ następujące war­
tości początkowe współczynników · rozdziału • . 
/6.17/ afE (O)a OJ ~{0)= l • 

Uwzgl~dniając natomiast wartości asymptotyczne funkcji peł­
zania 1 ich pochodnych 

/6.18/ K(oo) = const DK {oo) = O, 

zna~dujem~ 

/6.19/ ~ (oo) = l ) ~D(oo) =O 

Wartości współczynników rozdziału energii w sposób poglą­
dowy wskazują na udział fazy sprąźystej i fazy lepkiej w 
ogólnym bilansie doprowadzonej do ośrodka energii w dowol­
nej chwili czasu. Zgodnie z postacią funkcji pełzan:ia prze­
bieg współczynników rozdziału w za1eźności od czasu ma cha­
rakter wykładniczy /rys. 1/. 

Zależności /6.15/ dają bezpo ćredni związełt pomi~­
dzy funkcją pełzania 1 współczynnikami r ozdziału. Związek 
ten ma postać nast~pujących równań róźniczkowych: 

· 2 2 1-, 2 2 -ae,D 

. /6.20/ \ ~) =(~) ~' · (~) =(~) ~-atn ' 
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Całkując powyższe równania w granicach od t
0 

do 
t, otrzymujemy 

/6.21/ K(t) • K(t0) exp [i ~ ( l~: E)~ dt] 

1 --------------------

1 

~-------"..,.....-
"".", 

IO's;.1 

Z~ienność w czasie naturalnych 
Hspółczynników rozdziału ener­
gii dla pojedyńczego gler.:entu 
Kelvina \'i przypadku S .. :const. 

l.J 

o~--------------------~ t 

Z~ienność w czasie naturalnych 
\·rspólczynnikÓ\'1 rozdziału energii 
clla pojedyziezego eler.:entg Eax­
wella w przypadku /De .. / =const. 

l.J 

t o 

1 

·"t-t\ --------
~~"". 

h/(t) 

t 

Rya.2 

Znienność w czasie naturalnych 
współczynników rozdziału nocy 
dla pojedyńczego elsnentu 
Kelvina w przypadku S .. :const. 

l.J 

......... h!(t) 

""""""'-
--.... __ 

OL-----------------------.-
1 

Z~ienność w czasie naturalnych 
współczynników rozdziału nocy 
dla pojedyńczego ele r..entu Eax­
wella w przypadku /De .. /0:con~t. 

l.J 
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przy czym spełniony jest warunek 

/6.21'/ 

oraz 

/6.22/ 

lim K = O 
t ~o 

o 

t 

z warunkiem j6.21Y. 
Jak widać z powyższych rezultatów,funkcja peł­

zania w~Taża się przez funkcje wykładnicze współczynników 
rozdziału ener;ii. 

Przejdziemy z kolei do wyznaczenia współczynni­
ków rozdziału dla ośrodka relaksującego, danego równaniem 
/4.41/. 

Na podstawie wzoru /4.60/ mamy energią sprątys­

tą /postaciową/ w formie 

/6.23/ 

oraz na podstawie /4.2/ znajdujemy dla ene=gii zredukowanej 

/5.24/ WE ~ ~ [ Qn(De1 j) t, 
Dla mocy dysypowanej otrzymujemy z wzoru /4.62/ 

/6.25/ Dwv = 2~ [ Qn(Deij) r 
ol'az na podstawie /4.2/ 

/6.26/ 
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Sumując /6.24/ i /6.26/, otrzymujemy całkowitą 
energi~ zredukowaną 

/6.27/ 

W danym przypadku otrzymujemy stałe wartości 
współczynników rozdziału energii 

/6.28/ ~ 
E =~ = 1/2 ' 

co wskazuje na jednakowe energetyczne zaangażowanie obu 
faz sprążystej i lepkiej w procesie odkształcenia. 

W szczególnym przypadku, gdy tenser prądkości od­

kształcenia jest stały De1 j = ( Deij) 0 = const (t), możemy 

na podstawie /6.24/ i /6.26/ napisać 

/6.29/ o l -l' )o n 1
2 

WE = 2 \Deij Q (l~ , 

gdzie operator na funkcji jednostkowej ma postać 
t 

l 6 • 3 O l Q n ( l) = } R n (t-r) d -c 

o 

W dany~ przypadku słuszne są również zależności /6.28/. 
0}~eślenia naturalnych współczynników rozdziału 

energii i mocy dokonamy w oparciu n nast~pujące formuły: 

/6.31/ 

/6.32/ 
• Dwe 
he = -

D w 

h = V 

• Dw 
h = --L 

V D w 

gdzie kropki mają znaczenie symboliczne. 
Dla ośrodka typu /4.1/ mamy wtedy, zgodnie z wzora-
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rami /4.30/ i /4.34/, nast~pujące wartości wymienionych 
współczynników ; 

/6.33/ 

/6.34/ 

oraz na podstawie formul /4.29/ 1 14.32/ 

/6.35/ 
l'() [ 2pll ( .~12 \(-1) 
l n D 5 iJ 11 ( 

/6.36/ . r l 
h =l+ 2 

V \ 

W szczególnym przypadku, gdy s1j = s~j = const \th 
wzory powyższe przyjmują postaó od-powiednio do formul /6.33/, 
/6,34/ 

/6.37/ heo =~1 + 2 "lnn-1[n2pD-(1)] 2)t-1l 
G Dpn l 2 J ' n 

gdzie operatory są nast~pujące: 

/6.38/ 
r l t n n 

D-1 t D :Y. (1)/ = ) DK DK d:r 1 

o 
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/6.39/ 
2 \'\ \'\ ( ) 

[ DpD- l l 1} = K (t) K t • 

W tym samym przypadku wzory /6.35/, /6.36/ dają 

gdzie znaczenia operatorów są następujące: 
/6.41/ 

[n2r (1~2 = nnlf D[nr (1U2 
= 2ń~ t 

Dla pojedynczego elementu Kelvina mamy według for­
muły /4.37/ naturalne współczynniki rozdziału energii /rys.1/ 

t 

/6,42/ r ..,~ (DK)
2 

dT ] (-1) 

hl =11+~( 2 ) 
e L ·rr K (t) 

l 
[ 

l G _2 ( t) -,\-1). 
h = l~ - t K- 1 

v 
2 1 ) (DK)2 d.t j 

o 

Analogicznie znajdujemy współczynniki rozdziału mocy według 
wzoru /6.40/ /r,ys.2/ 

r l\-1) 

/6.43/ h l =ll+2 G R~t\ l ) e. L . ..l 

Równania /6.41/ oraz /6.43/ podają zależność współ­
czynników rozdziału energii i mocy dla pojedynczego elementu 
Kelvina od jego funkcji pełzania K. Stąd możemy z kolei wy­
razić funkcj~ pełzania przez wymienione współczynniki. I tak, 
z równań /6.42/ znajdujemy nieliniowe równania różniczkowe 
ze wzglądu na tę funkcję o postaci 

/6.44/ ~ 2-H9 (t)K(t)y - łnnex2(t)= o 

y
2-Hv(t}Klt) y ~ tnHvK2(t)= O 
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gdzie oznaczają 

/6.45/ y = DK 

Z równań t~ch obliczam~ odpowiednio 

~ierwiastki ujemne obu powyższych równań alge­
braiczn~ch, nie spełniające warunku y = DK>O 1 odrzucamy. 

Rozwiązanie równań /6.44/, /6.45/ przedstawić 
można ostatecznie w postaci 

[l t 
/6.48/ K(t)= K(t 0 )exp 2 J (a6 +1/Ąldt], lim K = o 

t ~o 
o o 

t 

/6.49/ K (t)= K (t0) exp[ ~ j ( Hv + 'fL\) dt] , lim K = o 
t -+0 

to 
o 

Wartości początkowe i asymptotyczne naturalnych 
współczynników rozdziału energii są według /6.42/ następują-
c e 

/6.50/ h! (o)= o, ~(O)= l 

hl (oo)= 1, ~(oo)= o 
e 

w analogiczny sposób obliczamy z kolei zależnotai 
dla funkcji pełzania wyrażonych przez współcz~nniki rozdziału 
mocy. Mamy tutaj odpowiednio 
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/6.51/ t 

~ !ł K (t)= K (t
0

) exp 
"1 i; o 

t 
/6.52/ 

~ K(t)= K(t
0
)exp 

!ł 

~ to 

. 
1-h e 

• 
he 

. 
by 

1-~ 

44 

dt ' 

dt ' 

11m X = O, 
t~O o 

lim K = O. 

t--+ o 
o 

Wartości początkowe i asymptot,czne wsp6łczynni­
ków rozdziału mocy są według /6.43/ nast~pująoe : 

/6.53/ h; {O)= l, 

Znajdziemy, analogicznie jak dla ośrodka pełzają­
cego, wartości naturalnych wsp6łczynnik6w rozdziału energii 
i moc~ dla ośrodka relaksującego, rozwatonego w paragrafie 
2. Na podstawie wzor6w /6.31/, /6.32/ znajdujemy 

/6.54/ 1n l iJ~ 

( 

L n-lf Qn(De .)12~\-1) 

he= l+ 2 tJ~(Deij)]2 

/6.55/ 
1 (-1) 

j 
oraz 

/6.56/ 

http://rcin.org.pl



45 

/6.57/ 

=(Deijf, wzory powyższe przyjmują kolejno postać 

/6.58/ 2 t-1) 

l 
1 n-1[ O.n (l)] ) 

h0 - 1 + 2 1n ( ' e - ~)Qn (1lf l 
gdzie operatory mają następujące znaczenia 

ttt 

/6.59/ D-
1 k \1))2 = H~ R

0
( t-!l) R0 

(t-'<2) d-r'1 d '<2 d t, 

000 

t t 

/6.60/ [Qn (1l]2 
= )~ R0 (t-!]_) all( t-T2)d~ d"2 1 

00 

gdzie operatory są 
t 

/6.62/ Q0 (1)DQ0 \1)= R0 (t) \ Rn(t-"C)d't , 

o 
- 2 

oraz lQn (l)] zgodnie z wzorem /6.60/. 
Dla pojedynczego modelu Maxwella mamy na podsta­

wie formul /6.58/ ' /rys.~/ 
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gdzie operator3 są typu /6.59/ i /6.60/, 

oraz zgodnie z wzorami /6.61/ /rys.4/, 

/6.64/ .1 ~ G .[Q (l) J 21~1) 
h = l+ - , 

e { QO.'i ]Q ll) 

przy czym operatory mają formą /6.62/. 

Równania /~.63/ i /6.64/ podają zależność współ­
czynników rozdziału energii i mocy od funkcji relaksacji oś­
rodka. ~lożemy stąd z kolei wyrazić funkcją relaksacji przez 
wymienione współczynniki. I tak, z równań /5.63/ znajdujemy 
szukane zależności w formie nieliniowych równań całkowych. 

Ze związków /6.63/, po podstawieniu znaczenia opera­
torów, otrzymujemy następujące równania 

/6. 65/t t t t 

D ~l) R ( t--r)d'tr dt-2V i (t) ~ [ ~ R (t-T)dtrfdt = O, (i=e, v), 

/6.66/ 

o o o o 
l 

G l-he 
q (t)= - --.:~-

e '( h~ 

Stąd obliczamy 

~ V (t)= Q. ---r;- • 

V 11-~ 

t t t 
16 •671 j [~ R (t--r)a-rY d t = c exp 2 [ ) V 1 (t) at],(i=e, v), 

o o o 
gdzie C jest stałą 

t t 

/6.68/ c = r l ~o 
o o 
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Różniczkując w~rażenia /6.67/ dwukrotnie, obli­
czamy ostatecznie 

/6.69/ t 

R(tl=[2v1 (t)J-!\ov1 (t}+2V~ltilexp ~ V1\t)dt, (i=e,v) • 

o 

W~rażenia powyższe podają szukaną zależność funk­
cji relaksacji od naturaln~ch współczynników rozdziału ener-
gii. 

W analogiczny sposób znajdujem~ ze związków /6.64/ 

/6.70/ t 

R (t) = c V 1 \t) ex p [ ~ 
to 

Początkowe 

(i= e, v) • 

i asymptotyczne wartości współczynni-
ków naturalnych rozdziału energii i ~ocy znajdujemy z wzorów 
/6.63/ 1 /6.64/ 

/6.71/ hl to) = l, h1 \0) = o, 
e V 

hl 
e loo)= o, h; (oo)= l ' 

oraz 
.l 
he (0)= l, ~ (O) = o ' 

.l 
(o)= h1 (oo) = he o, l • 

V 
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7. Współczynniki rozdziału dla ciał lepkospr~żystych o do­
~~lnych dystrybucjach charakterystyk 

Wykorzystamy wprowadzone w p. 2 poj~cia współ­
czynników rozdziału energii magaz~ynowane j i energii dysypo­
wanej dla ośrodków lepkospr~żystych o do~olnych dystrybu­
cjach czasów retardacji i czasów relaksacji. 

Rozważymy szczególny przypadek pełzania w warun­
kach stałego w czasie dewiatora naprężenia sij(o+)= s~j 

oraz określimy związki pomiędzy funkcją pełzania ośrodka a 
współczynnikami rozdziału dla zredukowanych energii sprężys­
tej i dysypowanej zgodnie z wzorami /6.8/. 

Energie zredukowane w postaci analogicznej do 
:formuł /6 .l/ 

/7.1/ WE =M w . e. e WD = MVO"v ' · W = WE + WD ' 

gdzie 

kb r J7.2/ ~ . dk kdk 
M :: Mv = • e 4łl(k) 'd~ (k) 

ka ka 

Wyrażenia dla energii magazynowanej we oraz dla 
mocy dysypowanej Dwv przyjmują zgodnie z wzorami /5.40/ oraz 
/5.29/ postać 

l ~~ l ~2 
( /7.3/ w8 = 2 Kk t,k) dkJ 

dkM\k) 

/7.4/ 
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a w tedy współczynniki rozdziału energii zaredukowanych według 
wzorów /6.8/ wyrajają si' nastąpująco 

/7.5/ 

/7.6/ 

. ~ 

\ 

· \ k [n~ (t ,k) ]
2 

dk 
M ) dkr,! (k) 

At v ka 
-"E = l ;-.+-~~------------

( 2 
J l T{~ (t' k) dk 

Me d·- M lk) -k 
ka r 

tl) 
• Ki k ( t , k) • d k 

- * ] 2 {n~ t,k dk 

Związki /7.5/ oraz /7.6/ moana przekształcić 
do postaci dwóch równań niezalejnych dla funkcji pełzania 
~' jeśli dane są współczynniki rozdziału energii~ i~. 

I tak kolejno otrzymujemy 

/7.7/ 
kb 

1-~ ~ 

~ k ·.[nK~ (t ,k~2 dk - M ~ l *
2 

. J:lj 

-,r~ . d Jł1 ( k) Kk (t , k) dk =:o/ dkfu \k) 
de E 

ka ka 

/7.8/ 
~ 

~ 

.~ • dJ'~k) [D~ tt,k~2 dk-
~ !e ~ l lt2

{t,k)dk= o. 
l-~ M V' ! d~ 

ka k.a 

http://rcin.org.pl



50 

* Biorą.o pod uwag~ fakt, że funkcja p.ełzania Kk dana 
wzorem /5.14/ wyraża si~ przez funkcj~ dystrybucji czasów 
retardacji M(k) praz uwzgl~dniają.c znaczenia wielkości Me , 
Mv według wzorów /7.2/, możemy uważać związki /7.7 l, /7.8/ 
za równania, z których przy danych współczynnikach rozdzia­
łu~' ~D możemy określić funkcją M (k). Równania te wyrażone 
w sposób ja~ przez funkcję M(k)mają postać 

/?.lo/ 
~D 

1-'0fn 

W podobny sposób można uzyskać odpowiednie równa­
nia dla funkcji N(L) jako ciągłej dystrybucji czasów relaksa­
cji w przypadku ośrodka lepkosprężystego o własnościach rela­
ksacyjnych, który został rozważony w paragrafie 5. 

W obu przypadkach forma równań jest skomplikowana, 
tak że nie będziemy si~ zajmować w tym miejscu metodami ich 
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rozwiązania. 

a. Uwagi końcowe 

Przeprowadzone w paragrafach poprzednich rozważa­
nia dotJczące charakterystyk energetyczn~ch liniowych ciał 
lepkospr~ż~stych /tJpU boltzmanowskiego, to znaczy o sta­
łych współczynnikach fizycznych/ pozwalają na określenie 
własności tych ciał na bazie energetycznej. Sposób ten po­
lega zatem na podaniu współczynników rozdziału energii i mo­
cy, magazynowanej i dysypowanej, w tych ciałach, które w 
sposób jednoznaczny charakteryzują zachowanie si~ materiałów 

w warunkach pełzania i relaksacji. Ze wzgl~du na to, że 

współczynniki rozdziału energii i mocy wyrażają si~ przez 
charakterystyki procesów pełzania i relaksacji /funkc.je peł­
zania i funkcje relaksacji/, można je uważać za równorzędne 
charakterystyki fiz)czne materiałów. 

Tak wi~c formy charakter ~' :-tyki liniowych ośrodków 
lepkospr~tystych mogą byó następujące: 

l/ równanie ró.tniczkowe o stałych współczynnikach, ogólnie 
biorąc n-tego rzędu, które wiąże zależność pomi~dzy skła­
dowymi tensera odkształcenia i ich pochodnymi wzglądero 
czasu oraz ~kładowymi stanu naprążenia i ioh pochodnymi 
wzgl~dem czasu. Ró~nie takie, zapisane w formie opera­
torowej1ma postać 

L, e = ·L2·s, 

. ~dzie L1 i L2 są liniowymi oper~torami różniczkowymi, odpo­
~iednio n-tego 1 m-tego rz~du. 

it ·iownanie całkOlłe liniowe, które, w zależności od swej 
postaci; stanowi rozwiązanie równania różniczkowego al­
bo ze wzgl~~u na s.kładowe stanu odkształcenia /jeżeli 
szukamy napr.~żeń/, albo ze względu . na skład .owe stanu 
naprężenia /jeżeli szukamy odkształceń/. 
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3/ Funkcje pełzania i funkcje relaksacji, które stan~wią 
charakter~st~ki ciał w szczególn~ch warunkach jednostko­
wego nap.Q.żenia lub jednostkowego odkształcenia(stał~ch w 
czasie). 

4/ Współcz~nnikami rozdziału ene:rg:li i mocy /naturalnymi i 
umownymi/, które w warunkach stałego naprężenia lub sta­
łego odkształcenia można bezpośreonio w~razić przez funk­
cje pełzania i relaksacji. 
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