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W .K. Nowacki B.Ranieck:i 

I. Wstęp 

w niniejszej pracy przedstawiono sposób otrzymania roz

wiązania szczególnego podstawowych róvmań termosprężystości[1,2J 

oraz termo-lepkosprężystości dla pewnej dość szerokiej klasy 

zagadnień. Z.a.łożono brak sil masowych, zródel ciepł:a oraz 

j ednoroane warunki początkowe dla pola temperatur i dla 

wielkości charakteryzujących stan odkształcenia. 

Rozwiązanie szczególne dla ośrodka sprężystego uzyskano 

wykorzystując pewną metodę operatorową. Uzyskane rozwiązanie 

wyróżnia się swą prostotą,ze względu na to,że wyraża się 

.poprzez całki z pola temperatury i jego gradientów •. w ten 

sposób,na innej drodze w stosunku do ogólnie stosowanych 

metod,zaistniał:a możliwość sprowadzenia pewnych dynamicznych 

zagadnieri termosprężystości do odpowiednich dynamicznych 

zagadnień teorii sprężystoś.ci. Ogólnie stosowane metody wyma-

gają wielokrotnego calkowania oraz znajomości podstawowego 

rozwiązania. To ostatnie jednakże znane jest zaledwie dla . 
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niewielu konfiguracji ciała. Dlatego też otrzymane poniżej 

rozwiązanie szczególne,które uzyskano na drodze Jednokrotne

go całkowania po czasie posiada niewątpliwie pewne zalety 

w stosunku do ogólnych metod. 

Następnie rozwiązanie szczególne dynamicznych zagadnień 

termo-lepkosprężystości otrzymano wykorzystując analogię 

spr~żysto-lepkospr~żystą. Wykonując jednostronną transforma~ 

ej~ Laplace'a na rezultatach uzyskanych dla ciał spr~żystych 

przedstawiono rozwiązanie szczególne w przestrzeni transfor

mat dla ośrodków opisa~ych wielomianowymi operatorami róż

niczkowymi [ 3] . .Jla dwóch podstawowych modeli t.j. dla modelu 

MaJ..'Wella i modelu Voigta obliczono retransformaty. Uzyskane 

w ten sposób rozwi:-!zania szczególne podstawowych równań dla 

tych modeli wyróżniają się podobnie jak dla ośrodka spręży

stego prost ą formą /również niezależnie od konfiguracji ciała/ 

Jest to przedę wszystkim istotne dla modelu Maxwella,w którym 

zaburzenia propagują si~ ze skończoną pr~dkością. ·.J. zwią.zku 

z · tJ~ uzyskane ro~viązanie szczególne dla tego modelu pozwala 

/podobnie jak dla o~rodka spr~żys'teJO/ na wypowiedzenie kilku 

ogóL~ych uwag dotyczących stanu odkształcenia w pewnym prze~ 

dziale czasu. 
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2. Sprowadzenie dynaniicznych zagadnień 

termospr~żystości do zagadnień ze 

· stał<.t temperaturą 

Rozwiąza'1ie f-Odstaw ,.Jwych równań dynamicznej niesprzężo

nej termosprężysto~ci bez sił objętościowych [r,2] 

/2.1/ 

nioże być poszukiwane VI postaci sumy dwóch funkcji 

/2.2/ 
-z 

c;dzie 1'unkcja U spełnia niejednorodne równanie /2.1/, 

niezależnie od założonych warunków brzegowych i początkowych, 
-ii 

natomiast funkcja u- spełnia jednorodne rów:larl~e 

/2.J/ 

z odpowiednio Uiodyfikowanymi warunkami brzet;ow~imi i począ-

tkowymi. 

Jeżeli rozkład temperatury r spełnia j edncrodne rów-

nanie przewodnictwa Fouriera,które zcrpi.sze:;ny w anst~pującej 

postaci 

/2.4/ 

(
}l+q'gJ!2 

gdzie k jest współczynnikiem dyfuzyjności ciepła, a.,= p / 
;; 

jest pr~dkością propae;acji fal podłużnych oraz A=~ to 

m1alogicznie do metody Goodiera [4] dla quasistatycznych 
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zaeadnień, szczególnie rozwiązanie fti /-rrzy niżej przedsta

wionych warunkach/ można otrzymać w drodze tezpośredniego 

całkowania. 

-.I 
Rozwiązanie U równnn.ia /2.1/ b~dziemy poszukiwali 

w postaci 

;2.5/ 

PodstawiaJąc ;2.5/ do /2.I/ otrzymamy 

/2.6/ 

gdzie 

Stosując do obu stron równania /2.6/ kolejno operatory 
2 .. -jt-~ i 4 oraz dodając otrzymane równania z wykorzysta-

niem /2.4/ otrzymuje~y 

Zatem rozwiązanie szczególne ostatniego równania można otrzy-

m1;1ć przy.imując 

/'l.8j 

skąd 
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Drogą bezposredniego podstawienia funkcji /2.9/ . do równania 

/2.6/ otrzymamy,że na to aby /2.9/ było całką szczególną 

róvmania /2.6/ funkcje ~ i t powinny spełniać następu
jące równania ~ 

/2.IO/ . 

W przypadku jednorodnych warunków początkowych dla 

r możemy podstawić ;r.= ci:.= o ,wówczas .'tf J.,Z 

/2.II/ 
i: 

? = .3;;:-::r cek/l i-ext(aijt-?1Jrr~:;)Jq 
(J 

·~ 

Zatem przy jednorodnych warunkach początkowych dla 2t or.az 

przy powyższych założeniach odnośnie r mamy następujące 
ocóne rozwiqzanie zacadnienia początkowego dla róv.nai~ dyna-

micznej teorii termospr~· żystości: 

oraz dla odkształceń 

gdzie ; oznaczono pochodną kowariaritną. 
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Wykorzystujqc prawo Duhamel~a- Neumann'a 

.. 
, j? - tenser metryczny, 

Względna zmiana objętości w danym punkcie ciała 

wynosi 

Równanie t ,o otrzymano wykorzystując równanie przewodnictwa 

/2.4/ oraz /(Q, o}= O. 
Całkowanie po czasie w wyżej przedstawionym rozwiązaniu 

można z łatwością wykonać biorąc pod uwagę,że ogólne rozwią- . 

zanie równania przewodnictwa /2.4/ z warunkami 

N(P) g-:;+ /V(P)('T--'7;,)= O 
/2.!7/ 

/gdzie P jest punktem powierzchni ciała/ może być przed-

stawione w postaci 
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/2.18/ rr ~t)"' r:-E al) tn rQJe-*oc~ t 
IJ:r1 

/2.19/ a "' 7;1, '&(~Jc/WQJ 
1) ~ fn2(Q)dV(Q) 

J> 

gdzie tt"(Q} i rĄ; są funkcjami własnymi i wartościami włas-

nymi odpowiedniego zagadnienia na wartości własne. 

Poniżej podamy dwie uwagi dotyczące rozwiązania ogólnych 

równań,przy powyższych założeniach oraz przy założeniu jedno

rodnych warunków początkowych. Uwagi te będą odnosiły się do 

przedzału czasu O< t (i* gdzie f~:~: ~ ·- czas nade j-
a~ 

ścia do danego plL"'lktu ciała Q pierwszej fali niosącej 

oddziaływanie brzegu, ~ -odle.głość między punktem Q 

oraz najbliżej położonym punktem powierzchni ciała. 

Z powyższych rozważań wynika,że: 

I 0 pole wektorowe przemieszczenia jest polem 

potencjalnym,zatem w każdym punkcie ciało 

doznaje czystego odkształcenia. 

2° jeżeli temperat.ura w każdym punkcie powierz

. chni ciała '/(F; t)~ O to w każdym punkcie 

wnętrza ciała w przedziale czasu O (i (i~ 
wzgl~dna zoiana obj~tości ~ jest zawsze 

mniejsza od zera. Jest to niewątpliwie 

charakterystyczny efekt dynamicznej rozsze-

rzalności cieplnej ciała •• 

http://rcin.org.pl



- 8 -

l':-ależy podkre~lić, że podobną do wyżej przedstawionej 
-z 

metod~ uzyskania rozwiązania szczególnego U zastosowali 

. dla zagadnienia jednow;yn:J.iarowego A.Singh i F • .Puri w pracy 

[II] • 

\'iykorz;ystuj r.tc wyżej przedstawiony sposób, rozwiązanie 

wielu jednmv;ymiarowych za.;adnieri dynamicznych mo~na sprawa-

dzić do obliczenia skori. czonej ilości całek z temperatury 

i jej poch?dnych. W ten sposób można otrzymać syntetyczne 

uj~cie wielu wcze~niej rozpatrywanych zagadnień,które będą 

wynikały z nich jako przypadki szczególne [6 - I2] • 

Przypadek półprzestrzeni, nieagrafliczonego ośrodka 

z pustk~ kulistą oraz nieograniczonej płyty na spr~żystym 

podłożu rozwnżon.o szczet:;ółowo w pracy [IJ] • 

J. Jazwiązanie szczególne róvmar1 

termo-lepkospr~żystości 

FTzedsta~~y róvmanie stru1u dla ciała lepkospr~żystego 

układem róvmar~ [ J J : 

/J.I/ 

gdzie 

o~ 
rzędu 

!f(D) .oy· == Q1 (7J)ef/ 

-1::: 3k"'(e-3-~ r) 
--.1:J i e:;i są odpo\•Jiednio dewiatorami tensera napr~źeń 

i odkształceri c~ -· , a l;(D} i C/1 (D/ są odpowiedniego 
(/ 

operatorami różniczkowymi. 
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,Je wzorach /J.I/ w celu uzyskania prostych for.:nuł przyjęto, 

że ośrodek zachowuje si~ p-rozy wszechstronnym ściskaniu jako 

ciało sprężyste. 

Jeżeli na zwiqzkach /J.I/ wykonać jednostronną transfer-

mację Laplace'a i założyć,że w ciele nie występuj ~ przemie

szczenia i nar:r~żenia w czasie t~- O to otrzymamy 

_;;fj = 2j](p)e1~ 
/J. 2/ 

J = Jk"(e- 3~ T') 

Z /J. I/ i /J. 2/ wynika, że operatory 't:.;; d:~ce uogólnieniem 

stałych Lame'go po wykonaniu transformacji przyjmują postać 

/).)/ 
j ~(pj = k- fJZtPJ. 

W celu znalezienia rozwiązania szczególnego podstawo

wych ró~n1ań termo-lepkosprężystości,bez sił masowych oraz 

źródeł ciepła,przy założeniu jednorodnych warunków początko

wych dla pola temperatur oraz st~~u odkształcenia dokonamy 

jednostronnej transformacji Laplace'a na odpowiednich roz

wiązaniach szczeeólnych termosprężystoGci /2.I2/,/2.I5/ oraz 

/2.I6/. 

Fo wykonaniu transformacji,na podstawie analogii 

sprężysto-lepkosprężystej [5J ,rozwiązania szczególne 

w przestrzeni transformat przyjmą posta~: 
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/3.4/ 

§I=- 3!LeJł-2;f(p) «:iif[pj[ _ _j__~r T(x"!pJ} 
"A(p)+2~(;D) k t-~ 

( 
z _2 ~ (p)+2fttt>J 

Re p> ·i;} ; af(p}= p 

Oznaczmy 

/3.5/ 
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t{=-3Kp1 ?r-f;(t)* 'r{x~t)- 3Kayy- /tx:f}+ 

+ 3Ka~ t (f) 1r 'f;~·{x~-t) 

/.)x __ 3/(~p · m"' ·· 
t!1 - . .f k T!!. (-t) * t l" ' t J 

przy czym gwiazdką oznaczono operację splotu. 

Poniżej przedstawimy . dokładną postać rozwiązania dla 

ośrodka Voigta i iraXwella. 

a/ MQgg~ Y21g1~ 

Dla tego modelu funkcje ji(f} 1 "X.(p) przyjmują postać 

f[p)= ff+~ 

i{p) :.}(- j~(p) 
gdzie Z oznac~a współczynnik lepkości. 

podstawiając /3.7/ do /3.5/ po wykonaniu retransforma

cji Laplace'a otrzymamy: 

/3.8/ 

l . -llf) 
j1(1:J=pa;f1-e ; 

fof!J == 42~j[ J'(ł)-(lł+B)e-!Ji_l 
t (f)= 2(~;/[J -(d- ;NJ)e-llłj 

~ l) przy czym oznaczono przez A ,t?~ - czas opóźnienia, 
/LJ. ·;~ . aJ:\~ -prędkość propagacji fal poprzecznych oraz 
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wstawiając /J .8/ do /J. 6/ ostateczna posta·ć rozwiązań 

szczegółovzych przyjmie formę: 
. t . 

UT= ~~kfr l- e-P(i-ZJ_J f'l1d rrx": Z/ d7 

lf't o{= ~~f/łflt+B)j ext{lffi-?J}'!'(>.·':tJdt+ 

+ 
6 ~~kr:t.jj~-(i- ?/'/l) ex f{- Ił (i -z:!! 7};lx ":t) c!l'-

' (! 

/J.IO/ 

3k~ {77/. )fJ_i) C t.- .3pk 
- dif f (X'<: 4f-3jk . 

Obliczając granic~ wyraże11 /'J.? l i /J. 10/ przy ?t:-. O 

otrzymamy odpowiednie rozwiązania szczególne dla o:.:;rodka 

sprężystego /2.12/ i /2.15/. 

b/ ~~9~! ~~~!!§ 

W ośrodku Maxwella funkcjefif) i X{ f) są określone 
następująco 

/J.II/ 

gdzie A~~~ -oznacza czas relaksacji, 2: -współczynnik 
lepkości. 

Fodstawiając związki /J.II/ do równari /').5/ oraz wyko

nując retransforoację Laplace'a otrzymamy: 
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gdzie 

f~a =i (jL;j~)± (f(f~J,.l~-pi;", 
Uwzgl~dniając w wyrażeniach /J.6/ wzory /J.I2/ otrzy

mamy rozwiązanie szczególne w następującej postaci: 
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Łatwo mo~na Lprawdzić,~e podobnie jak w modelu Voigta, 

dokonując przejścia granicznego w /J.IJ/ - /J.I5/ przy 

otrzymujemy odpowiednie wyrażenia rozwiązań 

szczególnych dla o~rodka spr~żystego /2.12/,/2.15/ i /2.16/. 

Ponieważ zaburzenia w ośrodku ;...axwella propagują się 

ze skor.czonq ;..rędkoE.cią,to wzory , '3.13/ do /3.15/ przedsta-

wiają ogólne rozwiązanie · zagadnienia początkowego dla róvmari 

równow~i d;ynamicznej w tym ośrodku /przy założeniach omówio

nych we wst~pie/. ~ą one także rozwiązaniem ogólnym dla 

ośrodka nieobraniczonego. 

:Lonadto na podstawie wzorów /J.I4/,/J.I5/ mo~na wycią-

gn ::1 ć nast ~puj ące wnioski natury fizycznej, które w zasadzie 

pokrywają si~ z wypowiedzianymi wniostami dotyczącymi 

o~rodka spr~żystego / por. punkt 2 /. 

I 0 ~fekty dynauicznej rozszerzalnuści cieplnej 

ośrodką. ..... 8X\IJ'ella powoduj q, że wzcl~·dna zmiana 

objętości 8 jest zawsze mniejsza od zera 

w przedziale czasu O (i <';jJ je~eli - tylko 

temperatura w ka~dym punkcie powierzchni ciała 

jest wi -;:ksza od zera /z własności róvmania prze

wodnictwa wynika,~e ró\~1ież wówczas temperatura 

w każd~~ punkcie wn~trza ciała ·b~dzie większa 

od zera. 

2° Je~eli te~peratura w ka~dym punkcie powierzchni 

ciała jest wi~ksza od zera oraz ponadto 
' n-r . 

rrt-UJfrad 7 _>0 w rozważanym pu:1kcie vm~trza ciała 
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to 6''J(O · dla O(' -ć ( ~ 
Podobnych wniosków nie można było wyciągnąć w przypad

ku modelu Voigta,ze względu na to,że równania ruchu dla tego 

modelu są typu parabolicznego .. 

W celu znalezienia rozwiązania ogólnego,do funkcji 

określonych wzorami /3.9/,/3-IO! oraz /3.I3/ i /3.15/ należy 

dodać jeszcze funkcje flit i s;!f ,spełniaj ~tce jednorodne 

róvmania podstawowe lepkospr~żystości z odpowiednio zmodyfi-

kowanymi warunkami brzegowymi. Zatem przedstawiono tu sposób 

sprowadzenia rozwiązania pe~ych zagadnień termo-le?kosprę

żystości do rozwiązania odpowiednich zagadnier1 d;yna:!licznej 

teorii lepkospr~żystości. 

Opierając się na powyższym sposobie postępowania, 

w pracy [I4] ,przedstawiono w możliwie najogólniejszej posta

ci rozwiązanie zagadnienia propagacji jednowymiarowych fal 
. . 

termo-lepkospr~żystości w półprzestrzeni dla modelu Voigta 

i Maxwella /przy założeniach omówionych we wst~pie/. 
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