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2. Zatozenla i réwnania

Rozwazmy péiprzestrzen termosprgsysta

{-way«w z}fm} ograniczong powierzchnia =Z= ;:’(x)
Zalktadamy, ze
1°. w pbéiprzestrzeni brak jest Zrédel ciepta i sil masowych,
L péXprzestrzei jest oSrodkiem jednorodnym i izotropowym,
3% wycoko#¢ i krzywizna powierzchni sg dostatec'znie maie

/slightly rough surface/,
4°, granica péiprzestrzeni jest wolna od naprgzen, tzn.

6:’1-——.6;3=0' g dla z:?(x)

59, powierzchnia z=f(x)jes‘t nieréwnomiernie ogrzana, w
sposdb zalezny jedynie od wspélrzgdnej x i czasu i,
przy czym zaleznosé¢ od czasu jest harmoniczna, tzn.

T’(X,Q',f)l 7:(::) e"““’f

Z= &(;
Qdaae To/x/ jest funkejg dang speiniajgcaz warunki
Divierileta 1 absolutnie calkowalnz v przedziale
(-""91 FQ‘U).
Nalezy wycnaczyé pole “temperatury i naprgzel wywolane
ogrzzniem brzegu.

Modelem matematycznym zagadnienia ¢g nastg-
pujace sprgzone réwnania termosprgzystosci [1].
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z nastgpujgeymi warunkami brzegowymi
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Vh A —— »: dla z= ?(’x)
(xz, ) Toxe™
2
gdzie V‘!-_—_% - —_— ®z¢ /gd;yz pole temperatury i deformacji

nie zalezg od zmiennej y/ zas gS i .‘f'sa odpnwiednio po-
tenegc.rem sikalarnyn i jednz ze sk*adowych potencjazu wekto-
Wiegzo ((é jm-a/@ '7'03‘.?&‘)
Rozktad temperatury i naprgseit w pélnrzesirzeni
Jest réwniez okresowy w czasiej w zwiazku z tym wygodnie
jest wprowadzic¢ oznaczenia: T(x,z,zf) = T(x,z)c_?-“"z':
-t ot
é{_’(; z,t) =95(X,Z)e ; %x, z,t) = ?’(X,Z)@ :

-;CJL‘
Gj‘("r%tl) = 6;'(”) e < poszuvkiwa¢ wielkoéci 7_’(&2)}
dxz), Trz) ¢ byxz).

3. Rozwigzanie problemu

Bedziemy traktowzli dzialanie nierdunodei jako
mate zaburzenie pols termosprgiystezo istniejzcezo w pdi-
przestroeni ocr:.nic:;onej ptaszezyzna £ =01 znaiezo z do-
k?adne] teocorii [l} Ogzranicoymy =ig tutaj do wyon i
pola termospriiysteso z dokadnodcig do pilerwszego przyoli-

zenia.

Podoome jak w pracy [ﬁ] przenicsiecny warunki
brzegowe 72.2./ /okre...lonc na powierzchni Z= ?(x) / na
ptaszczyznge 2=0.

Wprowvadzamy nowy ukiad wspdérrzidnych xi,:c’a,:ig

zwigzany z kazdym punktem powierzchni w taki sposéb aby o$

:'*' byta cskierowana w kierunku welcto“a normalnezo 7 do

I3

po».ier"cl“nl, za$ o4 ::,1 byta bliska kierunkowi x /o$ x2

pokrywa sig¢ z kierunkiem y/.



Naprgzenia styczne 1 normalne w nowym ukltadzie
wepbirzgdnych wyrazajs slg przez naprezenia w uktadzie
/Xy ¥; &f = /'xl, X5, x3/ w sposdb nastipujacy

7 3 J
6, =2 .7 Oy eos(x x. /
/3:1/ N e tk (a:fﬁ)“‘d(f'&;&)} 77743

gdzie cos /x&’, xﬂ/ oznacza cosinus kata migdzy osig ,\:"i ’56

Warunki brzegowe dla napryzel majg postac

J3.87 57 = 6;;:0 dla z:}'g)

31
potgg f

25454 G{;@}') = &, (x0) +(?§f’)zzo' e

Ograniczajac sig w /3.1/ do malych rzgdu pierwszego i podsta-
wizjae /3.3/, po odpowilednich przeksztaXceniach otrzymujemy

Rozwijamy funkcje 6.,;, x, ;') W szereg wzglgdem

nasigpujace relacje

G, (0)= - (%%ij
G;X(X,ﬁ) = (5'“’)) JE _ 95,?:})‘ }.

XX Je=0 dix 0z
Zwigzki /3.4/ wyrazajs naprizenia w plaszezyi-
nie $redniejZ=0 przez skiadowe naprgzel termospr¢zystych
znanych z dokladnej teorii dla przypadku plaszczyzpy[é;;‘_’il
~ (@ :
D0z 4 96-'5") )

[ E / Oz

/3.4/

i przez wiasnoS$ci powierzchni,

W celu okreflenia warunku brzegowego dla tem-
peratury v paszczyZnie ¥ = 0, funkecjg 7’(1‘; f) rownies roz-
wijamy w szereg



Tt ) = o )
Otrzymujemy
/3.5/ T(10) = [x) — %Z:ﬁ)zzo. ,?
Ozna cﬁ%?} (,0( _ (9 s ) 90( ( (f;( ) ('_-::_ o!} j%
_-k 'c)z.) 1), %), ) Loy ~5 )~ )

Funke je Sfﬂr} ) sz(;“) 2 5‘?@'}, Sf@') sg znane z dokzadnej

teorii 1 wyrazajg sig wzorami

LFC‘) e /[F“z,;yz)(zflf 3:{ )—ZC’V(‘Q'JQ a/x

e 4’(‘”: ﬁf[&m’. (/1,,/40 1‘2‘280) i y,sze-:h(xA'

(X) = "' f[(ﬁ)zﬁ/j-*’)}q *(Z}zf,ji)a ,,_2[: )"t‘d]g m’

k‘?f(ﬂ)"*“—-f[ n A, + 1l B]@Fiﬂa’cx

W powyzszych wyrazeniach wprov.radzono oznaczeria

'/.st __C_J_‘? 44_. .E’fj..’i ; V:é(‘g_/jl)? l’g:@ri&:z)%
(2 4"2" ,é‘,—.-f_ﬂ’lﬁ){f : 1e e L3
Kk =gps TSI

"Staze" AO,BO';CO zalezg od parametru transformacji Fouriera.

1 wyrasajsg siz wzorami
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[&)= i [ To @ "%, a=(@@v)hE) i)

Warunki brzegowe /3.4/ i /3.5/ przyjmuja postaé

G;_z @’0) = f;(;t)
/3.9/ Oyz O) =, (0
\ T (x,0) = [(x)=TG) o)

gdzie
a0l { 6= 00560, fy00= 00 Earrfnk ) Tt g

Tak wi.c, zamiast jednorodnych warunkéw brzego-
wych dla naprgfeii i waruanku Z:Ck) dla temperatury /2.2/
otrzymalisny w plaszezysnie $redniej naprgzenia flfx/ i
fe/x/ orcz dodatkows zmiang temperatur}-Ta/x/, ktéryeh rzad
wielkogei jest rédwny ;f. :

W celu wyznaczenla pola temperatury i naprgzeil
w péivrzestrzeni nalezy teraz rozwigzaé ukiad rdéwnaln /2.1/
z worunkani brzesowymi /3.9/.
Uwzglgdnicajne harmoniczng zaleznoféc¢ od czasu i stosujge
fransformacjg Fourierz wzglgdea zmiennej x otrzymujemy trzy
rownania rdéiniczkowe zwyczajne, ktdérych rozwizzania /po do-
konzniu transformacji odwrotnej/ maja posta¢ /por. [1]/



Pnz) = Vz—,:f(Ae 1 Be)E g

/J. /M/ (f'ﬁz)z -.._-fc —VZ—LAX o

T(X,‘-Z) =ﬁ£€ﬂ¢74€- 7 @Be—lg-?-)e—zary

State 4, B, C /zaleine 04 parametru transformacji of /
wyznaczamy z warunkdw brzegowych /3.9/. Otrzymujem. naste-
pujgcy ukZad roéwnail

(273 A + («4v?)B = 2avC = —ﬁfﬁ’
2iad A + LixA DB +@{5¥?C » _%)

/3.12/ ~
At B = mEa

gdzie ﬁ(&) ; 7(2(«): é(&) 'sa transformatoramzi Fouriera

funkeji f,]_/x/, f2/x/, fS/x/

~ S R >
.E(-{ = ﬁ"—-:,fﬁ(fr)é"xxa{\' (=4% 3.

o ktérych zakiadamy tutzj, ze is»n‘leaq/ unke je :,1/ /s
pis /t/, bl /x/ muszg w tym celu speirnize¢ zrane warunki
Eozwiazujac uklad /3.12/ otrzymujemy

[ 4w \4‘*?‘7‘-*{‘?’4;] 2iavn ) Vi
A== fa(} :{4}1"" tn,;{w

Al

/3.13/ LA ' ., _ ~—
4 B'—"-'—'M[@* );;#?)d]g(ﬂ)f--—-—-—*";::" £@;+Q2+;2-'1r£@)

= QamE3VIAL) Fr AR & o ndn)
C =l o A bl



zdzis A wyraza sig tak jak we wzorach /3.8/, zaé -g(’cc)z

(=]

Podstawiajac /3.13/ do /3.11/ otrzymujemy ogdlne
wyrazenia dla potencjaldw przemieszczeniowych i temperatury.
ajac potencjeiy ze znanych wzordw obliczamy skZadowe pola

napresed Oz ) Oz , Gxx -
Przedstawiajac

B = 30+B1 y C = Co-i-Cl ’

C_ wyrasajg sig wzorami /3.8/, natomiact

( m[*’ *"")""r‘nzv'zz]n %) — @%v? )"’44.(2, 2% Y g ; @,

A = = 4 a4 44 L
/[3.14/ { B _ m/@{zxy‘z)-{, 1 ]rh:&}-&gvz)”4 ﬂ%){_ 21XV 1y f:;k)
=— 3 {1{ (“4 A <

1

=13 4""1) (‘éz ‘éz ) 7[( ) {-‘zfdl }‘ Sz -2 h, )f(:}+ a&m;ﬁv’z)(iz_n ’c”a
ua A a ¢

potencjaty i temperatura /3.1l1l/ przyjmujs postad

@(xﬁ)@ify Tog=5% 7, TC=T=T"

/3.15/
znikajg

W przypadku kiedy nieréwnoSci powierzchni

/vtedy w warunkach brzegowyeh /3.9/ f‘l/x/ = 0, fzjx/... 0,
Tﬂ_" .x/ = 0 / (}- %O

? 7 - ’ 7-’: 7_,0.
i wzory /3.11,/ okre$lajg Scisle i znane rozwiszanie proble-

mu dla péiprzestrzeni ograniczonej plaszczyzhs /zerowe pray-

bligzenie/.
iony é’, ir""f,, T'{ spowodowane sg warunkami brzegowymi



f:{k)} {;(X) ‘ ?:Qk) i opisujg wplyw nierdwnodei brzegu

péiprzestrzeni /w pierwszym przyblizeniu/.
4, Rozwazania probabilistyczne

Przeanalizujemy teraz sformulouizne w punkcie 2
zagaduienie nrzyjmujae najpierw, 2Ze rozklad temperatury
%;&)na brzezu jest funkcjg losowy, a nastSpnie, Ze powviers-
chnia ograniczajgca pélprzestrzerl jest powierzchnig losowg.
Lesowg temperaturg na brzegu oznaczymy przesz 7;(?(, W)‘.

7 ject elementem zbioru zdarzer elementarnyeh W, na ktérjo
okreSlona jest miara probabilistyezna /prawdcpodobiexsivio/
P, Dla ustaloreco ﬁ,To/x,w/ Jest zmienng losows /funkeja

sierzalna wzglsden miary I/ dla konkretrnego zdarzenia
leentarnezo h%eLJ} 7;(§Qvg) Ject realizacjg funkeji

E

[

(1)

losovie ] Igihsv) - funkejg rzeczywistg x. Temperatura na
breagu jest widce schatakteryzowana przez rodzin€ funkeji
Tg (X, w) zaleznych od parametru w.
> R 1 - o 3 -

Zalozymy tutaj, ze Jp(x,w) jest funkcja losowa
rzgdu drugiego o znanej wartogel przecigtne] Kﬂy,(})
+ - . / o
i funkeji korelacyjnej f(;,ﬂ(}aKf)-

a

Vyznaczymy wartodci przecistne i funicje korela-
cyjne pola termospregzysteso w pdiprzestrzeni.
L,1. Pbékprzestrzeil ograniczona plaszcoyzng

W tym przypadku potencjzty przemieszczeniove 1
temperatura wyrazajg sig wzorami /3.11/ z ktérych
}.\=no,B=Bo’c=c°-
Wprowadzajgc oznaczenia

& g 2 ; ’ i 2
a&) -m !@t Y J; 4}:(”_;_/ (9@):_m[(di):) /V.:{/lf

/h.1/
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ccc);éétm Qﬁ:) (:-A)

wzory /3.8/ zapiszemy w postaci

/el A= a@ T M), B, = b&) [ Gh), ({9:: c&) [ (4x)
Wyrazenia /3.11/ mozna zapisaC nastipujsco

é(X,Z,N) =-f31 (4,x,2) ?’:(q,w) el

/11--3/ a4 ~
&&(X;ZJN) :fz (‘,X,Z)Z(d.v”)aé(
7"()(,2, w) :j?s (=x,z) 7:’(&, W) o
gdzie -
P ACLAZES FE% e [ace i) % *]
/44 4, 2)= L XA —vz
9. (t¥2)= o= @ [ca)e™]

A A% Lo
§612)= Zm € race e by

Istrienie caZek sz‘oc&asfycznych /b.3/ zalezy od funkeji
korelacyjnej funkeji losowe] f{«,w; [6] Ze wzordw /h.3./
wida¢, ze wtacnoSci statystyczne potencjaldéw i temperatury
bsda wyrazaly sig przez odpowieduie charakterystyki funkeji
losove] i?(k,nj . Wartodé przecigtna i Tunkeja korelacyjna
tranﬂformcxty i:(""9 wyrazaje sle przez mTc/x/ i KTo/x,:E”V

nastipujgeo

; ; Jud - _ ~ e ,. ——~—
/4.5/ E['?;( ,w)] 4*27_:(‘() = E_F:[m%,(x)e“xafr= M (%)
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%00 00
= e z )
/45”/ K.;-;:éffd”):: .E/ .o'g?x,’w) 7"‘*‘@:;”) /[/g ! *) & (k- “J,né(
gdzie m%.EcL) jest transformaty I‘ourler wartosei praze-

cigtnej (x).
/”17-0 )
WartoSci przecigtne i funkcje korelacyjne funkeji losowych
/4.3/ wyrasajs sis wzorcai
Fea
/b.6/ m (lr,z)=fr.‘;-(x,x,z)4ﬂ»@) d«.
-_) md’b . 7;

jezeli i
1=
is=

B
n
=
-

to oz

FJ

to m?

\..d

to mr

*Co Fog

/6.7 /«‘g_)(};’z’; x‘f’z’?:j[/ﬁ%@fxﬂﬁ.ﬁc}x{zyﬁ"ﬁtf,r:;z,)aé;,4»
-0 S

i = }.’ 'tO 15
i = 3, to KT
gdzie % oznacza wartoddé zespolong sprezong.

Wzory /4.5/, /4.6/ 1 /b.7/ dajg recziigzanie pos-
tawionego zagednienia dla przypadlou pdéiprzestrzeni ograni-
czonej praszezyjzng.

4.2. Pé2przestrzer ograniczona powierzchnig nierdung

W tym przypadku potencjalry 1 temperatura vyraiajs
sig wzorami /3.11/ w kitérych 4 = & +31 » B = B +Ey , C=C +C,.
Rozwizzanie z vienia /funkeje 10.;0~e¢-(~c,u,) %{; )
T(x 5 w) wyraza sig przez funkejs losowg T, /%sw/
charf*teryzujacé rozk*ad temperatury na brzegu w dofé¢ skom-

plikowany sposdb. StaZe ni, 1, Ci h;“fraga sig przez trans-
formaty Fouriera funkeji ;? ;2 wzoranmi /3.14/.
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Z kolei funkeje £, f,, T}_ okreélone sa wzorami /3.10/ i

wyraszajs sis przez transformate temperatury na brzegu wzo-
rani /3.6/ - /3.8/. Wobee tego charakterystyki probabilistyczne
/w naszych rozwazaniach - wartodé przecietna i funkecja
korelacyjna/ potencjaiéw i temperatury /3.15/ bgda miaty
bardziej ckowplikowang posta¢ niz w przypradku poprzednim,
Tutaj osraniczymy si% do znzlezienia wyrazenia dla wartoSci
przecigtnej i funkeji korelaeyjnej temperatury.-wlasnoéci
statystiyczne potencjaldw termospryiystych wyznacza sig w
spos6lb enaloziczny.

Ze wzordw /3.11/ otrzymujemy nastgpujsce wyraze-
nie dla temperaiury

#c0 )
/b.8/ ’T’ﬁ, Z’W) =g}—é_;__-—f(}zf ’498_1721«. ?7‘&60 Q—Azz)é—mxat’:[f-

S t(x
+,r‘.!grf(’z‘f 48 ?Lﬁ‘v_B @ Z )e
Korzystajse z /3.14/ i oznaczajac
2, .2
_ A
zd<) ) S =Ah&)
A o
54(9(,}(,Z)= ’;i_r:_ﬂ_e LAX Q('GCJ/Z,,Q)T 7"’@@)/?38 }22

Jr4,x7) = AMF o [ o~ %z e_)'fz],/z ) 1,n,

56@ x2) = Im,”‘ *sz%—lgz_ 8—1”7‘%‘ YR n,

po dokoneniu odpowieénich przeksztalcell otrzymujemy

/b.9/

5 sat T(x,z;w) = [ [ % (@,x,%) %”(d,w) g, & x,2) ;’?@,w) £

+ %(*:sz) f:?d) *9 *,x%) ;g“’] dlx
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W celu zapisania wzordw w zwartej postaci oznaczymy tutaj
a1/ Tewy = aw), Teem=X 6w ,{MM,M, fE=x ).

Wartoé¢ przecigtna pola temperatury /4.10/ wyraza sig
nastSpujaco -

/b 12/ m (X,Z) [ij,ﬂ-ﬁ;xrz)m‘f(“) a
(= )

Funke ja korelacyjna /(7-'0:2',‘ xez®) pola temperatury
/4.10/ wyraza sig wzorem

/4.13/ K (r,’z;'-xf’z’j:: 2., (@0l 2) @) K (1) e
r “,[ _[a‘x/"ﬂ‘? 7 & 7 {({(}(

Nalezy jeszcze okreS1i¢ wartoéei przecigtne mX@)
K.-.. 7 (= x¥ ¢
i funkecje korelacyjne

J
Diai=j=3 (m~(a()=m &) ) /f (-cfxr;) /( @&’ q:.r?)
funkg- 7‘2 =q akresc'ane w.za-ram{_ (45). Dofyznaczefm
mi,::(-i) ¢ /’(zg(#f«t’) (‘d 6.5;'6) /oromza/zc ﬂasfgpuﬂce/bcsé/mnm ‘
Punkcje losowe Xa/x,w/ = 1/x,w/ g KS/x,w/= fi/x/,

XG/x,w/ = fzfx/'

mozna zapisaé
Y A{(X,W)=f/l£-(4,x) T dt | 1=456

gdzie
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Aﬁ («,X) :mf,’-;—ffme"“;"‘ 1,2,Q&) + n, A, Gl )J
/i.15/ /1 @x)= z—'—fm e (4‘3}‘)[42(41/14hé'm&]—zy(kc@}
N\ ’ @x)= P;i‘-; E’ﬂ‘;“( £ CK){ Qi [a(«'))1 +,ééc)/laj+ Vs («'i}-—

= ;i,ﬁ Z?Zﬂfzuz)Qﬁ)fﬁﬁ:ﬁde)é‘«’)ff Vf;’(C@_)D
X

m.
g bl b

ansforuscje Fouriera funkeji X;/x,w/, /i=4,5,6/ wyraiaja
sig jak wiadowmo, wzorem

/b.16/ X (4w) = é}f/z("rw)emc/x

iobec tego

47?'-:(0{):_" .i-[m f;fX o
X M XE_(")&' ax =

/L.17/ X

Qf=456.
K"f(a"v-—-—-—[//( 6"’;)9 ((«r—a )dr%#

Uystipujgce w powyiszych wzorach funkeje m)g(x) /( (x! X"j

X%
mozna juz na podstawie wzoréw /L.14/ prostec wyrazié przez
wertos¢ przeciging i funkejg korelacyjna losoviej temperatury

na brzegu /jej transformaty/ 7;(&:()
+ 00

M, x) = | /). (x,x) Mz (&) ds

VIRY.Y, X _L/l*( ) M@)o

. /":1;;'2“15:6/
/{x(_/\;’@f)’“) = [ f/]{ (d:x-’) /I;(q’jx? /\%Qj‘iﬂ)ﬁ‘/{fﬂfi”
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Tak wigc wzory /4.12/, /4.13/, /4.17/, /4.18/
i /4.5/ daja rozwiazanie postawionego w tym punkcie zagadnie-
nia. Wyrazajg one wartofei przecigtne i funkeje korelacyjne
pola temperatury w péiprzestrzeni przez wartod¢ przeciginag
i funkcj§ korelacyjng temperatury na brzegu. WlasnoSci sta-
tystyczne potencjatdw sprqﬁystychéﬁ;'f* wyznacza sig w sposdb
analogiczny. Funkcje korelacyjne naprgzei bsda wyrazac sig
przez pochodne funkcji korelacyjnych potencjaiéw /przez po-
chodne czwartego rzgdu/, /por. [5] L

4.3. Pétprzestrzell ograniczona powierzchnig losowg

Rozwaszymy tutaj zagadnienie sformulowzne w punk-
cie drugim przy zalozeniu, zZe funkcja opisujgca powierzchnig
nierdéwng jest funkejg losowg, /Z=?@,w)’ we ly /, natomiast
rozklad temperatury na brzegu-To/x/ jest funkeje nielosows.
Zaktadamy, ze wartosé przecigtna funkeji }7 jest réwna zeru,

i 7e znana jest funkeja korelacyjna A (x; ") « Halezy wyzna-
czy¢é funkeje korelacyjne pola termosprgzystego w pdé2przestrze-
ni. Tutaj ograniczymy sig§ do podania wyraze:n okre$lajacych
funkcjg korelacyjng temperatury.

Funkcje okres$lajgce pole termosprgsyste w pdi-
przestrzeni wyrazaja sig wzorami /3.15/. Wpiyw nierdwnosci
powierzchni opisujg cziony ng; jﬂ”f a 7” , ktére /przy
zalozeniu, ze powlerzchnia jest losowa/ sz funkcjami losowymi.
Wyznaczymy funkeje korelacyjna funkcji losowe] 7’"/&%#’) %

Uwzgledniajge wzér /4.10/ 1 oznaczenia /4.11/
funkeje 7 A% W) mozna zapisaé

/829 Taw) = f[fqﬁ"*f’)};“”" jfﬁ,x,z)z.(ﬁﬂ)f j‘{g,z);(; ﬁwia/d

Funke ja korelacyjna wyraza sig wzorem anzlogicznym do /4.13/
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0 +00

6
20 (x’z;’z‘= X2) Qw2 <)ol
/1 .20/ /( )- ﬂo %q?‘ﬂ,x,z')g.(d,w,z ) /(:Y:%ﬁx )< du”

lecz teraz funkcje korelacyjne /()?-K-('(;d”) nalezy wyra-
[
zi¢ przez funkcjg korelacyjng powierzchni losowej /gﬁffx”),

Zgodnie z ozhaczeniami /4.11/ funkeje X; /i=4,5,6/

wyrazaja siq wzorami /3.10/. Transformacje Fouriera funkcji
Xy /x,w/ wyrazaja sie przez g'/x,w/ wzorami
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Wzory /4.20/, /B.22/ i /4.23/ wyrazajs funkejis
korelacyjng temperatury w pdiorzestrzeni przez znang funkejg
korelacyjns powierzchni losowej.
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