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Miejsce teorii po.rowatości Biota 
w mechanice ośrodków ciągłych 

R.Solecki 

1. W 1941 r. M.A.Biot opublikował /1/ swą l.iniową teorię 
deform.B.cji ciałaporowatego ·zaw~e:rającego płyn lepki, a 

w latach póżniejszych zajął . śię • s. za nim i inni autorzy 
- problemem propagacji akustycznej w takim. ośrodku /per. 
np. /2/ /. z ·Q.rugiej strony w ostattlim dziesięcioleciu roz
winęła się, zapocząt-kowana we wspołczssnym ujęciu p;r-zez 
C.Truesdel;La /3/, teoria dyfuzji ciał odkształc~lnycb.. 

Zdawać by. się mogło, ze zlinearyzowana teoria dyf''l,lzji :pły
nu .lepkiego i ciała. sprężystę.go powi~a być i dentyczna 

z· teorią Biota. Tak jednak, jak to ~twierd.!.ono /por. npo 

/4/ l, nie jest. W niniejszej pracy ppstarB.Ji:y się odpowie
dzieć na pytanie: jakie jest miejsce teorii Biote. w ::necha
nice ośroci.ków ciągłych? Za kryterium poprmrnosci omawianych 
związków uważać będziemy Żgodność z poą.staT. ·'3·W~'llii :.ą.s.aiianli 

których spełnienia ząda się /por /5/ l ·:Ai rownań konstytu
tywnych opisujących dane ciało. 

2. Zaczniemy od krótkiego przypomnienia podstaw liniowej 
teorii Biota. Biot zakłada, że każdy punkt przestrzeni jest 
równocześnie zajęty przez cząstkę ciała sprężystego oraz 
przez cząstkę płynu. Otrzymany w ten sposób a c-:-r·egat ;..;b.arak
teryzuje się energią potencjalną W = W/ grad ~ , div ~ l 
gdzie u i U oznaczają odpowiednio w~ktory przemieszcze
nia ciała stałego i płynu. Wychodząc z takiego założenia wy
prowadza Biot związki konstytutywne, które w przypadku izo

tropii prz: jmują następującą postać 
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(2.1.1 ~ 

(2.1.2) 

1 1 rv 1 2 rw &1 j = A ekk o1~ + 2li e1~ ł Q ekk bij , 

2 -1 l 1 2 l('- . r-6. . = . -~ Q ekk + R ekk o ij = p oij • 
l.J . t" 

Ozn.ączyliśmy tutaj przez &1j , Ć~j . tensory napręże
nia, przez elj' eij - tensery odkształcenia infinitezy
m.alnego odnoszące się do ciała "1" /ciało stałe/, lub też 
do ciała "2" /płyn/. Wszystkie składowe odnieśliŚmy do współ
rzędnych kartezjańskich. W dalszym ciągu ogranicz~ się do 
badania ciała jednorodnego zakładając, że wielkości A, N, 
Q i R są stałe. · Zauważymy od razu, że ró1mania konstytu
tyWne (2.1) nie spełmiają zasady współobecności. Zasada ta 
nie żąda coprawda, aby w ostatecznych związkach występowały 
te sam~ zmienne, jednakże usunięcie niektórych wielkości mo
że być spowodowane jedynie wymogami zasad mechaniki, warun
ków syme~~ii czy też zasady produkcji entropii. W pracy Bio
ta żwiązki (2.1)wynikają natomiast z definicji potencjału W 
oraz z definicji zależności między W, a 6ij• 

Fosługując się związkami (2.1) można zapisać w następu
jącej postaci wyprowadzone przez Biota równania ruchu 

(2.2.1) 
:1 

~11 
.. 

6.j .= ui + ~12 ui ' l. ,J 

,2 
?12 ui+ ~22 ui ó· .. = l.J,J 

(2.2.2) 

gdzie f 11 , J 12 , f 22_ są współczynnikami związ.aeymi 
z gęstościami ciała stałego i płynu. 
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3.Przytoczymy teraz równa.ilia :~ ·;.:.chu agregatu dwóch 
ośrodków dyfundujących :pomijając:s~ły masowe i zakładając, 

że spełniony jest postulat z-achowa.tu.a masy dla każdego 

z tych oś~odków oddzielni~ /:por .np. l 6/ l. Mamy 

(3.1.1) -Tri S'1 
... ./1/ . 

= u. - ó .. j ). ;)J.' 

... 6/2/ 
(3.1.2~ '!i 5'2 u. -. l. . ji, j . 

gdzie ·ll jest· wektoren( op·(}ru dyfuzji, 6(11 6 ~/ zaś 
napi'ężelii.ami ·cząstkowymi • ·:W celu· upod'obniehia (2_. 2) do (3.1_·. 

· ozwiążemy_-ten llkład -~ó~: .~zględe~ ui oraz Ui. ·Otrzymane 
zwiąZki .zapiszem1·w · ~stępującej pąs·taci'. 

(:; •. 2.1 ) .. 

gdzie oz~zyli~ . . . . . 

.;1 
~fj,;j +. J.22 Q 6~ .. ' ' l.J,J 

Por6wnująQ C~~·2) ~ (3.1) widzimy, że nale.zB.łoby przyjąć; ~ -<ial

szym c~ą~ ·~! 

(3.4.1) 
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(3.4.2} 61~( + n .. = D22 /B 6 1l.. J. + c 6.. ~ 1 = Jl. l.J ) l.J 

. 1C' 1 2 (' 
!! j-;ekk oij + ~2 eij + (33 ekk oij • 

Tutaj d ~l l, .j ~fi są nowo zdefiniowaDJlDi naprężeniami 
c~ąstkowymi: spełsiającymi zasadę współobecności, .nij jest 
zaś pewną funkcją której dywergencja jest oporem dyfuzji 

n ij, j = .1t i . 

Występujące w(3.4)współczynniki fenomenologi ·:zne · 
określone są przez następujące zWiązki 

(3.6) e\.1= 9-2
/ )'11 J2~ + )'11 ~12 '/' 

ol.3= f-2
; g11 g22Q + ~ 11 g12 ~/' . 

~1= i-2
; )'11 )'1~ + )'11 ~22 #1 ' 

Podstawiając(3.4)i(3.5)do(3.2)otrzymujamy 

(3. 7.1 J . !t. = ~11 ·ii~ - - ó.~1~ 
l. Jl.,J 

.. 
~{~~ (3.7.2) Tri = .?22 ui - • 
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· Uzyskaliśmy zatem formalną · identyczność. równań · ruchu . 
dwóch· ośrodkóW dyfundujących z róyma.n.iamiruchu nU.eszaniny 
Biota. Musimy teraz wyjaśnić czy . nie zachodzi sprzeczność 
~ędzy _związkami (,3.4) wynikającYm.~ z tebrii Biota, a uzyska- · 

·nymi. formalnie równaniami ruchuC3.?l 
. .. 1-0 ·_ Załóżmy na. razie, . że - c~ało · ~'1" jest . izotropowym cia

łem sprężystym, ciało "2" żaś -. płynem. w przypadkl.l ruchu· 
· takiej : mi:esz~y obow~ą~ują ·ró~ania k~nstytutywne ~yska-
. ne przez A•E.Gree-na i T.R.Steela /7/. Równania ·t .-e ozynią . 
zadość żąd.aruu Die~mienniczości i zasadzie wsp_ółobecnoąci, . 

· a _ ograniczeriia . nałożone . na występujące _w nich. współczynniki 
fenomenologiczne w.Ynikliją . z zastosow.a.llia · nieróW-ności entro
.Pii •. · O"f?óż ~ .przypadku z;Linearyzowanym, . zgodńie z tą p~acą; 
zadile ·z· naprężali cząstkowych nie zależy a:ni od różnicy· pręd-

. kości . skladników mieszaniny ani od' pocho~ch tensora od
kształcen;ia; : opór dyfuzji · ·natomiast od tych w;ielkości zale
ży_ . o 

W tym p;t"ZYI)adku~ z rozwiązania równania(3~5) wynika~ że 
i _ tensor . ·. n ij _musi_ zależe6 -Od tej różnicy, a zatem 
/w zwi~ku- z założemami ocinośiD.e 6 ~i/ , · 6 ~f/ l spełnie-
nie związków (3.4) nie jest możl~we. · · 

. . . : 

· ·. 2° ·Jeśliby obydwa ciała były izotropowymi ciałami. sprę- · 
. żystYmi wówczas zgodliie z pracą /4/, opór dyfuzji zależałby 

- . . . 

·ponownie od podanych poprzednio wielkości, a _ zatem i w -tym 
· przypadku spełnienie związków (3.4) nie . jest móżliwe • 

. Doszliśmy tym samym do wniosku~ że w teorii Biota _pomi
nięty jest~ opór dyfuzji •. W konsekwencji_ związki(3.4)należy 
uważać za równania konstytUtywne dla naprężeń cząstkowych 

' 6~11 ., 6~f1 ·. . . 
~o Należy teraz wyjaśnić, przyjmując · za dopU.szczalne 

pominięcie oporu dyfuzji, mieszaninę jakich dwóch ciał moż
na opisać związkami(3.4~ Jednym z nich jest niewątpliwie 
izotropowe, jednorodne ciało sprężyste przy czym naprężenie 
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w takim ciele. opisane jest w przypadku intin.i tezymalnej de

for.macji jak wiadomo związkiem typu 

(3.8) 

Drugie z t:yc.h eial opisane. jest, w przypadku gdy pierwsze 
z ·nich nie występuje, związkiem konstytutywnym t;ypu 

Zachodża trzy al tamatywy: · 
I/ Ciało "2" może być, zgodnie z założeiliami Biota, ideal· 
~]'m .Jspręzystym/ pły.nem St" "~e sa o równaniu kOnStytutywnym 

Je~ż.e żądanie jednocżesn~t?;O spełnienia róWnania zacho
wania masy orą..z wynikającego ż (3.9) i (3.10) z:wiąz..lru !U = 

~ ? . . = - !'' .. 2 ekk wraz z ·ialożen.ięm o nieskończenie małych defor- .. 

macjach i p.rędkosciach prowad.Zl., 3:o łatwo sprawdzić, do 
ll&&"tę.pującego równanj..a stanu . 

(,3.11) C = const. 

Ciało "2" może być więc bardzo szcz,ególnym przypadkiem 

płynu piezotropowego. 
II/ Ciało "2" może być również dowolnie poruszającym się 
ciałem spręży~tym dla którego współczynnik Lame )U = O. 
III/ Ciało "Z może być · wreszcie dowolnym ciałem sprężystym 
o ograniczeniach nałożonych na stu deformacji. 
Załóżmy 

. (3.12) gdzie 
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Wówczas 

(3.13) &1 j = /3A. + 2 ,~ e s-ij' 

a to jest istotne wzór typu(3.8) z (3.12) Rj-nika, że 

(3.14) gdy i = j 

a więc 

(3.15) 

oraz 

(3.16) l nie sumować po "i"/. 

Podstawm;y teraz (3.4) 1(3.16) do l3.7) uwzględniając, że 

j(i =o 

(3.17.1) 

1 1 . ) 2 u. = f.ł1 e . . i + g2 e. . . + 133 ~ 
~-· JJt · r l.J,J r 3x. ~X. 

J. l. 
/nie sumować po "i"/ 

Układ równań (3.17.2) jest rozprzężony z uwagi na Ui; 
każde z równań tego układu jest niejednorodnym równaniem 
falowym. Wielkości U. można zatem bez truc.1l wyeliminować . l. 
z (3 .17 .. 1). Zauważmy_ jednakże, że z (3 .15) i z 0.17 .1) wynikają 

dodatkowo ograniczenia którym P?dlegają funkcje 
u1/~ ,x2 ,~,t/. Muszą być mianowicie spełni.one warunki 

_c;.18) A1 e 1 _.: -+ ·~e 1 .. ·= f 1/x1 ,t/ /nie sunować po "i"/ r (Jd ,l. ,-~ l.J, a 
gdzie t_1Jx1 , t/ są. . dow_o_lnlmi fu.nlmjaai swoi.eh argumentów 
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